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Esta obra nace por el interés de los autores de publicar un documento
introductorio sobre fundamentos de matematicas generales que sirva de
consulta y nivelacion a estudiantes que ingresan a primer semestre a la
Universidad de Narino, sobre todo, a estudiantes de programas que tienen
relacion con las Ciencias Basicas, Técnicas e Ingenierias.

Los temas que se abordan en esta obra han sido seleccionados a partir de la
experiencia de los autores, quienes reconocen en ellos las dificultades de los
estudiantes, tanto en lo conceptual como en lo procedimental. Para el efecto, se
presenta, en forma resumida, la conceptualizacion, ejemplos y, luego, se
proponen ejercicios incluyendo las respectivas respuestas. Adicionalmente, en
cada capitulo se propone una evaluacidn que contiene preguntas organizadas
por temas, en las que se indica la respuesta correcta y se propone una
sugerencia que, bien retroalimenta o guia la obtencion de la misma.

Esta obra esta organizada en cuatro capitulos. El primero, “Elementos de l6gica
matematica y teoria de conjuntos”, presenta aspectos basicos de proposiciones
simples, compuestas, tablas de verdad y aplicaciones a la teoria de conjuntos.
El segundo, “Conjuntos numeéricos”, contiene un repaso de los sistemas
numeéricos: conjunto de los numeros naturales, enteros, racionales, irracionales
y reales, con la operatoria aritmética. El tercero, “Introduccion al Algebra”,
aborda un repaso general de expresiones algebraicas, polinomios, raices de
polinomios, factorizacion y teoremas relacionados con las raices de polinomios.
Finalmente, el capitulo cuarto, “Funciones”, contiene aspectos generales de
funciones, para luego centrarse en el estudio de las funciones numéricas reales,
a saber: polinomicas, exponenciales, logaritmicas y trigonométricas. No
obstante, en lo que corresponde a funciones trigonométricas, sélo se introduce
la definicion, sus dominios y rangos, dado que se trata de un texto para repaso
de fundamentos de matematicas generales. Su ampliacion sera abordada en
una obra que se publicara posteriormente.

Es conveniente anotar que en este texto se utiliza el punto (.) para separar cifras
de miles y la coma () para la separacion de decimales, hecho que es contrario a
lo que normalmente aplican los dispositivos electrénicos.

Los autores

Septiembre de 2018
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CAPITULO |

ELEMENTOS DE LOGICA MATEMATICA Y TEORIA
DE CONJUNTOS

ELEMENTOS DE LOGICA MATEMATICA

Una de las mayores dificultades que tienen los estudiantes para asimilar,
comprender los conocimientos matematicos, asi como también para analizar,
deducir procesos matematicos; radica en el uso y poco manejo del lenguajey la
simbologia propia de esta ciencia. Teniendo en cuenta lo anterior, se plantean
elementos basicos y necesarios tanto de la I6gica matematica como de la teoria
de conjuntos. Se pretende con esto, que los estudiantes se apropien de estos
elementos para su uso y aplicacion durante el desarrollo de un curso de
matematicas basica y en otras asignaturas de la misma.

I1.1.1 Proposiciones

Una proposicion es un enunciado que tiene un solo valor de verdad: Verdadero
o Falso.

Una proposicion se designa o denota con una letra; por ejemplo,
p,q, 1,5t P,Q,R,S T uotras.

En el lenguaje comun, en la cotidianidad, el valor de verdad de una proposicion
depende de ciertas circunstancias, factores, conveniencias, tales como: tiempo,
lugar, lenguaje convenido, contexto, entre otros.

Ejemplos:
Las siguientes declaraciones o expresiones, son ejemplos de proposiciones.

p: Cinco es un numero natural ¢q: 0,75 es un numero irracional r: 10 no es numero entero

s: Hoy es dia lunes t: Hace mucho calor w: Jaime no es inteligente

De las propiedades de los conjuntos numéricos, se sabe que la proposicion p es
verdadera, q y r son falsas; sin embargo, el valor de verdad de las proposiciones
s, t,w, queda sujeto a circunstancias o factores como los descritos
anteriormente. En efecto, para s depende del dia en que se enuncia la afirmacion;
para t de las condiciones del estado del tiempo.

En adelante, se utiliza esencialmente proposiciones matematicas, salvo algunos
ejemplos donde se requiera comprender ciertos valores verdad.

11
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Operador (NO; NOT)

La negacion de una proposicion p se indica por p, en la cual se lee: no p. Asi,
p es otra proposicion llamada la

negacion de p.

Si p es falsa, entonces, ~p es verdadera; y si p es verdadera, entonces, ~p es
falsa.

Negando las proposiciones de los ejemplos anteriores, se tiene:

~p: Cinco no es un numero natural ~q: 0,75 no es un numero irracional
~r: 10 es numero entero

~s:Hoy no es dialunes ~t: No hace mucho calor ~w: Jaime es inteligente

La negacion de la negacion de una proposicion dada, equivale a la proposicion
dada.

~(~p): Cinco es un numero natural
~(~q): 0,75 es un numero irracional
~(~1): 10 no es numero entero.

Como se puede observar, la negacion de la negacion de una proposicion,
produce la proposicion original; en este caso, se obtiene, respectivamente, las
proposiciones iniciales p, g, r.

Operador (Y; AND)

Si p, g son proposiciones, entonces p g es otra proposicion llamada la
conjuncion de p con q. En la expresion p A g, se lee: py q; también p and g

Valor de verdad de una conjuncion

Una conjunciéon es verdadera, unicamente cuando son verdaderas las dos
proposiciones que la constituyen; en cualquier otro caso, la conjuncion es falsa.

12
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1.1.5 Disyuncién
Operador (O; OR)

Si p, g son proposiciones, entonces, pVq es otra proposicion llamada la
disyuncion (disyuncion) de p con q. En la expresion p V g, se lee: p 0 ¢g; o también
pogq.

Valor de verdad de una disyunciéon

Una disyuncion es verdadera, cuando es verdadera al menos una de las dos
proposiciones que la constituyen; por lo cual, una disyuncion es falsa,
unicamente cuando son falsas las dos proposiciones que la constituyen.

1.1.6 Disyuncion Excluyente o Exclusiva
Operador (O; XOR)

Si p, q son proposiciones, entonces, p g es otra proposicion llamada la
disyuncion excluyente de p con q.

En la expresionp g seleep 6 g, 0 también p o g pero no ambas (p xor q; p or q
but not both)

Valor de verdad de una disyuncién exclusiva

Una disyuncion excluyente es verdadera, cuando es verdadera unicamente una
de las proposiciones que la constituyen; por lo cual, la una excluye a la otra; es
decir, una disyuncion excluyente es verdadera cuando las dos proposiciones
que la constituyen tienen diferente valor de verdad.

Tablas de valores de verdad de negacion, conjuncion, disyuncion y disyuncion exclusiva

Negacion Conjuncion Disyuncion Disyuncion
exclusiva
~Dp p q pAq p q pVvq p a |pq
v v v v v v v v f
f v f f v f v v f v
f v f f v v f v v
) f f f f f f f f f

Observando los valores de verdad de las tablas anteriores, se podria decir que
una disyuncion no es exigente, puesto que, para que sea verdadera, no es
necesario que las proposiciones que la conforman sean verdaderas; pues, basta
que sea verdadera una de ellas; en cambio, una conjuncion es exigente, puesto

13
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que, para que sea verdadera, es decir, para que se cumpla, es necesario que las
dos proposiciones que la constituyen, sean verdaderas.

Los simbolos , , , , son operadores logicos.

El simbolo ~ es operador unario, porque se aplica o actua sobre una
proposicion; en cambio, los operadores , , , son operadores binarios, porque
unen dos proposiciones. Estos operadores son conectivos logicos
fundamentales.

p: 100 es numero natural q: 0.85 es numero entero r: —120 es numero entero

La proposicion p q: 100 es numero natural o 0.85 es numero entero; es
verdadera, porque p es verdadera. Observe que no importa el valor de verdad de
la proposicion g, que para este ejemplo es falsa.

p q:100 es numero natural y 0.85 es numero entero, es falsa, porque q es falsa.
Note que no importa el valor de verdad de p, que para este ejemplo es verdadera.

p r: 100 es numero natural y —120 es numero entero, es verdadera, porque,
tanto p como r son verdaderas.

Sean las proposiciones siguientes:
s: X es numero racional t: x es numero irracional
s t:x es numero racional o x es numero irracional

La proposicion s t es una disyuncion excluyente, porque si x es racional, no
puede ser irracional; o si x es irracional, entonces, x no es racional. En realidad,
la proposicion s excluye a la proposicion t, y viceversa.

Asi pues, si s es verdadera, entonces t es falsa; y si t es verdadera, entonces, s
es falsa. En este ejemplo, la proposicion s t es verdadera.

Una proposicion es compuesta cuando tiene al menos un operador (conectivo)
binario.

De aqui se deduce que una conjuncion, disyuncion, disyuncion excluyente son
proposiciones compuestas.
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Una proposiciéon es simple (aislada) cuando no tiene operadores binarios; existe
una sola unidad de afirmacion.

Operador - (Si ... entonces ...; If ... then ...)
Sean las proposiciones arbitrarias p, q.

La expresion p g es otra proposicion, llamada implicacion; la cual, puede
constituir un enunciado condicional, hipotético o implicativo.

La expresion p — p se lee: p implica g; o también: si p entonces g; p solamente
sig;psolosiq; gsip

En la proposicion p g se puede decir que p es el antecedente y q es el
consecuente. Esta lectura es la de mayor aplicacion en los procesos
matematicos deductivos, inclusive, en el lenguaje comun.

Vale anotar que en procesos de demostracion matematica de una proposicion
de la forma p — g, se asume que p es una proposicion verdadera; es decir, se
asume que p es una verdad hipotética. En realidad, no tiene sentido considerar
que la proposicion p es falsa, porque en este caso la implicacion es verdadera.
Por esto, la proposicion p —» g constituye un enunciado hipotético.

p es la condicion que se impone Yy, si se concluye que g es verdadera, entonces,
la implicacion (p — q) es verdadera. Por esto, a la proposicion p — g también se
la lama enunciado condicional.

Un estudiante, ante sus companeros, afirma lo siguiente:

Si apruebo las asignaturas del primer semestre, entonces, en vacaciones me voy
a las playas de Cartagena.

Si terminado el semestre, el estudiante aprueba todas las asignaturas
(antecedente verdadero) y, efectivamente, en vacaciones va a las playas de
Cartagena (consecuente verdadero), entonces, el estudiante no miente; es decir,
cumplio lo que prometio; en este caso, la implicacion es verdadera.

Pero si el estudiante aprueba todas las asignaturas (antecedente verdadero) y
en vacaciones no viaja a las playas de Cartagena (consecuente falso), entonces,
el estudiante no dice la verdad; es decir, no cumplio lo que prometio; en este
caso, la implicacion es falsa.

Ahora bien, si terminado el semestre, el estudiante no aprueba todas las
asignaturas (antecedente falso), entonces el estudiante no estd obligado a
viajar a Cartagena; en este caso, si viaja a Cartagena (consecuente verdadero)
o si no lo hace (consecuente falso), el estudiante no miente; pues, si no se
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cumple la condicion que él mismo se impuso, queda libre de hacer lo que quiera.
En consecuencia, en estos dos ultimos casos, la implicacion seria verdadera.

Valor de verdad de una implicaciéon
Una implicacion es falsa, unicamente cuando el antecedente es verdadero y el
consecuente es falso; pues, cuando el antecedente es falso, no interesa el valor
de verdad del consecuente, ya que, en cualquier caso, la implicacion es

verdadera.

Tabla de verdad de la implicacion
P q P—q

\Y \ \

\Y f f

F \ \

F f v

1.1.10 Proposicion Doble Implicacion

Operador: [~] (p siy solo si q)

La proposicion p q se lee: p siy solo si g; p solamente si g; y representa la

conjuncion:

—q) (@—0p).

La proposicion doble implicacion, también se la llama bicondicional.

Tabla de verdad de la doble implicacion
P—a a—p pllq
P q (P—a) (@—p)
\% \% \ \ \%
v f F i f
f v \Y f f
f f \% v v
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Se puede observar que una proposicion bicondicional es verdadera, cuando las
dos proposiciones que la constituyen tienen el mismo valor de verdad; y es falsa,
cuando los valores de verdad de las dos proposiciones son contrarios.

Una conjuncion es verdadera, si y solo si, las proposiciones que la constituyen
son verdaderas.

La anterior proposicion es verdadera, porque si una conjuncion es verdadera,
implica o se concluye que, las proposiciones que la constituyen son verdaderas.
Ahora bien, si las dos proposiciones que constituyen una conjuncion son
verdaderas, entonces, se concluye que dicha conjuncion es verdadera; es decir,
la una afirmacion implica la otra.

Una disyuncion es verdadera, si y solo si, las proposiciones que la constituyen
son verdaderas. La anterior proposicion es falsa, porque si una disyuncion es
verdadera, no implica o no se concluye que las dos proposiciones que la
constituyen sean verdaderas, porque puede suceder que una de ellas sea
verdadera y la otra sea falsa.

Ahora bien, si las dos proposiciones que constituyen una disyuncion son
verdaderas, entonces, si se puede concluir que dicha disyuncién es verdadera.

En este ejemplo, la primera afirmacion no implica la segunda, pero la segunda
afirmacion si implica la primera.

Si (p — q) es falsay (¢ — p) es verdadera, entonces, la proposicién (p — q) (q
— p) es falsa; por lo tanto, la proposicién p q es falsa.

Generalmente, en Matematicas, las definiciones se expresan como una
proposicion de doble implicacion. Asi pues, si p g es una definicion,
entonces, en la proposicion p se enuncia lo que se define, y en la proposicion g
se establece la condicion o condiciones que se deben cumplir.

Sea n un numero entero.

n es humero par, si y solo si, existe un numero entero k tal que n = 2k

n es numero impar, si y solo si, existe un nimero entero h tal quen = 2h + 1

En las afirmaciones anteriores, se da las definiciones de nimero par y de
numero impar. También se establece la condicion que se debe cumplir para que
un numero entero sea par o sea impar.
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Dos proposiciones, compuestas por las mismas proposiciones simples, son
I6gicamente equivalentes, si asignando los mismos valores de verdad a las
proposiciones simples, las proposiciones compuestas resultan con el mismo
valor de verdad. Sus respectivas tablas de verdad, son idénticas.

P d pP—q P q P (P Q
vV v \Y v v f v
vV f F v f f
F v |V f v v N
Fof \Y f f v oV

Como se puede observar, asignando los mismos valores de verdad a p y g en
ambas tablas, los valores de verdad de las proposiciones compuestas (p — q)
y (~pVq)tienen los mismos valores de verdad; en consecuencia, las
proposiciones (p —» q) y (~pV q) son equivalentes, lo cual se simboliza asi:

(p—-q) e (~pVa).

La proposicion: Carlos es estudiante y es futbolista, es equivalente a la
proposicion: Carlos es futbolista y es estudiante; ya que expresan lo mismo; no
importa qué se mencione primero, bien sea la palabra estudiante o la palabra
futbolista.

De igual manera, la proposicion: Diana estudia inglés o Diana estudia
matematicas, es equivalente a la proposicion: Diana estudia matematicas o
Diana estudia inglés.

Segun lo anterior, la proposicion (p q) es equivalente a la proposicion (g p); lo
mismo ocurre con las proposiciones: (p q)y(q p);esdecir:(p q) (@ p); (p

q) (@ p)

En alguno caso de dos proposiciones equivalentes, una de ellas puede ser
simple, por ejemplo: p p p

También se puede afirmar los siguiente: Una proposicion p es légicamente
equivalente con otra proposicion q, cuando para cada asignacion de valor de
verdad a las proposiciones simples que la componen, p y g tienen el mismo valor
de verdad.

También se usa el simbolo = para indicar equivalencia, o el signo =. Asi:p p=
p,p P=p
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En el algebra de proposicionales se utiliza equivalencias, las cuales se
constituyen en leyes légicas porque su empleo es muy frecuente. Se establece
algunas de ellas.

En las siguientes expresiones, el simbolo se lee equivalente a; y es analogo al
signo igual (=) que representa igualdad en aritmética y en algebra.

Involutiva. La negacion de la negacion de una proposicion es equivalente a la
proposicion.

(p) p

Conmutativa. La conjuncion y la disyuncion de proposiciones son
conmutativas.

® q) (@ p)  q) (@ p)

Idempotencia. La conjuncion y la disyuncion son idempotentes.

® p) p ® p) p

Identidad. Si T es una proposicion verdadera y C es cualquier proposicion falsa,
entonces, T y C actian como elementos neutros (modulos), en la conjuncién y
la disyuncion de proposiciones, respectivamente.

 T) p  C)p

Leyes de Morgan. La negacion de la disyuncion de dos proposiciones, es
equivalente a la conjuncion de las negaciones de estas; y la negacion de la
conjuncion de dos proposiciones, es equivalente a la disyuncion de las
negaciones de estas dos proposiciones. En simbolos se tiene:

 q (p q) @ q (p q)

Asociativa. La conjuncion, disyuncion y disyuncion excluyente son asociativas.

waqr p(qr) waqr p(qr) @ aqr p@r)

Distributiva. La conjuncion se distribuye respecto a disyuncion y la disyuncion
respecto a la conjuncion.

Distributiva por izquierda:

p (@r) (p @9 p ) p (@r) (@9 p )

Distributiva por derecha:

waor nr qr) @waor r qr)
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En el desarrollo de las unidades que siguen, se estableceran, tanto en la teoria
como en ejemplos, ejercicios, problemas de aplicacion, definiciones,
conjunciones, disyunciones, implicaciones, negacion de proposiciones; temas
relacionados con los elementos de logica matematica, estudiados
anteriormente.

Analizar el valor de verdad de las proposiciones que se indican en seguida:

Una disyuncion excluyente es falsa, Unicamente cuando las proposiciones que
la componen son falsas.

Si una de las proposiciones que constituyen una disyuncion es verdadera,
entonces la disyuncion es verdadera.

Si una de las proposiciones que constituyen una conjuncion es falsa, entonces
la conjuncion es falsa.

Suficiente con saber que una de las dos proposiciones que constituyen una
conjuncion sea falsa, para afirmar que la conjuncion es falsa.

Suficiente con que una de las proposiciones que constituyen una disyuncion
sea verdadera, para afirmar que la disyuncién es verdadera.

Si (p — q) es verdadera y p es verdadera, entonces q es verdadera.

Sean las siguientes proposiciones p, q y r:

p: X €s un numero racional; g: x es un numero real; r: x es numero irracional

Proposicion [Enunciado Valor de verdad
(p—q) Si x es un numero racional, entonces, x es un niumero real [Verdadero
r—q Si x es un numero irracional, entonces, x es un numero real [Verdadero

q — p: Si x es un numero real, entonces, x es un nimero racional |Falso

q—or Si x es un numero real, entonces, x es un numero irracional |Falso

p—q X €s un numero racional, si y solo si, x es un numero real Falso

q (p r) [xesunnumero real, siy sélo si x es un numero racional 6 xverdadera

es irracional
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Un conjunto es una agrupacion, coleccion, reunion o grupo de objetos, llamados,
en general, elementos del conjunto.

Para denotar o representar los conjuntos, se utiliza letras mayusculas, tales
como: A,B,C,D,X,Y,Z, y otras; por su parte, para representar los elementos de
un conjunto, se utiliza letras minusculas, asi: x, y, z, u, v, y otras.

Para indicar que x representa los elementos de un conjunto 4, se expresa asi:
x € A,y se lee: x pertenece al conjunto 4; o también, x es un elemento de A.

En la expresion: x # A se lee: x no es elemento de 4, x no pertenece al conjunto
A. Por tanto, x £ 4, es la negacion de la proposicion x € A.

Un conjunto esta expresado en forma extensiva, cuando entre llaves, estan
todos sus elementos o parte de ellos, pero que identifican, definen o representan
a todo el conjunto.

Un conjunto esta expresado en forma comprensiva, cuando entre llaves, estan
representados sus elementos mediante una o mas variables, que cumplen una
determinada condicion o proposicion.

Son conjuntos expresados en forma extensiva, los siguientes:
A={a,b,c,d}B={4,5,6,7,8,9}

Si C es el conjunto de los numeros naturales pares, entonces, C = {2, 4, 6, 8, 10,
12, 14, ..}. En este caso, no aparecen todos los nimeros naturales pares; se ha
escrito en orden unicamente algunos numeros pares; exactamente, los primeros
siete; pero segun el contexto, se puede afirmar que 16, 20, 40, 100, etc., también
son elementos de C.

Asipues, 12.358 € C; 31.370 € C; 12.357 ¢ C; 31,371 ¢ C.
Son ejemplos de conjuntos expresados en forma extensiva, los siguientes:

D={x/xeMvxeN} E={x/xeManxeN} F={x/xeMarxegN}

Sea el conjunto B ={4,5,6,7, 8,9}

Asumiendo que N representa el conjunto de los numeros naturales, entonces, el
conjunto B se puede expresar en forma comprensiva, de la siguiente manera:
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B={xeN/3<xAnx<10}
B={xeN/3<x<10}
B={xeN/4<x<9}
B={xeN/4<x<10}

B={xeN/3<x<9}

1.2.3 Subconjuntos

Sean los conjuntos A y B, entonces, la expresion A — B denota que A es
subconjunto de B; A esta contenido en B o que A esta incluido en B.

El simbolo c se utiliza para indicar inclusion de conjuntos.

1.2.3.1 Definicion

AcBsiysolosi,paratodox € A, x € B

Observe que de la definicion se tiene la siguiente equivalencia:
A subconjunto de B es ldgicamente equivalente a:

Para todo x, si x pertenece a A, entonces x pertenece a B.

En simbolos se expresa asi:

AcB[~]VvxeAxeB otambién: AcB[~] (xeA - x eB)

Y negando lo anterior, se tiene:
A no es subconjunto de B es logicamente equivalente a:
Existe un x, si x pertenece a A, entonces x no pertenece a B.

En simbolos se expresa asi:

AgB[~] 3xecA x¢B

1.2.3.2 Propiedades

Sean A4, B y C conjuntos arbitrarios. Entonces:
Todo conjunto es subconjunto de si mismo.

AcA
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Transitiva

[(AcB)A(BcC)]—(Ac ©)

Algunos autores utilizan el simbolo < en lugar de c para definir subconjunto; y
usan el simbolo < para definir subconjunto propio.

A c B, siy solo si, paratodo x € A, x € B; y existe al menos x € B tales que x ¢ A.

En este documento se utiliza < para denotar un subconjunto cualquiera; y
cuando sea necesario hacer referencia a subconjuntos propios, se indicara
explicitamente que se trata de tales subconjuntos.

Es decir, A es subconjunto propio de B, si B no es subconjunto de A.

Sea el conjunto A = {1, 2, 3}
Los subconjuntos propios de A, de un elemento son: {1}; {2}; {3}
Los subconjuntos propios de A, de dos elementos son: {1, 2}; {1, 3}; {2, 3}

El unico subconjunto de A con tres elementos es el mismo conjunto A

Un conjunto que no tiene elementos, se denomina conjunto vacio y se lo
representa con la letra ¢.

El conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto; es decir, si A es
cualquier conjunto, entonces ¢ — A.

El conjunto A={x € N/ 3 <x A x < 2} es vacio, porque no hay nimeros naturales
que sean mayores que 3,y al mismo tiempo, que sean menores que 2. Por tanto,
A =¢.

Es un conjunto constituido por un solo elemento.
Son ejemplos de conjuntos unitarios, los siguientes:
{60} {m} H={4,4}={4} K={7,7,7}={7}

En un conjunto, basta con escribir cada elemento una sola vez; en consecuencia,
Hy K son conjuntos unitarios.
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1.2.6 Conjunto Universal

Es el conjunto que se toma como referencia; es decir, es el conjunto del cual se
toman los subconjuntos en estudio.

1.2.7 Igualdad de Conjuntos
A=B[~] paratodox € A, x e BAparatodox € B, x € A.

Es decir, A = B, si todos los elementos de un conjunto, estan en el otro.
En efecto, se puede demostrar que (A = B) [~ [(A=B) A (B < A)]
Propiedades

1. Reflexiva

A=A

2. Transitiva

[(A=B)A(B=C)]—(A=C)

1.2.8 Operaciones entre Conjuntos

Sea A, B, C conjuntos arbitrarios.

Unién de conjuntos A y B. Conjunto formado por los elementos comunes y no
comunes de Ay B.

AUB={x/xeAvxeB}

Interseccion de conjuntos A y B. Conjunto formado por los elementos comunes
de Ay B.

ANB={x/xeAnrxeB}

Diferencia de conjuntos A y B. Corresponde al conjunto formado por los
elementos de A que no pertenecen a B.

A-B={x/xecAArx¢gB}

Diferencia Simétrica de A y B. Conjunto formado por los elementos de A que no
pertenecen a B, y los elementos de B que no pertenecen al conjunto A.

AAB=(A-B)U®B - A
A AB = (AUB) - (ANB)
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De las definiciones anteriores, se tiene que:
x € (AUB) [~] (x e Avx e B)

x e (AnB)[~] (x e Arx € B)
xe(A-B)[~](x e Arx ¢ B)
xe(AAB)[=] (x e Avx eB)
xe(AAB)[=][x e(A-B)vx e (B-A)

x € (AAB) [=] [x e(AUB) A x ¢ (A N B)]

1.2.9 Propiedades y Casos Particulares de Unién e Interseccion

La uniony la interseccion de conjuntos son idempotentes.
AUA=A

AUA=A

La uniény la interseccion de conjuntos son conmutativas.
AuB=BUA

AnB=BnA

La unién de conjuntos es modulativa, el modulo es el conjunto vacio.
Aud=A

And=9¢

La unién y la interseccion de conjuntos son asociativas.
AuBuC=(AuB)uUC

An(BnC)=(AnB)nC

La union de conjuntos es distributiva respecto a la interseccion; y la interseccion
es distributiva respecto a la union.

AuBnC)=(AuB)n(AuUC)
An(BuC)=(AnB)U(ANC)

Notas:
1. Si AN B = ¢, entonces Ay B son conjuntos disyuntos.

2. Sea A — B, entonces:

AuB=B

25



Introduccién a los Fundamentos de Matematicas Generales
Héctor Jairo Portilla Obando
Segundo Javier Caicedo Zambrano

AnB=A
A-B=¢
AAB=B-A

1.2.10 Complemento de un Conjunto

Sea A c B, entonces, el complemento de A respecto a B se indica asi: C4y se
define como sigue:

Cl={x/xeBnarxgA}
CB=(B_A)

El conjunto C# esta formado por todos los elementos que le falta al conjunto A
para ser igual al conjunto B.

Si U es el conjunto de referencia (universal) en una determinada teoria, por
ejemplo, en la teoria de conjuntos, entonces, en general, cuando se considera
los conjuntos A, B, C, D, y otros, todos son subconjuntos de U.

C5 =U — A, el cual se simboliza por A’; por tanto, C; =U - A=A

Notas

xeAl=]xeA
xeAl=]xeA.

Segun lo anterior, se tiene que: si un elemento pertenece al complemento de un
conjunto, dicho elemento no pertenece al conjunto; y si un elemento pertenece
a un conjunto, dicho elemento no pertenece al complemento del conjunto.

1.2.11 Propiedades y Casos Especiales del Complemento de un
Conjunto

(AUB) = (A' A B
(A~ B) = (A' UB)

(A) = A
AUA =U
ANA =
U=4¢
¢'=U

(AAB)' =(A'AB)= (AAB
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Las propiedades 1y 2, se conocen como leyes de Morgan.

1.2.12 Diagramas de Venn

Son formas graficas de representar un conjunto; la regién sombreada
representa el conjunto que se especifica debajo de la region.

®
«

AuB

A ~ B (rayado)

-
=

A A B (rayado)

1.2.13 Ejercicios Sobre Valores de Verdad Aplicados a Operaciones de
Conjuntos

Determinar el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

xeA—->xe(AUB) xgArxeB—-x¢ (ANnB)
xeA—-xe(AnB) xgAArxgB—-x¢ (AUB)
xeArx¢gB—-xe(AUB) xeA'>x¢gA
xeArx¢gB—-x¢ (AnB) xeA— x¢gA
x¢AArxgB—xeg(ANnB) xgA—oxeh
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xgAArxeB—xe(AUB) xeA —xeg(A)

1.3 EJERCICIOS CON RESPUESTAS

1. Si p es proposicion verdadera, q es proposicion falsa, r es proposicion falsa.
Escribir el valor de verdad de cada proposicion, asi: v para verdadera, f para
falsa.

Proposicio | Respuest | Proposicié | Respuest | Proposicio | Respuest
n a n a n a
pAq f pvq v p—q f
pPvq v p q|f Prgyvr |f
pva)ar |f P-aqar |f (pva) —r |f
pl=dr f ~(pra) |V ~(pva) |f
~p f ~p[=lq v p v ~ q|f

2. Expresar cada conjunto en forma extensiva:
A={xeN/x<5;B={xeZ/—3<x A x<2;AUB;AnB;A—-B;B—A;AAB

C={xeZ/x2=4vx2=25vx2=81};D={xeZ/x2=5vx2=10};CuD;C
D

Solucion

A={1,223, 4} B={-2,-1,01,2} AuB={-2,-1,0,1,23,
4}

AnB={1,2} A-B={3 4} B-A={-2-1,0}

AAB={-2,-1,0,3,4 C={-22-55,-9,9} D =¢ (vacio)

CuD={-22-55- CAD=¢
9, 9}

Obtener el conjunto complemento respecto al conjunto de los nimeros enteros
Z (referencia, universal) para cada uno de los siguientes conjuntos:

Conjunto Complemento Conjunto Complemento
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Z * (Z *)' = {0} Zp (Zp)=TZi

(enteros (enteros pares)

menos el

cero)

Zi (zi)y=Zp Z+ (Z+)=7Z- A0}

(enteros (enteros positivos)

impares)

Z - (Z =)' =7+ {0} E={xeZ/x<-3 E=Z
A2<X}

(enteros

negativos) E=¢

F = {0} F=7+ G={xecZ/x<-3 (G) ={-3}
A -3 <X}

1.3.4 Para las siguientes figuras, la region rectangular representa el conjunto de
referencia U; las regiones rectangulares pequefias corresponden a los
conjuntos A y B. Sombrear los conjuntos que se indica debajo de cada
diagrama.

U A B

A’ B’ (AUBY
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(A—By (B—A) (A A By

1.4 EVALUACION CON RESPUESTAS Y SUGERENCIAS

1.4.1 Evaluacion de Elementos de Logica Matematica

Preguntas de verdadero y falso

Sea p una proposicion verdadera, g una proposicion falsa. El valor de verdad de
la proposicién p A q es:

R/ F.

Sugerencia. La conjuncion es verdadera solo si las proposiciones que la
constituyen son verdaderas.

Sea p una proposicion verdadera, g una proposicion falsa. El valor de verdad de
la proposicion p v g es:

R/ V

Sugerencia. La disyuncion es falsa sélo si las proposiciones que la constituyen
son falsas.

Sea p una proposicion verdadera, g una proposicion falsa. El valor de verdad de
la proposicion p — q es:

R/ F

Sugerencia. La implicacion es falsa sélo si el antecedente es verdadero y el
consecuente es falso.

Sea p una proposicion verdadera, g una proposicion falsa. El valor de verdad de
la proposicion p v g es:

R/V

Sugerencia. La disyuncién exclusiva es falsa soélo si las dos proposiciones que
la constituyen tienen el mismo valor de verdad

Sea p una proposicion verdadera, g una proposicion falsa. El valor de verdad de
la proposicién p [~] q es:

R/F
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Sugerencia. La doble implicacidn es falsa cuando las dos proposiciones que la
constituyen tienen valores de verdad contrarios.

Sea p una proposicion verdadera, q una proposicion falsa, r una proposicion
falsa. El valor de verdad de la proposicién (p A q) v res:

R/ F.

Sugerencia. La disyuncion es falsa solo si las dos proposiciones que la
constituyen son falsas.

Sea p una proposicion verdadera, g una proposicion falsa, r una proposiciéon
falsa. El valor de verdad de la proposicion (p v q) A r es:

R/ F.

Sugerencia. La conjuncion es verdadera sélo si las dos proposiciones que la
constituyen son verdaderas.

Sea p una proposicion verdadera, q una proposicion falsa, r una proposicion
falsa. El valor de verdad de la proposicién (p — q) A res:

R/ F.

Sugerencia. La conjuncion es verdadera soélo si las dos proposiciones que la
constituyen son verdaderas.

Sea p una proposicion verdadera, q una proposicion falsa, r una proposicion
falsa. El valor de verdad de la proposicién (p v q) — r es:

R/ F.

Sugerencia. La implicacion es falsa sdélo si el antecedente es verdadero vy el
consecuente es falso.

Sea p una proposicion verdadera, q una proposicion falsa, r una proposicion
falsa. El valor de verdad de la proposicién p [<] r es:

R/ F.

Sugerencia. La doble implicacion es falsa cuando las dos proposiciones que la
constituyen tienen valores de verdad contrarios.

Sea p una proposicion verdadera, g una proposicion falsa. El valor de verdad de
la proposicion ~ (p A q) es:

R/ V.
Sugerencia. La proposicion p A q es falsa, por tanto, su negacion es verdadera.

Sea p una proposicion verdadera, g una proposicion falsa. El valor de verdad de
la proposicion ~ (p v q) es:
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R/ F.

Sugerencia. La proposicién p v q es verdadera, por tanto, su negacion es falsa.
Sea p una proposicion verdadera. El valor de verdad de la proposicion ~ p es:
R/ F.

Sugerencia. La proposicion p es verdadera, por tanto, su negacion es falsa.

Sea p una proposicion verdadera y q una proposicion falsa. El valor de verdad
de la proposicion p v ~ q es:

R/ F.

Sugerencia. La proposicion p v ~ q es falsa porque p es verdaderay ~ g también
es verdadera.

Sea p una proposicion verdadera y q una proposicion falsa. El valor de verdad
de la proposicion ~ p [<] q es:

R/ V.

Sugerencia. La proposicion ~ p g es verdadera porque ~ p es falsa y q
también es falsa, es decir, ~ p y q tienen el mismo valor de verdad.

1.4.2 Evaluacion de Elementos de Teoria de Conjuntos

1.4.2.1 Preguntas de seleccion multiple
El conjunto A = {x € N / x < 6} en forma extensiva es:

A={1,2 3,45}
A={1,2 3,46}
A={0,1,23,4,5}
R/ a.

Sugerencia. El conjunto de los naturaleses N ={1, 2, 3,4,5, 6,7, 8, ..}, entonces,
A={1,23,4,5}

El conjunto B = {x € Z / — 3< x A x < 3} en forma extensiva es:
B={-3-2,2-1,01,2}

B={-2,-1,01,23}

B={-3,-2,-1,0,1,23}

R/ b
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Sugerencia. El conjunto de los enteroses Z ={..,, -3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6, 7, 8,
...}, entonces,

B={-2,-1,01,2,3}

Sean los conjuntosA={xe N/x<6}yB={xeZ/—3<xAx<3}
El conjunto A U B en forma extensiva es:
AuB={-2,-1,0,1,23,4,5}

AuB={-2,-1,1,23,4,5}

AuB={-3,-2,-1,01,273,4,5}

R/ a.

Sugerencia. El conjunto de los enteroses Z ={..., -3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7, 8,
...}, entonces,

A={1,2,345yB={-2,-1,0,1, 2,3}, portanto,AuB={-2,-1,0,1,2,3,4,
5}

Sean los conjuntosA={x e N/x<6}yB={xeZ/—-3<xAx<3}.
El conjunto A n B en forma extensiva es:

AnB=¢

AnB={0,1,23}

AnB={1,2 3}

R/ c.

Sugerencia. El conjunto de los enteroses Z={.., -3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7, 8,
...}, entonces,

A={1,2,34,5yB={-2,-1,0,1, 2, 3}; por tanto, AnB ={1, 2, 3}

Sean los conjuntos A={x e N/x<6}yB={xeZ/—-3<xAx<3}.

El conjunto A — B en forma extensiva es:

A-B={3 4,5}

A -B={4,5}

A-B={-34,5}

R/ b.

Sugerencia. El conjunto de los naturaleses N ={1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, ..}, entonces,

A={1,2,34,5yB={-2,-1,0,1, 2, 3}; por tanto, A — B = {4, 5}
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Sean los conjuntos A={x e N/x<6}yB={xeZ/—-3<xAx<3}.
El conjunto B — A en forma extensiva es:

B-A={-2-1,0}

B-A={-2-1,01}

B-A={-2-1,04}

R/ a.

Sugerencia. El conjunto de los enteroses Z ={..., -3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7, 8,
...}, entonces,

A={1,2,3,45yB={-2,-1,0,1, 2, 3}; portanto,B-A={-2,-1, 0}
Sean los conjuntos A={x e N/x<6}yB={xeZ/—-3<xAx<3}.

El conjunto A A B en forma extensiva es:

AAB={-2,-1,0,4,3,5}

AAB={-2-1,4,5}

AAB={-2,-1,0,4,5}

R/ c.

Sugerencia. El conjunto de los enteroses Z ={..., -3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7, 8,
...}, entonces,

A={1,2,3,4,5yB={-2-1,0,1,2 3} portanto, AAB={-2,- 1,0, 4, 5}

SeanlosconjuntosC={xe€Z/x2=9vx2=16vx2=25}yD={xeZ/x2=
6vx2=12}

El conjunto C U D en forma extensiva es:
CuD={-3,-4,-53,4}
CubD={-3,-534)5}
CubD={-3,-4,-5,3,4,5}

R/ c.

Sugerencia. El conjunto de los enteros es Z = {.., -6, =5, -4, -3, -2,-1,0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8, ..}, entonces,

C={-5-4,-3,3,4,5}yD=¢;portanto,CuD={-3,-4,-5,3,4,5}

Sean los conjuntosC={x e Z/x2=9vx2=16vx2=25}yD={xeZ/x2=
6vx2=12}
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El conjunto C n D en forma extensiva es:
CnD={-3,-4,-5,3,4}

CnD=¢

CnD={-3,-4,-5,3,4,5}

R/ b

Sugerencia. El conjunto de los enteros es Z = {.., -6, =5, -4, -3, -2,-1,0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8, ..}, entonces,

C={-5,-4,-3,3,4,5}yD = ¢; por tanto, CnD = ¢

Sea Z el conjunto de los numeros enteros. Entonces, Z*=Z + U Z -
R/ V

Sugerencia. El conjunto de los enteros es Z = {.., -6, =5, -4, -3, -2,-1,0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8, ..}

Z+={1,2,3,4,56,7,8,..}
Z-={..,—6,-5 -4,-3,-2, -1}
Z*=A{.,—-6,-5-4,-3,-2,-1,1,2,3,4,5,6,7,8, ..},entonces, Z*=Z+ U Z -

Sea Z el conjunto de los numeros enteros. Entonces, el complemento de Z p
(conjunto de los enteros pares) es Z i (conjunto de los enteros impares)

R/V

Sugerencia. El conjunto de los enteroses Z = {.., -6, =5, -4, -3,-2,-1,0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8, ..},

Zp=A{. -6 -4-2,024,6,.}Zi={. -5 -3 -1,1, 3,5, ..}, entonces, el
complementodeZpes Zi

Sea Z el conjunto de los numeros enteros. Entonces, el complemento de Z + es
Z - U {0}

R/V

Sugerencia. El conjunto de los enteroses Z = {.., =6, =5, -4, -3,-2,-1,0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8, ..},

Z+={,23,45,6,738, .}, Z-=A{., -6 -5 -4, -3, -2, —1}, entonces, el
complemento de Z + es Z U {0}
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Sea Z el conjunto de los numeros enteros. Entonces, el complemento de Z - es
7+

R/F

Sugerencia. El conjunto de los enteroses Z = {.., =6, =5, -4,-3,-2,-1,0, 1, 2,
3,4,56,7,8,.1},

Z+={,23456728, .},Z-={. —6 -5 -4, -3, -2, =1}, entonces, el
complemento de Z - es Z + U {0}

Sea el conjunto E = {x € Z / x < — 4}. Entonces, el conjunto E' ={—-3,-2,- 1,0,
1,3,45,..}

R/ V

Sugerencia. El conjunto de los enteros es Z = {.., -6, =5, -4, -3, -2,-1,0, 1, 2,
3,4,56,7,8,.1},

E={.,—7,-6,-5, — 4}, entonces, el conjuntoE'={-3,-2,-1,0,1,3,4 5, ..}

Sea el conjunto Universal U representado por:

u

Sean los conjuntos Ay B representados como sigue:

A B

Es verdadero o falso que el conjunto A U B corresponde a:

R/ V.

Sugerencia. La union de los conjuntos A y B, es decir, A U B, esta formada por
todos los elementos que pertenecen al conjunto A junto con todos los
elementos de B, escritos una sola vez.
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Sea el conjunto Universal U representado por:

u

Sean los conjuntos Ay B representados como sigue:

A B

Es verdadero o falso que el conjunto A n B corresponde a:

R/ V.

Sugerencia. La interseccion de los conjuntos Ay B, es decir A N B, esta formada
por todos los elementos comunes de Ay B (regiéon comun).

Sea el conjunto Universal U representado por:

u

Sean los conjuntos Ay B representados como sigue:

A B

Es verdadero o falso que el conjunto A — B corresponde a:
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R/ F.

Sugerencia. La diferencia de los conjuntos A y B, es decir A — B, esta formada
por todos los elementos de A que no pertenecen a B.

Sea el conjunto Universal U representado por:

u

Sean los conjuntos Ay B representados como sigue:

A B

Es verdadero o falso que el conjunto B — A corresponde a:

R/ F.

Sugerencia. La diferencia de los conjuntos B y A, es decir B — A, esta formada
por todos los elementos B que no pertenecen al conjunto A.

Sea el conjunto Universal U representado por:

u

Sean los conjuntos Ay B representados como sigue:
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A B

Es verdadero o falso que el conjunto B A A corresponde a:

R/ V.

Sugerencia. La diferencia simétrica de los conjuntos Ay B, es decir AABo lo
que es lo mismo B A A, estd formada por todos los elementos de A que no
pertenecen a B junto con todos los elementos de B que no pertenecen al
conjunto A.

Sea el conjunto Universal U representado por:

u

Sea el conjunto A representado como sigue:

A

Es verdadero o falso que el conjunto A’ corresponde a:

R/ V.
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Sugerencia. EI complemento del conjunto A esta formado por todos los
elementos que le faltan al conjunto A para ser igual al conjunto universal U.

Sea el conjunto Universal U representado por:

u

Sea el conjunto B representado como sigue:

B

Es verdadero o falso que el conjunto B' corresponde a:

R/ F.

Sugerencia. EI complemento del conjunto B esta formado por todos los
elementos que le faltan al conjunto B para ser igual al conjunto universal U.

Sea el conjunto Universal U representado por:

u

Sean los conjuntos Ay B representados como sigue:
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Es verdadero o falso que el conjunto (A U B)' corresponde a:

R/ V.

Sugerencia. El complemento de un conjunto esta formado por todos los
elementos que le faltan al conjunto para ser igual al conjunto universal.

Sea el conjunto Universal U representado por:

u

Sean los conjuntos Ay B representados como sigue:

A B

Es verdadero o falso que el conjunto (A n B)' corresponde a:

R/ V.

Sugerencia. El complemento de un conjunto esta formado por todos los
elementos que le faltan al conjunto para ser igual al conjunto universal.

Sea el conjunto Universal U representado por:

41



Introduccion a los Fundamentos de Matematicas Generales
Héctor Jairo Portilla Obando
Segundo Javier Caicedo Zambrano

u

Sean los conjuntos Ay B representados como sigue:

A B

Es verdadero o falso que el conjunto (A — B)' corresponde a:

R/ V.

Sugerencia. El complemento de un conjunto esta formado por todos los
elementos que le faltan al conjunto para ser igual al conjunto universal.
Recuerde que A — B es el conjunto formado por los elementos de A que no
pertenecen a B.

Sea el conjunto Universal U representado por:

u

Sean los conjuntos Ay B representados como sigue:

A B

Es verdadero o falso que el conjunto (B — A)' corresponde a:
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R/ V.

Sugerencia. El complemento de un conjunto estd formado por todos los
elementos que le faltan al conjunto para ser igual al conjunto universal.
Recuerde que B — A es el conjunto formado por los elementos de B que no
pertenecen al conjunto A.

Sea el conjunto Universal U representado por:

U

Sean los conjuntos Ay B representados como sigue:

A B

Es verdadero o falso que el conjunto (A A B)' corresponde a:

R/ V.

Sugerencia. El complemento de un conjunto esta formado por todos los
elementos que le faltan al conjunto para ser igual al conjunto universal.
Recuerde que A A B es el conjunto formado por los elementos de A que no
pertenecen a B junto con los elementos de B que no pertenecen al conjunto A.

Sea el conjunto Universal U representado por:
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u

Sean los conjuntos Ay B representados como sigue:

A B

Es verdadero o falso que el conjunto A' U B' corresponde a:

R/ V.

Sugerencia. El conjunto A’ U B' esta constituido por el complemento del
conjunto A unido al complemento del conjunto B.
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CAPITULO 2
CONJUNTOS NUMERICOS

2.1 CONJUNTO DE LOS NUMEROS NATURALES

El conjunto de los nimeros naturaleses N ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,
14,15,16,17, ..}

Si a,b es cualquier par de numeros naturales, entonces a+b y axb son
numeros naturales; es decir, la suma y el producto de dos (0 mas) nimeros
naturales, es otro numero natural; es decir, la suma y el producto de naturales
cumple la Ley de Composicion Interna.

La diferenciay el cociente de dos numeros naturales, no siempre resulta nimero
natural; es decir, a—b y % no siempre son numeros naturales; es decir, la

sustraccion y division de numeros naturales, no cumplen con la Ley de
Composicion interna.

2.2 CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS

El conjunto de los nUmeros enteroses Z ={.., -8, -7, -6, -5,-4,-3,-2,-1,0,1,
2,3,4,506,7,8,..}

Si a, b es cualquier par de nimeros enteros, entonces a + b, axb, a — bson
numeros enteros; es decir, la suma, el producto y la diferencia de dos (0 mas)
numeros enteros, es otro niumero entero; es decir, estas operaciones cumplen
la Ley de Composicion Interna.

El cociente de dos nimeros enteros, no siempre resulta niumero entero; es decir,
% no siempre es nimero entero.

Ejemplos:
10+90 =100 10 +(—90) = — 80 —-10+90 =280
-10-90=-100 10-90=-80 -10+(-90) = - 100
450 + (- 30) = 420 -10 - (-90)=-10+90= 1.7

7

80

450 — (- 30) =450 +30 = 345 + 15+ (- 20) = 360 + (- 20) = 340
480
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Enteros positivos: 7t =
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,14,15,16,17,18, 19, 20, ... }

Enteros negativos: 7~ =
{-1,-2,-3,-4,-5,-6,-7,-8,-9,-10,-11,-13,-14,-15,-16,-17, ...}

Enteros Pares: Z, = {x eZ /x = 2k,dondek €7}

Enteros Impares: Z; = {x eZ /x = 2k +1,dondek €7}

Segun lo anterior:
Z,={.,-16,-14,- 12,- 10,- 8,- 6,- 4,- 2,0,2,4,6,8,10,12,14, 16,18, ...}
Z;=1{.,-15,-13,-11,-9,-7,-5,-3,-1,1,3,5,7,9,11,13,15,17,19, ...}

Conjunto de enteros, menos el cero: Z*=Z-{0}=ZTuZ =
{.-4,-3,-2,-1,1,2,3,4,5,6, ...}

Z* U {0} es el conjunto de enteros no-negativos
Z~ U {0} es el conjunto de enteros no-positivos

Segun lo anterior, el entero cero, no es positivo y ni es negativo; es decir es
neutro. Entonces —0 = +0 = 0.

Dado un entero no-negativo m y un entero positivo n, existe un unico entero
positivo g, llamado cociente y un entero r, llamado resto o residuo, tales que
m=nqg+r,donde0 <r<n

100 = 30x3 + 10 Asi, el cociente de dividir m = 100 entren = 30,esq =3y el
resto es r = 10. (Observe que 10 < 30)

De igual manera, 100 = 3x33 + 1; luego, el cociente de dividir 100 entre 3, es 33
y el resto es 1. (Note que 1 < 3)

215 = 20x10 + 15: el resto de dividir 215 entre 20, es 15 y el cociente es 10.
(Observe que 15 < 20)

215 = 10x21 + 5: el resto de dividir 215 entre 10, es 5y el cociente es 21. (Note
que 5 < 10).

Observe que 100 = 30x 2 + 40, pero el resto de dividir 100 entre 30 no es 2, ni el
cociente es 40, porque 40 no es menor que 30; y el resto r debe ser menor que
n, que en este caso es 30.

Como 50 = 25x2 + 0, entonces el cociente de dividir 50 entre 25, es 2 y el resto
es 0. También, el cociente de dividir 50 entre 2 es 25y el residuo es 0.
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El cociente de dividir 50 entre 10, es 5 y el resto es 0; el cociente de dividir 50
entre 5es 10y el resto es 0.

Un entero positivo a, divide a un entero positivo b, siy solo si existe un entero k,
tal que b = ak.

Segun lo anterior, el resto de dividir a entre b, es 0. El entero k es el cociente.

En este caso, se afirma que el entero a es un factor o divisor del entero b, y que
b es multiplo de a.

También se afirma que a divide a b o que b es divisible por a. Ademas, k es otro
factor de by es cofactor de a

Para efectos de divisibilidad de numeros, es pertinente recordar que:
Un nimero es multiplo de 2, cuando la ultima cifra es nimero par.
Un numero es multiplo de 3, cuando la suma de sus cifras es multiplo de 3.

Un nuamero es divisible por 4, cuando las dos ultimas cifras forman un numero
multiplo de 4.

Un nuamero es divisible por 5, cuando termina en 0 o en 5.

Un numero es multiplo de 9, cuando la suma de sus cifras resulta un nimero
multiplo de 9.

Los divisores positivos de 40son: 1,2,4,5,8,10,20y 40
Algunos multiplos positivos de 3 son: 3,6, 9,12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, ...

Observacion. En la divisibilidad, es suficiente con considerar enteros positivos;
también se puede considerar enteros negativos, pero el signo menos (=), se lo
trata de otra manera o por aparte, como se vera mas adelante.

Dado que m = 1 X m, entonces se concluye que m es multiplo de my al mismo
tiempo es divisor de m.

Todo numero entero es multiplo y divisor de si mismo.
El nimero 1 es divisor de todo numero entero.

Todo numero entero positivo, tiene como minimo dos divisores positivos, el 1y
el mismo numero.
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2.2.4 Numero Primos

Un entero positivo p diferente de 1, es nimero primo, si y solo si, los Unicos
divisores positivos dep,son1yp

Son numeros primos: 2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53...

2.2.5 Numero Compuestos

Un entero positivo q diferente de 1, es nimero compuesto, si y sélo si, tiene al
menos otro divisor ademas de 1 y de g. En consecuencia, un entero positivo
diferente de 1 es compuesto, cuando no es nimero primo.

Ejemplo de numeros compuestos:
4,6,8,9,10,12, 14,15, 16,18, 20, 21, 22, 24,25 ,26, 27,28, 30,32, 33, ...

Nota.
Todo numero compuesto, se lo puede expresar (0 descomponer) como un
producto de factores primos.

Ejemplos:
100 =2 x50 =2 x2 x25 210 = 2x105 = 2x3x35 = 2x3x5x7
=2x2x5x5=2%2x52

2.2.6 Maximo Comun Divisor (MCD) y Minimo Comun Multiplo (MCM)

Un entero positivo d es el MCD de dos enteros positivos ay b, si y sélo si, d es
el mayor de todos los divisores comunes de ay b. Se expresa asi: MCD (a, b) =
d.

Un entero positivo m es el MCM de dos enteros positivos ay b, si y solo si, m es
el menor de todos los multiplos comunes de ay b. Se expresa asi: MCM (a,b) =
m.

Los divisores positivos de 16 son: 1,2,4,8y 16
Los divisores positivos de 40son: 1,2,4,5,8,10,20y 40

Entonces, los divisores comunes de 16 y 40 son: 1, 2, 4, 8 y el mayor es 8; luego,
MCD(16,40) = 8

De igual manera, MCD (20,60) = 20; MCD (35,14) = 7; MCD(100,80) = 20

Algunos multiplos positivos de
30: 30,60,90,120,150,180,210, 240,270,300, 330, 360,390,420,450, ...

Algunos multiplos positivos de
50:50,100,150,200, 250,300,350,400,450, 500, ...

Son multiplos positivos comunes de 30 y 50: 150,300, 450, 600, ...
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El menor multiplo comun de 30 y 50 es 150; luego MCM (30,50) = 150

Nota.
Dos 0 mas enteros positivos son coprimos o primos relativos, cuando su MCD
esigualal.

Ejemplos:
MCD (10,9) = 1MCD (5,12) = 1MCD (10,9,15) = 1MCD (2,3,5) = 1

Entonces, los pares de niumeros 10y 9,5 y 12, son coprimos; lo mismo sucede
con las ternas 10,9y 15; y 2,3y 5.

2.2.6.1 Propiedades MCM, MCD y Algunos Casos Especiales
Si MCD(a, b) = d, entonces, MCD (%%) = % donde t es un divisor positivo de a
yb

De lo anterior se obtiene la expresion: t x MCD (%g) =d

SiMCD(a,b) = d, entonces, MCM (ka, k b) = kd donde k es un entero positivo.

Si MCM(a, b) = m, entonces, MCD (%%

y b.

) = % donde t es un divisor positivo de a

. . ., b
De lo anterior se obtiene la expresion: t x MCM (%?) =m

SiMCM(a,b) = m, entonces, MCM (ka, k b) = km, k es un entero positivo.

Ademas, si a es un divisor positivo de b, entonces:

MCD(a,b) =a MCM(a,b) =b
Ejemplos:
MCD(100,200) = 100 MCD(30,90) = 30 MCD(5,35) =5
MCM(100,200) = 200 MCM(30,90) =90 MCM(5,35) = 35

2.2.6.2 Madximo comun divisor y minimo comun multiplo de varios enteros
Para calcular el MCD de dos o mas enteros, se descompone los enteros en
factores primos comunes. El producto de estos factores primos comunes, es el
maximo comun divisor.

Para calcular el MCM de dos o mas enteros, se descompone los enteros en
factores primos comunes y no comunes. El producto de todos estos factores
primos, es el minimo comun multiplo.

Para ello, se dispone los nimeros en columnay a la derecha, separados por una
linea, se escribe los factores primos y debajo de cada numero, los respectivos y
sucesivos cofactores (el otro divisor), es decir, los cocientes.
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Obtener el MCD y el MCM de los siguientes enteros: 420, 330, 390 y 300

420 330 390 300 2 420 330 390 300 2
210 165 195 150 3 210 165 195 150 2
70 55 65 50 5 105 165 195 75 3
14 11 13 10 35 55 65 25 5
7 11 13 5 5
7 11 13 1 7

1 11 13 1 11
1 1 13 1 13
1 1 1 1

Segun la descomposicion se tiene que:
MCD(420,330,390,300) = 2x3x5 = 30
MCM(420,330,390,300) = 2x2x3x5x5x7x11x13 = 300.300

Para calcular el MCM y el MCD de varios enteros, cuando sea posible, es de gran
utilidad aplicar sus propiedades.

En los ejemplos anteriores, se tiene que los numeros 2, 3, 5, 10, son divisores
comunes de los enteros dados.

Luego:

MCD(420,330,390,300) = 10xM(CD(42,33,39,30) = 10x3xM(CD(14,11,13,10)
=10x3x1 = 30

Se observa que MCD(14,11,13,10) = 1
MCM(420,330,390,300) = 10xMCM (42,33,39,30) = 10x3xM(CM (14,11,13,10)

Como no hay un divisor comunde 14,11,13y 10, se los descompone en factores
primos comunes y no comunes, asi:

14 11 13 10 2
7 11 13 5 5
7 11 13 1 7
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11
13

Entonces, MCM(14,11,13,10) = 2x5x7x11x13 = 10.010

Por tanto, MCM (420,330,390,300) = 10x3x10.010 = 300.300

2.3 CONJUNTO DE LOS NUMEROS RACIONALES

En notacion fraccionaria, el conjunto de los nimeros racionales es: Q = {% /ace

Z,b € Z *}

Conjunto de racionales positivos Qf = {% J/(a€eZ*ybeZ)o(a€Z yb€

Z7)}

Conjunto de racionales negativos Q = {% J(@€EZT yb €L o0 (ac€

Z~ y beZ')}

Q* es el conjunto de todos los numeros racionales a excepcion del 0: Q* =

Q*UQ™ =Q—{0}.
Q = Q- U{ojuQ*
Q = Q"U{0}

Ejemplos:
Son numeros racionales:

5-710 1 0 -24 17 100

Son racionales positivos:

14 320 -—-60
27" —419 '-17
Son racionales negativos:

—-17 120 86
27 '=211" 19
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2.3.1 Igualdad de Racionales

a — C . /l . d — b
il siy sélo si ad = bc
Ejemplos:
> = 10 5x8=10x4
7 — g Porques>x8=10x
5 —-10
1= g porque 5x(—8) = (—10)x(4)
También:
5 10 O Sx(—8)
2= 3 porque 5 x 2= g porque 5x
=10x4 = (—-10)x(4)
-7 7 7 100 50 25 5 1 —20 20
2 =2 2 200~ 100 50 10 2 —8(2)_2130
Nota.

Si a es un numero entero, entonces, como a = % se sigue que a es un numero
racional. Asi: Z < Q

Conclusion:

Todo numero entero, es nimero racional, por tanto, Z = Q

2.3.2 Operaciones Basicas con Racionales

Adicion y Sustraccion: 4.t ad £ be
"b T d bd
.. a_c _ac
Multiplicacion : 5 X 1= bd
.., a ¢ ad
Division : T I Be

Ejemplos de adicion y sustraccion.
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7 2 7x5+3x2 3546 —11+13_—44+26_—18
3+5_ 3%x5 15 2 4 8 8
! 9
15 T4
7 2 7x5-3x2 35-6 —-11 13 —44-26 —70
3 5 3x5 15 2 4 8 -8
29 35
15 N 4

Simplificar una fraccion %, consiste en dividiray b entre un divisor comun a ellos.
Asi:

100 100=10 10 18 -18+2 -9
70 70+10 7 8 8-2 4
30 15 5 162 18
4221 7 45 5

Cuando los fraccionarios que se suman o restan tienen el mismo denominador
(fraccionarios homogéneos), se suma o resta los numeradores y se deja el
mismo denominador.

25+4_29 31+5_36_6
7 7 7 6 6 6

-75 5 70 35 16 12  16—12 4
2 taT "7 T3 5 5 5 5§

Para obtener la suma o diferencia de varios fraccionarios, se multiplica cada
numerador por los denominadores de los demas fraccionarios y se suma o resta
estos productos para obtener el numerador del fraccionario resultante. Para el
denominador, se multiplica todos los denominadores. Si los fraccionarios que
se operan son homogéneos, se opera unicamente los numeradores y se deja el
mismo denominador.

12 -2 3 12x3%x4+(-2)Xx5x4—-3%x3x%x5 _ 144 — 40 — 45

5 3 4 5x3x4 60
59
~ %0
1 1 1 184+ 12+ 6 36
2t3Y6= "3 T3 !
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7 -3 5 9 -6 7-3+5-94+6 6 3

-4 — _—— - = —

4 4 + 4 4 4 4 4 2
También se puede transformar los racionales a fraccionarios homogéneos, es
decir, que tengan un comun denominador. Para ello, se busca un multiplo
comun de los denominadores; para lo cual, el mas conveniente es el MCM. Cada
numerador debe multiplicarse por el mismo numero por el cual se multiplicé su
denominador.

Ejemplo:
1+1+1_1><3+1><2+1 7+—3+5 7 35-18+50—21
2 3 6 6 6 5 3 10 30
_6_, _ 46 23
T 6 30 15
Multiplicaciones
21X3_21><3_63 10X6_60_ 12
5 74  5x4 20 -37 5 —-35 7
—9x—5X10_(—9)(—5)(10)_450 Ex—_6_—60_ 12
7 2 3 7x2x3 42 -3 5 35 7
_ 75
7
Divisiones
8 2 8x3 24 12 14 -3 28
5 3 5x2 10 5 9 ~ 2 =27
36 -4 36x3 108 27 -9 -2 —-9x3 =27
-15 ~ 3  —-15x(-4) 60 15 4 3  4x(-2) -8
9 27
5 T8
-9 10
4 —-9x3 =27 27 10 1 10x4 40
-2 4x(-2) -8 8 3 3 1x3 3
3 4 4
(Ley de medios y extremos)
5'8_5‘8_5><1_5 4 8_4.—8_ 4x1
9 "7 9 1 9x8 72 3 371 9x%x(-8)
4 1
—72 18
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Primero se realiza las operaciones que estan agrupadas; después las
multiplicaciones y al final las sumas y restas.

R e

273 3 7 721) %9 =20 * 3 56 9
_ —1110 3528 —37 392 -37 196 —37 98
T 60 504 2 56 2 28 2 14
=37 49  -37 _ —37-14 -51
) 7 2 N 2 )

Dado que 3y 10 son divisores de 1.110 y 60, entonces, 30 es divisor comun; por
lo cual, se simplifica el nimero racional % dividiendo numerador y

denominador por 30, resultando %

De igual manera, 9 es divisor de 3.528 y de 504; entonces, se simplifica %

dividiendo numerador y denominador por 9. Se continda simplificando las
sucesivas fracciones entre 2. (Observe que se puede simplificar dividiendo por
4).

La suma de un niumero entero positivo a con un fraccionario positivo menor que
uno, %, estoes a + % se lo expresa asi: a%

Este numero se denomina mixto porque esta formado por una parte enteray una
parte fraccionaria.

1 . 1 5
1-elcual equivalea1l +-=-
4 4 4

O NI

7 443 4 3_1+3_ 3
4 4 4 4 4 T4
5_4+1_4+1_2+1_21
2 2 2 2 )
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2.3.5 Porcentajes
Un ndmero racional % se lo puede expresar asi: a % que se lee: a por ciento.

4 _ .o
(100 a/o)

Ejemplos:

3 125
E—B% 100—50% 100—08% 100 = 125%
3
_4

3
= —0f = 0,
100 4/o 0,75 %

2.3.5.1 Conversion de fraccionarios y decimales a porcentajes

3_075_0,75><100_ 75 1_05_ 50
4 T 100 ~ 100 2 77100
= 75% = 50%
08—8 80 80% 01—1—10
© =70 100 OO =710 100
12 120
12=—=—=120% ~ =0,375 = 37,5%

10 100

2.3.5.2 Conversion de porcentajes a fraccionarios y decimales

3506 = - = -

100 20
62% = oz = 0,62

100
80% = 80 E = : =0,8

100 10 5 ’
El9% de 9 es 0,81 porque 9% = —— 4 X9 = ﬂ=O,81

100 100
El 25% de 200 es 50 porue 25% x 50 = 25 x 200 = 50& =50
100 100

1
El40% de la mitad de 800 es igual a 160 porque 40% X 5 x 800
40 1 40 x 800

=100 X2 %890 =190 %200 = 1°°
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Para dos racionales %y % donde b y d son enteros positivos, se tiene que % <

3 siy solosiad < bc

72 35 < 36 —it_ 13 44
7 S porque 3 7 porque
< -39
3_1 11 —13

Como3X2< 1><7,entonces7<2 ?> . porque 44 > —39
Propiedad
sidy ¢ jonales tal Tl ent a<1(a+c)<c
L — — sSonracionaltes tales gque — —,entonces — — |- - -

b d ey Sy AV,
1 1 1 1 /1 1 1 1 5 1 1 1/1 5
§<565<5(§+£)<5 > 3<1z<7 §<E(§+E)<
12 3 8 12

Dados dos racionales diferentes, (el uno menor que el otro), la semisuma de
ellos, es otro racional, mayor que el menor y menor que el mayor de los dos
racionales dados.

La afirmacion anterior se la puede aplicar las veces que se desee, para obtener
racionales entre dos racionales diferentes.

De lo anterior se obtiene las siguientes afirmaciones:

Entre dos numeros racionales diferentes, siempre existe otro numero racional
Entre dos niumeros racionales diferentes, existen infinitos nimeros racionales
El conjunto de los numeros racionales es denso, pero no completo

El conjunto es denso, porque entre cualquier par de numeros racionales
diferentes, existen infinitos racionales; y no es completo, porque al representar
en una recta los numeros racionales, a cada uno le corresponde un punto en la
recta, pero hay puntos de la recta a los cuales no les corresponde un nimero
racional; es decir, hay vacios en la recta cuando en esa solo se ubican los

numeros racionales.
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Un numero decimal consta de dos partes, una entera y otra decimal. Asi:
E,c1C5C3C4C5 ...

E es la parte entera y c;c,c5¢4¢5 ... €s la parte decimal. Cada ¢; es una cifra
decimal.

Un decimal periédico es de la forma:
E, a1a2a3a4 e amb1b2b3b4 e bnb1b2b3b4 e bnb1b2b3b4 s bn e

a,a,asa, ...a,, es la parte decimal no periddicay el grupo b,b,bsb, ...b, es el
periodo.

Si N = a,a,a3a, ...a,, (lacual no siempre existe)y P = b;b,bsb, ...b,, €l racional
periodico queda asi: E, NP.

Todo decimal periodico se lo puede expresar de la forma fraccionaria % donde
ay b sonenteros, b # 0

~ ENP—EN
E,NP = T

90

i nm ) .
ENPy EN son nimeros enteros; “9" “6 es el numero formado por n nueves, seguido

de m ceros; n es el numero de cifras que tiene el periodo, m es el nimero de
cifras que tiene la parte no periddica.

Conclusion. Todo numero decimal periodico es numero racional.

~ 3254-325  2.929 ~  51232-512  50.720
3,254 = 12 = 500 51232 = 22 = 5500
90 90
5072 2536
~ 7990 495
~ 153—15 138 69 23 ~  15378-153  15.225
1,53 = i1 "% &1 15,378 = 21 = 550
90 90
~3.045 1015
198 66

Cuando el decimal periddico carece de parte no-periodica, entonces m =0,y en
este caso, la formula queda asi:

EP —E

EP =

© {3
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Ejemplos:
m  125-12 355—390_3—387 2m_23—2_21
12,5 = 1 U2 T 99 T L T 9
9 9 9
_ 113 _ 43 _
9 1 K
Nota.

Cuando el decimal periodico es negativo, se aplica las mismas formulas,
anteponiendo el signo menos (-).

e . 125-12 113 255 - 3903 _ 387 _ 43
o 1 9 T 2 9 11
9 9

Afirmacion. Todo numero racional es decimal periodico.
Ejemplos de decimales periddicos (racionales) con periodo 0

124,5 —25,78 0,75 -1,80 58 72

2.4 CONJUNTO DE LOS NUMEROS IRRACIONALES

Todo numero decimal no-periddico e infinito es niumero Irracional.

Un ndmero irracional no se puede expresar de la forma % donde a y b sean
enteros.

El conjunto de los nimeros irracionales se lo simboliza con |. También asi: Q¢ ,
Q' : Complemento de Q respecto a R

Las raices cuadradas inexactas de numeros positivos; raices cubicas inexactas
de racionales, son irracionales.

Por ejemplo, son ndmeros irracionales: v2,+/3, —V/5,v7,v/8,—3/3, 39, +3/20

Dos numeros irracionales muy importantes en la Matematica, debido a su gran
aplicacion, son los siguientes:

El nimero pi, T = 3,141592653 ...

El nUmero de Euler, e = 2,71828182845 ...
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2.5 CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES

El conjunto R = Q U I es el conjunto de los nimeros reales.

De modo que, todo numero decimal y todo numero que se lo pueda expresar en
notacion decimal, es nimero real; por lo cual, todo niumero real es un decimal o
se lo puede expresar en notacion decimal.

De la definicion se deduce que: QcR; IcR; QN = ¢

Un numero real es un decimal con infinitas cifras decimales periddicas o no
periddicas.

Afirmaciones. Sean las proposiciones p, q y r, como sigue:p

p: X €S un numero g¢:xesunnumeroreal r:xesnumero irracional
racional

Ejemplos:
Simbolos Enunciado Valor de
verdad

p—q Si x es un numero racional, entonces x es un Verdadero
nuamero real

r—q Si x es un numero irracional, entonces x es un Verdadero
namero real

q—0p Si x es un numero real, entonces x es un numero Falso
racional

q—or Si x es un numero real, entonces x es un numero Falso
irracional

p [~] q Si x es un namero racional, si y sélo si x es un Falso
numero real

q p v X esunnumero real, siy solo si x es un numero Verdadero
r racional 6 x es irracional

p — ~r  Sixesun numero racional, entonces x no es un verdadero
numero irracional

Ejemplos de numeros reales

3 -5 3 _ 8 NH] NE]
4 7
~\E V8 -37 Vo + 324 2n
2e 129,4 —-21,678 0,850 450,238 — 450,71125
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Afirmaciones

La suma, diferenciay producto de niumeros reales, es un nimero real. El cociente
de dos numeros reales es numero real siempre que se divida por un niumero
diferente de cero.

Sean x,y numeros reales, entonces: x +y €R; xXy=xy € x—y € R; % €
Rsiy+0

Propiedades
Asociativa para la adicion vy (x+y)+z=x+(y (xxy)xz
multiplicacién +2) = xx(yxz)
Conmutativa para la adicion y X+y=y+x XXy = yxx
multiplicacion
Ley modulativa para la adicion y x+0=0+x=x xx1 = 1xx = x.
multiplicacion
Ley invertible en la adicion y x+ (-x)=(-x)+x 1 1
. e ., XX — = —XX
multiplicacion =0 X  x
=1; x40

Los numeros 0 y 1 son los respectivos modulos o elementos neutros de la
adicién y la multiplicacion.

1. Realizar las operaciones indicadas y simplificar el resultado.

Operaciones Respuestas Operaciones Respuestas
2 1 1 2 4 1 1 1 1
5767103 3 27375
11,1 0 3.5 34
3 2 6 5 3 15
35 135 205 5.2 -2
2 4 4 —4 3 12
7 -2 11 —6 3 5 16
-2 3 —6 5 3 15
—-35 135 205 5 -2 _l
2 4 4 -4 3 12
7 2 11 —6 40 49 14
-2 3 6 7 100 5
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15 98 1
—-14 -—-105
55 75 22
4 24 5
(9 —10)_ 81 49
80 210/ < —42 40
4 5 20 359
350‘(5*1)%
+(1 _ 1)
4 48
5
X_
6

2. Expresar en forma fraccionaria los siguientes numeros mixtos.

Numeros

mixtos

10—
4

2—

Respuestas

SIS I e

Numeros Respuestas
mixtos
1 101
2 152
—305 5

3. Expresar cada porcentaje en forma fraccionaria, y cada fraccionario o decimal
en términos de porcentajes.

Porcentaje/decimal

60%

16%

0,125
2,43

Respuestas
3

5

4

25
12,5%

12,5%
243%

Porcentaje/decimal  Respuestas

12,5% 1

8
3 60%
5
0,6 60%
0,16 16%
60 60%
100

4. Determinar la cantidad que se indica en cada expresion.

Expresiones

Respuestas Expresiones

Dos quintas partes de 23.182

57.955

Respuestas

Las tres cuartas 34.296.837
partes de 45.729.116
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El 75% de 45.729.116 34.296.837 La mitad del 50% de 200
800

Tres quintas partes del 5.338.290 1%de10 0,1
25% de 35.588.600

5. Determinar en cada caso, el valor correspondiente al MCD o MCM.

a)

Operaciones Respuest Operaciones Respuest
as as
MCM(6,2) 6 MCM(6,3) 6
MCM(6,2,3) 6 MCM(3,2,6) 6
MCD(42,72) 6 MCD(84,144) 12
MCD(3024,5184) 432 MCM (42,72) 504
MCM(4,7,2,1) 28 MCD(4,7,2,1) 1
MCM (84,144) 1008 MCD(3024,5184,1728) 432

MCM (4000,7000, 2000, 1( 28.000 MCD(4000,7000,2000,1( 1.000

b)
Operaciones Respuestas
Si MCD(a, b) = 900, hallar MCD (3a, 3b) 2.700
Si MCM(a, b) = 800, hallar MCM (3a, 3b) 2.400

Si 100 es divisor de a y b, hallar MCD (i L) 9

100’ 100

Si 100 es divisor de a y b, hallar MCM (i b ) 8

100’ 100

Un problema de MCD y de MCM, muchas veces, se lo identifica por la misma
pregunta que se formula; por ejemplo, obtener el mayor o maximo valor o
cantidad de ciertos valores o cantidades (MCD); o bien, obtener el menor o
minimo valor o cantidad (MCM).

Tres entidades bancarias A, B, C disponen respectivamente de $240.000.000,
$180.000.000, $360.000.000 para realizar préstamos de igual valor en cada una
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de las tres entidades. Para que el préstamo sea el mayor posible, ;cual debe ser
su valor? ; Para cuantas personas alcanza el préstamo en cada entidad?

Segun el planteamiento del problema y la pregunta que se debe responder, se
debe calcular el MCD de los tres valores.

MCD(240.000.000,180.000.000,360.000.000) =
= 10.000.000xMCD (24,18,36)

= 10.000.000x6 xMCD (4,3,6)

= 60.000.000x1

= 60.000.000

Para obtener el nimero de personas para las cuales alcanza el préstamo, se
divide los valores dados entre 60.000.000 y se obtiene respectivamente, 4, 3, 6.

Respuesta. El mayor valor del préstamo es de $60.000.000. El nimero de
personas para las cuales alcanza el préstamo en las entidades A, By C, son
respectivamente: 4, 3y 6.

Se debe comprar igual cantidad de tres tipos de fertilizantes A, B, C. Cada bulto
de fertilizante tipo A contiene 10,5 Kg, del tipo B 16,5 Kg. y el bulto del tipo C
contiene 22,5 Kg. ;Cuantos Kg de fertilizante de cada tipo se puede comprar
como minimo? En este caso, Cuantos bultos de cada tipo se debe comprar?

Segun el planteamiento, se debe de calcular el MCM.

Se observa que los numeros dados no son enteros. En este caso, multiplicando
por 10 se obtiene numeros enteros; no interesa qué unidades se obtenga. Una
vez obtenido el MCM se divide entre 10.

MCM(105,165,225) = 5xMCM(21,33,45) = 5:3xMCM(7,11,15) = 15xMCM (7,11,15)
7 11 15 |3 MCM(7,11,15) = 3x5x7x11 = 1.155
7S s MCM(105,165,225) = 15x1.155 = 17.325

7 11 1

17.325/10 = 1.732,5
1 11 1 |11

1 1 1

Respuesta 1. Se debe comprar como minimo de cada tipo de fertilizante 1.732,5
Kg.

Para obtener el numero de bultos que se debe comprar de cada tipo, se divide
1.732,5 entre 10,5; 16,5; y 22,5; con lo cual, se obtiene 165, 105 y 77,
respectivamente.
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Respuesta 2. Se debe comprar 165, 105 y 77 bultos de los fertilizantes tipo A, B,
C, respectivamente.

Se desea dividir un terrero rectangular de 500 x 350 m. en lotes cuadrados de
igual area. Obtener la longitud del lado de cada lote de maxima area. ;Cuantos
lotes se obtiene con esta area maxima? Calcular el area de cada lote.

EEREEEEEEES MCD(500,350) = 50xMCD(10,7) = 50x1 = 50

350 Numero de lotes a lo largo: 500 +~ 50 = 10; a lo
ancho: 350 +50=7

Numero de lotes: 10 x 7 = 70; area de cada
lote:50 m x 50 m = 2500m?

500
Respuestas:
La longitud del lado de cada lote cuadrado de maxima area es de 50 m
El nimero total de lotes es 70

El area de cada lote es 2.500 m2

Se desea dividir 4 lotes rectangulares de terreno, de 5.000 m2, 4.500 m2, 3.500
m2, 4.000 m2, respectivamente, en lotes rectangulares de igual area en todos
los terrenos. Calcular la mayor area posible de los lotes. Obtener el nimero de
lotes de area maxima que se obtiene en cada lote.

5.000 m? 4.500 m? 3.500 m?

Como se debe dividir cada superficie (rectangular) en superficies rectangulares
de igual area, y esta area debe ser la maxima, se debe calcular el MCD de las
cuatro areas dadas, las cuales tienen a 500 como divisor comun; asi:

MCD(5.000; 4.500; 3.500; 4.000) = 500xMCD(10;9;7;8) = 500x1 = 500
5.000 = 500 = 10; 4.500 =500 = 9;3.500 ~- 500 = 7; 4.000 +~500 =18
Respuestas:

La mayor area posible de los lotes es de 500 m?

El numero de lotes que se obtiene de los terrenos en el orden dado son: 10,9, 7
y 8 respectivamente.
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Los lotes de 500 m2 pueden tener diferentes dimensiones. Por ejemplo, 10 x 50;
20 x 25;4 x 125

Se llena una caja, en forma completa y exacta con cubos de igual tamano. La
caja tiene las siguientes dimensiones interiores: 50x40x30 cm. Obtener la
longitud de las aristas de los cubos de mayor tamafo que se puede disponer en
la caja. Calcular el numero de dichos cubos que llenan la caja.

Se debe calcular el mayor divisor comun de 50, 40 y 30; pues, las aristas de un
cubo tienen igual longitud.

MCD (50, 40, 30) = 10 x MCD (5,4,3) = 10x 1= 10

Si se afirma que las dimensiones de la caja son: 50 de largo, 40 de alto y 30 cm.
de fondo, entonces, el cociente de dividir 50, 40 y 30 entre 10, es el nimero de
cubos alo largo, a lo alto, y de fondo.

50+10=5 40+10 =4 3010 =3 5x4x3 = 60

Respuestas. La longitud de las aristas de los
cubos es de 10 cm.

El nimero de cubos que llenan la caja es de 60

Nota. El volumen de cada cubo es: 10 x 10 x10 =
1000 cm3.

El volumen de la caja es 50x40x30 cm3 = 60.000
cm3.

60.000 cm3 = 1.000 cm3 = 60 cubos

Tres obreros A, B, C pegan (instalan) respectivamente al dia 20, 25 y 15 metros
de tubo. Obtener el primer tramo de igual longitud que pegan los obreros. Hallar
el numero de dias que necesitan los obreros para pegar la longitud de dicho

tramo.
1 dia 2 dias 3 dias 4dias ...,
20 m. 40 m. 30 m. 80m. ...........
25m. 50 m. 75 m. 100m. ..........
C — — ————————
I5m. 30 m. 45 m. 60m. ...........
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Como se puede observar, el problema consiste en hallar un multiplo comuny, a
la vez minimo, entre ellos.

4 5 3 |2 MCM(20,25,15) = 5xMCM(4,5,3) = 5x2x2x3x5 = 300

> 5 3 |2 300 + 20 = 15;300 + 25 = 12;300 + 15 = 20

1 5 3 |3 Respuestas. El primer tramo de igual longitud que instalan es
de 300 m.

Los Obreros A, B, C necesitan respectivamente de 15,12y 20
1 1 1 dias para pegar cada uno el tramo de tuberia de 300 m.

Sean U1 y U2 unidades de medida, por ejemplo, de longitud, area, volumen,
capacidad, peso, corriente, capacidad y resistencia eléctrica; de fuerza,
potencia, memoria del computador, unidades monetarias, y otros.

Si una unidad de medida U1, equivale a m unidades de medida U2, lo cual se
expresa asi: U1 = mU2, entonces, n unidades de medida U1 equivalen a nm
unidades de medida U2; es decir, nU1 = nm U2 (1)

Ahora bien, iUl = U,, entonces, k unidades de medida U2, equivale a :—1
unidades UT; esto es, kU2 = %Ul ()

Significado de prefijos.
Prefijo Unidades Prefijo Unidades
Kilo (K) Mil Hecto (H)  Cien
Deca (D) Diez Deci (d) Décima parte ()
Centi (C): Centésima parte (ﬁ = Mili (m) Milésima parte ( ﬁ =
0,01) 0,001)

Un Kilociclo = 1.000 ciclos

Un Hectémetro (1 Hm) = 100 metros
Un Decalitro (1 DI) = 10 litros

Un decibel (1 db) = 0.1 de Bel

Un centigrado = 0,01 de grado

Un miliplak = 0,001 de plak.
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En el siguiente esquema se presenta el paso de unidades en un sistema decimal,
tomando una unidad base.

x 10 x 10 x 10 x 10 x 10
Kilo Hecto Deca Unidad Base deci centi
= 10 =~ 10 = 10 = 10 =~ 10

Es necesario recordar que, dividir un numero entre 10, es equivalente a
.. . 1
multiplicar el nimero por o

26 Km=26x10Hm =26 Hm 35Km =35 x10 x 10 x T0 m = 35000
m

BHM =5 %100 m =500 m 970 MM =970+-10cm =97 cm

97 cm=97 +10dm =9,7 dm 8450m=845x%x%m=8,45m

A continuacion, se presentan algunas equivalencias. Obviamente, las unidades
monetarias varian constantemente.

Unidades de longitud

TKm=1000 m THmM =100 m. TDm=10m.
Tm=10dm 1T m=100cm 1T m=1000 mm
ldm=<m lem=—m Tmm=—m
10 100 1000
1 pie (foot) = 30,48 cm | 1 pulgada (inch, 1"") = 2,54 | 1 milla nautica = 1852
cm m

Unidades de area

1m? = 100dm? 1m? =10.000 cm? 1Dm? = 100 m? 1Hm?
= 10.000 m?

Unidades de medida agraria
Una hectarea (Ha) = 100 areas (1 Ha =100 areas) 1 Ha =10000 m2
Unidades de volumen

1 m3=1000 dm3. 1 m3 =1.000.000 cm3.
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Unidades de capacidad

Un galén americano = 3,784 1 litro = 1000 ml Tml=1cm3
litros (1.)

Unidades de tiempo
Un dia = 24 horas Una hora = 60 min Un min = 60 seg
Otras notaciones y equivalencias

Kilobyte = Kb Megabyte= Mg Gigabyte= Gb Terabyte= Tb

1Kg=1.024b 1 Mg =1.024Kb 1Gb=1.024Mb 1Tb=1.024Gb
Conversiones:

Un Délar equivale $3.190; es decir: 1 Délar = 3190 pesos. La equivalencia de un
Dolar en pesos, varia diariamente.

En este caso, U1 es Ddlar, U2 es Peso colombianoy m = 3190
Para convertir n Dolares a Pesos, se aplica la formula (1), asi:
120 Délares = 120 x 3.190 pesos = $382.800

Para convertir k Pesos a Délares, se aplica formula (I1).

78.155
3.190

§78.155 =

Délares = 24,5 Dolares

Conclusiones:

Para convertir Dolares a Pesos, se multiplica el numero de Ddlares por 3.190
(valor que cambia diariamente)

Para convertir Pesos a Dodlares, se divide el nimero de Pesos entre 3.190
Un Euro equivales a 1,15 Ddlares: 1 Euro = 1,15 Ddlares.

Ahora U1 es un Euro y U2 es un Ddlar.
Convertir 200 Euros a Dolares y 4.439 Dolares a Euros

Segun (I): 200 x 1,15 Euros = 230 Délares

Segun (1) 4.439 Délares = 41'4—13; Euros = 3.860 Euros

Convertir $500.000 a Euros y 100 Euros a Pesos

70



Introduccion a los Fundamentos de Matematicas Generales

Héctor Jairo Portilla Obando
Segundo Javier Caicedo Zambrano

Se pasa primero de Pesos a Ddlares y luego, el resultado a Euros

$500.000 = 5‘;"1";‘;" Délares = 156,7398 Délares ~ 156,74 Délares
156,74 Délares = fj;‘* E = 136,2956 Euros

Convertir 100 Euros a Pesos

Se convierte los Euros a Ddlares y luego,

el resultado a Pesos

100 Euros = 100 x 1.15 Délares = 115 Délares = 115 x 3.190 Pesos = $366.850

Efectuar las siguientes conversiones
a) 28 KmaHm,Dmy m.
c) 350 madm,cmy mm
e) 3,5 Kgagry 970 grakKg
g) 1,4 litros () adlycl

i) 10 Kb a bytes
k) 5 Ha a dreas y m2

m) 12 pulg a cm; 60 pulg a m; 254 cm
a pulg; 35 pulg a dm.

0) 20 galones americanos a litros y
decilitros

n+10=nx—= =nx0,
10
Respuestas
a) 2,8 Km =28 Hm =280 Dm = 2.800 m

c) 350 m = 3.500 dm = 35.500 cm =
350.000 mm

€)35Kg=35x10x10x 10 g. = 3.500
g

n

b) 150 m a Dm, Hmy Hm
d) 9.870 mmacm,dmym
f)0,8gramgy 12.500mgagryKg

h) 0,5 litros a centilitros, mililitros y
cm3

j) 1.024.000 bytes a Kb y Mb
) 50.230 m2 a areas y a Ha,

n) 15 pies a cm; 150 pies a metros;
3.048 cm a pies; 60,96 metros a pies

p) 77,572 litros a galones americanos

+100=nx—=nx0,01
100

b) 50 m=15Dm = 1,5 Hm

d) 9.870 mm = 987 cm = 98,7 dm =
9,87 m

f) 0,8 gramos = 800 mg
12.500 mg=12,5gr=0,0125Kg
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970 g = 970 x 0,1 x 0,1 x 0,1 Kg = 0,97

Kg

g) 1,4 litros (L) = 14 decilitros (dl) = 140 h) 0,5 L = 50 cl = 500 mililitros = 500

centilitros (cl) cm3.

i) 10 Kb = 10.240 bytes j) 1.024.000 bytes = 1.000 Kb =
0,97656225 Mg

k) 5 Ha = 500 areas = 50.000 m2 ) 50.230 m2 = 502,3 areas = 5,023
Ha

m) 12 pulg = 30,48 cm; 60 pulg =1,1524 n) 15 pies = 457,2 cm; 150 pies =

m 45,72 m

254 cm =100 pulg; 35 pulg =8,89dm  3.048 cm = 100 pies; 60,96 m = 20
pies

0) 20 galones americanos = 7568 L= p) 77572 L = 205 galones

756,8 dl americanos

Se distribuye x pesos entre cinco entidades A, B, C, D, E. La entidad A recibe las
dos quintas partes de x, B recibe |la sexta parte de x, C recibe el 10% de x, a la
entidad D le corresponde el doble de lo que recibe C. La entidad E recibe el resto,
cuyo valor es $40.000.000. ;Cual es el valor de x? ;Cuanto reciben las entidades
A, B, C, D? ;Qué porcentaje de x recibe la entidad E y la entidad A?

Arecibe 2x B recibe = x Crecibe 10% de x = —x = —x D
5 6 100 10

. 1 1
recibe2 x —x = -x
10 5

Sumando todas las cantidades distribuidas, resulta la cantidad distribuida.

4 i x x4 ix 440000 =
5x 6x 1Ox Sx . =X

Reduciendo términos semejantes:

(2+1+ ! +1) +40.000 =
576 10 )TN

Reduciendo a comun denominador:

12+5+3+6

40. =
30 x + 40.000 = x

26 + 40.000 =
30" : =x
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Efectuando trasposicion de términos y reduciendo términos semejantes, se
tiene:

40.000 = 26
. =x 3Ox

26
40.000 = (1 - —)x

30
40.000 = ix
15
x = 40.000 x i
15

x = 300.000.000

Determinemos los valores que reciben cada una de las entidades:

2 2
Entidad A: gx =z %X 300.000.000 = 120.000.000

1 1
Entidad B: i % 300.000.000 = 50.000.000

1 1
Entidad C: 0= 1o % 300.000.000 = 30.000.000

1 1
Entidad D: cX=zt %X 300.000.000 = 60.000.000

Respuestas

El valor de x es $300.000.0000 (Cantidad total distribuida)

Las entidades A, B, C, D reciben respectivamente: 120, 50, 30 y 60 millones de
pesos.

Como E recibe = de x y = = 0,133333 = 13,33%

Entonces, E recibe el 13,333% de x (aproximadamente)

300.000.000 X a% = 40.000.000; luego, a = 40.000.000 > 100 _ 13,3333
e o = ALUVDLUL UeE0, 4 = 7300.000.000

2
§= 0,4- = 40%

A recibe el 40% del total distribuido.

Se presta un capital de $50.000.000 al 3,5% mensual (tasa de interés). Obtener
el valor del rendimiento a cabo de 8 meses.
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Los rendimientos obtenidos en un mes son:

3,5
50.000 x 3,5% = 50.000.000 x 100~ 500.000 x 3,5 = 1.750.000

Los rendimientos obtenidos en 8 meses son:

8 X 1.750.000 = 14.000.000 pesos

El salario mensual de una persona en diciembre de 2017 fue de $980.500. Si
para el ano 2018 este salario se incremento en 5,5%, ;cual es valor del nuevo
salario? ;cual es el monto del incremento?

El valor del incremento mensual fue: 980.500 x 5,5% = 53.927,5 pesos

El valor del salario para 2018 es: 980.500 + 53.927,5 = 1.034.427,5 pesos

Se presta un capital con un interés de 4% mensual durante cinco meses. Al cabo
de ese tiempo, se recibe el capital prestado junto con el rendimiento obtenido,
lo cual suma $48.000.000. ;Cual es el valor del capital prestado?

Si x es el valor del capital prestado, entonces, x x 4% es el rendimiento obtenido
en un mes; por lo tanto: (x x 4%) x 5 es el rendimiento obtenido durante 5 meses.

Dado que el capital prestado mas el rendimiento obtenido en 5 meses
corresponde a 40.000.000, entonces:

4
x + (x X 4%) x5 = 48.000.000 - x + X100 X 5 =48.000.000

x + 0,2x = 48.000.000 — 1,2x = 48.000.000 —

48.000.000
X = ———— = 40.000.000
1,2
Respuesta:

El valor del capital prestado es de $40.000.000

El precio de un articulo incluido el 19% de IVA es de $46.172. ;Cual es el precio
del producto sin incluir el IVA?

Solucion:

Si X es el valor de articulo sin incluir el IVA; entonces, 19% X es el valor a pagar
por el impuesto.
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Si al valor del articulo sin incluir el IVA, se le suma el valor a pagar por el
impuesto, se obtiene el valor del articulo incluido el IVA.

46.172
1,19

x+19%x = 46.172 - x +0,19x = 46.172 - 1,19x = 46.172 - x =
= 38.800

Respuesta

El valor del articulo sin incluir IVA, es de $38.800.

El precio de un metro cuadrado de un terreno es de $12.000. Obtener el valor de
4 Hectareas de dicho terreno.

Se calcula el numero de metros cuadrados de 4 hectareas y se multiplica este
resultado por $12.000.

4 Ha =4 x10.000 m2 = 40.000 m2

40.000 x 12.000 = 480.000.000

Respuesta:

El precio de 4 hectareas de terreno es de $480.000.000.

El valor de un producto sin incluir el 19% de IVA es de $130.000. El vendedor
concede un descuento del 10%.

Calcular el valor del producto, asi:
i) Aplicando primero el IVA'y después el 10% de descuento

i) Aplicando primero el descuento y después el IVA

i) 130.000 + 130.000 x 19% = 130.000 + 130.000 x (0,19) = 1,19 x 130.000 =
154.700

Valor con IVA: 154.700
Descuento: 154.700 x 10% = 15.470
Valor a pagar: 154.700 — 15.470 = 139.230

ii) 130.000 — 130.000 x 10% = 130.000 — 130.000 x (0,1) = (0,9) x 130.000 =
117.000

Valor con descuento: 117.000

Valor con IVA: 117.000 + 117.000 x 19% = 117.000 + 117.000 x (0,19) = 1,19 x
117.000 = 139.230
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Respuesta

i) El valor del producto incluyendo el IVA y aplicando después el descuento es:
$139.230

i) El valor del producto aplicando el descuento y después el IVA es: $139.230
Se observa que con los dos procedimientos se obtiene el mismo valor a pagar.

El valor de un producto es de $250.500, pero tiene un descuento de 12%. Obtener
el valor del producto con el descuento ofrecido.

Solucion
250.500 — 250.500 x 12% = 250.500 — 250.500 x (0,12) = 250.500 x (0,88) =
220.440

Respuesta

El valor del producto realizando el descuento es $220.450.

2.9 EVALUACION CON RESPUESTA Y SUGERENCIAS

2.9.1 Operaciones con Numeros Racionales Fraccionarios
1. El resultado de efectuar las operaciones en la expresion: % + %+ 1—70 + % es:
91
30
30
91
89
30
R/ a

Sugerencia. Recuerde la féormula para obtener la suma de dos o mas racionales
. . 91
fraccionarios. El resultado es v

. ., 5 5 5
2. El resultado de efectuar las operaciones en la expresion: Stttz es
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Sugerencia. Recuerde la féormula para obtener la suma de dos o mas racionales
fraccionarios. El resultado es 5

. ., 7 7 7
3. El resultado de efectuar las operaciones en la expresion: 35,1 es
1
6

5
6

R/ c

Sugerencia. Recuerde la formula para obtener la suma/diferencia de dos o mas
racionales fraccionarios. El resultado es 0

. . s 7 3
4. El resultado de efectuar las operaciones en la expresion: s+ es:

58
21
58
10

10
21

R/ a

Sugerencia. Recuerde la formula para obtener la suma de dos racionales
. . 58
fraccionarios. El resultado es 1

. ., 35 138
5. El resultado de efectuar las operaciones en la expresion: -5+ es

173
3
103
3
4830
9
R/b

Sugerencia. Recuerde la formula para obtener la suma de dos racionales
. . ., 10
fraccionarios homogéneos. El resultado es Y

. « s 9 -2
6. El resultado de efectuar las operaciones en la expresion: — T es
1

e
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18

53
20

R/c

Sugerencia. Recuerde la formula para obtener la suma de dos racionales
fraccionarios. Tener en cuenta también la ley de los signos en la multiplicacion.

53
El resultado es — %

. . s 5 =7 1
7. El resultado de efectuar las operaciones en la expresion: —t5 t+ es

-5

1

6

35
36

R/ a

Sugerencia. En este caso es conveniente reducir los fraccionarios a un comun
denominador, por ejemplo, el 6, y luego sumar los fraccionarios homogéneos

.o 30
operando unicamente los numeradores. El resultado es ——=-5

. .z 3 5
8. El resultado de efectuar las operaciones en la expresion: S5 es:

0

16

15
-1
R/ b
Sugerencia. Recuerde la féormula para obtener la suma (diferencia) de dos

. . . 16
racionales fraccionarios. El resultado es -

. . 35 138
9. El resultado de efectuar las operaciones en la expresion: -5~ €S
52
EE
—52
R/ c
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Sugerencia. En este caso es mejor reducir los fraccionarios a un comun
denominador, como el 4 y luego sumar los fraccionarios homogéneos operando
unicamente los numeradores. El resultado es:

2 4 2 4 4 4

35 138 _ —35 , —138 _ —70-138 _ —208 _

—52

. ' . 9 -2
10. El resultado de efectuar las operaciones en la expresion: =~ es

19
12

19
12
12
19

R/ a

Sugerencia. Recuerde la férmula para obtener la suma (diferencia) de dos
. . . 19
racionales fraccionarios. El resultado es -5

. e 5 7 1
11. El resultado de efectuar las operaciones en la expresion: =5 ¢ es

5
-5

o

R/ b

Sugerencia. En este caso es conveniente reducir los fraccionarios a un comun
denominador, como el 6 y luego restar los fraccionarios homogéneos operando

s 30
Unicamente los numeradores. El resultado es - = -5

81
100

. . s 40
12. El resultado de efectuar las operaciones en la expresion: <5 X es:

18

R/ c

Sugerencia. Recuerde la férmula para obtener el producto de dos racionales
. . , . . ., 18
fraccionarios. Después de simplificar la fraccion, el resultado es -

. ., 23 24
13. El resultado de efectuar las operaciones en la expresion: = X350 €S
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46

150

23
75

23

300

R/ a

Sugerencia. Recuerde la férmula para obtener el producto de dos racionales
. . . . . ., 46
fraccionarios. Después de simplificar la fraccion, el resultado es T

. . 25 98
14. El resultado de efectuar las operaciones en la expresion: 2 X 1oz ©S

123

-119

w| u

123
119

R/ b

Sugerencia. Recuerde la férmula para obtener el producto de dos racionales
. . , . .t ., 5
fraccionarios. Después de simplificar la fraccion, el resultado es 3

. ., 3 7 -5
15. El resultado de efectuar las operaciones en la expresion: SXZX— es:

Sugerencia. Se realiza la multiplicacion de tres numeros racionales

. . 105
fraccionarios. La respuesta correcta es 5

. . . 45 75
16. El resultado de efectuar las operaciones en la expresion: < s €S

18

120
56

3.375
384

R/ a
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Sugerencia. Recuerde que esta dividiendo niumeros fraccionarios. La respuesta
correcta es 1?8

70

17. El resultado de efectuar las operaciones en la expresion: =% es:

8

66
R/ b

Sugerencia. Recuerde que esta dividiendo numeros fraccionarios. Tener en
cuenta la ley de los signos en la multiplicacion y la simplificacion de racionales

. . 1
fraccionarios. La respuesta correcta es e

. . s 9
18. El resultado de efectuar las operaciones en la expresion: (5 + E) +— es:

—-729

160

729
160
49
40

R/c

Sugerencia. Recuerde que esta dividiendo numeros fraccionarios. Tener en
cuenta que primero se opera lo que esta asociado, en este caso con corchetes.

. . P . 49
Realizando simplificaciones, la respuesta correcta es w0

. . s 25 3 40
19. El resultado de efectuar las operaciones en la expresion: (E+_) X (——

7 3
6—5) — 70 es:
6

3.315

49

3315

49

3.315
R/ a

Sugerencia. Primero se opera lo que esta asociado, en este caso los corchetes,

en los cuales hay una suma y diferencia de racionales. La respuesta correcta

. . . 3.315
simplificando las fracciones, es e
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20. El resultado de efectuar las operaciones en la expresion: 450 — (g + 2) X % +

7.153

16

450

16

R/ b
Sugerencia. Primero se opera lo que esta asociado; después se realiza las

divisiones, multiplicaciones; se calcula luego sumas y restas. En fracciones es

7.153

conveniente simplificar cuando sea posible. La respuesta correcta es: =S

2.9.2 Conversion de Numeros Mixtos a Fraccionarios

, . 3 .. . . ,
1. El nUmero mixto 207 en notacion fraccionaria queda asi:

R/ b

Sugerencia. Se multiplica el niumero entero por el denominador, a este resultado
. . . 83
sumarle el numerador y se deja el mismo denominador. La respuesta es "

, . 1 ., . . ,
2. El nUmero mixto 10 en notacion fraccionaria queda asi:

R/ a

Sugerencia. Se multiplica el numero entero por el denominador, a este resultado
. . . 21
sumarle el numerador y se deja el mismo denominador. La respuesta es <

- . 1 .. . . ,
3. El numero mixto 17 en notacion fraccionaria queda asi:
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N |-

N |

3

2

R/ c

Sugerencia. Se multiplica el numero entero por el denominador, a este resultado
. . . 3

sumarle el numerador y se deja el mismo denominador. La respuesta es >

- . 2 ., . . ,
4. El nUmero mixto — 155 en notacion fraccionaria queda asi:

77

5
77

R/ a
Sugerencia. Se multiplica el nimero entero 15 por el denominador, a este

resultado sumarle el numerador y se deja el mismo denominador. La respuesta

77
€s ——
5

., . 1 . . . ,
5. El nUmero mixto 155 en notacioén fraccionaria queda asi:

R/ b

Sugerencia. Se multiplica el nimero entero por el denominador, a este resultado
. . . 46
sumarle el numerador y se deja el mismo denominador. La respuesta es <
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2.9.3 Conversion de Porcentajes a Numeros Fraccionarios
1. La expresion 70% en forma fraccionaria es igual a:

70
10

R/ c

Sugerencia. Recuerde que x% es igual a %00 Si es posible, se simplifica la
fraccion —.
100

2. La expresion 6,25% en forma fraccionaria es igual a:

R/ a

Sugerencia. Recuerde que x% es iqual a —. Si es posible, se simplifica la
100

e X
fraccion —
100

3. La expresion 12% en forma fraccionaria es igual a:

4
25

R/ b

Sugerencia. Recuerde que x% es igual a % Si es posible, se simplifica la
fraccion —
100

4. La expresion 19% en forma fraccionaria es igual a:

9

10

19

10
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19
100

R/ c
Sugerencia. Recuerde que x% es igual a % Si es posible, se simplifica la

fraccion —
100

5. La expresion 16% en forma fraccionaria es igual a:

R/ a
Sugerencia. Recuerde que x% es igual a 1ioo Si es posible, se simplifica la
fraccion—

100

6. La expresion 1,5% en forma fraccionaria es igual a:

100

R/ c

Sugerencia. Recuerde que x% es igual aﬁ. Si es posible, se simplifica la fraccion

X

100

2.9.4 Conversion de Porcentajes a Notacion Decimal

1. La expresion 70% en notacion decimal es igual a:
y

0,07

0,7

R/c

Sugerencia. Recuerde que x% es igual a 1ioo fraccion que se debe expresar en
notacion decimal
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2. La expresion 6,25% en notacién decimal es igual a:
0,0625

0,00625

0,625

R/ a

Sugerencia. Recuerde que x% es igual a ﬁ fraccion que se debe expresar en
notacién decimal.

3. La expresion 12% en notacion decimal es igual a:
1,2

0,12

1,20

R/ b

Sugerencia. Recuerde que x% es igual a % fraccion que se debe expresar en
notacion decimal.

4. La expresion 19% en notacion decimal es igual a:
1,9

1,90

0,19

R/c

Sugerencia. Recuerde que x% es igual a % fraccion que se debe expresar en
notacion decimal.

2.9.5 Conversion de Fraccionarios o Decimales a Porcentajes
1. El nL'lmero% en notacion con porcentaje es igual a:

5%

70%

60%

R/ a

. 3_ _75 _
Sugerencia. 2—0,75—100 =75%
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., 3 ., . .
2. El nimero 3 &N notacion con porcentaje es igual a:

75%

37,5%

80%

R/ b

Sugerencia. %=0,375=W = %g’ = 37,5%

3. El numero decimal 1,12 en notacion con porcentaje es igual a:
11,2%

0,112%

112%

R/c

1,12Xx100 112
= 12=112%
100 100

Sugerencia. 1,12 =

4. El numero decimal 0,19 en notacién con porcentaje es igual a:
19%

1,9%

0,19%

R/ a

0,19x100 _ 19
100 100

Sugerencia. 0,19 = =19%

5. El numero decimal 0,08 en notacion con porcentaje es igual a:

0,8%
8%
80%
R/ b
. 0,08x100 _ 8
Sugerencia. 0,08 = 00 " 100" 8%
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2.9.6 Operaciones con Porcentajes y Fraccionarios

1. Seleccionar la respuesta correcta. Las dos quintas partes de 12155 es igual
a:

4862
2431
24310
R/ a

Sugerencia. Las dos quintas partes de una cantidad, se obtiene multiplicando %
por la cantidad.

2. Seleccionar la respuesta correcta, Las tres cuartas partes de 15.729.148 es
igual a:

3.932.287
11.796.861
47.187.444
R/ b

Sugerencia. Las tres cuartas partes de una cantidad se obtiene multiplicando %
por la cantidad.

3. Seleccionar la respuesta correcta. El 75% de 15.729.148 es igual a:
47.187.444

3.932.287

11.796.861

R/ c

Sugerencia. 75% x 15.729.148 = 17750 X 15.729.148 = 11.796.861

4. Seleccionar la respuesta correcta, La mitad del 50% de 400 es igual a:
100

200

300

R/ a
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Sugerencia. Ix 22 x 400 = 100.
2 100

5. Seleccionar la respuesta correcta. Las tres quintas partes del 25% de
45.588.120, es igual a:

11.397.030
6.838.218
2.279.406
R/ b

Sugerencia. = x foO X 45.588.120 = 6.838.218

2.9.7 Calculo de MCD y de MCM
1. EIMCM (5, 2) es igual a:

10

1

2

R/ a

Sugerencia. El primero, el menor, de los multiplos comunesde 2y 5es 10
2. EI MCM (5, 3) esigual a:

1

15

3

R/ b

Sugerencia. El primero, el menor, de los multiplos comunes de 3y 5es 15
3. EIMCM (5, 3, 2) esigual a:

15

1

30

R/c

Sugerencia. El primero, el menor, de los multiplos comunes de 2,3y 5 es 30

4. EI MCD (24, 72), es igual a:
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72
24

1

R/ b

Sugerencia. El dltimo, el mayor, de los divisores comunes de 24y 72 es 24. Tener
en cuenta que 24 es divisor de 72

5. EI MCD (42, 294), es igual a:
.

294

42

R/c

Sugerencia. El mayor de los divisores comunes de 42 y 294 es 42. Tener en
cuenta que 42 es divisor de 294

6. El MCD (4032, 3132), es igual a:

36

18

9

R/ a

Sugerencia. Aplicando propiedades:

MCD (4032, 3132) = 4 x MCD (1008, 783) = 4 x 9 x MCD (112, 87) = 36 x 1 = 36
112y 87 no tienen factores primos comunes, luego, MCD ((112,87) = 1
7.EIMCD (1,7, 2, 4) esigual a:

7

1

28

R/ b

Sugerencia. El Unico divisor comun positivode 1,7,2,4 es 1;luego MCD (1, 7, 2,
4) =1

8.EIMCM (1,7, 2,4), es igual a:
.
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7
28
R/ ¢

Sugerencia. Los factores primos comunes de 7,2y 4 son: 2,2y 7, luego MCM
(7,2,4)=28=MCM (1,7,2,4)

9. EIl MCM (3.024, 5.184), es igual a:
36.288

5.184

3.024

R/ a

Sugerencia. Aplicando propiedades:
MCM (3.024, 5.184)

=4 x MCM (756, 1296)

=4 x9 x MCM (84, 144)

=4 x9 x4 xMCM (21, 36)

=4 x9%x4x3xMCM(7,12)

=4 x9x4x3xTx12

= 36.288

4 es divisor comun de 3.024 y 5.184; 9 es divisor comun de 756, 1.296; 4 es
divisor comun de 84y 144; 3 es divisor comun de 21 y 36.

Los factores primo comunes y no comunesde 7y 12son:2,2,3y 7.
Entonces, MCM (7,12) = 2x 2x 3x7 =12 x 7 = 84

10. EI MCD (3.024, 5.184), es igual a:

3.024

432

5.184

R/ b

Sugerencia. Aplicando propiedades:

MCD (3.024, 5.184)
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= 4 x MCD (756, 1.296)

=4 x 9 x MCD (84, 144)
=4 x9x4xMCD (21, 36)
=4x9x4x3xMCD(7,12)
=4x9x4x3x1

= 432

4 es divisor comun de 3.024 y 5.184; 9 es divisor comun de 756, 1.296; 4 es
divisor comun de 84y 144; 3 es divisor comun de 21 y 36.

El dnico divisorcominde 7y 12 es 1.

Entonces, MCD (7,12) = 1.
11. SiMCD (a, b) =300y 10 es divisor de a, b, entonces MCD (%%) esigual a:

10

1

30

R/ a

Sugerencia. Se debe aplicar la propiedad: MCD (a, b) = d, y k es divisor de ay b,
entonces, MCD (%%) =%
12. Si MCM (a, b) = 500, y 10 es divisor de a, b, entonces MCM (110130) es igual
a:

5

50

500

R/ b

Sugerencia. Se debe aplicar la propiedad: MCM (a, b) = m, y k es divisorde ay b,
m

entonces, MCM (%%) =
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CAPITULO 3
INTRODUCCION AL ALGEBRA

3.1 EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Una expresion algebraica es una representacion escrita que combina simbolos
matematicos, numeros, letras, signos de operacion, de agrupacion, de relacion,
entre otros.

Ejemplos:
Son expresiones algebraicas:

3
3x 2x — 8 x=7)+z Zx+10=x\/4x—7=2 ax + by <1

Términos. En una expresion algebraica se distinguen los términos, los cuales
estan separados entre si por los signos de operacion mas o menos: + o —

La anterior afirmacion no es una definicion, sino, una forma intuitiva de concebir
lo que es un término algebraico.

Ejemplos:
Las expresiones que siguen pueden ser consideradas términos de una
expresion algebraica:

10x, ax?,2axyz, 345,% xyz%%,\/m, Jx2 =16, —“ang—by
Nota

Cuando una expresion esta agrupada con paréntesis, corchetes o llaves, en si
misma, se considera que es un término; inclusive, el signo radical, la barra
horizontal de la divisién, se los considera, en cierta forma, como signos de
agrupacion.

En la expresion a + b + ¢ + d hay cuatro términos; pero en (a + b) + (¢ + d), hay
dos términos: (a + b) y (¢ + d).

En la expresion x%*? + y¢ hay dos términos, el primer término es x**? y en su
exponente hay dos términos a y b

Variables

Letras tales como: x,y,z,u,v,w se las utiliza como variables, es decir, que
pueden tomar distintos valores en la misma expresion. En ciertas expresiones,
como las ecuaciones, estas letras se las denomina incognitas, variables, esto
porque representan cantidades o valores desconocidos.

Una letra con subindices, también puede representar variables, asi:
X1,X2,X3, ) Xn
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Letras como a, b, ¢, d, entre otras, se las emplea como coeficientes de variables
o para la generalizacion de ciertas expresiones; toman valores constantes o
fijos, es decir, representan valores particulares de ellas, con lo cual, se obtiene
una expresion en particular.

La expresion ax? + bx + ¢ donde a = 0, en general, es un polinomio de segundo
grado o de grado 2, conocido como polinomio cuadratico, donde x es la variable;
a, b son coeficientes y ¢ es término independiente.

Si se asigna arbitrariamente valores constantes (fijos) para a, b, ¢, se obtiene
una expresion cuadratica particular.

Asi,paraa=5b=-7yc=10,seobtiene: 5x? — 7x + 10

En la expresion 200x2 + 35x — 30, se tiene que a = 200,b = 35y ¢ = —30

Una expresion algebraica con uno, dos o mas términos, donde los exponentes
de la variable son niumeros enteros positivos, se denomina polinomio.

Monomio. Es una expresion algebraica con un solo término. Ejemplos:
100, 45x, abc, x*>*Py3, 2ax3

Binomio. Es una expresion algebraica con dos términos. Ejemplos: x + y, 25 —
9y%, (x +y) + z,a® — b3

Trinomio. Es una expresion algebraica con tres términos. Ejemplos: 4x? — 12x +
9x+y+z

La expresion: 2x* — 6x3 + 5x2 — 4x + 10 es un polinomio con cinco términos.

La expresion (x + y)? es el cuadrado de un binomio; a3 — b3 es una diferencia
de cubos.

La expresion (x +y)? = x2 + 2xy + y? es una igualdad (identidad) en la cual, el
primer miembro es el cuadrado de un binomio y el segundo miembro es un
trinomio.

Una identidad es una igualdad, la cual se cumple para valores arbitrarios de sus
variables.

Son ejemplos de identidades, las siguientes:
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(a — b)3® = a® — 3a?b + 3ab? — b3 (diferencia de cubos)
sen?x + cos? = 1 (identidad trigonométrica).

La anterior identidad trigopnométrica, se cumple para cualquier valor real de x (x
expresado en radianes o en grados sexagesimales)

Términos semejantes

Son aquellos que tienen las mismas variables y con igual exponente.

2
20x2y,§x2y ,x%y, —x?%y

Término entero. Es aquel que no tiene variables en el denominador. Ejemplos:
10x,~y, 2
) 5 y’ 4

Término fraccionario. Es aquel que tiene una o mas variables en el denominador.
. .40 x+y 2a+8
Ejemplos: —,—,
x  3x x-3y

Término racional. Es aquel que no tiene variables en radicales. Los ejemplos
anteriores, corresponden a términos racionales.

Grado de un término. El grado de un término entero respecto a una variable, es
el exponente entero no-negativo de dicha variable. Se lo llama también grado
relativo.

El término 50x2z3 es de grado 2 respecto a x y de grado 3 respecto a z

3xyz es de grado 1 respecto a x, grado 1 respecto a y, de grado 1 respecto a z

Grado absoluto de un término entero. Es la suma de los grados de sus variables.
El grado absoluto de 80ax 2y 3zes2+3+1=6

El grado absoluto de 80ax?y3zes2+3+1=6

El grado absoluto de 12abxy*z3 es 8

Términos homogéneos. Son los que tienen igual grado absoluto.
Ejemplos. 60x*yz?, —§x2y223

Términos heterogéneos. Son los que tienen diferente grado absoluto.
Ejemplos. 60x°yz?, —%x2y4z3

Un polinomio es entero cuando todos sus términos son enteros; es fraccionario
cuando al menos tiene un término fraccionario.
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El grado de un polinomio entero respecto a una variable, es el mayor exponente
entero positivo de dicha variable.

El grado del polinomio x* + x2y? + y3 es 4 respecto a x y 3 respecto a y

Un polinomio entero esta completo respecto a una variable, cuando la variable
forma parte de todos sus términos, con exponente entero no negativo, desde
cero hasta el correspondiente al grado del polinomio.

8x3 + 10x% — 6x + 15

x3 + x%y + xy? + y3 + 1. Este polinomio es completo respecto a x pero también
respecto a y.

Un polinomio entero esta ordenado en forma ascendente respecto a una
variable, cuando los exponentes enteros no negativos de la variable, estan en
orden de mayor a menor; en caso contrario queda ordenado en forma
descendente.

El polinomio x3 + x2 y + x y2 + y3 esta ordenado en forma descendente respecto
a x; pero ascendente respeto y.

El polinomio x3 + x2y + xy? + y3 estd ordenado en forma descendente respecto
a x, pero ascendente respeto y.

Reduccion de términos semejantes. Es un proceso que consiste en operar con
sus coeficientes y a este resultado agregar la misma parte variable.

30x + 45x = (30 + 40)x = 75x

10x — 8x = (10 — 8)x = 2x

43x — 60x = (43 —60)x = —17x

—25x2 —16x?% = (=25 — 16)x? = —41x?

—54xy + 10xy + 4xy = (=54 + 10 + 4)xy = —40xy

14x + 15x — 10x% — 11x%2 = (14 + 15)x + (=10 — 11)x? = 29x + (—21)x?

= 29x — 21x?
2 5 _|_732_|_1032 P _(2 5 6) +<7+10>32
3xy 2xy 4xy X"y Xy = 3 > xy 4 x"y
T
=g Wty
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Interesa, sobre todo, polinomios enteros con una variable real (o en general
compleja), con coeficientes reales (complejos), de grado n, que son de la forma:

ap + a;x + azx? + azx® + - + a,x" = p(x) donde a,, # 0

La variable es x; ay,aq,a,,...,a, son los coeficientes; a, es el término
independiente, esto porque no es coeficiente de x. Dado que x° = 1, cuando x #
0, entonces se puede considerar que a, = ayx°

La expresion: ag + a;x + ayx? + azx® + -+ a,x™ = 0 se denomina ecuacion
polindomica de grado n.

Polinomio de grado cero. Un polinomio p(x) = k, donde k es un real fijo, es decir,
es una constante, es un polinomio de grado cero. Cualquier numero real,
incluyendo el cero, se puede considerar que es un polinomio de grado cero.

Polinomio de grado uno. Un polinomio p(x) = ax + b, donde a # 0, es de grado
uno. En este caso, se dice también que p(x) es un polinomio lineal.

La igualdad ax +b =0 es una ecuacion polinomica de grado uno o una
ecuacion lineal.

Polinomio de grado dos. Un polinomio p(x) = ax? + bx + ¢ donde a # 0, es de
grado dos. En este caso se dice también que p(x) es un polinomio cuadratico.

La igualdad ax? + bx + ¢ = 0 es una ecuacion polindmica de grado dos o una
ecuacion cuadratica.

Polinomio de grado tres. Un polinomio p(x) = ax3 + bx? + cx + d donde a = 0,
es de grado tres. En este caso, se dice también que p(x) es un polinomio cubico.

Laigualdad ax® + bx? + cx + d = 0 es una ecuacion polinémica de grado tres o
una ecuacion cubica.

Para obtener la suma o la diferencia de polinomios, simplemente se reduce
términos semejantes. No es necesario que tengan igual grado, que sean
completos o que estén ordenados; pero, si es conveniente hacerlo en forma
ascendente o descendente.

1) Sean los polinomios p(x), g(x) y r(x) siguientes:

p(x) =3x3 —8x2 + 7x — 9;q(x) = 25 + 30x — 15x2 + 80x3;r(x)
= 23x + 50 — 18x* + 70x3

Determinar los  polinomios  p(x) + q(x),q(x) + r(x),p(x) — r(x),p(x) —
q(x),p(x) — q(x) —r(x)
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Solucion
p(x) + q(x) = (3+80)x3 + (=8 —15)x% + (7 + 30)x + (=9 + 25)
=83x3 —23x%2+37x + 16

q(x) +r(x) = (25+50) + (30 + 23)x + (—15)x? + (80 + 70)x3 + (—18)x*
=5+453x — 15x% + 150x3 — 18x*

p(x) —r(x) = —(—-18)x* + (3 —70)x3 — 8x2 + (7 — 23)x + (—9 — 50)
= 18x* — 67x3 — 8x% — 16x — 59

p(x) —q(x) = (3 -80)x3+ (=8 + 15)x% + (7 — 30)x + (=9 — 25)
= —77x3+ 7x* —23x — 34

p(x) —qlx) —r(x)
=18x*+ (3—80 — 70)x3 + (—80 + 15)x2 + (7 — 30 — 23)x
+ (=9 — 25 —50) = 18x* — 147x3 + 7x% — 46x — 84

2) Simplificar la siguiente expresion: (3x3 — 8x2 + 7x — 9) + (9x — 5x% + 8x3 —
12)

Solucion

(3x3 —8x%+7x —9) + (9x — 5x% + 8x3 — 12)
=B+8)x3+(-8-5x?+(7+9x+ (-9 —12)
= 11x3 — 13x2 + 16x — 21

3.2.3.2 Propiedades o leyes de los exponentes

Nota.
La expresion a™ es una potencia de a; n es el exponente, a es la base.

Notaciones:axb=a.b=a*b = ab

Producto de potencias de la misma base: a™ x a™ = a™*™ Se escribe la base 'y
se suma los exponentes

Producto de potencias de igual exponente: a™ x b™ = (a X b)" Se multiplica
las bases y se deja el exponente

Cociente de potencias de la misma base: Z_m =g ™M Se deja la
basey se resta los exponentes

n n
Cociente de potencias de igual exponente: Z—n = (%) Se divide las
bases y se deja el exponente
Potencia de una potencia: (a™)™ = a™™ = "™ Se escribe la basey

se multiplica los exponentes

Ademas, se cumple que a! = a
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Para todo nimero real a,a # 0, se cumple que a® = 1
También ¥a = (@/r  Vam = (@™/n

Ejemplos:
a x a™ = a"*t™ ; equivalentemente, a"t™ = a™ x a™

Nl w
NS

1
72X z> =272t =4 X2 2

X2 =X2=X
8903 x 89072 = 89032 = 890! = 890
610 X 65 X 6—13 — 610+5—13 — 62 =36

1 1 1 1,11 3+2+1
2.3402 % 2.3403 x 2.3406 = 2.34027376 = 2.340" 6 = 2.3401 = 2.340
axaxXaxa=aqltH+tl = g

a*a8aba™3 = a> 863 =0 = 1,seassumequea # 0

a™ x b™ = (a x b)™; equivalentemente (a X b)" = a™ X b"
52 x 102 = (5 x 10)? = 2.500
52x102=(5x10)2=502=2.500

&b® = (ab)® - (ﬁ)g (1000)3 = (%)3 —23=38
(a®)3b?® = (a?b)?

(@)™ x (BN = (ak x bh)n

(55)™ x (a®)"* x (b*)™ = (5% x a3 x b2)"

(ab)? =a®b® - (2ab)3 = 23a®b® = 8a3h3

(6 x a® x b?)3 =63(a®)3(b?)3 = 216a°b®

a_ — gn—m
qm
aS 3 b4—
EZaS—Z:a3 $:a3 5:a—2 F:b4-—3:b1:b
20.3403°
W = 20.34035734 = 20.340* = 20.340
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25040 1
—25041 = 2504041 = 25071 = ﬁ
Nota.
am = =
an

1 1
3_2 = — = -

32 9

1
? = 5_(_3) =53 =125

100 x 2-5 — 100 _ 100 _ 25
25 32 8
a™ a\"
7= ()
100* (100)4 0% — 160.000 360° (360)5 _ 53y
54 \5/ - 1805 \180/ ©

1 4 1 3
V8 = 82 J8*=82=82=64 V12 =123 V123 =123 =121 = 12

3.2.3.3 Multiplicacion de polinomios

Para multiplicar dos polinomios se multiplica cada término del uno por cada
término del otro y, luego, si es el caso, se reduce términos semejantes,
seleccionado un orden, descendente o ascendente.

Ejemplos:
x+4)(x+3)=x(x+3)+4(x+3)=x*>+3x+4x+3 =x%2+7x + 12

Bx+2)(x+5)=3x(x+5)+2(x+5) =3x2+15x + 2x + 10
=3x%+17x + 10

(5x —2)(2x2 +3x—6) = 5x(2x2 +3x —6) + (—2)(2x2 + 3x — 6)
= (5x)(2x?) + (5x)(3x) + (5x)(—=6) + (—=2)(2x?) + (—2)(3x)
+ (=2)(—=6) = 10x3 + 15x% — 30x — 4x% — 6x + 12
= 10x3 + 11x% — 36x + 12

(7x3 —5x + 10)(10x2 + 2)
= (7x3)(10x2) + (—=5x)(10x2) + (10)(10x2) + (7x3)(2)
+ (=5x)(2) + (10)(2) = 70x° — 50x3 4+ 100x? + 14x3 — 10x + 20
= 70x° 4+ (=50 + 14)x3 + 100x2 — 10x + 20
= 70x% — 36x3 + 100x% — 10x + 20
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(x+4)(x+3)(8x—5)=(x*+7x+12)(8x — 5)
= (x?)(8x) + (7x)(8x) + (12)(8x) + (x*)(=5) + (7x)(-5)
+ (12)(=5) = 8x3 + (56 — 5)x? + (96 — 35)x — 60
= 8x3 +51x% + 61x — 60

(1,2x + 0,4x2)(10x3 — 8x) = (1,2x + 0,4x2)(10x3) + (1,2x + 0,4x%)(—8x)
= (1,2x)(10x3) + (0,4x2)(10x3) + (1,2x)(—8x) + (0,4x%)(—8x)
= 12x* 4+ 4x%> — 9,6x% — 3,2x3 = 4x° + 12x* — 3,2x3 — 9,6x?

La division de polinomios tiene trascendencia por los resultados que de ella se
obtiene, sobre todo, cuando se divide por un polinomio lineal. Los procesos
realizados en la division permiten factorizar el polinomio y obtener ciertos
valores de la variable llamados raices, y de paso, las soluciones de una ecuacion
polinédmica.

Dado un polinomio p(x) de grado n y un polinomio s(x) de grado m, tales que
n = m; entonces, existe un polinomio g(x) llamado cociente y un polinomio r(x)
llamado resto o residuo, tales que:

p(x) = s(x)(x) + r(x) donde 0 < grador(x) <m
La anterior expresion se conoce como algoritmo de la division de polinomios.
Proceso de la division
Se realizan los siguientes pasos:
Se ordenan p(x) y s(x) en forma descendente

Se divide el primer término de p(x) entre el primer término de s(x); este
resultado es el primer término del polinomio cociente g(x).

Se multiplica el primer término del cociente por s(x) y este polinomio resultante
se resta a p(x). Para esto, se escribe este polinomio resultante, cambiando de
signo a sus términos, debajo de p(x) y se reduce términos semejantes;
obteniendo de esta forma un polinomio p,(x), ordenado también en forma
descendente.

Si el grado de p,(x) es mayor o igual a m, se divide el primer término de p, (x)
entre el primer término de s(x) y este resultado es el segundo término del
polinomio cociente q(x).

Se multiplica el segundo término del cociente por S (x) y este polinomio
resultante se resta a p,(x). Se escribe este polinomio resultante cambiando de
signo a sus términos, debajo de p;(x) y se reduce términos semejantes;
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obteniendo de esta forma un polinomio p,(x), ordenado también en forma
descendente.

Si el grado de p,(x) es mayor o igual a m, se divide el primer término de p,(x)
entre el primer término de s(x) y este resultado es el tercer término del polinomio
cociente q(x); y se continua el proceso tal como en los casos anteriores.

El proceso termina cuando se obtiene un polinomio p,(x) de grado menor que
m. Este polinomio p, (x), constituye el polinomio residuo r(x).

Dividir: P (x) = 2x 3 + x 2 — 43x — 60 entre:

a) s(x)=x+ b) s(x)=x+ ¢ s(x)= d) sx)=x— ¢€) s(x) =
5 4 3x — 4 5 2x + 3

Solucidn

Como p(x) y s(x) estan ordenados en forma descendente, entonces, se divide
2x3 entre x.

2x3+x2-43x— 60 x+5 El resultado es 2x2? vy es el primer

término del cociente.
—2x3 - 10x2 Px2-9x+2

Se multiplica 2x2 por x + 5, lo cual

Pi(x)=—9x2—43x — 60
1(x) * * resulta 2x3 + 10x2

Ox 2+ 45x

Este polinomio se resta a p(x), lo
Pa(x) = 2x — 60 cual equivale a cambiarle de signo
y sumar con p(x). Se reduce
términos semejantes y se obtiene el
Pi(x) = — 70 — R (x) polinomio: p;(x) = —9x2 — 43x —
60

—2x—10

Como p;(x) es de grado 2y x +5
es de grado 1, entonces se, procede
a dividir tal como en el proceso
anterior; aplicando el paso 5) y el
paso 6)

Como p;(x) = —70 es de grado cero, entonces termina la divisiony —70 es el
resto o residuo r(x).

El cociente es q(x) = 2x? — 9x + 2

Segun el algoritmo de la division, se tiene que: p(x) = (x + 5)(2x? — 9x + 2) +
(=70)

Dividir: p(x) = 2x3 + x> —43x — 60 entre s(x) = x + 4
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2x3+x2—-43x — 60 X+ 4

—2x3—-8x?2 2x2 —Tx—15

Pi(x) = — 7x 2 — 43x — 60
7x 2+ 28x
Pa(x) — — 15x — 60

15x + 60

P3:(x) = 0 = R(x) (Residuo)

Cociente: 2 x2 —7x— 15

Segun el algoritmo de la division, se tiene que: p(x) = (x + 4)(2x? — 7x — 15) +
0 = (x + 4)(2x? — 7x — 15), por lo cual, p(x) queda factorizado.

Dividir: P (x) =2x3+x2 - 43x —60entrec) S(x) =3x — 4

2x% 4+ x%2 — 43x — 60 3x — 49
8 2 11 343
- 3 — 2 f— 2 J— —
2x —|—3x 3x —+ o) x >
11
() = ?xz — 43x — 601
11, 44
— 3 X ) 9]
343
p2(x) = ——5 x — 60l
342 1.372
o ~ 27
Gy — 2992
PsG) = — S22 — RGOT
11 343
= 2
qEx) = zx" 45 x——2

En este caso se cumple que:

2 1 343 2.992
_ _ N2 - - R,
p(x) = (3x 4)(3x tg* 27)+( 27 )

En este caso, p(x) no esta factorizado.
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Se aplica cuando se divide un polinomio p(x) de grado n, entre un polinomio
lineal s(x) = ax + b (Observe que grado s(x) = 1

Segun el algoritmo de la division, el cociente g(x) quedade gradon—1y 0 <
grador(x) <1, en consecuencia, grado r(x) =0. Segun esto, r(x) es un
nuamero real, incluido cero. Este hecho se puede observar en los tres ejemplos
anteriores. Por tanto, Luego, r(x) es un numero real, que se puede representar
por .

Ahora, para realizar la division entre un polinomio lineal, se utiliza un proceso
simplificado, llamado Division Sintética o método de coeficientes separados.

Pasos

Se ordena en forma descendente p(x) y se escribe Unicamente sus coeficientes.

Se baja el primer coeficiente y se multiplica por — g. Este resultado se suma con
el segundo coeficiente de p(x)

Se multiplica el resultado anterior por —Zy este producto se suma con el tercer
coeficiente de p(x).

Se multiplica el resultado del paso anterior por — S y este producto se suma con
el cuarto coeficiente de p(x).

Se continva hasta obtener la suma del Ultimo coeficiente de p(x). con el ultimo
b . .
producto con ——. Esta ultima suma, es el residuo.

Se divide por a el primer coeficiente de p(x). y las sucesivas sumas obtenidas,
excepto la ultima suma, la cual es el residuo. Los demas valores son los
coeficientes del cociente g(x).

Dividir: p(x) = 2x3 + x? — 43x — 60 entre los siguientes polinomios s(x):

a) s()=x+ b) s(x)=x+ ¢ s(x) = d) sx)=x— ¢€) s(x) =
5 4 3x —4 5 2x+3
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a) Dividir p(x) = 2x3 + x? —43x — 60 entre s(x) =x +5

2 1 — 43 —60 En este caso, como s(x)=x+5,
entoncesa =1,b =5,y _2-_5
(—5) —10 —45 — 10 a

Como p(x) estda ordenado en forma
2 —9 2 — 70 descendente, entonces el orden de los
coeficientes corresponde al establecido
en su formulacion.

Se baja el primer coeficiente que es 2 y se lo multiplica por —5. El producto
resultante, —10, en este caso, se suma con 1. Esta suma, —9, se multiplica por
—5. Este producto 45 se suma con —43, cuyo resultado es 2. Finalmente, se
multiplica 2 por —5 y su resultado —10 se suma con —60. El valor —70, es el
residuo de la division.

Como a = 1, no hace falta dividir 2, — 10 y 2 entre 1. Luego, el cociente pedido
es: q(x) = 2x% —9x + 2

b) Dividir p(x) = 2x3 + x? — 43x — 60 entre s(x) = x + 4

b
2 1 -43 =60 s(x)=x+4;a:1yb=4;luego:—a:—4
(-4) -8 28 60

Cociente: 2x%2 — 7x — 15

2 -7 - 0 Residuo: 0

c) Dividir p(x) = 2x3 + x? — 43x — 60 entre s(x) = 3x — 4

2 1 _ 43 — 60 Como s(x) = 3x — 4, entonces, a =
3,b=—4-2=2
(f) 8 44 1372 a 3
3 3 o 27 Cociente: %xz + %x - %
11 343 2.992
2 3 9 27 Residuo: %

Se debe tener presente que se

divide Z,Ey—ﬁ entre 3, dando
3 9

2 11 343

como resultado =,— y
3°9 27

Dividir p(x) = 2x3 + x? —43x — 60 entre s(x) =x —5
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2 1 — 43 — 60 Cociente: 2x? + 11x + 12
(5) 10 55 60 Residuo:0
2 11 12 0 p(x) = (x —5)(2x% + 11x + 12)

Dividir p(x) = 2x3 + x? — 43x — 60 entre s(x) =2x + 3

2 1 —43 —60 Cociente:%xz—%x—t—°=x2—x—20
(— 3) — 3 3 60 Residuo: 0

> esiduo:
2 -2 — 40 0 p(x) = 2x + 3)(x%? — x — 20)

En los casos d)ye),p(x) queda factorizado, siendo x — 5y 2x + 3 factores
lineales del polinomio.

En la division por x + 4, ejemplo b), el resto también es ceroy x + 4 es otro factor
lineal de p(x).

Asique: p(x) = 2x3 + x?2 —43x — 60 = (x + 4)(x — 5)(2x + 3)

Nota.

Las soluciones de la ecuacién cibica 2x3 + x2 — 43x — 60 = 0,son — 4,5y — >

2
3

Las raices del polinomio cubico 2x3 + x? — 43x — 60,son — 4,5y — B

3.2.4 Teorema del Residuo y del Factor.

Como se explicé anteriormente, segun el algoritmo de la division se cumple que:
p(x) = (ax + b)q(x) +r

El residuo es r(x), es un nimero real que se lo puede representar por r. Eso se
puede observar en los cinco ejemplos anteriores.

Ahora bien, si ax + b = 0, entonces, x = —s. Reemplazando x por este valor en
p(x), se obtiene:

p(x) = (ax +b)q(x) +7r
(Y=o rmcosoa( Y ermaxal s

Por lo tanto, p (— Z) =r
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3.2.4.1 Teorema del residuo
El residuo de dividir un polinomio p(x) entreax + besp (— S)

Ahora, si el resto r es cero, entonces de la expresion p(x) = (ax + b)q(x) + r se
tiene que:

p(x) = (ax + b)q(x)

En este caso p(x) queda factorizado y la expresion ax + b es un factor lineal del
polinomio p(x).

3.2.4.2 Teorema del factor

b
ax + b es factor lineal de un polinomio p(x), siy solo si,p (— E) =0

Esto es equivalente a la afirmacion siguiente:

ax + b es un factor de p(x), siy solo si, la division de p(x) entre ax + b es exacta;
es decir, el residuo de dividir p(x) entre ax + b esr = 0.

En los ejemplosbh),d) y e), anteriores, los residuos son cero, por lo tanto, las
divisiones son exactas. En consecuencia, x + 4,x — 5y 2x + 3 son factores
(lineales) de p(x).

Ejemplo:

Aplicando el teorema del residuo, obtener el resto de dividir p(x) = 2x3 + x? —
43x — 60 los siguientes polinomios: a) s(x) =x + 5;b) s(x) = x + 4;¢) s(x) =
3x —4;d) s(x) =x—5;e)s(x) =2x+3

Solucion

a) Como s(x) = ax + b = x + 5, entonces a = 1,b=5,—§=—5

p(=5) = 2(=5)3 + (—5)? — 43(-5) — 60 = 2(—125) + 25+ 215 — 60
=—-250+25+215-60=-70

p(=5)=-70=r
R/ El residuo es r = —70
b) Como s(x) = ax + b = x + 4, entoncesa = 1,b = 4,—§= —4

p(—4) =2(—4)3 + (—4)? —43(—4) — 60 = 2(—64) + 16 + 172 — 60
=-1284+16+172-60=0=r

p(-4)=0=r
R/ Elresiduoesr =0

c) Como s(x) = ax + b = 3x — 4, entonces a = 3,b = —4,—§=—
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<4)_2(4)3+(4)2 43(4) 60_2<64)+16 172 60
P\3) 7“3 3 3 —“\27) 79 "3

128 16 172 2.992
S te T3 T E T
4 2.992
r(5)=-F -

. 2.992
R/ Elresiduo es r = —=——

d) Como s(x) = ax + b = x — 5, entonces a = 1,b =—5,—§= 5

p(5) = 2(5)3 + (5)% — 43(5) — 60 = 2(125) + 25 — 215 — 60
=250+25-215—-60=0

p(5)=0=r
R/ Elresiduoesr =0

e) Como s(x) = ax + b = 2x + 3,entonces a = 2,b = 3,—§= —%

( 3)_ ( 3)3+< 3)2 43( 3) 60—2( 27)+9+129 60
P\72)7*\ 72 )2 2 - 8) 27" 2

= 27+ +129 60 =0
T4 4 2 N

R/ Elresiduoesr =10

Como se puede observar, estos restos ya se habian obtenido realizando las
divisiones correspondientes; sin embargo, se presentan como ejemplos sobre
aplicacion del teorema del residuo.

Obtener el resto de la division de p(x) = 12x3 — 43x% + 11x + 30 entrea) 4x — 5
b) x — 2

a)p(x)=12(5)3—43() +11(3)+30=12(2) - 43(E) + =+ 30 = =2 -

64
=4 2430=0
Como r = 0, entonces, 4x — 5 es un factor (lineal) de p(x).

b)P(2)=12(2) 3-43(2)2+11(2) +30=12(8) — 43(4) +22+30=96 — 172 +
52 = =24 =r (residuo)

p(x) =12(2)3 —43(2)2 +11(2) +30 = 12(8) —43(4) +22+30=—-24 =71
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Nota.
Como r # 0, entonces, x — 2 no es un factor de p(x).

Ahora, realicemos las divisiones por el método de coeficientes separados.

a) b)
12 - 43 11 30 12 ~ 43 11 30
(5/4) 15 -35 =30 (2) 24  -38 _54
12 ~28 -24 0 12 -19 =27 —24

Residuo: r = 0; cociente: q(x) = 3x2 — Residuo r = —24; cociente: q(x) =
7%-6 12x% — 19x — 27

Conclusion. Para obtener el residuo (resto) de la divisién de un polinomio p(x)
entre un polinomio lineal, es conveniente, en muchos casos, aplicar el método
de la division sintética.

3.2.6 Valor Numérico y Raiz de un Polinomio

Sea un polinomio p(x). El valor que se obtiene al reemplazar la variable x por un
numero fijo k, se denomina valor numérico de p(x) para x = k; es decir, el valor
numeérico de p(x) para x = k es p(k).

Ahora, cuando p(k) = 0, se dice que k es una raiz de p(x).

Ejemplos:
P(x)=2x3+x2—-43x—-60
Sea el polinomio p(x) = 2x3 + x2 — 43x — 60

. L. 4 3
Determinar el valor numérico para x = —=5,x = —4,x = 3X=5x=—3

Solucion
p(=5) = 2(=5)3 + (—5)%? — 43(-5) — 60 = 2(—125) + 25 + 215 — 60
=—-250+25+215-60=-70

Observe que r = —70 es el residuo de la division de p(x) entre x + 5
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p(—4) = 2(—4)3 + (—4)2 — 43(—4) — 60 = 2(—64) + 16 + 172 — 60
=-128+16+172—-60=0

Observe que r = 0 es el residuo de la division de p(x) entre x + 4

<4>_2<4>3+<4)2 43(4) 60_2<64>+16 172 60
P\3)=“\3 3 3 —“\27) 79 "3

_128 16 172 2992
127 9 3 27
Serecuerda que r = —% es el residuo de la division de p(x) entre 3x — 4

p(5) = 2(5)3 + (5)% — 43(5) — 60 = 2(125) + 25 — 215 — 60
=250+25-215—-60=0

Note que r = 0 es el residuo de la division de p(x) entre x — 5

(-3)=2( 3)1( ) as(-2)-s0-2(-2)+ 2+ 22 g
P\73)~ 2 2 2 - g) 27

Observe que r = 0 es el residuo de la division de p(x) entre 2x + 3

k pk) =r
-5 —70
_4 0

4 2.992

3 27

5 0

3 0
2

3 .
Se puede observar que los valores —4, 5y — 5 sonraices de p(x) y los valores

—5y % no son raices de p(x).

111



Introduccion a los Fundamentos de Matematicas Generales
Héctor Jairo Portilla Obando
Segundo Javier Caicedo Zambrano

Los valores numéricos indicados en la tabla, se obtuvieron en ejemplos
anteriores, aplicando el algoritmo comun de la division y también por el
algoritmo de la Division Sintética en las divisiones de p(x) = 2x3 + x? — 43x —
60 entre: x + 5,x + 4,3x — 4,x — 5y 2x + 3. También se los obtuvo cuando se
calculd el residuo de dividir el polinomio p(x) entre x +5,x +4,3x —4,x —
5y2x + 3, respectivamente, como ejemplos del teorema del factor. En su
momento se concluyd que los polinomios lineales x +4,x — 5y 2x + 3 son
factores lineales del polinomio p(x) = 2x3 + x? — 43x — 60.

El residuo de dividir un polinomio p(x) entre un polinomio lineal ax + b, es
b
p(-2)

El polinomio ax + b es factor (lineal) de p(x) siy solo sip (— Z) = 0 (El residuo
de la division es cero)

p (—s) esraizde p(x) siysolosip (— S) =0
El polinomio ax + b es factor (lineal) de p(x) siy sélo sip (— S) es raiz de p(x)

Conclusion
Un factor lineal de un polinomio, determina una raiz del polinomio.

Una raiz de un polinomio, determina un factor lineal del polinomio.

Si 2x + 3 es un factor de un polinomio p(x), entonces, —% es una raiz de p(x),

por lo tanto, p (— %) = 0.

Si 7x — 8 es factor de un polinomio p(x), entonces,g es unaraiz de p(x); por lo
tanto, p (2) = 0.

Six + 12 es factor de un polinomio p(x), entonces, —12 es una raiz de p(x); por
tanto, p(—12) = 0.

Si x — 3 es factor de un polinomio p(x), entonces,3 es una raiz de p(x); por lo
cual, p(3) = 0.

Si —170,%,—40,20 son raices de p(x), entonces, 7x + 10, 3x- 11, x + 40,

x - 20, son factores de p(x).
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Las posibles raices racionales de un polinomio de grado n, p(x) = ag + a;x +
ayx? + azx3 + -+ a,x™ donde ag,ay,a,, .., a, son nimeros racionales de la

forma & donde p es un factor de a, y ¢ es factor de a, (£ es el cociente de
q q

factores del término independiente sobre factores del coeficiente del término de
mayor exponente).

Seap(x) = 2x3 + 7x2 —17x — 10
Observe que ay = -10ya, = 2
Los factores (divisores) de —10 son: +1,+2,+5,+10

Los factores (divisores) de 2 son: +1, +2

Luego, las posibles raices racionales de la forma § son factores de —10 sobre
+1 y factores de —10 sobre +2

De esta manera, las posibles raices racionales de p(x) son:
+1,42,45,+10, %7, 4>

Ahora, para comprobar que una posible raiz, sea o no unaraiz de p(x), se puede
aplicar la division sintética o se calcula el valor numérico del polinomio para la
posible raiz.

2 7 —17  —10 2 7 —17 —10 2
(1) 2 9 -8 1) =2 -5 22 (2)
2 9 -8 18 2 5 -2 12 2

Segun lo anterior, p(1) =-18; p(-1) =12; P(2) = 0

Por lo tanto,- 1 y 1 no son raices de p(x) y 2 si es una raiz de.p(x)
Como 2 esunaraiz p(x) = 2x3 + 7x% - 17x — 10, entonces,

p(x) =2x3+7x?>—17x — 10 = (x — 2)(2x%> + 11x + 5)

Ahora se halla las raices del polinomio cociente q(x) = 2x? + 11x + 5, que
también son raices de p(x).

Las raices de un polinomio cuadratico p(x) = ax? + bx + ¢ son soluciones de la
ecuacion cuadratica correspondiente: ax? + bx + ¢ = 0, y se pueden obtener
mediante la siguiente formula:

- b++Vb2 —4ac

2a

X =

113



Introduccion a los Fundamentos de Matematicas Generales
Héctor Jairo Portilla Obando
Segundo Javier Caicedo Zambrano

. — 2 _
Para p(x)=2x?>+11x+5 se tiene que: x = 11+ V11 —4@0)

2X2
-11+ y121-40 _ -11++v81 _ -11+ 9

4 4 - 4
, - 114+ 9 -2 1
Unaraiz es: = — = —=
4 4 2
, -11-9 - 20
La otra raiz es: " =— = -5

. 1
Asique:p (— E) =0y p(=5)=0
Por tanto, las raices de la ecuacion 2x? + 11x + 5 = 0 son —% y — 5.

En consecuencia, las raices del polinomio p(x) = 2x3 + 7x? - 17x — 10; son
2,-5y— %; y estas raices son las soluciones de la ecuacion 2x3 + 7x? - 17x —
10=0

Nota
Los factores lineales de p(x) son (x — 2),(x + 5) y (2x + 1), entonces:

p(x)=(x—-2)(x+5)2x+1) — px)=2x3+7x>-17x—10=(x —2)(x +
5Q2x+1)

Por tanto, para obtener raices racionales de un polinomio p(x) de grado n, se
aplica la division sintética, iniciando con los coeficientes del p(x) y se continua
el proceso con los coeficientes de los cocientes sucesivos.

Ejemplo
Obtener las raices de p(x) = —49x3 + 6x* + 234x + 72 + 37x? (Polinomio
no ordenado)

El polinomio p(x) ordenado queda asi: p(x) = 6x* — 49x3 + 37x% + 234x + 72

Las posibles raices racionales del polinomio son los divisores de 72 sobre los
divisores de 6.

6 49 37 234 72
4) 24 -100 =252 -T2

6 —-25 -63 -18 0

(6) 36 66 18

6 11 3 0

Divisores de 72:4+1,4+2,+3,+4,+6,+8,+9, +12,+18,+24,4+36,+72

Divisores de 6: +1,+2,+3,+6
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Posibles raices:
+1,4-, 45,45, 42,4
2 3 6

wilnN

 £3,%2, 44,47, 6,48, 12, 9, £, 412,18, +24, £36, 72

Después de probar varias opciones, se obtiene las primeras dos raices: 4 y 6.

En la primera division, el cociente es de grado 3; en la segunda es de grado 2y

. 3 1
Sus raices son: -3 y — 3

1

Respuesta. Las raices del polinomio de grado 4, son: 4,6, — z y—3

Las soluciones de la ecuacion 6x*—49x3 4+ 37x% 4+234x+ 72 =0, son:

3 1
16-373

Los factores lineales de p(x) = 6x* — 49x3 + 37x2 + 234x + 72 son (x — 4), (x —
6), 2x+3)y(Bx+1)

Entonces: p(x) = 6x* —49x3 + 37x2 +234x + 72 = (x — 4)(x — 6)(2x +
3)(3x + 1)

3.2.8 Teorema Fundamental del Algebra

Un polinomio de grado n, tiene como maximo n raices complejas diferentes.

Una ecuacion polindmica de grado n, tiene como maximo n soluciones
complejas diferentes.

Notas.
Si las raices diferentes de un polinomio p(x) de grado 3, son k y h, entonces, una
de las dos se repite.

Emestecaso, p(x) =(x—h)(x—h)(x—k)op(x) = (x—h)(x — k)(x — k)

Las raices de un polinomio p(x), son las soluciones de la ecuacion polindmica
p(x) =0

3.3 PRODUCTOS NOTABLES

3.3.1 Suma por Diferencia de dos Expresiones
(A+B)(A—B) = A* - B*

La suma por la diferencia o diferencia por suma, de dos expresiones, es igual al
cuadrado de la primera expresion que esta en la diferencia, menos el cuadrado
de la otra expresion.

Ejemplos:

(5+x)(5—x) =25 —x?
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(2 =2 +y) = @) —y2=x*—y?
B8—x3)(x*+8)=64—(x3)?=64—x°
(Bx + 2y)(2y — 3x) = (2y)? — (3x)? = 4y? — 9x?

(V7 — 4xy?)(4xy? +V7) = (\/7)2 — (4xy?)? = 7 — 16x2y*

3.3.2 Cuadrado de un Binomio
(A+ B)? = A2 + 2AB + B?
(A —B)? = A> — 2AB + B?

Nota.
En el desarrollo de un trinomio, sus términos no necesariamente deben tener el
orden senalado anteriormente.

Ejemplos:
(6x + 5y)% = (6x)% + 2(6x)(5y) + (5¥)? = 36x% + 60xy + 25y?

(6x — 5y)% = (6x)% — 2(6x)(5y) + (5y)? = 36x% — 60xy + 25y?
(2x +3y)? = (2x)? + 2(2x)(3y) + (3y)? = 4x? + 12xy + 9y?
(2x —3y)? = (2x)? — 2(2x)(3y) + (3y)? = 4x% — 12xy + 9y?

3.3.3 Cubo de un Binomio
(A+B)3 =A% +3A4°B+ 3AB* + B3

(A—B)3 =A%—-34%°B +3AB* —B®

Ejemplos:
(2x% + 4y3)3 = (2x2)3 + 3(2x?3)%(4y3) + 3(2x%)(4y3)? + (4y3)3
= 4x% + 48x*y3 + 96x%y°® + 64y°

(30 — 3x2)* = (30)3 — 3(30)2(3x%) + 3(30)(3x%)? — (3x?)3
= 27.000 — 8.100x% + 810x* — 27x°®

3.4 COCIENTES NOTABLES
AN — Bn

— An— 1 An—ZB An—3 BZ
1-B + +

+ AM4B3 4+ L. + B™ 1 para cualquier entero positivon
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A" — Bn
A+ B
= A"~ 1 _ An—ZB + An—3 BZ
— AVAB3 4+ L. — B" ! para cualquier entero par positivon
Azl-: gn — An—l _ An—ZB + An—3 BZ

— AMYB34+ L. + B™" ! para todo entero impar positivon

Muchas veces es necesario llevar la expresion a la forma como aparece en el
miembro izquierdo de las igualdades anteriores; de esta manera se identifica el
valor de n y de las expresiones Ay B.

Observar que la secuencia del desarrollo es idéntica en todos los casos, excepto
por los signos +

Ejemplos:
a)
43 — x3

g 4371 4 4372 1 4373x2 =42 4+ 41x 4+ 4%%2%2 = 16 + 4x + x?

Observequen=3,A=4,B=x

b)
25 —x* 5% — (x2)?
= —(xz) = 5271 4 527242 — § 4 42
Aquin = 2,4 =5,B = x?
c)
16 — 81x* 2% — (3x)*
T =3 +(3x) =23 -22(3x) + 2(3x)% — (3x)3
=8—12x + 18x% — 27x3
d)

324+ x0 254 (x?)°
— ( ) — 24- _ 23x2 + 22(x2)2 _ 2(X2)3 + (X2)4

2+x2  2+x?
=16 — 8x?% + 4x* — 2x°® + xB
e)
63 + x3 5 5 5
=6°—6x+x“=36—6x+x
6+ x
f)
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=1—-x+x°
1+ x xTx
Q)
1—x3 5
=1+x+x
1—x

3.5 FACTORIZACION

La factorizacion es el proceso inverso a la propiedad distributiva. Consiste en
descomponer una expresion en dos o mas expresiones, llamadas factores; de
ahi el nombre de factorizacion.

3.5.1 Diferencia de Cuadrados
A>—-B?=(4+B)(A-B)

Ejemplos:

a)

100 — x% = 10% — x? = (10 + x)(10 — x)

b)

144 — 25x% = 122 — (5x)% = (12 — 5x)(12 + x)

c)

a® — b® = (a®)? - (b*)? = (@® - b*)(a® + b*)

d)

36x2 — 49y* = (6x)% — (7y%)? = (6x + 7y)(6x — 7y)
e)

10a%x* — 5by® = (V10ax’)" — (V5by*)’
= (V10ax? + V5by*)(V10ax? — V5by*)

3.5.2 Trinomio Cuadrado Perfecto
A? 4+ 2AB + B? = (A + B)?

Ejemplos:

a)
36x2 + 60xy + 25y2 = (6x)? + 2(6x)(5y) + (5y)% = (6x + 5y)?
b)
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36x2% — 60xy + 25y2 = (6x)? — 2(6x)(5y) + (5y)% = (6x — 5y)?

c)

9y2 + 12xy + 4x? = (3y)? + 2(3y)(2x) + (5y)? = (2x + 3y)?
d)

4x% + 9y? — 12xy = (2x — 3y)?

e)

30x2y* + 9x* + 25y° = (3x2)? + (5y*)? + 2(3x2)(5y*) = (3x% + 5y*)?

3.5.3 Factorizacion de un Trinomio Cuadratico

(ax + m)(ax + n)
a

ax?+bx+c=

dondemn = acym + n = b

Como caso particular, si 1, se tiene que: ax? + bx + ¢ = (x + m)(x + n),

dondemn = cym+n =b

Q
Il

Ejemplos:
a) x2+13x+40=(x+5)(x+8) >m=5y n=8; porque 5+8=13 =
by5x8=40=c

b) x?2+3x—70=(x+10)(x + (-7)) >m =10 y n=—7; porque 10 +
(=7)=3 y 10x (=7) = =70

c) x2—9x—220=(x+11)(x—20) >m=11y n=-20;11 + (-20) =
—9 y 11 x (=20) = 220

d) x?-14x+48=(x—-8)(x—6) > m=-8yn=-6 8+ (-6)=-14y —
8 x (—6) =48

e)

(60x + 25)(60x + 12) _5x (12x+5)x12x (5x+ 1)
B 60

60x% 4+ 37x + 48 = 0
=(12x+5)(Gx+1)

En este caso se tiene que:

m=25yn=12;porque25x12=300=60X5=acy 25+12=37=0D
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3.5.4 Factor Comun

Si en cada uno de los términos de una expresion hay un factor comun, entonces
dicha expresion es igual al factor comun multiplicado por la expresion que se
obtiene de dividir cada término de la expresion inicial, por ese factor.

Ejemplos:
a)5a + 5ax + 5ay —5az=5a(1+x+y—z)

b) 12 + 24x — 36y + 12z = 12(1 + 2x — 3y + z)

c) 3x* — 4x3 + 8x% — 9x = x(3x3 — 4x? + 8x — 9)

d) 20a%x3 — 25a3y + 30a*z* = 4(5a?)x3 — 5(5a®)ay + 6(5a?)a?z* =
(5a?)(4x3 — 5ay + 6a?z*)

e)

5 7 1 1

23,0 2 1 _ 2 2 _

> X +2x > X 2x(5x +7x—1)

3.5.5 Diferencia y Sumas de Potencias

A" — B" =(A—B)(A™ ! + A" ?B
+ AV3 B2+ L. + B™ 1)  para cualquier entero positivo n

A" — B" = (A+ B)(A"™ ! — A"?B
+ AV3B2— ... — B™ 1)  para cualquier entero par positivo n

A"+ B" = (A +B)(A™ ! — A"2B
+ A3 B%2— ... + B™ 1)  paratodo entero impar positivo n

Nota.
Los denominadores en los cocientes notables, los cuales son divisores de los
numeradores, ahora pasan a ser factores de los numeradores.

Ejemplos:
a) 3-x3=0@-x)A31+432x+433x2) = (4 —x)(4% + 41x + 4°x?) = (4 —
x)(16 + 4x + x?)

b) 25 — x* =52 — (x2)2 = (5 —x2)(5271 + 5272x2) = (5 — x?)(5 + x?)

c) 16 — 81x* = 2* — (3x)* = (2 + 3x)(2% — 22(3x) + 2(3x)* — (3x)3) = (2 +
3x)(8 — 12x + 18x2 — 27x3)
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d) 63 +x3=(6+x)(6%2—6x+x2)=(6+x)(36—6x +x2)

e)1+ x> =1+x)(1—x+ x?)

1—x3 =(1—-x)1+x+ x2)

98— x3=2% - x¥=(1-x)1+x+ x?)

h)32+x10 =24+ (x?)°=(2+x2) (2% —23x%2 + 22(x?)2 - 2(x? )3 + (x?)*) =

(2 +x?)(16 — 8x? + 4x* — 2x® + x8)

3.6 RACIONALIZACION

Racionalizar una fraccion algebraica que contiene radicales en el denominador,
consiste en obtener otra expresion algebraica equivalente de modo que el
denominador no contenga radicales.

3.6.1 Fracciones con Denominador Raiz n-ésima de A

K K VA1

VA A

Cuandon = 2, no se escribe indice del radical.

Ejemplos:

a) 1  1x V231 2z 7
2 2 2 2

b) 1 V32T 3T 3
v3i 3 3 3

) 1 5
N

d 1 2
N

e) 10 10 V52 \
i =21325

) —20 -20V302 -23/900
30 30 3

9 7 710
vio 10
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hy _— _
) 45 —45V15 _ _aiE
JVis 15

3.6.2 Fracciones con Denominador de Suma y Resta de Radicales

K _ k(A - VB)
VA + VB A-B
K _ k(YA ++VB)
VA -VB  A-B
Ejemplos:
a) 5 _5(V7 —V2) _5(V7-+2)
v 72 5 V-V
b) 10 _10(y7+v2) _10(V7+v2) _
N, A : =5(V7 +72)
© | 30 _-30(y10-+5) -30(V10-V5)
Vi0 +45 10—5 5 = —6(v10 - V5)
d) 1 V6+v2 V6+v2
V6—v2Z 6—-2 4
e) 15 15(Y13-v17) _15(V13 - V17)
Vi3 +v17  13-17 —4
f) —20 _ —20(V26+ VA1) _—20(v26 +V4T) _ 4(V26 + VA1)
V26 — VA1 26 — 41 —15 - 3
9 | 40 40 _40(V8+v16) _40(V8+16) _
VB—4 VB-vi6  8-16 mg o o(EEy
h) | -50 -50 _-50(V9+V5) -50(¥9+v5) _25(3+V5)
3-v5 V9-v5  9-5 —4 2

3.7 ECUACIONES E INECUACIONES

Una ecuacion es una igualdad con una o mas variables, la cual se cumple para
determinados valores de ellas.

Ejemplos:
2x =7 x+2y=0 x2+3x-1=0 y= x2-3
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Una inecuacién es una desigualdad (<, >, <, >) con una o mas variables.

2x <7 x+2y>0 y < x2-3

Cada valor numérico que toma cada variable, para el cual se cumple o satisface
la igualdad o la desigualdad, es una solucién de la ecuacion o de la inecuacion.

Resolver una ecuacion o una inecuacion, consiste en obtener la solucién o
soluciones de la ecuacion o de la inecuacion.

Para resolver una ecuacion o una inecuacion se aplica procesos algebraicos,
tales como: transposicion de términos de factores, divisores; reduccién de
términos semejantes, factorizacion, propiedades de las desigualdades, leyes de
los exponentes; teorema del residuo, del factor, de las raices racionales;
propiedades del valor absoluto, intervalos, union, interseccion de conjuntos,
entre otros.

En las desigualdades, si la variable o variables son reales, entonces hay infinitas
soluciones; por esto se debe establecer el conjunto solucion.

Se debe recordar que:

p(x) = ag + a;x + azx* + -+ a,x™ donde a, # 0 es un polinomio entero de
grado n, con una variable.

ap + a;x + azx? + -+ a,x™ = 0 es una ecuacion polindmica de grado n

ap + a;x + azx? + -+ a,x" < 0(>, <, =) es una inecuacion polinémica de
gradon

Una ecuacion polindmica de grado 1 o ecuacion lineal con una variable, es de la
forma:ax+b=0,a #0

Una ecuacion polindmica de grado 2 o ecuacion cuadratica, es de la forma:
ax’+bx+c=0,a%0

Una ecuacion polindmica de grado 3 o ecuacion cubica, es de la forma: ax3 +
bx*+cx+d=0a#0

Para resolver una ecuacion polindmica se aplica los casos de factorizacion,
division sintética, entre otros procedimientos

Tener en cuenta que las raices de un polinomio p(x) son las soluciones de la
ecuacion polinémica p(x) = 0

Dado que x? + 13x + 40 = (x + 5)(x + 8), entonces las raices del polinomio
p(x) = x>+ 13x + 40 son: —=5 y — 8.
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Por tanto, las soluciones de la ecuacion x? + 13x + 40 = 0, son -5 y — 8.
De igual manera, las soluciones de la ecuacion x? + 3x —70 =0 son—10 y 7.
Las soluciones de la ecuacion x2 — 9x — 220 = 0 son — 11 y 20.

Las soluciones de la ecuacion x? —14x +48 =0 son6 y 8.

1

Las soluciones de 60x* + 37x + 5 =0 son — % y—3

Nota.
Las soluciones de una ecuacion cuadratica, ax? + bx + ¢ = 0, a # 0 también se
las puede obtener aplicando la siguiente formula:

—b +Vb?% — 4ac
X =
2a

3.7.2 Ecuaciones Fraccionarias con una Variable

Una ecuacion o inecuacion es fraccionaria, cuando tiene al menos un término
fraccionario.

Para resolver una ecuacion fraccionaria se la debe transformar en ecuacion
polindmica, para lo cual, primero se aplica trasposicion de factores, divisores,
términos, segun el caso.

Ejemplos:
2
=x > 2=x(6x+1)=6x2+x —> 6x°+ x—2
=0 - Bx+2)2x—1))=0

6x+1

. -
Las soluciones son: - y -

X +x_3 10x+x(x—3)_3 10x + %% — 3
x—3 10 > 7 T1ox-13) 7 T XT X

= 30(x—3) > 7x+x% =30x—-90

- x2—-23x4+90 =0 — (x—-5((x-18) =

0. Las soluciones son: 5 y 18.

2 3 1 4x(x +4) +3x(x+4) + (2x)x
-+ —+ =1 - =
x 2x x+4 x(2x)(x + 4)

4x% +16x + 3x% 4+ 12x + 2x2% = 2x%(x + 4)
—  9x?% + 28x = 2x3 + 8x?
— 2x3—x2-28x=0

— x(2x?=x-28)=0
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- x(x—4)(2x+7)=0

. St .. 7
Las soluciones de la ultima ecuacion son: 0, 4 y — 25 pero, dado que en la
ecuacion fraccionaria inicial, x no puede ser cero, entonces, las soluciones de la
., . . 7
ecuacion fraccionaria son: 4 y — 3

Conclusion. Transformada una ecuacion fraccionaria en ecuacion polinédmica,
se resuelve esta ultima, tal como se ha realizado en los ejemplos de raices de
un polinomio o soluciones de una ecuacion polinomica. Finalmente, se debe
considerar que, en una fraccion, el denominador debe ser diferente de cero.

Son aquellas ecuaciones que tienen al menos un radical (raiz cuadrada, raiz
cubica, entre otros casos).

Para resolver una ecuacion con radicales es conveniente dejar un radical en un
miembro de la igualdad, con el fin de elevar al cuadrado o al cubo, segun el caso,
con el fin de eliminar el radical y obtener una ecuacion polinédmica.

Cuando se eleva al cuadrado una expresion algebraica, muchas veces se
introducen raices extranas. Por esto, es necesario comprobar en la ecuacion
inicial, los valores que se obtengan.

Cuando delante de una raiz cuadrada no esta el signo menos, se considera o se
toma unicamente la raiz positiva, como se indica en los siguientes ejemplos.

V16 = 4 V2 = 1,414213 ... — V144 = —12 4+ 169 = +13 V1
=1

a)vVx =4 — x = 16. Solucion de la ecuacion: x = 16.

b) vx+5=5-> x+5=25 - x=25-5 - x=20. Soluciéon de la
ecuacion: x = 20.

C) Vdx+5=x - 4x+5=x% - x2—4x-5=0 » (x+1D)x-5)=0 -
x=-1yx=05.

Las soluciones de la ecuacioén cuadratica son: —1 y 5; pero reemplazando x por
- 1 enlaecuacion inicial, se observa que no se cumple la igualdad. En efecto:

JAD +5=V-4+5=V1=1 # -1

Reemplazando x por 5 en la ecuacion inicial se obtiene lo siguiente:

J4(5)+5=v20+5=v25=5

Por lo tanto, la soluciéon de la ecuacion V4x + 5 =x es x = 5.
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d)V5x +39-x=9

V5x+39 -x =9 — V5x+39 =x+ 9.Elevando al cuadrado:

5x+39=(x +9)2=x2+18x+81 —» x?+18x+81—-5x—-39=0
x2+13x+42=0 - (x+6)(x+7)=0 > x=-6y x=—7

Comprobando:  /5(=6) +39 -(—6) = V=30+39 + 6=v9 + 6 = 3+6 =
9

J5(=7)+39 -(=7) = V-354+39 4+ 7=V4 +7 =2+7=9

Entonces, las soluciones de la ecuacion inicial vV5x + 39 —x =9 son: —6 y — 7.
Observe que, en este caso, no se introdujeron raices extranas.

3.7.4 Ecuaciones con Valor Absoluto

Para resolver una ecuacion con valor absoluto, se aplica propiedades del valor
absoluto. De esta forma se obtiene una ecuacion polindmica.

Nota.
Para un numero real x, el valor absoluto de x se denota o indica asi: |x|

Definicion

|x] = x siysolosix >0 (xesmayor o igual que 0)

x| =—x siysolosix <0

Ejemplos:

0] =0 |10] = 10 |-10] = =(-10) =10 |15] = 15 |—15| = 15
|1| _ 1 | 1 _ 1

313 313

Propiedades

Para cualquier par de numeros reales x,y se cumple que:

|x] =0
lxy| = [x||y]
|x| x|
vl 1yl
lx =yl =y — x|
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x| =|y|siysolosix=y 0o x =—y

x| = v/x2

Ejemplos:
a) |x]=10 - x=10 o x=-10

Solucion:
x=10 o x=-10

b) |x]|=15 -> x=15 o x=-15

Solucion:
x=15 o x=-15

1

Solucion:

B 1 B 1
X = 3 0 x= 3

d) 8 8

Solucion:

B 8 B 8
X = 3 0 x= 3

e) |5x+9|=14 > 5x4+9=14 o 5x+9=-14 —> 5x
=5 o 5x=-23

L 23
- = = ——
X o X z
Solucion:
_ 23
x = y x= z
g 2 8 10
—t — =1 5> — =1 > 10=|x] > x= 10
lx|  |x] | x|
Solucion:

x=10 y x=-10
h)

|x + 8| = 8] - |x+8llx—8]=17 — |[(x+8)(x—8)|
=17 > |x2—64/=17
x> —64 =17 o x*—-64 =-17 —> x> =81 o x?% =47

Extrayendo raiz cuadrada se tiene:
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Jx2 =8l o+x2 =47 - |x|= 90 |x|= V47 5>x=10 0 x
= +V/47

Solucion:

x=-9 x=09, xzm, x = —/47

3.7.5 Inecuaciones Polindmicas; Fraccionarias; con Valor Absoluto

Pararesolver una inecuacion, se sigue procesos similares que pararesolver una
ecuacion; pero, en este caso, se debe aplicar propiedades de las desigualdades
y para las respuestas se debe tener en cuenta las definiciones de intervalos
reales.

3.7.6 Orden en R

Seana, b € R, en la expresion a < b se lee: a es menor que b.
La expresion a < b es equivalente a la expresion b > a
Definicion

a < b siy solo si existe un real c mayor que O talque:a+c=b

a < b (menor o igual) si y sélo si existe un real ¢ mayor o igual a 0 tal que: a +
c=b

Nota
Un numero real k es positivo, siy sélo si, k > 0y es negativo siy solosik <0

Entre dos nimeros reales diferentes, existen infinitos niumeros reales.

Segun lo anterior, no existe un numero real que sea el inmediatamente mayor o
menor que cualquier numero real. En cambio, en los enteros siempre hay un
entero que es el siguiente mayor o el anterior menor.

Entre los numeros reales 3,1y 3,2 existen infinitos numeros reales. El entero
inmediatamente mayor que 3 es el 4 y el inmediatamente menor es 2.

Propiedades del orden en R
l.a<byc<d - a+c<b+d
2.a<b - a+f<b+f
3.a<byh>0 - ah<bh
4.a<byh<0 —ah>bh
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5. a<0yb<0 —-ab>0
positivo: (=)(—) =+

6. a<0yb>0 -ab<0
negativo: (—)(+) = —

7.a>0yb>0 -ab>0
positivo: (+)(+) = +

8. a>0yb<0 -ab<0
negativo: (+)(—) = —
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Real negativo por real negativo resulta un real

Real negativo por real positivo resulta un real

Real positivo por real positivo resulta un real

Real positivo por real negativo resulta un real

9. Si a, b son reales positivos y a? < b?entonces a < b

9. Para a, b reales positivos,a <b — a? < b?

11. Si a, b son reales negativos y a? < b? entonces a > b

11. Si a, b son reales negativos y a > b entonces a? < b?

13.Sia® < b® entonces a < b para ay b reales arbitrarios

T4.a<b & —a>-b

15. Paratodoa,b e R,a=b 6 a<b 6 a> b (Ley de la tricotomia)

16.a<b y b<c - a< c (Propiedad transitiva)

18.a<bhb - a-b<0y b-a>0

19. Para k real positivo: |a| < k,siysblosi-k <a <k

20. Para k real positivo:

la| > k,siysolosia<-k o k<a

la| < k,siysolosi-k<a<k

la| > k,siysolosia<-k o k<a

Sean m y n numeros reales, tales que m < n.

{x eR/m<x <n} = [m,n] Intervalo cerrado

{x eR/m<x <n} =(m,n) Intervalo abierto

{x eR/m < x <n} =[m,n) Intervalo semi-abierto

{x eR/m<x <n} = (m,n] Intervalo semi—abierto

{x eR/m < x} =[m,+) Intervalo infinito
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{x eR/m < x}=(m,+w) Intervalo infinito

[m, n] (mL n)

rn[ )n

(m, +o) (=00, n)

{x eR/x <n}=(-on] Intervalo infinito

{x e R/x <n}=(-on) Intervalo infinito

e o= O—

[m, n) (— o0, n)

3.8.1 Graficas de los Intervalos en la Recta Real

La grafica de intervalos cerrados, abiertos, semi-abiertos son segmentos de
recta. Para indicar que se incluyen extremos, m,n se emplea el corche y para no
incluir, se emplea el paréntesis. También se puede emplear un punto “relleno” e
para incluir y un punto vacio para excluir.

Segun lo anterior, se tiene lo siguiente:

—k_( ) k -k k|

A A’
x| <k © —-k<x<k oxe(=kk)

x| <k © —-k<x<k o x€[-kk]
x| >k oex>ko x<—-k ©x€(—o,—k) U (k,+)
x| >k ©ox>ko x<—-k & x € (—,—k]) U [k, +x)

Nota.
Si A = (—k, k) entonces, el complemento de A respectoa Res A’ = (—o0,—k) U
(k, +o0)

3.8.2 Ejemplos de Inecuaciones

x < 8 Conjunto solucion (—«, 8)

130



Introduccion a los Fundamentos de Matematicas Generales
Héctor Jairo Portilla Obando
Segundo Javier Caicedo Zambrano

x > —20 Conjunto solucién [—20, +x)

5x < 15 Se multiplica ambos miembros por §> 0 y se aplica propiedad de
desigualdades:

(5x) (é) <15 <%> ->x<3

Conjunto solucion: (—, 3]

En el anterior ejemplo, multiplicar por % equivale a dividir por 5 o también
transponer 5 de factor a divisor.

—10x <80 - (—10x) (— %) > (80) (— %) - x> -8

En este caso se multiplicé una desigualdad por un numero negativo.
Conjunto solucién: (—8, +)
x—6<0 - x<6 Conjunto solucion: (—x, 6)
x+3=0 - x=-3 Conjunto solucién: (—3, +w)
x> +2x—48<0 » (x+8)(x—-6)<0

Por la ley de los signos, un factor es positivo y el otro negativo: + A — por lo cual,
se presentan dos casos.

X+8=0AxXx—6<0 ->x=>-8AX<6 >XE (-8 +w)AX E (—x,6]

- x € (—8,+0) N (—xo,6] - x € [-8,6]

X+8<0AxXx—6=20 5>x<—-8AX=6 >XE(—0,—8]AXE[6,+x)

- x € (—00,—8) N [6,+x)

— x e¢, es decir, no hay solucion en este caso.
Segun Casol o Caso 2: xe[-8,6]vxed — x([-8,6]ud) — xe[- 8, 6]

En definitiva, el conjunto solucion de la inecuacion x? +2x —48 <0 es el
intervalo [-8,6].
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En el ejemplo anterior, se realizé todo el proceso con los pasos necesarios y
convenientes. En adelante, se omitiran ciertos pasos del proceso. Ademas, las
graficas sobre la recta real son una gran ayuda para obtener la unién y la
interseccion de intervalos.

X>—28
- — 8. '6 j > La parte comnin esta entre— 8 y 6
X<6 Hay interseccion.
x>6
—8 6 » No hay parte ”cr;mdn”

A
L)
[ ]
r

X<—8 No hay interseccion.

Dado que los valores que son solucion de la inecuacion x2 +2x —48 <0
pertenecen al intervalo [—8,6], entonces, los valores que no son solucion de la
inecuacion x2 + 2x — 48 < 0 no pertenecen al intervalo [—8,6], por lo tanto,
pertenecen al conjunto complemento, es decir, pertenecen al conjunto

(- 6,-8)6, + ).
En consecuencia, la de la inecuacion:
x*+2x—-48<0 - x€[-86]
x2+2x—48<0 - x€(-8,6)
x2+2x—48>0 - x € (—,—8) U (6,+)

x2+2x—48>0 > x € (—oo,—8] U [6,+)

2x3+7x2—-17x—10>0 - (x—2)(x+52x+1)>0

Para obtener la solucién de la inecuacion (x — 2)(x + 5)(2x + 1) > 0 se deben
analizar los siguientes cuatro (4) casos respecto a los signos de los factores,
asi:

x—2 x—5 | 2x+1 | x—-2)(x-52x+1)>0
> > > >
> < < >
< > < >
< < > >
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Caso 1: x—2> o A x+5>A 2x+1>0 - x>2 A x>-5A2x >
—% - x€(2,+40) A x€(5+xo) A x € (2,+x)

Los valores de x que cumplen a la vez las tres condiciones son mayores que 2,
por lo tanto, la solucion del caso 1 (solucion parcial de la inecuacién dada) es el
intervalo (2, +x); asi pues, §; = (2, +x).

Caso 2. x—2>00 A x+5< A 2x+1<0 -»> x>2 A x<-5A2x<

1 1
- - x€(2,+00)/\xe(—00,—5)/\xe(—OO,—E)

No existen tales valores de x que cumplan a la vez las tres condiciones; por lo
tanto, S, = @

Caso 3: x—2<00 A x+5>AN 2x+1<0 - x<2 A x>-5Ax<
—% > x€(-0,2) Ax € (=54®) A x € (—oo,—%)

Los valores de x que cumplen a la vez las tres condiciones son a la vez menores
que 2, mayores que —5 y menores que —%, por lo tanto: S; = (—5, —i)

Caso 4. x—2<00 A x+5< A 2x+1>0 - x<2 A x<-5Ax>
—% - xe(—OO,Z)/\xE(—OO,—S)Axe(—%,+00)

No existen tales valores de x que cumplen a la vez las tres condiciones; por lo
tanto, S, = 0

Finalmente, la solucion de la inecuacion (x — 2)(x — 5)(2x + 1) > 0 es:

S =8,US,US;NS, = (2,+0) U@ U (—5,—%) ug = (—5,—%) U (2, +)

Entonces la solucion de la inecuacion 2x3+7x?—-17x—10>0 es:S =
(—5, — %) U (2, +x)

1

- <=2

X
1 . . .
o es negativo y como 1 es positivo, entonces x debe ser negativo, es dec
<0

Multiplicamos los dos términos de la inecuacion por x < 0, se tiene que:

1
1>-2x - —§<x

Entonces:

1< N <0 E( 10)
— — _) — —
> X X X >
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Conjunto solucidn: S = (—% 0)
3
X

. . 3 . ..
En este caso, para cualquier real negativo x,~ es negativo, y de hecho, también
es menor que 5.

Luego, el conjunto S; = (—x,0) es solucidn parcial.

Ahora, para x > 0, multiplicando los dos términos de la inecuacion por dicho x,
se tiene:

3
3 < 5x —>§<x

Entonces, x € (% +00) parax > 0, porlocual, S, = (g +oo)_

. ., . ., 3
Finalmente, la solucion de la inecuacion - < 5es: §=5US,=(—»0)U

3
(E' +OO), entonces:

S = (=,0) U (§,+oo)

. ., . ., 3 3
El conjunto solucion de la inecuacion -~ 25esS5=(0]

Note que este conjunto es el complemento de S’ = (—,0) U (%, +00)

x| <12 — -12 < x < 12 — x e[- 12,12]

Conjunto solucién § = (-12,12)

El conjunto solucion de: |x| < 12 es (-12,12), entonces, la solucion de |x| > 12
es (o, -12) U (12, +0)

|2x] >20 — 2x<-200 2x>20 - x <-10 0 x
> 10 - xe(—o,—10) U (10, +0)

El conjunto solucion de |2x| > 20es S = (—o5,—10) U (10, +0) y de la inecuacion
|2x| < 20 es S'(-10,10), que es el complemento del conjunto solucion anterior.

x2—49<0 > x2<49 > Jx2<V49 > |x|<7 - -7<x<7 - «x
€ [-7,7]

Conjunto solucion: S = [-7,7]
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Nota.
El conjunto solucion de x? —49 > 0 es S = (—o,—7] U [7, 4+ )

De igual manera, realizando el mismo proceso, el conjunto soluciéon de x2 —

50 < 0 es S = [-V50,V50]

Por tanto, el conjunto solucién de x2 — 50 > 0 es S = (=, —V/50) U (v/50, +0)

|x2—64| <36 —» -36<x%2-64<36 — -36+64<x2<36+64 — 28
<x’<100 —>

V28 < Vx? < V100 —» V28 < |x]| < 10 — |x| < 10y|x| = V28 —

~0<x<<10y (x<—V28 0x>+28) — xe[-10,10]y (x
€ (—,—V28] 0 x € [V28, +))

Conjunto solucién: § = [-10, —/28] U [v28,10]

[~ 10, 10]

»
>

A

— 10 -/28 V28 10
) [ o, -v28] [VZ8 . +w]

Nota.
El conjunto solucion de | x2- 64| > 36 es: (—o, —10] U [-v/28,+/28] U [10, + )

44

— > |x—=10] — 44 > |x—10||x+10] — 44
X1 10] | x I | x x I

> |(x—10)(x +10)] —
44 > |x? — 100]

|x?2 — 100] <44 — A partir de esta expresion, este ejemplo es similar al
anterior

—44 <x?—-100<44 — 56<x?<144 — V56 <  x%2 <144

V56 < x| < 125 |x| <12 y |x| =56

Continuando el procedimiento, tal como en el ejemplo anterior, se obtiene el
siguiente conjunto solucion:

S = [-12,-V56] U [V56,12] — {—10}

135



Introduccion a los Fundamentos de Matematicas Generales
Héctor Jairo Portilla Obando
Segundo Javier Caicedo Zambrano

Nota.
Enla ecuacion inicial, x + 1020, porque esta en denominador, luego x # —10, por

esto, se debe excluir - 10 del conjunto solucion. En el intervalo [-12, —V56] esta
el —10.

Vx <5
En primer lugar, x > 0, puesto que para x < 0; vx no es numero real.

Ahora, elevando al cuadrado, se tiene que: x < 25 — X e (— o, 25)y x € [0, +x),
entonces

x € (—0,25)y x € [0,+), entonces, xe[0,25)

Conjunto solucion: S = [0, 25)

Nota.
El conjunto solucién de vx = 5 es [25, +o0)

El conjunto solucion de v/x > 5 es (25, +)

Vx+1 <2
En primer lugar, setieneque: x+1 >0 —» x> -1
Vi+1<2 - x+1<4 - x<3
Se tiene, entonces: —1 < x y x < 3;portanto,—1 < x <3
Conjunto solucion: [—1,3]

Nota.
El conjunto solucionde vx +1 > 2es [3, +)

Vvx+1+4+1 < x

En primer lugar: x > —1

Vx+1l+1<x > Vx+1<x—-1 - x+1 < (x—-1)? > x+1
< x2—-2x+1

0< x?-3x —> 0<x(x—3) Como x>0,entonces (x—3)>0 —

x>3 > x € (3,4
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En 0 <x(x—3) no se requiere considerar otro caso; pues en el ejercicio
siempre se cumple x > 0; luego el conjunto solucién de la inecuacion, es el
intervalo (3, +)

vx + 1>0; vx + 1+1>1 y como vx + 1+1<x, entonces x>0

Vvx+1=0, entonces Vx+1+1=>1; y segun la solucion de la inecuacion

Vvx+1 +1 < x, entonces la solucién de vx+1 +1 > x, es [—1,3]. Tener
presente que x > —1

El conjunto solucion de vx + 1+1>x es [-1,3]. Tener presente que x > — 1

JxZ + x <2 elevando alcuadrado — x>+ x <2 > x> +x—2 < 0
> x-D(x+2) <0
Para x =1y x < —2 no hay solucion
Para x <1y x>-2: -2 <x <1

El conjunto solucion de la inecuacion x? + x —2 < 0 es[—2,1] y también lo es
de la inecuacion inicial.

Se debe tener en cuenta que x? + x = 0, lo cual se cumple para cualquier valor
real de x.

V2x+5 < V3x -5

vl
w| ul

En primer lugar: 2x+5>0 y 3x-5>20 —»> x> —2- y x =

N

Ahora, 2x+5 < 3x—5 — 10 < x

5 5
Luego: xz—z y x2§ y x =10 entonces: x = 10

Conjunto solucién de la inecuacion v2x +5 < v3x—5 es: S =[10,+)

Conjunto solucion de la inecuacion v2x +5 < V3x—5 es:S = (10,+)

El conjunto solucion de la inecuacion v2x + 5 > vV3x — 5 es [g, 10]

Tenga en cuenta que se mantienen las condiciones iniciales o desigualdades:
X = —g y X 22 y x = 10, pero ademas se debe cumplir que 2x +5 > 3x —
5, es decir x < 10, de lo cual, se tiene que los valores de x que satisfacen todas
las condiciones pertenecen al intervalo [g, 10].
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De aqui se infiere que el conjunto solucién de v2x+5 > v3x—5 es el
intervalo (g, 10).

3.9 EJERCICIOS CON RESPUESTAS

Realizar operaciones en cada expresion y simplificar cuando sea posible.
Aplicar formulas, leyes. No presentar respuestas en notacion decimal.

Expresiones Respuestas Expresiones Respuestas
3\ 8 1 12 27
= - 5
6 )
3
2130 x 27147 8 (7.855)2 1
(7.855)26 7.855
11 1 8 1 _1 1 1
86 X 83 X 82 (225)6(225)72(225)3
2 1 8 2 100
(64)3 x (64)2 (l) (500)2
1 50
X (64)3
(78.550)1%(78.550) 11 78550 3 L5 2 16x°yz°
<4x y222>
V54a*h’ 3ab?32ab (1.000)3 100
3 27 " 27x%y
(B81)7 (81x4y§>4
20 110 x6y2 1 -2 16
<x20y?> Z

Simplificar el radical (extraer un entero del radical)

Expresione Respuesta Expresione Respuesta Expresione Respuesta

S S S S S S

V48 43 V27 3V3 V500 10V5

V125 5v5 27 % V16 232
48

V54 3vV2 V128 42 16a3 2a3/2
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(1_000)§ 100 V32 2 V8 2

Realizar las operaciones indicadas y simplificar el resultado.
Expresiones Polinomios
(x+5x-3)(x+4) x3 4+ 6x%2 —7x — 60
Bx+2)(x—3)4x—-5) 12x3—43x%+11x + 30

Aplicar el algoritmo de la division.

Dividendos Divisores Respuestas

x3 —4x? —11x + 32 x—5 (x=5)x*+x—6)+2
x3 —4x? —11x + 27 x+3 (x+3)(x?2—-7x+10) -3
x3 —4x% —11x + 34 x—2 (x —2)(x? —2x—15) + 4
8x3 + 2x% —27x — 18 2x + 3 (2x +3)(4x?2=5x—-6)+0
8x3 + 2x% —27x — 18 x—2 (x—2)(8x?>+18x+9)+ 0

Aplicacion del teorema del factor, teorema fundamental del algebra, definicién
de raiz, division sintética.

5.1 Determinar p(x):
Si2x —5 y x + 4 son factores de un polinomio p(x) de grado 2, determinar p(x)
R/ p(x) = 2x2 +3x — 20

Si 6 es raizy (x + 4), (2x — 5) son factores de un polinomio p(x)de grado 3,
entonces:

R/ p(x) = 2x® — 9x? — 38x + 120
Si —5,—4 y 3 son las raices de un polinomio p(x)de grado 3, determinar p(x).
R/ p(x) = x3 + 6x% — 7x — 60

Si4x — 5 esunfactorde p(x),3 y —2 son raices de un polinomio p(x) de grado
3, hallar p(x):

R/ p(x) = 12x3 — 43x% + 11x + 30
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Sea un polinomio p(x) de grado 3, tales que p(1) =0,p(4) =0 y p(-2) =0.
Hallar p(x)

R/ p(x) =x3—3x>—6x+8

5.2 Determinar las raices faltantes de p(x):

Si3 y—2 sonraicesde P (x) = 6x4 + x3 — 41x2 — 44x — 12 p(x) = 6x* + x3 —
41x?% — 44x — 1, hallar las dos raices faltantes.

2 1
B3y 2
Si —4 es unaraiz de p(x) = x3 + 6x? — 7x — 60, hallar las dos raices que faltan.
R/-5y3

Determinar las raices del polinomio p(x) =509x + 2)(x —17)(5x — 2)(x +
15)(5x + 8)

217,%,-15,-2
9 5 5

R/ —
. . , b . .
Hallar el factor lineal asociado a la raiz —= de un polinomio p(x)

R/ax+b

5.3 Aplicando el teorema del factor, determinar los valores numéricos de un
polinomio p(x).

Si 3x+4+2,x—57x+3son factores de un polinomio p(x), determinar
p(=3)p(=3) ¥ P

p(-2)=0p(-2) =0 p&)=0

Si x + 8 es un factor de un polinomio p(x), hallara p(—8)

R/ p(-8) =0

Si x — 12 es un factor de un polinomio p(x), hallara p(12)

R/p(12) =0

Si 7x + 2 es un factor de un polinomio p(x), hallara p (—é)

()0

Si 6x — 1 es un factor de un polinomio p(x), hallara p (%)
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()=
Simx + n es un factor lineal de un polinomio p(x) , hallar p (— %)

() =0

5.4 Aplicando el teorema del residuo, determinar los factores lineales de un
polinomio p(x).

Sip (— g) =0;p (g) = 0; p(2) = 0, determinar los factores lineales de polinomio
p(x)
R/ 3x+52x—7, x—2

Si p(—18) =0;p (%) = 0, determinar los factores lineales de polinomio p(x)

R/ x+18,7x — 2

5.4 Raices racionales y factores lineales de un polinomio p(x).

Si p(x) = x3 + 8x? — 30x + 12, determinar las posibles raices racionales y los
posibles factores lineales de p(x).

R/
Posibles raices: +1,+2,+3,+4,+6y +12
Posibles factores lineales: x ¥+ 1,x ¥ 2,x ¥ 3,x ¥4, x ¥ 6 y x ¥ 12

Si 5 es una solucion de la ecuacion 4x? — 12x + k = 0, hallar el valor de k y la
otra raiz de dicha ecuacion.

R/ k = —40 ylaotraraiz — 2

Si 1 es una solucién de la ecuacion x3 — 7x + h = 0, hallar el valor de h y las
otras dos raices de dicha ecuacion.

R/ h =6 ylas otras raices son —3 y 2

Sea un polinomio p(x) de grado 3, tales que: p(2) = p(1) = (—3) = 0 Hallar la
ecuacion polindémica p(x) = 0

R/ p(x)=x3-7x+6=0

Determinar las soluciones de cada ecuacion en el conjunto de los numeros
reales.

Ecuaciones Respuestas
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3 1 3
(3x + 1)(x — 10)(x? + 36)(x + 10) (x + Z) —0 ~2,10,-10,-%
(x + 6)(9(2 —49)(x+8) =0 —6,7,—7,—8
2 _ — 5 1
(3x + 5)(x 10)(4X 1) 0 ——,—\/E,\/E,—
3 4
Ix + 16| = 6 ~10,-22
|6x| = 12 2,2
|3x — 18| =3 5,7
|x? — 64| = 36 —10,10, —/28,/28
Vvx+10=6 26
V2x—19 =9 50
36 _ _
P Ix + 8] 10,10, —28,v28

Determinar el conjunto solucion de cada inecuacion.

Inecuaciones Respuestas

|x + 16| < 6 [—22,-10]

|3x — 18] = 3 (=0,5] U [7, +)

|x* — 64| < 36 (=10, —v28) U (v/28, 10)
Vx+10<6 [-10,26)

|3x — 18| <3 [5,7]

V5x —19>9 (20, +0)

|x + 10| > 4 (=00, —14) U (=6, +0)
|6x| < 12 [-2,2]

|6x] > 12 (=0, =2) U (2, +)

|x? — 64| = 36 (—o0,—10] U (—V28,v28] U [10, + )

Reducir términos semejantes, simplificar cuando se posible y escribir Ia
respuesta final.

Expresiones Respuestas
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112 31
5¥ T T3 30"
3 2 1 4
A2 — A2 A2 A2
1Ox +5x +10x 5x
3 2 1 0

Exy —gxy +Exy

1 1 1 1 1 5

8x2y+z+5x2y—zz+§x2y+§z x2y+gz
—x3+y3—7x3 +2x3 - 8y3 —6x3 — 7y3
144ax* — 200by? + 6ax* + 100by? 150ax* — 100by?

Realizar las multiplicaciones, reducir términos semejantes y escribir la
respuesta final.

Expresiones Respuestas

(x+9)(x +5) x? + 14x + 45
(x—=7x+1) x? —6x—7
(x—12)(x —2) x% — 14x + 24
(2x—1)(Bx +2) 6x2+x—2
(Gx+3)(4x+1) 20x%+17x + 3
2x—-3)Bx+2)(4x+1) 24x3 — 14x%? —29x — 6
(x—8)2x+1)(4x —3) 8x3 — 66x% + 13x + 24

Efectuar los productos notables. Escribir el resultado final.

Productos notables Respuestas
(x+9(x-9) x%-81

(2x +3)(3 —2x) 9 — 4x*
(x+9(9-x) 81 — x?
(V7 — 4x) (4x +V7) 7 — 16x?
(4x%2 — 5)(5 + 4x?) 16x* — 25
(V7 + 4x) (4x — V7) 16x2 —7
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(V12 +V/5)(V12 — V5)
(aO,S _ bO,S)(bO,S + aO,S)
(2x + 1)?

(3x% —y)?

1 1 \?2

(3% +3v)

(5x + 3)3

2 133
2 _
<3x zt)

Efectuar los cocientes notables.
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7
a—>b
4x% +4x + 1

9x* — 6x2%y + y?
1 1 1

by .2 2
4x +3xy+9y

125x3 + 225x% 4+ 135x + 27

8 1 1
6 _ 4—t - 2t2__t3
7% Tgxttgx 8
8 2 1 1
A6 - 4-t - 2t2 _t3
27x +3x +2x +8

Cocientes notables Respuestas  Cocientes notables  Respuestas
x2_36 x+6 x4_y4' x2+y2
x—6 x2 — y2
x? — 81 x—9 16x* — 25 4x% +5
x+9 4x%2 — 5
7 — 16x2 V7 — 4x 8 + x3 4 —2x + x?
V7 + 4x 2+ x
125 + x© 25 — 5x? 27 — x© 9+ 3x2 +x*
5+ x2 +x* 3 — x2
Factorizar los trinomios
Trinomios Respuestas Trinomios Respuestas
x?% + 14x + 45 (x+5((x+9) x%2 —6x—7 x+1Dkx-7)
x% — 14x + 24 (x—12)(x - 2) 6x%+x—2 Bx+2)2x-1)
20x%>+17x + 3 (5x+3)(4x + 1) 4x2 +4x+1 (2x + 1)?

Factorizar diferencia de cuadrados,

Expresiones Respuestas

sumas y diferencias de cubos.

Expresiones Respuestas
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x? —81
16x* — 25

125 — x®

64 — x3

Introduccién a los Fundamentos de Matematicas Generales

(x+9(x—-9) 9 — 4x2
(4x?% + 5)(4x% = 5) 125 + x©
(5 —x2)(25 + 5x2 8 + x3

+ x%)

(4—-x)(16 +4x +x%?) 8—x3

Racionalizar y simplificar cuando sea posible.

Expresiones

5

V5
10
%
9
N
-8
Ny

Respuestas Expresiones
NG — 14
V7
53/4 —18
V12
Vi1 + V2 — 10
V10 + V2
2(V12 + 4) 60
5+ 5

Héctor Jairo Portilla Obando
Segundo Javier Caicedo Zambrano

(3—2x)(3 + 2x)

(5 + x?)(25 — 5x2
+ x*4)
Q2+ x)4 —2x +x?)

(2 —=x)(4+ 2x + x?)

Respuestas

—2V7

-3

=

2 W - V)

3(5 — V5)

3.10 EVALUACION CON RESPUESTAS Y SUGERENCIAS

3.10.1 Leyes de los Exponentes

4

3
1. Aplicando leyes de los exponentes en la expresion ((%)4> se obtiene:

R/ a)
Sugerencia

(am)n — amn

1

25
125

250
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12

3
2. Aplicando leyes de los exponentes en la expresion (25) * se obtiene:

8
4
16
R/ b)
Sugerencia.

(M) = gmn

L2
() -2

3. Aplicando leyes de los exponentes en la expresion 215° x 27147 se obtiene:

16
24
8
R/ c)
Sugerencia.

(a™n = gmn
2150 X 2—14-7 — 23

1.2302%5

4. Aplicando leyes de los exponentes en la expresion ——— se obtiene:
1
1.230
1.230
1
R/ a)
Sugerencia.
am
F = qgm "
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1.230% 19301 = L
1.23026 ©1.230

1 1 1
5. Aplicando leyes de los exponentes en la expresion 5s x 53 X 5z se obtiene:

10

25

R/ b)

Sugerencia.

a™ x a" x a’ = g™t
5%><5%x5%:51:5

6. Aplicando leyes de los exponentes en la expresion (165)3(165)‘5(165)5 =
(165)° = 1 se obtiene:

165
0
1
R/ c)
Sugerencia.

a™ xaxa" =a™™" y a® = 1paraa # 0 paraa # 0
1 _1 1
(165)6(165)72(165)3 = (165)° =1

1 1 2
7. Aplicando leyes de los exponentes en la expresion (64)3(64) 2(64)3 se
obtiene:

8
64
16
R/ a)
Sugerencia.

1
am™ x a® x a’ = a™t"™*" Paraa > 0,az =Va

1 1 2 1
(64)3(64)72(64)3 = (64)2 =8
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2
8. Aplicando leyes de los exponentes en la expresion (23—5) (250)2, se obtiene:

90
900
9
R/ b)
Sugerencia.

a™ x b™ = (ab)™

2

(%)2 (250)2 = (% X 250) = (30)? =900

9. Aplicando leyes de los exponentes en la expresion: (29.000)2°9(29.000)11°
se obtiene:

290
1
29.000
29.000
R/ c)
Sugerencia.

amxa®*=amt"y al =1

(29.000)*29(29.000)711% = (29.000)* = 29.000

5 142
10. Aplicando leyes de los exponentes en la expresion (3x3yEzE) se obtiene:

9x%y5z
3x5y5 74
3x3y10%
R/ a)
Sugerencia.

(abc)n — anbncn y (am)n — amn

5 1\
(3x3y222) = 3%xy>z! = 3%2xy°z
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2
11. Aplicando leyes de los exponentes en la expresion (8.000)s se obtiene:

200
400
800
R/ b)
Sugerencia.

(ab)™ = a™b" y (am)n = gmn
2 2 2
(8.000)3 = (8 x 1.000)3 = (23 x 103)3 = 22 x 10?2 = 4 x 100 = 400

4
12. Aplicando leyes de los exponentes en la expresion (32)s se obtiene:

32
64
16
R/ c)
Sugerencia.

(ab)™ = a™b™ y (a™)" = g™

(32)5 = (255 = 2*

3.10.2 Reduccion de Radicales

1. Reduciendo o sacando del radical v/8 un nimero entero, resulta igual a:

22
3v2
V2
R/ a)
Sugerencia.

Paraa>0,VaZ = a

V8=Vax2=22x2=2V2
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2. Reduciendo o sacando del radical v200 un numero entero, resulta igual a:

10V5
10v2
45
R/ b)
Sugerencia.

Paraa>0,Va%=a

V200 = V100 X 2 = /102 x2 = 10v2

3. Reduciendo o sacando del radical V54 un numero entero, resulta igual a:

5v2
6v3
3v6
R/ c)
Sugerencia.

Paraa>0,Va%2=a

V54 =v9x6 =+/32x6 =36

4. Reduciendo o sacando del radical ¥250 un numero entero, resulta igual a:

5V10
10V5
8v5
R/ a)
Sugerencia.

Paraa>0,Vva%=a

V250 =V 25 x 10 =+/52 x10 = 5V10

. . 27 - .
5. Reduciendo o sacando del radical /E un numero entero, resulta igual a:

4

3
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w AW

R/ b)

Sugerencia.

Paraayb posmvos

- b5 f -
16 |16 16 4
6. Reduciendo o sacando del radical ¥/24 un nimero entero, resulta igual a:
332
236
233
R/ c)

h e

Sugerencia.

Vadb = a¥b

V24 =38x3=1323x3=233

7. Reduciendo o sacando del radical /32 un numero entero, resulta igual a:
24

432

232

R/ a)

Sugerencia.

Va3b = a¥b

V32 =38 x4=1323x4=2V4

8. Reduciendo o sacando del radical /320 un nimero entero, resulta igual a:
534

435
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634

R/ b)

Sugerencia.

Vadb = a¥b

V320 = V64 x 5 = /43 x5 = 435
9. El radical ¥24c3 es igual a:
3ci2

2c6

2c33

R/ c)

Sugerencia.

Va3b =a¥b

V24c3 =38x3xc3=123x3x%xc3=2c3

10. El radical ¥/32c*d” es igual a:
2cd?V4cd

4ed2c2d?

6cd2c3d3

R/ a)

Sugerencia.

V@ b7 c = a3b3 e

V32ctd7 = /23 x 4c3c dé d = 2cd? Y4cd

3.10.3 Reduccion de Términos Semejantes

1. Reduciendo términos semejantes, 2x + 3x — %x es igual a:

11
> X

11x
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R/ a)

Sugerencia. Se opera con los coeficientes de x y a éste resultado se le agrega
X

. , . . 1 1 .
2. Reduciendo términos semejantes, gxz + 2x? — Exz + 6x2 es igual a:

49
3 x

47

2

R/ b)

Sugerencia. Se opera con los coeficientes de x? y a este resultado se le agrega
2
X

3. Reduciendo términos semejantes, 40u — 4v + %u + Zv es igual a:

198 19
S UG
198 13
T LT
202 13
UG

R/ c)

Sugerencia. Se opera con los coeficientes de u y de v. A estos resultados se les
agregau y v respectivamente

4. Reduciendo términos semejantes, 3nx? + 8my3 — 12nx? — 9my? es igual a:
—9nx? — my3
Inx? + my3
11nx? — 21my?3
R/ a)

Sugerencia. Se opera con los coeficientes de nx? y de my3. A estos términos se
agrega nx? y my3.respectivamente.
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3.10.4 Multiplicaciones y Reducciones

1. El producto (x — 7)(x + 3) esigual a:

x% +4x —21
x% —4x —21
x% —4x + 21

R/ b)

Sugerencia. Se multiplica cada término de un factor por cada término del otro
factor y se reduce términos semejantes

2. El producto (0,3x — 1)(x + 0,3) es igual a:
3x2 -0,9x — 3
0,3x?> —0,91x — 0,3
3x% —0,9x — 0,3
R/ b)

Sugerencia. Se multiplica cada término de un factor por cada término del otro
factor y se reduce términos semejantes

3. El producto (x + 2)(x — 5)(x + 1) esigual a:
x3—2x%—-13x —13
x3—2x%—13x — 12
x3—2x%2—-13x - 10

R/ c)

Sugerencia.

x+2)(x-5x+1)=x%2-3x—-10)(x + 1)

Se multiplica cada término de un factor por cada término del otro factor y se
reduce términos semejantes

4. El producto 5(4x + 3) x 2(x — 1) esigual a:
40x3 — 10x%2 — 10
20x? — 10x — 30
40x?% — 10x — 30
R/ c)

Sugerencia.
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5(4x +3) x2(x—1) =10(4x +3)(x — 1) = 10(4x?> — x — 3)

3.10.5 Productos Notables
1. Desarrollando el producto notable (6 + x)(6 — x) se obtiene:

36 — x?
12 — x?
x?—12
R/ a)
Sugerencia.

(A+B)(A—-B)=(A-B)(A+B)=(B+A4)A-B)=(A-B)(B +A) =A*-B?

2. Desarrollando el producto notable (x + 12)(12 — x) se obtiene:

144 + x?
144 — x?
24 —x
R/ b)
Sugerencia.

(A+B)A=B)=(A—-B)(A+B)=(B+A)(A-B)=(A—-B)B +A) = A%-B?

3. Desarrollando el producto notable (2 — x2?)(2 + x?) se obtiene:

2 —x*
4+ 2x — x*
4 —x*
R/ c)
Sugerencia.

(A+B)(A—B)=(A-B)A+B)=(B+A4)(A—-B)=(A-B)(B+A) =A* B?

4. Desarrollando el producto notable (x3 — 8)(8 + x3) se obtiene:

x® — 64
x® —16
x3—-16

R/ a)
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Sugerencia.
(A+B)(A-B)=(A-B)(A+B)=B+A4A)(A—-B)=(A—-B)(B+A) = A*- B?

5. Desarrollando el producto notable (3x? + 4)(3x? — 4) se obtiene:

6x*—8
9x* — 16
3x* -8
R/ b)
Sugerencia.

(A+B)(A-B)=(A-B)(A+B)=B+A)(A—-B)=(A—-B)(B+ A) = A*- B?

6. Desarrollando el producto notable (3 + 5x*)(5x* — 3) se obtiene:

9 — 25x8
5x8 —9
25x8 — 9
R/ c)
Sugerencia.

(A+B)(A-B)=(A-B)(A+B)=B+A)(A—-B)=(A—-B)(B+ A) = A*- B*

7. Desarrollando el producto notable (4x2 + 5)(—4x? + 5) se obtiene:

25 — 16x*
16x* — 25
25 + 16x*
R/ a)
Sugerencia.

(A+B)(A—-B)=(A—-B)A+B)=(B+A4A)(A-B)=(A-B)(B+A) =A*-B?

8. Desarrollando el producto notable (8a? + 5b)(8a? — 5b) se obtiene:

8a* — 5h2
6aa* — 25b?
16a* — 10b?
R/ b)
Sugerencia.

(A+B)A=B)=(A—-B)(A+B)=(B+A)(A-B)=(A—-B)B +A) = A%-B?
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9. Desarrollando el producto notable (aE + bE) (aE - bE) se obtiene:

a+b
b+a
a—>b
R/ c)
Sugerencia.

(A+B)A—=B)=(A—-B)A+B)=B+A)(A-B)=(A—-B)B +A) = A%>-B?

10. Desarrollando el producto notable (2x1/2 + 3y1/2) (3y1/2 — 2x1/2) se
obtiene:

9y + 4x
y — X
y + X
R/ a)

Sugerencia.
(A+B)(A-B)=(A—-B)(A+B)=(B+4)(A—-B)=(A—-B)(B+A) =A%-B?

11. Desarrollando el producto notable (a0.5 + b0.5) (a0.5 — b0.5) se obtiene:
a+b
a—>b
ab
R/ b)

Sugerencia.
(A+B)YA—B)=(A-B)A+B)=(B+A)(A—-B)=((A—-B)(B+A)=A4?-B?

12. Desarrollando el producto notable (v2 — v5)(V5 + v2) se obtiene:

7
3
-3
R/ c)
Sugerencia.

(A+B)(A-B)=(A-B)(A+B)=B+A)(A—-B)=(A—-B)(B+ A) = A*- B?

13. Desarrollando el producto notable (V3 + v6)(V6 — v3)se obtiene:
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3
9
27
R/ a)
Sugerencia.

(A+B)(A—-B)=(A—-B)(A+B)=(B+A)(A-B)=(A—-B)(B+A) =A*B?

14. Desarrollando el producto notable (v8 + 3)(3 — v/8) se obtiene:

-5
1
5
R/ b)
Sugerencia.

(A+B)YA—-B)=A-B)A+B)=(B+A)(A—-B)=((A—-B)(B+A)=A?-B?
15. Desarrollando el producto notable (3x + 2y)? se obtiene:
9x2 + 6xy + 4y?
9x2 + 24xy + 4y?
9x% + 12xy + 4y?
R/ c)
Sugerencia.
(A+ B)? = A+ 24B + B®> = A> + B?> + 24B
16. Desarrollando el producto notable (5x — 4y)?se obtiene:
25x% — 40xy + 16y?
25x2% + 40xy + 16y?
25x2% + 40xy — 16y?
R/ a)
Sugerencia.
(A—B)? = A? —24B + B®> = A> + B> — 24B
17. Desarrollando el producto notable (2x2? — 3y?)? se obtiene:

4x* — 6x%y? + 9y*
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4x* — 12x%y? + 9y*
4x* — 12x%y? — 9y*
R/ b)
Sugerencia.
(A—B)? = A%? —2AB + B> = A> + B> — 24B
18. Desarrollando el producto notable (3a + 2b)3 se obtiene:
27a® — 54a”b + 36ab? — 8b3
27a3 + 54a?b + 36ab? + 4b3
27a® + 54a%b + 36ab? + 8b3
R/ c)
Sugerencia.
(A—B)? = A%? - 2AB + B?> = A> + B> — 2AB
19. Desarrollando el producto notable (5x — 3y)3 se obtiene:
125x3 — 225x2%y + 135xy? — 27y3
125x3 4+ 225x%y + 135xy?% — 27y3
125x3 — 225x%y — 135xy? — 27y3
R/ a)
Sugerencia.

(A+ B)3 = A3 — 342B + 3AB? — B3

3.10.6 Cocientes Notables

1. Desarrollando el cociente notable az:l: se obtiene:
a+b
a—>b
b—a

R/ a)

Sugerencia.

A% — B?

——5 =A+B
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2. Desarrollando el cociente notable

R/ b)
Sugerencia.

AZ_ BZ

— =A+8B
A—-B *
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X

22_ 42 B
—— se obtiene:

2—-x

4+ x
2+x

2—x

. 4_pt .
3. Desarrollando el cociente notable h se obtiene:

R/ c)
Sugerencia.

AZ_ BZ

= A+B
A—B *

4. Desarrollando el cociente notable

R/ a)
Sugerencia.

A? — B?
A-B

5. Desarrollando el cociente notable

R/ b)

a2_b2
a+b

a® + b?

a4_ b4—_(a2)2_ (b2)2

=A+B

a2 — p?2 a2 — p2

x2-25

se obtiene:

x+5
x—5
5—x

x2—25_x2— 52

x —5 x-—5

2

m-—n

2 -
se obtiene:

m+n
n—-—m
m-—-—n

m+n
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Sugerencia.
A? —
a+85 478
6. Desarrollando el cociente notable 222;’;2 se obtiene:
x—2
4 —x
2—x
R/ c)
Sugerencia.
A% -
a+ A7
7. Desarrollando el cociente notable z:l; se obtiene:
a? — b?
a—>b
a’ + b?
R/ a)
Sugerencia.

2 _ 4 __ 4 2\2 __ 2)2
AA+B =4-B 22+z2=(a32+l5b2) A=a®yB=b
8. Desarrollando el cociente notable x:; is se obtiene:

5—x
x—5
x+5
R/ b)
Sugerencia.
AZ_BZ:A—B x2_25=x2_52A=xyB=5

A+ B x +5 x + 5

9. Desarrollando el cociente notable =™ se obtiene:

m? 4+ mn + n?
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m? —mn — n?

m? — mn + n?

R/ c)
Sugerencia.
A+ B = A%? — AB + B*
A+B
. 23 +x3 .
10. Desarrollando el cociente notable . se obtiene:
4 —2x + x?
2—x+x?
4+ 2x + x?
R/ a)
Sugerencia.
A+ B = A%? — AB + B?
A+B
. ab+b® .
11. Desarrollando el cociente notable ——— se obtiene:

a* + a?b? + b*

a* —a’b? + b*

a* —ab + b*
R/ b)
Sugerencia.
A%+ B® a®+b° @)+ (b3
= A% — AB + B? = A=a?y B=0>b?
A+B * a? + b2 a? + b2 “

3.10.7 Factorizacion

1. Factorizando la diferencia de cuadrados 16 — x?resulta:

4+x)(4-x)
4+x)(x—4)
B8+x)(8—x)

R/ a)
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Sugerencia.

A*—-B?*=(A+B)(A-B)=(A—-B)(A+B)=(B+A)A-B)=(A-B)(B+A4)

16 —x2=42—x> A=4 yB=x

2. Factorizando la diferencia de cuadrados 49x* — 64 resulta:
(7x% — 8)(7x% —8)
(7x% + 8)(7x% — 8)
(7x% + 8)(7x% + 8)

R/ b)

Sugerencia.

A*—-B?=(A+B)(A-B)=(A—-B)(A+B)=(B+A)A-B)=(A-B)(B+A4)

3. Factorizando la diferencia de cuadrados x® — 100 resulta:
(x3 = 50)(50 + x3)
(x3 +50)(50 — x3)
(x3 —10)(10 + x3)

R/ c)

Sugerencia.

A*-B?=(A+B)(A-B)=(A—-B)(A+B)=B+A)A-B)=({A-B)(B+A4)

x6—100=(x3)2-102 A=x3yB=10

4. Factorizando la diferencia de cuadrados 4x* — 36 resulta:
(2x? + 6)(2x% — 6)
(2x2+9)(2x% —4)
(2x% + 4)(2x%? - 9)

R/ a)

Sugerencia.

A*—-B?=(A+B)(A-B)=(A-B)A+B)=B+A)A-B)=([A-B)(B+A4)

4x* — 36 = (2x%)% — 62 A=2x>yB=6
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5. Factorizando la diferencia de cuadrados 16x8 — 4 resulta:
(4x%2 +2)(2x%2 - 2)
(2 +4xMH(4x* - 2)
(4x% +4)(4x%* - 1)

R/ b)

Sugerencia.

A>—B?=(A+B)A-B)=(A-B)A+B)=(B+A4A)A-B)=((A-B)(B+A4)

6. Factorizando la diferencia de cuadrados 81a* — 16b? resulta:
(9a + 4b)(9a — 4b)

(9a? + 8b)(9a? — 2b)

(9a? + 4b)(9a® — 4b)
R/ c)
Sugerencia.
A2—B*=(A+B)A-B)=(A-B)A+B)=B+A)A—-B)=(A-B)(B+A4)
81a* — 16b% = (9a?)? — (4b?)?> A =9a? y B = 4b*

7. Factorizando la diferencia de cuadrados 169 — x° resulta:
(13 —x3)(x3 +13)
(13 — x?)(13 + x?)
(13 —x)(13 + x)
R/ a)
Sugerencia.
A2—B*=(A+B)A-B)=(A-B)A+B)=B+A)A—-B)=(A-B)(B+A4)

169 —x®=(13)2-(x3)? A=13y B=x3

8. Factorizando la diferencia de cuadrados 9x* — 36 resulta:

(3x2 —-18)(3x%2 + 2)
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(3x2-6)(3x%+6)

(3x%2 —2)(3x%2 + 18)
R/ b)
Sugerencia.
A2—B*=(A+B)(A-B)=(A—-B)(A+B)=(B+A4)(A-B)=(A-B)(B+A)
9x* —36 = (3x2)2—-62 A=3x2yB=6

9. Factorizando la diferencia de cuadrados x® — 25 resulta:
(x3 +5)(5 —x3)
(x3 —1)(25 + x3)
(x3 =5)(5 + x3)
R/ c)
Sugerencia.
A*-B?=(A+B)(A-B)=(A-B)(A+B)=B+A)A-B)=(A-B)(B+A4)

x6—-25=(x3)2-52 A=x3yB=5

10. Factorizando la diferencia de cuadrados m* — n* resulta:
(m? +n?)(m —n)(m +n)
(m? + n®)(m + n)(m +n)
(m+n)(m —n)(m +n)
R/ a)
Sugerencia.
A2 —B*=(A+B)(A-B)=(A—-B)(A+B)=(B+A4)(A-B)=(A—-B)(B+A4)

m*—nt=m?»)?-m?)? =m?>+n>)(mM?> —-n?) = (mM?> +n>)(m—-n)(m +n)

11. Factorizando la diferencia de cuadrados 16y* — 81x* resulta:
(4y2 + 9x2)(4y? — 9x2) = (4y%2 + 9x2)(2y + 3x)(2y + 3x)
(4y2 + 9x2)(4y? — 9x2) = (4y% + 9x2)(2y — 3x)(2y + 3x)
(4y2 + 9x2)(4y? — 9x2) = (4y? + 9x2)(2y — 3x)(2y — 3x)
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R/ b)
Sugerencia.
A2—B?=(A+B)A—-B)=(A—-B)A+B)=(B+A4)(A—-B)=(A-B)B+A4)

16y* — 81x* = (4y?)? — (9x2)% = (4y? + 9x2)(4y? — 9x?)
= (4y% + 9x2)(2y — 3x)(2y + 3x)

12. Factorizando el trinomio cuadrado perfecto 4x2 + 12xy + 9y? se obtiene:

(3x + 2y)?
(2x — 3y)?
(2x + 3y)?
R/ c)
Sugerencia.

A?+2AB +B?>=A?+B?+2AB = (A+ B)? = (B + A)?

4x% + 12xy + 9y% = (2x)? + 2(2x)(3y) + B3y)? A=2x y B =3y otambién A
=3y yB=2x

13. Factorizando el trinomio cuadrado perfecto 9x% + 4y% — 12xy se obtiene:

(3x — 2y)?
(3x + 2y)*
(2x — 3y)?
R/ a)
Sugerencia.

A? —2AB +B?>=A*+B?—-2AB=(A—-B)? = (B — A)?

9x2 + 4y? — 12xy = (3x)? + (2y)? —2(3x)(2y) A=3x y B =2y otambién A
=2y y B=3x

14. Factorizando el trinomio cuadrado perfecto 16a* + 40a?b? + 25b* se
obtiene:

(4b% + 5a?)?
(5b% + 4a?)?
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(5b% — 4a?)?
R/ b)
Sugerencia.
A>+2AB +B?>=A*+B*+2AB=(A+B)?* = (B + A)?

16a4 + 40b 2a 2 + 25b4 = (4a2)2 + 2(4a2) (5b 2) + (5b2)2 A=4a2;B=5b20
también A = 5b2; B = 4a2

16a* + 40a?b? + 25b* = (4a%)? + 2(4a?)(5b?) + (5b%)2 A=4a’ y B
=5b%>0 A=5b%> y B =4a?

15. Factorizando el trinomio cuadrado perfecto %a6 — 3a3b? + 9b* se obtiene:

(a® — 3b?)?
1 2
(5o -3*)
1 2
3o -3v?)
R/ c)
Sugerencia.

A2 —2AB+B?=A2+B%?—-24B = (A—B)? = (B — A)?

1 1 .\* 1 1
Za6—3a3b2+9b4=(§a3) —2><Ea3(3b)2+(3b2)2 A=§a3 y B

1
=3b20A=3b2yB=§a3

16. Factorizando el trinomio cuadrado perfecto 2x3y? + x® + y* se obtiene:

(* +y%)?
(2x3 + y?)?
(x3 + 2y?)?
R/ a)
Sugerencia.

A?>+2AB +B?>=A?+B?+2AB = (A+ B)? = (B + A)?

2x3yz+xﬁ+y4?2x3yz+(x3)2+(yz)2 A=x3>yB=y20A=y?>y B
=x
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17. Factorizando la diferencia de cubos m3® — n?® resulta:
(m — n)(m? — mn + n?)
(m — n)(m? + mn + n?)
(m + n)(m? + mn + n?)

R/ b)

Sugerencia.

A*—B3>=(A—-B)(A’4+AB+B?) A=myB=n

18. Factorizando la diferencia de cubos 3% — n3® resulta:
B+n)(9—-3n+n?
(3-n)(9—-3n+n?
B-n0O+3n+n?

R/ c)

Sugerencia.

A3 —B3>=(A—B)(A’4+AB+B?) A=3yB=n

19. Factorizando la diferencia de cubos k® — h® resulta:
(k? — h®)(k* + k?h% + h*)
(k? + h*)(k* + k*h?* + h*)
(k? — h?)(k* — k?h? + h*)

R/ a)

Sugerencia

A3 —B3=(A—-B)(A% + AB + B?)

k6 —h® = (k23— (h?)® A=k?>y B=h?

20. Factorizando la diferencia de cubos 1 — y3 resulta:
1+y)A+y+y?)
1-y)A+y+y?)
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1-»A-y+y?)
R/ b)
Sugerencia.
A3 — B3 =(A—-B)(A? + AB + B?)

1-y3=13—-y3 A=1yB=y

21. Factorizando la diferencia de cubos n® — 27 resulta:
mn-3)n*+3n+9)
n?-3)(n*+3n+9)

(n? —=3)(n* +3n%+9)

R/ c)

Sugerencia.

A3 — B3 =(A—-B)(A? + AB + B?)

n®—27=m?)?2-3> A=n>yB=3

22. Factorizando la diferencia de cubos 8 — y3 resulta:
2-y)4+2y+y?)
2+y)4+2y+y?)
2+y)4 -2y +y?)

R/ a)

Sugerencia.

A3 — B3 =(A—-B)(A* + AB + B?)

8—y3=2—y3 A=2yB=y

23. Factorizando la suma de cubos m3 + n® resulta:
(m — n)(m? + mn + n?)
(m + n)(m? — mn + n?)
(m +n)(m? + mn + n?)
R/ b)
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Sugerencia.

A3+B3=(A+B)(A>—-AB+B?) A=myB=n

24. Factorizando la suma de cubo 33 + n?® resulta:
B-n0O+3n+n?
B+n)O9+3n+n?
B+n)(9-3n+n?

R/ c)

Sugerencia.

A3+B3=(A+B)(A>—-AB+B?) A=3yB=n

25. Factorizando la suma de cubos 8 + y3resulta:
2+y)(4-2y+y?)
2+y)4+2y+y?)
2-y)4-2y+y?)

R/ a)

Sugerencia.

A3+ B3 =(A+ B)(4%2 — AB + B?)

84+y*=23+y> A=2yB=y

26. Factorizando la suma de cubo k® + h® resulta:
(k? — h?)(k* + k2h? + h*)
(k% + h?)(k* — k?h? + h*)
(k? — h?)(k* — k?h? + h*)

R/ b)

Sugerencia.

A3+ B3 =(A+B)(A? — AB + B?)

k® + h® = (k?)2+ (h?)? A=k*y B=Ah?

27. Factorizando la suma de cubos 1 + y3 resulta:
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A-yA-y+y?)
A+y)A+y+y?)
1+y)A-y+y?)

R/ c)

Sugerencia.

A3+ B3 =(A+B)(A? — AB + B?)

1+y3=13+y3 A=1yB=y

28. Factorizando la suma de cubos n® + 27 resulta:
n?+3)(n>-3n+9)
n?-3)(n*-3n+9)
(n? +3)(n* —3n%+9)

R/ a)

Sugerencia.

A3+ B3 =(A+B)(A? — AB + B?)

n®+27=m?)3+3> A=n’yB=3

29. Factorizando el Trinomio x? + 8x + 15 se obtiene:

(x —3)(x-5)
(x+3)(x +5)
(x +3)(x —5)
R/ b)
Sugerencia.

x*+bx+c=(x+m)(x+n) dondem+n=by mn=c

m+n=8y mn=15 entonces m=3 y n=15

30. Factorizando el Trinomio x? + x — 20 se obtiene:
(x=5)(x—4)
(x+10)(x—2)
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(x+5)(x—4)
R/ c)
Sugerencia.
x2+bx+c=(x+m)(x+n) donde m+n=by mn=c

m+n=1y mn=-20 entoncesm=5y n=—4

31. Factorizando el Trinomio x2 — 10x + 9 se obtiene:
(x-1Dx-9)
x+1D(x+9)
x+1D(x-9)

R/ a)

Sugerencia.

x2+bx+c=((x+m)(x+n) donde m+n=bymn=c

m+n=-10 y mn =9 entoncesm=-1y n=-9

32. Factorizando el Trinomio u? — 4u — 60 se obtiene:
(u—6)(u—10)
(u+6)(u—10)
(u—6)(u+10)

R/ b)

Sugerencia.

x2+bx+c=(x+m)(x+n) donde m+n=bymn=c

m+n=—-4y mn=6x(—10) = —60 entoncesm=6 y n=—10

33. Factorizando el Trinomio 2u? + 7u + 3 se obtiene:
Qu—1)w-3)
QRu—-1Dw+3)
Qu+1D(u+3)

R/ c)
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Sugerencia.

x*?+bx+c=(x+m)(x+n) donde m+n=by mn=c
m+n=7ymn=1X6 entoncesm=1yn==6

De 2u + 6 se factoriza 2 y se simplifica con 2 del denominador.

34. Factorizando el Trinomio 6h? + h — 2 se obtiene:
Bh+1)(2h—-1)
(3h—2)(2h + 1)
(3h—2)(2h—-1)

R/ a)

Sugerencia.

x2+bx+c=(x+m)(x+n) donde m+n=by mn=c
m+n=1y mn=4x(—3)=-12 entoncesm =4 y n= -3

Se factoriza 2 y 3 y simplifica con el 6 del denominador

35. Factorizando el Trinomio 12z% — z — 6 se obtiene:
(3z—2)(4z-3)
(3z+2)(4z—-3)
(4z-1)(3z—6)

R/ b)

Sugerencia.

x2+bx+c=((x+m)(x+n) donde m+n=bymn=c
m+n=—-1y mn=8x(—9)—72 entoncesm =8 y n=—-9

Se factoriza 4 y 3 y simplifica con el 12 del denominador

36. Factorizando el Trinomio 10v%2 — 7v + 1 se obtiene:
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Qv+ 1)Grv+1)

Qv-1GBrv+1)

Qv-1)Grv-1)
R/ c)

Sugerencia.

x2+bx+c=(x+m)(x+n) donde m+n=bymn=c
m+n=-7y mn=(-5)(—2) =10 entoncesm = -5y n= -2

Se factoriza 2 y 5 y simplifica con el 10 del denominador

. . .2 35 2 -
37. Factorizando el Trinomio gtz —St—7 se obtiene:

1(61: +1)(t—6)
9

(6t+1)(t—6)
%(6t +1)(t—6)

R/ a)
Sugerencia.

Se reduce primero los coeficientes a un comun denominador; 9 en este caso; se
. 1 _

factoriza Syelotro factor es de la forma ax? + bx + ¢ con coeficientes enteros.

Se aplica el proceso como en los casos anteriores.

38. Factorizando el Trinomio 0,5u? + 0,9u — 0,20 se obtiene:
(u+02)5u—-1)
(0,1u+0,2)(5u—1)
(0,1u +0,2)(0,5u — 1)
R/ b)

Sugerencia.
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Primero se multiplica los coeficientes por 10 y se factoriza % y el otro factor es

de la forma ax? + bx + ¢ con coeficientes enteros. Se aplica el proceso como en
los casos anteriores.

(0,5)u?+ (0,9)u —(0,2) = % (5u? + 9u — 2)(%)

Factorizando el trinomio se tiene:

Gu+10)(5u—-1) B 5u+2)5u—-1)

5u? +9u—2 =
u® +9u 5 5

=w+2)Bu-1)

x2+bx+c=((x+m)(x+n) donde m+n=>b y mn=ac

m+n=9y mn=10(—1) = —10 entoncesm =10 y n = —1

Reemplazando en (*):

(0,5 u? + (0,9u —(0,2) = %(u +2)5u—1) = (i + %) (Gu-—-1)

10
=(0,1u+0,2)(5u—1)

3.10.8 Factor Comun y Otros Casos

1. Factorizando la expresion 1600 — 16u? se obtiene:
16(10 + uw)(10 — u)
160(1 + w)(1 —u)
160(10 + u)(10 — )
R/ a)

Sugerencia.

Factor comun y diferencia de cuadrados.

1600 — 16u? = 16(100 — u?) = 16(10 + w) (10 — u)

2. Factorizando la expresion 4bx* — 49b se obtiene:
b(2x?+7)(2x* +7)
b(2x?+7)(2x* —7)
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b(2x? = 7)(2x*> =7)
R/ b)

Sugerencia.

Factor comun y diferencia de cuadrados.

4bx* — 49b = b(4x* — 49) = b(2x* + 7)(2x% = 7)

3. Factorizando la expresion 4n® — 324n? se obtiene:
4n2 (n3 - 3) (N3 +3)

4n2 (N3 +9) (n3+9)

4n2 (n3+9) (N3 -9)

R/ c)

Sugerencia.

Factor comun y diferencia de cuadrados.

4n® — 324n% = 4n?’(n® —81) = 4n’(n®+9)(n®-9)

4. Factorizando la expresion 90y* — 360 se obtiene:
90(y2+2) (y2-2) 90(y?+2)(y?—-2)

Ay2+4) (y2-4) 90*+HG»* -4
0(y+2)(y-2) 90(y+2)(y—-2)

R/ a)

Sugerencia.

Factor comun y diferencia de cuadrados.

90y* — 360 = 90(y* — 4) = 90(y2 + 2)(y2 — 2)

5. Factorizando la expresion 12x2 + 36xy + 27y? se obtiene:
3(3x + 2y)?
3(2x + 3y)?
3(2x — 3y)?
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R/ b)

Sugerencia.

12x2 + 36xy + 27y? = 3(4x?% + 12xy + 9y?) = 3(2x)? + 2(2x) (3y) + (3y)?
= 3(2x + 3y)?

6. Factorizando la expresion 45x? + 20y? — 60xy se obtiene:

5(3x + 2y)?
(15x — 10y)?
5(3x — 2y)?
R/ c)
Sugerencia.

45x2 4+ 20y? — 60xy = 5(9x2 + 4y? — 12xy) = 5((3x)? + (2y)? — 2(3x)(2y))
= 5(3x — 2y)?

7. Factorizando la expresion 5x2 + 35x + 60
5(x +3)(x +4)
5(x —3)(x —4)
5(x+3)(x —4)
R/ a)
Sugerencia.
Factor comun y factorizacion de un trinomio de la forma x2 + bx + ¢

5x2 +35x +60 =5(x%?+7x+12) =5(x + 3)(x + 4)

8. Factorizar la expresion 2x2? + 6x — 20
2(x+2)(x = 5)
2(x+5)(x —2)
2(x+5)(x +2)
R/ b)

Sugerencia.
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Factor comun y factorizacion de un trinomio de la forma x2? + bx + ¢

2x%2+6x—20 =2(x*>+3x—10) = 2(x +5)(x — 2)

9. Factorizando la expresion 8x2 — 72x + 64 = 8
8(x+1(x+8)
8(x+1)(x —8)
8(x —1)(x —8)
R/ c)
Sugerencia.
Factor comun y factorizacion de un trinomio de la forma x2? + bx + ¢

8x2 —72x+64=8=8(x>-9x+8)=8(x—-1)(x—8)

3.10.9 Racionalizacion

. . 4 .
1. Racionalizando — se obtiene:

NG
242
V2

42
R/ a)

Sugerencia.

A AVB
—=—— A=4yB=2
VB B Y

2. Racionalizando \/ig se obtiene:

MR
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Sugerencia.

A AVB
—=—— A=1yB=6
VB B Y

. . —-10 .
3. Racionalizando —= se obtiene:

NG
2v10

~5v2

—2v5

R/ c)

Sugerencia.

A AVB
22 A-—_10yB=5
VB B Y
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. . - 28 .
4. Racionalizando -5 se obtiene:

V21
N

4
NG

_ 351
4

R/ a)

Sugerencia.

A AVB
227 A= _28yB=21
VB B Y

. . 10 . .
5. Racionalizando T se obtiene:

gi/ﬁ
23225
3
23125
3
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R/ b)

Sugerencia.

A AVB?
B B

A= 10y B=15

. . 10 . .
6. Racionalizando e se obtiene:

V10
10¥10
V100
R/ c)
Sugerencia.
izAW A= 10y B=10
VB B

. . —64 .
7. Racionalizando +— se obtiene:
V32

-16 32
-16 V4
-16 6

R/ a)
Sugerencia.

A A VB2

3B B
V322 = (252 =210 =29 x2 = 232 =832

A= —64y B=32

12

8. Racionalizando N TWE se obtiene:
SV12

4

3
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R/ b)
Sugerencia.

A :Aw_—xf)
VB + VC B - C

Vi2-V3=2V3-V3=1+3

24

V10-+2

9. Racionalizando

R/ c)

Sugerencia.

A _AWB + V0O)

VE-v¢  B-C

-8

V10++/2

10. Racionalizando
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A=12B=12y C=3

se obtiene:

6(V10 +2)
8(V10 +v2)
3(V10 +v2)

A=24B=10y C=2

se obtiene:

V2 —10
V2 ++10
V10 -2

R/ a)
Sugerencia.
A A - VC
= (/B - VO) A=-8B=10yC=2

VB + VC B-¢C

. . 52 . .
11. Racionalizando —— se obtiene:

Vi2 -8
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—12-8
V12 + 8
R/ b)
Sugerencia.

A _AWB + V0)
VB -VvC  B-C

V12 — 8= V12— V64; 12 — 64 = —52; _5—2=—1; (-1 (V12 +8)

A=24,B=10 yC =64

51
=—V12-8
12. Racionalizando 8_:32_4 se obtiene:
2V14 + 16
2V14 - 8
2V14 - 16
R/ c)
Sugerencia.

A _AWB — V0)
VB+VC  B-C
100

8 + V14 = 64 +V14; 64 — 14 = 50; —=g =% (-2)(8 —V14)
=2V14 - 16

A=-100,B=64y C =14

3.10.10 Algoritmo de la Division

1. Segun el Algoritmo de la Division, x3 — 4x? — 11x + 32 esigual a:
x=5x*+x—-6)+2
(x=5x*+x+6)+2
(x=5x*—x—-6)+2

R/ a)

Sugerencia.

Se divide x3 — 4x2 — 11x + 32entre x — 5 aplicando division sintética.
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2. Segun el Algoritmo de la Division, x3 — 4x% — 11x + 27 esigual a:
(x+3)(x?=7x+12) + (=3)
(x +3)(x? — 7x +10) + (=3)
(x +3)(x* + 7x + 10) + (=3)

R/ b)

Sugerencia.

Se divide x3 — 4x? — 11x + 27 entre x + 3 aplicando division sintética.

3. Segun el Algoritmo de la Divisionx3 — 4x% — 11x + 34, es igual a:
(x—2)(x?>+2x+15) + 4
(x—2)(x*—=3x—15)+4
(x—2)(x?—2x—15)+ 4

R/ c)

Sugerencia.

Se divide x3 — 4x? — 11x + 34 entre x — 2 aplicando divisidn sintética.

4. Segun el Algoritmo de la Division, la division de 8x3 + 2x? — 27x — 18 entre
2x + 3 esigual a:

(2x +3)(4x?2—-5x—6)+0

(2x +3)(4x?> —5x —6) + 1

(2x+3)(4x%2 —5x—6) + 2
R/ a)

Sugerencia. Se divide 8x3 + 2x? — 27x — 18 entre 2x + 3 aplicando division
sintética.

5. Segun el Algoritmo de la Divisién, la divisiéon de 8x3 + 2x? — 27x — 18 entre
x — 2 esigual a:

(x —2)(8x? +18x + 8) + (—=2)
(x—2)(8x%2+18x+9)+0
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(x —2)(8x% +18x + 7) + (—4)
R/ b)

Sugerencia. Se divide 8x3 + 2x% — 27x — 18 entre x —2 aplicando division
sintética.

3.10.11 Raices y Factores Lineales de un Polinomio

1. Si (2x —5) y (x + 4)son factores de un polinomio de grado 2, entonces el
polinomio es:

2x%+3x—20
2x% 4+ 3x+ 20
2x%—3x—20
R/ a)
Sugerencia.

Se realiza el producto: (2x — 5)(x + 4)

2.Si6esraizy (x+4)y (2x —5) son factores de un polinomio de grado 3,
entonces el polinomio es:

2x3 —9x2 —38x —-120 2x3 —9x2% —38x — 120
2x3 —9x? —38x + 120
2x3 —9x2 +38x + 120
R/ b)
Sugerencia.

Como 6 es raiz, entonces x — 6 es un factor; se realiza luego el producto:
(x—6)(2x —5)(x + 4).

3. Si—4 es unaraizde p(x) = x3 + 6x? — 7x — 60, entonces, las otras dos raices
de p(x) son

5y3
-5y -3
—-5y3
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R/ c)
Sugerencia.

Se divide el polinomio p(x) = x3 + 6x? — 7x — 60 entre x + 4, aplicando division
sintética y se halla las raices del polinomio cociente, el cual es de grado 2

4.Si—5,—4 y 3 son las raices de un polinomio p(x) de grado 3, entonces, p(x)
es igual a:

x3 + 6x%—7x — 60
x3 + 6x% —7x + 60
x3 4+ 6x2 +7x — 60
R/ a)
Sugerencia.

Como —5,—4 y 3 son las raices, entonces (x +5),(x+4) y (x—3) son los
factores de p(x). Se realiza el producto (x + 5)(x + 4)(x — 3).

5. Si (4x — 5) es factor, 3 y —g son raices de un polinomio p(x) de grado 3,
entonces el polinomio con coeficientes enteros es:

12x3 + 43x2 + 11x + 30

12x3 — 43x2 + 11x + 30

12x3 — 43x% — 11x + 30
R/ b)

Sugerencia.

Dado que 3 y —% son raices de p(x) entonces (x — 3) y (x + 2) son factores
del polinomio. Se realiza el producto (4x — 5)(x — 3)(3x + 2)

6. Si 3 y —2 son raices de p(x) = 6x* + x3 — 41x% — 44x — 12, entonces, las
otras dos raices de p(x) son:

Wl N
<
N =

I
Wl N
<
N =

185



Introduccion a los Fundamentos de Matematicas Generales
Héctor Jairo Portilla Obando
Segundo Javier Caicedo Zambrano

R/ c)
Sugerencia.

Aplicando division sintética, se divide p(x) = 6x* + x3 — 41x? — 44x — 12 entre
x — 3 y luego el cociente se divide entre x + 2; después se halla las raices del
segundo cociente, el cual es polinomio de grado 2

7. Lasraicesde p(x) = (9x + 2)(x — 17)(5x — 2)(x + 15) (x + g) son:

2 17 2 15 8
9I )5’ ) 5
2 17 2 15 8
9I ) 5) 15
0 17 > 15 >
2' )21 ) 8

R/ a)

Sugerencia.

. . . b .
Si ax + b es un factor de un polinomio p(x), entonces, —— esunaraiz de p(x).
De cada factor lineal se obtiene una raiz.

8. Si (3x + 2) es factor de un polinomio p(x), entonces p (— g) es igual a:

N W O WwWIN

R/ b)

Sugerencia.

Si ax + b es factor de un polinomio p(x), entonces p (— g) =0

9. Si (7x- 3) es factor de un polinomio p(x), entonces p (%) es igual a:
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© WIN N w

R/ c)

Sugerencia.

Si ax + b es factor de un polinomio p(x), entonces p (— Z) =0

10. Si (x-5) es factor de un polinomio p(x), entonces p(5) es igual a:

0
-5
5
R/ a)
Sugerencia.

Si x — b es factor de un polinomio p(x), entonces p(b) = 0

11. Si (x + 8) es factor de un polinomio p(x), entonces:

r(8) =0
p(-8)=0
p(-8) =8
R/ b)
Sugerencia.

Si x + b es factor de un polinomio p(x), entonces p(—b) = 0

12. Si (x-12) es factor de un polinomio p(x), entonces:

p(~12) = 0
p(12) = 12
p(12) = 0
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R/ c)
Sugerencia.

Si x — b es factor de un polinomio p(x), entonces p(b) = 0

13. Seleccione la respuesta: si (7x + 2) es factor de un polinomio p(x),

entonces:
(-3)=0
p 7] =
()=
p 7 -
(-3)=0
p 2 -

R/ a)

Sugerencia.

Si ax + b es factor de un polinomio p(x), entonces p (— Z) =0

14. Si (6x- 1) es factor de un polinomio p(x), entonces:

R/ b)

Sugerencia.

Si ax — b es factor de un polinomio p(x), entonces p (g) =0

15.Sip (— g) =0,p G) =0 y p(2) =0 entonces los factores lineales de p(x)
son:

(Bx—=5),2x+7) y (x+2)
Bx—=5),2x+7) y (x—2)
Bx+5),2x=7)y (x—2)
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R/ c)

Sugerencia.

Sip (— g) =0yp (S) =0 entonces, —g y S son raices de p(x), por lo cual
(ax + b) y (ax — b) son factores de p(x)

16. El residuo de dividir cualquier polinomio p(x) entre (x + 18) es:
p(-18)
p(18)
1
?(5)
R/ a)

Sugerencia.

El residuo de dividir cualquier polinomio p(x) entre (x + b) es p(- b).

17. El resto de dividir cualquier polinomio p(x) entre (7x-2) es:
7
()
2
?(3)
2
»(=3)

R/ b)

Sugerencia.

El residuo de dividir cualquier polinomio p(x) entre (ax — b) es p (S)

18. Las posibles raices racionales del polinomio p(x) = x3 + 8x% — 30x + 12,
son:

—-30,8 y 1
1,2,3,4,6 y 12
+1,+2,43,+4,+46 y +12
R/ c)
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Sugerencia. Las posibles raices racionales de p(x) = x3 + 8x? — 30x + 12, son
los divisores de 12.

19. Un polinomio de grado 5 tiene como maximo:
5 raices complejas diferentes

6 raices complejas diferentes

4 raices complejas diferentes

R/ a)

Sugerencia.

Un polinomio de grado n, tiene como maximo n raices complejas diferentes

20. Seleccione la respuesta: Si kx + h es un factor lineal de un polinomio p(x),
entonces:

% €S raiz de p(x)

—% s raiz de p(x)

—3 s raiz de p(x)
R/ b)
Sugerencia.

Si ax + b es un factor lineal de un polinomio p(x), entonces —Zes raiz de p(x)

. b , . .
21.Si —— esunaraiz de un polinomio p(x), entonces:

(ax + b) es un factor de p(x)
(bx — a) es un factor de p(x)
(bx + a) es un factor de p(x)
R/ a)

Sugerencia.

De cada raiz de un polinomio p(x), se obtiene un factor lineal de p(x)
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22. Six = 1 es una solucion de la ecuacion x3 — 7x + h = 0, entonces h es igual
a:

6
7
3
R/ a)
Sugerencia.

Se reemplaza en x3 — 7x + h = 0 la variable x por 1y se obtiene el valor de h

23. Si 4 es la unica solucion de una ecuacion polindmica de grado 3 con variable
x, entonces, la ecuacion es:

x3+12x2 +48x + 64 =0
x3—12x%+48x —64 =10
x3—48x2 +12x — 64 =10

R/ b)

Sugerencia.

Se desarrolla (x — 4)3 y se iguala a cero

Si 4 es la Unica solucidn de una ecuacion polindmica de grado 3 con variable x,
entonces es una raiz triple, por lo tanto la ecuacion es (x — 4)3 = 0, es decir:
x3—12x2 +48x —64 =0

24.Si 2,1y — 3 son soluciones de una ecuacion cubica con variable x, entonces
la ecuacion es:

x3+2x2-7x+6=0
x3-7x2+6=0
x3—-7x+6=0
R/ c)
Sugerencia.

Se desarrolla el producto (x — 2)(x — 1)(x + 3) y se iguala a cero
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3.10.12 Soluciones Reales de Ecuaciones e Inecuaciones

1. Las soluciones de (8x + 5)(x — 19)(x? — 25)(x + 10)(x + z) =0, son:

5 3
~=,19,5,-5,-10,— >

8’ 4
> 19,5,-5,10 >
8! ) ) ) 14
8 19,5,-5,-10 i
5) ) ) ) ) 3
R/ a)
Sugerencia.

. . . — b .
Si ax + b es factor de un polinomio p(x), entonces, +-es una solucion de la

ecuacion polindmica p(x) = 0. De cada factor lineal se obtiene una solucion.
Tener en cuenta que (x2-25) = (x — 5)(x + 5)

2. Las soluciones de (x + 6)(x%? — 49)(x + 8) = 0, son:

6,—7,7,—8
—-6,—7,7,—8
—-6,7,7,—8
R/ b)
Sugerencia.

. . . — b ..
Si ax + b es factor de un polinomio p(x), entonces, +-es una solucion de la
ecuacion polinémica p(x) = 0.

De cada factor lineal se obtiene una solucion. Tener en cuenta que (x? — 49) =
x+7(x-=7)

3. Las soluciones reales de (x? — 1)(x3 — 8) = 0, son:
1,-1,-2
1,2,3
1,-1, 2
R/ c)

Sugerencia.
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. . . — b . s
Si ax + b es factor de un polinomio p(x), entonces, +-es una solucion de la
ecuacion polinémica p(x) = 0.

De cada factor lineal se obtiene una solucién. Tener en cuenta que (x? — 1) =
(x+1)(x—-1).

Si x3-8 = 0, entonces x3 = 8; entones, x = 1/8 = 2. Las otras dos soluciones de
x3-8 = 0 son nimeros complejos.

4. Las soluciones de (3x + 5)(x%-10)(4x-1) = 0, son:

51
-=,—,—V10,v10
3°4
> 1 10,10
3'4' )
5 1
=, —=,—J10,V10
37 4
R/ a)
Sugerencia.

. . . — b . s
Si ax + b es factor de un polinomio p(x), entonces, +-es una solucion de la
ecuacion polinémica p(x) = 0.

De cada factor lineal se obtiene una solucion. Tener en cuenta que x? — 10 =

(x - v0)(x + v10).

5. Las soluciones de la ecuacion |x + 20| = 8, son:

28,12
—28,—12
28,—12
R/ b)
Sugerencia.

Si |x+a|=b, entonces x+a=box+a=-b y despejando xx=b—
aox=-b—a

6. Las soluciones de la ecuacion |5x| = 10, son:

5 -5
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R/ c)
Sugerencia.

Si |5x| = 10, entonces, 5x = 10 o 5x = —10,entonces:x =2 0 x = —2

7. Las soluciones de la ecuacion |3x — 11| = 1, son:

4 10
"3
10,4
4 10
3
R/ a)
Sugerencia.

Si|3x-11| =1, entonces 3x — 11 =1 o 3x — 11 = —1; entonces:

10
3x =12 o 3x = 10.Portanto,x = 4 0x=?

8. Las soluciones de la ecuacion |x?-81| = 19, son:

10,V62
+10, +V62
-10,—V62
R/ b)
Sugerencia.
Si |x?-81] =19 - x%-81 =19 0 x*-81=-19 - x> =100 0 x2 =62 -

Vx% = V100 o V% = V62

Entonces: vx2 = V100 o Vx2 =62 - |x| =100 |x| =V62 - «x
=410 0 x = +V62

9. Las soluciones de la ecuacion vx + 10 = 5, son:
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5

25

15

R/ c)
Sugerencia.

Sivx + 10 =5, entonces elevando al cuadrado: x + 10 = 25 —» x = 15

10. Las soluciones de la ecuacion v2x — 19 =9, son:
50

81

18

R/ a)

Sugerencia. Si V2x — 19 =9, entonces, elevando al cuadrado se tiene:2x —
19 =81 - 2x =100 - x =50

. .. 44
11. Las soluciones de la ecuacion 1ol = |x + 10], son:

12, — 12, V66 ,— 66
12,—-12,/56, —V/56

12,v56
R/ b)
Sugerencia.
[ |xi410| = |x + 10|, entonces: 44 = |x + 10| X |x — 10| = |x2-100|

Si[x?-100] = 44 — x?-100 = 44 o x?>-100 =-44 — x? =144 o x> =56
Extrayendo raiz cuadrada:

Vx? =V144;Vx2 = /56

\/x—z 144 o\/x—zx/% > |x]=12 0 |x]| =V56 - x=+12 0 x = +V56

12. El conjunto solucion de la inecuacion |x + 20| < 8, es:
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[28,12]
[-8,8]
[-28,—12]
R/ c)
Sugerencia.

Si|x + 20| <8entonces: -8<x+20<8 -» —8-20<x<8-20 - —-28<
x < —12

Luego x € [—28,—12]

13. El conjunto solucidn de la inecuacion [3x — 11] > 1, es:

10 A
(—00’?] U [4, )

(=o0, 51N [4,)

(=0, = S1U [~4, +00)

R/ a)

Sugerencia.

|3x —11| =1 entonces: 3x-11>103x-11<-1 -3x>1203x<10 -

10
x24oxs?

Entonces: xe(—w,?] 0 x €[4, +0). Portanto, x € ((—oo,?] U [4, +))
14. El conjunto solucion de la inecuacion vx + 10 < 5, es:
(=00,—10) U (15,+x)
[-10,15)
(—00,—10] U [15, +00)
R/ b)

Sugerencia.

Sivx + 10 < 5, entonces elevando al cuadrado: x + 10 < 25y por otra parte, se
debe cumplir que: x + 10 = 0

Luego:x <15y x>-10 »x<15y x>-10 - x € [-10,15)
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15. El conjunto solucidn de la inecuacion [3x-11| < 1, es:

10
(—00, ] U [4, +0)
10
(=0, =] U [4,+)
10 4
[3 ) ]
R/ c)
Sugerencia.
10 12
3x-11] <1 - —1S3x—11§1—>10£3x§12—>?SxS? - X
€ 10 4
[3 4 ]

16. El conjunto solucion de la inecuacion v2x — 19 > 9, es:
(50, +0)
19
(7 +)
[, +00)
R/ a)
Sugerencia.

Siv2x — 19 > 9; elevando al cuadrado se tiene: 2x- 19 > 81; y por otra parte se
debe cumplir 2x-19 > 0.

Luego 2x > 100 y 2x =19 »x>50 y x >
Asi: x € [§,+00) y x € (50,+400)

Luego, por interseccion de conjuntos: x € (50, +o)
17. El conjunto solucion de la inecuacion |x + 20| > 8, es:
(=00, —28] U [—12, + )

(—0,—28) U (—12, +00)
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(—0,12) U (28, +x)
R/ b)
Sugerencia.
Si|x + 20| > 8,entonces x +20>8 ox+20 < —8

Despejando x en cada inecuacion: x > —12 0 x < —28 - x € (—o0,—28) 0 X €
(—12,4+x)

Aplicando union de conjuntos se tiene que: x € (—o, —28) U (—12, +0)

18. El conjunto solucidn de la inecuacion |5x| < 10, es:

(=5,5)
[=5,5]
[-2,2]
R/ c)
Sugerencia.

Si |5x] <10, entonces: —10 <5x <10, despejando x:-2<x<2 - xE€
[—2, 2]

19. El conjunto solucidn de la inecuacion |5x| > 10, es:
(—00,—2) U (2, +0)
(—0,—=5) U (5, +0)
(—0,-5] U [5, +»)

R/ a)

Sugerencia.

Si  |5x] >10, entonces: 5x<-1005x>10 > x<-20x>2 > x€
(—OO’—Z) 0 xE€ (21 +OO)

Aplicando union de conjunto se tiene que: x € (—,-2) U (2, +)
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CAPITULO 4
FUNCIONES

4.1 FUNCIONES REALES

Antes de definir lo que es una funcion, se establece la definicion de relacion
binaria

Una relaciéon binaria entre un conjunto M y un conjunto N, es cualquier
subconjunto del producto cartesiano M x N-

Ejemplos:
SeanM = {1,2,4} yN = {a, b}

M xN = {(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(4,a),(4,b)}

Son relaciones entre M y N:

{1, o)} {(1,b), (2,0} {(Z,b), (4 ), (4, D)}; {(1,D),(2,b),(4,b)}

4.1.1 Definicion de Funcion

Unarelacion F de M hacia N, (de M a N), lo cual se expresa asi, F: M — N, es una
funcion siy solo si:

a cada elemento de M, le corresponde un unico elemento de N.

Alos elementos de M se los llama pre- imagenes, y a los elementos N que estan
relacionados con elementos de M, se los llama imagenes.

El conjunto M es el dominio (conjunto de partida, primer conjunto) y el conjunto
N (conjunto de llegada o segundo conjunto) es el codominio de la funcién F. El
conjunto de todas las imagenes, es el rango de F.

Notaciones: Dy es el dominio de F; Rres el rango (o recorrido) de F.

4.1.2 Funcione Inyectiva, Sobreyectiva y Biyectiva

Sea F: M — N, una funcion.

F sobreyectiva cuando el rango de F es N, es decir, cuando todos los elementos
de N son imagenes.

F es inyectiva, cuando cada imagen tiene una sola pre- imagen.

F es biyectiva, cuando es inyectiva y sobreyectiva.
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F G H K

v ><Jv
A p

4 o 5 > 25 125 » 6 d -

F={(1,b), (2,2), (4,b)} G={(2,4), (3,9), (5,25]} H={(6,5) (10,3), (12,5), (12,6)}

F y G son funciones porque a cada elemento del primer conjunto le corresponde
un solo elemento del segundo

H no es funcion, porque el elemento 12 tiene dos (2) imagenes.

K no es funcion, porque al elemento ¢ no le corresponde un elemento de N, es
decir, no tiene imagen.

El dominiode Fes A = {1,2,4} = Dg.
Elrangode Fes Ry = {a,b} cB
RG = {4‘,9,25} = D, DG =C

F no es inyectiva ni sobreyectiva, F no es biyectiva; G es inyectiva y
sobreyectiva; G es biyectiva.

Nota.

Una relacion F de a M hacia N, no es funcion, cuando hay al menos un elemento
de M, al cual no le corresponde un elemento de N; es decir, no tiene imagen; o
cuando hay al menos un elemento de M, el cual tiene dos o0 mas imagenes.

Cuando F es funcion de M hacia N, se dice también que F es funcion definida de
M hacia N.

Cuando M = N, entonces, se afirma que F es funcion definida sobre M.
(F: M — M).

En matematicas interesa, sobre todo, funciones definidas sobre conjuntos
numeéricos; ademas, que los elementos de los conjuntos se relacionen mediante
una férmula o una proposicion en términos de variables.

En estos casos, una funcion F se puede definir de la siguiente manera: sea F
definida de M a N o definida sobre M, por F(x) = y. Lavariable x representa los
elementos del dominio M; la variable y representa los elementos del rango de la
funcion. Segun esto, cada x es pre imagen; cada y es imagen. Ademas, F es una
funcion con una sola variable x.
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En la funcion G, de los ejemplos dados, se observaque G(x) = x2 = y

Si se define F sobre el conjunto de los nimeros naturales N, (F: N —N) asi:
F(n) = 2n + 4 = y, entonces, para cada numero natural n; 2n es numero natural
y unico; 2n + 4 es numero natural, ademas, es unico para cada n. Luego, F es
funcion, pues cumple con la definicion de funcion o condicidn para ser funcion.

F(1)=6;F(2)=8,F(3)=10;F(4) =12;F(5) = 14;F(6) = 16; F(7) = 18; F(8)
=20;F(9) =22

Elrango de F es R = {6,8,10,12,14,16,18,2 0,22, 24, 26,30, ...} cN.

Sobre el conjunto de los numeros reales R, se define G por: G (x) = % =y,
entonces G no es funcion porque el elemento 0 no tiene imagen en los reales;
pues, G(0) = % no esta definido en los nimeros reales, no es nimero real.
SiG:R* > Rtal que G(x) = Z—C =y, entonces G es funcion. (R* = R - {0})

12

De igual manera, si H se define sobre R, asi: H(x) = —, = Y. Hnoes funcion
porque H(4) no existe en R.
SIH:R—{4}>RyH(x) = % = y; entonces, en este caso, H es funcidn.

Si B(x) = Vx + 6 = y, definida sobre R, no es funcion, dado que, para x <-6 se
tiene quevx + 6 no es numero real; es decir, estos valores de x, no tienen
imagen real; pues, para x<—6, Vx + 6 es numero imaginario.

Si se define fde [-6,+) hacia Ry 8(x) = Vx + 6 =y entonces Ses funcion.

Si a y b son numeros reales y n entero positivo, entonces: % es un numero real
sib#0.

Va es numero real, cuando n es entero par y a > 0. Cuando n impar, a puede
ser cualquier numero real.

Para a > 0,/a es nimero real; ademas, es mayor o igual que cero.

Una funciéon F: M — N es constante, cuando para todo x, F(x) = k, donde k es
un elemento fijo (constante) de N.
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Ejemplos:
Para todo real x, son funciones constantes: F(x) =10;G(x) = —8;H(x) =
= K(x) = —9vV2

4.1.4 Funcion Inversa

Si F: A—B, tal que F(x) = y, es funcion biyectiva, entonces F~1: B—4, tal que
F~1(y) = x, es funcidn, y también es biyectiva. F~1 es lainversa de F.

Ejemplo
Si F(x) = 3x + 7 = y, para todo real x, entonces Fes funcion biyectiva.
Despejando x se tiene: x = %‘7

y-=7

Luego, F~1(y) = -5 =X

Se puede verificar que F~1 es funcion biyectiva.

4.2 FUNCIONES REALES CON UNA VARIABLE

Si F: M—R, tal que F(x) = y; donde MR, es funcion, entonces: F es funcion real
con una variable.

Como caso particular, puede ser M = R, en este caso, F queda definida sobre R.

Cuando se afirma que F es funcion real y F(x) =y, entonces, F: M—>R. En este
caso, obviamente no se analiza si F es funcion, pues, en la definicion lo dice;
pero es conveniente y necesario, obtener el conjunto M; es decir, se debe
determinar el dominio de la funcion.

Ejemplos:
Dadas las funciones reales G, H, 3 definidas como sigue:

G I
(x)—;—y

Hix) = 12
D =-—7=VY
Px)=Vx+6=y

Los dominios de las funciones G, H y 3, son los siguientes:
D; = R* =R - {0}

Dy = R— {4}

Dp = [-6,+)
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En muchos casos, también es conveniente obtener el rango de una funcidn real
F definida por F(x) = y.

Para ello, se despeja la variable x, y se analiza para qué valores reales de y, la
variable x es numero real.

Considere las funciones reales anteriores.

1.6G(x) = % =y, entonces:7 = xy — 5 = x. Por tanto, x es numero real cuando
y # 0.Asi: R; = R".

2.H(x)=£=y

12
Y=o 12=x—-4)y > 12=x-4)y > 12=xy—4y > 12+ 4y
_ 12 +4y
=xy — ;- X
Se observa que x numero real cuando y # 0; por lo tanto, Ry = R*

Para el caso de la funcion f(x) =vx+ 6 =1y, setieneque vx+6=>0 — x+
620 —>x=>-6

Entonces,y=vx+6>0 > x+6=>20 > x>0

Por tanto, D = [-6,+) y Rz = [0, +00).
3.F(x) =vV2x+9

SiF(x) =+v2x +9 =y, entonces vV2x + 9 > 0, en consecuencia,y > 0. Asi. Ry =
[0, +0)

V2x+92>20 -52x+9>20 ->y=>0 — Rrp=1]0,+00)

Ahora,2x+9>0 — 2x> -9 —>x2—§ —>xe[—§,+oo)
9

Entonces, D = [_E‘+°°) Y Rp = [0,+)

Como se puede observar, la funcion F(x) no es sobrectiva; pero la funcion G
definida como sigue:

G: [— ;, +00) —[0, +0) tales que G(x) = V2x + 9, es sobreyectiva.
9
Do =|-5,+%) ¥ Ry = [0, +e0)

4. G(x)=Vx? — 36 = y, entonces R; = [0,+ ).
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Por otra parte, x2—-36>0 ->x?2>36 - |x|>6 © x<—-60x>6 - XE
(=0, —6] U [6, +o0)

— X € (—00,—6] U [6,+0)—> D; = (—00,—6] U [6,+0)

5. Para H(x) =V100 —x2 =y; R; =[0,+). Ahora, 100 — x2>0— 100 >
x? — 100 = VxZ > 10 > |x|

— |x| < 10— x € [-10,10] — Dy = [—10,10]
V144—x2

x2-16

6. Para B(x) =

144 —x2 >0 > 144 >x? - 12 > |x| » x € [-12,12].
Por otra parte: x2 — 16 # 0 > x%2 # 16 > x # +4.
Luego: Dy = [-12,12] — {—4,4}

7. a(x) = 18 _ y.

X247

Para todo nimero real x, x2 > 0 y x?+ 7 > 7 entonces D, = R

s ,n 18 ’
El minimo valor de x 2 + 7, es 7, entonces el minimo valor de y es rr Asi que:
18
R, = [7' +0o0)

Entre las principales funciones reales con una variable, estan: las polindmicas,
logaritmicas, exponenciales y trigonométricas. También se destacan funciones
reales con valor absoluto, fraccionarias, con radicales.

Una funcién real F es polindmica de grado n, si F(x) = ay + a;x + a,x? + azx3 +
et apx™a, #0

Los coeficientes ay, a4, a,, ..., a, Son numeros reales; x es la variable real.

El codominio de cualquier funcion polindmica es R, pero se puede restringir el
codominio hasta obtener como conjunto de llegada, el rango de la funcion. Es
decir, se elimina los elementos del codominio que no son imagenes. La funcion
no cambia, su grafica no cambia, pero se crea la posibilidad de disponer de una
funcion biyectiva.

En los primeros ejemplos de funciones, la funciéon F no es sobreyectiva; no
obstante, si se redefine F de A hacia el conjunto B’ = {a, b} = Ry, entonces F
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queda sobreyectiva. Se ha eliminado el elemento ¢ del conjunto B. La funcién F
no cambia.

Nota.
El dominio de toda funcion polindmica, es el conjunto R

El rango de las funciones polindmicas de grado impar, es R

4.3.1.1 Casos particulares de funciones polinémicas

F(x) = k es funcion polinomica de grado cero; k es un valor real fijo, constante.

F(x) = mx + n es funcién polinémica de grado uno; se llama funcién lineal; m =
0.

F(x) = ax? + bx + c es funcion polinémica de grado dos; se denomina funcién
cuadratica; a # 0.

F(x) = ax3 + bx? + cx + d es funcion polindmica de grado tres; se denomina
funciodn cubica; a # 0.

4.3.1.2 Graficas de funciones polinémicas en el Plano Cartesiano XYO
La grafica de una funcién real constante, es una linea recta paralela al eje
coordenado X

+Y +Y

< 2 y FiX)=2=y

F 3

»

+X 0 " 4X

r 3
v

-3 y Flx)=-3=y

4
)

La grafica de una funcion lineal F(x) = mx + n, es una linea recta no paralela al
eje coordenado Y; m es la pendiente.

Nota.
La pendiente de una recta es igual a la tangente del angulo positivo medido
desde el eje X hasta la recta.

Si A(a,b) y B(c,d) son puntos diferentes de una recta, entonces

y—b x-—a
d-b c¢c—a

es la ecuacion dos-puntos de dicha recta.
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_d~-b)

y—b>b p—

(x —a)=m(x—a)

es la ecuacion pendiente — corte de la mencionada recta, donde: m =

a-b dondec—a # 0.
c—a

Sean los  siguientes  puntos con  coordenadas  cartesianas:
A (3,4),B (5,8),C (-3,7),D (5,4).

La ecuacion pendiente-corte de la recta que pasa por los puntos Ay B es la
siguiente:

(8- 9)

_ 4
Y 53

x-3) =2x—-3) > y=2x—6+4 - y=2x—2
La ecuacion pendiente-corte de la recta que pasa por los puntos C y D es la
siguiente:

“4-7
5-(=3)

y—7=
ﬂ
8

x-(-3)) = %(x+ 3) —)y=_?3x+%9+7 - y=_?3x+

La grafica de una funcion cuadratica, F(x) = ax? + bx + ¢ = y es una parabola
que se extiende desde su vértice hacia arriba, cuando a > 0, o hacia abajo
cuando a < 0.

Arti 2 b 4ac—b?
El vértice de la parabola es el punto de coordenadas V (—5, aia )

4ac-b?

Cuando a > 0, el rango de la funcion es el intervalo [ ,+oo).

4ac—b2]

Cuando a < 0, el rango de la funcidn es el intervalo (—oo, ”

F(x) =x*-4x-12=y
En estecaso:a=1;b =-4;¢c =-12.

b (-4 4

20 200 2~

4ac —b?  4(1)(-12) —(—4)? —48-16 —64
4a 4(1) B 4 4

=—-16

Entonces:
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v b 4ac — b? —V(2-16)
2a’  4a I

4ac — b?
RF= T,+OO = [—16,+00)

, el vértice es V (—= b/2a, c — (b 2/4a)) =V (2, — 16); y el rango de la funcién es el
intervalo [—16, +x)

Por otra parte, x2 —4x — 12 =y = (x + 2)(x — 6)

Luego, parax =-2y x = 6; se obtiene y = 0. En este caso, la parabola corta al
eje X en x =-2 y x = 6; es decir, la parabola intercepta al eje X en los puntos
de coordenada (—2,0) y (6,0).

Para un nimero real fijo positivo a,a # 1, la funcién E(x) = ax® =y, es una
funcion real; la funcion E se llama funcidn real exponencial.

Para 0 < a; si x—+ o, (tiende a +), entonces a — + »; si x— — oo, entonces
a* >0, a*#0

Para0 < a < 1; six -+ o entonces a* — 0; si x - - o, entonces a*—>+oo
Parax =0, a®=1=y.

La grafica de la funcion exponencial E intercepta al eje Y en el punto (0, 1).
Para todo numero real x, a* > 0.

Entonces el dominio de E es Ry el rango de E es R*.

Segun esto, E no es sobreyectiva, pero es inyectiva.

Restringiendo el codominio R a R* , entonces E es sobreyectiva y en
consecuencia es biyectiva. Es decir, la funcion E:R—>R*, E(x) = a* es una
funcion exponencial biyectiva.

At =P

A es la base, P es la n-ésima potencia de 4, n el exponente. Se conoce Ay n, se
determina P.
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4.3.2.2 Radicacién
VP = A

A es la n-simaraiz de P; n es el indice. P cantidad sub-radical. Se conocen Py
n, se determina A.

4.3.2.3 Logaritmacién
Log,(P) =n

A es labase, P es el numero al cual se calcula el logaritmo. Se conocen Ay P, se
determina n.

Segun lo anterior, se tiene lo siguiente:

Logs(P)=n & A"=P

Por lo tanto: E(x) = a* =y siysolosi log,(y) = x = L(y)
Como E:R - R* entonces: L: R*— R

La funcion L es funcion logaritmica; entonces, L es también funcion biyectiva.
El dominio de L es R™.

Notas
Cuando la base del logaritmo es 10, entonces, se escribe Log,o(x) = Log(x).
Esta funcidn logaritmica se denomina funcion logaritmo decimal.

Cuando la base del logaritmo es el numero irracional e (nUmero de Euler, e =
2,718281 ...), entonces, se escribe Log,.(x) = Ln(x). Esta funcidn logaritmica se
denomina funcion logaritmo natural.

No existe logaritmo de cero ni de numeros reales negativos.

Ejemplos:
Log,(8) = 3 porque 23 =8

Log;(81) = 4 porque 3* =81
Log(100) = 2 porque 10% =100

4.3.3 Propiedades de los Logaritmos

Logq(xy) = Loga(x) + Log,(y)
X
Log, (;) = Logq(x) — Log,(y)

Log,(x™) = nLog,(x)
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Loga(¥x) = %LOga(x)

In(x)
Log,(x) = (@)
Loga(a) =1
Log,(a™) =n
Loga(l) =0
i ax = _ 1)
Si a®* = p entonces x = )

Log,(x) = Log,(y) siysolosix =y
Ejemplos:
Log,(81%) =30 =10 x Log,(8) = 10 x 3 =30
3 1 1 2
Logs(¥/25) = 3% Logs(25) =5 x2=3

Ln(30) 3,401197382 ...
Ln(2)  0,69314718

Log,(30) = = 4,906990596 ...

Log;(81) = Log;(3*) =4 x Logz(3) =4x1=4

Ln(80)
Ln(3)

Logs(80) = = 3,988692535

Log(10%%) = 20 x Log(10) = 20 x 1 = 20
Log,(21%) = 10 x Log,(2) = 10 x 1 = 10
Logs(5) = 1 porque 5! =5
Ln(e) = 1 Porque Ln(e) = Log.(e) y el =1
Log(10) = 1 porque Log(10) = Log,,(10) y 10t =1
Log(1) = 0 porque Log(1) = Log,,(1) y 10°=1
Ln(1) = 0 Porque Ln(1) = Log.(1) y e® =1

Notas
La expresion a* = b es una ecuacion exponencial; se debe cumplir que a >
0, a+1.

Se cumple que b € R*
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La expresion Log,(x) = b es una ecuacion logaritmica; se debe cumplir que
a>0,a1yx>0

Se cumple que: b € R.

Ejemplos:
5% = 625 Loge(625) = L7625
= 4 = = —=
X = LOgs Ln(5)
2% = 1.024 Log,(1.024) Ln(1.024)
= 1. - = . = =
X = 1092 Ln(2)
2% = 1,020 Log,(1.020) [n(1.020) _ 5 594
= 1. - X = : =———=
X =109 In(2) ’
2% = 1,050 Log,(1.050) Ln(1050) _ 1036
=1. - = . ==
X 092 Ln(2) ’

Nota.
Los logaritmos en base 10 y en base e, se los obtiene con calculadora mediante
las teclas Log y Ln.

4.4 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

x es la medida de un angulo en radianes o en grados sexagesimales.
Funcion Seno

S(x) = sen(x) = y; Dsen = R; Rgen = [-1,1]

Funcion Coseno

C(x) = cos(x) = ¥; Deos = R; Reos = [-1,1]

Funcidn tangente

sen(x)

Tg(x) = y; Drg={x € R/cos(x) # 0}; Rry =R

cos (x) -
Cotangente

cos(x)
sen(x)

Ctg(x) = =y; Dcrg ={x € R/sen(x) # 0}; Ry =R
Secante

Sec(x) =

cos (x) Dsec = {x € R/cos(x) # 0}; Rsec = (=00, —1] U [1, +00)

Cosecante
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Csec(x) = V; Desec = {x € R/sen(x) # 0}; Regec

sen(x) -
= (—OO, _1] U [1) +OO)

Si bien, el dominio de seno y coseno es R, generalmente se toma los intervalos
[0,27] o [—m, m].

El rango de seno y coseno es el intervalo [—1,1]; es decir, -1 < sen(x) <
1, -1<cos(x) <1, VxeR

Nota

sen®(x) = sen(x) x sen(x) = (Sen(X))z

La igualdad sen?(x) + cos?(x) = 1 se cumple para todo nimero real x; se llama
identidad fundamental de las funciones trigonométricas.

Otras identidades importantes son:
Sec?(x) =1+ Tg?(x)
Csec?(x) = 1+ Ctg?(x)

4.5 EJERCICIOS CON RESPUESTAS

1. Identificar las relaciones que son funciones; justifique su respuesta.

Nota.
Para demostrar que F: A — B, tal que F(x) = y, no es funcion, basta con tomar
un elemento a € A, para el cual F(a) ¢ B. Este proceso se llama contra ejemplo.

Expresion Respuesta

F:N — N tal que para todo n € N, No es funcion. Contra ejemplo: F(2) =
F(n) = % “¢N

F:N —>Q tal que para todo n € Esfuncion. Paracadanumero naturaln,
NF(n) =2 F(n=>€Q

G:N —»N tal que para todo n € No es funcién. Contra ejemplo: G(1) =
N,G(n) = —— —2gN

G:N >R tal que para todo n € Es funcion. Para cada n € N, G(n) =
N,G(n) = —— -2 eRr
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H:Z —-N tal que para todo n € No es funcion. Contra ejemplo: H(2) =

3 3
Z,H(n)——m —g——lﬁN
H:7Z —-Q tal que para todo n € Noesfuncion.Contraejemplo: H(-1) =
3 3
Z,H(Tl)——m —aﬁN
T:N —»NtalqueparaneN, T(n) = Es funcion. Para cada neN,T(n) =
8n + 10 8n+ 10 €N
T:N —N tal que paran € N, T(n) = Es funcion. Para cada
10n — 8 neN,10neNy10n > 10

T(1) = 2;T(2) = 12; T(3) = 22; T(4)
=32

S:Z —»7Z, tal que para n € Z,S(n) = Es funcion. Para cadaneZ,S(n) = 8n +
8n + 10 10€Z

S:N —N, tal que paran € N,S(n) = No es funcion.

10n-18 .
Contra ejemplo: S(1) = 10-18 =-8 ¢ N

o definida sobre R asi: a(x) = xfzo No es funcion. Contra ejemplo:
a(-20) =-= ¢ R

P

B definida sobre R asi: B(x) = Es funcion. Para cada x € R, x? >

A0 0 %2420 > 20
x2 + 20 # 0 y todo real x dividido entre
un real diferente de cero; es real. Asi
X
pues, f(x) = 7120 € R
y definida sobre R asf: y(x) = - o — No es funcion. (v20)" - 20 = 20 —
20=0
. V20
I . 2 = —5 =
Contra ejemplo: y(+/20) )0

o(x) = —— definida de R —{—20} Es funcién. Si xeR — {—20}, entonces:
x +20

hacia R x#-20 y x+20+0, por lo cual,

w(x) € R.

5 R—{—+20,V20} >R, asi:5(x) = & es funcién, porque si x€R-—
5x {— /20 ,/20}, entonces, x #
+v20 y x2-20 # 0. Asi, 5(x) €R

x 2-20
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hacia R

Héctor Jairo Portilla Obando
Segundo Javier Caicedo Zambrano

No es funcion, porque A(—3) = 12 _

27-27
12

— &R

€

No es funcion, porque:

para 2-u < 0 setiene que u >
2y po(u) &R

Contra  ejemplo:  ¢@4)=vV2—-4=
v=2¢R

Es funcidon, porque si ue(—x,2],
entonces:

2—u=>0-> u<2; entoncesv2—u
€ER

Determinar el dominio y el rango de las siguientes funciones reales; excepto
para las funciones «, B yy & para las cuales solo debe calcular el dominio.

Funciones

8
x+ 9

F(x) =

H(x)
X

~3x + 15

B(x) = x + 7
F(uw) =+Vu+12

H(u)
=+vV3u+15

x2 + 10

Respuestas
Dy = R—{-9}
Rr = R —{0}
Dy =R —{-5}

.

DF = [— 12, +00)

Rr=RtuU {0}
Dy = [-5,+)
Ry = R* U {0}
Dy
= (—0,-4]
U [4, +o0)
Rs=R* U {0}

Funciones Respuestas
— 10 =R-—
G(X) — DG R {9}
x—9
R; = R—{0}
OL(X) Da =R- {_3' 3}
_x+ 4
T x2 -9
y(x) D,
_ X+ 7 —R-{-V10,v10)
x%? — 10
G(u) D; = [10, +)
=Vvu—10 Ry = R* U {0}
v 7 +)
Dy = |z, +
=\V7u =3 T 7T
R = RT U {0}
S(u) Ds =R
— 92
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F(t) Dr=R
=t2-t-30
R [ 121 4 )
=|——,+
F 4 ]
W(t) Dy, =
=3t3 + 10t
RW =

Obtener la ecuacion pendiente-corte (es de la forma y = mx + n) de cada una

de las rectas descritas en seguida.
Condiciones

a) Pasa  por
A(-34) y B(1,-2)

los puntos

b) Pasa por el punto C(3,5) y tiene
pendiente 2

c) Contiene
D(4,5) y E(0,0)

a los puntos

Respuestas
Pendiente:
_—2-4 -3
M=1-=3) ~ 2
3
y—4=(—g)(x—(—3)) - y-
4=—2(x+3)
3 1
- = ——Xx ——
y=72%73

y-5=2(x-3) » y=2x-1

Pendiente:
5-0 5
MmM=%"0" 14
5 5
y—5=Z(x—4) oy =g

d) Pasa por el punto C(3,5) y tiene y-5=(-1)(x—3)>y=-x+38

pendiente - 1

Obtener los valores reales x para los cuales F(x) = 0.

Funciones Respuestas Funciones Respuestas
F(x)=x+12 | x=-12 F(x) = x-15 x =15
F(x)=7x+10 x——E F(x) = 8x-16 x =2
7
F(x) = x% + 20 | No existe x F (x) 3x2— 6x —45
€ R, tal que = 3x%- 6x- 45 =0-
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F(x)=0 3(x +3) (x
- 5)=0~-
x =—30x
=5
F(x) x>—x—-30=0 |F(kx)=x*-16 x> —-16=0-
=x%—x-30 -
x—4)(x+4)
(x+5)(x—6) =0-
=0 -
x=40x=—-4
x=—-50x=6

F(x)=x2—10 | x2—-10=0 > F(x) = x%2 —11x x2 —11x + 18

+18 |=0-
(= VT0) (x
+v10) =0 - (x—9)(x—-2)
=0-
ii/l__()\/l_oox x=90x=2

Resolver las siguientes ecuaciones. (In representa logaritmo natural)

Ecuaciones Procesos y Respuestas
X — Ln(125
> 125 5% =125 - xLn(5) = Ln(125) » x = M =
Ln(5)
2*¥ =1.02 Ln(1.025
025 2* =1.025 - xLn(2) = Ln(1.025) - x = (—)
In(2)
= 10,00140819 ...
5%+ 8 =133 5*4+8=133 - 5*=133-8 - 5*=125
- xLn(5) = Ln(125) —»
_ Ln(125) _
~ Ln(5)

2 —1.025=0 2% —1.025=0 - 2x = 1.025 - xLn(2) = Ln(1.025) -

_ Ln(1.025)

= 10,00140819...
Ln(2)

10(2%) = 15 10(2%) = 15 - (2%) = 15/10 = (2%) = 3/2 - xLn(2)
3
=“@*
3
_An ()

X = n(2) - x = 0,5849625...
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3(2*) —92
=100

2(3%)-92 = 70

3(2%) + 92
=110

3% =27

32 —2(3%) +1
=0

32% — 4(3%) + 4
=0

Loga(x) =b
Logs(x) =3
Log,(x) =10

Log,(x)—9=0

Log,(x)
=10,96578
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3(2%) —92 =100 - 3(2*) =100+ 92 = 192 - 2*

192
= T =64 >
XLn(2) = Ln(64) — x = D _
In(2)

162
2(3*) =162 - 3* = - xLn(3) = Ln(81) -» x

_ Ln(81)
~ ILn(3)
vy =18 g% = 18 _ _ Ln(6)
32¥)=18-2 —?—>an(2)— n(6)—>x—Ln(2)
= 2,5849625. ..
Ln(27)

2xIn(3) = Ln(27) - 2x =
=1,5

2x=3-5x==2
n@3) T T7 T3

(3%)?-2(3*) +1 = 0. Sea 3* = t,entonces: t*-2t + 1
=0->(t-Dt-1)=0->(t-1)?=0->t
=1

Como t=3* entonces 3* =1->x.ln3 =) > x =
In(1) _ 0

e e > X=0

(3%)?-4(3%) + 4 = 0. Sea 3* = t, entonces: t*- 4t + 4
=0-({t-2)(t-2)=0-(t-2)2’=0->t
=2

Como t =3* entonces 3* =2 - x.ln3=mnR2) > x =

izg - x = 0.630929753 ... > x = 0,63
x = aP
X = 53 = 125

x=210=1.024
Log,(x) —9=0- Log,(x) =9 » x =2° =512
x = 21096578 — 1,999 99406
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4.6 EVALUACION CON RESPUESTAS Y SUGERENCIAS
4.6.1 Definicion Relacion-Funcion

1. Larelacion F: N—R, tal que paracadan € N: F(n) = g, es funcion, porque:
Para cualquier numero natural ng es real y es unico.
Para cualquier numero natural n,g es numero natural

Para cualquier numero natural ng es numero entero y es Unico
R/ a)

Sugerencia. Es funcién, porque para todo nimero natural n, la fraccion g es un
numero real, ademas, es unico.

7

—, no es funcion,
n—8

2. La relacion G: N — R, tal que para cada n € N:G(n) =
porque:

Paran=8,G(8) = —=-€R

n—

Paran=8,G(8) = —=-¢gN
7 7
Paran=10,G(8)=m=EeN

R/ a)

Sugerencia. Para que G sea funcion, cada numero natural debe tener una
imagen real; ademas, debe ser unica. En este caso, el nimero 8 no tiene imagen.
Es el unico numero natural que no tiene imagen. No se puede dividir entre cero.

3. Larelacion G: N - Q, tal que paran € N: G(n) = % es funciodn, porque:

. . 20 . .
Para cualqwer numero natural n,m es numero entero y es unico.
- 20 . . .
Para algunos numeros naturales n,m es numero racional Yy €S unico.

. , 20 , . s .
Para cualquier nimero natural n,—— es nimero racional y es nico.
R/ c)

. ., . . . 20
Sugerencia. Es funcion porque cada nimero natural n, tiene su imagen — due
es numero racional y es unico. Tener presente que n + 3 es siempre numero
natural cuando n es natural.

5. La relacion H:Z —Z, tal que para todo n € Z: H(n) ="T+9, no es funcién,

porque:
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Existen numeros enteros, los cuales no tienen mas de una imagen en los
enteros.

Todos los numeros enteros, no tienen su respectiva imagen en los enteros.

Existen numeros enteros, los cuales no tienen su respectiva imagen en los
enteros.

R/ c)

. - . , +9
Sugerencia. Es suficiente que exista un niumero entero n, para el cual ”T no sea
nuamero entero.

Zzﬁ = % €Z; H4) = % = % ¢ 7. Es decir, 2 y 4 no tienen imagen en Z.

H(2) =
6. Larelacion H: Z — Q, tal que paratodon € Z: H(n) = ”_—J;l es funcion, porque:

1
Paracadan€Z "= €Q

n+1

Para algunos n € Z, —

€Q

1
Paracadannez "= ez

R/ a)

. . . . . +1
Sugerencia. Cada numero entero n, tiene su respectiva imagen n_—3 el cual es

nuamero racional y es unico. Tener presente que n + 1 siempre es entero cuando
n es entero.

7. Larelacion T: N — N, tal que paran € N: T(n) = 7n + 11 es funcidn, porque:

Para algunos numeros naturales n,7n + 11 es numero natural y ademas es
unico.

Para cada numero natural n, 7n + 11 es ndmero natural y ademas es unico.
Para cada numero natural n, 7n — 11 es numero entero y ademas es unico.
R/ b)

Sugerencia. Cada numero natural n, tiene su respectiva imagen: 7n + 11; es
numero natural y ademas es unico. Tener presente que 7n es siempre nimero
natural cuando n es natural y la suma de naturales es un nimero natural.

8. La relacion T:Z —Z tal que para n € Z:T(n) = 12n%- 14n + 20, es funcion,
porque:

Para cada numero entero n,12n%-14n + 20 es numero entero y ademas es
unico.
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Para algunos nimeros enteros n, 12n%- 14n + 20 es nimero entero y ademas es
unico.

Para cada numero natural n, 12n?-14n + 20 es nimero natural y ademas es
unico.

R/ a)

Sugerencia. Cada numero entero n, tiene su respectiva y unica imagen:

12n2-14n + 20; y es nimero entero. La suma, diferencia y producto de nimeros
enteros, es siempre otro niumero entero.

2x + 4
x + 20

9. Larelacion o definida sobre R asi: a(x) = , no es funcion, porque:

Para cualquier numero real x; a(x) ¢ R.

~40+4 _ 36
=—¢&R

Para x =-20: a(-20) = -20420 0

Para todo numero real x; a(x) ¢ R.
R/ b)

Sugerencia. Para que sea funcion, cada numero real debe tener una imagen, y
en este caso —20 no tiene imagen. Recordar que Tener presente que no se puede
dividir entre cero.

10. La relacion B definida sobre R asi: B(x) = xsz;x no es funcién, porque:

— 49

Para todo numero real x, 8(x) ¢ R.

Para cualquier numero real x, (x) ¢ R.

Parax = 7o parax = —7:x%2 — 49 = 0, y no se puede dividir entre cero.
R/ c)

Sugerencia. Para que sea funcion, cada numero real debe tener su imagen. En
este caso, -7 y 7 no tienen imagen; pues, B(7) =_Tz ¢R;, B(-7) =%2 ¢ R.
Estos son contraejemplos.

11. La relacion y definida sobre R asi: y(x) = %, es funcion, porque:

Para algunos numeros reales x;5—x € R y x2 + 49 es real diferente de cero:
luego 1(x) € R.

Para cualquier nimero real x;5—x € R y x? + 49 es real diferente de cero:
luego #(x) € R.

Existe un nimero real x, para el cual 5—x € R y x2 + 49 es real diferente de
cero.

R/ b)
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Sugerencia. Cada numero real x, tiene su respectiva y Unica imagen real. Se
cumple la definicion de funcion.

Paracadareal x: x2 >0 y x2+ 49 > 49 Luego, se puede dividir entre x? + 49,
porque es diferente de cero.

12. Larelacion o(x) = % definida de R — {—20} hacia R, es funcion, porque:
Para todo numero real x, w(x) € R.

Para cada numeroreal x,x +20#0 y w(x) € R

Paracadax € R—{-20}:x+20# 0y w(x) € R.

R/ c)

Sugerencia. Cada numero real x diferente de - 20, tiene su respectiva imagen
real % .Enestecaso,x+20 #0

13. La relaciéon ¢ definida de R —{— 7,7} a R asi: 6(x) = ;’2%:9 es funcion,
porque:

Paracadax e R- {-7,7}: x2 — 49 # 0; en consecuencia 5(x) € R

Para cada numero real x: x2 - 49 # 0; en consecuencia &(x) € R

Cada numero real x, tiene su respectiva imagen real

R/ a)

Sugerencia. El conjunto de partida es R - {- 7,7}, luego para cada numero real
x, diferente de 7 y de —7, existe su imagen real xszjfg. Tener en cuenta que
x2-49+#0y 5—x€ R.

14. Larelacion A(x) = HL_’CM definida sobre R, no es funcién, porque:

8

Para cualquier numero real x; 1 (x) € R.

Parax = 4: 128 — 2(4)3 =128 — 128 = 0; luego 1 (4) = ? ¢ R
Para todo numero real x; 1 (x) ¢ R.

R/ b)

Sugerencia. Como 4: R - R y 4 no tiene imagen, entonces A no es funcion. No
cumple la definicion de funcion.

15. La relacion ¢ definida sobre R por: ¢(u) = V12 — 3u, no es funcion, porque:
Parau >4:3u>12 y 12- 3u > 0. Luego V12 —3u ¢ R.

Para todo nimeroreal u: v12—3u ¢ R
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Para u<4, v12-3u ¢ R
R/ a)

Sugerencia. ¢: R - R, y si u € (4, + «), entonces 12 - 3u es real negativo, y la
raiz cuadrada de reales negativos no es numero real. Asi, no todos los nimeros
reales, tienen imagen real.

16. La relacion Q(u) = V12 — 3u ; definida de (—o,4] hacia R, es funcion,
porque:

Paraue(—x,4]: u<4—-> 3u<12—->12-3u=0. LuegoME R
Todo numero real u; tiene su respectiva imagen real

Para u € (4, +) se tiene que V12 — 3u € R

R/ a)

Sugerencia. 2 va de (—x,4] hacia R y cada elemento de (—, 4] tiene imagen
real, entonces 2 es funcion.

4.6.2 Dominio de Funciones Reales

1. El dominio de la funcién real F(x) = ix:;;,
R — {20}
R —{—-20}
R —{ -2}
R/ b)
Sugerencia.

Como F es funcion real, entonces: x + 20 # 0 - x #—20 - x € R—
{—20}

80

2. El dominio de la funcién real G(x) = —5 €
R — {80}
R — {—10}
R — {10}
R/ c)
Sugerencia.

Como G es funcidn real, entonces: x - 10 #0 - x# 10 - x € R— {10}
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2x
6x+3

3. El dominio de la funcién real H(x) =

=

, €S

R/ c)

Sugerencia.

H es funcién real, luego: 6x+3¢0—>6x¢—3—>x¢—%—>x¢—%—>xem{—

&)

4. El dominio de la funcién real o(x) = x’;tjG es
R — {—4, 4}
R — {—4}
R — {4}
R/ a)
Sugerencia.

x2—16#0 — x% # 16 »>Jx2 V16 — |x| #4 — x
£+4 — x eR—{—4,4)

5. El dominio de la funcion real B(x) = jf:slo
R —{—50}
R
R — {5 0}
R/ b)
Sugerencia.

Para cualquier real x: x2 >0 - x2+ 50 = 50 (Observe que x? + 50 # 0,Vx €
R)

6. El dominio de la funcion real y(x) = ;2":215 es:
R — {— 25,25}
R—{5}
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R—{—5,5}
R/ c)
Sugerencia.
x2—25#0 > x2#25 5 Jx2#25 5|x| #5 > x € R—{—5,5}

7. El dominio de la funcion real F(u) = vu — 18, es:

[—18, +00)
[18, +00)
(—0,18]
R/ b)
Sugerencia.

Como F es funcion real, entonces: u —18 >0 —» u>18 — u € [18,+x)

8. El dominio de la funcién real G (u) = vu + 30, es:

[—30, +)
[30, +0)
(=00, —30]
R/ a)
Sugerencia.

Como G es funcidn real, entonces: u+30>0 - u>-30 - u € [-30,+x)

9. El dominio de la funcion real H(u) = v16u + 4 es:
1
[ +e0)

-45)

R/ b)

Sugerencia.

Como H es funcion real, entonces: 16u+4> - 16u>—-4 - u> —1i6 > UuUE€
-2+)
4

10. El dominio de la funcion real a(x) = v10u — 3 es:
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[56:+)
—, 400
10’
[3, +0)
(-39
_m, —
10
R/ a)
Sugerencia.

Como a es funcidén real, entonces: 10u —3>0 - 10u=>3 - u=> 130—> ueE
[55+)
11. El dominio de la funcién real B(u) = vu? — 81, es:
(=00, =9] U [9, +0)
[9, +0)
(=0, —9]
R/ a)

Sugerencia.

u>—81>0 - u?>81 - Juz2=>v81 - |u/|=>9 »u=90u<-9 -u

12. El dominio de la funcién real o(v) = % es

[-5,5]
(=0, =5] U [5, +0)
(=00, =5] U [5, +o0) — {- 8}
R/ c)

Sugerencia.

v2—25>0-v2>25-5Jv2>V25 5 |v|=5-5v=>50v<-5 >
€ (o0 — 5] U [5, +00)

Ademas: v+ 8 # 0 - v # —8. Por tanto: v € ((—c0 — 5] U [5, +0)) — {- 8}
13. El dominio de la funcion real F(t) = tt —t — 30 es:

R

12

[_ﬁr + )
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Sugerencia. El dominio de toda funcion polindmica es R.
14. El dominio de la funcion real G(t) = 8t3 + 10t + 5 es:
[5, +00)
R
(=00, 0]
R/ b)
Sugerencia. El dominio de toda funcion polindmica es R.
15. El dominio de la funcién real H(x) = 8x* + 30x3 + 10x — 25 es:
(=00, 0]
[0, +00)
R
R/ c)

Sugerencia. El dominio de toda funciéon polindmica es R.

4.6.3 Rango de Funciones Reales

1. El Rango de la funcién real F(x) = 2x+4,
x+ 20
R-{2}
R — {20}
R —{-20}
R/ a)
Sugerencia.
2x + 4
T 20=y ->2x+4=y(x+20)->2x+4=xy+20y > 4—20y =xy—2x
-4 —-20y=(y—2)x
4 — 20y
- x = -y#+2->y eR—-{2}

y—2
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80

2. El Rango de la funcion real G(x) = ——

, €s:
R — {80}
R — {—10}
R — {10}

R/ c)

Sugerencia.

80
x—10

=y->80=(x—-10)y>80=xy—10y - 80+ 10y =xy > x
80 + 10y
=— >y #0

-y €eR-{0}

2x
6x + 3

3. EI Rango de la funcion real H(x) = es:

R — {3}

r-{3)

R —{-2}
R/ b)

Sugerencia.

2x
6x+ 3

=y->2x=(6x+3)y »2x=6xy+3y > =3y =6xy—2y > -3y
6y —2

=6y —2)x->x=

3y
6y —2

- X =

1 1
-6y—2+0 -6y * 2 —>y¢§ ﬁyER—{g}

4. El Rango de la funcién real F(u) = vu — 18, es:

[0, +0)
[-18,+0) [-18,+0o0)

(=00, 18]
R/ a)
Sugerencia.

Paratodou > 0: vu = 0. Sivu—18 =y entonces y =0 - y € [0, +)
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5. El Rango de la funcion real G(u) = vu + 30, es:

[30, +00)
[0, +0)
(—o0,~30]
R/ b)
Sugerencia.

Paratodou > 0: vu = 0. Sivu+30 =y entonces y =0 - y € [0, +)

6. El Rango de la funcion real H(u) = v16u + 4, es:
[0, +0)

.

R/ a)
Sugerencia.

Paratodou > 0: vu > 0. SivV16u +4 =y entonces y >0 — y € [0, +)

7. El Rango de la funcion real o(u) = v10u — 3, es:

(-3

[3, +0)

[0, +0)

R/ c)

Sugerencia.

Paratodou > 0: vu > 0. SivV10u —3 =y entonces y >0 — y € [0, +)

8. El Rango de la funcion real B(u) = vu? — 81, es:
[9, +0)
[0, +0)
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(—0,—9]
R/ b)

Sugerencia.

Paratodou > 0: vu = 0. Si Vu? —81 =y entonces y >0 — y € [0, +)

9. El Rango de la funcionreal F(t) =t?>—t —30 es:

[ 121 N )
——, 4
4 )
121 N )
_— (0e]
4 )
( 121
_m, — —
4
R/ a)
Sugerencia.
., . 2 . 4ac—-b?
El rango de la funcion F(x) = ax* + bx +c =y, paraa > 0es [ - ,+oo).
En estecaso:a =1,b = —1,c = —30; entonces gac-b? _ 4W(30-CDF 121
4 4(1) 4
10. El Rango de la funcidon real G(t) = 8t? + 10t + 5 es:
15 N )
—_— (0]
8 )
15 4 >
——, 400
8 )
(—0,0]
R/ a)
Sugerencia.
., . 2 . 4ac—-b?
El rango de la funcion F(x) = ax* + bx + ¢ =y,paraa > 0es [ - ,+oo).

4ac-b® _ 4(8)(5)-(10)*> _ 15

En este caso: a = 8,b = 10, ¢ = 5; entonces
4(8) 8

11. El Rango de la funcion real H(x) = 8x3 + 30x2 + 10x — 25 es:
R
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[0, +0)
(=00,0]
R/ a)

Sugerencia. El Rango de toda funcion polindmica de grado impar, es R.

4.6.4 Ecuacion Pendiente-Corte de Rectas

1. La ecuacion de larecta que pasa por los puntos A(— 44,40) y B(16,—80) es:

y=—2x+124
y =—2x+48
y=2x—48
R/ c)
Sugerencia.
_ —80—40 o L L 40— —2(x—(—48) oy

16— (—44) 60
=—-2x—88+40 - y=—2x—48

La pendiente de la recta que contiene los puntos diferentes (a,b) y (c,d) esm =
% o también: m = g

2. La ecuacion de la recta que pasa por el punto €(80,50) y tiene pendiente —60
es:

y = —60x + 4.850
y = 60x + 4.850
y = —60x — 4.850
R/ a)
Sugerencia.
y —50 = —60(x —80) -y =—60x + 4.800 + 50 — y = —60x + 4850

La ecuacion punto-pendiente de la recta que pasa por el punto P(a,b) con
pendiente mes: y —b = m(x — a)

3. La ecuacion de la recta que pasa por los puntos D(—20,—-60) y E(0,0) es:

y = 3x + 60
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y =3x+ 120
y = 3x
R/ c)
Sugerencia.
—-60—0
m=_—5"0-3 —»y—(-60)=3(x+20) >y=3x+60—-60 > y=23x

4. La ecuacion de la recta que pasa por el punto €(200,100) y tiene pendiente
m = 15, es:

y = 15x + 2900
y = 15x — 2900
y = 15x — 1300
R/ b)
Sugerencia.

y — 100 = 15(x — 200) — y = 15x — 3000 + 100 — y = 15x — 2900

4.6.5 Variables con Imagen Cero

1. El valor de la variable x para el cual F(x) = 0 donde F(x) = x + 40, es:

40
-40
0
R/ b)
Sugerencia.

Six + 40 = 0, entonces: x = —40

2. Los valores de la variable x para los cuales F(x) = 0, donde F(x) = x? — 81,
son:

x=30x=-3

x=27 o0 x=-27

x=90x=-9
R/ c)

Sugerencia.
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x>—-81=0 - (x+9)x—-9)=0 - x=—90x=9

3. El valor de la variable x para el cual F(x) = 0, donde F(x) = 30x- 10, es:

2
3
1
3
3
R/ b)
Sugerencia.
30 10=0 10 !
—_ = - = — - = -
x X=35 OX=3

4. El valor de la variable x para el cual F(x) = 0, donde F(x) = 72x — 27 es:

3
8
9
8
5
8
R/ a)
Sugerencia.
72 27=0 72 27 27 _3
j— = el = e d = —_——= -
X X X 7 3
5. Los valores de la variable x para los cuales F(x) = 0, donde F(x) =x? +
14x + 48, son:
6y8
6y —8
-6y —8
R/ c)
Sugerencia.

x> +14x+48=0 » (x+6)(x+8) =0 - x=—60x=-8

6. Los valores de la variable x para los cuales F(x) = 0, donde F(x) = x? — 16

son:
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4y —4
16 y — 16
8y —8
R/ a)
Sugerencia.

x>—-16=0 » (x+4)(x—4)=0 - x=—4o0x=4

7. Los valores de la variable x para los cuales F(x) = 0, donde F(x) = 3x? — 36
son:

12y —12
V12 y — V12
6y —6
R/ b)
Sugerencia

3x2-36=0 - 3(x2=12)=0 » x2=12 - x=+J12

8. Los valores de la variable x para los cuales F(x) = 0, donde F(x) = x? — 169,
son:

169 y — 169
14 y — 14
13 y —13

R/ c)

Sugerencia.

x>—169=0 - (x+13)(x—13) =0 »x=-13 0 x =13

9. Los valores de la variable x para los cuales F(x) = 0, donde F(x = 16x? — 8
es:

V2 V2

2777
1 1
1773
1 1
27 72

R/ a)
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Sugerencia.

I
=

N =
Il

I+
S

16x>—-8=0 — 16x%>=38 —>x2=£=1 S>x=+
16 2 -

sl -

4.6.6 Solucion de Ecuaciones Exponenciales

1. La solucidon de la ecuacion 4* = 1.024 es:

6
5
4
R/ b)
Sugerencia.
4* = 1.024 —>x=%&2)4)=

2. La solucion de la ecuacion 2(2*) = 256 es:

7
8
5
R/ a)
Sugerencia.
2(2%) = 256 2% = 220 _ 198  x = 17(128) _
2 In(2)

3. La solucidén de la ecuacidén 5%* —5 =10 es:

N~ [~ ©O]Fr

R/ c)

Sugerencia.
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52X _5=0 — 52 =5 - 2x

4. La solucion de la ecuacion 2* — 1.024 = 0 es:

10
9
8

R/ a)

Sugerencia.

2X 102420 - 2% = 1.024 — x = 02D _
Ln(2)

5. La solucidén de la ecuacion 40(2*) = 10 es

2
-2
-0,2
R/ b)
Sugerencia.
10 1 Ln(l)
40(2%) =10 - 2* = o=~ —>x=Ln(‘2‘)=—

6. La solucion de la ecuacion 2(3*) — 86 = 400 es:

50
0,5
5
R/ c)
Sugerencia.

486
2(3*) —86 =400 — 2(3*) =486 — 3* =T:243 ->x =

7. La solucion de la ecuacion 4(10%) — 27 = 13 es:
1
2

Héctor Jairo Portilla Obando
Segundo Javier Caicedo Zambrano

_1n(243)
Ln(3)
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R/ a)

Sugerencia.

40

4(10%) — 27 =13 - 4(10*) =40 - 10* =7 = 10 » x

8. La solucion de la ecuacion 3(100%) — 14 = 16

B Ln(10) B
~ Ln(10)

1
0,5
5
R/ b)
Sugerencia.
3(100%) — 14 = 16 — 3(100%) =30 — 100* = 2= 10 5= 110 _ (¢
3 Ln(100)
9. La solucion de la ecuacion 16(8%*) = 1 es:
_2
3
-0,6
—6,6
R/ a)
Sugerencia.
1
16(8%) =1 - 8% = % - 2x = LG((lg) = -1,33333.. 5 x = ﬁ
- x = —0,666666 =-0, 6
x= 2
3

10. La solucion de la ecuacion 6%* —4(6%) +4 =0 es:
0,386852807 ...
2,584962501 ...
2
R/ a)

Sugerencia.
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62X —4(6)+4=0 - (6?2 —-4(6%)+4=0
Seau =6"entonces: u? —4u+4=0-> (u—2)>=0 »u =2

Como u = 6* entonces 6% = 2 — x = ZZ% — 0,386852807 ...

4.6.7 Solucion de Ecuaciones Logaritmicas

1. La solucion de la ecuacion Log,(x) = b es:

x = b®
x =ab
x=ab
R/ b)
Sugerencia.

Logo(x)=b - x=a’

2. La solucidn de la ecuacion Log,(x) = —3 es:

8
-8
1

R/ c)

Sugerencia.

Log,(x) = -3 »x =273 =%

3. La solucion de la ecuacion Log;(x) = 8 es:

6.561
512
24
R/ a)
Sugerencia.

Log;(x) =8 —» x =38 =6.561
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4. La solucion aproximada de la ecuacion Logs (g) = 7,3689315 es:

3.279,999996
6.559,999993
7,3689315
R/ b)

Sugerencia.

Logs (%) = 7,3689315 — % = 373699315 = 3279,999996 - x = 3.279,999996 X
2 =6.559,999993

5. La solucion de la ecuacion Log(x) = 1 es:

0
1
10
R/ c)
Sugerencia.

Log(x) =1 »x =101 =10

6. La solucion de la ecuacion Log(x) = 2, es:

100
20
1.024
R/ a)
Sugerencia.

Log(x) =2 - x =102 =100

7. La solucion de la ecuacion Log(x) = 3, es:

100
1.000
10
R/ b)
Sugerencia.
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Log(x) =3 - x =103 = 1.000

8. La solucion de la ecuacion Log(2x) = 3 es:

200
100
500
R/ c)
Sugerencia.
1.000

Log(2x) =3 - 2x =103 = 1.000 » x = — = 500

9. La solucion de la ecuacion Log (g) =2 es:

200
100
20
R/ a)
Sugerencia.

X X
Log(E)=2 > Z=102=100 —x=100x2 = 200

10. La solucion aproximada de la ecuacion Ln(x) = 1, es:
2,718281828
1
0
R/ a)
Sugerencia.

In(x) =1 - x =e! =2,718281828 ... Para efectos de calculo, se suele tomar
x = 2,71828182

11. La solucion aproximada de la ecuacion Ln(x) = 2,302585, es:
2,302585
9,99999907 ...
10
R/ b)
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Sugerencia.

Ln(x) = 2,302585 — x = ¢2302585 = 9,999999(7 ...

Se plantea textualmente y se resuelve algunos problemas sencillos, para aplicar
ecuaciones y funciones, sobre todo polindmicas, con el propdsito que los
estudiantes reconozcan la gran utilidad de estos temas matematicos y vayan
adquiriendo capacidad para abordar problemas mas complejos y los puedan
estructura en términos matematicos, para luego obtener la solucion de los
mismos. Por esto, en el proceso de solucionar los problemas, de daran
explicaciones adicionales, se mencionaran temas matematicos estudiados, lo
cual sirve también como retroalimentacion.

En el planteamiento textual de un problema, se presentan datos conocidos y
datos desconocido; estos ultimos, en muchos casos, de los identifica con Ila
misma pregunta del problema y a los cuales se los representa con letras
variables o incognitas, tales como x, y, z, u, v, w, t; entre otras.

Se recomienda leer el planteamiento textual del problema las veces sea
necesario, con el fin de entender, asimilar su contenido y empezar a estructura
matematicamente el planteamiento para su solucion. Algunas veces es
necesario recurrir a graficas, expresiones particulares, entre otras, como se vera
en los ejemplos siguientes.

El administrador de un parqueadero dispone de una malla de longitud 240 m.
para hacer un cerco de base rectangular destinado al parqueo de motos.

Establecer la ecuacion que relaciona las dimensiones de la base del cerco, es
decir del rectangulo.

Despeje una variable e identifique la clase de funcién que se obtiene
Expresar el area de la superficie del cerco en funcién de una de sus dimensiones.
Solucion:

El unico dato conocido, es la longitud de la malla: 240 m. Ademas, se sabe que
se debe formar un cerco rectangular.

Sean x,y las dimensiones del rectangulo (superficie). No interesa la altura del
cerco, o sea, el acho de la malla.
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El perimetro del rectangulo es igual a la
Superficie base del cerco |y longitud de la malla, luego:

X x+y+ x+y=240 - 2x+ 2y =240
- x+y=120 -

y=-x+120 = f(x)
El area de la superficie del cerco es A = xy . Reemplazando el valor de y, se tiene:
A=x(—x+120) = —x% + 120x = s(x)
Las respuestas son las siguientes:

La ecuacion que relaciona las dimensiones de la base rectangular del cerco es:
x+y =120

f(x) = —x+ 120 =y Lafuncion f es lineal.

s(x) = —x?+120x = A. La funcion s es cuadratica. El area esta en funcion de
la dimension x.

La grafica de la funcion s, es una parabola que se extiende hacia abajo desde el
vértice V (60, 3.600).

Recordar la formula del vértice de una parabola. Ademas, el rango es (—oo,
3.600]. Esto nos dice que el maximo valor del area es: A = 3600 m?.

Por otra parte, como x + y = 120, entonces para x = 60 m, se obtiene y = 60 m,
lo cual nos dice que dicho rectangulo es un cuadrado, y en este caso se obtiene
el area maxima.

Aplicando Calculo Diferencial, para obtener éste valor maximo, se deriva la
funcion s, seiguala a cero y se obtiene el valor de x que es 60; se reemplaza este
valoren —x2 + 120x = A y se obtiene el valor de A = 3.600

Asi, para obtener mayor capacidad de parqueo de motos, se debe construir un
cerco de base cuadrada, cuyo lado debe ser de 60 m.

Se dispone de $7.200.000 para hacer un cerco rectangular aprovechando un
muro. El materia e instalacion del cerco cuesta: $8.000 el metro lineal para el
lado paralelo al muro; $12.000 por cada metro lineal de los dos lados laterales.

Establecer la ecuacion que relaciona las dimensiones del cerco.
Expresar una dimension en funcion de la otra e identificar el tipo de funcion.
Expresar el area de la base rectangular del cerco en funcion de una dimensién e

identificar la clase de funcion.
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Obtener las dimensiones de la cerca para las cuales se obtiene la mayor area de
la superficie y obtener ésta area

Solucion:

Datos conocidos: el valor disponible de $§7.200.000; el valor del metro lineal para
el lado paralelo al muro y de los otros dos lados es: $8.000 y $12.000
respectivamente.

Datos desconocidos: las dimensiones de la base rectangular (el suelo) y el area
maxima.

Segun los datos del problema, se tiene lo siguiente:

Si x es la longitud en metros del lado paralelo al muro, entonces 8.000 x es el
costo de construir ese lado.

Si y es lalongitud en metros de cada lado lateral, entonces 12.000 y es el costo
de construir cada lado lateral.

Asi, el costo de construir toda la cera es: 8.000 x + 12.000 y + 12.000 y, lo cual
es igual al valor disponible.

Luego: 8.000x + 12.000y + 12.000y = 7.200.00 — 8.000x + 24.000y =
7.200.000 —»
Muro 8x + 24y = 7.200 Simplificando entre 8:
Superficie base del cerco | y x + 3y =900
El suelo Despejando y se tiene: y = —x + 900 =
x f(x)

El area de la base rectangular es A = xy
Reemplazando y se obtiene:

A =x(—x +900) = —x2 + 900x = s(x)
Las respuestas son las siguientes:

La ecuacion simplificada que relaciona las dimensiones del cerco es: x + 3y =
900

Expresando el ancho de la base, en funcion del largo, queda asi: y = —x + 900 =
f(x); f es funcion lineal; la grafica es una lineas recta con pendiente m = —1

Expresando el area de la base en funcion del largo, queda asi: A = —x? + 900x =

s(x)

s es una funcion cuadratica. La grafica es una parabola que se extiende hacia
abajo desde el vértice.

V (450, 202.500). En consecuencia, el mayor valor de 4, es A = 202.500, el cual
obtiene para x = 450.
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Ahora, como y = — x + 900, entonces, para x = 450, se obtiene y = 450.

Las dimensiones de la base rectangular para obtener area maxima son de
450 m X 450 m; y su area maxima es: A = 202.500 m?

Con una lamina rectangular de 50 cm x 40 cm se elabora una caja sin tapa,
haciendo cortes cuadrados en sus esquinas y doblando las pestanas o bordes
por las lineas punteadas. Se plantea lo siguiente:

Establecer las ecuaciones que relacionan las dimensiones de la caja.

Establecer las desigualdades e intervalos de variacion de las dimensiones de la
caja (largo, ancho y altura)

Expresar el volumen de la caja en funcién de una sola dimensién (altura), e
identificar la funcidn obtenida.

Obtener las dimensiones de la caja si el volumen requerido es de 6.000 m3.

Obtener las dimensiones de la caja para las cuales se obtiene volumen maximo.
Obtener el volumen.

Solucioén:

Datos conocidos, dimensiones de la lamina: 50 por 40 cm. Datos desconocidos
o datos por determinar: dimensiones de la caja para obtener sus relaciones y el
maximo volumen de la caja.

Sea x el largo, y el ancho, z la altura en cm de la caja. Los cortes se hacen por
las lineas puntadas.

40 cm y 40cm y

50 cm 50 cm 50 cm

Por las lineas roja se dobla las pestanas, lo cual es la base de la caja. El ancho
de las pestanas es la altura de la caja.

Observando las graficas y teniendo en
cuenta los datos del problema, se
Yy tiene:x+2z = 50; y+2z=40

Restando la segunda igualdad a la
primera: x —y = 10
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Despejando variables: x =50 —2z; y=40—-2z;, x=10+1y

Siz =20 es decir, si se hace cortes cuadrados de 20 cm de lado, no se podria
formar una caja, pues se obtendria una franja de la lamina de 10 cm x 40 ¢m; no
habria pestafas para doblar. De igual manera, si z = 0, segun lo anterior, 0 <
z < 20. Multiplicando por -2, cambia el sentido de las desigualdades: 0 >
—2z > —40

Sumando respectivamente 50 y 40: 50 >50—-2z>10; 40>40—-2z>0 -
50>x>10; 40>y >0

Si 10<x <50, 0<y<40, 0<z<20, entonces xe€(10,50); y €
(0,40); z € (0,20)

Las ecuaciones que relacionan las dimensiones de la caja son:
Las respuestas son las siguientes:

x+2z=50; y+2z=40; x—y =10 o también: x =50-2z y=40-—
2z; x=10+y

Los intervalos de variacion de las dimensiones de la caja y sus respectivos
intervalos son:

10<x<50, 0<y<40, 0<z<20 - x€(10,50); y (0,40); z € (0,20)

El volumen de la caja es V=xyz - V=(50-22)(40—-22)z - V=
(2.000 — 180z + 4z%)z —

V = (2.000z — 18022 + 4z3) = f(2)

En la anterior igualdad, el volumen de la caja se expresa en funcion de su altura,
que es z. La funcion f es una cubica.

Si el volumen requerido es de 6.000 m® entonces 2.000z — 180z2 + 4z3 =
6.000 —»

473 — 18022 + 2.000z — 6.000 = 0 Simplificando por 4 se tiene: z3 —45z2 +
500z - 1.500=0

Las posibles raices racionales de la anterior ecuacion cubica, son los divisores
de 1.500, (48 divisores en total).

Pero se debe tener en cuenta que 0 < z< 20, luego, las posibles raices
racionales son: 1,2,3,4,5,6,10,12 y 15.

Comprobando con la divisidon sintética, se tiene que 10 es una raiz de la
ecuacion.

En consecuencia:
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(z —10)(z? — 35z + 150) = 0 y las raices de z? — 35z + 150 son:5 y 30.

En resumen, las soluciones de la ecuacidon z3 — 4522 + 500z — 1.500 = 0 son:
5,10 y 30.

Para el problema, se descarta el valor de 30; en consecuencia:

Paraz = 5,setiene:x = 50—-2%x5 =40, y = 40 —2x5 = 30.

Paraz = 10,setiene:x = 50—-2x10 = 30, y = 40 —2x10 = 20.

Para obtener un volumen de 6.000 m3 las dimensiones de la caja son: largo :40
cm, ancho: 30 cm, altura: 5 cm; o también: largo:30 cm, ancho: 20 cm vy altura:
10 cm.

Para obtener las dimensiones de la caja para que su volumen sea maximo, se
debe derivar respecto a z la funcién cubica f, igualar a cero este resultado,
resolver la ecuacion cuadratica que resulte y comprobar con ciertos criterios,
que el valor es maximo; pero esto es tema de Calculo Diferencial.

Se puede obtener un valor aproximado de z y luego los valores de x , y mediante
tablas elaboradas en Excel.

Por ejemplo, desde la celda A5 se escribe numeros enteros de 0 a 20; en B5 se
digita la formula: = 50 — 2 x A5 y se la copia hacia abajo; en C5 la formula: =
40 — 2 x A5 y se la copia hacia abajo; en D5 se digita la formula: =A5*B5+C5 y
se la copia hacia abajo.

En esta tabla se observaque para:z = 6, z =
es 6.384, sube a 6.552 y baja a 6.528

7,z = 8 , el respectivo volumen

Esto nos indica que, el volumen maximo se obtiene para z proximo a 7. En tabla
siguiente, se toma valores proximos a 7 y las cifras decimales se las establece
segun el volumen va aumentando, para luego disminuir, tal como en la tabla 1.

Tabla 1 Tabla 2

DIMENSIONES DIMENSIONES

Altura | Largo | Ancho

z X y Volumen | Alturaz | Largox | Anchoy | Volumen
0 50 40 0 7 36 26 6552

1 48 38 1824 71 35,8 25,8 6557,844
2 46 36 3312 7,2 35,6 25,6 6561,792
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44 34 4488 7,3 354 254 6563,868

42 32 5376 7,31 35,38 25,38 6563,97356

40 30 6000 7,32 35,36 25,36 6564,06067

38 28 6384 7,33 35,34 25,34 6564,12935

36 26 6552 7,34 35,32 25,32 6564,17962

34 24 6528 7,35 35,3 25,3 6564,2115

Ol 0 N o o b~ W

32 22 6336 7,36 35,28 25,28 6564,22502

10 30 20 6000 7,361 35,278 25,278 6564,22537

11 28 18 5544 7,362 35,276 25,276 6564,22553

12 26 16 4992 17,3621 | 35,2758 | 25,2758 | 6564,22553

13 24 14 4368 17,3622 | 35,2756 | 25,2756 | 6564,22554

14 22 12 3696 17,3623 | 35,2754 | 25,2754 | 6564,22554

15 20 10 3000 7,36231 | 35,27538 | 25,27538 | 6564,22554

16 18 8 2304 7,36232 | 35,27536 | 25,27536 | 6564,22554
17 16 6 1632 7,36233 | 35,27534 | 25,27534 | 6564,22554
18 14 4 1008 7,36234 | 35,27532 | 25,27532 | 6564,22554
19 12 2 456 7,36235 | 35,2753 | 25,2753 | 6564,22554
20 10 0 0 7,36236 | 35,27528 | 25,27528 | 6564,22554

7,36237 | 35,27526 | 25,27526 | 6564,22554

8 34 24 6528

Observar en la Tablal, los valores de x,y, z para obtener un volumen de 6.000
m3.

Segun la tabla2, se puede tomar las siguientes dimensiones:
x = 35,27526 cm; y = 25,27526 cm; z = 7,36237 cm

Pero en la practica y siendo las longitudes en centimetros, no se puede cortar
cuadros de 7,36237 cm.

Para una respuesta aproximada y factible segun el problema, se puede hacer
cortes cuadrados de 7,3 cm 07,4 cm.
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Una institucion educativa abre un curso para un maximo de 50 personas, con
un valor por persona de $200.000, siempre y cuando se escriban hasta 30
personas. Pero, si se inscribe mas de 30, entonces por cada persona adicional,
el valor por persona disminuye en $5.000.

Obtener el ingreso que recibe la institucion, en funcion del nimero de persona
que toman en curso.

Calcular el mayor el niumero de personas que deben tomar el curso, para que la
institucion obtenga mayor ingreso.

Si se inscriben 50 persona, ;cual es el ingreso para la institucion?

Teodricamente, ;cual es el nUmero de personas que deberia tomar el curso para
que el valor por persona se de $0?

Solucion:

Si x es un numero de persona que toman el curso y u el ingreso para la
institucion, entonces:

Parax < 30:u = 200.000x = f(x).

Ahora para x > 30 y para comprender la estructuracion del problema, se
plantea los siguientes casos particulares:

Si x = 31, es decir, si hay una persona adicional, entonces el valor para cada
persona es:

200.000 — 5,000 = 195.000
El ingreso es: u = (200.000 - 5.000) x 31 =195 x 31 = f(x)

Six = 32, 0 sea, si hay dos personas adicionales, entonces el valor para cada
persona es:

200.000 — 2 x 5.000 = 190.000
El ingreso es: u = (200.000 — 2 x 5.000) x 32 = 190 x 32 = f(x)

Six = 33, 0 sea, si hay tres personas adicionales, entonces el valor para cada
persona es:

200.000-3 x 5.000 = 185.000

El ingreso es: u = (200.000 — 3 X 5.000) x 33 = 185 x 33 = f(x)

Six = 34, cuatro personas adicionales, entonces el valor para cada persona es:
200.000 — 4 x 5.000 = 180.000

El ingreso es: u = (200.000 — 4 x 5.000) x 34 = 180 X 34 = f(x)
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En general, si n es el nUmero de persona adicionales a 30, es decir x = 30 + n,
entoncesn = x — 30

El valor para cada persona es: 200.000 —n X 5.000 = 200.000 — (x — 30) X
5.000

El ingreso parax > 30, es:

u = (200.000 - (x - 30) X 5.000)x = f(x) -
u = (200.000 - 5.000x + 150.000)x = f(x) -
u = (350.000 - 5.000x)x = f(x) -

u = 350.000x - 5.000 x% = f(x)

Elingreso que recibe lainstitucion, en funcién del nimero de persona que toman
el curso, es:

u = 200.000x = f(x) para x < 30 y u = 350.000x - 5.000 x>
= f(x) parax > 30

Para el primer caso, la funcién f es lineal, su grafica es una linea recta con
pendiente 200.000.

Para el segundo caso, la funcidn f es cuadratica y su grafica es una parabola
con veértice V(35,6.125.000) y como la parabola se extiende hacia abajo,
6.125.000 es el maximo valor de u, el cual se obtiene para x = 35.

Con las condiciones que establece la institucion, para que ésta obtenga un
mayor ingreso, el nimero de personas que deben tomar el curso es de 35y el
maximo ingreso es de $6.125.000.

Si en numero de persona que toman el curso es de 50, que el maximo de se
establece, el ingreso es:

u = 350.000 x 50 - 5.000 x (50)% = 1.7500.000 - 5.000 X 2.500 = 5.000.000

Si el curso lo toman 50 personas, entonces el ingreso para la institucion es de
$5.000.000

Obviamente este ingreso es menor que 6.125.000, pero asi resulta bajo las
condiciones que se establece.

Si u = 0, entonces: 0 = 350.000x - 5.000 x* = (350.000 - 5.000x)x — x =
0 0350.000 —5.000x =0

Las soluciones de esta ecuacion son: x = 0; x = 70
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Si no se inscriben al curso, es decir, x = 0 o si toman el curso 70 personas,
entonces el ingreso es $0.

Se debe construir una caja con tapa (cerrada), de base cuadrada y con una
capacidad de 216 litros, con una lamina delgada cuyo valor es de $100 el cm?.

Obtener el area total de la caja en funcidn de la longitud del lado de la base.

Obtener el area total de la caja si el lado de la base es: i) 59 cm; ii) 60 cm; iii) 61
cm.

Obtener las dimensiones de la caja 'y el respectivo volumen, con cada uno de los
valores anteriores.

Establecer en funcion del lado de la base, el costo total del material empleado.

Establecer el costo del material de la caja, si el lado de la base es: i) 59 cm; ii) 60
cm; iii) 61 cm.

Sugerencias.
1 litro equivale a 1.000 cm?3
Si las dimensiones de una caja son a, b, ¢, entonces su volumen es: axbxc

El area de un rectangulo de dimensiones a, b es: axb

Respuestas.

Si x es la longitud del lado de la base, entonces el area total de la caja es: A; =
2x3 + 864.000 = F(x0)

X
Las respectivas areas para x =059, x =60, x =61 cm,son:
21.600; 21.606,06; 21.605,93 cm?

Las dimensiones de la caja para:

x = 59,son: 59,59;62,05113473 cm? (valor aproximado 62,05) y el volumen es
216.000 cm3.

x = 60 son 60;60;60 cm? y el volumen es: 60 X 60 X 60 = 216.000 cm3

X
= 61,s0n:61;61;58,04891158 cm? (valor aproximado 58,05) y el volumen es 216.000 cm3
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El costo total del material empleado en funcion del lado de la base, es:
2x3 + 864.000
2 R %100 = g(x)

El costo total del material empleado si x = 59, x =60, x =61 cm es
respectivamente:

2.160.000 pesos; 2.160.606 pesos; 2.160.593 pesos

Un fabricante hace cajas de cartén sin tapa (abiertas), con ldaminas cuadradas
de 30 cm de lado, haciendo cortes cuadrados en las esquinas de la [amina.

Establecer las ecuaciones que relacionan las dimensiones de la caja.

Establecer las desigualdades e intervalos de variacion de las dimensiones de la
caja (largo, ancho y altura)

Expresar el volumen de la caja en funcién de una sola dimension (altura), e
identificar la funcién obtenida.

Obtener las dimensiones de la caja para las cuales se obtiene volumen maximo.
Obtener éste volumen.

Sugerencias. Se puede basar en el ejemplo precedente.
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Introduccion a los Fundamentos de
Matematicas Generales

Esta obra nace por el interés de los autores de publicar un documento introduc-
torio sobre fundamentos de matematicas generales que sirva de consulta y
nivelacion a estudiantes que ingresan a primer semestre 3 la Universidad de
Narifio, sobre todo, a estudiantes de programas que tienen relacion con las Cien-
cias Basicas, Técnicas e Ingenierias.

Los temas que se abordan en esta obra han sido seleccionados a partir de (3
experiencia de los autores, quienes reconocen en ellos las dificultades de los
estudiantes, tanto en lo conceptual como en lo procedimental. Para el efecto, se
presenta, en forma resumida, la conceptualizacion, ejemplos y, luego, se pro-
ponen gjercicios incluyendo las respectivas respuestas. Adicionalmente, en cada
capitulo se propone una evaluacion que contiene preguntas organizadas por
temas, en [3s que se indica |3 respuesta correcta y se propone una sugerencia
que, bien retroalimenta o quia la obtencidn de la misma.

Esta obra esta organizada en cuatro capitulos. El primero, “Elementos de légica
matematica y teoria de conjuntos”, presenta aspectos basicos de proposiciones
simples, compuestas, tablas de verdad y aplicaciones a la teoria de conjuntos. El
segundo, “Conjuntos numeéricos”, contiene un repaso de los sistermas numeéricos:
conjunto de los nUmeros naturales, enteros, racionales, irracionales y reales, con
la operatoria aritmeética.

Eltercero, “Introduccién al Algebra”, aborda un repaso general de expresiones
algebraicas, polinomios, raices de polinomios, factorizacion y teoremas relacio-
nados con (as raices de polinomios. Finalmente, el capitulo cuarto, “Funciones’,
contiene aspectos generales de funciones, para luego centrarse en el estudio de
las funciones numeéricas reales, a saber: polinémicas, exponenciales, logaritmi-
cas y trigonométricas. No obstante, en lo que corresponde a funciones trigo-
nométricas, solo se introduce la definicidn, sus dominios y rangos; dado que se
trata de un texto para repaso de fundamentos de matematicas generales. Su
ampliacion sera abordada en una obra que se publicara posteriormente.
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