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GLOSARIO

GEOFISICA Rama de la ciencia que aplica los principios fisicos al estudio de la
tierra.

RESPUESTA DE TRANSICION Respuesta de un sistema debido a fuentes de
excitacion que varian sinusoidalmente con el tiempo.

APROXIMACION CUASI-ESTATICA  Aproximacion utilizada en aplicaciones
geofisicas que consiste en despreciar las corrientes de desplazamiento que
dependen de la permitividad eléctrica ?. No es vélida en todos los casos, pues Si
la resistividad ? es muy grande y la frecuencia alta, deja de ser satisfactoria.

ONDAS PLANAS uSe caracterizanu por el hecho de que en cualquier instante los

campos eléctrico E y magnético H son uniformes en un plano perpendicular a la
direccion de propagacion de la onda.

MEDIO ILIMITADO Modelo utilizado en Geofisica para aplicaciones donde los
efectos de la interfase aire-tierra se desprecian (Método borehole).

MEDIO ESTRATIFICADO De importancia en métodos de prospeccion geofisica
puesto a que son modelos muy aceptables para muchas estructuras geoldgicas.



RESUMEN

El trabajo de grado “ ELECTROMAGNETISMO DE TRANSICION APLICADO A LA
GEOFISICA”, consta de dos partes. En la primera, se presentd un analisis
netamente analitico del campo electromagnético de transicion generado por una
fuente portadora de corriente constante | cuando esta se desconecta
abruptamente. Tales soluciones analiticas se obtuvieron para el caso de la fuente
actuando sobre un medio ilimitado (utilizado en problemas donde los efectos de
interfase aire-tierra se desprecian), y un modelo de tierra homogéneo; es decir, se
considerd el modelo de dos capas (aire-tierra), en donde la capa terrestre se la
toma como infinita (h? ?). Se hizo inicialmente un andlisis para el caso de la

fuente portadora de corriente, como un dipolo magnético, actuando sobre un
medio ilimitado y luego sobre un semi-espacio homogéneo. En base a las
soluciones obtenidas se formulé las soluciones para el caso general donde se
considera a la fuente como una espira grande portadora de corriente constante
(conformada por pequefios dipolos magnéticos) actuando sobre un tierra
homogénea. En la segunda parte se obtuvo las soluciones analiticas para la espira
grande actuando sobre un suelo homogéneo, y luego se pasé al caso mas
complejo donde se consider6 a la espira grande de corriente actuando sobre un
medio isotrépico de n capas, n?234. Para cada caso se toma las capas

homogéneas y cada cual con sus respectivas propiedades electromagnéticas:
permeabilidad magnética?, , conductividad eléctrica?,y permitividad eléctrica ?, ,y
espesores h . En esta parte, se encontro las soluciones para el campo magnético

vertical arménico en el centro de la espira grande portadora de corriente
constante, con ayuda de métodos computacionales debido a la complejidad de las
ecuaciones.

Ya que el problema fue tratado como una aplicacion a la geofisica se va a tener en
cuenta algunas consideraciones como: trabajar el problema en el caso cuasi-
estético (se desprecian las corrientes de desplazamiento), y se trata al suelo como
impermeable (?, ? ?,); es decir, se toma la permeabilidad del sistema como la

permeabilidad magnética del vacio.



ABSTRACT

The thesis titled “Electromagnetism of transition applied to Geophysics” is divided
in two parts. The first one is related purely to the analytic analysis of the
electromagnetic field of transition generated by a bearer source of constant current
| when it is abruptly unplugged. Such analytical solutions are present in the case
of the source acting over an media unbounded (used in problems where the effects
of interface earth-air are despise), and one homogeneous earth model; that is to
say, two layers (earth-air) model was considered, where the terrestrial layer is
considered as infinite (h? ?).The analysis begins considering the bearer source

of current as a magnetic dipole acting over an media unbounded and then over an
homogeneous half-space. Based on the obtained solutions were formulated
solutions to the general case where the source is considered as a big bearer loop
of constant current (conforming little magnetic dipoles) acting over an
homogeneous earth. In the second part it begins from the analytical solutions to
the big loop, priorly obtained, then we move on to the more complex case wich
considers the big loop of current acting over an isotropic earth of n layers,
n? 234. Itis considered for each case the homogeneous layers an each one with

its corresponding electromagnetic properties: magnetic permeability ?,, electric

conductivity ?, and electric permittivity ?,, and thickness h,. In this part is found

the solutions for the harmonic vertical magnetic field in the center of the big bearer
loop of current constant the electromagnetic field of transition, with help to the
computer methods due to its high complexity of the equations.

Since the problem was treated as a Geophysics application some considerations
will be taken into account: work the problem in a cuasi-static case (the
displacement currents are not into account) and the soil is treated was waterproof
(?, ?7?,); that is to say the permeability of the system is taken as a magnetic

permeability of the vacuum.
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INTRODUCCION

El presente trabajo esta enfocado en un contexto puramente Fisico-matematico,
gue pretende describir y calcular el campo electromagnético arménico que se
produce cuando sobre un suelo de n capas planas actia una espira circular
portadora de corriente.

Ademas, se presenta la solucién para el campo electromagnético de transicion
gue se produce cuando la corriente que circula a través de la espira ubicada sobre
un suelo homogéneo, es cortada abruptamente en el tiempo.

Se presenta soluciones analiticas bien detalladas para suelos homogéneos,

mientras que para medios estratificados los resultados se presentan con la ayuda
de métodos computacionales utilizando el programa computacional Maple 9.

18



1. OBJETIVOS
1.1 OBJETIVO GENERAL

Calcular el campo electromagnético armonico y de transicion generado por una
fuente circular sobre un sistema de n capas.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Calcular el campo electromagnético armoénico, en un suelo de n capas
homogéneas con pérdidas, generado por una espira circular portadora de
corriente.

Calcular el campo electromagnético de transicién, en un suelo homogéneo, que se
produce cuando la corriente que circula a través de la espira es cortada
abruptamente en el tiempo.

Identificar las leyes y relaciones del electromagnetismo y las herramientas
matematicas necesarias para la solucion del problema planteado.

Construir la solucion para el campo electromagnético armonico y de transicion.
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2. ANALISIS DE FOURIER

En el desarrollo del trabajo se tienen en cuenta las transformadas de Fourier para
pasar las ecuaciones fundamentales de Maxwell del dominio de la frecuencia (?),

al dominio del tiempo (t),
2.1 TRANSFORMADAS DE FOURIER

La integral de Fourier o transformada de Fourier de f (t), se define como

F(?)? ;f(t)e?j?tdt (2.1)

22
su forma inversa se denota por:

f (t) ?% ?’_J:(’?)ej?td’? , (2.2)

t??

De la teoria de transformadas de Fourier se pasa a la teoria de la transformada de
Laplace’, ya que facilita hallar el campo electromagnético de transicién resultante
de una corriente funciébn paso que circula a través de una espira circular
conductora cuando es cortada abruptamente.

2.2 TRANSFORMADA DE LAPLACE
La transformada de Laplace de una funcion f(t), se define como

L% )22 F(s) ? ’)f (t)e™dt, (2.3)

0

Donde s es una variable compleja, €?? ? j? . La notacién operacional L:f ()"
significa “transformada de Laplace de f(t)”.

La transformada inversa de Laplace esta dada por la integral compleja de
inversion.

L HWEI P, Hsu. Analisis de Fourier. Primera Edicién Michigan. Addison-Wesley Iberoamérica, p.
259-261.
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2,22

f(t) ? L*E(9)?? o F(s)e’ds,, (2.4)

Faop

En muchos casos, la transformada inversa de Laplace se puede obtener por
integracion formal, esto basado en la propiedad de unicidad de la transformada de
Laplace; es decir, para una funcion f(t), hay una funciébn F(s) que es Unica y

viceversa, esto se cumple siy solosit?0.
2.3 SISTEMAS LINEALES

Para el desarrollo de las siguientes fases de la investigacion, se hara uso de la
teoria de sistemas lineales, debido a que lo que se quiere es conocer la respuesta
del sistema (suelo de n capas) a la fuente excitadora (espira circular de corriente).
La accion de dicha fuente como se vera mas adelante puede ser representada
COmMoO una superposicion de ondas.

Se parte de que en todo sistema hay una funcién de entrada (o funcién de
excitacién) y una funcién de salida (o funcién de respuesta). Ademas Dicho
sistema queda completamente caracterizado si se conoce la naturaleza de la
dependencia de la salida sobre la entrada.

Si se supone que la respuesta de un sistema a la excitacion f,(t) es la funcion
f,(t) y si la respuesta de ese sistema a la excitacion f,(t) =a,f,(t)+a,f,(t) es
f,(t)=a,f,(t)+a,f,(t);donde a ya, son coeficientes que no dependen del

tiempo, se dice que es un sistema lineal. Por lo tanto, un sistema lineal se puede
definir como un sistema al cual se le puede aplicar el principio de superposicion.

2.3.1 Respuesta de un sistema lineal a un escaldon unitario. La respuesta de un
sistema al escaldn unitario u(t) se denota por a(t), entonces,

LU(t)?? a(t), (2.5)

Después de algunos procedimientos?, se llega a que la respuesta de un sistema a
un escaldn unitario, que se expresa como:

at) ? :21(?)d? , (2.6)

H
??

a(?) ? a(t)],, ? H(0), (2.7)

2 HWEI P, Op. cit., p. 138 -139.
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donde H(0) es el valor de la funcion del sistemaen? ?0o0ent??.
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3. ECUACIONES DE MAXWELL Y ECUACIONES DE ONDA

En esta fase del proyecto, se tendran en cuenta las ecuaciones deuMaxweII y las

condiciones de frontera mas apropiadas para los campos eléctrico E y magnético
L

H pues es a partir de éstas que se comienza a formular la solucién para el campo

electromagnético de transicién, incluyendo las ecuaciones de onda permitiendo
expresar el campo eléctrico y magnético en forma de ondas
3.1 ECUACIONES DE MAXWELL

Un campo electromagnético puede ser definido como el dominio de las cuatro
funciones vectoriales e, b, d, h, donde:

e intensidad de campo eléctrico [V / m]|

oC

intensidad de campo magnético [A/ m]
d desplazamiento dieléctrico [C/m?]
tu) induccion magnética[T]
Ademas, en las ecuaciones de Maxwell aparecen las siguientes cantidades
T densidad de corriente eléctrica [ A/ m?]
? densidad de carga eléctrica [C].

Experimentalmente se ha comprobado que todos los fendmenos
electromagnéticos obedecen a las ecuaciones de Maxwell presentadas en el
dominio del tiempo y la frecuencia en la tabla 3.1

23



Tabla 3.1. Ecuaciones de Maxwell en el dominio del tiempo y la frecuencia.

ECUACIONES DE MAXWELL ECUACIONES DE MAXWELL EN EL
EN EL DOMINIO DEL TIEMPO DIOMINIO DE LA FRECUENCIA
212t 2i?
D [ | T i T
??g?gg?o ?2E?i??H ?0
2t
0 O od > o A\
??h¢@?? ?2?H?2(( ?2I7?)E?0
2t
[ () [ [
?2.b?20 ?.H?0
[ [ | ] | ]
?2.d?7? 2 E?27?2/?

Fuente: NABHIGUIAN. p. 132 - 134

En la tabla 3.1, se debe tener en cuenta que para pasar del dominio del tiempo al
dominio de la frecuencia, se utiliza la transformada de Fourier unidimensional,
ecuacion (2.1); ademas, estan implicitas las relaciones constitutivas.

3.2 RELACIONES CONSTITUTIVAS

Las ecuaciones de Maxwell en el dominio del tlempo son ecuamones diferenciales
inacopladas de las cinco cantidades vectoriales e b h dy j Estas ecuaciones

pueden ser acopladas a través de las siguientes relaciones constitutivas en el
dominio de la frecuencia.

D?%E (3.2)
B? ?H (3.3)
J?7E (3.4)

Las cantidades ?,? y?, describen respectivamente la permitividad dieléctrica,
permeabilidad magnética y la conductividad eléctrica.

En la mayoria de problemas electromagnéticos elementales se asume el siguiente
orden para simplificar el andlisis:

a. Todo medio es lineal, isotrépico, homogéneo, y posee propiedades
electromagnéticas que son independientes del tiempo, temperatura o presion.
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b. La permeabilidad magnética ? se asume la del espacio libre, es decir:?,,

3.3 ECUACIONES DE ONDA

Como su nombre lo indica, permiten expresar el campo eléctrico y magnético en
forma de ondas. Se parte de las ecuaciones de Maxwell para regiones
L

homogéneas libres de fuentes ? vy j, y se utilizan algunas identidades vectoriales.
L
Ad(amés, son ecuaciones acopladas que dependen de un solo campo vectorial E

o0 H, caso que no se presenta en las ecuaciones de Maxwell en el dominio del
tiempo (cinco campos vectoriales) y en el dominio de la frecuencia (dos campos
vectoriales). Estas ecuaciones existen en el dominio del tiempo, pero las mas
utilizades esutén en el dominio de la frecuencia; por lo tanto las ecuaciones de onda

para E y H respectivamente, son:

0 5L L

22627225992 % 5, (3.5)
2%t 2%t

0.0 o2h oﬁ

2%h229 1229 Dog (3.6)
2t* %

22E2K?E 2 0 (3.7)

22H 2Kk?H 2 0 (3.8)

donde
k2 ?227?22°2i?2??,

Que representa el médulo del vector numero de onda.
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4. CONDICIONES DE FRONTERA

El campo primario da lugar a una distribucion secundaria de cargas y corrientes y
por consiguiente a un campo secundario. EI campo resultante es la suma de los
campos primarios y secundarios, cada uno de los cuales debe satisfacer las
ecuaciones de Maxwell mas las condiciones apropiadas para ser aplicadas a
fronteras entre las regiones homogéneas, presentes en el problema y que se
detallan a continuacion:

(]

NORMAL B: La componente normal B, de Bes continua a través de una
interfase de separacion entre el medio (1) y el medio (2)

By ? B, (4.1)
NORMAL D: La componente normal D de D, es discontinua en una interfase
debido a la acumulacion de densidad de carga superficial ?

D,?D,??, (4.2)

TANGENCIAL E: La componente tangencial E,de E, es continua a traves de una
interfase de separacién entre el medio (1) y el medio (2)

E,?E, (4.3)

t1
TANGENCIAL H: La componente tangencial H,de H, es continua a través de
una interfase si no hay corriente superficial

Ho ? H

L

02 (4.4)

DENSIDAD DE CORRIENTE J: La componente normal J, de 3 es continua a
través de una interfase

J.?J, (4.5)

n
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5. REFLEXION Y REFRACCION DE ONDAS PLANAS

Las ondas electromagnéticas son reflejadas y refractadas en una interfase plana,
separando medios de diferentes parametros eléctricos. Dicha reflexion y refraccion
son gobernadas por las leyes de Snell y las ecuaciones de Fresnel.

5.1 LEYES DE SNELL

Sea una onda plana, uniforme, homogénea y linealmente polarizada incidiendo
desde un medio al otro y cada uno de éstos con sus respectivos parametros
eléctricos ?,,7,,?, ¥ ?,,7,,?,, los cuales estan en contacto a través de una
superficie plana infinita S(ver ng. 5.1). Dicha onda, incide en la direccion denotada

por el vector nimero de onda k., o por el angulo de incidencia ?,. Parte de la onda
L

incidente es reflejada en la direccion del vector nimero de onda k. o ?_,y la otra
L1

parte es transmitida dentro del segundo medio en la direccion de k, o ?,. Para una

L ()

onda plana, uniforme y homogénea E, H yk son ortogonales entre si, por lo tanto:
E?H ?k

L L L1
Figura 5.1. Vectores de onda incidente ki , reflejado kry transmitido kt en una interfase plana S,

la cual separa el medio ?,,?,,?, del medio ?,,7,,?,.

Fuente: NABHIGUIAN. p. 183

Los vectores eléctrico y magnético de la onda incidente estan denotados por:

U_u e
'E? Ee™” (5.1)
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k?'E

i
'H ? :
27

??.

(5.2)

[

donde E,, es la amplitud compleja de la onda incidente. El plano definido por los

L
vectores nyk. es llamado plano de incidencia. De forma anéloga se definen los
vectores eléctrico y magnético para las ondas reflejada y transmitida.

Se pueden encontrar relaciones entre las tres uolireucciones haciendo uso de las
condiciones de frontera para la cgntinuidad de EyH tangenciales en la superficie
S(z?0). De la continuidad de E tangencial y teniendo en cuenta que la Unica
forma que se cumpla es cuando los argumentos de los exponenciales son iguales,
r

k..r 2 k,.r ?k,.

, (5.3)

gue luego de aplicar algunas identidades vectoriales y observar su orientacion
vectorial en la figura 5.1, se transforman en,

sen?; ? sen?, . (5.4)
k;sen?, ? k,sen?,, (5.5)

Las ecuaciones (5.4) y (5.5), son las llamadas Leyes de Snell de reflexion y
refraccion.

5.2 ECUACIONES DE FRESNEL

Estas ecuaciones relacionan las amplitudes de los campos vectoriales. Al igual
que en el tema anterior, se considera reflexion y refraccion de ondas planas y
uniformes en una interfase S. De la continuidad de E tangencial, considerando la
ecuacion (5.3), se obtiene:

L L

A?(E ?E)?A?E,. (5.6)

[

Por otro lado, la continuidad de H tangencial expresada en términos de Ei, Ey
Et se define como:
L L N S e O N A A R A S SR |
(W?E)k ?(1?k)E ?(W?E )k 2(A?k)E -2 (A?E )k ?(17k)E - (5.7).
"2

[ E—
o)
"1
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L
La ecuacion (5.7) puede resolverse tomando la orientacion de E, como una
componente normal al plano de incidencia y una componente en dicho plano.

L L L
Figura 5.2. Orientaciones relativas de los vectores E,H yk para una reflexion en una superficie
L

plana cuando E; es normal al plano de incidencia.

? Vector Sle
? Vector Entra

Fuente: NABHIGUIAN. p.187

5.2.1 E, Normal al plano de Incidencia. Ya que el plano de incidencia contiene a

L L L

k, k., k y n,ypuesto que Ei,li y Et son normales al plano de incidencia,

haciendo referencia a medios isotrépicos (ver figura 5.2), la ecuacién (5.7) se
reduce a,

0 0 2k 0
cos?,E, ?cos? E, ? olkz cos? E,, (5.8)
t2™

L L L
ésta, es la primera de las dos ecuaciones que relacionan E;, E y E,. Para obtener

la segunda ecuacién se toma el producto cruz de ncon el lado derecho e izquierdo
de la ecuacion (5.6), obteniéndose

E ?E ?E,. (5.9)

-

resueltas las ecuaciones (5.8) y (5.9) se obtiene E .y E, en términos del campo
eléctrico incidente E,,

n2 2 2n L2
U ?2,kcos?, ?? kZ?2k’sen®?, i U

E ?
2 2enn2n 2
?,k, cos?, ’?’?ﬂ(2 ? Kk sen?, !

(5.10)

29



2?,k, cos?, U

(5.11)
/2
2,k cos?, 22, k2 2kZsen??, ?

0
E ?

de la ecuacién (5.10), se desprende que la razdn entre el campo eléctrico reflejado

L
y el incidente, conocida como la amplitud del coeficiente de reflexion r, para E,
perpendicular al plano de incidencia, es:

? 27
r 2 B o 2?7, (5.12)
E  2,u,?7?,U,

ecuacion en la que se han realizado las siguientes sustituciones:
u, ? k, cos?,,
2 2 2 1/2
u, ? (k; ?k;sen?,)" ",
En forma general la ecuacién (5.12) se puede expresar

2.u_?? u
r,?—72-om’‘mn (5.13)
- 2.u.?? U

1 m=n

donde se asume que la onda se origina en el medio m y es reflejada por el medio
n.

L L
5.2.2 Een el plano de incidencia. Dicho de otra manera H, normal al plano de
incidencia. Para este caso, se cumple que:

A?H, ?A?H, ?n?H, ?0, (5.14)
En la ecuacién (5.14), se ha asumido que los argumentos de los exponentes de la
funcién de onda deben ser idénticos en la interfase. Tomando el producto cruz de

k. en ambos lados de la ecuacion (5.2), se obtiene el siguiente resultado:

(5.15)

Ya que E;, H,yk son un conjunto ortogonal, la ecuacion (5.15) se transforma en:

[J 22 U
E ??—Lh ?H,, (5.16)

B
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L
en la que A es un vector unitario en la direccion de k. De manera similar se
L L
definen E, y E,.

[J 22 U

E, ??—Lh ?H,, (5.17)
kl

[J 22 U

Et’?’?klnt?Ht. (5.18)
1

Por tanto, llevando el resultado de las ecuaciones (5.16), (5.17) y (5.18) a la
ecuacion (5.6) y teniendo en cuenta la siguiente identidad vectorial,

A? B?C'!? (A?C)B? (A?B)C,
y la orientacién de los vectores de la figura 5.2, se obtiene como resultado:

0 0 2k 0
cos? H, ?cos? H, ?%cos’?th. (5.19)
12

Para obtener la segunda ecuaciéon se toma el producto cruz de n con la
L
continuidad de H tangencial, definida como

[} [}

A?2(H, ?H,) 2 A?H,, (5.20)
obteniéndose como resultado

H ?H, ?H,. (5.21)

Resolviendo las ecuaciones (5.19) y (5.21) se obtiene,

M2
i H, (5.22)

r
HD ?.kZ cos?, ? ?,k, k5 ? k/sen®?
2 2 2epm2n 2
2 k2 cos?, 2 2,k k2 2 k2sen??,

?

2?.kZ cos?,
2 2 2emm2n P2
2 k2 cos?, 22,k k2 2k2sen??, ?

De la ecuacion (5.22) se desprende una relacién importante, determinada por la
razon entre la intensidad de campo magnético reflejado y el transmitido, llamada

0
H.. (5.23)

0
H, ?
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[}
amplitud del coeficiente de reflexion r, para H, normal al plano de incidencia, que
para un caso general se define como:

? 299 2
H, 5 2 u ko ?? U K: . (5.24)
H,  ?2.uk??.u.k’

| n=n"'m

r, ?

5.2.3 Reflexién e impedancia de onda. Algunas veces es mas conveniente escribir
el coeficiente de reflexion en términos de la impedancia de onda plana Z, que se
define como la razén entre las amplitudes de los campos eléctrico y magnético
ortogonales,

2?2 _E E
2757 ??H—y, (5.25)

y X

para ondas viajando en la direccién positiva de z.

Por tanto los coeficientes de reflexion expresados en las ecuaciones (5.13) y
(5.24) en términos de la impedancia de onda se transforman en:

~ k2 71/2
Z,cos?, ?Z, A? " sen’?,
2 K ?
) k2 71/2 !
Z,cos?, ?Z, A? T sen’? 5

2 ki ?

r, ? (5.26)

- 2 1/2

2k :
Z, 4?2 sen’? o ?Z, cos?,

k I
? ? (5.27)

) k2 , . /2 !
Z,A? Tsen? o ?Z cos?,
? K ?

es el mddulo del vector de onda en la capa n
es la impedancia intrinseca medida dentro de la capa n.

n

Z

n

Para incidencia normal (?;, ? 0) las ecuaciones (5.26) y (5.27) son iguales a:

Z.?Z,

, 5.28
Z.?2, (5.28)

r,?r,?
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Teniendo en cuenta la ecuacion (5.28) se puede decir que el coeficiente de
reflexion para la interfase aire — tierra es

N>

?Z
r,?2r, 2 =——2, (5.29)
' 27,

N>
i\

Donde Z,indica la impedancia superficial en la cima de la capa i .

5.3 ADMITANCIA DE ONDA PLANA DE UNA TIERRA ISOTROPICA DE n
CAPAS

5.3.1 Incidencia normal. Se tiene una onda uniforme plana y homogénea
incidiendo sobre un modelo de tierra isotropico de n capas. El modelo se ilustra
en la figura (5.3). En cualquier capa se definen los campos eléctrico y magnético

en términos de una onda saliente y una onda reflejada; es decir en funcién deE’ y
E’.

Figura 5.3. Tierra plana estratificada impermeable (? ? ? ) sobre la cual est4 incidiendo una onda
plana electromagnética normalmente. Ey, H,yk forman un conjunto ortogonal. ?; y h , son

respectivamente la conductividad y el espesor de la capa i-ésima, y Z, es la profundidad en el
borde de ésta capa.

E\I
Iu—> H.
le sup erficie delatierra
2?20
Zl n’?l
Zi
! hi l?|
Z. ' h,.?,
I)
" n?1
Fuente: NABHIGUIAN. p.194
E, ? ETe™ @) 2 et (72) (5.30)
u r
H, ??-- E’e™3) 2 7773 (5.31)

Z
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donde

Y, ? — es la admitancia intrinseca de la capa i ? ésima
Zi
z es la distancia vertical al borde de la i ? ésima capa,
2 es cualquier distancia dentro de una capa en la cual el campo es

medido,

E’ eslaamplitud de la onda viajando positivamente en la i ? ésima capa,

E’ es la amplitud de la onda viajando negativamente en la i?ésima
capa.

Sobre la fronteraz ? z, se tiene,
E, ?E’?E’, (5.32)
H, ?Y,(E’?E). (5.33)

Al despejar E” y E’ con ayuda de las ecuaciones (5.32) y (5.33) se obtiene:

o121
Ei 7§§Ey| ?VHxi 2272z (534)
?
£ 2 %%Ew ?Yini %m . (5.35)

Ahora se considera la frontera z? z,, donde la continuidad de los campos
eléctrico y magnético tangencial demandan que:

Hq?H x(i?1) 1 (5.36)
E; ?Eyioy - (5.37)

Por tanto, al reemplazar las ecuaciones (5.36) y (5.37) en las ecuaciones (5.30) y
(5.31), tomando la frontera z? z.,, y luego de hacer algunas consideraciones se
obtiene:
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Ey(m) ? Eyi cosh(u;h,) ?71_ H, senh(uh), (5.38)

H iy ? cOsh(u;h)H ; ?Y;senh(u;h), (5.39)
Donde

2?2z, ?h

A su vez la ecuacion (5.38) y (5.39) se pueden escribir en forma matricial de la
siguiente forma

?Ey(i’)l)? ~7H i ?
2 T 2?T0 o, (5.40)
?‘lx(i?l)’? xi 2

donde

T?

? 1 ?
+osh(u;h) ? v senh(u;h,)-
? ! ?
RYsenhuh) coshuh) 3

representa la matriz de transferencia de la capa i. Por lo tanto para n capas se
tendra una sucesion de matrices T, desde T, hasta T,, cada una de las cuales

permite expresar los campos eléctrico y magnético de una capa en términos de los
campos de la proxima capa. De esta forma se encuentra facilmente la relacion
matricial entre los campos de la (i-1)-ésima capa y aquellos en el medio infinito
terminando en la capa n, mediante la siguiente relacion:

Eyim? ~E,?E o ?
2 2753 L e (5.41)
_a_lx(i?l)? a_lxn 7 Hx(n?l) o

~ 0= P ?p?
donde S?? T, ?7 2.
i71 ’??21 ?22’?

Hay que notar que en la ecuaciéon (5.41) se tiene en cuenta la continuidad de los
campos eléctrico y magnético en la frontera n?1.

Segun esto, la admitancia \??l mirada dentro del medio de n capas, desde la

superficie de la i-ésima capa es:
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H . ?2.?2?2.Y
X(i?1) a1t t2nm
27 27 A Yn , (5.42)
y(i?1) 1t 12t

=<5
~)
=

donde

Y 5N H x(n?1)
n?1 * - E :
y(n?1)

Ya que

A

Yi'?l

?Y
2?Z4p " 1| 27Z9p 0

se calcula Y,en z? z,,; es decir la Ultima capa reposando sobre el semi-espacio
infinito, por lo tanto la admitancia puede ser encontrada por sustituciéon de los
términos s; por los términos T;,

?1 ? cosh(u,h,)

?5? ’?Yi senh(u,h,)

n

? 4 ? ?Y,senh(u,h,)
? 5, ?cosh(u,h,)

Por tanto Y, segun la ecuacion (5.42) se expresa como

A~

YA t)Y Yn?l?’\Yn tanh( unhn)
Yn ? Yn?l tan( unhn) ,

(5.43)

n|z?z,,, ° n

una vez es computada esta admitancia puede ser usada como la admitancia de un
semi- espacio homogéneo equivalente. Entonces la admitancia en el tope de la (n-
1)-ésima capa esta dada por:

Y, s Y, ?Y, tanh(u,,h )
n?l| z? * 'n?1 - .
o Yo 2 Y, tanu,,,h ;)

n

(5.44)

Y de igual forma se procede hasta llegar a la superficie del suelo.
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Se ha usado la notacion Y, para denotar la impedancia en la cima de la capa i-
ésima y la notacion Y, para denotar la impedancia caracteristica de la i-ésima

capa. Hay que tener en cuenta que la admitancia Y como tal es el inverso de la
impedancia Z .
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6. POTENCIALES DE SCHELKUNOFF

Para regiones que contienen fuentes las ecuaciones de Maxwell en el dominio de
la frecuencia son inhomogéneas y se definen como,

22E?2H 2235 2212,2M*, (6.1)
22H29E 2235 2i7P° | (6.2)

[} [}
en las cuales J;es una densidad de corriente magnética, J; es una densidad de

[

L
corriente eléctrica, M es el vector de magnetizacion (polarizacion magnética) y P
es el vector de polarizacion eléctrica.

Uno de los posibles métodos para obteneur Iasu soluciones de las ecuaciones

inhomogéneas de Maxwell, es expresando E y H en términos de los potenciales
de Schelkunoff.

En primer lugar se atribuye la existencia de campos eléctricos y magnéticos en
cada una de las regiones homogéneas, para una superposicion de fuentes de tipo
eléctrico y de tipo magnético, es decir:

E?E,?E, (6.3)
H?H_ ?H,, (6.4)
luego se soluciona las ecuaciones para el caso de una fuente magnética, &, ,H,,!

rl L r

y para el caso de una fuente eléctrica, £,,H, ! por separado. Finalmente se suma

L

ambas soluciones; es decir: el campo eléctrico y magnético total,
L r

r ur r L r ro

E.H!? E,H ? E H,! expresadas en términos de los potenciales de

m m

D 0 100 0 0 O

E??2A?>?2 2 ?A?? ?F (6.5)
y

0 0 1040 0 0 O

H??29F 2222 2F 122 ? A, (6.6)
z
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L L

donde F es el potencial vectorial magnético debido a fuentes magnéticas, yA es
el potencial vectorial eléctrico debido a fuentes eléctricas.
Si solamente un tipo de fuente esta presente las ecuaciones (6.5) y (6.6) se
dividen en los siguientes grupos; el primero haciendo referencia a la presencia de
s6lo una fuente eléctrica en la regién vy el segundo solo a una fuente magnética.
Por lo tanto:

FUENTES ELECTRICAS FUENTES MAGNETICAS

D ,\D 1 DID Dr ] ] L

E,??2A? 2?2 ?A! E, ????F (6.7)
y

L L L D ,\D 1 DrD Dr

H.???A H ??2yF?2>?2°?F! (6.8)

ND

L L
Al igual que en el caso de la ecuaciones de onda para EyH obtenidas a partir de
las ecuaciones de Maxwell homogéneas en el dominio de la frecuencia, también
L L

se pueden obtener las ecuaciones de Helmholtz para A y F a partir de las
ecuaciones inhomogéneas de Maxwell®. Las cuales se definen como

22A?k?*A? 235, (6.9)
?2F 2K?F 2238, (6.10)

las ecuaciones (6.9) y (6.10) son las ecuaciones inhomogéneas de Helmholtz en
F y A respectivamente, aplicables a regiones homogéneas que contienen fuentes

3; (densidad de corriente magnética de fuente) o J; ( densidad de corriente
eléctrica superficial de fuente).

Para regiones libres de fuentes, las ecuaciones inhomogéneas (6.9) y(6.10), se
reducen a sus contrapartes homogéneas

22A2k2A?0, (6.11)
22F 2k°F 20. (6.12)

Puesto que en la mayoria de problemas sobre la teoria electromagnética se
LI L
trabaja F y A en una Unica componente, es decir en la direccion z, se tiene

® NABHIGUIAN N, Misac. Electromagnétic Methods in Geophysics. Unites States of America. p.
144 - 147.
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A? A, y F?2Fd, | (6.13)

donde 0, es el vector unitario en la direccion z, y A, y F, son funciones
escalares de x,y,z.

40



7. FUNCIONES DE BESSEL

Se hace uso de este tipo de funciones en la parte de la solucion de las ecuaciones
L
inhomogéneas para el potencial vectorial magnético F .

7.1 FUNCIONES DE BESSEL DE PRIMERA CLASE J,(x)

Son de interés principalmente en la soluciébn de ecuaciones diferenciales. Se
presentan en forma de serie e integral mediante las siguientes expresiones:
? (?1)3 7)(sp?23

?27 525 7.1
MR ATRP oY (7.1)

?

3,(x) ? oos(n? ? xsen?)d? . (7.2)

0

En forma de series se cumplen las siguientes relaciones constitutivas

300 223,002 3,9). (7.3)
dr ‘ 2n

— X" (X) 1?2 ?2x™" T, (X) . (7.4)
dx

En términos de las funciones de Bessel de primera clase se considerd las
siguientes relaciones:

??

1 o itk y) 2, Conversion transformada
DP-ee ™ dk dk, ? 2?2 -e™] (??)d? X
O Kk, ?J o(??) de Fourier a T. de Hankel

????

7?5 ?ikr

2-e™J,(??2)d? ? er , Integral de Sommerfeld
‘U

0

.’_k??ZJO(??)d? ?% : Integral de Lipschitz

0

41



7.2 FUNCIONES DE BESSEL MODIFICADAS 1 (x), K (X).

Frecuentemente en problemas de fisica se presenta la ecuacion

x? d—22 y(X) ? x9 y(x)? (x> 2n?)y(x) ? 0, (7.5)
adx d

Que puede ser transformada a una ecuacién de Bessel por medio de la sustitucién
X ? ?it, obteniendo

2

tzd—y(?it)?tE y(?it) ? (t> 2 n®)y(?it) 20 (7.6)
dt? dt

Es costumbre seleccionar la normalizacion de modo que la solucién de (7.6) sea
| (X) 2173, (i) (7.7)

La segunda solucion de la ecuacion (7.5) se selecciona con base a su
comportamiento asintético, obteniéndose

K (X) f)z l?n(X)?ln(X)

2  sen(n?) (7.8)
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8. REGLA DE SIMPSON 3/8

Determina el area bajo una parabola de tercer grado que conecta cuatro puntos
sobre una curva dada. La forma general de la parabola de tercer grado es:

Y?axX3?bX??cX ?2d (8.1)
Figura 7.1. Intercepcion de la parabola de tercer grado sobre la curva

Y =1(X)
4

(108 h% Y.,
& [HEAX Y.)

[

1l aX ¥,

7777777777
DUHMHMNIMIDMNDGDIY

N\

¥ 2AX

o
[=

las constantes se determinan requiriendo que la parabola definida por la ecuacion
(8.1) pase a través de los cuatro puntos indicados en la curva mostrada en la
figura8.1.

Por lo tanto el area bajo la parabola que corta en tres puntos la curva (fig. 8.1) se
define como:

?
?E.X

2 2
A? 2 BX32bX22cX ?d?dx?%?ﬁ 23X, 23Y, Y0328 )

7%
2
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9. CAMPO ELECTROMAGNETICO ARMONICO Y DE TRANSICION GENERADO
POR UNA ESPIRA PORTADORA DE CORRIENTE

Figura 9.1. Esquema de un suelo de n capas homogéneas, isotrépicas sobre el cual estd actuando
una fuente (espira circular de corriente). Cada una de las capas con sus correspondientes

propiedades electromagnéticas ?;,? ,,?,,i ?1..n y espesor h, .

+
£ .
T
h]_ ?la?la?l
h | 222222
ai
< N
hu_ lyy = |y = |
N
hy,
1

El propésito de este trabajo es encontrar la solucion del campo electromagnético
armonico generado por una espira circular portadora de corriente constantel ,
actuando sobre un sistema de n capas, cada una de las cuales presenta sus
correspondientes propiedades electromagnéticas, tales como: permeabilidad
magnética, conductividad y permitividad eléctrica, ?,,?.,?,;i ?1..n, y espesores

h (figura 9.1). Ademas se encuentra la solucion del campo electromagnético de

transicion de una espira portadora de corriente actuando sobre un medio
homogéneo, cuando la corriente que circula a travées de ésta se desconecta
abruptamente en el tiempo (fig. 9.2).
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Figura 9.2. Comportamiento de la corriente constante | que circula a través de la espira cuando
es desconectada abruptamente.

lu(?t)

Para llevar a cabo su solucion se utiliza el siguiente esquema de trabajo:
Equivalencia pequefia espira de corriente y dipolo magnético.

Céalculo del campo electromagnético arménico y de transicion producido por un
dipolo magnético actuando sobre un medio ilimitado.

Célculo del campo electromagnético arménico y de transicion producido por un
dipolo actuando sobre un medio homogéneo.

Célculo del campo electromagnético arménico producido por una espira grande
circular portadora de corriente actuando sobre un medio homogéneo vy
estratificado, y del campo electromagnético de transicidon que se origina cuando la
corriente que circula a través de la espira es cortada abruptamente.

Es decir el anterior plan de trabajo comienza tratando el problema de lo particular
(dipolo magnético) a lo general (espira circular).

9.1 EQUIVALENCIA PEQUENA ESPIRA DE CORRIENTE Y DIPOLO
MAGNETICO

En electrodinamica clasica una pequefia espira de corriente se comporta como un
dipolo magnético cuando los campos son medidos a una distancia de al menos
cinco radios de la espira. Teniendo en cuenta esto una espira grande debera
comportarse como pequefios dipolos magnéticos infinitesimales. Hablando del
problema como tal, se comienza por un andlisis detallado del campo
electromagnético de transicion de un dipolo magnético, partiendo claro esta del
campo electromagnético armonico.

45



Figura 9.3. Representacion gréafica de una pequefia espira de corriente cuando se compara con un
dipolo magneético infinitesimal.

y
—
m?IS
y
X
Espira pequefia situada en el Dipolo magnético
origen Infinitesimal

9.2 CAMPO ELECTROMAGNETICO ARMONICO Y DE TRANSICION
PRODUCIDO POR UN DIPOLO MAGNETICO ACTUANDO SOBRE UN MEDIO
ILIMITADO

En aplicaciones geofisicas como andlisis para el método borehole* es conveniente
analizar el comportamiento de la fuente actuando sobre un medio ilimitado.
Ademas un analisis de este tipo proporcionara las herramientas basicas para el
analisis mas complejo que se tiene en un medio estratificado.

9.2.1 Campo electromagnético armonico producido por un dipolo magnético en un
medio ilimitado. Se tiene una pequefia espira de corriente | situada en el origeny
en el plano y-z comportandose como un dipolo magnético infinitesimal con m? IS;
donde S representa el area de la espira y mrepresenta el momento dipolar
magnético (figura 9.3).

Al ubicar al dipolo magnético en el origen de coordenadas, se tiene que el vector
L
de magnetizacibn M se expresa como,

M 2 mi,? (x)?(y)?(2), (9.1)
Hay que notar que HX es el vector unitario en la direccién x.

Ya que se toma a la region ilimitada en presencia de fuentes, se deben satisfacer
las ecuaciones de Maxwell Inhmogéneas,

?2E?3H 2235 2212,2M*, (9.2)

4 Disponible en Internet:<www.trxconsulting.com / M-borehole GPR-carpeta.htm>.
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??2H?§E? IS 2i?P, (9.3)
siendo
y27?2i??
2?i?7?,
donde
3; densidad de corriente magnética de fuente Al m?
ij densidad de corriente eléctrica de fuente Al m?
= vector de polarizacion C/m?
I\ﬁ vector de magnetizacion A/m
Hu intensidad de campo magnético A/m
E intensidad de campo eléctrico V/m

La forma de satisfacer las ecuaciones (9.2) Y, (9.3) es expLesando E yHuen

términos del potencial vectorial magnético F vy eléctricoA de Schelkunoff,
definidos por las ecuaciones (6.5) y (6.6) respectivamente,

0 0 1040 O0r 0 O

E?7?22A2 22?2 2A'?? ?F, (9.4)
y

0 0 1040 0. 0 O

H?2?29F 2222 2F 12?2 2 A, (9.5)
Z

Debido a que en el problema como tal se trabaja con fuentes magnéticas se tiene
que

F 2 F(x,2)d,. (9.6)

A?0, (9.7)

segun esto las ecuaciones (9.4) y (9.5) se transforman en :
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E?7222F, (9.8)
(9.9)

Al sustituir la ecuacion (9.6) en las ecuaciones (9.8) y (9.9) se obtiene como
resultado E, ? 0, que implica que las formas escalares de las expresiones (9.8) y

(9.9) describen un campo que es transversal a la direccion x, denominado: Modo
eléctrico transversal (MET,). Con un procedimiento similar se pueden encontrar
(METy) y (MET,).

A su vez el potencial vectorial magnético F debe satisfacer,
52F 5 1L2E 2 9199
?°F?Kk°F ??i??M (9.10)

llamada ecuacion inhomogénea de Helmholtz en F . Al hacer el reemplazo de las
ecuaciones (9.1) y (9.6) en la ecuacion (9.10) se obtiene:

22F 2K2F 2 2122m? (X)? (Y)?(2) , (9.11)

para solucionarla se hace el reemplazo de la siguiente transformada inversa triple
de Fourier:

1 2 2 2 = i (K.x?K. y?K,Z
F(xy,2)? =52 2?2 F(k.k, k)& dk dk dk, (9.12)

823 92 %2 o
Y se expresa ? en términos de la transformada de Fourier’,

?

1 i X?
?(x?xo)?z—o’_kkx( ok, (9.13)
Por lo tanto,
1 2 22 = o ikok y2k2) "
F?? 22 Flkok, k)27 %™ b dk dk?
k? 2 2 » = o ko?kyy?ke2) ?i?7? 3 A plka?kyyokz
572272 Flkok.k)e i dkdiydk, 7= 727 Ak dk dk,

S HWEI P, Op. cit., p. 138 -139.p.102
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r 2

232 2K A Al k)" ™ k272 o) 3 P €™ ek,

? 72

? ? 2 s} = ) (k2 .
227 {g’-’kxz?kf?kf?kZ:F(kx,ky,kz)??ﬁ’?m;a“‘ %9 dk dk, dk 20,

gue es vélida unicamente cuando el término entre corchetes es cero, por lo tanto:

i?7?7m

?
F(k k) kZ2Kk2?KZ2k>

x1 Ny Nz

(9.14)

Como se puede notar la ecuacion (9.14) se encuentra definida en el espacio de
k., K,,y k,, se debe hacer uso de la transformada inversa de Fourier para

encontrar F(x,y,2). Si se considera primero la transformacion respecto a zse
obtiene,

Fk, k,,2) 22 u—dk’ (9.15)

donde
u?k?2k2 2Kk, (9.16)
siendo k, yk, constantes de integracion y kel modulo del vector nimero de onda.

Se resuelve la ecuacion (9.15) con ayuda del teorema del célculo del residuo en
variable compleja®, tomando como referencia que la integral tiene polos en
k, ? ?iu,, obteniendo como resultado

Fk, k,.2) 2 2Mene. (9.17)
2u

Finalmente para encontrar F(Xx,y,z) se procede a hacer la transformacién de la

ecuacion (9.17) con la ayuda de la transformada inversa doble de Fourier
integrada respecto a x y y; es decir:

® WILLIAM R, Derrick. Variable compleja con aplicaciones. Segunda edicion Estados Unidos de
America: Grupo editorial Iberoamerica,1987. p. 133 -134
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A

y4
2

???_)le’-’“‘Z‘ e 7Yk dk, , (9.18)

??72?

F(x,y,2)?

Si se reemplaza la ecuacion (9.16) en la ecuacién (9.18) se puede observar que
es una funcion de kZ ? kyz, por lo tanto se puede convertir a una transformada de

Hankel usando la siguiente relacion:

I~ 1 2uz A1 (KX?Ky ) ’ ? Uz
77 dk, 22 P9 (9.19)
2222 0

donde
22 ?2k: ?k; Constante de integracién
?2?2x*?y*  proyeccion del vector posicion sobre el plano xy
J,(??) Funcion de Bessel de primera clase de orden cero

Adicionalmente el término del lado derecho de la ecuacion (9.19) puede
transformarse con ayuda de la siguiente integral de Sommerfield,

?? 7 e'?ikr
21, (2 25—, (9.20)

0

permitiendo finalmente encontrar el potencial magnético en el espacio
tridimensional,

[ 5m .. 2
F(xy,2) ? —e™™ u,, 9.21
(x,y,2) s (9.21)

expresion similar a la encontrada para la funcibn de Green en un espacio
tridimensional’.

L
Una vez encontrado el potencial vectorial magnético F(x,y,z) se procede a

encontrar el campo eléctrico y magnético con ayuda de las ecuaciones (9.8) y
(9.9) respectivamente,

" ARFKEN, George. Métodos matematicos para fisicos. México: Editorial Diana,1981.p 871- 874.
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£r 1?77 M Gikr 22)e™ 22y, ? yu (9.22)
477 2 gr zg .
[ M2 2 ? 2 9 o
H 2 e B35 0,2 Y2 20, 3% kor 23k 237 k22 2ikr 2102, (9.23)
a4?r BRI r r 2 2

donde,
r 2 2 2’1/2 - . - . -7
r?x-?2y-?zIi Distancia del dipolo al punto de medicidn

vectores unitarios en las direcciones x,yy z

Para ilustrar el comportamiento del campo magnético producido por un dipolo
magnético se tiene las figuras 9.4 y 9.5, donde se identifican las partes real e
imaginaria cuando el punto de observacion esta en el plano ecuatorial del dipolo
magnético, y también cuando se localiza a lo largo del eje de influencia del dipolo

magnético respectivamente.

El campo armoénico es medido a una distancia de 100m, en un espacio total con
conductividad 0.01S/m. Comparando las dos graficas se observa que la parte real
del campo a bajas frecuencias a lo largo del eje del dipolo magnético (figura 9.4)
es dos veces la parte real en el plano ecuatorial del dipolo (figura 9.5). Mientras
gue a altas frecuencias las partes real e imaginaria presentan un comportamiento

oscilatorio.

Figura 9.4. Campo magnético arménico a 100m desde un dipolo magnético con momento1A/ m?

en un espacio total de 0.01S/m. Punto de observacion la linea ecuatorial.

1e-07
1e-08 /F?K\ml
. i
g .
H,(A/m) 4 .
2-10; .- Tl
T
1e-11 h
Rt i
- I
1e-12 .- \);
2 1],
1e-13 k
1e-14
Aet 1 4. ie2 1ed .1e4 .1ebie+r08e+06

Frecuencia -(Hz)

Campo imaginario negativo Afm
—————————— Campo imaginario positivo Afm
Campo real negative A

—————————— Campo real positivo Afm

Fuente: NABHIGUIAN. p.176
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Figura 9.5. Campo magnético arménico a 100m desde un dipolo magnético con momentol1A/ m?
en un espacio total de 0.01S/m. Punto de observacion a lo largo del eje del dipolo.

T e R =
19-03; \T\I
HX(A/mje'C'g% }‘3

a-10g B

Hx 12-114 ey
E T
le-124 - it

1e-134 K

1e-143

1e-1 5§

Hed 41 1e2 1ed 1e4 1e5ie+0de+0b
Frecuencia (Hz)

---------- campo imaginario negativo (Afm)
————— Campo imaginario positivo (Am)
Campeo real negative (Am)

————— Campeo real positivo (&)

Fuente: NABHIGUIAN. p. 177

9.2.2 Campo electromagnético de transicién producido por un Dipolo magnético
en un medio ilimitado. Anteriormente se obtuvieron expresiones para el campo
electromagnético arménico de un dipolo magnético, pero como el problema
planteado es encontrar la respuesta del sistema cuando se corta abruptamente el
dipolo magnético, se mide la respuesta del sistema f(t)de un paso

negativou(?t) ?1?u(t) (Figura 9.2), definida como:

F(20)2 £(2)2 F (1), (9.24)
donde,
F(t) 2 L”%@%, (9.25)

el término L™ indica transformada inversa de Laplace.

Con el fin de determinar la respuesta paso de los campos magnético y eléctrico
armonicos, se hace uso de la transformada inversa de Laplace de las siguientes
tres expresiones®:

R ’)k2r2

?ikr? 4 2,.2.2?2%?
e’ 3??7—=?%r‘e (9.26)
71/2 !
? S ? -

8 Abramowitz y Stegun (1964).
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kr 7 2 2.2
')1,,' el 5 2?7
: 5s 57 o1z e , (9.27)
’7171 ikr 2
072—e™ ?2? ercfc(?r) , (9.28)
?s 0 ?
Donde
2 2 52
ercfc(?r) ?1? erf (’?r)?l?m? e’ d? , (9.29)
es la funcién de error complementaria.
y
7,),) 71/2
2?2072 (9.30)
24t ?

expresion similar a la de k en el dominio de la frecuencia.

Reemplazando las ecuaciones (9.26) a (9.29) en las ecuaciones (9.22) y (9.23), y
finalmente aplicar la ecuacion (9.24) se obtiene:

1, ?m? 2
e’?47 5 M’?re ’?ercfc(’?r)g g—uy’?yuzg (9.31)
219
b m ? 4 6 . 2 2
h? 5257 o_ollz?rge??zfz 2 3ercf (1)
r= o9 : ?
B 9.32
M XY? X222 R b i, 2 2 997( )
205 W? S Uy? —Up? 37 ’?r’x) 7ercfc(7r)ouxo
o r r< o 7? 2V 2

las cuales representan respectivamente los campos eléctrico y magnético de
transicion para un dipolo magnético orientado en la direcciébn x. Sin embargo en
aplicaciones geofisicas usualmente se mide la fuerza electromotriz inducida (fem)
en una bobina, que es proporcional a la derivada con respecto al tiempo del
campo magnético funcién paso. Asi, al tomar la derivada con respecto al tiempo
de la ecuacion (9.32), se obtiene:

L
?h

? ”zfz?pzrzg 020,220,532 122 %) 0, (9.33)
2t ?2%% 5 r2 2 s " '

?
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expresion que se define como la respuesta impulso del campo magnético
generado por un dipolo magnético infinitesimal.

En las figuras 9.6 y 9.7 se observa los campos magnéticos de transicion tomando
la misma configuracion utilizada en las figuras 9.4 y 9.5 A tiempos de retardo el

campo magnético se aproxima a una constantel/4?2r® 01/2?r® mientras que la
derivada del campo magnético decae con una dependencia en el tiempo de t™'2.

Figura 9.6. Campo magnético de transicion a 100m producido por un dipolo magnético con

momento funcién paso en un espacio total de ? ? 0.01S/m.punto de observacion en el plano
ecuatorial y del dipolo magnético.

le-1g
Ae-2d dh
E — (A /ms)
.1e-ag dt
18-053
18-064
3 h,(A/m
12-073 e x )
3 -
1e-08d L
E I
1e-09 :
E I
1e-104 k
3 \
1e-113 .
3 \
1&-12 T T T T T T T T T T T T T T T T
1e-07 1e-086 1e-05 . 1e-3 E(.1):3-2 Ae-1 A 1.

Fuente: NABHIGUIAN. p.178

Figura 9.7. Campo magnético de transicion a 100m producido por un dipolo magnético con

momento funcién paso en un espacio total de ? ? 0.01S/ m.punto de observacion a lo largo del
eje del dipolo magnético.

1e-13

19—2;

.1e—3;

‘Ie—OS;

1e—06; hx(A/ m)

18-07

1e—oaé dh

19709; —X(A/rns

‘Ie—‘IO; dt

1e—11;

Te-1 ] LLELERE UL B 1 e e R LI LEELS S i L3 e i R RN L B R
1e-07 1206 1205 _ 123 . le=z 1e-1 A 1

(s

Fuente: NABHIGUIAN. p.179

Ya se ha encontrado el campo electromagnético armonico y de transicion para un
medio ilimitado, pero como en la realidad se encuentran suelos conformados por n
capas, las cuales para la mayoria de aplicaciones geofisicas se consideran:
isotrépicas, homogéneas, impermeables, es preciso formular una solucién para
dichos sistemas.

54



9.3 CAMPO ELECTROMAGNETICO ARMONICO Y DE TRANSICION
PRODUCIDO POR UN DIPOLO MAGNETICO

9.3.1. Campo electromagnético arménico producido por un dipolo magnético
vertical en un semi-espacio homogéneo y estratificado. La solucién para el campo
electromagnético originado por un dipolo magnético en la presencia de una tierra
estratificada puede representarse como superposicion de ondas planas variando
los angulos complejos de incidencia. De forma analoga al caso estudiado
anteriormente se utilizan los modos eléctricos transversales MET.

Puesto que el dipolo magnético estd actuando sobre el medio homogéneo o
estratificado libre de fuentes, se debe contar con los efectos que produce sobre el
campo la region donde se encuentra la fuente (superficie) y las regiones libres de
fuentes (medio homogéneo o estratificado).

En una region libre de fuentes se tiene en cuenta la solucion de la contraparte
homogénea de la ecuacion (9.11) para F ? F4, (MET,), que representa un modo

eléctrico transversal; donde transversal implica que el campo eléctrico es normal a
2. Por lo tanto:

22F 2k2F 20, (9.34)

Una de las formas de solucionarla es convertirla a una ecuacion diferencial
ordinaria, haciendo uso de la siguiente transformada doble inversa de Fourier:

22

1 i(kyx?kyy)
F(xY,2) - 7 27 K k,,2)e Ydk, dk, (9.35)
Por lo tanto,
22 2F (K, k,, )¢ I dk, dk,, ? K ’)’J:(kx, k,,2)e® " dk dk, 20,

ya que ?? no opera en el espacio de las coordenadas a integrar k,,K,, conmuta
con la integral, por consiguiente

j ?772 ?? i (K x?kyy) 27 ’ i (K x?kyy)
W?V?—a:(kx, k,,2)e“ M dk dk, ? k2 P (k,,k,,2)e* " dk dk, ? 0
99997 ' 2272
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? 7 W2 (KK, D) ey o ook 2
’?7?—2y g (k X.kyy)?F(kx’ y,Z)3—° %I(kxX.kyy)?dkxdky
s I Y ?

2 k2 ')q:(kx, ,» 207N dk dk, ? 0

2?27?27

°°°dFk, ,
27, ( , )’7(’7k2’7k2’7k)F(k

X! yl

2.
2) 2%k dk, ? 0,
2

’)’)’)’)a

Igualdad que se cumple si y solo si el integrando es cero

% u?F(k,,k,,2) 20, (9.36)
cuya solucion es:

F(ky,k,,2) 2 F7 (k. k,)e™ 2 F? (k. k,)e™, (9.37)
siendo

u?k?2k2 2Kk,
donde “+” y “* indica soluciones decayendo descendentemente y

ascendentemente respectivamente.

Al considera una tierra de N capas se tiene soluciones como la presentada en la
ecuacion (9.37) en cada una de las regiones, (ver figura 9.8), donde:

u, ? (ki ?kZ 2k?)"?, (9.38)

con k., el niumero de onda en la capa n. Note que sobre la superficie de la tierra

se encuentran Unicamente soluciones que decaen ascendentemente, y en el fondo
(capa N) se puede encontrar Unicamente soluciones que decaen
descendentemente. Por otro lado, la solucion en la capa n esta dada en términos

de F’ y F’, que podran ser determinadas incorporando la solucién particular y
aplicando condiciones de frontera.
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Figura. 9.8. Soluciones por transformada de Fourier de potenciales MET (F ) en un tierra de N
capas.

? AUoZ
Foe® superficiedelatierra
v
RL F1?e?ulz 2 F1?eulz capa1
Z,, ? A?U,Z ? QUyrZ
iz F'e™ 7 F'e» capa 2
ZZ
M 2%z o ? AUnZ
I\ F'e 2 Fe capan
Zn?l
? A7UyZ
ZN?l Fye capa N

Fuente: NABHIGUIAN. p. 205

Una vez encontrada la solucion para la region libre de fuentes, se procede a
encontrar la solucién particular (dipolo magnético en la superficie) para lo cual se
resuelve la ecuacion (9.10). por ahora se considerara el dipolo magnético
infinitesimal de momento md, situado a z? ?h sobre la superficie de la tierra, por

lo tanto:

?°F ?Kk°F ? ?22,m?(x)?(y)?(z? h) (9.39)
Para solucionar la ecuacién (9.39) se sigue el mismo procedimiento utilizado para
encontrar el potencial magnético del dipolo magnético actuando sobre un medio
ilimitado, evaluando la transformada de Fourier primero con respecto a z, que en

este caso es de importancia puesto que representa la direccion de cambio en las
propiedades fisicas (planos de constante 2) (figura 9.8),

F(k,.k,.2)? ;Lum g7ihg?o?. (9.40)

0

Donde

up ? K2 2k2 2Kk 77 (9.41)
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. , Z,m
por simplicidad de calculos se llama F ? %
LI0

de la expresion (9.40) se observa que decae descendentemente; y debido a que
es el campo debido a la fuente (situada a z? ?h sobre la superficie) se lo
considera como campo incidente (Figura 9.9). Finalmente se obtiene la solucion
en la superficie definida como,

Fok, .k, 217 F e""e™s? 2 F e, (9.42)

donde

F, amplitud del campo incidente. (campo primario)

F,” amplitud del campo reflejado (campo secundario)

Figura 9.9. Campo incidente y reflejado (Potencial magnético MET) en la superficie de una tierra de
n capas

?Uy(z?h) ? AUgZ
F.e™ F,e”

?h,

Ih

Superficiedelatierra

De la teoria de reflexion y refraccion de ondas planas existe una relacion entre la
amplitud del campo eléctrico reflejado E’ y la amplitud del campo eléctrico
incidente E;, dada por el coeficiente de reflexion transversal eléctrico r,. ; es decir
aplicado a ondas eléctricas transversales a z.

Por otro lado, los campos incidente y reflejado para el problema planteado estan
en términos del potencial vectorial magnético F , por lo tanto se debe encontrar su

relacion con E’, E’ Para lo cual se considera en primer lugar la solucién del

potencial vectorial magnético en términos de las coordenadas espaciales
F,(x, ¥, 2) en la superficie, tomada de las ecuaciones (9.35) y (9.42),

o o f r ik x?k,y) ~
FoX, Y, 212 F ™™ 2 Fleh” g7V (9.43)

z

gue al reemplazar en la ecuacion (9.8) se obtiene,
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X L’ly LIz
0 ? ? ?
E?7?— — — ,
X o' ?z
0 0 '.'3:,)e"’“°he?“°Z 2 FR ek )
= d ?ugh ,?Uyz ? AU zr H ~ . ~
E??F e e ™ ?F e (iku, ?ikU,) (9.44)

Para una onda plana, uniforme y homogénea incidiendo normalmente en la
direccion z sobre un sistema de N capas isotropicas (figura 9.8) se pueden escribir
los campos eléctricos y magnéticos en términos de una onda saliente y una onda
reflejada. Por lo tanto en la superficie el campo eléctrico se define como:

E, ? Ege™” ? Eje"” | (9.45)
y el correspondiente campo magnético

H, 22 Ko 1 277 9 £k D (9.46)

22,

donde segun la ecuacién (9.44),

Eg ?ik,Fe™", (9.47)
E; ?ik F, . (9.48)

De las ecuaciones (9.45) y (9.46) se despeja E;(campo reflejado) y E; (campo
incidente), tomando la solucion en la frontera z? 0,

” 12 1 2

Ed |Z?0 ? E%Eyo ?Y_o ongzm ) (9-49)
” 12 1 2

Ed|2?0 ? E%Eyo ?70 ongzm ) (9-50)

por lo tanto al dividir la ecuacion (9.50) entre (9.49) se obtiene:
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Y, ?
E_O? ? Eyo
Eg YO t) H x0 ,
E,o
Donde

u o "
Y, ? _7}; Admitancia intrinseca del vacio
i??,

De la ecuacion (5.42), se tiene que:

- H , . .
Y, ? ?—% admitancia superficial en z? 0
yO0

Finalmente se tiene el coeficiente de reflexién eléctrico transversal,

Y, ?
YO?l

<>

rer ?

>

ya se ha tomado en cuenta las ecuaciones (9.47) y (9.48).

De la expresién (9.52) se deduce ademas,

Fy ?roFe™.

(9.51)

(9.52)

(9.53)

Para N capas (figura 5.3) la admitancia superficial y la admitancia intrinseca estan

dadas por:

\?1 2v, Y, ?\fltanh(ulrll) |
Y, 2, tanh(u,h,)

. vV 2
¢, oy, Yo 2o tanh(ushy)
Y, 2 Y, tanh(u,h,)
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(9.56)

(9.57)



u, ? (k2 2k2 2k2)¥2, (9.58)
k??222y 22222 ?i?? 7. (9.59)

En la mayoria de las aplicaciones geofisicas se consideran los coeficientes de
reflexion para semi-espacios estratificados no magnéticos (impermeables), y
ademas como se trabaja a bajas frecuencias debido a la atenuacién presente en la
tierra, k, y Y, son muy pequefios. Teniendo en cuenta lo anterior, la ecuacion

(9.52) se transforma en:

5220,

(9.60)

A 1

r.. 7
U220,
donde

r
22 K2 2K2 7

oy d, ? u, tanh(u,h,)
Y, 210G, tanh(ughy)

>

(9.61)

Reemplazando la ecuacion (9.53) en la ecuacion (9.42) se obtiene:
Fy(k, K, 2) ? F e e 2r g%, (9.62)

Finalmente, el potencial vectorial magnético de un dipolo magnético vertical como
funcién de las coordenadas espaciales x,y,z estd dado por la transformada

inversa doble de Fourier de la ecuacion (9.62) con respecto a xy y definida como:

F(xy.2) 2 2™ ogr@n o qnen 2L gty g g (9.63)
g2 ! TE 0K,

???? u0

como se puede observar la solucion esta en forma de superposicion de ondas
planas con angulos de incidencia variando continuamente. Ademas ya que
k.yk,variande ?? a ?, los angulos son complejos.

ya que la ecuacion (9.63) es funciéon de kf?kyz, se puede convertir a una

transformada de Hankel usando las ecuacion (9.19), y luego tomando en cuenta la
ecuacion (9.20) la ecuacién (9.63) se transforma en:
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')—e”““(e”“?r £€%%)2J,(??)d?, (9.64)

0 0

L
Una vez encontrado F ? F(?,2)0, se procede a hallar los respectivos campos
eléctrico y magnético, para lo cual se hace uso de las relaciones (9.8) y (9.9) en

coordenadas cilindricas,

u? Y9
0 1| ? ? ?
E??2=|— — — , (9.65)
?(?? ?2? ?2?
0 0 F(?,2)
72 2 2
(9.66)

3F

[
22UER 2=
H JF z'ﬁ 3u 7”2

Al reemplazar la ecuacion (9.64) en la ecuacién (9.65) se obtiene

U 3 m? 5
E?0, % oie-““(e“?rTEe“)oidiJ (22)d?, (9.67)
A

se ha introducido la derivada dentro de la integral debido a que no depende de la
variable a integrar ? .

De las propiedades de funciones de Bessel® se tiene

Mo(??) ???éJl(??), (9.68)

al aplicar la ecuacién (9.68) en la ecuacién (9.67) se tiene la componente
horizontal del campo eléctrico en la direccién ?, definida como:

(9.69)

A

el Zym ,Xe')u o(220) o e (z”h))

0

J [(?2)d?,

0

E,

donde

J; es la funcion de Bessel de primera clase de orden uno.

® ARFKEN, Op. cit., p. 554.

62



Por otro lado se examinan las componentes H, y H,, obtenidas al reemplazar la
ecuacion (9.64) en la ecuacién (9.66),

72

M e o gnm) % 3 o)

?

??77?7 4’)

?
m d
H, ? ?4_? ?G?UO(Z?h) 2 rTEGUO(Z?h))?d_,)?JO(??)?j? ,
70 :

nuevamente al hacer uso de la ecuacién (9.68) se tiene que la componente
horizontal del campo magnético producida por el dipolo magnético se define como:

H, ’?4—7",(e°“ @ oy _gh@)923 (99)d? . (9.70)

Finalmente se obtiene la componente vertical del campo magnético originada por
el dipolo magnético

72

H 7—3k2

U, (Z')h) t) U (Z')h) 27 2
53 =) 3",(e ree® )u J,(??)d?, (9.71)

0 0

donde aparece la siguiente expresiéon

72 2 2 2
— ?K; 2u;?2k:?? (9.72)
?2z°
por lo tanto
H,? '7(e°“ o7 oy gl ‘Z”m) J (2?2)d? (9.73)
4 0 u0

L L
Para el caso general de un sistema estratificado las componentes de EyH para
un dipolo magnético pueden ser evaluadas Unicamente por integraciéon numérica.

Para el caso de la fuente y el receptor sobre la superficie de una tierra homogénea
impermeable h?0, z?0y?, ??,, Y bajo la aproximacion cuasi-estatica (k, ? 0),
existen expresiones analiticas para el campo electromagnético armoénico
producido por un dipolo magnético.
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Si se considera k, ? 0 y por simplicidad de calculos se considera u?u, y k ?k,,

las respectivas componentes del campo eléctrico y magnético definidas por las
ecuaciones (9.69), (9.70) y (9.73) se transforman en

A

Z

E, ? 21)?3,(??)d? (9.74)

H, ?4274_7(1? r)?223,(?2)d?. | (9.75)
0
m’

H, 20 26202007 (9.76)
0

Donde el coeficiente de reflexion eléctrico transversal r., es el definido por la
ecuacion (9.52).

Para evaluar la expresion (9.74) se reescribe considerando la ecuacion (9.68)

sm? 7. ?
E, 2220 "5 7 5 (29)d?, 9.77)
T 2220

al tener en cuenta que ?* ?u” ? k*,se multiplica numerador y denominador en la
ecuacion (9.77) por? ?u,

E,?? Zonli’?’)?z\] (??)d???’)?UJO(??)d?g : (9.78)
472k° ?7? 0 ?

Haciendo uso de las integrales de Lipschitz,

2773 (22)d? ?% | (9.79)

0

y de Sommerfield

2ikr

?)_e°UZJ (?2)d? ? €

0

(9.80)

donde

64



r n/2 . . ey
r? 22?2z°1° magnitud del vector posicion en coordenadas
cilindricas.

en la ecuacion (9.78) se obtiene,

) ?1)2 219 72 2%k D
m ? 7% 91”. 2e

E, 27— o' 4747 . 4 9.81
T2 N2 S 2@'0 (9.81)

donde se ha derivado dos veces con respecto a zlas ecuaciones (9.79) y (9.80).
Ahora se procede a hacer la respectiva derivacion con respecto a ?, obteniendo

de esta forma la componente horizontal del campo eléctrico arménico,

E, 27— _37(323ik? 2k??2)e” (9.82)

S 27778

A partir de la primera ecuacion de Maxwell en el dominio de la frecuencia se
puede demostrar H,de E,, entonces

117

H,? ?Z;;(?E?), (9.83)
H,? 29;275 9292 0ik? 2 4Kk222 2iKk32% 7, (9.84)

El comportamiento del campo magnético vertical como una funcion de frecuencia,
es ilustrado en la figura 9.10. La parte real del campo se muestra a una posicion
de 100m desde un dipolo magnético vertical de momento dipolar unitario en la
superficie de un semi-espacio homogéneo. Se puede observar que a bajas
frecuencias la parte real del campo se aproxima a ?7.96?10%A/m., y a
frecuencias altas, la parte real del campo es positiva y presenta un
comportamiento oscilatorio.
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Figura 9.10 Campo magnético vertical arménico a 100mde un dipolo magnético vertical en la
superficie de una tierra homogénea de ? ? 0.01S/m

1 e—o:é
1 9—08%
1 e—ogé E
H,(A/m ]

1e-10g

1e-11g

1e-12
Ae-d A A

dez2 el ded leSie+0Siet+0s
Frecuencia(Hz)
CAMPO MEGAT IV
CAMP O POSITIW G

Fuente: NABHIGUIAN p. 176

Ya que la componente radial del campo magnético primario es cero en el plano de
la espira, Unicamente se considera el campo magnético secundario, el cual de la
ecuacion (9.75) se puede escribir como

2 ?
?mk - n

, p - (9.85)
o hod?

3,(??2)d?,

seglin Kaufman y keller'® se puede reescribir como

mk2
16’7 224U

?

Si se multiplica el numerador y el denominador de la segunda integral por (u? ?)?,

e
—’?’?—J (22)d? '>7>

1 ?
9 =3,(2?)d?2,
77’) u ;?

H, o K 7&)_3 2 doo:)—rz’mzrzl\] 22)d?7?
. 16’7;@0 (??) P22y o(??)

al evaluar ambas integrales se obtiene la siguiente expresién dada en Erdelyi**

mk? ? 2 2ik? 2 2ik? 2
— ol  2—K,2—27I

162 25°2272 229

k3 g2

7 : INy T T/
9227227

?

10 KAUFMAN, A. A. KELLER, G. V. Frequency and transient soundings. Elsevier Scientific Publ Co,
1983

! ERDELYI (1954, v.2, p.8, n0.17)
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donde |,y |,son las funciones modificadas de Bessel de primera clase de orden

cero y uno, mientras que K, y K, son las funciones modificadas de Bessel de
segunda clase de orden cero y uno respectivamente.

Finalmente

.)

H, ? B PR % Sty LT Sl 15 Sl

mk2’7 2i1k? 2 2ik? 2. 2ik? 2 '>|k’> (9.86)
479¢727727 227222 '

33’8

9.3.2 Campo electromagnético de transicién producido por un dipolo magnético
actuando sobre un medio homogéneo. Para encontrar las soluciones del campo
electromagnético de transicion se halla la repuesta paso negativa del sistema, y la
respuesta impulso se halla sacando la derivada del campo con respecto al tiempo
del campo electromagnético (fem inducida). Dichas soluciones analiticas solo se
encuentran para el caso de un sistema homogéneo bajo aproximacién cuasi-
estatica, para el caso general de un medio estratificado su solucion se lleva a cabo
por métodos computacionales.

Al igual que en el campo electromagnético armonico se tiene expresiones
analiticas para el caso del dipolo magnético y el receptor en la superficie de una
tierra homogénea. Para transformar del dominio de la frecuencia al dominio del
tiempo, sustituimos s?i?, y se tienen en cuenta los siguientes términos que
aparecen implicitamente en las expresiones para las componentes del campo
electromagnético armoénico

ik? ??2s"?
k2?2 2 ??%s,
ik3?3 2223532,
Con
22727272,
Antes de comenzar se tiene en cuenta las siguientes transformadas inversas de

Laplace tomadas de las tablas®, validas para t ? 0

2 2172
1731351 (9.87)
?S7?

2 ABRAMOWITZ Y STEGUN, Op. Cit.,
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?1?1?

L2527t (9.88)
?S 7

? ??31’27 ? 2?2/

"% o e (9.89)

? 7 ’) ’)

ngle = 7’>erfc32tl,2 (9.90)
S :

n? 1 stz ? 1 222/

e 3 oo

2 iz ? 12 292

Y 1 o7 ,-)?2'[ o /4t99erfc’>—’> (9.92)

783/2 ,) ?1/2 ,)2t 1/2

También se tendrd en cuenta la siguiente transformada inversa de Laplace
tomadas de tablas®®

vz 2 ?
L”lk’)auzgz 9buz§12’] %yzgfz 9buz§12’7)9 R tﬂ2 i) a7 bg (0.93)
2 ? 227
2 2 7229 272 2 X% ,
7 728’ . 27
- lgs_ze OOt/;gl?E?rf ,:?Ztl/Z 5 12 2tl/2 € /4t’ (994)

Entonces de la ecuacion (9.82) se tiene que la respuesta paso del campo eléctrico
esta dada por

? 12 ?
M 2535335 go2%emn ], (9.95)

2’???4 2s 7s &Y ? 2

e ?

gue al aplicar las expresiones (9.87), (9.88), (9.90) y (9.91), se transforma en

6,7 73736”0,,- 37 3? e??2/4t? ? e??2/4t3,
? 2? 74 ,)2tl/2,) ’))t’}IZ 271/2t3/2 ?

la cual se puede S|mpI|f|car considerando la ecuacién (9.29) y factorizando

¥ ERDELYI, Op. Cit.,
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? 2 2 9 ?
2 M Bertd l 3o 2 53 5 7 gmial 9.96
& 4 ! Swl/2 A 12 2.1/2 3/2 ? :
20724 5 AMPo MLV T %S S

por lo tanto la componente horizontal del campo eléctrico de transicion del dipolo
magnético cuando la corriente que circula por este es cortada abruptamente, se

define como
e (?t)?e,(?)?e(t)

m 7 229272932 727?223 0 222° 2 pore ?
')t 2 ’&r ’) 2777 /4t,) 9 97
e?(' ) 2???4? 3 V2 3 X ,)tl/z : 23/2% ’? ( : )

El siguiente paso es encontrar la solucién de las componentes radial y vertical del
campo magnético de transicion. Para encontrar la solucion para la componente
radial se hace uso de la transformada inversa de Laplace a la ecuacion (9.84),

dividida entre s,
m 79 .29 _ 9 _42° ?39??31,23

h 2?2—— L"p— 23— 72""_922 2° % (9.98)
z 2?70775 ?SZ OSZ S3/2 S S1/2 ‘7 7
?2 222 292 92 t¥» ?

h 27— M _ 5'>9t’>9'>t31’7_39rfc?—'1/2,.t1/'2 LY

2222°9 5% A% oA 2 5

72tl/2

9’) 571/2 e ,
?° ??2/4t?
P2

considerando la ecuacion (9.29) y factorizando, se obtiene

m 2 ,) 27 ?? :) 27 7 ? 2 2272 2al
5 erf” 12 ’)’?—erf 12 L5 512 Sz X ?W?e” ?
27?27 3 Ao 2 22t ’? 279 t7 9 2 (9.99)

h, ??

Por consiguiente la componente vertical del campo magnético de transicidon
producida cuando el dipolo magnético se desconectada abruptamente, se define

como,
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m 2?22 .27? 2 m 2 22 22 2.2 2 10222 02n?
T2 27° 2 2N 222955 oANZoT 2 splEdiouzst  Tpiy 2

m 2 20?223 2772 3727723

h(?t)?——Bterf3 297 erf3 3?
W 3T 3 2 T w3 (9.100)
| .
212 ,) Y2 ’) 7

Para encontrar la respuesta impulso del campo magnético (fem inducida), se
multiplica la ecuacién (9.99) pors ?i? ,

2 2
Mno M | a 97797_97 2472279° 1’2’79”3“2{7,
2%t 2??0??5 2s ?s s'? ? ?
obteniendo como resultado
? /2 /2 2 ?
A 22222°3 3 o 3' 2 :; 2 & 4% 4 %3 3

El comportamiento del campo magnético vertical y su derivada respecto al tiempo
se ilustra en la figura 9.11 EIl transmisor es un dipolo magnético vertical de
momento unitario que es cortado abruptamente. Aqui para un momento de

1000Am?, el campo magnético antes que el transmisor es cortado es
aproximadamente 10°*A/m correspondiendo a una induccion magnética Bde
cerca de 0.1nT.
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Figura 9.11 Campo magnético vertical y su derivada en el tiempo a 100mde un dipolo magnético
vertical que se corta abruptamente. Fuente y receptor en la superficie de un suelo de
? ? 0.01S/m. Curvas roja y azul campos positivos, curvas amarilla y verde campos negativos.
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Fuente: NABHIGUIAN. p. 14

Luego que el transmisor se corta, inmediatamente una corriente circular es
inducida bajo el dipolo previniendo asi que el campo magnético sea cerrado
instantaneamente. El decaimiento del campo a tiempos subsecuentes es debido al
sistema de corrientes circulares presentes en la tierra, el maximo del cual difunde
interiormente y exteriormente desde el dipolo. En la figura 9.11 se puede observar
gue el campo magnético cambia de signo cerca al tiempo en que la corriente
maxima pasa cerca del punto de observacion, y la derivada con respecto al tiempo
del campo magnético cambia de signo a un tiempo ligeramente posterior. Hay que
tener en cuenta que en la figura 9.11 la ordenada se ha tomada tanto para el
campo magnético como para su derivada con respecto al tiempo.

Las formas asintéticas de las ecuaciones (9.100) y (9.101) a tiempos de retardo
son respectivamente,

2?7
h ?m')' :

‘3077

0

732, (9.102)

A2
I)
?

T2 04

7 {752, (9.103)
2 209 2

3/2
%, , M322,3
?
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Estos decaimientos a tiempos de retardo muestra relaciones lineales sobre grafica
log-log (figura 9.11), con angulos de 56.3° y 68.2°. Al medir estos angulos da un
rapido chequeo sobre medidas o respuestas computadas, ya que cualquier tierra
estratificada debe exhibir el mismo decaimiento a tiempos de retardo.

Para encontrar la expresién que defina la respuesta paso para la componente
horizontal del campo magnético, se sustituye <?i? en la ecuacion (9.86) y
posteriormente a la expresiéon obtenida la dividimos por s para obtener

H, 20 27 ?
IPLL S G CORTEY PN CORTLY Y CORTEY 44 (9.104)
s 42 5020 227 9 2927 97%927 %

al aplicar la ecuacion (9.93) en el limite b? 0, se tiene

22,3 2n 2'512 B3 Zmed? 2 3med?  B?
o? Ao B21PK §2 %2 2%
h, 2 3;'@?3;5 3%3 2 ?2%3 }3?43 %
h ,)m?o? '7'72/8t7| 7?27’?| 2? 9.105
e 13ai e} (6:109)

Por lo tanto la componente horizontal del campo magnético luego que la corriente
gue circula a través del dipolo magnético vertical es cortada abruptamente, se
define como

m?,? ”2/&’? 22272 22 27

y la respuesta impulso de la componente horizontal del campo magnético esta
dada por la derivada con respecto al tiempo de la ecuacion (9.106), esta definida
por

?h? o Mio? m?o? ’7’72/8t,)‘31’)_3| 3_%’)%27_7@& 3—? (9 107)
2% gr7t2 ' 5%58t5 5 4 28t % |

Las formas asintéticas a tiempos tardios para la respuesta paso y la respuesta
impulso de la componente horizontal del campo magnético del dipolo magnético
vertical, son respectivamente
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2n 2
o M2282

h, ?7 g’ (9.108)
) 26 2
:t ?27? mg:,;; (9.109)

9.4 CAMPO ELECTROMAGNETICO ARMONICO Y DE TRANSICION
PRODUCIDO POR UNA ESPIRA PORTADORA DE CORRIENTE

9.4.1 Campo electromagnético armonico producido por una espira portadora de
corriente actuando sobre un medio homogéneo y estratificado.

Figura 9.12 Vista plana de una espira circular en la superficie de la tierra.

Fuente: NABHIGUIAN. p. 217

Anteriormente, se considero que una pequefia espira de corriente se comporta
como un pequefio dipolo magnético, por lo tanto una gran espira transmisora de
corriente  se considera conformada por pequefios dipolos magnéticos
infinitesimales de momento dm(figura 9.12). por consiguiente para encontrar el
potencial magnético de la espira se reemplaza m por dm en la ecuacion (9.64)

A ?
Z,dm

F(2.2)2 %2 D(2,2)23,(?2)d?, (9.110)

donde se ha considerado

1
D(?,2) ? " e’ (€7 2 rev?),
0

U, ? k2 2k22k21",

dm? lds 0??7?a
dm? 1?29?2927 0??27?22?
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siendo| es la corriente constante que circula por la espira.

Al integrar sobre la espira, se tiene

N 2 a 2?
F(?,.z)?i‘f)l D(?,2)? 2, (?R)? A2 2222, (9.111)

'0 00

en la ecuacién (9.111) se ha tomado el término R?|5?5’r, la razén es que

representa la distancia del dipolo magnético infinitesimal al punto de medicion. Al
sustituir el siguiente teorema de adicidn en la ecuacion (9.111)

J,(?R) ? ’) J_(?2)J,(??Ycos(n?)

m?0
se tiene

A ? ')a2’7
F(?,.z)?%l (2,227 3,(22)77, (’?7')cos(m’?)’?’al’?’d’>’>;d’?

0 m?0 70 0

F(?, z)’7 2 ’D(’? 2)?J, (’7’7);2:2] (??3?eU?e?9?, (9.112)

00
En esta Ultima expresion se ha considerado por propiedades de la funcion de
Bessel de primera clase que el término entre corchetes es diferente de cero
Unicamente para m? 0.
Finalmente realizando las respectivas integraciones en la ecuacion (9.112) y

aplicando la formula de recurrencia de las funciones de Bessel de primera clase
en forma integral®*,

X" J o (X)dX 2 X" I, (X)

se obtiene,

/\

(9.113)

Al aplicar aproximacién de pequefio argumento en la ecuacion (9.113), se tiene

* ARFKEN, Op. cit., p. 553
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2a
J,(??)? =,
(?2) 75

expresion que indica que a distancias muy grandes comparadas con el radio de la
espira, el campo de una espira pequefia es aproximadamente el de un dipolo
magnético.

Para encontrar el campo electromagnético arménico de la espira circular de
corriente se sigue un procedimiento similar al utilizado para llegar a las ecuaciones
(9.75), (9.76) y (9.77); por lo tanto:

? Z I ? ? ? ? ?

E, 7~ 2 8@ o on@) g (99) ] (2a)d? . (9.114)
2 0. uO

H, ?IEa PR 5 gl D] (99) ], (?a)d? (9.115)
0
? 73

H,? I?a DTN 7y _ghele? ?Q_ 3,(22)3,(?a)d? (9.116)
0 0

Para computar estas integrales se hace uso de métodos de integracion
numérica®. En el caso cuasi-estatico, donde como se considera u, ? ? .

9.4.1.1 Tierra homogénea. Se considera el transmisor y el receptor sobre la
superficie de una tierra homogénea impermeable ? ??, ; es decir z?h?0, y

ademas se considera el caso cuasi-estatico valido para la mayoria de las
aplicaciones geofisicas.

Figura 9.13 Espira circular de corriente actuando sobre la superficie de una tierra homogénea.

z?0??2?2,h?0

T TIERRA
h? ? HOMOGENEA

* MATHEWS,Jhon. y FINK, Kurtis. Métodos numéricos con MATLAB. Tercera edicién. Prentice
hall. p. 371 — 433.
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Por lo tanto las ecuaciones (9.114), (9.115) y (9.116) se transforman en

79
295 " 1.(??)]. (?a)d?
E, - .zOIa;???qu(. 2)J,(?a)d? . (9.117)
? 72
H, ? |a'_>,)'Tu J,(??)J,(?a)d? (9.118)
N
2129203, (72)3,(2a)? 9.119
H, " Ia(’)_)?—?qu(. ?)J,(?a)d" (9.119)

A diferencia del caso del dipolo magnético donde se podian calcular todas las
componentes del campo electromagnético armonico por métodos analiticos, para
una espira grande no existen expresiones analiticas, excepto para el campo
magnético vertical en el centro de ésta.

Para sondeos electromagnéticos a menudo se mide Unicamente la componente
vertical del campo magnético, con el fin de reducir los efectos de las
inhomogeneidades laterales que producen las otras componentes. La respuesta
para esta configuracién de espira-central esta dada tomando ? ? Oen la ecuacion

(9.118) para obtener

? ,)2

. - ? ?
H, ? Ia;_)??qu(.a)d. (9.120)

analogamente a la demostracion de la componente horizontal del campo eléctrico
para el dipolo magnético ecuacion (9.82), la ecuacion (9.120) se transforma en

H 27— _B82(3?3ka?k?a?)e” (9.121)

z k2a3

De la ecuacién (9.121), se deduce que a frecuencia cero se reduce a |/2a, que
es el campo en el centro de la espira llevando una corriente directa.

La figura 9.14 llustra el campo magnético vertical en el centro de la espira con
radio 50m reposando sobre un espacio medio homogéneo de resistividad 100? .m.
Las partes real de la ecuacion (9.121) es mostrada como funcién de la frecuencia
lineal.
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Figura 9.14 Campo magnético vertical arménico en el centro de la espira circular sobre una tierra
homogénea de ? ? 0.01S/m. La espira tiene un radio de 50m a través de la cual circula una
corriente de 1A.

e-1g

.1e-2;

H.(A/m) 13

1e-054

1e-063
1e-075 \

A 1. ez 183 led 1B 1et+05 1e+0B
Frecuecia- (Hz)

Fuente: NABHIGUIAN. p.220

Tabla 9.1 Datos de campo magnético vertical vs frecuencia medidos en el centro de una espira
portadora de corriente 1A sobre una tierra homogénea de ? ? 0.01m

H, (A/m) f (H2)
5.00?10% 10™
4.99?107 10°
4.99710% 10*
4.99710% 102
4787107 10°
2.39?2107 104
2231?2107 10°
21.16?210°% 108
?25.282107® 107

Debido a que la corriente en la espira es 1A la parte real del campo se aproxima a
102 A/m a bajas frecuencias, correspondiendo a la induccion magnética B de
cerca de 10nT .
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9.4.1.2 Tierra estratificada. Se considera la fuente ( espira circular de corriente),
actuando sobre la superficie de una tierra impermeable estratificada de n capas,
cada una de las cuales con sus correspondientes propiedades electromagnéticas,
?. 2. ?.;i?1.n y espesores definidos h, (ver figura 9.1); ademas, se considera la

aproximacioén cuasi-estatica debido a que se presenta en la mayoria de las
aplicaciones geofisicas.

Anteriormente se menciono que el célculo del campo electromagnético arménico
para una tierra estratificada se puede llevar a cabo Unicamente por métodos
computacionales; especificamente métodos de aproximacion numérica. Puesto
gue los calculos van haciéndose mas complejos a medida que se trata con suelos
conformados por mas de una capa, el célculo se hara para sistemas hasta de 3
capas, considerando la cuarta capa como un semi-espacio infinito.

La idea para encontrar el campo magnético arménico es hallar una curva por el
método Simpson 3/8%° que aplicado a la ecuacién (9.120) se aproxime a la curva
gue representa la componente vertical del campo magnético, obtenida con ayuda
de la expresién (9.121). Con ayuda del programa Maple 9, se encontraron las
siguientes curvas de aproximacion, las cuales se diferencian entre si por variacion
de parametros tales como: el nimero de trapecios que se toman bajo la curva, y la
longitud del intervalo de ? (figura 9.15).

Figura 9.15 Comparacion grafica entre las curvas (amarilla y roja) obtenidas por el método de
aproximacién simpson[3/8] y la curva original (verde)

o

_.
g
0

1e-2

L]
H (A 1=
1e-05;
1e-06:

12-07;

I

EREERL e R LA B i e B3 e 0 B ) e
| 1. 1=2 123 1ed S1es  1e+05 1e+06

Frecuencia (Hz)

'® Disponible en Internet:<www. Integracién numérica. htm>.
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Tabla 9.2. Valores de campo magnético vertical por método de aproximacién (curva amarilla)
medidos en el centro de una espira portadora de corriente delA sobre un suelo homogéneo de
? ?20.01S/m.

H, (A/m) f (Hz)
5.78?107 10%
5.78?107 10°
5.78?2107 10
5.78?2107 102
5.78?2107% 10°
5.73?107 104
1.83?10% 10°
?21.55210% 108
?27.21?107 107

Al comparar la tabla 9.1 y la tabla 9.2, se tiene que a bajas frecuencias el valor del
campo magnético vertical (Real) medido en el centro de la espira tiende a
estabilizarse.

En la figura 9.15 se observa que la curva amarilla se aproxima muy bien para

frecuencias menores que 10°Hz; siendo esta la frecuencia de interés cuando se
trabaja en prospeccién geofisica. A frecuencias mayores el campo dado por la
ecuacion (9.121) oscila demasiado impidiendo una toma de datos precisa, lo
anterior se cumple para la parte positiva del campo. puesto que la curva azul claro
gue representa el campo negativo se aleja mucho del campo negativo original
(curva lila). Lo mismo ocurre con la curva azul oscuro.

Por lo tanto los parametros utilizados para el caso homogéneo, que describen la
curva amarilla, seran utilizados para encontrar de una manera aproximada los
valores del campo magnético vertical medido en el centro de la espira para suelos
de 2,3y 4 capas.

A continuacién se presenta las soluciones en forma de graficos y tablas para el
campo magnético vertical de una espira de corriente actuando sobre un medio
estratificado de dos capas, tres capas y cuatro capas; recordando que en cada
caso por separado la ultima representa un semi-espacio infinito; es decir: h ? ? .
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9.4.1.2.1 Campo magnético vertical arménico para un suelo de dos capas. Se
considera una espira de radio a?50m portadora de corriente | ?1A sobre un
medio impermeable de dos capas homogéneas, isotropicas con pérdidas. Las
mediciones realizadas se consideran en el interior de la espira ? ? 0 debido a que
la solucion analitica para el suelo homogéneo se basa en ese tipo de
configuracion. Para encontrar la solucion para la componente vertical del campo
magnético vertical para el caso considerado se reemplaza la ecuaciéon (9.61) en la
ecuacion (9.120),

? .72
H,?la? —
o 2oy U2 ? u, tanh(u,h,)
' u, 2 G, tanh(u,h,)

J,(?a)d?, (9.122)

Donde

? Parametro que depende de las propiedades electromagnéticas
del medio y estructura.

u, ?u, h,? ?

h, espesor de la capa 1.

u ?+?22 2k’
k ?./?i2??,?. f para el caso cuasi-estéatico

f Frecuencia lineal (Hz)

Solucion gréfica: se puede observar que el campo magnético vertical a bajas
frecuencias tiende a estabilizarse a un valor de ?3.509?10”A/m,
correspondiendo a una induccion magnética de B ? 24.409?10°'T . ; es decir se
tiene un comportamiento analogo al observado para el caso de un suelo
homogéneo. para llegar a su solucién se tiene en cuanta los siguientes datos'’:
?, 24?2?10 F/m, h ?62.6m,?, ?1/485S/m,?, ?1/55.7 S/ m.

' RAMOS, Sandra. SALAZAR, Luis. Monitoreo electromagnético de Volcanes. Pasto:Universidad
de Narifio, 2002. p. 32.
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Figura 9.16. Parte real del campo magnético vertical medida en el centro de la espira de radio
50mportadora de corriente 1A, sobre un suelo impermeable de 2 capas homogéneas, isotropicas
y con pérdidas.

H,(A/m

| ol ez 1ed ded 1eE 1e+ D5 1et+05
Frecuencia(Hz)

Tabla 9.3.Valores de campo magnético vertical por método de aproximacion (curva amarilla)

medidos en el centro de una espira portadora de corriente de1lA sobre un suelo impermeable de
dos capas.

H, (A/m) f (Hz)
23.509?210™ 107
23.509?210™ 10°
23.509?210™ 10*
23.509?210™ 10°
23.509?210™ 10°
23.509?210™ 10*
23.495210™ 10°
?2.833?210™ 10°

Con ayuda de la tabla 9.3. se observa que el campo magnético empieza a decaer
para f ?10"5Hz, que al comparar con la figura 9.16 se puede considerar que a

frecuencias mayores que este rango el campo comienza a oscilar, impidiendo
obtener una medicion precisa . Hay que notar que la parte real del campo para
este caso a diferencia del suelo homogéneo es negativa.

9.4.1.2.2 Campo magnético vertical armonico para un medio de 3 capas. Se

considera una espira de radio a?50m portadora de corriente | ?1A actuando
sobre un medio impermeable ?, ? ?, de tres capas homogéneas, isotropicas con
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pérdidas; es decir con conductividades ?,, ?, y ?,. Cada una de las cuales con

sus correspondientes espesores h;,h, yh,. Para encontrar la solucion del campo

magnético en el centro de la espira para el caso considerado se reemplaza la
ecuacion (9.59), abarcando tres capas

d, ? u, tanh(u,h,)

g, ?u - ,
u, ? u, tanh(u,h,)

2 7

U, ? U, ? h??

a su vez se reemplaza el resultado obtenido en la ecuacion (9.120)

?

72
H,?1a? I J,(?a)d?
0 u, 3% ? U NUN,) 2 ncunhy)
9u ? U, tanh(u,h,) %
??u, i
I)
U, 20,37 e EMURe) By

5U, ? U, tanh(u,h,) %

(9.123)

Figura 9.17. Parte real del campo magnético vertical medida en el centro de la espira de radio

50mportadora de corriente 1A. Sobre una suelo impermeable de 3 capas homogéneas,
isotrépicas y con pérdidas.

H,(A/m)

A 1. .1z 43 {e4 185 1e+05 1e+0B
Frecuencia (Hz)

de la figura 9.17 se ve claramente que el campo en el centro de una espira
portadora de corriente actuando sobre un suelo de 3 capas tiende a estabilizarse a
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un valor de ?8.837?10" A/m. Para llegar a dicho resultado se utilizaron los
siguientes datos™® :
?,?24??10"F/m, h ?44m,h, ?34m,h,? ?,?,?1/1110 S/m,?,?1/88S/m vy

2, 21/40S/m.

Tabla 9.4 Valores de campo magnético vertical por método de aproximacion medidos en el centro

de una espira portadora de corriente delAsobre un suelo impermeable de tres capas
homogéneas, isotrépicas y con pérdidas.

H, (A/m) f (H2)
28.837?710™ 10%
28.837?710™ 10°
?28.837?10™ 10*
?28.837?10™ 102
?28.837?10™ 10°
?28.837?10™ 104
28.836?10™ 10°
28.819?210% 108

la tabla 9.4 muestra los valores del campo magnético vertical en el centro de la
espira correspondientes al intervalo de frecuencias utilizadas en prospeccion

geofisica (f ?10°Hz). De aqui se nota con mayor precision el valor al cual tiende
a estabilizarse el campo. Es facil notar que el valor obtenido corresponde a una
induccion magnética de -1.110?10°T. La parte real del campo también es
negativa.

9.4.1.2.3 Campo magnético vertical armonico para un medio de 4 capas. Se
considera una espira de corriente actuando sobre un medio impermeable ?, ? ?,
de cuatro capas homogéneas, isotrépicas con pérdidas; es decir con
conductividades ?,,?,,?, y?,. Cada una de las cuales con sus correspondientes
espesores h,h,, h,.y h,. Para encontrar la solucion del campo magnético vertical

en el centro de la espira, se reemplaza la ecuacion (9.59), teniendo en cuenta las
admitancias de la capa 3 y capa 4; es decir se reemplaza en la ecuacion (9.59) las
siguientes relaciones

¥ RAMOS, Op. cit.,p, 32.
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i 24 d, ? u, tanh(u,h,)
27 724, 2, tanh(u,h,)

i, 2u, da, Z LAJS tanh(u;h,)
u, ? u, tanh(u,h,)

u, ?2u, ? h?7?

a su vez se reemplaza el resultado obtenido en la ecuacion (9.120)

? 92
H,?la? e
: gu 20, ?u, tanh(uh)gf,u tanh(uh)
! 2 3,5 ')0 anh(u h ) ,)’) u tanh(u hl)
27 f) ' 1
%UZ ? U, u, tanh(uzh, )3anh(u h )f, (5.1249

.
Py gt~ ta”h(“h)avu tanh(uh)

20
’)
?,u 2 {, tanh(u,h,) 5
G
2
?
2u

')tanh(ulhl)
3tanh(u,h ),,

g ’?u tanh(u h;) 2

3u 2 G, tanh(u;h,) %

c
iy
D
c
N
NN N N NI
c
N
~J
C

Como se puede observar obtener una solucién analitica de la ecuacion (9.124)
obtener una solucién analitica de la anterior ecuacién resultaria muy complicado,
por tal motivo se hace uso de las herramientas computacionales (Ver Anexo A).

Los resultados obtenidos fueron los siguientes:

Figura 9.18 Parte real del campo magnético vertical medida en el centro de la espira de radio
50mportadora de corriente 1A. Sobre una suelo impermeable de 4 capas homogéneas,
isotrépicas y con pérdidas.

L I B0 e 0 s e B 1 B e
w3l 1. Aez den 1e4 Aes 1e+08 1e+05

Frecuencia

Al igual que en los casos anteriores en la figura 9.18 se observa que nuevamente
la componente real del campo magnético vertical generada por una espira de radio
a ? 50mportadora de una corriente |1 ?1A, medido en el centro de la espira se
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estabiliza en un valor de ?3.509?107*A/m, correspondiendo a una induccion

magnética de B ? ?4.409?10”'T . Para llegar a dicho resultado se utilizaron los
siguientes datos™®:

2, ?4? 2107 F/m, h, ? 454m, h, ? 43.2m,h, ?213m,?, ?1/1300 S/m
2,21/737S/m,?,?21/26.6S/m y ?,?21/438S/m

Tabla 9.5.Valores de campo magnético vertical por método de aproximacion medidos en el centro

de una espira portadora de corriente delAsobre un suelo impermeable de cuatro capas
homogéneas, isotrépicas y con pérdidas.

H, (A/m) f (Hz)
23.509?210™ 107
23.509?10™ 10°
23.509?210™ 10"
23.509?210™ 10°
23.509?210™ 10°
23.509?210™ 10*
23.507210 10°
?3.340?10™ 10°

De la tabla 9.5 se verifica de una manera mas precisa el valor al cual se aproxima
la componente real del campo magnético vertical para valores de frecuencia
pequefios.

Hay que notar que el método de aproximacién se aproxima muy bien para los
valores de frecuencia (f ?10°Hz); intervalo de interés en Aplicaciones Geofisicas.
En cambio para valores mayores que dicho intervalo el campo oscilaria mucho,
visto para el suelo homogéneo en la figura 9.2; y serd muy dificil encontrar una
curva de aproximaciéon para la componente real del campo.

Puesto que en la practica son importantes los sistemas fisicamente medibles,
consideramos Unicamente el valor de la parte real del campo magnético vertical,
gue finalmente sera el valor que aparecera en una medicién real.

¥ RAMOS, Op. cit., p. 32.
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9.4.2 Campo electromagnético de transicion. Para la respuesta de transicion en el
caso de la configuracion espira-central sobre una tierra homogénea, se procede
de la misma forma que para el caso del dipolo magnético, primero se expresa la
ecuacion (9.120) en términos de la frecuencia, luego se divide entre s vy
posteriormente se aplica las transformadas inversas de Laplace pertinentes para
cada expresion.

Por lo tanto la componente vertical del campo magnético para una espira grande
de corriente en términos de la frecuencia, recordando que s ?i? se define como:

r /2’
37 (3?3752 2225)e™ " |, (9.125)
s? “a

H,?7?

Donde
?2sY2 2 jka
?2?22s?k%a?

r /2
??207,?2 7 a.

Con un procedimiento similar al utilizado en el caso de la componente vertical para
el campo electromagnético funcién paso de un dipolo magnético, se encuentra que
para la espira grande de corriente se define como

hot o3 o959 3 Avteoa)s (9.126)
> " 2a5/27a I L e S '

Por lo tanto la componente vertical del campo magnético cuando la corriente que
circula a través de la espira grande es desconectada abruptamente, se define
como

h(t)? L A2 o 351 7 3 omesFg
2a7 22%%? 2a%/?7a 2 %%

'7erfc(’7a)o

29252 2
h, ? I— 3 —e" " ?N?—— 3 Gerf ('7a)7 (9.127)
2a ofoa 2 2%

Y la respuesta impulso (fem inducida) esta dada por:

86



?h | ? 2 2,27
2929 i ?a) ? ——?a(3? 2?2%a%)e” ™
o .?0?a3 33erf(.a).?l/2.a(3. ?ca‘)e 3

(9.128)

En la ecuacion (9.126) el término | /2aes el campo que deberé estar presente en
el espacio libre antes de desconectar la corriente; multiplicando por el término que
esta entre corchetes nos da el decaimiento del campo magnético debido a las
corrientes fluyendo en la tierra conductiva.

Figura 9.19 ilustra el decaimiento del campo magnético y su derivada en el centro
de la espira después que una corriente de 1A es desconectada, la cual esta
fluyendo a través de una espira de 50m de radio reposando sobre un semi-espacio
de 100?.m. Antes que la corriente es desconectada, el campo magnético en el
centro de la espira, dado por |/2aes 0.01A/m correspondiente a una induccion
magnética de aproximadamente 10nT.

Figura 9.19 campo magnético vertical y su derivada en el tiempo en el centro de la espira de radio
50m. Sobre una tierra homogénea de ? ? 0.01S/m. Una corriente de 1A es cortada
abruptamente en el tiempo cero.

-1e53
3 dh
184 d—Z(A/ms)
1ead L
1e24
1.4
E ?5/2
RF t
Ae-13-_h, (Al m)
Aezs
1e—3é t?3/2
1e-064
12-063
19'07_ T TTTTmT T TTTTmT T TTTImm T TTTTTT T TTTTmr T TTITmT T TTTImm T TTTTTm
1807 1606 1205 188 (@ .Te1 .1 1. .des

Fuente: NABHIGUIAN. p. 222

Tabla 9.6 Valores del campo magnético vertical y su derivada en el tiempo en el centro de una
espira de radio a ? 50m cuando la corriente que circula a través de esta se corta abruptamente.

t(s) h, (A/m) dorllz (AT
107 9.809?710 1.909?10°
107 8.091?710% 1.895710°
107 15217107 1.818?102
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10™ 6.404?107 9.394?10™
107 2.0872107 3.1242107%
107 6.610?107 1.009?107
107 2.00?10% 21.470?10”
10° 21.00?2107 3.610?2107
10* 21.00?107% 1.8357107

El campo magnético de transicidén es debido a un sistema de corrientes circulares
gue fluyen en la misma direccion como la corriente transmisora. Con tiempo, el
mMaximo se este sistema de corrientes se mueve exteriormente y interiormente. De
la figura 9.19 se puede ver gue los signos del campo magnético y su derivada
mantienen el mismo signo en el centro de la espira. A tiempos de retardo el

comportamiento la respuesta paso de la

Aqui el campo magnético vertical y su derivada exhiben decaimientos t

3/123/2,2
h 2 |7 ?0 a ?3/2
z " 301)1/2
Y
3/123/2,2
h 2 |7 ?0 a ?5/2
z " 2ml/2
t”*'? respectivamente.
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componente vertical del campo
magnético y su derivada respecto al tiempo presentan el siguiente comportamiento

(9.129)

(9.130)




CONCLUSIONES

Se logrd un analisis matematico y tedrico detallado para llegar a la solucién del
problema.

Se presentd un resultado del problema partiendo del caso particular del problema
(dipolo magnético) y luego pasando al caso general ( espira grande de forma
circular portadora de corriente). Teniendo en cuenta que cuando una pequefia
espira de corriente se encuentra a una distancia aproximada de cinco de sus
radios, se comporta como un dipolo magnético.

Con ayuda del programa “ Maple9” se lleg6 a la solucién gréafica y numérica del
campo magnético vertical medido en el centro de la espira de radio a?50m
portadora de corrientel ?1A, actuando sobre un medio de 2, 3 y 4 capas
homogéneas, isotrépicas, con pérdidas; cada una con sus respectivos espesores.
De los valores obtenidos, se observa claramente que el campo a frecuencias de
interés en prospeccion geofisica (f ?10°Hz) tiende a estabilizarse. Se trabajo

aproximacion cuasi-estatica ya que la solucion analitica presentada para una tierra
homogénea trabaja bajo dicha aproximacién, que finalmente sirvid de base para
formular las soluciones con el método simpson[3/8].

Se obtuvo solucion grafica y numérica del campo magnético vertical de transicion
medido en el centro de la espira portadora de corriente, cuando esta se corta
abruptamente en el tiempo. La solucion se presenta para el caso de una tierra
homogénea impermeable.
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ANEXOS

Anexo A. A continuacioén se presenta el programa hecho en Maple 9 con el objeto
de encontrar la solucibn que mas se aproxime con ayuda del método
Simpson[3/8], a el valor del campo magnético vertical medido en el centro de una
espira de radio a ? 50, portadora de corriente constante | ? 1A que se ubica sobre
un suelo homogéneo impermeable de conductividad ? ? 0.01S/m,ecuaciéon
(9.120).

PROGRAMA:

vamos a encontrar el error entre el método de aproximacion simpson (3/8) y la
ecuacion (9.120):

> restart;
> mu: =4*Pi *10"(-7); si gma: =0. 01; I te: =1; a: =100;
1
e ol

2500000

a:=0.01
fte =1

a =100

Se utiliza el método de aproximacion Simpson[3/8] en la ecuacion (9.119)
>

f:=unappl y(lte*a*(l anbda™2/ (| anbda+ur)) *Bessel J(1, | anbda*a), u
r):
A continuacion presentamos la ecuacion (9.120)
> g: =unappl y(-(lte/ (k"2*ar3))*(3-(3+3*| *k*a- k"2*a"2) *exp( -
| *k*a)), k) ;
{-100 Tk)
3-(3+3007k-100004%%) e

1000000 &2

g=k—

\Y

ur: =eval c(Re(sqrt (I anbda”2+l *2*Pi *nmu*si gna*frec))):
k:=sqrt(-1*2*Pi *nu*si gma*frec);
k= 0.00008944271910 7 4-I frec

\Y

\Y

f(ur):
assune(frec>0); gr: =eval c(Re(g(k)));

\Y
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1 (-0.004472135955 1 2 AffPec-)

gr=- [ 125.0000000 ((0.01341640786 7 42 {ffrec~+ 0.00008000000000 7 ° frec-) e

z’ frec~

Co8

(0.004472135955 7 42 {frec~)

(-0.004472135955 7 42 +[frec—)
- (3 + 0.01341640786 7 42 {/frec~) e sin(0.004472135955 7 42 offrec~)

> w t h(Student[ Cal cul usl]):
>f | ap: =Approxi matel nt (f(ur), | anbda=0.. 10, net hod=si npson[ 3/ 8] ,
partition=109):
>
flap2: =Approxi matel nt (f(ur), | anbda=0. . 30, net hod=si npson[ 3/ 8],
partition=109):
>
fl ap3: =Approxi matel nt (f (ur), | anbda=0. . 25, net hod=si npson[ 3/ 8],
partition=126):
>
Se procede a evaluar para comprobar que tanto se aproxima el método:
> f1:=subs(frec=10"(-1),fl ap):gl: =eval f (subs(frec=10"(-
1),9r));f2:=subs(frec=10"(-1),fl ap2);f3: =subs(frec=10"(-
1),flap3);

gl = 0.005000000301

72 :=0.00578962371

3 = 0.0033497953
> wth(plots):
> |l oglogplot([flap,qgr,flap2,-flap,-gr,-flap2,-

flap3],frec=10"(-1)..10"6, 10"(-8)..10"(-
1), axes=box, nunpoi nt s=5000) ;
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de-

e
H'A/m: 1e-d
1e-0&

1e-06

1e-07

A 1. ez fed  1ed ded 1e+05 1e+06

Frecuencia(Hz)

Bajo la aproximacion expuesta se tiene un excelente comportamiento bajo 107(-
4)Hz, de la grafica se pude ver que para frecuencias mayores el error aumenta
notoriamente. Pero ya que en prospeccion geofisica en las cuales frecuencias
menores que 107"5Hz son empleadas.

Por lo tanto segun la curva que mas se aproxima es la amarilla, corresposndiente

flap2; para valores de frecuencia menores que 1075 Hz. Para valores mayores el
método se aleja de la curva original (verde).
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