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Estudio de la Propagacion de Pulsos Electromagnéticos en Cristales
Fotonicos

Resumen

En el trabajo de grado se hizo una revision del articulo de Scalora,’ sobre el estudio teérico
de la propagacion de pulsos electromagnéticos ultra cortos a través de Cristales Fotonicos
unidimensionales. Estos cristales se componen de una super red periédica cuya base es una
celda unitaria compuesta por pares de diferentes materiales, con indices de refraccion ny y

To respectivamente.

Como parte del trabajo de grado se demostré la ecuacion de dispersion f(w) propuesta por
Scalora, para una onda que incide sobre el cristal fotonico unidimensional. Se graficé con
ayuda del programa Wolfram Mathematica 11.3 la funcion de transmision T'(w), probando
la existencia de brechas fotonicas en el cristal. Esto permitio comprender como los efec-
tos no lineales sobre uno de sus componentes del cristal podrian ser aprovechados para
modificar el ancho de la brecha fotonica, asi como el por qué de la aplicabilidad de este

comportamiento.

El programa computacional fue aprovechado para modificar ciertos valores de distintos
pardmetros, encontrdndose resultados adicionales a los mostrados en el articulo de Scalora.’
Para cierta region de frecuencias el programa Wolfram Mathematica 11.3 no mostré correc-
tamente algunos resultados, por lo tanto se realizo nuevamente el programa en Scilab 6.0.2,

logrando asi complementar los resultados.
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Study of the Propagation of Electromagnetic Pulses in Photonic Crystals

Abstract

In this work, we reviewed the article by Scalora et al. about the theoretical study of the
propagation of ultra-short electromagnetic pulses through one-dimensional Photonic Crys-
tals. These crystals are composed of a periodic super-lattice with a unit cell composed by a

pair of different materials with refractive indexes n, and no, respectively.

The scattering equation f(w) proposed by Scalora was demonstrated for an incident wave
arriving at one-dimensional Photonic Crystal. The transmission function T (w) was graphed
using the software Wolfram Mathematica 11.3. With this software, we checked the existence
of photonic band gap in the crystal. This result allowed us to understand how non-linear
effects at one of its crystal components could be exploited to modify the width of the photonic

band gap, as well as the reason for the applicability of this behavior.

The computational software was used to modify some values of different parameters, find-
ing additional results to those shown in Scalora’s article. For a certain frequency region,
the software Wolfram Mathematica 11.3 did not show logical results, therefore we used the

software Scilab 6.0.2, being able to complement the results.
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Glosario

Coherencia:

Cristal Fotonico:

Dispersion:
Dispersion incoherente:

Frecuencia de Plasma:

Indice de refraccon:

Caracterisitca de la luz por la cual la diferencia de fase entre dos
o mds ondas se mantiene constante en cada punto del espacio a

lo largo del tiempo.?

Es un arreglo periédico compuesto por medios macroscopicos
con diferentes constantes dieléctricas. Es el andlogo ptico de

los cristales comunes.

Variacion del indice de refraccion de un medio en funcién de la

frecuencia de luz que lo atraviesa.’

Es la dispersion en la que no existe una relacion definida entre

las fases de las ondas dispersadas e incidentes.’

Es la frecuencia natural de oscilacién colectiva de especies car-
gadas eléctricamente, como eletrones o iones, en un plasma en

ausencia de un campo magnético.

Es el cociente de la velocidad de la luz en el vacio y la velocidad

de la luz en un medio determinado.?

Xil



Capitulo 1

Introduccion

A partir de los primeros trabajos de Yablonovitch*> y John,® donde por primera vez se es-
tudio la fisica de cristales fotonicos, se han realizado una gran cantidad de trabajos teéricos
y experimentales,’~!2 buscando el aprovechamiento de la propagacién de la luz y su emisién.
Los avances en disefio, fabricacion y andlisis de estructuras foténicas implementaron la uti-
lizacién de sistemas periédico-dieléctricas con propiedades 6pticas lineales y no lineales!?

que permiten controlar la luz al interactuar con dichas estructuras.'*

Tomando como referencia las propiedades electrénicas de los materiales conocidas a partir
de la Fisica del Estado Sélido y las enormes ventajas que la luz tiene respecto a los elec-
trones, los cristales fotonicos son una alternativa para el desarrollo de materiales con los que
se puedan controlar las propiedades de los fotones de igual manera que los materiales semi-
conductores influyen sobre las propiedades de los electrones, particularmente en la forma
que el potencial periddico creado por un cristal evita que electrones con energias determi-
nadas no se propagen a través del medio.!> Se espera que la periodicidad en la geometria
de los Cristales Fotonicos genere una brecha de energias para ciertas regiones del espectro
electromagnético. Asi pues, los cristales foténicos son disefiados con el fin de generar ban-

16,17

das prohibidas foténicas, que son intervalos de frecuencia en los que la luz no puede

propagarse a través del cristal, lo que ya ha sido confirmado de manera experimental.®

Las primeras nociones respecto a los cristales fotonicos se dieron en los afios 40, cuando el
fisico norteamericano Edward Purcell’ consider6 por vez primera que la presencia de un
espejo podria alterar las propiedades de la radiacidn electromagnética de un dipolo, lo que
en 1987 llevo a la idea de una brecha prohibida foténica,*° tomando ésta de la Fisica de los

cristales en donde la existencia de bandas electronicas debidas a la periodicidad de una red
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cristalina generan bandas prohibidas de energia para la propagacién de los electrones dentro

del cristal.

La idea de considerar cristales fotonicos en vez de cristales convencionales, consiste en que
los primeros acttian sobre los fotones de forma andloga a como los cristales semiconductores
lo hacen sobre los electrones, creando una region en frecuencias donde los fotones no pueden
propagarse através del material.'® Este hecho se probé experimentalmente por Yablonovitch
en 1991,'8 con una matriz de agujeros perforados en un material con alto indice de refraccién.
Este cristal artificial llamado ’Yablonovita’ en honor a su inventor, mostré impedir la trans-
mision de la radiacion electromagnética desde los 13 GHz hasta los 15 GHz (microondas)
aproximadamente, mostrando asi la existencia de una zona prohibida de frecuencias para la

cual no existe la transmision electromagnética.

Posteriormente se buscé ampliar el régimen de frecuencias mas alld del de las microondas
buscando estructuras que operasen en la region visible o infrarrojo cercano, para lo que se
utilizé el mismo método empleado en la fabricacién de muestras en el régimen de microon-
das y luego escalando hacia las otras regiones.”’ A la fecha, el disefio de cristales foténicos
se ha llevado a cabo con diferentes técnicas para la obtencién de cristales con estructuras

unidimensionales, estructuras bi-dimensionales y estructuras tri-dimensionales. 8142125

La inclusién de componentes no lineales en los que la constante dieléctrica depende de la
intensidad del campo aplicado, trajo consigo un cambio dindmico en su rendimiento, per-

mitiendo el desarrollo de dispositivos tales como filtros e interruptores épticos,?028

esto es,
sistemas en los que el ancho de las bandas prohibidas pudiese controlarse con la intensidad
del campo amplicado. Sin embargo, una comprension analitica detallada de estos sistemas

no habia sido considerada detalladamente.! '

En la préctica, los cristales fotonicos son, en general, dificiles de fabricar, lo que genera

la necesidad de utilizar métodos computacionales que permitan generar predicciones sobre
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el sistema antes de proceder a la fabricacion de estos materiales, habiendose desarrollado
algunos métodos de calculo para el estudio de cristales foténicos.'*? En los tltimos afios
se han estudiado numéricamente arreglos unidimensionales de heteroestructuras compuestas
por capas de materiales dispersivos-nodispersivos encontrandose resultados interesantes de-

pendientes de la frecuencia de plasma del material >

En este trabajo se hizo una revision del estudio de sistemas compuestos por cristales foténicos
unidimensionales realizado por Scalora et. al.' utilizando el método de Matriz transferencia,
para probar la existencia de brechas foténicas en cristales foténicos y su dependencia con el

indice de refraccion del material.

El trabajo de grado se inicié con un breve resumen acerca de los cristales foténicos, haciendo
énfasis en los cristales fotonicos unidimensionales, encontrandose las ecuaciones diferen-
ciales para los campos eléctrico y magnético asociadas a los modos TE y TM respectiva-
mente. Dichas ecuaciones fueron solucionadas mediante el método de matriz transferencia
aplicado a un cristal fotonico de este tipo, lo que permitié encontrar la relacién de dispersion
del sistema. Se estudi6 la propagacion de pulsos electromagnéticos ultra-cortos en estos
cristales, obteniendo las brechas foténicas reportadas por Scalora et al.! Asi mismo, se obtu-
vieron resultados adicionales como la aparicién de mds brechas fotonicas a mayores rangos
de frecuencia, los valores de las mismas y su relacién con la variacién del indice de re-
fraccién, entre otros resultados que son reportados en la seccion de Resultados del presente

trabajo.
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Cristales fotonicos

Introduccion

Un cristal es un arreglo periddico de d&tomos o moléculas, cuyo patrén de repeticion en el
espacio es lo que se conoce como red cristalina. Todo cristal presenta un potencial periddico
para que un electrén se propague a través de €l, y tanto los constituyentes del cristal como la

geometria de la red dictan las propiedades de la conduccién del mismo.3!:32

El andlogo 6ptico es el cristal foténico, en el cual los 4&tomos o moléculas son reemplazados
por medios macroscéopicos con diferentes constantes dieléctricas, y el potencial periddico
se reemplaza por una funcion dieléctrica periddica (o, de manera equivalente, un indice
periddico de refraccion). Si las constantes dieléctricas de los materiales en el cristal son
suficientemente diferentes, y si la absorcién de la luz por los materiales es minima, entonces,
las refracciones y reflexiones de la luz de todas las interfaces pueden producir fenémenos
analogos a los observados con electrones.?! Ademds, la periodicidad de la red en el cristal
foténico es capaz de proporcionar brechas prohibidas de propagacién como en un cristal
comun. Estas similitudes permiten analizar los cristales foténicos mediante métodos conoci-

dos y emplear métodos numéricos utilizados en el drea de Estado Sélido.

En la préctica, la Optica de materiales se estudia a partir de la relacion de tamafios entre el
material a investigar y la longitud de onda de la radiaciéon que incide sobre el mismo. A
saber, se definen tres limites en los que las propiedades Opticas de los materiales presentan

diferentes comportamientos:
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En primer lugar se encuentra la region en la que se trabaja con los materiales opticos tradi-
cionales, esta es una region en la que la longitud de onda A de la onda incidente es muy grande
comparada con las imperfecciones o variaciones en las propiedades del material (figura 2.1),
y en la que a pesar de tales propiedades discretas, la respuesta 6ptica del mismo es comun-
mente homogeneizada y promediada caracterizandose estos materiales por una constante

dieléctrica ¢ propia del material.*?

Figura 2.1:  Medio homogéneo para el que la longitud de onda es muy grande comparada con su
estructura. Fuente: Adaptado de M. Skorobogatiy and J. Yang. “Fundamentals of Photonic Crystal
Guiding”.

La region en la que A es muy pequeia comparada con las propiedades estructurales del
material (figura 2.2), da origen a la denominada dptica geométrica, observandose en este
regimen la dispersion incoherente de la radiacion, la cual puede estudiarse por el método de

rayos.>
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a>> \
Dispersion incoherente

e © 0 o o
L
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Figura 2.2: Medio para el cual se hace uso de la dptica geométrica. Fuente: Adaptado de M.
Skorobogatiy and J. Yang. “Fundamentals of Photonic Crystal Guiding”.

El régimen operacional de la Fotdnica de cristales cae entre los dos limites mencionados,>
esto es, la region en que la longitud de onda es comparable a la estructura de los cristales

fotonicos (figura 2.3).

a~ A\
Dispersion coherente

Figura 2.3: Estructuras caracteristicas de los Cristales Fotonicos. Fuente: Adaptado de M. Sko-
robogatiy and J. Yang. “Fundamentals of Photonic Crystal Guiding”.
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Fabricacion

Es interesante observar que los cristales foténicos, tienen algunos andlogos en la naturaleza,
como los 6palos, que son estructuras periddicas con propiedades Opticas atractivas y de in-
terés cientifico y comercial, por lo que recientemente, los 6palos artificiales fabricados por
autoensamblaje de particulas coloidales se convirtieron en un tema de investigacion popu-
lar, principalmente debido a la metodologia relativamente simple y econémica de producir

grandes muestras de estructuras foténicas periédicas.*?

Aunque el enfoque de autoensamblaje es simple y rentable, los defectos aleatorios de la
red, tales como dislocaciones y particulas faltantes, limitan el tamafio maximo de un cristal

foténico libre de defectos.>>

Una técnica alternativa de “produccién en masa’” desarrollada para la fabricacion de cristales
foténicos uniformes 2D y 3D es una litografia de interferencia de haz madltiple, también
conocida como litografia hologréfica. En esta técnica, el patron de intensidad periddico
causado por varios haces de interferencia se transfiere a un sustrato de polimero fotosensible

a través de una sola exposicién.*?

Los cristales y la holografia proporcionan una forma eficiente de fabricar cristales fotonicos
2D y 3D a gran escala; estos métodos deben complementarse con otros métodos para la
incorporacion de defectos. Se conocen avances recientes en la fabricacion de defectos en
las celosias de cristal foténico, incluidos, entre otros, micromanipulacién, escritura directa y
procedimientos de varios pasos que incluyen la combinacién de métodos de fabricacion de

PhC 3D y algunos tipos de litografia 2D.3

Hasta la fecha, probablemente el proceso més estudiado para la fabricacion de dispositivos de
cristal foténico se basa en el disefio 2D ldminas dieléctricas planas utilizando litografia por

haz de electrones. La litografia de vanguardia en combinacién con el grabado electroquimico
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o reactivo de iones permite la fabricacién de cristales foténicos 2D de baja imperfeccién en
varias combinaciones de materiales de alto indice de refraccion, incluidos los semiconduc-

tores de silicio-aire y III-V.??

A pesar de su gran potencial, la mayoria de los dispositivos basados en cristales foténicos se
encuentran todavia en la fase de investigacion. Algunas de las pocas aplicaciones comerciales
existentes de cristales fotonicos mds alld de los filtros de interferencia planas 1D incluyen

vidrio y fibras de cristal foténico a base de polimero (PCF).3*34

Aplicaciones

Los cristales fotonicos son unos excelentes candidatos para ser utilizados en las diferentes
aplicaciones donde el control éptico es necesario®' ya que tienen propiedades épticas in-
teresantes como el interruptor foténico, el cual es el mds conocido debido a las posibles
aplicaciones tecnoldgicas; estas aplicaciones dependen de la posicion y el tamafio de dicho

interruptor.3> 36

Algunas aplicaciones de los cristales foténicos, son:

e Aisladores dpticos: Hacen uso de la capacidad que tienen los cristales fotonicos de

localizar radiacion dentro de una estructura periddica. Funciona como aislador cuando

la frecuencia que se desea aislar estd dentro de la regién de la brecha foténica.? %’

e Guias de onda fotonicas: Esta es una caracteristica tnica de las guias de onda, basada
en cristales foténicos, la cual tiene la capacidad de formar dobleces en la direccion

de propagacién de la radiacién a un dngulo de 90° e incluso mayores, alcanzando una

transmisién mayor al 98%.3-38-40

e Manejo de dispersion: Esta propiedad permite utilizar los cristales foténicos como

sdper prismas, sdper lentes y de multiplexores.’>*—3
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e Divisores de haz: Los divisores basados en cristales fotonicos constan en un nimero
de guias de onda foténicas, conectadas en un punto. Asi, la potencia que entra por una

guia de onda, se divide en el punto de conexién.*>*!

o FElementos no lineales: Un material fotonico no lineal cambia su indice de refraccion,
bajo la presencia de radiacion electromagnética de alta intensidad que pasa a través de
él. Este efecto tiene lugar cuando uno o dos haces de luz, que tienen suficiente poten-
cia, inciden en la estructura fotnica no lineal, de tal forma que las caracteristicas del
cristal foténico cambian, particularmente la reflexion y la transmisién. Asi, mediante
este principio, se puede controlar el cierre o apertura de un interruptor 6ptico con la

intensidad de radiacién incidente en el material.>> 37
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Cristales fotonicos unidimensionales

Los cristales fotonicos unidimensionales se consideran el caso mds simple abarcado en todo
el estudio de los cristales foténicos, en los cuales se puede aplicar la simetria y los principios

de electromagnetismo estudiados en la fisica del estado sélido.

Figura 3.1: Cristal foténico unidimensional. El sistema consiste en capas alternas de materiales con
diferentes constantes dieléctricas y un periodo espacial a. Fuente: Adaptado de J.D. Joannopoulos,
S.G. Johnson, R.D. Meade and J.N. Winn. “Photonic Crystals. Molding of Flow of Light [2 ed.]”.

El cristal foténico unidimensional, también conocido como “espejo de Bragg” o el reflec-
tor multicapas, consiste en una pila periddica de dos capas dieléctricas alternas. La luz se
propaga en una direccion normal a las capas, las cuales se someten a reflexién y transmision
en cada interfaz entre las capas adyacentes de manera sucesiva. Con una eleccion adecuada

del espesor de la capa y los indices de refraccion, las ondas reflejadas desde cada interfaz

10
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estan en fase, mientras que las ondas transmitidas estan fuera de fase. En ese caso, los com-
ponentes de onda transmitidos se cancelan entre si, y s6lo la interferencia de los componentes
reflejados es constructiva, con lo que la luz se refleja totalmente. Esto funciona para cierto
rango de longitudes de onda. Clasicamente se analiza los espejos de Bragg con un nimero
finito de capas, utilizando matrices de reflexion y transmision para cada capa, teniéndose que

la reflexién puede ser perfecta con un niimero infinito de capas.*

La brecha de frecuencias para la cual no existe transmision se llama brecha de banda foténica.
Se tiene en cuenta que, hasta hace poco, se pensaba que la reflexion de los espejos de Bragg
era posible s6lo dentro de un rango relativamente estrecho de dngulos de incidencia. EI
trabajo reciente de Fink et al. ha demostrado la viabilidad de la reflexién omnidireccional

con los Cristales Fotonicos Unidimensionales.*
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Ecuacion general para los campos eléctrico y magnético

Para obtener las ecuaciones para el campo electrico y magnético, se debe partir de las ecua-
ciones de Maxwell, las cuales describen el comportamiento del campo electromagnético en

un medio material, estas ecuaciones tienen la forma:

V-B=0, (3.1.1)
, 10B
VxE=— o (3.1.2)
V- (3.1.3)
q 185
H=-— 1.4
vV x 5 (3.1.4)

Los vectores D y H se vinculan con los vectores E' y B, respectivamente, mediante las

relaciones constitutivas, las cuales para el caso de los medios lineales toman la forma

D =e(ME, (3.15)

— (f)H (3.1.6)

Sof!

siendo ¢ y u la constante dieléctrica y la permeabilidad magnética, de dicho material respec-
tivamente. El campo electromagnético puede ser caracterizado por el vector potencial A y el

potencial escalar ¢, es decir,

q 10A
E=— R 3.1.7
B=V x A. (3.1.8)
Suponiendo que ¢ = 0 (Calibracién de Coulomb),
- 1 0A
E = 3.1.
cot’ (3.1.9)

B=VxA (3.1.10)
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De acuerdo con (3.1.3),(3.1.5) y (3.1.9),

0=V-D

I
<4
w
&
I
|
<

de donde
V. [5/_11 =

Ecuacion general para el campo eléctrico

(3.1.11)

Para obtener la ecuacion general del campo electrico, teniendo en cuenta lo anterior, se toma

el rotacional en (3.1.2).

VxVxE———V 0B —EQVXE,
ot cot

pero
VXxB=Vx(uH)=pV xH+VuxH.

Luego, en virtud de (3.1.4), (3.1.5) y (3.1.6),

. 10D 0B uz0F Vu 0B
B— . _
VX B = PV o = e T e

sustituyendo este resultado en (3.1.12),

- pue *E VY -
VXVXxFE=—-—"——+—x(VxXE
x V x = 5 + . x (V x E),
de donde )=
ue *E VYV =
E+——F%5 — — E) =
V xV + 2 . (VX E)=0

(3.1.12)

(3.1.13)

Dados dos campos vectoriales F y G ” buenos” desde el punto de vista matemdtico, sabemos

que las identidades 9.0.1 y 9.0.3 se cumplen. Entonces si se reemplaza F=E y G= % en

(9.0.1) y (9.0.3). Se obtiene,

VxVxE=V(V-E)—VE.

(3.1.14)
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Pero
V-D=0=V-(cE)=Ve-E+¢eV-E,
de donde
V~E:—%-E. (3.1.15)
Asi,
- Ve = 9=
VxVxE=V —?-E - VL. (3.1.16)

Por otra parte, usando la identidad 9.0.3, se tiene que:

(E)x(VxE):v[@-E}—(E-V)<@)—{@-V]E—Ex {VX@].

1 p p p 1
Pero
V x @ =0
ol
Asi,
(E) x (VxE)=V [@E] —(E-V) (ﬂ) - [@-v} E. (3.1.17)
p Iz p Iz

Sustituyendo (3.1.16) y(3.1.17) en (3.1.13),

2
_V2F_ vV V(W).E +(E-V) Vi i Vi g E+”_58_E:0. (3.1.18)
JUE 1 1 c Ot?

Para campos HlOl’lOCI'OITlé.tiCOS, S€ conoce que:

E(7,t) = E(F)e™™", (3.1.19)

B(7,t) = B(f)e ™, (3.1.20)

y por tanto, la ecuacion diferencial para la parte espacial estd dada por:

~VE-V {w“g) E} +(E-v) (@) + K@) -v} E-CwB =0 3121
ne I I c
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Aplicacion al caso de modos transversales eléctricos de un cristal fotonico unidimen-

sional.

Figura 3.2: Modo transversal eléctrico (TE). Fuente: Andrés Santacruz, notas de clase.

En el caso de los modos transversales eléctricos (TE), el vector E es perpendicular al plano

de incidencia. Consideremos la situacién fisica ilustrada en la figura 3.2, donde xz es el

plano de incidencia y € es el dngulo de incidencia (¢ = 0 — incidencia normal).

Se supone ademads que z es la direccidn de crecimiento del cristal formado por la deposicion

periddica de la capa “1” con indice de refraccién n,, constante dieléctrica £; y permeabilidad

magnética (1, seguida de la capa “2” con pardmetros n, €2 Yy (1. En esta situacion concreta:

(3.1.22)
(3.1.23)

(3.1.24)
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Aqui €, es el vector unitario en la direccion del eje "y”, y k, es la componente del vector de

onda en la direccién x; entonces:
F=_—_E+—E+—FE=2¢,|-k*+ —| E(z)e'". 1.2
\% 527 + a5 + 522 €y | —ki+ 522 (2)e (3.1.25)

Ademads, en virtud de 3.1.22 y 3.1.23, notando que y y € son s6lo funciones de z:

T B = [ 2| B o

UE UE
Andlogamente
- Vu 0 (Vu
E- — | =E,—|— | =
< v)<ﬂ) yﬁ!/(ﬂ) .
Vi 5 ek d
Sustituyendo 3.1.25 y 3.1.26 en 3.1.21, se encuentra finalmente:
1 d 1 d k2 w2
T {—M(Z)@E(z)} e = <Z) E(2). (3.1.27)

Esta es la ecuacion diferencial para el campo eléctrico asociado a los modos TE.

Dado que
oG & ) )
VxE@M=|2 2 2|- {—gEy,O,%Ey}
0 E,

o dFE .
—ew 8B ket R o)z,
z

V x E(r) = %B(F) = ¢ikat {—d—E(z)éx + ikxE(z)éz} , (3.1.28)
z
o bien, segtin 3.1.6:
w 7 ihox | > >
?M(Z)H(f') = —EE(z)ex + ik, E(2)e, | . (3.1.29)

Esta ecuacion permite determinar el campo magnético una vez conocido el campo electrico.
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Ecuacion general para el campo magnético

Para obtener la ecuacién general del campo magnético, teniendo en cuenta lo anterior, se

toma el rotacional en (3.1.4).

VxVxH—E[anD}—Ea[VxD]. (3.1.30)
Pero
Vx5:Vx(sﬁ):5VxE+stE
0B -
= - E
T + Ve x
_ _hkeoH 5
=T o + Ve x E.
Asi:
. 10| upeoH |
H=——|-"—""— E
VX VX c@t[ c Ot + Ve x

_pe PH Ve y 16D
2 Ot? 3 c Ot
pe *H Ve

2o e

Recordando la identidad 9.0.1, se tiene que:

X |V x A

VxVxH=V(V-H)-VH,

entonces:
VxVxH=V(V -H) —V*H
_pePH | Ve ;
c? Ot? € [V % H} ’
finalmente
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Por otra parte, usando la identidad 9.0.3, se tiene que:
(E) x [vXﬁ] :v[v5 FI] (- V) (V‘s) - {E-V]ﬁ—ﬁx {VXE]
€ €

Pero

Vx—=0,
€
asi,
(E)x [fo[]:V[E~ﬁ}—(ﬁ~V)(E)—[E-V}F[.
€ € € €

Por lo tanto:

2
V(V-FI)—V%—V[E-FI]HFI-V) (E)+{E v} H+’fa = 0. (3.1.31)

Ademas:

=" .q (3.1.32)

Sustituyendo 3.1.32 en 3.1.31,

2
— V2 - v{v“g ﬁ} (- V)(Z€)+{%~V}H “58 0. (3.1.33)

UE 2 0t?
Para los campos monocrométicos mostrados en (3.1.20), la ecuacién 3.1.33, se transforma

cn:

o) v[vﬂ‘f Ff] +(H-V) <V;>+[% V}H—’z—wzH—O (3.1.34)

Aplicacion al caso de modos transversales magnéticos de un cristal fotonico unidimen-
sional.

En el caso de los modos transversales magnéticos (TM), el campo eléctrico estd en el plano

de incidencia, y consecuentemente, el campo magnético es perpendicular a dicho plano.
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Se supone que:
H(7) = H(z)e*"¢, = H,é,, (3.1.35)
entonces
. d? .
ViH = [—kg + @} H(z)e""¢,. (3.1.36)
Teniendo en cuenta que it = u(z) y € = €(z), se tiene:
%_gzi<%)Hyzo,
pe pe \ Oy
= Ve 0 (Ve
H - — |=H,—|— ] =
(79 (%) =5 () -
Ve = 1[d |05 1dedH(2) 4,
Asi, sustituyendo (3.1.36) y (3.1.37) en (3.1.34),
0? ldedH(z) pe
gz 1 (2) + ke (2) + — - —= — W H(z) =0,
1 d[ 1 dH(2) k2 w?
— — —H(z)=—=H(2). 3.1.38
w(z) dz L(z) dz } i UE (2) c? (2) ( )

Esta es la ecuacion para los modos TM.

Después de encontrado el campo magntiéco de acuerdo con (3.1.38), el campo eléctrico

puede ser calculado a partir de las ecuaciones de Maxwell de la siguiente manera:

oG 0 0
7 N ) 9 9|
V x H(F) = 9z 9y 02 —{—&Hy,o,%Hy}
0 H, 0

. dH .
O (A

e -

dz
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Entonces en virtud de 3.1.4y 3.1.19,

V5 A7) = 200 = o [ L e + ik 2]
C

dz

o bien, segtn 3.1.5:
1w -~ ikex d — . ~
— ?E(Z)E(F) = —£H(z)ex + ik, H(2)e,| . (3.1.39)

Esta ecuacion permite calcular el campo eléctrico de los modos TM.



Capitulo 4

Solucion de las ecuaciones para los modos
TE mediante el método de la matriz trans-
ferencia en un cristal fotonico unidimen-

sional.

Analisis de la continuidad de las soluciones

La ecuacién 3.1.27 describe el campo eléctrico de los modos TE.

i [ e = () B
i i) = =0 [ 0) - ] e @D
Definiendo el indice de refraccion:
n(z) = Vu(z)Ve(z), (4.1.2)
se tiene
e e L

Sea zp € Ry d > 0, y se supone que el miembro derecho de la expresién anterior es

integrable en el intervalo abierto (zg — d, 2o + 0), entonces:

[ fee] - [0 () -] pe

21
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1 d z0+0 20+0 2 ]{52
——E(2) = —/ e(z) [<£> - = } E(2)dz.
w@ a7 ¢) ")

Tomando el limite cuando § — 0 se encuentra:

1 d
= —F
T B()

G - ulz)

p(z)dz

E(z) es continua en R. También se asume F(z) como una funcién

, (4.1.4)

+
20

1

es decir, la funcién 1<
wdz

continua.

Solucion de la ecuacion para los modos TE en un medio con
n, € y i independientes de la posicion.

Se propone
B(2) ~ €97, 4.2.1)

siendo Q) la componente del vector de onda a lo largo de la direccién de crecimiento.

Sin, €y u son independientes de z, entonces la ecuacién 4.1.3 se convierte en:

d? o [w? K2 n‘w?
Por otro lado, derivando la ecuacion 4.2.1, se obtiene:

d2 E . N2 iQz ~2Ev
L B(e) = Qe =~ ),

por lo tanto:

2, .2

~@B) - - | - k] B

2

~ 2,2
O =+ ”C‘; — k2. 4.2.2)

Este resultado presenta tres casos posibles de interés:
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Casol: n € R, 2% — k2 > (.

C

En este caso

Q = +0Q,
Q=" k2
c
Caso2: n € R, "¢ — 2 < 0.
En este caso
Q = +iQ,
n2w?
Q = k:% - c2
Caso3: n el n®<0.
En este caso
Q = i@,
2, 9
B niw
Q - k% _'_ 02 9

(4.2.3)

4.2.4)

(4.2.5)

(4.2.6)

4.2.7)

(4.2.8)

4.2.9)
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Analisis del caso 1

Se elige E(z) tal que

E(ZQ) :A,
1dE

~Z =B
wdz

Asi, se propone:

E(z) = Acos[Q(z — 20)] + Lp sin[Q(z — z)],

Q
donde () viene dado por 4.2.4.
Sea
E(z)
U(z) = y
L E(2)
Noétese que
A
\I/(Z()> = .
B

De acuerdo con 4.2.10y 4.2.11,

[ Acos[Q(z — z0)] + 4B sin[Q(z — z)]

U(z) = :
_—A% sin[Q(z — 2)] + B cos[Q(z — 29)]
[ cos[Q(z —z0)] 4 sin[Q(z — 20)]

U(z) = U(zp).
_—% sin[Q(z — 29)]  cos[Q(z — 2o)]

Definiendo

(4.2.10)

(4.2.11)

4.2.12)

(4.2.13)

(4.2.14)

(4.2.15)



Capitulo 4: Solucion de las ecuaciones para los modos TE mediante el método de la

matriz transferencia en un cristal fotonico unidimensional.

25

cos|Q(z — zp)] %sin[@(z — 29)]
M(z — 2z) =

Csin[Q(z — 20)]  cos[Q(z — 2)]

u
se tiene que

Se observa que:

det[M(z — 2)] = cos2[Q(z — 20)] + sin[Q(= — 20)],

det[M(z — 29)] = 1.

Analisis para el caso 2

Se supone que E/(z) satisface (4.2.10) y (4.2.11). Luego,
E(z) = Acosh[Q(z — 2)] + nginh[Q(z — 20)].

En este caso

Acosh[Q(z — 2z0)] + %B sinh[Q(z — z0)]

U(z) = )
A% sinh[Q(z — z0)] + B cosh[Q(z — 20)]
o0 bien:
U(z) = M(z — 2z0)¥(20)-
En donde
cosh[Q(z — z)] & sinh[Q(z — 20)]
M(z — z) =

% sinh[Q(z — 2)]  cosh[Q(z — 20)]

(4.2.16)

(4.2.17)

(4.2.18)

(4.2.19)

(4.2.20)

4.2.21)

donde () viene dado por (4.2.6). Se nota que en este caso Ml también satisface (4.2.18).
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Analisis del caso 3

Las expresiones para el caso 3 coinciden con las determinadas para el caso 2, pero con ()

dado por (4.2.8).
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Ecuaciones para el sistema periodico

'6\

y

~la 0 o d b z
. g
a < SRSy >
oL ::::::ff.b.ff::::::: i
i Nno n1 R £ B nq oo

Figura 4.1: Sistema periddico. Fuente: Andrés Santacruz, notas de clase.

Se considera el sistema periddico como en la figura 4.1. Ademads, se supone que n; > 0,
mientras que ns puede ser real positivo, real negativo ¢ imaginario puro. Aqui se denota

"1
a

como al ancho de las capas con indice 11, como ”b” al ancho de las capas con indice no,

yd=a-+b.
Dado que k; = Ekmagerial Sin 0, se puede tomar:

ky = ny sin 6, 4.3.1)
C
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siendo 6 el dngulo de incidencia. Sean zp = 0y z = a/2, entonces en el medio ”1” se tiene:

a a
U (5) =M, (5) 0(0), (4.3.2)
cos (ng) & sin (ng)
M, <3> - . 4323)
—% sin (ng) cos (ng)

Donde
2, 2 2 2
Q= g g
c c c
Q= w|cos€|. (4.3.4)
c

Se analiza ahora las tres posibilidades en el material 2" .

2, .2
Caso 1: ny € R, ™2~ — k2 > 0.

c

En este caso

2,2 2,2 2
nsw njw- . w .
22 — 12 sin ) = — [n3 — nisin®6] >0,
c c c
es decir:
n3 —nisin®6 > 0, (4.3.5)

en donde n, € R.

Tomando z = “TH’ yzo=2

Q

v (a ;r b) _ M, (g) v (g) , 4.3.6)

siendo

b cos (Q12) &2 sin (Q22)
" (_) ) | 4.3.7)
—%5in (Q23)  cos (Q23)
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y
Wola a2
Qs = ~\/n —nysin 6. (4.3.8)
Asi,
b b
v (“5) = ute (5 ) 11 (3) ¥0) = Mir(e.H¥(0)
donde
b a
Mr(a,b) = My ( 5 ) My (5) , 4.3.9)

es la matriz que “conecta” el vector ¥ del medio ”1” con el vector ¥ del medio "2”. Se

calcula Mr(a, b).

cos (Q23)  Gsin(@a3)| | cos(Qig)  fhsin(Qif)

My =
—% sin (Qg%) cos (ng)

Multiplicando se obtiene:

My (a,b) = [p q] , (4.3.10)
r s
donde
= Cos <Q2 ) cos (Ql ) — %% sin <Q2§> sin <Q1%> , (4.3.11)
q= % cos (Qgg) sin (Q1%> + @ sin (Qgg) coS <ng> , (4.3.12)
r= —% sin <Q2—) cos (ng) — % cos (Qg%) sin (ng) ; (4.3.13)
5= —%% sin (Q2g) sin <ng> + cos <Q2g) coS <ng) . (4.3.14)
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Se toma ahora z = —5 y 2o = 0 en (4.2.16). Entonces
a a
\11(——) — M (--)xp 0).
O)=m (~5) w0)
Haciendo z = —“T“’ y 20 = —5 en (4.2.16) se encuentra que:

(25 (D) - (Yoo

Luego,
b
v <—“; ) — My (—a, —b)¥(0), 4.3.15)
donde, de acuerdo con (4.3.11), (4.3.12), (4.3.13) y (4.3.14):
Myp(—a,—b) = |7 Y. (4.3.16)
—r s

Sea T} el operador de traslacién en un periodo d y se hace actuar T, sobre la ecuacién para
E(z)

. 1 d 1 d k2 (w
| O e o) = G

Puesto que el sistema en estudio es periddico con periodo d, entonces p(z + d) = u(z)y

)2 TLE(2).

e(z 4+ d) = e(z). En consecuencia

1 d 1 d . k:% . (w - )
_%@METCIE(Z)JFW%E(Z) = (C) TyE(2),

es decir, TyE(2) y E(z) satisfacen la misma ecuaci6n diferencial, y deben diferenciarse, a lo

sumo, en una constante igual al autovalor de 7y, es decir:

TyE(z) = E(z 4+ d) = A\E(2). (4.3.17)

E(z) debe ser, ademds de la solucién para los modos TE, también autofuncién del operador

de traslacion. En consecuencia:
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A 1 d 1 d
T, —F =A\——F(2). 4.3.18
a0 = A ) (4318

Por lo tanto,

TyU(2) = AU(2) = U(z + d). (4.3.19)

Puesto que la traslacion en un periodo no debe cambiar la amplitud del campo, entonces A

debe ser un factor de fase de amplitud unitaria. Es decir,
A\ = e, (4.3.20)

La magnitud ¢ debe ser una funcién del periodo d, o sea, ¢ = ¢(d).

De esta manera,
Td+d/\1f(2) = 6i¢(d+d,)\ll(2) = Tde/\I/(Z) = €i¢(d)6i¢(d/)\ll(2).

Luego, ¢(d) + ¢(d') = ¢(d + d'), o sea, ¢ es una funcién lineal de d. Se propone entonces
¢(d) = kd, siendo k una constante compleja, la cual se vuelve real si hacemos uso de la

periodicidad. Para NV € N se tiene que:

U(z 4+ Nd) = \U(2) = eV (2), (4.3.21)

en donde Nxd = 2mm, m € N.

Haciendo N =1y z = —“T*b = _Td en (4.3.21), se encuentra:
g (G0 ey (0D (4.3.22)
2 2
o bien
Pl goy=al? ~wo), (4.3.23)
T S —-Tr S

A\ = e, (4.3.24)
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Asi:

p(1=2) q(1+A)

r(14+2) s(1—N) v () =0. (4.3.25)

El sistema (4.3.25) tiene solucidn sélo si

Luego,
ps(1 =X —qr(1+X)?*=0,
que lleva a:
(ps = qr)(1 + %) = 2A(ps + qr).
Pero
ps — qr = det[Mr] = 1.
Luego

1
5[)\ + A7 = ps +qr,
de donde, teniendo en cuenta (4.3.24),
cos(kd) = ps + qr. (4.3.26)
Esta es la ecuacion para calcular la relacién de dispersion w = w(k) correspondiente a los

modos TE en el caso 1.

2,2
Caso2: ny € R, 2~ — k2 < 0.

c2

En este caso

2 2 2,2 2
nsws  njw’ . w :
2 L sin?h = (— [n3 — nisin®6] <0,
c? c? c
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0 sea,
ny —nisin®d < 0, (4.3.27)
donde n, € R.
a+b

Tomando z = “7 y 29 = 5 en (4.2.20),

a+b b a
U ( . ) — M, (5) v (5) , (4.3.28)

con

cosh (Qg%) % sinh (QQ%)
M, (— = ) (4.3.29)
% sinh (QQ%) cosh (QQ%)

En la expresion anterior

Q2 = —y/n?sin? 0 — n2. (4.3.30)
c
Asi,
v () Zn (2w () w(©0) =Mz (a,5)¥(0)
9 - 2 2 1 2 - T\&, )
donde
cosh (Qgg) % sinh (Q2g) coS (QI%) % sin (ng)
MT(CL, b) =

92 ginh (Qgg) cosh (Qg%) —@gin (ng) cos (ng)

I o

En este caso, al igual que en el anterior, det(My] = 1y

My (a, b) = [p q] , 4.3.31)
r S

con

p = cosh <Q2g) cos (Q1%> — %% sinh <Q2g) sin <ng> , (4.3.32)
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— 1 osh Q b sin (Q g) + £2 Ginh Q b cos <Q 2) (4.3.33)
q= O, 25 15 0, 25 15 )" ..
b b
r= % sinh | Q2= | cos (ng> — @ cosh | Q2= ) sin (ng) , (4.3.34)
2 2 2 1 2 2
b b
s = %% sinh <Q2§) sin (ng> + cosh <Q2§) cos <ng> ) (4.3.35)
Haciendo ahora z = —“T“’ y 2o = —35 en (4.2.21) se encuentra:

(43D

= M (—a, —b)¥(0).

Noétese que

T S

Myp(—a, —b) = [ P _q] , (4.3.36)

que es andloga a la expresion (4.3.16). En virtud de (4.3.22)
P q
r S
lo cual conduce a la misma relacién de dispersion (4.3.26) del caso

dados por (4.3.32), (4.3.33), (4.3.34) y (4.3.35).

p —q

- S

v(0),

U(0) = e [

"1”, pero con p,q,ry s



Capitulo 4: Solucion de las ecuaciones para los modos TE mediante el método de la
matriz transferencia en un cristal fotonico unidimensional. 35

Caso 3: n, € ..

En este caso

n3 < 0. (4.3.37)

Las expresiones (4.3.26), (4.3.32), (4.3.33), (4.3.34) y (4.3.35) son vdlidas en este caso, pero

se debe tener en cuenta que:

Qs = %, [n2; + n2sin® 0, (4.3.38)

siendo
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Solucion de las ecuaciones para los mo-
dos TM mediante el método de la matriz
transferencia en un cristal fotonico unidi-

mensional.

De acuerdo con (3.1.38), la ecuacion diferencial para el campo magnético asociado a los

modos TM es: ) ) ,
1 d 1 dH(z k w

- — L H(z)=—=H(z).

wu(z) dz L(z) dz ] - pe (2) c? ()

Notese que (3.1.38) es idéntica a la ecuacion (3.1.27) para el campo eléctrico asociado a

los modos TE. Reemplazando E por H e intercambiando p con €. En consecuencia, to-
das las conclusiones anteriores para los modos TE son también vdlidas para los modos TM

efectuando los cambios adecuados.

De acuerdo con esto, tanto H (z) como a(l_z)d%H (2) son funciones continuas en R.

Al igual que para los modos TE, pueden ocurrir tres situaciones en un medio n, p y € inde-

pendientes de z. Estas son:

2, .2
Casol:n e R, 5 — k2 > 0.
En este caso

H(z) = Acos[Q(z — 2)] + %Bsin[@(z — 2)l. (5.0.1)

36
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Definiendo
H(z)
®(z) = [ ] ’ (5.0.2)
T H(2)
puede verse que
O = M(z — 29)P(20), (5.0.3)
donde
cos|Q(z — 2p)] % sin[Q(z — 20)]
M(z — 2) = , (5.0.4)
—9sin[Q(z — 20)]  cos[Q(z — 20)]
y
2,2
0=4/2 ;’ — k2. (5.0.5)
c
Caso2:n € R, % — k2 < 0.
En este caso
H(z) = Acosh[Q(z — 2)] + %Bsinh[@(z — 2)]. (5.0.6)
Andlogamente
O = M(z — z9)P(20),
donde
cosh[Q(z — 2)] 5sinh[Q(z — 2)]
M(z — 2) = , (5.0.7)
g sinh[Q(z — 2z0)]  cosh[Q(z — 2)]
y

(5.0.8)
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Caso3:ncl

Las expresiones para este caso son las dadas por (5.0.3), (5.0.6) y (5.0.7), pero ahora

2, 2
Q= "é” +R2, (5.0.9)
donde
n; = Im(n). (5.0.10)

Analizando ahora la solucion para los modos TM en el cristal foténico 1D. La ecuacion

trascendente para calcular la relacién w = w(k) es
cos(kd) = ps + qr. (5.0.11)
Las funciones p, ¢, y s se calculan de acuerdo a los tres casos vistos anteriormente.

Caso 1: n € R, n? — n?sin*60 > 0.

En este caso:

= cos <Q2 ) coS (ng) — i—j% sin (Qg%) sin (Q1%> , (5.0.12)
q= % cos (Qgg) sin (ng) + @ sin (QQ ) cos <Q1%> ) (5.0.13)
r= —Cj—j sin <Q2 ) oS (QI%) — Cj—ll Ccos (ng) sin (Q1%) ; (5.0.14)

o 1@ <Q2 ) sin (ng) 4+ cos (QZg) cos (ng) , (5.0.15)



Capitulo 5: Solucion de las ecuaciones para los modos TM mediante el método de la

matriz transferencia en un cristal fotonico unidimensional.

39

siendo
niw

Q1 = —|cosb,
c
w .
Q2 = ;\/ng —n?sin? 0.

Caso 2: n € R, n2 — n?sin?0 < 0.

Aqui se tiene que

p = cosh <Q2§) cos (ng) — i—i% sinh <Q2g) sin (Q1%> ;
q= % cosh (Qgg) sin (ng) + % sinh (Qgg) cos <Q1%> ,
r= Cj—; sinh <Q2g) coS <ng> — Cj—ll cosh (Qgg) sin <Q1%) ,

e Qs . b\ . a b a
s = 5_2@ sinh <Q2§> sin (Qli) + cosh <Q2§) coS (Qli) ,
donde (), viene dado por (5.0.16) y

w .
Qy = —y/n3sin?0 — n3.
c

(5.0.16)

(5.0.17)

(5.0.18)

(5.0.19)

(5.0.20)

(5.0.21)

(5.0.22)
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Caso3:ncl

En este caso las expresiones para p, ¢, y s vienen dadas por (5.0.18), (5.0.19), (5.0.20) y
(5.0.21), pero con

Qs = 2\/n2, + n2sin®0, (5.0.23)
C

siendo
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Propagacion de pulsos ultra cortos en cris-

tales fotonicos

Indice de refraccién y dependencia con la intensidad

En Optica, el indice de refraccion se define como la relacion entre la velocidad de la luz en el

vacio y la velocidad de la misma en un medio material

ne = —, 6.1.1)
v

siendo c la velocidad de la luz en el vacio y v la correspondiente velocidad en el medio. Se
ha hecho n = nq para aclarar que éste es el indice de refraccion en condiciones de campos
electromagnéticos con baja intensidad, es decir, es el indice de refraccion en condiciones
normales. Para materiales convencionales a temperatura constante €éste valor es invariante,
teniéndose para el caso del aire a temperatura ambiente un valor muy aproximado al del

vacio.

Cuando la intensidad de la radiacién incidente en el material toma valores apreciables, como
es el caso observado en los haces de luz laser, el indice de refraccion puede variar de forma
proporcional a la intensidad de la onda incidente y la respuesta no lineal de estos medios
es introducida a través de la ecuacién constitutiva que relaciona el vector desplazamiento

eléctrico D con el campo eléctrico E'y la correspondiente polarizacion eléctrica P

—

D(7,t) = eoE(F, t) + P(7, ), (6.1.2)

siendo ¢ la permitividad del vacio. En forma general para tener presente intensidades més

41
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grandes de radiacion, la polarizacion eléctrica se expresa como una serie de potencias del

campo eléctrico

P=PV+PP+ PVt =Y xVEjte0Y XhEiEitc0 Y XhEi BB+ ...,
J J.k 3kl
(6.1.3)

donde Pi(j ) es una componente del vector polarizacién de orden j, y XS-), xl(f,)c y Xz('?l)cl son las

susceptibilidades Opticas de primer, segundo y tercer orden, respectivamente.

En la ecuacién (6.1.3) el tercer término produce una contribucién a la polarizacién en la fre-
cuencia del campo incidente, contribuyendo al indice de refraccién no lineal experimentado

por una onda con esta frecuencia, el cual se describe en muchos casos por la relacion!’

N9 :no—i—nNLI, (614)

donde ny es el indice de refraccion a campos bajos definido por la ecuacién (6.1.1) y nyr
es el indice de refraccion no lineal que depende proporcionalmente de la intensidad / del

campo aplicado

I=—|E (6.1.5)

La relacion entre el indice de refraccion no lineal ny;, y la susceptibilidad 6ptica de tercer

orden y® estd dada por la ecuacién'?

1272

N

Y&, (6.1.6)

Ny =
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Dinamica de propagacion de pulsos.

Los pulsos electromagnéticos reales tienen una duracion finita que implica su descomposicion
espectral dentro de cierto intervalo finito de frecuencias. Dichos pulsos se representan mate-
maticamente como una suma de muchas ondas planas que satisfacen la ecuacion de onda de

Maxwell

E(z,t) = / E(k)e'“t=F)df, (6.2.1)

oo

siendo F(k) la transformada de Fourier, en algin instante de tiempo ¢, del pulso F(z,t) y
|E(k)|? el espectro de Fourier del pulso. Los pulsos se caracterizan por su frecuencia central
wo, su vector de onda kg, y por su ancho espectral Aw alrededor de w,. Para estudiar la
evolucion de un pulso en el tiempo se expande su relacion de dispersion w(k) en serie de

Taylor alrededor de kg

Oow

(.U(k’) = wp + (8_k) o (/{5 — k‘o) + ..., (622)

lo que al ser sustituido en la ecuacién (6.2.1) y despreciando los términos de orden superior

Bz, 1) o eilent—koz) / B (k)R == (k—ko) gp. (6.2.3)

La integral que aparece en (6.2.3) es una funcién A(z,t) que sélo depende de la variable
compuesta (Ow/0k), t — z y por tanto es una funcién envolvente, con lo cual, el pulso

puede ser descrito como

E(z,t) = A(z,t)elwot=ko2) (6.2.4)

Para la situacién inicial del pulso, se admite que la funcién envolvente del pulso tiene ini-

cialmente un perfil gaussiano

2
E(2,0) = Egeap {—%} , (6.2.5)
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_a b

-~

E=2z/A

Figura 6.1: Arreglo unidimensional de capas dieléctricas alternadas con indices de refraccion ny 'y
ng y periodo d = a + b. Fuente: Adaptado de M. Scalora, J. Dowling, C. Bowden and M. Bloemer.
Phys. Rev. Lett. 73, 1368 (1994).

con Fj la amplitud maxima, z, la posicion inicial del centro del pulso y Az un parimetro

relacionado con el ancho a la mitad de la amplitud maxima.

Interruptor optico de pulsos electromagnéticos en materiales

fotonicos con respuesta no lineal.

La experiencia indica que si un arreglo periédico de muchas capas de anchos a y b de materi-
ales dieléctricos con indices de refraccion n, y no, bajo las condiciones ny > ny, a = \g/4n,
y b = A\g/4ny, con )\ la longitud de onda en el vacio, se ordenan de forma alternada (figura
6.1),un rango de longitudes de onda A serdn reflejadas, es decir, la propagacion de estas
ondas no serd permitida a través del medio;* fendmeno conocido como “banda foténica

prohibida” (PBG).

La dindmica de pulsos electromagnéticos en sistemas como los descritos ha sido llevado a
cabo en trabajos como los de Scalora! y Cavalcanti,'! mostrando la existencia de una brecha

foténica que depende de la diferencia entre los indices de refraccién ny y no de las capas
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que conforman el medio. Este resultado permite intuir, que al tener control sobre dicha difer-
encia, se podria controlar las longitudes de onda que puedan pasar a través del material,

obteniéndose un sistema que se comportaria como un interruptor optico.

Por lo tanto, la inclusién de capas con indice de refraccion ny que satisfagan propiedades
no lineales, permitiria controlar la diferencia entre los indices de refraccion de las compo-

nentes del medio material. Scalora et al.,'*

realizé un cdlculo numérico aproximado basado
en este hecho, mostrando el aumento en el ancho de la banda prohibida del material. Las
aplicaciones que estos dispositivos tienen conllevan al disefio de reflectores dieléctricos mas
eficientes que pueden confinar la radiacion en canales (guias de onda) o defectos localizados

(resonadores) con tamafios comparables a la longitud de onda de la luz.*’
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Resultados

Calculo de la relacion de dispersion
Partiendo de las ecuaciones 4.3.26, 4.3.11, 4.3.12, 4.3.13 y 4.3.14 se tiene:

cos(kd) = ps + qr,

en donde, para este caso:

= cos <Q2 ) cos <ng) — %% sin <Q2g) sin <ng> ,

r= —% sin <Qgg> oS <ng) — % cos (Qgg) sin <ng) ,

s = —%% sin <Q2g) sin (ng> + cos (Qgg) cos (ng> )

Se considera i = pp = 1 (material “no magnético”™) y a = @15, 8 = QQ% , entonces:

ps = (cos() costa) = 2t sin(3)sinfa) ) - 22 sin()sinfa) + cos() cos(c) )

<@ cos(3) sin(a) + @ sin(p) cos(a)) ( — Q9 sin(p) cos(a) — Qy cos(B) sin(oz)) :

46
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Operando se obtiene:

ps + qr = cos? a cos® B + sin® acsin? B — sin? a cos? § — cos? asin® B
2 2
+ . .
-2 (M) cos asin « cos B sin 3,

Q1Q2

pero
niw NoWw
Q1= o y Q2 = o
entonces:
ps + qr = cos® acos® B + sin® acsin? B — sin? a cos? § — cos? asin® B
2 2
ni+n . .
—2 (g) cos acsin « cos B sin 3.

nine

Factorizando
2 2 .2 L9 9 2 ni +nj : :
ps+qr = cos” « (cos £ — sin 5) +sin” o (sm £ — cos 5)—2 cos asin « cos B sin 3,
n1ng
2 2 .2 .9 2 . 9 ni +nj : :
pPS—+qr = cos” (cos £ — sin 5) —sin“ « (Cos [ — sin 6) -2 cos (v sin «v cos 3 sin 3,
nins

n? + n’
n1No
De acuerdo a las identidades (9.0.4) y (9.0.5), se obtiene:

ps + qr = (cos® a — sin” a) (cos® B — sin® ) — 2 ( ) (cos asin &) (cos B sin ).

2 .2 2 .9 ni +nj : :
ps + qr = (cos” a — sin )(Cos B — sin 6) —2 | ——= ) (cosasina) (cos B sin ),

COSECE) cos‘(,25) % si;,(2a) % si;lr(ZB)
pero
a b njw NoWw
a:Q1_7 B:Q2_7 le y Q2: )
2 2 c c

Entonces, finalmente:

b 2 +n? b
f(w) = ps+qr = cos <wn1a> cOS (wn2 ) _mm sin (wn1a> sin (wng ) . (7.1.1)
c c

C 2n1n2 C
La ecuacién (7.1.1) es la relacién de dispersion f(w) de un cristal foténico unidimensional
compuesto por capas alternadas de materiales con indices de refraccidon n; y no, la cual fue

obtenida en el articulo de Scalora.!
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Graficos y analisis

Para la obtencién de las graficas, se hizo uso del programa Wolfram Mathematica 11.3.
Teniendo en cuenta que para un arreglo peridédico de muchas capas de anchos a y b de
materiales dieléctricos con indices de refraccién n; y ns (figura 6.1), bajo las condiciones
ng > ny, a = A\og/4n1 y b = Ag/4ns, con A la longitud de onda en el vacio, la reflexién es
précticamente la unidad y por lo tanto las longitudes de onda mds cortas no se transmitiran,*
entonces, es necesario representar la transmisién 7'(w) y reflexién R(w), como funciones de

paso unitario.

En el articulo de Scalora,' la gréfica que corresponde a la figura 2 de dicho articulo es con-

secuencia de la ecuacion:
T(w)=1-01—[f(w)]), (7.2.1)

en donde 6 representa la funcién de paso unitario, la que se grafica bajo los siguientes

pardmetros:

o ny =1

e Ny, =1416n,=1.7

2mc
nz

e w esta en unidades de

Al graficar la ecuacion 7.2.1, fueron obtenidas las gréficas:
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T(w)

1Dj
03}
05}
OA}
02}

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

w

Figura 7.1: Grdfica de (7.2.1) con ny = 1.41. Fuente: este trabajo.

T(w)
1.0f

0.8
0.6}
0.4f
0.2}

L L s M L L I

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

w

Figura 7.2: Grdfica de (7.2.1) con ny = 1.7. Fuente: este trabajo.

Las gréficas 7.1 y 7.2 no corresponden a lo esperado, dado que en las graficas se ve clara-

mente que corresponden a la reflexion mas no a la transmision, por lo tanto la ecuacién

(7.2.1) sera realmente:
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R(w) =101 —|f(w)])-

Se conoce que:

T(w)+ R(w) =1,
entonces, T'(w) es realmente:
T(w) =01 =[f(w)]).
La ecuacion (7.2.3) se graficé obteniéndose las siguientes graficas:
T(w)

1.0?
0.8}
0.6}
ol
oz

1 L L L L 1 L " " L 1 L L L L 1

Figura 7.3: Grdfica de (7.2.3) con ny = 1.41. Fuente: este trabajo.

0.1 0.2 0.3 0.4

(7.2.2)

(7.2.3)
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T(w)

1.0
0.8

0.6

0.2+

n 1 n n n n 1 1 n n n n 1 n n n n 1 w
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 7.4: Grdfica de (7.2.3) con ny = 1.7. Fuente: este trabajo.

las cuales al superponerse generan la siguiente gréfica:

T(w)

1.0

0.8
0.6
Aw

0.41

0.2-

w

0.1 0.2 03 0.4 0.5

Figura 7.5: Grdfica de (7.2.3) con dos valores: ns = 1.7 (azul) y no = 1.41 (naranja). Fuente: este
trabajo.

La grafica de la figura 7.5 coincide con la gréfica de la figura 2 del articulo de Scalora.
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De las graficas de las figuras 7.3 y 7.4, se observa que existe una brecha foténica cuyo tamaiio

Aw es proporcional a An = ny — nq, entonces:
Aw x An (7.2.4)

En un arreglo unidimensional (como el estudiado en el articulo), si uno de sus materiales tiene
un indice de refraccién no lineal (ecuacion 6.1.4), n, dependera del valor de la intensidad del
campo aplicado, por lo tanto, puede que en un mismo material se tenga el valor de n, = 1.41

Ong = 1.7.

Teniendo en cuenta lo anterior y que Aw < An, se entiende que, para un arreglo unidi-
mensional con uno de sus indices de refraccion no lineal (n3), su valor de Aw puede variar

dependiendo de la intensidad del campo.

Por otro lado, si solamente se grafica f(w) (Ecuacién 7.1.1) bajo los pardmetros mostrados

anteriormente, se obtiene:

Figura 7.6: Grdfica de (7.1.1) con ny = 1.41. Fuente: este trabajo.
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Figura 7.7: Grdfica de (7.1.1) con ny = 1.7. Fuente: este trabajo.

En las figuras 7.6 y 7.7, se evidencia que la funcién periddica tiene valores inferiores a -1,
aproximadamente en los mismos rangos de w en los cuales la transmisién es 0, como se pudo
observar en las gréficas de las figuras 7.3 y 7.4. Lo anterior implica que hay reflexion total

cuando | f(w)| > 1.
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Aprovechando el método computacional, se hicieron cambios en el rango de w y en el valor

de los indices de refraccion, lo que permitié realizar un andlisis adicional al realizado en el

articulo de Scalora.!

Con los cambios realizados se encontro:

Existencia de mas brechas fotonicas

Si se amplia el rango de w y se grafica la ecuacion 7.2.3, se obtiene:

T(w)
1.0}

0.8f
0.6}
0.4f

0.2}

T T T B S S S |
w

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 7.8: Grdfica de (7.2.3) conny = 1.41 y 0 < w < 1. Fuente: este trabajo.
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T(w)

1.0}
0.8}
0.6f
0.4}

0.2f

1 L n 1 n n n 1 n L 1 n 1 1 Il

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

w

Figura 7.9: Grdfica de (7.2.3) conny = 1.7y 0 < w < 1. Fuente: este trabajo.

Se observa la existencia de otra brecha foténica. Se nota que aparece una brecha fotdnica

aproximadamente cada 0.5 unidades de w, por ejemplo siel rangoes 0 < w < 2.5, aparecerdn

5 brechas, graficando con este rango se obtiene:

T(w)
1.0}

0.8}
0.6f
0.4}

0.2f

n 1 n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1

w
0.5 1.0 1.5 2.0 25

Figura 7.10: Grdfica de (7.2.3) conns = 1.41 y 0 < w < 2.5. Fuente: este trabajo.
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T(w)
1.0f

0.9}
0.8}

0.7}

T

0.6

n 1 n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1 w
0.5 1.0 1.5 2.0 25

Figura 7.11: Grdfica de (71.2.3) con ne = 1.7y 0 < w < 2.5. Fuente: este trabajo.

En las gréficas de las figuras 7.10 y 7.11 se observan las 5 brechas predichas, esto corrobora
la idea de que hay una brecha foténica cada 0.5 unidades de w, sin embargo, se verifica esto,

graficando con un rango mayor.

En la practica, Wolfram Mathematica 11.3, no mostro las graficas esperadas correspondi-
entes a rangos de w mayores a los anteriormente vistos, por lo tanto, se hizo uso del programa
Scilab 6.0.2 para verificar que aparecen brechas foténicas cada 0.5 unidades de w, en rangos

mads grandes.

Se grafica la ecuacién (7.2.3) cuando 0 < w < 5:
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Figura 7.12: Grdfica de (7.2.3) con ny = 1.41 y 0 < w < 5. Fuente: este trabajo.
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Figura 7.13: Grdfica de (7.2.3) conng = 1.7y 0 < w < 5. Fuente: este trabajo.
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Se observa que para 0 < w < 5, aparecen 10 brechas foténicas como se esperaba. Ademads,
se destaca que las brechas fotdnicas aparecen aproximadamente cada 0.5 unidades de w para

los dos valores de ns.

Valor de Aw

Scilab 6.0.2 ofrece la oportunidad de observar el valor aproximado de Aw entonces:
e Para An=141-1=0.41:
— Primera brecha:
Aw = 0.2772 — 0.2228 = 0.0544,

— Segunda brecha:

Aw = 0.7772 — 0.7228 = 0.0544,

— Tercera brecha:
Aw = 1.2772 — 1.2228 = 0.0544.

Se nota de los anteriores resultados que Aw = 0.0544 es constante para todas las brechas
fotonicas, ademds que cada brecha aparece cada 0.5 unidades de w. Se espera, por ejemplo,

que para la décima brecha fotonica se den los siguientes valores:
Aw = 4.7772 — 4.7228 = 0.0544,

este valor es verificado en Scilab 6.0.2 para la décima brecha.

Entonces, para cualquier brecha con An = 1.41 — 1 = 0.41 se tendrd Aw = 0.0544.
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e ParaAn=17—-1=0.7
— Primera brecha:

Aw = 0.2917 — 0.2083 = 0.0834,

— Segunda brecha:

Aw =0.7917 — 0.7083 = 0.0834,

— Tercera brecha:
Aw = 1.2917 — 1.2083 = 0.0834.

Se nota de los anteriores resultados que Aw = 0.0834 es constante para todas las brechas

foténicas, se espera, que para la décima brecha foténica se den los siguientes valores:
Aw = 4.7917 — 4.7083 = 0.0834,

este valor es verificado en Scilab 6.0.2 para la décima brecha.
Entonces, para cualquier brecha con An = 1.7 — 1 = 0.7 se tendrda Aw = 0.0834.

De los resultados anteriores se observa que Aw se mantiene constante, en todas las brechas.

Para un mismo valor de An, existen diferentes valores de Aw

En Scilab se observa que:
e Para An=121-08=041:
— Primera brecha:

Aw = 0.2827 — 0.2173 = 0.0654,
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— Segunda brecha:

Aw = 0.7827 — 0.7173 = 0.0654.

Se compara este valor de Aw=0.0654 cuando An = 1.21 — 0.8 con el valor de Aw = 0.0544

cuando An = 1.41 — 1, se observa que a pesar de que An es igual, Aw no lo es.

e ParaAn=15-08=0.7:
— Primera brecha:

Aw = 0.2992 — 0.2008 = 0.0984,

— Segunda brecha:

Aw = 0.7992 — 0.7008 = 0.0984.

Se compara este valor de Aw=0.0984 cuando An = 1.5 — 0.8 = 0.7 con el valor de Aw =
0.0834 cuando An = 1.7 — 1 = 0.7, se observa nuevamente que a pesar de que An es igual,

Aw no lo es.

Los resultados anteriores indican que para un mismo valor de An habran distintos valores de
Aw, este dependera de los valores que tomen n y ns, es decir dependera de los valores que

conforman el cristal y del campo aplicado.
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Se puede determinar el tamaiio de una brecha fotonica manteniendo el

valor de un indice de refraccion constante

Considerando la no linalidad de n,, éste valor puede variar para un mismo cristal foténico

mientras n; se mantendra constante.

En la relacion 7.2.4, se asume una relacion proporcional entre Aw y los indices n; y no, la

cual es obtenida recordando que anteriormente se determind:

e Paran; =1yny, =141

Aw = 0.0544
e Paran; =1yny, =17

Aw = 0.0834

Adicionalmente:

e Paran; =1yny =1.5

Aw = 0.0641
e Paran; =1yny, =1.6

Aw = 0.0741

e Paran; =1yny =1.8

Aw = 0.0924
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Con los valores anteriores se grafica Aw en funcién de An, obteniéndose la grafica mostrada

en la figura 7.14.

o.oef—
0.0855—
o.osf—
3 0.075;—
< =
0.07 —

0.065— 3.0956¢-06 /3

0.06 — pO 0.01612 + 0.002024

= p1 0.09443 + 0.003277
0.055—

:IllI\II|\III[IIII|IJII|I\llll\\lllJJl‘ll\lllJl
0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
An

Figura 7.14: Grdfica de Aw(An) cuando ny = 1. Fuente: Este trabajo.

De la grafica se observa que la relacién entre Aw y An es lineal, siendo pg el intercepto y p;

la pendiente de la recta, entonces:

Aw = 0.09443(ny — 1) + 0.01612,

la cual puede escribirse como:
Aw = 0.09443n, — 0.07831. (7.2.5)

Por lo tanto, es posible determinar el tamafio de la brecha cuando n; = 1 con la ecuacién
7.2.5.

Analogamente, se obtiene:

Aw = 0.1093n — 0.0659, (7.2.6)
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la cual es la ecuacién para determinar el tamafio de la brecha cuando n; = 0.8.

Las ecuaciones 7.2.5 y 7.2.6 corroboran la relacion 7.2.4 encontrada en el articulo de Scalora.!

Las brechas aparecen cada 0.5 unidades de w

De los resultados anteriores se observa que no importa cuales son los valores n, 6 ny, las
brechas siempre aparecen cada 0.5 unidades de w, lo que se debe a que la relacién de dis-

persion 7.1.1, es una funcién periddica con periodo de 0.5 segundos.

Dado que Aw se mantiene en todas las brechas foténicas y que estas aparecen cada 0.5

unidades de w, se cumple:

wrg = wys1 + (0.5 x [g —1]) Yy  wig =wi + (0.5 x [g—1]), (7.2.7)

donde
1. wyy = valor de w donde termina la brecha que se quiere conocer
2. wj;y = valor de w donde inicia la brecha que se quiere conocer
3. wy1 = valor de w donde termina la primera brecha
4. w;; = valor de w donde inicia la primera brecha

5. g = namero de la brecha de la cual se quiere saber los valores

Tambén se cumple que:

G=2xuw, (7.2.8)

donde
1. G = numero de brechas € Z, que aparecen en un rango de 0 a w

2. w=0.5,1,1.5,25,...
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2 2
ni+ns
2711712

Valor del factor

Cémo se dijo anteriormente, se observa en las figuras 7.6 y 7.7 que la funcién f(w) tiene
valores inferiores a -1. Scilab mostré que el valor minimo que tiene f(w) cuando n; =

1, ng =1416ny =1.7es:
_nmitn

2711712

ni+n3
2ning
2.2
_ nitn;
2ning °

Para verificar esto, se grafic f(w), con valores enteros de para que se pudiera observar

a simple vista en la gréfica, si el valor minimo de f(w) es

Al graficar se obtuvo:

f(w)

1.0

0.51

2 2
ni+ny

Figura 7.15: Grdfica de (7.1.1) con = 2, endonde ny = % yng = 1. Fuente: este trabajo.

2ning
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f(w)

Figura 7.16: Grdfica de (7.1.1) con 2?;:2% =4, endonde n; = % yng = 1. Fuente: este trabajo.

_ nitn3
2nino °

Las graficas 7.15 y 7.16, verifican que el valor minimo de f(w) es

. Qué pasa con Aw si se considera —An?

Se considera el caso n; > no, intercambiando los valores de los indices de refraccién n; y

N, entonces:

e Paran; =1.41yny, =1,endonde An =1—1.41= —0.41:

— Primera brecha:

Aw = 0.2772 — 0.2228 = 0.0544,

— Segunda brecha:

Aw = 0.7772 — 0.7228 = 0.0544,
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— Tercera brecha:
Aw = 1.2772 — 1.2228 = 0.0544.

Se observa que Aw = 0.0544 es igual que cuando ny > nj,0sea An = 1.41 —1=041.
e Paran; =1.7yny =1,endonde An =1—-1.7=—0.7:
— Primera brecha:

Aw = 0.2917 — 0.2083 = 0.0834,

— Segunda brecha:

Aw = 0.7917 — 0.7083 = 0.0834,

— Tercera brecha:
Aw = 1.2917 — 1.2083 = 0.0834.

Se observa que Aw = 0.0834 es igual que cuando n, > ny,0sea An =1.7—1=0.7.

Se concluye que para —An y An el valor de Aw se mantiene y también que existen brechas

fotonicas cuando n; > na.
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Conclusiones

De la revisién del articulo de Scalora,' se obtuvieron las siguientes conclusiones:

e Se comprobd la relacion de dispersion f(w).

e Se encontrd que la ecuacion de Transmisién (7.2.1), planteada en el articulo es incor-

recta, la ecuacién de Transmision correcta es (7.2.3).
e Se comprob6 que existen brechas fotonicas bajo las condiciones planteadas.

e Se comprobé que el tamaino de la brecha foténica es proporcional a la diferencia de

indices de refraccion.

e Se comprobd que en un arreglo unidimensional con uno de sus indices de refraccién

no lineal, su valor de Aw puede variar dependiendo de la intensidad del campo.
e Se comrpobé que hay reflexion total cuando | f(w)| > 1.

Del andlisis adicional, se obtuvieron las siguientes conclusiones:

e Existen mds brechas fotdnicas si se amplia el rango de w.

Existe s6lo una brecha foténica por cada 0.5w.

Sin importar los valores de n; y ng, las brechas foténicas siempre van a aparecer cada
0.5 unidades de w.

El periodo de la relacion de dispersion 7.1.1 es 0.5 segundos.

El valor Aw va a ser constante en todas las brechas foténicas que aparezcan a lo largo

de w.

67
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e Para un mismo valor de An habran distintos valores de Aw, este dependera de los
valores que tomen 1 y ns, es decir dependerd de los valores que conforman el cristal

y del campo aplicado.
e Es posible determinar el tamafio de la brecha cuando se mantiene n; constante.
e Las ecuaciones 7.2.5 y 7.2.6 corroboran la relacién 7.2.4 encontrada en el articulo de

Scalora.!

2 2
ny+ng

e El valor minimo que toma f(w) es — 552

e Para —An y An el valor de Aw se mantiene.

e Existen brechas foténicas cuando n; > ns.
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Apéndices

Identidades matématicas

VxVxF=V(\V.F)-VF

«
4
B
+
Bl
X
4
X
D)
+
Q
X
4
X
3

V(F-G)=(F-V)G+ (G

En virtud de (9.0.2)

cos? x — sin®y = cos(x + y) cos(z — y)

sin?z = 2sinz cos

69

(9.0.1)

(9.0.2)

(9.0.3)

(9.0.4)

(9.0.5)
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Método de Matriz Transferencia, deduccion general

El método matemdtico de la Matriz de Transferencia es utilizado en el andlisis de la propa-
gacién de ondas en sistemas unidimensionales. Este método puede ser usado en el andlisis
de propagacién de ondas y/o particulas, por ejemplo, electrones en el caso cudntico y ondas

electromagnéticas en el caso 6ptico.*’

Matriz de Transferencia (MT)

Para demostrar la generalidad del método, se considera la solucién de la ecuacién de onda
independiente del tiempo descrita por la ecuacién 9.0.6 cuyas soluciones dependen del po-
tencial V' (x).

(9.0.6)

Figura 9.1: Esquema de interaccion de ondas incidentes sobre un medio a un potencial arbitrario.
Fuente: Adaptado de H. Vargas (2013). “Método generalizado de la matriz de transferencia (mgmt);
método de las funciones de green de superficie (mfgs), relaciones y aplicaciones en sistemas semi-
conductores periodicos”. Tesis de maestria, Universidad Nacional de Colombia, Bogotd, Colombia.
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Para el caso de una onda incidente sobre un medio de ancho Az, partiendo de (9.0.6), se

conoce la ecuacion diferencial para cada una de las regiones I, 11, 111, las cuales son:

2

%1#@) +EY(r)=0 = <,

2
% () + k() =0 = 2 <<, (9.0.7)
d2
) ($) + k%iﬂ(l’) =0 = x>z,

donde k; representa el nimero de onda en las regiones [ y III, y k5 el nimero de onda en la
region II, el comportamiento depende de la parte real e imaginaria del potencial, en este caso
real, pero cuando existen fendmenos de absorcion el potencial tendrd una parte imaginaria.

En el primer caso las soluciones toman la forma:*

A(z)e?*® + B(x)e x < a1,
Y(z) = Cf(z) + Dy(z) 7 < x < X9, (9.0.8)
F(x)e?™® + G(x)e k= T > Ty

Es necesario conocer un sistema de dos ecuaciones por cada medio, y construir la matriz
de transferencia. Para obtener este sistema, se evalia en la frontera la funcién de onda y su

derivada, y se obteniene:

Ae™™ 4 Bem™ = Of (v = 1) + Dg(z = 1) = T =T,
ikAe™*™ — ikBe™* = Cf'(x = 1) + Dg'(z = 1) — r =14,

donde se ha evaluado la funcién y su derivada en la frontera + = =z, reescribiendo las

anteriores ecuaciones de manera matricial se tiene:
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pika1 o—ika A\ _ [ f@) glx)) (C 009
iket ™ —ike B fl(x1) g'(x1)) \D ’ o

ahora despejando el vector columna (A, B), se obtiene:

A e Zie BN f) glam)\ [(C
= , (9.0.10)
B MTl ie;? (1) ¢'(z1) D

donde los valores f(x1), f'(x1), g(x1), ¢’'(x1), son los valores de las funciones que cumplen

las condiciones de frontera de la funcién de onda y su derivada en x = ;.
Haciendo el producto matricial se obtiene:
(A>:1<éﬂmvwﬁ—é’@0]e““b@ﬁ—édwm><0> ©.0.11)
B 2\ e f(er) + £ f(x)]  e*g(a) + 19/ (21)] D

de manera similar, se repite el procedimiento anterior para el segundo medio en x = x5, se

evalua la continuidad de la funcién y su derivada en ese punto en la ecuacién (9.0.7)

Cf(x = 25) + Dg(x = z3) = Fe'k2  Ge~ ka2 — T = o,
Cf'(x = x3) + Dg'(x = x5) = ikFe*™? — jkGe~ k2 = T = 1y,

reescribiendo la ecuacion de manera matricial se tiene:

flz2) g(z2) C _ pikia ik r .
f’(,I‘Q) g’(gj2) D Z’keikxg _ike_ikgm G ) V.

despejando el vector columna (C, D), es decir, se tiene:



Capitulo 9: Apéndices 73

¢y 1
D _f(932)9/(932) — g(w2) f'(22)
. <g'<x2> —g(m)) ( )(F)
—f'(x9)  f(x2) ikethre  _jke=ikez | \ G )’

donde los valores f(x3), f'(x2), g(x2) y ¢'(x2), son las funciones que cumplen las condi-

(9.0.13)

ciones de frontera de la funcién de onda y su derivada en z = x-.

Haciendo el producto matricial se obtiene:

C B 1
D _f(932)9'(932) — g(22) f'(22)

y < ey (zy) —ikg(xa)] e Mg (22) + ikg(22)) ) <F>
—ekee(f!(wy) — ik f(25)] —eT R f!(ws) + ik f ()] ) \G)

reemplazando en la ecuacién (9.0.11):

A\ 1 1
B) 2 f(x2)g (x2) — g(a2) f'(x2)

) (e—i’m‘l[f(xl) — 1 f'(x1)] e g(ar) — %9’(561)]) 9.0.14)

e f () + 1 (x1)]  e*ig(w) + 1 (21)]

y < ey (zy) —ikg(xa)] e g (22) + ikg(22)) ) <F>
—cho2 (@) — ik f ()] —e R (wa) + ik f(w2)] ) \G)
realizando el producto matricial y obteniendo la matriz inversa de dicho producto, se puede

escribir las amplitudes transmitidas (F, G) en términos de las amplitudes incidentes (A, B),
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ya que estas son las condiciones iniciales. Reescribiendo la ecuacién (9.0.14), en términos

de dichas amplitudes, se encuentra:

F A My, Mo
— MT , MT — , (9.0.15)
G B My Moy

donde M, Mi5, My, My, son los elementos de la matriz de transferencia, que dependen

de los valores que toma la funcién de onda y su derivada en la frontera, y se define ¢ =

1
2(f"(z1)g(@1)—g'(x1) f(z1))

, estos elementos de manera general se escriben:

My = e =2 (o) [kg(a1) + ig (21)] + f'(21) [kg(x2) — ig' (x2)]

(9.0.16)
+ik[f (22)g(z1)k — f(21)g(w2)k] +i[f(z2)g'(21) + f(21)g (22)]},
= e M@t L /(4 x1) —ig' (71 "(z1 x9) — ig (29
M, {=f'(z2)[kg(21) —ig'(x1)] + f'(21)[kg(x2) — ig'(2)] ©.0.17)
—ik[f(z2)g(@1)k — f(21)g(w2)k] — i[f(x2)g (x1) — f(21)g(z2)]},
= eeF@rtT2) £ (1, 1) +ig (11 (21 x9) +ig' (79
My {=f'(z2)[kg(21) + 19" (x1)] + ['(z1)[kg(22) + ig'(22)] ©.0.18)
+ k[ f(x2)g(x1)k — f(21)g(@2)k] + i[f(22)g (x1) — f(1)g(z2)]},
= ce R@—w) L (0, 1) —iq (11 "(24 T9) +1¢ (29
My, = {f'(@o)[kg(x1) —ig'(x1)] + f'(z1)[kg(22) + ig'(22)] 9.0.19)

— ik[f (z2)g(z1)k — f(x1)g(z2)k] —i[f(x2)g'(x1) + f(21)g (x2)]},
los elementos anteriores, contienen toda la informacion fisica del sistema estudiado, porque
relacionan los nimeros de onda de los diferentes medios por los cuales la onda o particula
viaja. De tal modo que la matriz de transferencia contiene la descripcion fisica de los

fenémenos de propagacién de ondas y particulas en medios.*

Propiedades de la Matriz de Transferencia

La Matriz de Transferencia describe las amplitudes incidentes de una onda o particula sobre
un potencial arbitrario, donde la transmision y reflexioén resultantes luego de la interaccion

pueden expresarse en términos de sus coeficientes.
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Se nota que los coeficientes de la diagonal principal y secundaria se escriben como los

respectivos complejos conjugados, es decir:

M11 = M§2, M12 - M2*17 (9020)
donde My, My, Msyy, My, son los elementos de la matriz de transferencia (MT), los cuales
cumplen

My My — MiaMoy =1, 9.0.21)

para el caso general se debe cumplir:*

detMT] = {f'(z2) f'(x1)g(x2)g(z1) — f'(x2)g (x1) f (21)g(22)
— f(x1) g (x2) f(2)g (1) + f(21) f(22) g (x1)g (22)} (9.0.22)
=1.
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