ISBN: 978-958-5123-08-3

Francisco Ocana

Whiversidad }deINarint
EacU|tad [d eX@iENCiasiEXactasyaNatirales



Las funciones y sus grdficas - Manual

© Autor: Francisco Ocafia
© Editorial Universidad de Narifio
ISBN: 978-958-5123-08-3

Primera Edicidn

Revisor de Estilo: Oscar Fernando Soto A.
Disefio y Diagramacién: Maria Elena Mesias
Centro de Publicaciones Universidad de Narifio

Fecha de Publicacion: Agosto 2020
San Juan de Pasto - Narifio - Colombia

Prohibida la reproduccién total o parcial de este libro sin
autorizacion expresa y por escrito de su autor o de la
Editorial Universidad de Narifio.



Tabla de Contenido

Presentacion

CAPITULO I: Conceptos fundamentales

1.1 Magnitudes Variables y Constantes

1.2 Representacion Geométrica de los Nimeros Reales
1.2.1 Sistema uni-dimensional de coordenadas - Recta real
1.3 Dependencia Funcional

1.4 Funciones - Definicién

CAPITULO II: Clasificacion de las Funciones

2.1  Clases de Funciones por la relacion entre los elementos del dominio y codominio
2.2 Composicién de funciones

2.3 Clases de funciones por la relacién entre los conjuntos dominio y codominio
2.4  Clases de funciones por su caracter analitico o expresion algebraica
2.5 Métodos de plantear una Funcion

2.6 Gréficas de las Funciones

2.6.1 Sistema coordenado rectangular en el plano — plano cartesiano —
2.6.2 Grafica de una Funcién

2.7  Caracteristicas de algunas Funciones

2.7.1 Funciones acotadas

2.7.2 Funciones crecientes y decrecientes

2.7.3 Funciones periddicas

2.8  Funciones algebraicas

2.8.1 Funciones Polindmicas

2.8.2 Funciones racionales

2.8.3 Funciones irracionales

2.9 Funciones trascendentes

2.9.1 Funcion potencial

2.9.2 Funcién exponencial

2.9.3 Funcion logaritmica

2.9.4 Funciones trigonométricas

2.9.5 Funciones trigonométricas inversas

2.9.6 Funciones hiperbélicas

2.9.7 Funciones hiperbélicas seno y coseno inversas

2.10 Campo de definicién y campo de variaciéon de una Funcién

2.11 Restricciones del dominio de una Funcion

2.12 Ejercicios I

11
11
12
12
14
14

17
17
20
21
22
22
25
25
26
28
28
28
29
30
30
32
33
33
33
34
35
36
38
41
43
44
45
46



CAPITULO III - Limites y continuidad de las Funciones

3.1
3.2
3.3
3.4
3.4.1
3.4.2
3.4.3

Acercamiento al concepto de limite de una Funcién
Continuidad de una Funcion -puntos de discontinuidad-
Ejercicios 11

Notas complementarias sobre Funciones

Signos y ceros de una Funcién (interceptos)

Extremos de una funcién -valores maximos y minimos-
Asintotas

CAPITULO IV: Método de an4lisis de una funcién para la construccion de su grafica

4.1

Orden de andlisis

CAPITULO V: Métodos bésicos para la construccién de las graficas de Funciones

5.1
5.2
5.3
5.3.1
5.3.2
5.3.3
5.4
5.4.1
5.4.2
5.4.3
5.5
5.6
5.7
5.8
5.9

Desplazamiento paralelo a lo largo del eje de ordenadas Oy

Desplazamiento paralelo a lo largo del eje de abscisas Ox

Simetria

Construccion de la grafica de la funcién y =f-x fx — f-x

Construccion de la grafica de la Funciéon = - fx

Construccion de graficas de funciones pares e impares

Construccion de la grafica de una Funcion inversa

Ampliacion y contraccion de una grafica a lo largo del eje de ordenadas
Alargamiento y contraccion - deformacion

Combinacién de deformacidn y desplazamiento de la grafica de una Funcién
Graficas con valor absoluto de las funciones

Graficas de funciones de la forma y = fx; fx — fx

Graficas de funciones que contienen parcialmente el simbolo de valor absoluto
Operaciones algébraicas con graficas de funciones

Graficas de funciones compuestas

CAPITULO VI: Lugar geométrico de los puntos

CAPITULO VII: Aplicacién de las graficas de funciones en la resolucién de problemas

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5
7.6

Resolucién de un sistema de ecuaciones
Resolucién de ecuaciones

Resolucion de inecuaciones con una incégnita
Resolucion de inecuaciones con dos incognitas
Importancia del método grafico

Ejercicios 111

CAPITULO VIII: Sistema coordenado polar

8.1
8.1.1
8.2
8.3
8.4

Representacion de puntos en coordenadas polares

Paso de coordenadas polares a rectangulares y viceversa
Ecuaciones polares

Interseccion de graficas

Ejercicios IV

BIBLIOGRAFIA CONSULTADA

49
49
51
52
52
52
53
54

57
57

71
71
73
76
76
77
78
81
83
83
84
92
94
95
98
103

109

113
113
115
117
118
120
121

123
124
125
127
133
134

137



Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.

Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.13
2.14
2.15
2.16
2.17
2.18
2.19
2.20
221
2.22
2.23
2.24
2.25

Indice de Figuras

Recta real

Ejemplo Recta Real

Construcciéon numeros irracionales: 2, -3
ffA—B

y=/

Funcién inyectiva

Funcién no inyectiva

Funcién sobreyectiva

Funcién no sobreyectiva

Funcién biyectiva

Funcién inversa

Funcién compuesta

(Clases de funciones - relacion dominio y codominio
Método grafico

Ejemplo método paramétrico
Ecuaciones paramétricas

Plano Cartesiano; Ejemplos: punto M (1,3) ; P (-2,-1)
Funcién par, y = x%, parabola

Funcién impar y = x*, pardbola ctbica
Funcién acotada y = senx

Funcién creciente

Funcién decreciente

Funcién periodica

Funcion lineal (k=tga)

Funcién polinémica lineal

Ejemplo de funcién racional

Funcién potencial (indice negativo)
Funcién potencial (indice racional)
Funcién exponencial

y=log2x,y=2"

2.26 y=log3x,y=3

2.27
2.28
2.29
2.30
2.31
2.32
2.33
2.34
2.35

y=log , x;y=log, x

Funciones seno y toseno
Funciones tangente y cotangente
Funciones secante y cosecante
Funciones arcoseno y arcocoseno
Funcién arcotangente

Funcién arcocotangente

Funcién arcosecante

Funcién arcocosecante

12
13
13
14
15

18
18
18
19
19
19
20
21
23
24
24
26
27
28
28
29
29
30
30
31
33
34
34
35
35
36
36
37
37
38
39
39
40
40
41



Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.

Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.

Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.

Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.

2.36
2.37
2.38
2.39
2.40
241

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9

5.1
5.2
5.3
5.4
5.5
5.6
5.7
5.8
5.9
5.10
5.11
5.12
5.13
5.14
5.15
5.16
5.17
5.18
5.19
5.20

Funcién seno y coseno hiperbdlicos
Funcién tangente y cotagente hiperbélicas
Funcién secante hiperbolica

Funcién cosecante hiperbdlica

Funcién seno hiperbélico inverso

Funcién coseno hiperbdlico inverso

Limite de una funcién

£- P T £ — ™
mBToo arctgz = 7, wgrlaoo arctgr = —§

Signos y ceros de una funcién
_ 1
Y T 14a?
Asintotas
Asintotas verticales y horizontales
Asintotas oblicuas

y =20 - HWI-2)(o +5)
y=12?-a’>=(z—a)(z+a)
y=2( - a)(z +a)
y=a(1 - 2)(1+ 1)z - 2)°
_ x—1
Y= Ge-Die—2)
_ z+V2
y_?ﬁ@>
T+ —
Y= "22-3
y = (a:—l)z(x—2)
z(2x+41)

y= (z+3)(1—x)

Desplazamiento paralelo (ordenadas)
y=2"-3

y=3-1

Desplazamiento paralelo (abscisas)
y = loga(x +2)

y =sen(z — )
y =log1(—x)

y = arccos (—x)

y=—senc
y=-—3
y = tg|z]
— el
Y= 2
y=ulz|
p—
Y= 1a
Inversa de la funcién y = 2

y=1z

y:3cosxyy:%cosa:
y=sen2ryy=sensy
y = ta(

— /9. Lzl
Y= Vﬁarccoa\/§

¢
2

42
42
43
43
44
44

50
51
53
54
54
55
56

59
60
60
62
63
65
66
67
69

72
72
73
74
75
75
76
77
7
78
79
79
80
81
82
82
83
84
86
86



Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.

Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.

Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.

5.21
5.22
5.23
5.24
5.25
5.26
5.27
5.28
5.29
5.30
5.31
5.32
5.33
5.34
5.35
5.36
5.37
5.38
5.39
5.40
5.41
5.42
5.43
5.44
5.45
5.46
5.47

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5
7.6
7.7
7.8
7.9

y=7%5— 2arcsen(% -1)

y=2x>—5x++2
y=-3z2+z -1

_ 3
Y= 521
_ 3wi2
Y= 5.3
— T
Y= -2
y = |senz|
y = |log, x|
y=|2% =3z +1|
_ _lz[=1
Y= nal(al—2

y=lel+=

Semirrectas que componen a y = |x — 1| + |z + 2|
y=lz—1+z+2

Yy =T +senx

y=2"+(3)% y=2"-(3)"

Yy =xsenc
y = Jrcosx
1 _
Y= ooy = S€cT
_ 1
Y= logax
y: C?EE‘T
1
y = (cosx)z
_ 2
y = (tgx)
_ (1lysenz
y=1(3)
1
y = logy cosz = —loggcosz
— gen +
y = sen ¢

y =ctg(cos x)

22+ =1
2?4+t <1

lyl =2

ly| = 2? — 3z +2
ly + 1| = senz

Y= y=V2

y=a’+2x—1,y= 2

z

Solucién grafica de serll.lr =logz
Solucién grafica de }:c2 — 1} = %
Solucién gréfica de arccosx < T |z — 1]
Solucién gréfica de logs(x + 1) +1 < 2%
Solucién gréfica de y > 2% — 5z + 4
Solucién gréfica de log(y —x) <0

Solucién grafica de mo.s#sm =0,5+VH

87
89
89
90
91
92
93
93
94
95
96
97
97
99
99
100
101
102
102
103
104
105
105
106
107
108
108

109
110
111
111
112

114
115
116
116
117
118
119
120
121



Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.

8.1
8.2
8.3
8.4
8.5
8.6
8.7
8.8
8.9
8.10
8.11
8.12
8.13

Sistema coordenado polar

Representacion de puntos en coordenadas polares

Paso de coordenadas polares a rectangulares y visceversa
224+9y2=9,r=3

r = 2cos 30

r=1+cosf

Simetria con respecto al eje polar

Simetria con respecto al eje a 90°

Simetria con respecto al polo

Gréfica de la espiral hiperbdlica de ecuacién r = 7
0 = k (k-constante) y r = ¢ (c-constante)

r=c

Solucién gréfica de 2senf = 3 cosf

123
124
125
127
128
129
130
130
131
132
132
133
134



Presentacion

La experiencia en la ensenanza de cursos de cdlculo muestra una notoria desigualdad en los estudiantes que
ingresan a instituciones de educacién superior en cuanto a los conocimientos que sirven de fundamento para
una adecuada apropiaciéon de esta importante parte de las matematicas, que va desde claras deficiencias y
desconocimiento, hasta niveles aceptables de comprension y uso en este campo.

Fundamento esencial para los cursos de cédlculo, en particular, lo constituye el conocimiento de las funciones,
sus clases, por la relacion entre los elementos de los conjuntos, por los conjuntos que la conforman o por
su forma analitica. Asi mismo, la construcciéon de sus gréficas, permiten identificar sus peculiaridades, las
propiedades que muestran, en forma clara, sus diferencias y similitudes.

En la bisqueda de contribuir a remediar o nivelar estos fundamentos, y al tiempo, aclarar y complementar
lo aprendido, se propone este manual sobre las funciones y la construccién de sus graficas.

Aunque tiene como referente los estudiantes de los tltimos grados de de la educacién media, y los primeros
semestres de la educacién superior en carreras técnicas, puede servir también, como orientador o guia a
maestros y profesores de unos y otros.

Para los estudiantes se trata de hacer asequibles los conceptos relacionados con las funciones y sus gréficas,
presentandolos de forma menos formal, y para los profesores, brindarles algunas herramientas que pueden
facilitar su labor.

El manual se basa en la consulta, la investigacion bibliografica y una larga experiencia del autor, por lo que se
puede afirmar, que este manual puede facilitar el aprendizaje de las funciones, y especialmente, las destrezas
en la construcciéon de sus graficas, por la presentacién de variados y sencillos métodos aqui expuestos, de
distintos autores y por la experiencia del autor, que redundard en brindar un camino menos dificil en la
apropiacién del célculo.

El manual es un inicio, y por tanto, susceptible de correcciones y mejoramiento. Por lo mismo, agradecemos
de antemano, posibles sugerencias o propuestas en este sentido.






CAPITULO 1

Conceptos Fundamentales

Las matematicas son la ciencia de las
magnitudes; su punto de partida es
el concepto de magnitud.
Federico Engels - Dialéctica de la naturaleza

1.1. Numero, Magnitudes

Uno de los conceptos fundamentales en matematicas, es el de nimero. Este concepto surgié en la

antigliedad, desarrollandose y generalizandose con el tiempo.

Las matematicas tratan del estudio de las magnitudes haciendo abstraccién de su contenido concreto.
Por ejemplo, al medir magnitudes fisicas como tiempo, area, volumen, masa, velocidad, temperatura,
etc., se obtienen valores numéricos, y por lo mismo, cuando se habla de magnitudes, se tiene en

cuenta sus valores numéricos.

Hay fenémenos en que ciertas magnitudes cambian, es decir, varian su valor (numérico) y otras lo
mantienen constante. Asi, en el movimiento uniforme de un cuerpo, varian el tiempo y la distancia,

pero la velocidad se mantiene constante.

Magnitud variable, o simplemente variable, es aquella que puede tomar distintos valores numéri-
cos. Magnitud constante, es aquella cuyo valor numérico no cambia. Sin embargo, en matematicas,
frecuentemente, la constante se considera como un caso particular de una magnitud variable cuyos

valores numéricos son todos iguales.

Se debe tener en cuenta que, en condiciones fisicas, una misma magnitud puede ser constante en
un fenémeno y variable en otro. Por ejemplo, la velocidad en el movimiento uniforme es constante

y variable en el movimiento uniformemente acelerado.
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También existen magnitudes cuyo valor numérico es invariable, por lo que se las llama constantes
absolutas. Por ejemplo, la razon de la longitud de la circunferencia y su didmetro es una de estas

constantes, se designa mediante la letra griega 7 (7 = 3,141592...).

Generalmente, las variables se designan con las ultimas letras mintsculas del alfabeto: z, y, z, ...,

t, ...,y las constantes con las primeras: a, b, ¢, ..., k, ....

1.2. Representacién geométrica de los nameros reales

1.2.1. Sistema uni-dimensional de coordenadas. Recta real

Se considera un segmento de recta horizontal en un plano en el cual se elige un punto arbitrario O
y a cierta distancia hacia la derecha, un punto A. Al sub-segmento OA se le asigna un valor igual

a uno, OA = 1, estableciendo asi una unidad de medida y una escala.

Si al punto O se le hace corresponder el niimero cero 0, entonces, al punto A le corresponde el niimero
1, repitiendo esta distancia a partir de A se obtiene en la recta, puntos a los que les corresponde los
numeros 2, 3, ..., y asi sucesivamente. Si este procedimiento se hace hacia la izquierda a partir de

O se obtendra en esta recta, los puntos: —1, —2, =3, .. ..

Se tiene, entonces, una recta con escala, llamado también eje numérico, lo que permite representar,
mediante un punto, cada uno de los numeros reales, donde el nimero que le corresponde a cada

punto se lo llama coordenada del mismo.

Esta recta es tal, que a cada uno de sus puntos le corresponde un numero real, y a cada nimero
real le corresponde un punto de la recta, estableciéndose, de esta manera, una correspondencia
biunivoca. La recta tiene un sentido de izquierda a derecha que se designa con una flecha en el
extremo derecho de la misma, muestra el orden ascendente de los niimeros reales y se denota con
la letra  (Fig.1.1).

v

2
lIl.".l.
Y

Figura 1.1: Recta real.

Esta recta, es una representacién geométrica de los nimeros reales, recibe el nombre de recta real,
o eje x, y conforma un sistema coordenado lineal o de una dimensién. Particularmente, el punto
O recibe el nombre de origen del sistema. Para los nimeros racionales (fraccionarios), se divide el
segmento donde debe ubicarse el nimero dado en las partes que indica el denominador y tomar

cuantas de ellas segtin el numerador.
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7D:_

==

_ 11 _
=1 o=

D=

Ejemplo. Representar los puntos: O =0, A=1, B

Solucién. % significa que el primer y segundo segmentos a partir del origen 0, se dividen cada uno
en 8 partes iguales y se toman 11 de ellas, donde resulta que el punto marcado en el segmento [2, 3]

es la tercera onceava parte del mismo. El punto —% se obtiene dividiendo el intervalo [—1, 0] (hacia
7

la izquierda del origen) en dos partes y marcando el punto en la mitad del mismo. El punto — 7}

significa que se toman dos unidades, igualmente hacia la izquierda del origen, se dividen cada una

en 4 partes y se cuentan 7 desde el origen hacia la izquierda (Fig.1.2).

D e A B

. . e c o »
R

4 2 8

Figura 1.2: Ejemplo recta real.

Para la representacion de los niimeros irracionales en la recta real, se realiza su construccion, gene-
ralmente, teniendo en cuenta el teorema de Pitdgoras. Por ejemplo, la de v/2; en el punto 1 (OA)
de la recta, se levanta la recta perpendicular AB = 1. La distancia OB es igual a la v/2, que se

traslada a la recta mediante un compés (OD).

Para la construccién de —v/3 , se traslada /2 hacia el segmento negativo de la recta, en ese punto
—V/2, se traza la perpendicular a la recta real AB = 1y el segmento OC, es igual a —/3 que se

traslada a la recta mediante un compas (Fig.1.3).

yh
---------
l’ P ~
. PRl ~e
4 g Se
s »° S
’ ’ -~ B
~
'ﬁ:____'.l .............. o
Y 04 2t
’a 4 A \‘
L 7\ PO TN
~
,’ 1 ’ ~ R4 1 .
A [ ~ ’ 1 A
B v 7 . ’ 1 \J
[ ’ S i ! \
h 1 ~ ’ 1
h K . . |1 K
1 .~ . \
1 N ~ ’ 1 1
h I e v’ I 1
N ’ '
H S - 1 \
Y ~ 17 |A lD o
0 1 V2 7

Figura 1.3: Construccién ntimeros irracionales /2, -v/3.
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1.3. Dependencia funcional

Las magnitudes de un mismo fenémeno pueden estar en interdependencia, de tal manera que el
cambio de las unas determina respectivos cambios en las otras. Por ejemplo, el aumento (o dismi-
nucién) del radio de una circunferencia determina el aumento (o disminucién) de su 4rea. En este

caso se dice que entre las magnitudes variables existe una dependencia funcional.

Conviene recordar, que como se dijo antes, en matematicas se hace abstraccion del contenido con-
creto de las magnitudes, por lo que la relacién entre ellas se expresa como la relacion entre conjuntos
numéricos, generalmente, subconjuntos o todo el conjunto de los niimeros reales, o ain puede ser,

el de los nimeros complejos.

Asi, siendo el conjunto de los ntimeros reales el conjunto universo, una variable se define como
un simbolo (z,y,z,...) que puede reemplazarse por un nimero real cualquiera. Constante, es un

simbolo (a,b,c,...) que representa un elemento bien definido de los nimeros reales.

La dependencia funcional también se expresa como la relacion entre conjuntos numéricos, e involucra

un importante concepto en matematicas, el de funcion.

1.4. Funciones

Definicién. Funcidn es una relacién entre dos conjuntos, A y B, tal que, a cada elemento del primer
conjunto A llamado dominio™®, asocia un elemento y solo uno del conjunto B llamado codominio.
Mediante la letra f se representa la relacion entre ellos o funcién y su notacién es: f: A — B que
se lee “funcién de A en B” o “funcién de A hacia B” (Fig.1.4).

*también: dominio de definicién de la funcién.

A > B

Figura 1.4: f: A — B.
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Aunque al conjunto de todos los valores de la funcién se llama “recorrido” de f, o “la imagen de
a por 7 y su notacién es f(a), y (el recorrido) es, un subconjunto del codominio de la funcién o,

puede ser todo él, en cuyo caso se dice que la funcién es sobreyectiva.

Generalmente, los conjuntos A y B se asocian con subconjuntos o con todo el conjunto de los
numeros reales. Asi, todos los elementos del dominio A, se representan mediante la variable x, y los
elementos del codominio mediante la variable y. En este caso, se da como definicién de funcion la

siguiente:

Si a cada valor de la variable x perteneciente a cierto conjunto, le corresponde uno y solo un valor
determinado de la variable y, se dice que “y es funcién de z” y su notacién es: y = f(z), se lee “y
igual a f de x”. Donde, x recibe el nombre de variable independiente o argumento de la funcion, e

y, variable dependiente o funcion (Fig.1.5).

(El dominio también se llama conjunto de valores de la variable independiente)

A B
f »
X " Y
Dominio Codominio

Figura 1.5: y = f(x).






CAPITULO 2

Clasificacion. Caracteristicas. Sistema coordenado

rectangular en el plano. Graficas

Las funciones se clasifican teniendo en cuenta sus propiedades, caracteristicas principales y aspectos,

entre los cuales se enuncian:

s La relacion entre los elementos pertenecientes a los conjuntos numéricos designados como
dominio y codominio, estableciendo las condiciones para la existencia de la funcién inversa y

la composicién de funciones.
= La relacién de los conjuntos numéricos entre los cuales se considera la dependencia funcional.

s El cardcter analitico que define la ley mediante la cual se da la correspondencia entre los

valores de z e y.
» Otras propiedades y caracteristicas.

= Sus graficas

2.1. Clases de funciones por la relacion entre los elementos del

dominio y codominio

Definicién. Se dice que una funcién f es inyectiva si a elementos diferentes del dominio A corres-

ponden elementos diferentes (imégenes) en el codominio B.

Es decir, si z1, 2 € Dy, donde, Dy dominio de la funcién f, y si 1 # x2, entonces, f(x1) # f(x2)
(Fig.2.1 y 2.2).
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Figura 2.1: Funcién inyectiva.

Figura 2.2: Funcion no inyectiva.

Se dice que f es sobreyectiva o sobre, si todos los elementos del codominio son imagenes de los
elementos del dominio, o si todos los elementos del codominio estan relacionados con los del dominio

(si el rango de la funcién es todo el codominio) (Fig.2.3 y 2.4).

Figura 2.3: Funcién sobreyectiva.
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Figura 2.4: Funcién no sobreyectiva.

Se dice que una funcién f es biyectiva, si es inyectiva y sobreyectiva a la vez (Fig.2.5).

f

Figura 2.5: Funcién biyectiva.

Funcion inversa: Dada la funcién y = f(x), donde = € A, e y € B, puede existir una funcién
cuyo dominio sea la imagen B de f, y su codominio el conjunto A y que asocie a cada y € B, el
correspondiente z € A. Esta funcién se llama inversa de f y su notacién es f 1, es decir, f~!: B — A

(Fig.2.6).

Figura 2.6: Funcién inversa.
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Ademas, se establece que la condicién necesaria y suficiente para que exista la funcién inversa de

otra dada, es, que sea biyectiva.
Ejemplo. Determinar la inversa de la funcion y = 1 — 2%,
Solucién. 2% = 1 —y = 10g2(2%) = loga(1 — y) = = = loga(1 — y), asl y = f~1(x) = loga(1 — 7).

Una funcién dada y su inversa tienen la misma representacion, pero generalmente se cambian las
variables, por ejemplo, en este caso, la funcién inversa tiene la férmula y = f~1(z) = loga(1 — ),

caso en el cual, la grafica de la funcién inversa sera simétrica a la primera respecto al eje y = x.

2.2. Composiciéon de funciones

Si se considera una funcién f cuyo dominio sea el conjunto A y su codominio sea el conjunto B,y

una funcién g, donde el dominio sea el conjunto B y su codominio sea un conjunto C', y tales que:

Para a € A, se tiene b = f(a), donde b € B, se puede tomar ¢ = ¢g(b), donde ¢ € C, es decir, existe
una funcién h = ¢g(b) = g[f(a)].

Esta composicién asocia a cada elemento de A un elemento de C'y es, por tanto, una funcién h que
es la composicién de f y ¢g y su notacién es g o f, que se lee funcién compuesta de f y g, es decir,
h = (go f)(a), se debe tener en cuenta que una funcién compuesta de f y g se lee en orden inverso

ya que primero se aplica f y luego g (Fig.2.7).

Figura 2.7: Funcién compuesta.
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2.3. Clases de funciones por la relacion entre los conjuntos dominio
y codominio

Puede ser que los conjuntos entre los cuales se establece la funcion, es decir, tanto el dominio como

el codominio, sean conjuntos de nimeros complejos, que se sabe, contienen a los nimeros reales,

union de los racionales e irracionales, y donde los racionales contienen a los nimeros enteros que a

su vez, contienen a los naturales.

Se presentan las siguientes funciones (Fig.2.8):

f1- Funcion real de variable real. El dominio y codominio son conjuntos de nimeros reales.

fo- Funcion real de variable compleja. El dominio es el conjunto de niimeros complejos y el

codominio es el conjunto de los ntimeros reales.

s f3- Funcion compleja de variable real. E1 dominio esta en los reales y el codominio, en los

complejos.

f1- Funcion compleja de variable compleja. E1 dominio y codominio estan en los nuimeros

complejos.

Un tipo de funciones importante son aquellas en que el dominio es el conjunto de los numeros

naturales y el codominio es el conjunto de los nimeros reales, reciben el nombre de sucesiones.

Finalmente, otro tipo de funciones es aquel en el que el dominio es un producto cartesiano de
conjuntos de nimeros reales, por ejemplo: RxR. Estas son las llamadas funciones de varias variables.

Para el caso en que el dominio es R x R, se tiene una funcién de dos variables.

Las funciones que aqui se tienen en cuenta, son las funciones reales de variable real o simplemente,

funciones reales.

Figura 2.8: Clases de funciones - relacién dominio y codominio.
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2.4. Clases de funciones por su caracter analitico o expresion al-

gebraica

En este caso, las funciones se dividen en dos grandes clases: algebraicas y trascendentes:

Lineales
Polinémicas { Cuadraticas
I. Algebraicas Ctibicas

Racionales

Fraccionarias

4
Potenciales

Exponenciales
Logaritmicas

II. Trascendentes { Trigonométricas
Trigonométricas inversas

Hiperbolicas

Hiperbdlicas inversas

2.5. Métodos de plantear una funcién

La dependencia funcional establecida entre los valores del argumento z, y la funciéon y, puede

expresarse de las siguientes maneras:

1. Método condicional. Una funciéon dada mediante este método, como su nombre lo indica,

es cuando se establecen condiciones. Por ejemplo:

T+ 2 si T <2
flz)=<¢ a? si —1<z<1
2—x si r>1

2. Método tabular. Se construye una tabla de dos filas en una de las cuales se asignan valores
del argumento 1, x2, s, ... T, y en la otra, los correspondientes a cada uno de éstos en virtud

de f, de la funcion: y1,y2, 93, ... Yn.

T | T1 T | T3 el | X
Y1y [ Y2 | Y3 |--- | Yn
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3. Método analitico. En este método se da una féormula o expresion algebraica mediante la
cual se indican las operaciones que deben efectuarse con los valores asignados a x para obtener
los correspondientes de y. Por ejemplo, la funcién que asocia a cada nimero real, su cuadrado,

se expresa: y = x2.

4. Método grafico. Basicamente consiste en una interpretacién geométrica sencilla en el plano
cartesiano. La principal ventaja de este método esta en la representacion que hace evidentes

aspectos relevantes del comportamiento de la funcién (Fig.2.9).

ylk

Figura 2.9: Método gréfico.

5. Método parameétrico. Se dan las ecuaciones

z = at)
{ s (2.5.1)

donde t toma valores comprendidos en el intervalo [tg,¢;]. A cada valor de ¢ le corresponde los

de z y los de y (suponiendo que a y  son funciones univocas).

Considerando que z e y son las coordenadas de un punto en el plano Oy, a cada valor de ¢ le
corresponde un punto determinado del plano. Estos puntos describen cierta curva en el plano,

cuando t varia desde to hasta t1, que precisamente es la grafica de la funcién y = f(x).

Las ecuaciones (2.5.1) se denominan ecuaciones paramétricas de la curva; t toma el nombre
de pardametro, y la forma de dar la curva mediante las ecuaciones (2.5.1) se llama método

paramétrico.

La expresion y = f(x) donde y depende directamente de x, se obtiene eliminando el pardmetro

t de las ecuaciones (2.5.1).
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Ejemplos.
a) Dada la circunferencia 22 4+ y? = 72, de radio r, con centro en el origen de coordenadas;

encontrar sus ecuaciones paramétricas (Fig.2.10).

y4

1 (x,y)

Figura 2.10: Ejemplo método paramétrico.

Solucién. Se tiene que: sent = ¥ — y = rsent, cost = T — x = rcost, entonces:

x =rcosf
y=rsenf (0<t<2m)
Son las ecuaciones paramétricas de la circunferencia dada.

b) Las ecuaciones paramétricas de la pardbola ctibica y? = 23 (Fig.2.11), son:

r =t
y="=

Figura 2.11: Ecuaciones paramétricas.
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Funciones implicitas

Sean los valores de las variables x, e y, que se encuentran ligadas mediante la ecuacion

F(z,y) =0. (2.5.2)

Si la funcién y = f(x) definida en un cierto intervalo (a,b) es tal que, al sustituir y en la ecuacién
(2.5.2) por la expresion f(x), esta se convierte en una identidad respecto a x, se dice, entonces, que

la funcién y = f(x) estd implicita en la ecuacion (2.5.2).

Ejemplo. La ecuacion

2?4yt -1 =0 (2.5.3)
determina implicitamente las funciones:y = £v/r2 — 2.

En efecto, al sustituir, por ejemplo, y = —v/r? — 22 en (2.5.3), se tiene:

No toda funcién implicita puede ser representada en forma explicita, es decir, de la forma y = f(z).
Por ejemplo y — x +sen(zy) = 0, 2¥ = ¢, (v —2)? — tan £ = 0. Las formas implicita y explicita no

cambian la esencia de la funcién.

2.6. Graficas de las funciones

2.6.1. Sistema coordenado rectangular en el plano. Plano cartesiano

Dos rectas numéricas o rectas reales en un plano, la una horizontal y la otra vertical, perpendiculares
entre si, que se cortan en el punto O que corresponde al nimero cero (0) de cada una, conforman lo
que se denomina un sistema coordenado rectangular en el plano 0-bidimensional, llamado también

plano cartesiano.

Asi, cualquier punto se puede representar geométricamente en éste plano mediante dos ntimeros
(x,y) que son las distancias desde el punto, la primera z, a la recta vertical, llamada eje Oy, o eje
de ordenadas, o simplemente eje y; v la segunda y, a la recta horizontal, que se llama eje O, o eje
de abscisas, o eje z, y su notacién es P(x,y) que conforman una pareja ordenada o coordenada del
punto: x-abscisa, y-ordenada.
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Ejemplo. Los puntos M (1,3), P(—2,-1) (Fig.2.12).

Los ejes x e y determinan cuatro regiones en el plano llamados cuadrantes, se nombran: I-primero
(superior derecho), II-segundo (superior izquierdo), III-tercero (inferior izquierdo) y IV-cuarto
(inferior derecho) (Fig.2.12).

El punto de corte de los ejes corresponde al punto O, tiene coordenadas O(0,0) y es llamado origen

del sistema coordenado.

y A
I &Wl 3 I
=0 1 2
P(—2,‘—"1')"" :
111 v

Figura 2.12: Plano cartesiano-ejemplos: M(1,3) y P(—2,—1).

2.6.2. Grafica de una funcién

Se llama gréfica de la funcion

y=f(z) (2.6.1)

al conjunto de todos los puntos del plano P(x,y) cuyas coordenadas satisfacen la ecuacién (2.6.1).

Para construir la grafica o curva de la funcién dada por su formula, se realiza el siguiente procedi-

miento:
1. Se conforma una tabla de los valores del argumento x y los correspondientes de la funcion y.

2. En el plano se traza el sistema coordenado O, y se elige la unidad de medida para construir

la escala de los ejes (no necesariamente, la misma para los dos).

3. Se marca una red nutrida de puntos P;(z;,y;) donde i = 1,2,3,..., que son sus coordenadas,

e y; = f(xi,v;), en el plano cartesiano.
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4. Se unen los puntos entre si{ mediante una linea donde se tienen en cuenta los puntos interme-

dios.

La construccion de la grafica de la funcion se simplifica en algunos casos, si tienen ciertas carac-

teristicas:

2.6.3. Simetria

Si f(—z) = f(z), se dice que la funcion es par y es simétrica respecto al eje de ordenadas Oy.
Si f(—z) = —f(x), se dice que la funcion es impar, simétrica respecto al origen del sistema.
Si f(—z) # f(z), la funcién no es ni par, ni impar, no tiene simetria.

Es decir, si el cambio de signo del argumento modifica el valor de la funcién en la forma expuesta,

entonces, hay simetria par o impar, o no es simétrica.

Ejemplos.

L. y=2% f(-2) = (—2)* = 2% = f(x), funcién par (Fig.2.13).

yll

() T

Figura 2.13: Funcién par, y = 2%, parabola.

2. y=1a3 f(—2) = (—2)3 = —23 = — f(), funcién impar (Fig.2.14).
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ylh

=1 J

Figura 2.14: Funcién impar y = 2, pardbola ctibica.

2.7. Caracteristicas de algunas funciones

2.7.1. Funciones acotadas

Se dice que una funcién estd acotada cuando se puede hallar un nimero M > 0 tal que, |f(z)| < M

para todos los valores de = del dominio de definicién de la funcién. M se llama cota de la funcién.

Ejemplo. y = senz es una funcién acotada ya que |senz| < 1 para todo z en el intervalo (—oo, 00)
(Fig.2.15).

Ll

’yl

1
/\ /_N = SeEn.r
0 >

Figura 2.15: Funcién acotada y = sen x.

2.7.2. Funciones crecientes y decrecientes

Una funcién es creciente si al asignar a la variable x valores cada vez mayores, el valor de esta
aumenta, es decir, f es creciente en el segmento [a,b] si y s6lo si para todos x1, x2 € [a,b], donde

1 < T9, entonces, f(x1) < f(xz9).
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Analogamente, una funcién es decreciente cuando al asignar valores a la variable z cada vez mayores,
el valor de la funcién disminuye, es decir que f es decreciente en [a, b] si s6lo si, para z1, x2 € [a,b],
f(z1) > f(zg), donde z1 < z9.

A las funciones solamente crecientes o solamente decrecientes se las llama mondtonas (Fig.2.16 y
2.17).

“" y = f(x)

e r e, - —-—-—-
e e e e e, et e, —-—-——

R
[2V]
=V

e -

o - - -

0

Figura 2.16: Funcién creciente.
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Figura 2.17: Funcién decreciente.

2.7.3. Funciones periddicas

Si a medida que los valores de la variable x crecen, los valores de la funcién se repiten después
de cierto intervalo, se dice que la funcidn es periddica, es decir que existe un periodo P tal que
f(z+ P) = f(z) para todos los valores de = del dominio de la funcién. Por ejemplo, la funcién sen z

es peri6dica, ya que sen(z 4 27) = sen z.

El carédcter periddico de una funcién, geométricamente, se representa como una repeticiéon de una

misma figura a intervalos regulares del eje de abscisas.
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Ejemplo. La funcién y = f(z) para la parte decimal de x es periddica para todo valor de x € R y
se define: y = = — [z] (Fig.2.18).

LLNY L

Figura 2.18: Funcién periddica.

2.8. Funciones algebraicas

2.8.1. Funciones polinémicas

Son expresiones de la forma: Poz) = anz" + An_12" 1+ .. .+ a1x+ag, donde P, (x) es un polinomio

de grado n y los coeficientes a,(n =1,2,...,n) son constantes.
Funciones lineales

Son de la forma y = kx + b donde el coeficiente de z, k se llama pendiente de la recta y es el valor
de la tangente del angulo que forma la recta con la direccién positiva del eje Ox, y b es el punto

donde la recta corta el eje y, llamado intercepto(Fig.2.19).

Ua

y=kr+b

Figura 2.19: Funcién lineal (k = tg «).

En las ciencias como la fisica, se puede indicar donde las dependencias entre variables se expresan

por funciones lineales.
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Ejemplos.

1. Si se calienta una masa de gas dada mg, de volumen vg, tomada a la temperatura de cero
grados centigrados, con la presion constante p, el volumen de gas v aumentara al elevarse la
temperatura t por la férmula: v = vy 4+ vo(1 + at), donde « es el coeficiente de dilatacion

cubica del gas.

2. El camino recorrido por un cuerpo animado de movimiento rectilineo uniforme, varia segun
la ley s = vgt 4+ sg donde vy es una constante de la velocidad del cuerpo en movimiento y sg

es el camino inicial recorrido.

/ y=D

A
/

Figura 2.20: Funcién polinémica lineal.

Funciones cuadraticas
Son de la forma y = az? + bz + ¢, donde a,b, ¢ € R.

Sia=1,b=c=0, entonces, y = x°. El dominio de la funcién D , son todos los nimeros reales.

Es una funcién par, ya que f(—z) = (—z)% = 22 = f(z), por tanto, es simétrica respecto al eje Oy.

Para cuando x = 0, y = 0, es decir, la curva pasa por el origen de coordenadas. La grafica de esta

funcién recibe el nombre de pardbola (Fig.2.13).

Ejemplos.
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1. El camino recorrido por un cuerpo con un movimiento rectilineo uniformemente acelerado o
. , 2 .
uniformemente retardado se expresa por la férmula s = % + vot + sg donde t es tiempo, s es

el camino recorrido, sy el camino inicial, vy la velocidad inicial, a la aceleracion.

2. La dependencia entre el radio del circulo r, y su 4rea F' se expresa por la formula F = 772,

Funciones cubicas

Son expresiones de la forma: y = ax® + bx? + cx + d; a,b,c,d € R y son constantes. Si a = 1,

b=c=d=0;y=2> ala grafica de esta funcién la llaman pardbola cibica (Fig.2.14).

Nota: pueden darse funciones de grados 4,5,.. ., es decir, de polinomios de los citados grados.

2.8.2. Funciones racionales

Son aquellas formadas por la razén de dos polinomios, es decir, de la forma:

Py apa™+ 12" 1+ .. +a
Y Doy bt +bp1a™ 1.+ by

y pueden ser: propias, cuando n < m, e impropias cuando n > m, o m = n. Las fracciones impropias

siempre se pueden reducir a la suma de un polinomio mas una funcién racional propia.

El dominio de las funciones racionales es el conjunto de los nimeros reales, excluyendo a aquellos

que reducen a cero el denominador de la fraccién.

Ejemplos.
1.
1
y=- (2.8.1)
2.
y = 2;;21 (2.8.2)
3.
y= ;—111 (2.8.3)

Aqui, (2.8.1) y (2.8.3) propias; (2.8.2) impropia. Si se toma (2.8.1) como ejemplo, es una funcién

que expresa una dependencia funcional inversamente proporcional (Fig.2.21).
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Figura 2.21: Ejemplo de funcién racional.

2.8.3. Funciones irracionales

Son expresiones de la forma y = {/P(x) o aquellas en que con y = f(x), se deben efectuar opera-

ciones de adicidn, sustraccién, multiplicacion,. .., etc., con expresiones en que figuran radicales.

Ejemplos.

3. y=1{x

2.9. Funciones trascendentes

2.9.1. Funcion potencial

Son expresiones de la forma y = ¥ donde k es un ntimero real. Se pueden presentar los siguientes

Casos:

1. k es un nimero natural o entero positivo. El dominio de definicién de esta funcién es: Dy :
(—00, 00).

Eijemplo. v = 23 (Fig.2.14).
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2. k es un numero entero negativo, en este caso el dominio de definicién de la funciéon son todos

los niimeros reales excepto aquellos en en los cuales x = 0.

Ejemplo. y = 272 = %; (Fig.2.22).

Y4

|O
Figura 2.22: Funcién potencial (indice negativo).

3. k es un numero fraccionario.

Ejemplo. y = 27 = Vv (Fig.2.23).

ylk

Swy

0

Figura 2.23: Funcién potencial (indice racional).

Es evidente que en todos los casos, estas funciones son casos particulares de las funciones algebraicas
ya vistas (polindmicas, racionales, irracionales, ...).

2.9.2. Funcién exponencial

Son de la forma: y = a® donde a > 0 y a # 1. Esta definida para todo valor de x € R.

Ejemplo. y = 2%y = 2% (Fig.2.24).
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v

0 T
Figura 2.24: Funcién exponencial.
Como se ve de los ejemplos, independientemente de los valores de a para todos los valores del

exponente x, la funcién exponencial es positiva; en el punto x = 0, los valores de las funciones son

iguales a 1.

Para cuando a > 1 las funciones son crecientes y cuando a < 1, son decrecientes. Asi mismo, son

simétricas respecto al eje .

2.9.3. Funcion logaritmica

Es de la forma y = log,(x), donde a > 0 y a # 1. Esta definida para los valores de x > 0.
Las funciones y = a* e y = log,(x), son inversas la una con respecto a la otra.

Ejemplo. y = 2¥ y y = log, x son funciones inversas (Fig.2.25), por ello sus curvas son simétricas

respecto de la bisectriz y = z.

Figura 2.25: y = logex, y = 2.

Lo mismo que en los casos anteriores, si a > 1, (y = logox, y = logsz) las funciones son crecientes

(Fig.2.25 y 2.26 ); cuando a < 1, (y = logix, y = log1x), son decrecientes (Fig.2.27).
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De igual manera estas son simétricas respecto al eje y = x.

y 4 o

y = logyx

B
»

A / T

v

y = logix

Figura 2.27: y = logix, y = log1 x.
2 3

2.9.4. Funciones trigonométricas

La caracteristica fundamental de estas funciones es que son periédicas, es decir: f(x + P) = f(x),

donde P es el periodo.

1. Funcién seno. y = senx; Dy : (—00,00). La funcién y = senx es acotada, ya que su rango
es —1 < senz < 1, es decir, [~1;1]. Su periodo es 27. (Fig.2.28).

2. Funcién coseno. y = cosz; Dy : (—00,00) Andloga a la anterior, la funcién cosz es acotada,

ya que su rango es —1 < senzx < 1, el intervalo [—1;1]. Su periodo también es 27. (Fig.2.28).
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Figura 2.28: Funciones seno y coseno.

3. Funcién tangente. y = tgz = 327; Dy : cosz # 0 & x # (2k — 1)5(k € N). (Fig.2.29).

coszx’

4. Funcién cotangente. y = cotz = $2Z; Dy :senx # 0 & x # kn(k € N). (Fig.2.29).

senzx’

y4 Yy =tgx

= ctgx

3

T
2

il CY
S EI Il 5D BN BN BN GN OGN OGN Gn G .. Mlﬁl Ll Q

Figura 2.29: Funciones tangente y cotangente.
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5. Funcién secante. y = secx = ——; Dy :cosz # 0 < x # (2k — 1)5(k € N). (Fig.2.30).

cosx’

6. Funcién cosecante. y = cscz = —L—: D :senz # 0 & z # kr(k € N). (Fig.2.30).

senzx’

A
Y

CSCT

<
I
val
l------m-----l
o
>
| P

3

o

)
]

tmmmmmmmmmeees | N femmmea-

Figura 2.30: Funciones secante y cosecante.

2.9.5. Funciones trigonométricas inversas

La condicién necesaria y suficiente para que una funcién inversa exista es que f sea biyectiva
(inyectiva y sobreyectiva al tiempo). Sin embargo, las funciones trigonométricas, por ser periédicas,

repiten sus valores para cada periodo, o sea, no son inyectivas.

Para obviar este problema, se toma los intervalos donde estas funciones son estrictamente monétonas

(crecientes o decrecientes).

1. Funcion arcoseno.La funcién inversa a y = senx, es y = arcsenx; que también se designa

pory =sen 'z, (y = f~!(x)). La funcién y = sen z, es estrictamente monétona en el intervalo

[—3, 5] (creciente), y su rango es de [—1,1], entonces, la funcién y = arcsenz, tiene como

dominio el intervalo [~1,1] y como rango [-73, 5] (Fig.2.31).
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2. Funcién arcocoseno. La funcion inversa a y = cosx, es y = arccosx; que también se
designa por y = cos~ 'z, (y = f~(z)). La funcién y = cos x, es monétona en el intervalo [0, 7]
(decreciente) y su rango es de [—1, 1], entonces, la funcién y = arc cos z, tiene como dominio

el intervalo [—1, 1] y como rango [0, 7] (Fig.2.31).

y A
Y = arccosw
™
™
ng
-1 ] 1z
™
y = arcsenr | 9

Figura 2.31: Funciones arcoseno y arcocoseno.

3. Funcién arcotangente. La funcién inversa a y = tgx,es y = arc tg z; que también se designa

por y = tg~! z. La funcién y = tg z, es monétona en el intervalo [—75, 5] (creciente), y su rango
es (—o0,00), entonces, el dominio de la funcién y = arctgz es (—00,00) y el rango es [~ 7, 7]
(Fig.2.32).
y ‘
T
2
Yy = arctgr
0 i
T
2

Figura 2.32: Funcién arcotangente.
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4. Funcién arcocotangente. La funcion inversa a y = cot x, es y =arccot x; que también se
designa por y = cot ™! z. La funcién y = cot x, es mondtona en el intervalo (0, ) (decreciente),
y su rango es (—oo,00), entonces, la funcién y =arccot z, tiene como dominio el intervalo

(—00,00) y como rango (0,7) (Fig.2.33).

yA

o |

y = arcctgr

A 4

0

Figura 2.33: Funcién arcocotangente.

5. Funcidén arcosecante.La funcién inversa a y = sec x, es y =arcsec x; que también se designa
por y = sec”! x. La funcién y = secz, estd definida para los valores de = # kr (k € Z). Pero
en el intervalo (—3, %) la funcién no es monétona, ya que para § < x < 0 decrece desde 0o
hasta 1, y para 0 < x < § crece en [1,00). Entonces, se toma como dominio de la funcién

y =arcsec x el intervalo [1,00) y como rango [0, 5) (Fig.2.34).

Y = arcsecr

i 4

Figura 2.34: Funcién arcosecante.

6. Funcion arcocosecante. La funcién inversa a y = cscz, es y = arccsc z; que también se

designa por, y = csc™! z. La funcién y = cscz, estd definida para los valores = # kr (k € Z).
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Pero como en el caso anterior, no es monétona en cada intervalo donde existe. Asi, crece en
—m < x < -3, desde —oo hasta —1 y decrece en —5 < z < 0, desde —1 hasta —oo; decrece
en el intervalo 0 < z < 7 desde (00,1, y crece en § < x < m, desde 1 a oo. Por lo tanto,
se toma como dominio de la funcién arccsc x los intervalos (—oo, 1] U [1,00) y como rango
[—-35,0)U (0, 3] (Fig.2.35).

Yy = arccscr

Figura 2.35: Funcién arcocosecante.

2.9.6. Funciones hiperbdlicas

En muchos aspectos las funciones hiperbélicas son andlogas a las trigonométricas. Se definen en

funcién de exponentes positivos y negativos de la variable z. Se consideran las siguientes:

o s . s, T _e—T . . o .
1. Funcién seno hiperbdlico. y =sh z = “—— Su campo de existencia o dominio, son todos

los niimeros reales Dy : R.

Simetria: f(—x) = e_xQ_ew = —61_26_76 = —f(z), funcién impar (Fig.2.36).
2. Funcidén coseno hiperbdlico. y =ch x = 6”28%, como la anterior, su dominio son todos los

reales Dy : R.

Simetrfa: f(—z) = &5 = £~ = f(z), funcién par (Fig.2.36).

Las graficas y =sh x e y =ch z son la diferencia, la primera, y la suma la segunda, de las

e T

. e"j
funciones y = 5 e y = S-.
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Figura 2.36: Funcién seno y coseno hiperbdlicos.

3. Funcién tangente hiperbdlica. y = the = iZ—g, Dy : el coseno hiperbdlico no se reduce
a cero en todo su dominio, por tanto la tangente hiperbdlica es continua para todo valor z
de los ntimeros reales. Dado que el sh z es funcién impar y el ch x es par, la th x es impar
(Fig.2.37).

4. Funcién cotangente hiperbélica. y = ctha = <2 Dy :shx #0,2 # 0.

cshx’

Asi como la anterior, siendo el seno hiperbdlico funcién impar y el coseno par, su relacion es
impar (Fig.2.37).

Sy

Figura 2.37: Funcién tangente y cotagente hiperbolicas.
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1
chz’

reales. Siendo el cha funcién par, la sechz, también lo es (Fig.2.38).

5. Funcién secante hiperbdlica. y = sechx = el dominio de esta funcién son todos los

yh

y = sechx

o
&
v

Figura 2.38: Funcién secante hiperbdlica.

6. Funcién cosecante hiperbdlica. y = cschx = ﬁ, Dy :shx #0,e¢" —e™ #0, 2 #0

(Fig.2.39). Esta funcién es impar como el shz.

ylk

y = cschx

v

Figura 2.39: Funcién cosecante hiperbodlica.

2.9.7. Funciones hiperbdlicas seno y coseno inversas

1. Funcién seno hiperbdlico inversa. o argsh z, o también ash x (Fig.2.40).

y =sh™lz = ash z = In(z + V22 + 1)
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Yy = argshx

v

Figura 2.40: Funcién seno hiperbdlico inverso.

2. Funcién coseno hiperbdlico inversa. o argch x, o también ach = (Fig.2.41).

y=ch™lz = ach x = In(z + V22 — 1)

y = argchx

Figura 2.41: Funcién coseno hiperbdlico inverso

2.10. Campo de definiciéon y campo de variacion de una funcion

Definicién. El conjunto de los valores de la variable independiente, para los cuales se determina
los valores de la funcién, en virtud de las operaciones f se llama dominio de definicion de la funcion

0 su campo de existencia.
El conjunto donde la funciéon toma sus valores, se llama codominio o rango de la misma.

Es decir, por dominio de definicién de una funcién f, se entiende el conjunto de todos los valores

de x, para los cuales la férmula que determina la funcién, tiene sentido.
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Este dominio en la recta real puede ser uno o mas intervalos, uno o varios puntos separados, o la

combinacion de unos y otros.

2.11. Restricciones del dominio de una funcion

1. Reduccién a cero del denominador. Los valores de x, para los cuales el denominador se
reduce a cero (lo que determina que la expresién analitica de una funcién pierda sentido), no

son parte del dominio de una funcién.
Ejemplos.

a) La funcién: y = % para cuando x = 0, no existe. El dominio de una funcién se denota
Dy. Entonces, para y = %,Df sz # 0.

sen x 1

cosa > secx = ——; cuando cos z = 0 no estén

determinadas, es decir, Dy:cosx # 0,z # (2k — 1)7.

b) Las funciones: y = tgz e y = secx, tgx =

2. Raices pares. Las funciones reales pierden sentido cuando x toma valores que convierten en

negativo el radicando de raices con indice par.

Ejemplos.

a) y=+/x; Dy : x>0 ya que para z < 0 la funcién no existe

b) y= /55 Dy EL >0 (0 +2£0);

r—1>20—=ax>1lz+2>0—a> -2
r—1<0—=zr<lz+2<0—x<-2

r—1 - |- |+
r+2 - |+ |+

Por lo que: Dy : (—o00, =2)U[1,00).

3. Expresiones con logaritmos. No forman parte del dominio de una funcién los valores de
T, que convierten en negativa una expresién bajo el signo de logaritmo, o que la reduzcan a

cero.
Ejemplos.

a) y=log(x+3); Df:x+3>0—=2>-3
b) y=logy(3—2z); Dp:3—-20>0—>2<3
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Tampoco forman parte del dominio de una funcién con logaritmos, los valores de x, para los

cuales la base del logaritmo se convierta en negativa, en cero, o en 1.

Ejemplo. log, 2, Dy : (—o0,1)U(1,00)
Las anteriores son las restricciones mas frecuentes, pero no las tnicas. Sin embargo, para cada

caso concreto, se especificaran otras, segin se presenten.

2.12. Ejercicios 1

1. Representar en la recta real los puntos:

a)% b)—2 c)

[Sa{] ")
o,
~—
w
@)

~
oo

2. Construir la representacién de los puntos:

a)V/2 b)—V/5 VT d)v10 e)V/11
3. Hallar:

a)f(=1), f(0), f(1), £(2), f(3), si f(x) = 23 — 62° + 11z — 6

b)S(0), F(=2), f(-2), f(), siy=VITa?

4. De las funciones siguientes, establecer cudles son inyectivas, cudles sobreyectivas y cuales

biyectivas:
a)f(z) = ; b)f(x) = 2 o)y’ =u d)y =5 e)f(z) =2’
5. Hallar las inversas de las siguientes funciones:

a)y =3z —1 b)f(z) =vVa?—4 c)y=-% d)f(z) =Vr+1

r—

[

6. Para la funcién f(z) = Va2 — 2, hallar:
2)f(-a) b)/(L) )75

0,stx <0

x, stz > 0

7. Escribir una sola expresién que exprese la funcion: { mediante la utilizacién del

simbolo de valor absoluto.

8. Determinar el dominio de definicién de las siguientes funciones:

a)y=+vx+1 b)y = arcsenlog {5 ¢)y = Va2 -2 d)y:,/% e)y=v-a2+x+2

Dy=nid  gy=ve—a® hy=log3L  i)y=log =52 j)y = arccos 25
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9. Sea f(z) = 2z* — 323 — 522 + 62 — 10 hallar:

10. Establecer la simetria de las siguientes funciones:

a)f(z) =3(2°+27%)  b)f(a)=VIta+a®—VI-z+a? c)f(z) = In|z|

d)f(x) = log 175 e)f(z) = V/(z+1)2+ {/(z — 1)?

11. Construir las graficas de las funciones siguientes, estableciendo el dominio y simetria:
ay=3-3% b)y = yo + (z — 1)? para yo = 0,1,—2,=3 c)y = (1 —x)> +2
d)y = 2% -3z +2 e)y:% f)y:gi_;g

2 .
gy=x+ h)y = 25 Dy =%
J)y = 12131 k)y = 1_?_1;2 l)y = v IL’2
m)y = +x\/z n)y = sen(nz) donde n = 2, n)y =4z, /1%
o)y = 2sen(x — ) p)y = Asenz para A=1,3, -2 q)y = £3v/25 — 22
r)y = +senx s)y = sen(zx — ¢) donde ¢ = %,%,37”,% t)y = zcosx
w)y = (tgr)? v)y = a” donde a = 3, %, |z, —x% W)y = log%
x)y = In(lnx) y)y = log 2 z)y = log? x

12. Construir las graficas de las funciones siguientes, dadas en forma paramétrica:

a)z = 10cost,y = sent (elipse) bz =t—t3y=1t>—13

c)r =20 + 27t x = 2! — 27 (rama de una hipérbola)

13. Construir las graficas de las funciones dadas en forma implicita:

a)y? = 2z (parébola) b)zy = 12 (hipérbola)
c)y? = 22(100 — 2?) d)’f—2 + % =1 (elipse)

e)x? +y? =4






CAPITULO 3

Limites y continuidad. Concepto de limite. Puntos

y clases de discontinuidad. Complementos

El limite de una funcién, es otro concepto fundamental de las matematicas, particularmente, del

analisis matematico.

Asi mismo, la nocién de continuidad de una funcién es una importante propiedad de las funciones y
que de alguna manera, tiene el mismo sentido en matemaéticas, que en el lenguaje cotidiano. Cuando
se dice que f es continua en x = a, significa que su gréafica no sufre interrupciones en ese punto, ni

saltos o huecos.

3.1. Acercamiento al concepto de limite de una funcién

Se dice que la funcién f(x) tiene un limite L, si cuando los valores de x se acercan a un nimero o,

los valores de la funcién se acercan tanto como se quiera al nimero L. Simbdlicamente se denota:

lim f(z)=1L

T—T0

y se lee: “ el limite de la funcién y = f(x) tiende a L, cuando z tiende a zy” (definicién no formal).

Para cuando z = xg, la funcién puede no tomar el valor de L y en general, puede no estar definida
en este punto. Si cuando = — zo (z tiende a xg), la funcién f(z) crece ilimitadamente, entonces se

dice, que esta funcién tiende a infinito, es decir:

Jim o) = o

También se dice que este es un limite infinito.

Limite al infinito. h’rjrtl f(z) = L es un limite donde x — +o00, o sea, que x tiende a (+) o (—)
T—T00

infinito (toma valores mas y mas grandes en valor absoluto).
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Limites laterales. Si la gréfica de la funciéon no esté definida en el punto x = a, o es discontinua
en él (sufre una interrupcién en ese punto), entonces lim f(z) no existe, pero se necesita conocer el
r—ra

comportamiento de la funcién cuando x — a por la izquierda, por la derecha o por ambos lados.

Definicién. Se dice que Ly, es el limite de una funcion f(x) cuando x — a por la izquierda y su

notacién es: lim f(x) = L; si x se acerca a a tomando valores ligeramente menores que a. Asi
T—a—

mismo, Ls es el limite de la funciéon cuando z — a por la derecha y su notacién es h’m+ f(z) = Lo
r—ra

si = se acerca a a tomando Unicamente valores ligeramente mayores que a (Fig.3.1).

yA
y = f(x)

L
Ll

S 4

0 a

Figura 3.1: Limite de una funcion.
Ejemplos.

1

1. Sea la funcién y = -, su dominio Dy : 2 # 0, es decir, (—00,0) U (0,00) pero hay una

diferencia cuando se acerca a cero por la izquierda y cuando se acerca por la derecha, entonces:
1 1

Iim = —o0, lim % = 00, sin embargo, lim % =0 un ndmero finito.
€T x xX
x—0~ z—0F r—rF00

Las notaciones: x — a~ y  — a™, significan que existen limites laterales y lo signos (—) y

(+) como exponentes, corresponden a “z tiende a a por la izquierda” y “z tiende a a por la

derecha”.

2. Sea la funcién y = arctgx, cuando x — +o0, la funcién tiende a 7, y cuando z — —o0, la

funcién tiende a —%, pero lim arctgz = oo, la funcién crece indefinidamente (Fig.3.2).
5, P g g
T3
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. Y T 1 _ x
Figura 3.2: xl1>1+noo arctgr = 7, zll)r_noo arctgr = —3.

3.2. Continuidad de una funcién. Puntos de discontinuidad

Intuitivamente se puede decir que una funcién es continua si su grafica no sufre ni saltos ni inte-

rrupciones, es decir, se realiza sin levantar el lapiz del papel, de un solo trazo.
Definicién de continuidad de una funcién en un punto

La funcién y = f(x) se llama continua en el punto x = xg si:

1. f(=xo) existe, es decir, la funcién estd definida en x = xy.

2. Existe lim f(x) = L donde L es un ndimero finito.
T—T0

3. El ILm f(x) = f(zo) es decir, que el valor del limite de la funcién, es igual al valor de la
T—T0

funcién en el punto sin importar la forma en que x se acerque a xg.

Si cuando x — a una de las anteriores condiciones no se cumple, o sea, la funcién no esté definida
en = = a, o no existe el limite de la funcién cuando = — a, o lim f(x) # f(a) entonces, en z = a la
Tr—a

funcién tiene un punto de discontinuidad, y a es un punto de discontinuidad de la funcién.
Ejemplos.

1. La funcién y = ﬁ, cuando = = 1, es discontinua ya que f(1) no existe, no estd definida en

el punto 1.

2. La funcién y = tgx, tiene un nimero infinito de puntos de discontinuidad cuando = = (2k —
1)5, donde k € Z (k = £1,£2,...).
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Clases de discontinuidad de una funcion

Sea x = a un punto de discontinuidad de la funcién y = f(x), donde, lim f(z) = f(a™) ¥y
Tr—a~

lim, f(z) = f(a™) son nimeros finitos, pero f(a~) # f(a™), en este caso se dice que la funcién es

Tr—a

discontinua en el punto z = a, y que aes un punto de discontinuidad de primera clase o de primer

género.

Si en particular f(a”) = f(a™), se dice que a es un punto de discontinuidad de primera clase evitable

o remouvible.

Los puntos de discontinuidad de una funcién que no son de primera clase, se llaman puntos de
discontinuidad de sequnda clase o de sequndo género, entre los que se incluyen los puntos de dis-

continuidad esencial o infinita.

Ejemplos. Determinar los puntos de discontinuidad y su clase para las siguientes funciones:

Loy =2 Dy:a#0, lim 522 = lim <02 = 1 lim *22 = Jim =22 = 1, como
z—0~ z—0~ z—0t z—07t
—1 # 1, entonces, x = 0, es un punto de discontinuidad de la funcién de primera clase.

2.y:mlTQ,Df:—27éO,x7§2, lim ﬁ:—oo, lim ﬁzoo,xz?esunpuntode
T2~ z—2+
discontinuidad de la funcién de segunda clase o esencial.

3.y = C‘f%ll, Dy:x—-1#0, 2z # 1, ii_}n%“f:l :il;rnl%:z como la operacién se

repite cuando x — 1~ y cundo x — 17 el resultado es 2, por tanto, z = 1 es un punto de

discontinuidad evitable o removible.

3.3. Ejercicios II

Determinar el dominio de definicién de las siguientes funciones:

3 7 _ S
= e Qy=YFEE ey=4 fy=e

a)y = b)y = In ‘tan%‘ c)y

£ . _ . 142)2-1 3
gly=e 2 hjy= " Dy =1zegsz gy = WROZL gy — 2l ), ol

3.4. Notas complementarias sobre funciones

3.4.1. Signos y ceros de una funcién (interceptos)

En general, con la variacion del argumento de la funcién, esta puede tomar valores tanto positivos,

negativos o iguales a cero.
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Para un valor positivo de la funcién (f(x) > 0), la gréafica de la misma, se sitia por encima del eje
de abscisa z; para los negativos (f(x) < 0) por debajo, y los ceros de la funcién (f(x) = 0) se sitian

en el eje x, (son puntos de corte o de tangencia de la grafica de la funcién con el eje de abscisas).

Frecuentemente, para la construccion de las gréficas de las funciones, es necesario hallar los intervalos

en los cuales la funcién mantiene un determinado signo.

Es evidente, que la funcién puede cambiar de signo (si es continua), inicamente en los puntos en
que toma valores iguales a cero o en los puntos de discontinuidad (si es discontinua). Entonces,
basta encontrar los ceros de la funcién (f(z) = 0), para determinar los intervalos donde la funcién

mantiene un determinado signo.

Como para hallar los ceros de la funcién es necesario resolver la ecuacién f(x) = 0, entonces son (los
ceros) raices de esta ecuacién, donde el nimero de ceros es igual al nimero de raices de la ecuacién
de diferentes valores. Por ejemplo, la funciéon y = senz, cambia de signo en los puntos = = km,
donde k € Z (Fig.3.3).

(+) (+) Yy = senx

A\ 4

27 —T T o T

Figura 3.3: Signos y ceros de una funcion.

Es necesario advertir que no siempre, una funcién cambia de signo en los ceros o en los puntos de

discontinuidad de la misma.

3.4.2. Extremos de una funciéon: Valores maximos y minimos

La funcién f(z) tiene un maximo en el punto = a en el cual f(a) > f(z), es decir, existe una

vecindad del punto = a en la cual f(a) es el mayor valor de la funcién.

Si cuando = = a, se cumple que f(a) < f(z), es decir, en la vecindad de a, f(a) es el menor valor

de la funcién, se dice entonces que f(a) es un minimo de f(z).
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Ejemplos.

1. La funcién y = 22 tiene un minimo en el punto = = 0 (Fig.2.13).

2. La funcién y = ﬁ alcanza el valor maximo en el punto x = 0 (Fig.3.4).

yn

v

Figura 3.4: y = ﬁ

Nota: La funcién alcanza su valor maximo o su valor minimo en un punto dado a, solo en relacién
a los puntos que estan en la vecindad de a, es decir, estos valores no necesariamente son el mayor

o el menor valor de la funcién en donde estd definida.

3.4.3. Asintotas

La recta A se llama asintota a la curva y = f(z), si la distancia d del punto variable M de la curva

hasta esta recta, tiende a cero (d — 0), cuando M se desplaza al infinito (Fig.3.5).

ylk

W

aV

Figura 3.5: Asintotas.

Las asintotas pueden ser: verticales, horizontales v oblicuas.
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Asintotas verticales. Son aquellas que se disponen paralelamente al eje Oy; algunas veces, este

(el eje), sirve como asintota.

Generalmente, en los puntos de discontinuidad de una funcion, existen asintotas verticales, es decir,

cuando lim f(z) = +oo y/o lim f(x) = +oo donde a es un punto de discontinuidad, se dice
T—a~ z—at

entonces, que x = a es asintota vertical.
Ejemplos.

1. La funcién y = % estd definida para x # 0 ademads, lim % = —o0oy lim % = oo por lo que
x—0~ x—0F

x = 0 es asintota vertical (Fig.2.21).

2. La funcién y = tanz en el intervalo [0,27] tiene asintotas verticales en los puntos x =

wol3

y o =3 yaque lim tanz = coy lim tanz = —oo, asf mismo, lim tanz = —oo0 y
2 ll il ) i
lim tanz = oo.

3n+
I—)T

Asintotas horizontales. Son las que se disponen paralelamente al eje xg; particularmente, este

puede ser asintota horizontal si ll,I:El f(z) = L entonces L es asintota horizontal.
T— T 00

Ejemplos.
1. La funcién y = 2+ tiene como asintota horizontal la recta y=1; h’ril 2+ = 1 también tiene
T—IT00
asintota vertical en y =0, lim 27 = 0o aunque lim 2 =0 (Fig.3.6).
x—0*t x—0~

v

Figura 3.6: Asintotas verticales y horizontales.

2. La funcién y = % ademas de tener asintota vertical en x = 0, tiene como asintota horizontal

. . , 1_ .
el eje x: wgrfoo > =0 (ver Fig.2.21).
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Por tanto, estas funciones tienen asintotas verticales y horizontales.

Asintotas oblicuas. Una recta es asintota oblicua si estd dispuesta formando un angulo con los
ejes x e y. La recta y = kx + b es asintota oblicua donde k£ = lim @ y b= lim [f(z) — kx|
T—00 T—00

Si el primero de estos limites no existe o es igual a +o00, entonces la grafica no tiene asintotas

oblicuas.
Ejemplo.
La funcién y = 2’ tiene asintota vertical en z = —1: lfm Lo = —oo y lim 2 = o
o rz——1— z+1 r——1t z+1
o , . , 2 , 2
Ademas tiene asintota oblicua: £k = lim —*— = lim —%*— = 1.
zyo0 T(@+) T ple0 w(@+1)
Z. 2 Z. 7 .
lim (%7 —2) = lim —2%5 = —1 por lo que la recta y = x — 1 es asintota oblicua de esta
Tr—r00 T—00

funcién (Fig.3.7).

yll

Figura 3.7: Asintotas oblicuas.

En general, la recta y = ma + b es asintota oblicua si m = lim @ y b= lim f(z)— ma.
T—r00 T—r00



CAPITULO 4

Método de analisis de una funcion para

la construccion de su grafica

La representacién grafica de las funciones elementales, se efectia en el sistema coordenado rectan-

gular en el plano - plano cartesiano.

En la matematica elemental, la construccion de la grafica de una funcién se hace “por puntos”, es
decir, asignandole valores a la variable independiente x y obteniendo los correspondientes para y en
virtud de f.

Esto es, teniendo en cuenta que la grdfica de una funcion se define como el lugar geométrico de todos
los puntos del plano (x,y), que satisfacen la relacién y = f(x). El procedimiento consiste, como se
anotd, en que se asignan valores a la variable z o argumento, y se calculan los correspondientes de

la funcién y, conformando una tabla de parejas:

T | To | T1 el | I
Y.lY [ Y1 |- ---|Yn

Se disponen estos valores en el plano O, segin sus coordenadas y se unen mediante una curva.
Sin embargo, no son muchos los puntos que se toman, siempre queda la duda de una poca correcta
construccién de la gréafica entre puntos, y muchas veces, el trazo de la curva se hace en base a
supuestos. Es por esto, que, al construir la grafica de una funcién, se recurre a un método en las

propiedades de la misma, es decir basando en su andlisis.

4.1. Orden de analisis

El orden de andlisis de una funcién puede ser:

1. Determinacion del dominio de definicién de la funcién, de sus puntos de discontinuidad y clase
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de los mismos.

2. Simetria de la grafica de la funcién determinado si es par (simétrica respecto al eje y), impar

(simétrica respecto al origen del sistema coordenado) o, ninguna de las dos.
3. Determinaciéon de la periodicidad de la funcion.

4. Determinacién de los ceros de la funcion y los intervalos de constancia de los signos (inter-

ceptos).
5. Hallar las asintotas verticales, horizontales y oblicuas.

6. Comportamiento de la funcion cuando x — £00 o cuando los valores de x se acercan a los

valores de las asintotas verticales.

7. Mdzimos y minimos de la funcion.

El anédlisis segun este esquema se puede adelantar construyendo al tiempo, la gréafica por

etapas.

8. FEstudio de la funcion en la vecindad de las asintotas.

Después, cuando la gréfica este construida totalmente, para mayor exactitud en algunos intervalos,

a veces es necesario senialar ciertos valores, utilizando el método de construccién por puntos.
Se aclara el uso del esquema en general para el anélisis, con ejemplos de dos clases de funciones.

1. Funcidén potencial, dada en forma de un producto de factores lineales
Se veran funciones de la forma: y = (z — a1)(x — az2) ... (z — a,).
Esté definida en toda la recta real, y en general es una funcién no periddica, que no tiene

asintotas (algebrdica), cuando x — 400 la funcién crece (o decrece) indefinidamente, es decir

ly| = +o0.

Los ceros (interceptos con el eje x) de la funcién, son los valores © = a1,z = ag,...,x = ay,
en estos puntos la funcién cambia de signo y entre dos ceros vecinos, el signo de la funcién se
mantiene y consecuentemente a la continuidad de la funcién, en el intervalo (—oo, 00), tiene

sin falta, maximos y minimos.
Ejemplos.

a) Construir la grafica de la funcién y = z(2z — 3)(vV2 — 2)(z + Z).
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Solucidén. De acuerdo a lo expuesto anteriormente, queda por analizar el comportamiento

de la funcién cuando — +oo y determinar los ceros (interceptos) de la funcién.

Cuando z crece indefinidamente, es decir, cuando x — 400, la funcién decrece indefini-

damente, o sea y — —o0; andlogamente, cuando r — —o0, y — —o0.
s

Los ceros de la funcién (interceptos con el eje ), son z = %, r=v2,z= —5,x=0

Ahora la construccién de la gréifica de la funcién no causa dificultad (Fig.4.1).

yA

3 m
y=x(2z — E)(ﬁ —z)(z+ 5)

Figura 4.1: y = 2(2z — 3)(vV2 — 2)(z + %).

Para mayor exactitud de la grafica se puede calcular algunos valores de la funciéon en
los intervalos entre ceros. Es necesario advertir que si la funcién estd dada en forma de
polinomio: y = a,z" + an,—12" "' + ... + ag, entonces, hay que representarla en forma de
producto (si es posible), de factores lineales de la forma (x — a).

2—a% = (z—a)(z+a), los ceros de esta funcién son z = a,

Sea la grafica de la forma y = x
r = —a, al disminuir el valor de |a|, los ceros de la funcién se van acercando y cuando
a =0, (y = z?), coinciden en un punto, es decir, se tendra un cero de doble representacién:

en este punto la grafica tendrd un punto de tangencia con el eje 0, (Fig.4.2).
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Figura 4.2: y = 22 — a® = (v — a)(z + a).
¢) Sea ahora la pardbola cibica de la forma y = x(z — a)(x + a). Los ceros de la funcién
son: x =a, r=—a, x =0.
Solucién.

Cuando se disminuye el valor de |a| los ceros se acercan (el uno al otro), y cuando a = 0,
se tiene un cero miiltiple de triple representacion: la grafica tiene un punto de tangencia

con el eje z y corta este eje (Fig.4.3).

3 3
?/—1(1*5) '+§)

y=z(z-2)(z+2)

Figura 4.3: y = z(z — a)(z + a).

Los dos ejemplos vistos muestran que aparecen ceros multiples y puntos de tangencia de la
grafica con el eje x. Ahora se tiene la posibilidad de construir la grafica de una funciéon de la

forma: y = (z — ay)k (z — ag)k2 oo — an)k” donde kq, ko, ..., ky, son nimeros naturales.

Entonces, es necesario tener en cuenta lo siguiente:
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a) Si el cero es de multiplicidad par, entonces, la grafica de la funcién no corta el eje x
(es tangente a él), es decir, la funcién no cambia de signo; si el cero es de multiplicidad
impar, en este caso y en el sencillo (de multiplicidad uno), la grafica de la funcién corta

el eje x.

b) Si el cero es miltiplo (par o impar), entonces la gréfica es tangente al eje x; si el cero no
es miiltiple o sencillo, entonces la gréifica de la funcién no es tangente al eje = (solamente

lo corta).

Ejemplo. Construir la gréfica de la funcién y = (z + 1)*(z — 2)3(1 — z)%z.

Soluciodn. esta claro que cuando x — 400, y — +o0.

Se senala en el eje x los ceros de la funcién: © = —1 (tetra-multiple), z = 0 (sencillo), x = 1
(doble), z = 2 (de multiplicidad tres).

Siguiendo la regla, se va a construir la gréafica, siguiendo a lo largo del eje x, por ejemplo, de
izquierda a derecha (es decir, desde —oo, hasta +00) asi como cuando z = —1; y = 0, entonces
la funcién y = (z + 1)*(z — 2)3(1 — x)%z cuando crece = desde —oco, hasta —1, decrece desde

oo hasta cero, y su grafica de arriba hacia abajo.

Por cuanto x = —1 es tetra-multiple raiz, entonces la grafica de la funciéon dada en el punto

x = —1 es tangente al eje z.

Dentro del intervalo (—1,0) la funcién conserva el signo positivo (ejemplo, f (%1) > 0), y
en sus extremos se reduce a cero, por esto, en consecuencia, de la continuidad de la funcién

analizada, esta alcanza un maximo en el intervalo.

Como la grafica en un principio, es decir, antes del punto x = —1, va de arriba hacia abajo, aqui
va hacia arriba, y luego después del maximo, hacia abajo y en el punto z = 0 (cero sencillo),

sin tangencia corta el eje de abscisas, y cambia de signo la funcién (se vuelve negativa).

En el intervalo (0, 1), la funcién es negativa (ejemplo, f(1) < 0)) y en sus extremos es igual a
cero, por lo cual, en consecuencia, de la continuidad de la funcion, esta alcanza un minimo en

el intervalo.

Su gréfica va hacia abajo desde el punto x = 0, hasta el minimo, y luego hacia arriba, y en el

punto = = 1 es tangente al eje x (x = —1, raiz doble).

Luego, permaneciendo por debajo del eje x, la curva pasa por un segundo minimo y de nuevo

se acerca al eje x.
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En el punto z = 2, la gréfica corta el eje = (y, ademads, es tangente a este eje), que se acompana
con un cambio de signo de la funcién (se vuelve positiva), la curva se aleja hacia arriba, ya

que cuando x — 400, y — +oo (Fig.4.4).

yu

yA ‘

—1 0 1 2 T

y=2(1-2)"1+2)(z-2)>

Figura 4.4: y = 2(1 — 2)%(1 + 2)*(z — 2)3.

2. Funciones racionales (fraccionarias)

Una funcién racional es una expresion de la forma: y = AEi:gi))((zigj)).‘_'.'((f:;;; donde n,m € Z.

Se puede afirmar que las funciones del pardgrafo anterior son un caso particular de funcio-
nes racionales, para cuando el denominador D(z) = 1, ademds de los ceros, las funciones

fraccionarias pueden tener puntos de discontinuidad y asintotas.

Ejemplos.

a) Construir la gréfica de la funcién y = m

Solucidn.

1) La funcién esté determinada para los intervalos: (—o0, 1)U (%, 2)U(2, 00); los puntos,

T = %; x = 2, son puntos de discontinuidad de la funcién.
2) Funcién no simétrica (ni par, ni impar).
3
4

5

Funcién no periddica.
La funcién tiene un cero cuando x = 1.
La funcién tiene cuatro intervalos de signo no constante, determinados por dos puntos

de discontinuidad y un cero: (—oo, 3) U (3,1) U (1,2) U (2, 00).

)
)
)
)

Para determinar el signo de esta funcion, se toma simplemente un valor cualquiera
de la misma en el intervalo y se determina el signo del factor del numerador y del

denominador.
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Esta comprobacién muestra que, en los intervalos de signo constante, tiene corres-

pondientemente, los siguientes signos: (+), (=), (+), ().

Ejemplo. f(0) >0, f(3) <0, f(3) >0, f(4) <0.

6) Se analiza el comportamiento de la funcién cuando = — +oo: xllgloo m =0,
es decir, y — 0, pero si z — +o00, y < 0, si z — —o0, entonces y > 0.
En consecuencia y = 0 es asintota horizontal; cuando © — +o0o la grafica de la
funcién se acerca a la asintota desde abajo, cuando © — —oo, desde arriba.

7) La funcién tiene dos asintotas verticales z = % y = 2, (donde el denominador se
reduce a cero). No tiene asintotas oblicuas, ya que cuando = — Foo, y — 0.

8) En el numeral 6 se estudié el comportamiento de la funcién al acercarse a la asintota

horizontal.

Para estudiar el comportamiento de la funcién cerca de las asintotas verticales, se tiene

en cuenta el numeral 5.

Como a la izquierda de la asintota x = %, es decir, en el intervalo (—oo, %), es positiva, y
1
29
acercandose a la asintota por la izquierda, se dirige hacia arriba (y — +00), y por la

a la derecha, o sea, en el intervalo (3, 1), es negativa, entonces, la grafica de la funcién,

derecha, hacia abajo (y — —o0).

Andlogamente siguiendo el comportamiento de la funcién cerca de la asintota x = 2, se

ve que por la izquierda de la misma (y — +00) y por la derecha (y — —00).
Ahora, la construccion de la gréafica se hace de manera facil.

La funcién no tiene maximos ni minimos (Fig.4.5).

A

y
Y= 122 : :
_—1 i R
of 1 2 g
T
v
Figura 4.5: y = 2l

(2z—-1)(2—2)"
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b) Construir la grafica de la funcién y =

x+\/_
z2-1"

Solucién. La construccion de la grafica de esta funcién es analoga a la anterior.

1)

El denominador, debe ser diferente de cero: #2 — 1 # 0, 22 # 1, x # +1.

Es decir, la funcién esta determinada en los intervalos: (—oo, —1) U (—1,1) U (1, 00);
x=—1y x =1, son puntos de discontinuidad de la funcién.

La funcién no es ni par, ni impar (forma general).

La funcién no es periddica.

La funcién tiene un cero, z = —v/2.

La funcién tiene cuatro intervalos de signo constante: (—oo, —v/2), la funcién es
negativa; (—v/2, —1), positiva; (-1, 1), negativa; (1,00), positiva.

Cuando z — 400,y — 07; cuando x — —o0, y — 07, consecuentemente, la recta y =
0, es una asintota horizontal (las notaciones 07, y 07, significan que los valores de la
ordenada se acercan a cero por encima y por debajo del eje x, correspondientemente).
La funcién tiene dos asintotas verticales: x = —1 y x = 1. No tiene asintotas oblicuas.

Cuando & — 400 los valores de la funcién decrecen, permaneciendo positiva, y su

grafica indefinidamente se acerca a la asintota horizontal (el eje x) por arriba.

Cuando x — —o0, los valores de la funcién disminuyen en valor absoluto, perma-
neciendo negativos, o sea, que la gréafica de la funcién se aproxima al eje x, por

debajo.

Conociendo el signo de la funcién en los diferentes intervalos, se puede determinar
que, a la derecha de la asintota x = 1, — +00, a la izquierda, y — —o0; a la derecha
de la asintota x = —1, y — —o0, a la izquierda, y — +o00. La grafica de la funcién

se muestra en la figura 4.6.

Se puede ver, que para x < —+/2, la funcién tiene un minimo, y para —1 < z < 1,
tiene un maximo. Para calcular su valor, se puede considerar la interseccién de la

grafica de la funcién con una recta paralela al eje x, por ejemplo, con y = a.

La gréfica se intercepta con la recta en dos puntos (Fig.4.6), las abscisas, se determi-

nan mediante la ecuacion: x‘/_ = ¢, por lo que z4+v2 = ca®?—c 6 ca’—z— (\/_+c) = 0.

144/ 1+4ce(v/2 . .
T2 = +2—CC(\/_+C), cuando aumenta ¢ (la recta y = ¢, se desplaza hacia arriba),

los puntos de corte interseccién) se acercan uno al otro y para cierto valor ¢ = ¢y,

los dos, coinciden.

Esto sucede en el punto, donde se ubica el maximo de la funcion.
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Se concluye, que el valor ¢y se puede hallar con la condiciéon de igualar a cero el

radicando (para lo cual x; =z ):
1+4c(V2+c¢)=0,4¢ +4V2c+1=0 (4.1.1)

Lo establecido de igual manera se cumple para el maximo y el minimo de la funcién,

por lo que la tltima ecuacién (4.1.1) determina el méximo y el minimo de la misma.

—4v244/(4V2)24+4,4  4(—/24/2-1)
2,4 - 2,4

Resolviendo esta ecuacion (4.1.1) se tiene: ¢19 =

1+V2 V2-1
5

entonces ¢y = ——5—~ y €2 = —

Se puede calcular, ahora, los valores de x que corresponden a estos valores: x1 =
1 _q_ -1 __1_

E =1 \/5 Yy T2 = 2 = \/§

Asi, cuando 21 =1 — v/2 se obtiene un méaximo: Y= —#; cuando o = —1 — \/5,

se obtiene un minimo (Fig.4.6).

yﬂ

v

|
—_
o
mmmmmmmmmmmm e Jem e
S

Figura 4.6: y = %’—f
¢) Construir la grafica de la funcién y = %

Solucién.
1) La funcién se reduce a cero (corte de la gréfica de la funcién con el eje x cuando
r = -1y x =2 (interceptos).
2) El dominio de definicién de la funcién es: 2z — 3 # 0, es decir, x # %, en este punto,

la funcién tiene una asintota vertical.
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3) Determinando los intervalos de signo constante, se ve que a la izquierda de la asintota
xr = %, y — +00, ¥y a su izquierda, y — —oo. Cuando z — —o0,y — 400, lo que

significa es que la curva no tiene asintota horizontal. En este caso, se comprueba si
f(@) (z+1)(2—x) 1

la curva tiene asintota oblicua para lo cual: k = xllgloo o T ey T 3
ERY: (z+1)(2—2) 1
b= xl}gloo[f( z) —ke] = lim (Coig3) = -5
Por lo tanto, la curva tiene una asintota oblicua y = —§ — %
Se puede analizar la expresién f(x) — (kz +b), cuando z — +oo: lim [w +
rotoot  (22-3)
11 ¢ 5 _
3 tal= xggloou(m—s) =0.

Como era de esperar, la expresion tiende a cero cuando z — =00, pero cuando
x — oo permanece positiva ( es decir se acerca a la asintota por encima, y negativa
cuando z — —oo, lo cual significa que cuando z — +o0, la grafica de la funcién
se acerca a la asintota por encima, y cuando x — —o0, se acerca, pero por debajo
(Fig.4.7).

y &

(z41)(2—2) .

Figura 4.7: y = ="

z?2—324+2 _ (z—1)(z—2)
T - T '

d) Construir la grafica de la funcién y =

Solucidn.

1) El dominio de definicién de la funcién es Dy : 2 # 0 (es discontinua en x = 0).
2) Simetria: f(—z) = (zz=1)(=2-2) _ m+1) (z+2)

—X
impar, no tiene simetria.

# f(x), la funcién no es ni par ni

3) La funcién tiene dos ceros (interceptos con el eje Oy): z =1, x = 2.
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4)

5)

La funcién tiene 4 intervalos de signo constante: (—oo,0) negativa; (0,1) positiva;
(1,2) negativa; (2, 1) positiva.
(z—1)(z—2)

= —

Cuando x se acerca a cero por el lado izquierdo y — —oo lim
%
(w—l)(m—?z)v _

xT

y cuando se acerca por la derecha y — 400 lim
z—07t

funcién tiene una asintota vertical x = 0, es decir, el eje Oy, y no tiene asintota

400 por tanto, la

horizontal.
Se busca si la funcién tiene asintota oblicua: K = Brf @ - —00 EI:E @ _
x o0 x 00
1)(z—2 )
Jim D 1y h— i (o)~ k) =l [

Esta funcion tiene asintota oblicua y = = — 3. Se puede analizar el comportamiento
de la funciéon cuando su gréafica se acerca a la asintota oblicua, mediante la ecua-
ién: i —(k Ml = If (z—1)(z—2) . — 1 21 _ .

clon x—&rﬂzloo[f(x) ( T+ )] :t—1>rinoo[ r z+ 3] x—{r:iloo[x] 0

Se aclara que cuando z — 400, la funcién se acerca a la asintota por encima (ya
que la expresién f(x) — (kx + b) tiende a cero, permaneciendo positiva), y cuando
xr — —00, se acerca por debajo.

(z—1)(z—2)

xr

Para hallar los méximos y minimos, se resuelve la ecuacion
34ct (3+c)2—8

= ¢, es decir,

$2—(3+c)x+2 = 0, por lo tanto, x12 = , igualando a cero el radicando

-2=0, (3+c) -8=0, (3+C) —2=0, (39?2 =2, (3) =12,
2f 3) — 2y g = 22 2-3) ~V2.

—v/2, la funcién alcanza un méximo, y cuando z = v/2, un minimo:
—(342v2); Ymin = 22 — 3 ( Fig.4.8).

se tiene: y/(3¢)2

¢ = +2v/2 — 3, entonces, x| =

Cuando z =
Ymazx =

Yy A

Figura 4.8: y = W
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e) Construir la gréafica de la funcién y = %
Solucién.
1) Dy :x+3#0,1—2#0, porlo anto x # —3, x # 1.
. . —a(—2a+1 z(1—2z) . . ;
2) Simetria: f(—z) = (7z23):€1+iz) = 111 # f(x) no tiene simetria.
3) La funcién tiene dos ceros: x = —5, x = 0.
4) La funcién tiene dos asintotas verticales: t = -3y x =1
, z(2z+1) _ .
x_l)l 37[(334_3)(1 x)] 0, Yy = —0
p z(2z+1) 7 _
x_}l;m%[—(z%)( )] = 400, Yy = +00
P z(2e4+1) 1 _
mligl_[m] = 400, Yy — +00
; z(2z41) 1 .
Jin [ = ooy~
Cuando x se acerca a —3 por la izquierda, y — —oo, y por la derecha, y — 400,
cuando x se acerca a 1 por la izquierda, y — +00, y por la derecha, y — —oc.
5) La funcién tiene tres intervalos de signo constante: (—oo, —3), negativa; (—3,1),
positiva; (1,00), negativa.
P . ; x(2z+1) 1 _ _
6) La funcién tiende a —2 cuando x — +o0. xll}l}:loo[—(x_l_?’)(l_z)] = 2 por lo tanto, y = —2
es una asintota horizontal.
Para analizar el comportamiento de la funcién en los valores cercanos a la asintota
horizontal, se puede tener en cuenta la diferencia entre los valores de la funcion y
la ordenada del punto en la asintota y = 2 para un mismo valor del argumento, es
. x(2a+1) _ _ —3z46
deClT, m — (—2) = (z_l_:;)rw — 0 cuando x — *£o0.
Obviamente tiende a cero, pero permanece positiva cuando z — 400, lo que significa
que la curva se acerca a la asintota por arriba; cuando x — —o0, la curva se acerca
a la asintota por debajo.
7) Para determinar los maximos y minimos de la curva, se establece la ecuacién:

—(xﬁg%’?z) = ¢, es decir, (24 )z + (1 + 2¢)z — 3¢ = 0, por lo que:
_ —(142¢)+ 2((1;_2(10))24—120(24'0) - (1 + 20)2 + 120(2 4 C) =0
¢= -V — S5 por tanto, 1y = LV = 0,235 y 4p = 1HVE = 4,2

Cuando x = z1 la grafica de la funcién tiene un minimo y cuando x = x5, un maximo
(Fig.4.9).
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)

x(2x+1)
r+3)(1—x)

e el

z(2z+1)
z+3)(1—x) "

Figura 4.9: y = 0

Como ya se anoto las funciones racional-fraccionarias, pueden tener ceros repetidos, don-
de el numerador se reduce a cero. Los ceros repetidos del denominador, son asintotas
multiples y su situacién es andloga a la de los ceros de la funcién desde el punto de vista

de la construcciéon de la grafica de la funcién.

Si la multiplicidad de la asintota es par, entonces, a su izquierda y derecha tiene el mismo
signo; si la multiplicidad es impar, particularmente sencilla (de multiplicidad 1), entonces,
a la izquierda y derecha, la funcion tiene signos diferentes. Esta regla, junto con la de los

ceros multiples (repetidos), facilita la construccién de esta clase de funciones.






CAPITULO 5

Métodos basicos para la construccion de graficas

El anédlisis de una funcién permite establecer su dominio de definicién, su rango, los intervalos de
monotonia (crecimiento y decrecimiento), de signo constante, sus asintotas, sus maximos y minimos,
etc. Pero para la construccién de muchas funciones, se puede evitar el analisis, utilizando, una serie de
métodos que simplifican la expresion analitica y facilitan la construccion de su grafica. Se describen

algunos de estos, que pueden servir de orientacién en este sentido.

5.1. Desplazamiento paralelo a lo largo del eje de ordenadas O,

fl@) = flz) b

Se necesita construir la gréafica de la funcién y = f(z) — b. Se puede advertir, que las ordenadas de
esta gréfica, para todos los valores de x es, en |b| unidades menos que las correspondientes de la

grafica de y = f(z), cuando b < 0, y en |b| unidades mas, cuando b > 0.

Por lo mismo, la gréfica de la funcién y = f(x) — b se puede obtener haciendo un desplazamiento a
lo largo del eje 0, de la gréfica de la funcién y = f(z) en |b| hacia arriba si b > 0, o hacia abajo si
b <0.

El desplazamiento de la funcién estd ligado a la complejidad de su dibujo, que generalmente es

dificil, en los casos de gréaficas complicadas.

El desplazamiento de la gréfica, hacia arriba o hacia abajo, en b unidades por el eje de ordenadas es
equivalente al correspondiente desplazamiento contrario por el eje de abscisas en la misma cantidad
de unidades. Precisamente, se utiliza el mismo método. Entonces, presentando la funcién dada, de

la forma: y + b = f(z), se puede formular la siguiente regla:

Para la construccién de la gréafica y + b = f(x) se debe realizar la gréfica de la funcién y = f(z) y
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“desplazar” el eje 0, (de abscisas) en |b| unidades, hacia arriba si b > 0 o hacia abajo si b < 0.

La gréfica en este nuevo sistema de coordenadas, es la funcién y + b = f(z) (Fig.5.1).

Figura 5.1: Desplazamiento paralelo (ordenadas).
Ejemplos.
1. Construir la grafica de la funcién y = 2% — 3.

Solucién. Se construye la grafica de la funcién y = 2% en el sistema de coordenadas (z,y). Se
corre el eje O, en tres unidades hacia abajo. En las coordenadas (x,y), se obtiene la grafica

de la funcién y = 2% — 3.

La recta y = —3 es una asintota horizontal. La gréfica corta el eje O, en el punto y = 4
(Fig.5.2).

Figura 5.2: y = 2% — 3.
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1

2. Construir la grafica de la funcion y = % — %, sea y + g =

Solucion. Se construye la grafica de la funcién y = % en las coordenadas Oxy. Se traslada el

eje O, en % unidades hacia arriba.

En las coordenadas Oy, se obtiene la grafica de la funcién y = % — %. La recta y = —% (eje
O;) es una asintota horizontal. La gréfica de la funcién corta el eje de abscisas en el punto
z =3 (Fig.5.3)

Yy a

8=
|
PSS

Figura 5.3: y =

5.2. Desplazamiento paralelo a lo largo del eje de abscisas O,

f(x) = f(z +a)
Se necesita construir la gréfica de la funcién y = f(x + a).
Se analiza la funcién y = f(x), que en el punto x = x; tiene el valor y = f(x1).

Evidentemente, la funcién y = f(x + a) toma el mismo valor en el punto x = z3, la coordenada
del cual se determina de la igualdad z9 + a = 1, es decir, zo = 21 — a, ademas, esta igualdad se
verifica para todos los valores de z del dominio de definicién de la funcién. Por lo tanto, la grafica
de la funcién y = f(z + a) puede obtenerse mediante un desplazamiento paralelo de la grafica de
la funcién y = f(z) a lo largo del eje de abscisas a la derecha en |a| unidades cuando a < 0, 6 a la

izquierda en |a|unidades si a > 0.
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El desplazamiento paralelo a lo largo del eje de abscisas en |a| unidades, es equivalente al desplaza-

miento del eje de ordenadas en esas mismas unidades, pero en sentido contrario.

Se cumple, entonces, la siguiente regla:

Para la construccién de la gréafica de la funcién y = f(z + a), se necesita construir la grafica de la

funcién y = f(z) y desplazar el eje de ordenadas en |a| unidades a la derecha si a > 0, o en |a]

unidades a la izquierda si a < 0.

La gréfica obtenida en el nuevo sistema de coordenadas es la de la funcién y = f(z — a) (Fig.5.4).

yl

e

£ f(a)

-

Figura 5.4: Desplazamiento paralelo (abscisas).

Ejemplos.

1. Construir la gréfica de la funcién y = loga(z + 2).

Solucién. Se construye la gréfica de la funciéon y = logax en las coordenadas O, se traslada

el eje Oy en dos unidades a la derecha, lo que permite obtener la grifica de la funcién

y = loga(z + 2) en las coordenadas Ogy.

La recta x = —2, (eje Oy ), es una asintota vertical, la grafica de la funcién intersecta el eje

de abscisas en el punto z = —1, y el eje de ordenadas, en el punto y = 1 (Fig.5.5).
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=

y = logx+ 2

Figura 5.5: y = loga(z + 2).

2. Construir la grafica de la funcién y = sen(z — 7).

Solucién. Se construye la grafica de la funcién y = senz, en el sistema de coordenadas Oy,
se traslada el eje O, en 7 hacia la derecha, lo que permite obtener la grafica de la funcién

s

y = sen(x — 7) en las coordenadas O, (Fig.5.6).

Las coordenadas de los puntos de corte de la grafica con el eje de abscisas, se hallan de la

condicién: sen(z — 7) = 0, por lo que x = kr £ 7, (donde k = 0,+1,42,...).

yh

Figura 5.6: y = sen(x — )
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5.3. Simetria

5.3.1. Construccién de la grifica de la funcién y = f(—x)

Es evidente, que las funciones y = f(x) e y = f(—x) en los puntos de igual abscisa, tienen la
misma ordenada, en valor absoluto, pero de signo contrario. Es decir, las ordenadas (de los puntos)
de la grafica y = f(—x) en los intervalos de valores positivos (negativos) de x, serdn iguales a

las ordenadas de la grafica y = f(z) correspondientes en valor absoluto, a los valores negativos
(positivos) de x.

Entonces, se puede enunciar, la siguiente regla: Para la construccién de la gréfica de la funcién

y = f(—=x), se necesita construir la grafica de la funcién y = f(x) y reflejarla respecto al eje de
ordenadas. La grafica obtenida, es la de la funcién y = f(—x)

Ejemplos.

1. Construir la grafica de la funcién y = logi (—x), Dy : x < 0.
3

Solucidn. Se construye la grafica de la funcién y = logix, y simétricamente respecto al eje
3
Oy (su reflejo), se determinan los puntos de la grafica y = f(—x) (Fig.5.7).

yA

A
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
[}
]
[}
1
\
\

\
y = logi(—x) |y = logix

s
~
~
Se
~

Figura 5.7: y = log1 (—x).
3
. Construir la gréafica de la funcién y = arccos (—x)

Solucién. Se construye la gréfica de la funcién y = arccos(x), y sus puntos, tomando simétri-

camente cada uno de ellos respecto al eje de ordenadas, seran los de la gréfica y = arccos (—x)
(Fig.5.8).
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4

y = arccos(—x)

v

-1 () 1 .

Figura 5.8: y = arccos (—x).

5.3.2. Construccién de la grafica de la funcién y = —f(z)
En este caso, para cada valor de z, las ordenadas de la funcién: y = —f(z) son, en valor absoluto
iguales, pero de signo contrario a los de la funcién y = f(z), por lo tanto: para la construccién de
la grafica y = — f(x) se construye la gréfica de la funcién y = f(z) y se “refleja” respecto al eje de
abscisas.
Ejemplos.

1. Construir la gréfica de la funcién y = —senz.

Solucidn. Se construye la grafica de la funcién y = senz (linea punteada) y se “refleja”

respecto al eje de abscisas. Se obtiene la grafica de la funcién y = —senz (linea continua)
(Fig.5.9).
ylk
1 l" ~‘\
3 Sy = senz \
o) 0 \\‘ e
\‘.‘ '/' Y = —Sens kY
~ ‘.—"‘ _1

Figura 5.9: y = —senz.
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2. Construir la grafica de la funcién y = —%.

Solucidn. Se construye la grafica de la funcion y = % (linea punteada) y se “refleja” respecto

al origen del sistema; se obtiene la gréafica de la funcién y = —% (Fig.5.10).

A

-
-
‘‘‘‘‘

Figura 5.10: y = — 1.

xT
5.3.3. Construccion de graficas de funciones pares e impares

Como ya se anotd, para la funcién par y = f(x) en todo el campo de existencia de su argumento,
se cumple la relacién f(z) = f(—x).

Por lo mismo, la funcién par toma valores iguales para todos los valores del argumento que son
iguales en valor absoluto, pero opuestos por su signo.

La grafica de esta clase de funciones es simétrica respecto al eje de ordenadas 0,,. Para la construccion

de la grafica de una funcién par y = f(x), se debe construir una rama de la misma que corresponde

a los valores positivos del dominio o campo de variacién del argumento x > 0.

La rama de la grafica de la funcién y = f(x) que corresponde a los valores negativos de x (x < 0),

es simétrica a la rama derecha ya construida, y se obtiene al “reflejarla” respecto al eje O,.
Ejemplos.
1. Construir la gréfica de la funcién y = tg |z|.

Solucidn: Partiendo de que la funcién y = tg |x| es par, se construye la grafica para los valores
positivos del argumento x > 0, donde es de la forma y = tgz.
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La parte izquierda de la gréafica (cuando = < 0) se obtiene por “reflejo”, o sea, simétrica

respecto al eje de ordenadas (Fig.5.11) .

ylk

Y
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Figura 5.11: y = tg|z|.

|z

2. Construir la grafica de la funcion y = 5.

Solucidn. Esta funcién es par f(—x) o = |;—2| = f(z).

Se construye la parte de la gréafica que corresponde a la parte positiva de los valores de z (el

dominio de la funcién es x # 0). Cuando x > 0, la funcién es y = L,i' =5= %

La parte de la grafica que corresponde a los valores de x < 0, se efectiia marcando, simétrica-

mente respecto a O,, los puntos obtenidos para z > 0 (Fig.5.12).

y r Y

z|

Figura 5.12: y = 5.
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Para las funciones impares se cumple que f(—z) = —f(z), por lo tanto, para el campo de
los valores negativos de x, las ordenadas de la grafica de una funcién impar son iguales en
valor, pero opuestas por el signo de las ordenadas de la gréfica que corresponden a los valores

positivos de .
La grafica de una funcién impar es simétrica respecto al origen del sistema de coordenadas.

Para la construccién de la gréfica de una funcién impar y = f(z) es necesario construir la

rama que corresponde a los valores positivos del argumento z > 0.

La parte que corresponde a los valores negativos & < 0, son simétricos con respecto al origen

de coordenadas y se puede obtener como reflejo de la gréfica respecto a este mismo punto.

Construir la grafica de la funcién y = z |z|.

Solucién. Como f(—z) = —x|—z| = —x || = — f(x), es decir, la funcién es impar, se puede
construir para los valores positivos del argumento (z > 0), donde: y = x|z| = 22, (|z| = 2,
siz <0).

Para los valores negativos del argumento se obtiene el reflejo de la rama trazada respecto al

origen de coordenadas (Fig.5.13).

e ' y=ux |!|

’
v

Figura 5.13: y = x ||
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L

4. Construir la grafica de la funcion y = o

Solucién. f(—z) = % = ﬁ = — f(z), la funcién es impar, por lo que se construye la grafica

para los valores de > 0 (D : x # 0), donde y = ﬁ =Z2=1

La parte de la gréafica de la funciéon para z < 0 se obtiene como reflejo de la construida respecto
al origen del sistema de coordenadas ( Fig.5.14).
ye x

' Ll

.

v

L

Figura 5.14: y = ik

Las flechas significan que los puntos (0,—1) y (0;1) no pertenecen a la gréfica.

5.4. Construcciéon de la grafica de una funcion inversa

Una funcién y su inversa se expresan mediante la misma grafica, solamente que se cambia su papel:

y es ahora la variable independiente y z es la variable dependiente o funcién, x = f(y).

Pero su utilizacién es, al contrario, x - variable independiente, y - funcién; y = f~*(z), entonces la
grafica de esta funcién es simétrica de y = f(z), respecto a la recta y = = que es bisectriz de los
cuadrantes I y I11, por lo que se puede afirmar que: Para la construccién de la grafica y = f~!(x)

es necesario construir la grafica de la funcién y = f(z) y “reflejarla” respecto a la recta y = x.
Ejemplos.

1. Construir la grifica de la inversa de la funcién y = x2.

Solucién. La funcién z = +,/y es la funcién inversa y cambiando las variables, se escribe

y = +/z. Entonces, se construye la grafica de y = 22 y se “refleja” respecto a la recta y = x.

Como se ve, en la grafica (Fig.5.15), la funcién y = 22 tiene dos funciones inversas: y = /z e

y=—vu.
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Figura 5.15: Inversa de la funcién y = 2.

2. Construir la grafica de la funcién y = /.

Solucién. Esta es la inversa de la funcién y = 23, por tanto, se construye la gréfica de y = 2>

y se “refleja” respecto al eje y = x (Fig.5.16).

Figura 5.16: y = /x.
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5.4.1. Ampliacién y contraccién de una grafica a lo largo del eje de ordenadas

f(x) = Af(x) sea la funcién y = Af(z), donde A > 0.

Se puede advertir, que para unos mismos valores del argumento x, las ordenadas de esta funcién,

seran A veces mayores que las de y = f(x) cuando A > 16 % veces menor cuando A < 1.

Por lo tanto, se pude construir la grafica de la funcién y = Af(z), construyendo la de y = f(z),
1

aumentando sus ordenadas A veces si A > 1, o disminuyéndolas en 5 veces, si A < 1.
Ejemplo.

1. Construir las graficas de las funciones: (i) y = 3cosz y (ii) y = 5 cos .

Solucion. Se construye la grafica de la funcién y = cosz y se “amplian” sus ordenadas en el

caso (i) en 3 veces, y se las reduce a % en el caso (i) (Fig.5.17).

YA

Figura 5.17: y = 3cosz y y = %cos:c.

5.4.2. Alargamiento y contraccion de una grafica a lo largo del eje de abscisas

Estiramiento o elongacién y contraccion de la grafica de una funcion a lo largo del eje de abscisas:

f(x) = flaz).
Se necesita construir la grafica de la funcién y = f(ax) donde a > 0.

Partiendo de la funcién y = f(x) que en el punto arbitrario x = z; toma el valor y; = f(x1),

evidentemente, y = f(az) toma ese mismo valor en un punto x = x9, la coordenada del cual, se
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determina de la ecuacién ;1 = axs 0 o = x1, que se cumple para todos los valores del dominio de
a

la funcién.

Consecuentemente, la grafica de la funcién serd una contraccion, si @ > 1 o un “estiramiento” si
a < 1 alo largo del eje de abscisas, respecto a la grafica de la funcién y = f(x). De lo anterior, se
pude concluir que para la construccién de la gréafica de y = f(ax), se grafica la funcién y = f(x) y
se disminuye sus abscisas en a veces si a > 1 lo que “contrae” la gréafica a lo largo del eje O, o se

“estiran” (sus abscisas) en 1 si a < 1, la gréfica que se obtiene es la de y = f(az).

Ejemplo.
1. Construir las graficas: (i)y = sen2x y (ii)y = sen 3.

Solucidn- Se construye la grafica y = senz (linea punteada) y se contrae en 2 veces a lo largo

de O, en el caso (i), y se alarga en % en el caso (ii).

Periodo: p = 27; entonces para (i) se tiene p = 27” = 7y para (i), p = ¥ = 47 (ver Fig.
2

w
5.18).

\ .
~
— T o *
¥ = 2sena y = sene
-1 S

z

Figura 5.18: y = sen2z y y = sen 3

5.4.3. Deformacién y desplazamiento de la grafica de una funcion
Frecuentemente se necesita la grafica de una funcién que es el resultado de una combinacién de
desplazamiento y deformacion de una gréafica dada.

La secuencia para la realizacién de una de estas graficas obedece a las formas de simplificacion

consideradas en los casos anteriores, es decir, partiendo de la grafica de una funcién elemental.
Construccién de la gréfica de la funcién: y = Af(wz 4+ a) — b f(z) = Af(wz +a) —b.

A diferencia del anterior titulo, en la funcién original cada uno de los parametros A y a puede

ser positivo o negativo, teniendo en cuenta las reglas de desplazamiento paralelo, la simetria y la



Métodos basicos para la construccion de grdficas 85

deformacién (alargamiento o contraccién), se da un esquema para la construccién de la grafica por

etapas.
Se cambia la funcién dada a la forma: y +b = Af[w(z + 2)].

Realizando la construccién de la gréfica paso a paso en orden contrario al de la simplificacién de la

forma de funcién, con la utilizacién de las reglas senaladas, se obtiene la gréafica de la funcién dada.

Sea la funcién de la forma y + b = Afjw(zx + 2)].

w

Esquema de la construccién por etapas de la grafica de la funcién:

Ly=f(2)
2. Contraccién o alargamiento de la funcién a lo largo del eje de abscisas: y = f(|w| z).

3. Reflejo de la grafica respecto al eje de ordenadas (esta etapa se cumple solamente si w < 0):

y = f(lw|z).
4. Contraccién o alargamiento de la gréfica a lo largo del eje de ordenadas: y = |A| f(wx).

5. Reflejo de la grafica respecto al eje de abscisas (etapa que se cumple solamente si A < 0):
y = |A] f(wa).
6. Desplazamiento del eje de ordenadas en |%‘ unidades: y = Afw(z + 2)].

a

7. Desplazamiento del eje de abscisas en |b| unidades: y +b = Af[w(z + 2)].
Ejemplos.
1. Construir la grifica de la funcién y = tg(—%5f) = —tg(%")

T ™

Esquema de construccion: a)y = tgz; b)y = tg(T)? c)y= tg(_7>'

Asi la construccion de la grafica de la funcién dada se debe comenzar por y = tgx.

La grafica de y = tg(—%") corta el eje de abscisas en los puntos: x = 2k, donde k =

0,41,4+2,+. ...

Son asintotas de la funcién las rectas: x = 1+ 2k (Fig.5.19).

lz|

2. Construir la grafica de la funcién y = —v/2 arc cos 7

Solucién. Esquema de construccién: a)y = arccosz; b)y = arccos m; c)y = V2 arc cos % :

2
d)x >0, y = —/2arccos s e)y = —v/2arc cos %
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Figura 5.19: y = tg(—%5").

f(z), por lo que se puede construir para cuando x > 0.

La funcién es par: f(—x)
La gréafica de la funcién corta el eje de abscisas cuando # > 0 en el punto 2 = /2 el cual se

halla haciendo y = 0 y resolviendo la ecuaciéon —2 arc cos % = 0, luego se construye la grafica

para cuando x < 0 reflejada respecto al eje de ordenadas (Fig.5.20).

v

G 0

L]
/

(& = —\/50/’"0005
)y 72 ;

d).”

|z|

Figura 5.20: y = —v/2arc cos ok

L.

3. Construir la grafica de la funcién y = 5 — 2 arcsen(

Solucién. Esquema de construccién: a)y = arcsenz; b)y = arcsen 5; c)y = 2arcsen g; d)y =
5 1) 9yt = —2aresen (||~ ).

—2arcsen 5; e)y = —2arcsen(s —1); f)y = —2arcsen(
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La gréfica corta el eje de ordenadas en los puntos: y = § — 2arcsen(—1) = 37“ (de condicién
z =0), y el eje de abscisas, en los puntos x = £3(1— @) que se hallan resolviendo la ecuacién:
5 — 2arc sen(| 2 _ 1) =0 (Fig.5.21).

# .
_________ [ V- — L - en - ———-
s o

1
[ L1
I I oy
1 1 =1

L2 ﬂL»—.}f”f\ L N g
L= PPt i 3y N 1 ~,
", | . - I / I\\ 1 \\
-~ !', I’ ! h ~ I ™~
o I I [ s N
,- I . | I S N\
/ 1S 1 [ 1 \
'f) N ] n \ll E)\
Figura 5.21: y = 7 — 2 arcsen( |§| 1).

Construccién de las graficas de la forma y = az? + bz + ¢, trinomio cuadrado
Un trinomio cuadrado siempre se puede transformar a la forma: y = a(x +m) — n.
Ciertamente:

2 2
aw2+bx+cza(w2+%+§): ( +b2m+W_W+) [(x_‘_%)Z b4a42ac]_a(x+%)2 b4;1ac

. . 2 . .
haciendo las notaciones: % =m, ° 4;1‘“ =n, se tiene y = a(z + m)?> —n 6 y +n = a(z +m)%

Ahora, siguiendo las reglas antes descritas, se establece el esquema de construccién de esta funcién:
1. y=a2
2. y = |a| 2%, deformacién respecto al eje de ordenadas O,.
3. y = az?, reflejo respecto al eje de abscisas (O, si a < 0).

4. y+n = a(r +m)?, desplazamiento de los ejes de coordenadas.
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El vértice de la parabola se sitia en el punto de coordenadas: t = —m e y = —n.
La grafica de la parabola intersecta el eje de ordenadas en el punto y = —n.

Los puntos de corte (interceptos) de la gréfica con el eje de abscisas se hallan mediante la resolucién

de la ecuacién az? + bx + ¢ = 0.

Si las raices son iguales la grafica es tangente al eje O,. Si la ecuacién no tiene raices reales, la
grafica no tiene puntos comunes con el eje de abscisas y se sittiia por encima (a > 0), o por debajo
(a < 0) de este eje.

Al respecto se puede juzgar teniendo en cuenta que la resolucién de la ecuacién 0 = az? + bx + ¢

—b+V/b%—4dac
2a

se logra aplicando la féormula: x = , donde el radicando b? — 4ac recibe el nombre de

discriminante de la ecuacion, y en efecto:

1. Si b? — 4ac > 0, existen dos raices reales de la ecuacién: x1, x2 que corresponden a los puntos

de corte de la grafica con el eje O,.
2. b®> —4a = 0, entonces 1 = 9 = z, v la gréfica es tangente al eje de abscisas.

3. Si b% —4ac < 0 las raices son complejas y la gréfica no corta el eje O,, situacién arriba descrita.

Ejemplos.

1. Construir la gréfica de la funcién y = 2% — 5z + /2.
Solucién: y = 202 — 5z + /2 =2(2% — 3 + L2) =2[(z — 3)2 4 Y2 _B] _9(p —3)2 4,/ %
vaque (w—5)? =22 2.+ 8y =[x -5 +v2- 7]
Esquema: a)y = x2; by = 22%; ¢)y = 2(z — 2)2 +v2 - % yn= MT_ZE’.

_E)

El vértice de la parabola se sitia en el punto (%, <)

La grafica corta el eje de ordenadas cuando y = /2 y el de abscisas en los puntos 19 =
w que se obtienen haciendo: 22% — 5z + /2 = 0 (Fig.5.22).
2. Construir la grafica de la funcién y = —322 + z — 1.

Solucién. Se tiene

y:—3x2+x—1:—3(x2—§+%):—3(a¢2—2'—m+i+

ol
&~
SN—
Il
[
w
~~
8
|
=
SN—
()
|
==
cl=
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Esquema: a)y = 2?; b)y = 32% ¢)y = —32%; d)y + 13 = —3(z — §)*.

Las coordenadas del vértice de la parabola son: x = %; Y= —%.
La grafica corta el eje de ordenadas en el punto y = —1 y no tiene puntos comunes con el eje
de abscisas porque no tiene raices reales (Fig.5.23).
y L3
T
‘1 b) 1
I _.' N
‘\ 1 H)
\ i
\ I
\ !
! !
L
SN .

d)y = 322+ —1

Figura 5.23: y = —32% + x — 1.

Construccion de las graficas de la forma y = g;‘jr'g; Di:cx+d#0, x# —g
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d ad da ad
: sz az+b ar+b a(a:—l—;)—T-I—b _ a(m-l—z) ~— _ a be—ad 1 .
mbi xXpresion: y = = = = =24 2500, —15se
Se cambia esta expresién: y catd ozt 9) o(a+9) c@trd T o@trd T e R
: .a _ d _ bc—ad __ .. ; c ) — k — _k
hacen las notaciones: ¢ = —n; ¢ = my >3z = k; entonces, se tiene: y = —n+ - oy+n = .

Ahora, teniendo en cuenta las reglas anteriores, se escribe el esquema de construccién de la gréfica:

8=

1. y=

|K|

., deformacion respecto al eje de ordenadas.

2.y =
3. y= kf, reflejo respecto al eje de abscisas, se cumple cuando k£ < 0.

4. y+n= xf —, desplazamiento de los ejes coordenados.

Las rectas y = —n y © = —m, horizontal y vertical, son, correspondientemente, asintotas de la

grafica de la funcién.

Los puntos de corte con los ejes coordenados, es mas fécil hallarlos utilizando la forma primitiva de

la funcién: y = 22+b haciendo z = 0, se halla el punto de corte de la grifica con el eje de ordenadas

cr+d’
y = %, andlogamente, cuando y = 0, se halla el punto de corte con el eje de abscisas z = —2.
Ejemplos.
1. Construir la grafica de la funcién y = 2%1; Dy:2x—1#0,2# %
3
Solucién. y = 53— = ﬁ; y = lim(z — 00)?521 = 0

8 polw
)
SN—
<
I

Esquema de construccién de la gréafica: a)y = %; by =

Las rectas y = 0 (eje de abscisas) y © = % son

ylk

Figura 5.24: y = 2.
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2. Construir la grafica de la funcién y = gﬁfg, Dy:2x—-3#0, x%

Solucidn.

_ 3242 _ 3z+2 _ 3@—3)+2+4% 3(96*%)
3

Y= 237 26-3) =~ 2-3) 2

13
Esquema de construccién: a)y = 1; by = -; ¢)y —

Las rectas ¢ = % vy = % son asintotas de la grafica. La curva corta el eje de abscisas en el

punto x = —% y al eje de ordenadas en y = —% (Fig.5.25).

_______
———
.

H
Il
| e

[

Figura 5.25: y = %

xr .

3. Construir la gréfica de la funcién y = el dominio de la funcién es Dy : |x| — 2 # 0, esto

2|2
eszx#2, (x>0)yx#-2(x<0).
f(—x) = |_;|’”_ 5= — ‘If_ 5 = —f(x) funcién impar, por lo que la curva se puede construir para
r>0,y= M%Q = L= o2y 2 14 2.y 1=-2 yparaz <0, los valores

seran iguales en valor absoluto pero de signo contrario.

2

Esquema: a)y = %; by =

La grafica es simétrica respecto al origen del sistema coordenado. Tiene dos asintotas verticales

en los puntos x = —2 y © = 2, y dos asintotas horizontales: y = —1 y y = 1 (Fig.5.26).
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il -
-
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e

EEEEEE B

k=
o ——
[
-
k=
aaiiﬂaaaii
[

x
|z[=2

Figura 5.26: y =

5.5. Graficas con valor absoluto de las funciones

Son de la forma: y = |f(2)|; y = f(x) — |f(2)].

Se recuerda que para todo a € R, su valor absoluto se define:

a si a>0
la| = ] (5.5.1)
—a si a<0

Aplicando la definicién de valor absoluto a la funcién y = f(z), se tiene:

. { fl@) st fla) >8 (55.2)

—f(z) si f(z) <
Por tanto, para construir la grafica de la funcién y = | f(z)|, se necesita primero construir la grafica
de y = f(z), y luego, la parte de la curva negativa (por debajo del eje de O,), “reflejarla” respecto

al eje de abscisas.
Ejemplos.

1. Construir la grafica de la funcién y = |sen z|.

Solucién. se construye la grafica de y = senz (linea punteada) y en los intervalos donde la
funcién es negativa, se traza la curva hacia arriba, es decir, reflejandola respecto al eje de

abscisas. La parte de la curva donde es positiva queda sin cambios (Fig.5.27).
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-1 A

Figura 5.27: y = [senz|.

2. Grifica de la funcién y = |log, x|.

Solucién. Andlogamente al caso anterior, se construye la grafica de y = logyx y su parte

negativa (en el intervalo 0 < z < 1), se refleja respecto al eje O,, obteniéndose la grafica

y = |log, z|(Fig.5.28).

vy.l\

y = llogaa]

= logyx

.

Figura 5.28: y = |log, z|.

3. Gréfica de la funcién y = 2% — 3z + 1].

Solucién. Se realiza la transformacién: y = 2> =3z +1 =22 -322 4+ 24+1-9 = (2 — 3)2 - 3,

2
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Y+ g =(z— %)2; se construye esta grafica. Como en los casos anteriores, la parte que queda
debajo del eje de abscisas, se refleja hacia arriba de este eje, obteniendo la gréfica buscada
(Fig.5.29).

ylh

N =ax’—3x+1

Figura 5.29: y = ’xQ — 3z + 1‘.

5.6. Graficas de funciones de la forma y = f |z|

La funcién y = f|z| es par, por tanto, la construcciéon de su gréfica se reduce a la de y = f(z)
cuando x > 0 y “reflejarla” respecto al eje Oy, es decir, repetir los valores de las ordenadas de los

puntos para cuando z < 0.

Otra opcidn es escribir la tabla de valores:

T | a1 | £xo | £ag | - | L,
YW Y2 Y3 | Yn

donde y1, Y2, Y3, - - - Yn estan a la derecha e izquierda del eje O,.

Ejemplos.

|z|—1
lzl(lz]—2"

1. Grafica de la funcién y =
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5.7.

Solucidn. se construye la grafica y = a:é_—12)’ Dy :x(x—2) #0,2 # 0,z # 2, puntos de discon-

tinuidad de segunda clase, por lo que, son asintotas verticales, también: y = lim —£=L. =0,
z—ro0 T(2—2)

y = 0 asintota horizontal.

En z = 1, la funcién se reduce a cero, es decir, corta el eje O, (siendo funcién par, también
lo corta en x = —1). La parte de la grafica para cuando x > 0, es, al tiempo la de la funcién
dada. La rama izquierda para x < 0, se obtiene reflejando la parte construida, respecto al eje
de ordenadas (Fig.5.30).

ye

e
b3

Figura 5.30: y = ‘xl'ga'T_'l_?

Graficas de funciones que contienen parcialmente el simbolo

de valor absoluto

Para esta clase de gréficas de funciones, es necesario considerar la definiciéon valor absoluto para su

expresion y construir las gréficas en los intervalos que se determinan.

1.

Grafica de la funcién y = |z| + z.

Solucidn. la funcién se expresa:

B 20 si x>0
v= 0 si z<0
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Entonces, la grafica estd comprendida por dos semirectas a partir del origen del sistema
coordinado (Fig.5.31).

y=|r|+ax

y =10

Figura 5.31: y = |z| + =

2. Gréfica de la funcién y = |z — 1| + |z + 2|.

Solucién. zr —1 =0,z =1;2+2 =0, x = —2; los puntos x = —2 y x = 1, definen tres
intervalos, por lo que, para cuando = < —2, se tiene que:

lz—1l=—(z-1)=—-2+1L|z+2|=—(2+2)=—-2—2
= lz-1+]z+2l=-2+1-2-2=-22-1
cuando -2 <z <1, [z -1 =—(z—1); [z +2|=2+2
Sle-1+lz+2l=—(-1)+(z+2)=—2+14+2+2=3
cuandoz > 1, [z —1|=z—-1; [z +2[ =2 +2

=lr—1l+|z+2=c—-1+z+2=22+1

—2x—1 si < =2
esdeciry =< 3 si —2<z<l1

2v+1 si z>1

La gréfica estd compuesta por tres semirectas (Figs.5.32 y 5.33).
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—
|
&
=
|
|
=

™
|
v

E )

Figura 5.32: Semirrectas que componen a y = |z — 1| + |z + 2|.

2r+1

|

T

E

y=—-2r—1

r< -2

Figura 5.33: y = |z — 1| + |z + 2.
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5.8. Operaciones algébraicas con graficas de funciones

Se consideran las operaciones algebraicas basicas con las funciones y sus gréficas tales como, suma

y resta y = f(z) £ g(z); multiplicacién y = f(z) - g(z); y divisién y = %.

Para construir este tipo de graficas, es necesario tener en cuenta que el dominio de definicién de la

funcién y es la parte comin del dominio de f(x) y g(z).

Los métodos que se enuncian a continuacién, son especialmente ttiles en los casos, cuando f(x) y

g(x) son funciones elementales de diferentes clases.

1. Graficas de la suma (resta) de las funciones: y = f(z) £ g(z).

Se necesita construir la gréafica por puntos, sumando o restando las ordenadas de las funciones
que corresponden a un mismo valor del argumento, lo cual es més facil, si se construyen
primero las gréficas de f(z) y g(x). Cuando se construye la gréfica de la resta de las funciones,
generalmente, no se restan las graficas, sino que, primero se construye la grafica —g(z), y

después suman las graficas de f(z) — g(z).
Ejemplos.Construir las graficas de las siguientes funciones:

a) y=x+senx.

Solucién. Se construyen las graficas de f(x) = x y g(xz) = senz(lineas punteadas),
y se procede a la suma algebraica de las ordenadas de las graficas ya construidas que
correspondan a un mismo valor del argumento, obteniéndose la grafica requerida. Esta

grafica estd contenida entre las rectas paralelas y =z — 1y y =z + 1 (Fig.5.34).
) y=2"+(3)" ey =2"~(3)"
Solucion. Se obtienen las gréaficas, para la primera, sumando las gréaficas de las funciones

flx) = 27 y g(z) = (3)°, v para la segunda, resténdolas, como antes se indicé (se

recomienda en el mismo sistema coordenado) (Fig.5.35).
2. Grafica del producto de funciones y = f(z) - g(x).

Se construyen las gréficas de las funciones f(z) y g(z) y se multiplican los valores de las

ordenadas correspondientes a un mismo valor del argumento.

Ejemplos. Trazar las graficas para:

a) y=xsenc.

Solucién. Se construyen las gréficas de la funciones f(z) =z y g(x) = senz.
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y b
4 =T
y=z+1," fY
YRy ATld
e 7z A
7’ (H
L4 '
0,0 Sy =l + senx
ks 1
a7 1
A 4 1
Y = Senx T i
1 1
‘v-‘\~ r -—r. 1 1
7 72 S I
S A »
’ T

Figura 5.34: y = x + senx.
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La gréfica de la funcién y se obtiene (como se enuncid), multiplicando las ordenadas de

estas funciones que correspondan a un mismo valor de la abscisa x.

La funcién dada, es par ya que f(—z) = —x -sen(—z) = —x - —senz = zsenz = f(z),
por lo que realiza la grafica para cuando x > 0, y luego se “refleja” respecto del eje de

ordenadas.

La grafica estd comprendida entre las rectas y = x e y = —z, ademas, en los puntos
x = km, en los cuales senz = 0, la funcién se reduce a cero. En los puntos donde
v = 27k + 5, donde senw = 1 = y = z, donde x = 27k — 5, senx = -1 = y = —x

29
(Fig.5.36).

Yy = senx
Lot

Figura 5.36: y = xsenx.

b) y= Jxcosx.
Solucién. se construyen las gréificas de las funciones f(z) = /z y g(z) = cosz. Como
en el caso anterior, la grafica de y se obtiene multiplicando los valores de las ordenadas

correspondientes (Fig.5.37).

3. Grafica de las funciones de la forma y = ﬁ; Dy : f(x) #0.

El dominio de definicién de esta funcién es el mismo que el de la funcién y = f(z) con

excepcion de los valores de x que reducen a cero f(z).

En estos puntos funciéon y = ﬁ no esta definida, es discontinua, y generalmente, tiene

asintotas verticales. Cuando f(z) — oo,y — 0.

Primero se construye la grafica y; = f(z) y se divide uno (1), entre los valores numéricos de
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Figura 5.37: y = /z cos z.

las ordenadas de esta funcién, teniendo en cuenta el signo de cada abscisa, es decir, la funcién

dada se construye por puntos.
Cuando f(x) = %1, los valores de la funcién y e y; coinciden.
Ejemplos. Construir la grafica de las funciones:

_ 1 _
a) Y = o5z = SECT.

Solucién. se construye la grafica de la funcién y = cosz, y como se anoto, se divide 1

entre los valores de las ordenadas de esta grafica, se obtiene la gréfica de la funcién dada.

Es evidente que cuando cosz — 0, y — 00, es decir, las rectas x = § + k7 son asintotas

verticales. En los puntos donde cosz = £1 (z = kn), y = £1 (Fig.5.38).

b) y:@,Df:x>0, logax # 0; x # 1.
Solucién. Como en los casos anteriores, se construye la grafica de la funcién y = logex
y se divide 1 entre los valores de las ordenadas de esta grafica y se obtiene la grafica de

Y= @’ cuando logex — 0, y — F00, lo que significa que la recta x = 1 es una asintota

vertical.

Cuando z — 400, entonces logax — +00, y — 0, por lo que y = Oes asintota horizontal.
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PEETTER

L

L

sessssesenndsssah

1
cos T

Figura 5.38: y =

= Ssecx.

Cuando z — 07, logaz — —o0, y — 0 (Fig.5.39).

3

1

Figura 5.39: y = Togaz
4. Grafica del cociente de dos funciones y = f(x) - ﬁ.

T
Esta funcién se puede presentar de la forma y = f(z) - ﬁ, Dy : g(x) # 0, es decir, la funcién

estd definida para todo valor del argumento, excepto los que reducen a cero g(x).

Para esto, se construyen las gréficas de las funciones y = f(z), y y = ﬁ, luego se multiplican

los valores de las ordenadas correspondientes de estas graficas teniendo en cuenta el signo.
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5.9.

Ejemplo. Construir la gréfica de la funcién y = 5%, Dy : @ # 0, la funcién estd definida

para todos los valores de z, excepto, z = 0.

3 7 . _ 1
Solucién. Se construyen las graficas: y1 = cosz y ya = 5.

Simetrfa: f(—x) = C(()i(;);v) = %% — f(x) funcién par, por lo que se construye la gréfica para

x > 0, y los valores de las ordenadas se repiten para z < 0 (reflejo de la grafica respecto al eje

de ordenadas).

. _ s cosxTr __ 7. cosxTr __ 3 3 3
En los puntos: © = § + kr, xl_l)I(I)lﬁ =z = 00,y xlirél+ o5~ = +00, significa que el eje Oy es

asintota vertical (Fig.5.40).

yl

=
=
(3]
-

Cco

S
z2 -

Figura 5.40: y =

Graficas de funciones compuestas

Para construir la grafica de una funcién compuesta y = g[f(z)], se empieza construyendo la gréfica

def(z), y luego se construye la grafica de la funcién compuesta por puntos realizando la operacién

de tomar la funcién g de la funcion f.

Se consideran algunos casos:

1. Gréfica de la funcién y = [f(z)]*.

Se construye la gréfica de la funcién y; = f(x) y se eleva los valores de las ordenadas de la

grafica construida al indice k.
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Ejemplos.

a) Construir la grafica de la funcién y = (cos x)% =+/cosz, Dy:2>0.

Simetria: f(—x) = y/cos(—x) = y/cosz = f(x) funcién par.

Solucién. La construccién de la grafica se realiza sacando la raiz cuadrada de los valores

de las ordenadas de la cosinusoide.

En los intervalos en los cuales cosz < 0 la funcién no tiene gréfica (Fig.5.41).

N =

Figura 5.41: y = (cosx)2.

b) Gréfica de la funcién y = (tgz)?, Dy : x # kn + 3.
Simetrfa: f(—x) = (—tgr)? = (tgx)? = f(z) funcién par.

Solucién. La grafica se construye elevando al cuadrado los valores de las ordenadas de
la tangensoide que son los mismos para cuando z > 0, y x < 0, correspondientemente.

En los puntos jz = k7 + 7, la grafica tiene asintotas verticales (Fig.5.42).

2. Gréfica de la funcién y = a/@ (a > 0; a # 1).

Se construye la grafica de y; = f(x), y luego, se eleva la base a al indice igual a los valores
de las ordenadas de la grafica y; = f(z), y se construye la gréfica de la funcién y = af @) por

puntos. En los puntos donde f(z) =0, y = 1; donde f(z) =1, y = a.
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L

y=tgr

L
)
L
1
I
i
1
)

Figura 5.42: y = (tgz)2.

Para el caso en el cual: @ > 1 cuando f(x) — 0o, y — 00, y cuando f(x) — —o0, y — 0.

Para cuando a < 1, si f(x) — 00, y — 0, y si f(x) = —o0, y — 0.

En la practica, cuando se construye las graficas cuando a < 1, es mejor llevarla a la forma
donde a > 1 (ejemplo y = (3)/(®) = 27/(@) = 2¢()),

Ejemplos.

a) Construir la gréfica de la funcién y = (3)

sen x

Solucidén. se representa la funcion de la forma y = 2%"% = y = 275" ge construye la

grafica y = —senz y se eleva 2 al indice igual a los valores de la ordenada de esta grafica

(Fig.5.43).

y.ﬂ.

Figura 5.43: y = (3)%".
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b) Construir la grafica de la funcién y = 23,
Soluciodn. se construye la grafica y; = % Dy:x#0.

Simetria: f(—z) = _%C = —% = —f(x) funcién impar, se eleva 2 a los valores de las
ordenadas de esta gréafica. Cuando x — +oo, % — 0, y — 1, entonces, y = 1 es asintota
horizontal. Cuando  — 0T, y — 400, 0 sea que el eje de ordenadas es asintota vertical.

Siz— 07,y — 0, la gréifica se acerca al origen de coordenadas (Fig.5.44).

Yy F 3

5

_—————

Figura 5.44: y = 2.

3. Gréfica de la funcién y = log, f(x) (a > 0, a # 1) Dy : & > 0, solo existe para z > 0 por
tanto, no tiene simetria.

Para construir la grafica, como en los casos anteriores, se construye la gréafica y; = f(z),

y se calcula los logaritmos (con base en a) de los valores de las ordenadas de esta funcidn,
construyendo por puntos, la grafica de la funciéon dada.

Para cuando f(z) — 07, y — —o0, es decir, el eje O, es asintota vertical; cuando f(z) = 1,

la gréfica corta el eje de abscisas (cero de la funcién); cuando f(x) = a, el valor de la funcién
es igual a 1.

Sia > 1, cuando f(x) — oo, y — o0; si @ < 1, cuando f(z) — oo, y — —o0, y cuando
f(x) =07, y — oo.

En la practica, cuando a < 1, la construccién de la grafica es mejor llevarla a la forma a > 1
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(por ejemplo, y = logs f(x) = —logzf ().

Ejemplos.
a) Construir la grafica de la funcién y = log1 cosz = — logs cos z.
3
Solucién. Representando la funcién de la forma y = —logs cos x, se construye la grafica

y1 = cos x, luego se calcula los logaritmos con base 3 de los valores de las ordenadas de
esta gréafica, obteniendo la de y = logs cosz (linea punteada), después y = —logs cos z,

se obtiene la grafica que solo existe para los valores donde cosz > 0 (Fig.5.45).

yli

y = logi(cosx) |= —logs(cosx)

-~ -
——

Y = COST

Figura 5.45: y = log1 cosz = —logs cos .
3

4. Grafica de funciones

Para la construccion de las graficas de esta clase de funciones, asi como en los casos anteriores,
se necesita construir primero la de y; = f(x) y luego, teniendo en cuenta los valores de las
ordenadas de esta funcién, calcular los correspondientes de las funciones trigonométricas de

este argumento, obteniendo la grafica de la funcion pedida.

Las gréficas de y = sen f(x) y y = cos f(x) siempre estardn en la regién comprendida entre

las rectas y = £1.

Ejemplos.

a) Construir la grafica de la funcién y = sen<, Dy : z # 0, simetrfa: f(—z) = sen(—1) =

xT

—sen(L) = —f(z), funcién impar (simétrica respecto al origen de coordenadas).
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Solucién. después de construir la grafica y = % (linea punteada), se calcula el seno de

los valores de las ordenadas de esta grafica.

Siendo la funcién impar se construye la grafica para cuando x > 0 y se reflejan respecto

al eje de ordenadas pero cambiando al signo contrario.
Como limzx — oo% =0, y — 0, es decir, el eje de abscisas es asintota horizontal.

Asi mismo, limz — O% = 00, la funcién oscila entre 1 y —1, y la frecuencia de las

oscilaciones aumenta a medida que se acerca al origen del sistema coordenado (Fig.5.46).

v

1

Figura 5.46: y = sen .
Gréfica de la funcién y =ctg(cosx), Dy : cosz # 0, x # (2k — 1) 7.

Solucién. Simetria: f(—x) = ctg(cos(—z)) =ctg(cosx) = f(x), funcién par.

Se calculan los valores de la cotangente de las ordenadas de la grafica y; = cosx que se

construye primero (Fig.5.47).

i
yi = clglcosz) 1
i

b X AN H >
1o o (0 N ] e

Y= CosT . * N ‘
N

Figura 5.47: y =ctg(cos x)



CAPITULO 6

Lugar geométrico de los puntos

Lo hasta ahora expuesto, consiste en que para representar graficamente una funcién de la forma
y = f(x) se entiende, que para cada valor asignado al argumento dado, le corresponde un tnico valor

de la funcién, es decir, se forman parejas ordenadas: (x;, y; ) donde y; = f(x;), (i =0,+1,£2...).

Pero en la practica, con frecuencia se halla tales dependencias entre las variables x e ¥, en las cuales,
a cada valor de x le corresponden dos o mas de y. La dependencia entre estas variables, incluso

puede darse en forma de inecuaciones.
Estas dependencias, estan estrechamente ligadas al concepto de lugar geométrico de los puntos.

Lugar geométrico de los puntos, que tiene ciertas propiedades, se llama al conjunto, al cual perte-

necen, tales y solamente tales puntos, que tienen estas propiedades.

En esta definicién se senalan las propiedades, que caracterizan al lugar geométrico del los puntos,

que pueden estar dados mediante expresiones de la forma F(x,y) =0, 6 F(z,y) > 0.

Por ejemplo, el lugar geométrico de los puntos, las coordenadas del cual satisfacen la ecuacion
22 +9? = 1, es un circulo unitario (r = 1) y con centro en el origen del sistema de coordenadas
(Fig.6.1).

Figura 6.1: 2% +y* = 1.
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El lugar geométrico de los puntos, las coordenadas del cual, satisfacen la inecuacién z2 + 3% < 1, es
la parte del plano (z,y), comprendido dentro del circulo. A cada valor x en el intervalo —1 < z < 1,
en primer caso corresponden dos valores, en segundo caso, un conjunto infinito de valores de y
(Fig.6.2).

Todas las gréficas de funciones y = f(x) estudiadas hasta ahora, se pueden considerar como el lugar

geométrico de los puntos, las coordenadas de los cuales satisfacen la ecuacién dada y = f(x).

Asi, la construccién de los lugares geométricos de los puntos, las coordenadas de los cuales satisfacen

cierta relacién, es una tarea mas general, que la construccién de la gréafica de una funcién.

Figura 6.2: 2% +¢? < 1.

En este capitulo se considera, como ejemplo, un problema dedicado a la bisqueda en el plano (x, y)
del lugar geométrico de los puntos, cuyas coordenadas satisfacen la correlacién dada mediante las

expresiones F(z,y) =0y F(z,y) > 0.
Lugar geométrico de los puntos de la forma |y| = f(z)

Un importante caso, es de la construccién del lugar geométrico de los puntos cuyas coordenadas

satisfacen la ecuacién |y| = f(z).

Es necesario advertir, que para los puntos para los cuales f(z) < 0, esta correlacién no tiene signi-

ficado, ya que |y| > 0. Segin la definicién de valor absoluto, la ecuacién dada se puede representar:

Iyl = f(z) cuando y >0
v —f(x) cuando y <0

Para construir este lugar geométrico de los puntos dado, se construye la grafica de la funcién
y = f(z), y separando la parte de la misma donde f(z) > 0, se complementa reflejando la grafica
respecto al eje O,. Puede ser necesario que para construir la grafica y = f(z), utilizar todas las

reglas antes descritas.

Ejemplos.
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L |y =2.

Solucién. Se construye la grafica y = 2 y su reflejo respecto al eje O,. De esta forma, el lugar

geométrico de los puntos buscado, son las rectas paralelas y = +2 (Fig.6.3).

A

y

y= |z

Figura 6.3: |y| = 2.

2. |yl = 2% — 3z + 2.

Solucién. Para el intervalo 1 < x < 2 la funcién es negativa y por tanto, la ecuacién pierde
significado. El lugar geométrico de los puntos buscado se compone de partes de la parabola

y = 22 — 3z +2 en los semi-intervalos = < 1, y > 2 y su reflejo respecto al eje de las abscisas

(Fig.6.4).

ydi

L4

/

Figura 6.4: |y| = 2% — 3z + 2.

La construccién del lugar geométrico de la forma |y 4+ a| = f(x) se reduce a la construccién

de la géafica de |y| = f(z) y su desplazamiento a lo largo del eje O, en |a| unidades.
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3. |ly+ 1| =senuz.

Solucién. Se construye la grafica |y| = senx; son semiondas que existen solamente en los

intervalos donde senx > 0, y se desplaza el eje de abscisas en una unidad hacia arriba (Fig.6.5).

yh

ly + 1| = senx

........................................

Figura 6.5: |y + 1| = senz.

Cuando se necesita hallar el lugar geométrico de los puntos cuyas coordenadas satisfacen una corre-
lacion mas general, primero se aplica la definicién de valor absoluto, se separa la correlacién dada
en ecuaciones, para cada una de las cuales se cumple en una regién determinada, y se halla el lugar

geométrico de los puntos en cada una de estas por separado.

Es decir, la busqueda del lugar geométrico de los puntos en un caso general se reduce a dos momentos:
determinar las regiones en el plano (z,y), en cada una de las cuales el signo de médulo puede
definirse, y la determinacion de las ecuaciones, sin el signo de valor absoluto, a las cuales se puede

llevar la dependencia buscada en las regiones encontrados.

Por ejemplo, para el caso particular la dependencia de la forma |y| = f(x), el plano (z,y) se divide
en dos semiplanos: el superior y > 0, y el inferior y < 0. Para cuando y > 0 la dependencia buscada

se expresa mediante la ecuacién y = f(x), y cuando y < 0, la ecuacién es y = — f(x).

Observacion: A los casos anteriores, son equivalentes las expresiones de la forma y? = f(z), (y+a)? =

f(@), ya que Va? = [a] y /& + @) = |a +al.



CAPITULO 7

Aplicacion de las graficas de funciones

en la resolucion de problemas

La habilidad para construir graficas no es un unico fin. Con frecuencia las graficas estan ligadas al

seguimiento del comportamiento de las funciones.

Sin embargo, la necesidad de construir graficas no solamente se reduce a esto. En una serie de
casos, las graficas facilitan la resolucién de ecuaciones e inecuaciones, simplificando y acortando los
desarrollos analiticos, y en varios casos, es el unico método de resolverlos. Ademas, el método grafico
se aplica en la resolucién de muchos problemas propuestos. Se exponen un nimero de ejemplos como

ilustracién.

7.1. Resolucién de un sistema de ecuaciones

{ fi(z)
fo(z)

Cada una de las ecuaciones del sistema es una dependencia funcional entre las variables x e y. Las

0
0

dos funciones f1 y fo pueden ser representadas graficamente.

Las coordenadas x e y de los puntos de corte o de tangencia de estas graficas son la solucién buscada
para el sistema de ecuaciones. El niimero de puntos comunes de las gréficas son el conjunto solucién.

Si no hay puntos comunes, el sistema no tiene solucion.

Ejemplos.

1. Resolver el sistema de ecuaciones
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Solucién. como

v

Figura 7.1: y = P“‘"i—Q, y =22

Las gréficas de estas funciones se cortan en el punto (2,2). Estos valores z = 2 e y = 2, son la

solucién del sistema dado. De la grafica, es evidente que el corte es tinico.

2. Resolver el sistema de ecuaciones



Aplicacion de las grdficas de funciones en la resolucion de problemas 115

y+1=x(x+2)
lzly =1

Solucién. Es necesario construir las graficas y = 22 +2r — 1y y = ﬁ(Fig.?.Q).

e

Figura 7.2: y =22 + 2z — 1, y = ﬁ

Estas gréficas tienen dos puntos de corte, es decir, el sistema tiene dos soluciones, que apro-
ximadamente son: (0,8;1,2) y (—2,6;0,4).

7.2. Resolucion de ecuaciones

Para resolver una ecuacion con una incégnita en forma grafica, se escriben todos sus miembros del

lado izquierdo igualdndola a cero: f(x) = 0. Luego se construye la grafica y = f(z).

Las abscisas de los puntos de corte de esta gréafica con el eje = O, son iguales a las raices de la

ecuacion dada. Si tales puntos no existen, entonces la ecuaciéon no tiene solucion.

En algunos casos al resolver esta clase de ecuaciones, puede ser viable utilizar otro método. Para

esto, las ecuaciones se escriben de la forma fi(x) = fo(x), y se cambia por el sistema,

)= Si(z)
fa(x)
que se resuelve en forma grafica. Las abscisas de los puntos de corte o de tangencia de las gréficas

fi(z) y fa(z) son las raices de la ecuacién dada.

Eijemplos.
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1. Hallar el nimero de raices de la ecuacién senx = logz. El dominio de la funcién log?x es

x > 0, por tanto la solucién se busca en el semiplano donde x > 0.

Solucién. al construir las graficas y = senx y y = log?x se establece que la ecuacién tiene 3

raices (soluciones)(Fig.7.3).

Y4

Sy

i = SENT

Figura 7.3: Solucién grafica de senx = log x.

2. Resolver la ecuacion ‘:z:2 - 1‘ = %

Solucion. Se construyen las graficas y; = ’mQ — 1{ y Y2 = % El punto de corte de las graficas

es, aproximadamente, = ~ 1,15 (Fig.7.4).

\

Figura 7.4: Solucién grafica de |:1;2 — 1‘ = %
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7.3. Resolucion de inecuaciones con una incognita

La resolucién de inecuaciones graficamente, tiene una cercana analogia con la resolucién de ecua-

ciones, solamente que en lugar de puntos separados, se hallan intervalos en el eje numérico.
Ejemplos.

1. Resolver la inecuacién arccosz < 7 [z — 1|.

Solucién: para la construccién de las graficas y; = arccos , e yo = § [z — 1|, se establece:

para y1, Dy : =1 <z <1, para y se tiene:
r—1 si r—1>0
lz -1 = .
—(z—=1) si z—-1<0,2z<1

Entonces, la solucién debe estar comprendida en el segmento [—1,1], y es el conjunto de los
valores de x, para los cuales la gréfica de y; estdn por debajo de los de la gréfica de g9, ademads,
en la solucién estan comprendidos los valores de las abscisas de los puntos de corte de las dos
graficas (Fig.7.5).

De las graficas de las funciones se puede ver que la solucién es: —1 <z <0, z = 1.

ar

S
I

D et

|
—

Figura 7.5: Solucién grafica de arccosz < 7 [z — 1|.
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2. Resolver la inecuacién loga(z + 1) + 1 < 2%,

Solucién. la funcién y; = loga(x + 1) tiene su dominio Dy :  + 1 > 0, esto es x > —1, la

funcién yp = 2%, existe para (—oo, c0) (Fig.7.6).

yh

y=loga(z+1)+1

[ O L L L T T T -
v

Figura 7.6: Solucién gréfica de logs(z + 1) + 1 < 2%,

Los puntos de la grifica y; = loga(x 4+ 1) + 1 estédn por debajo de yo = 2% en: —1 < x < 0,
1<z <oo.

7.4. Resolucion de inecuaciones con dos incégnitas

Se llama solucion de una inecuacion con dos incognitas x e y, a cualquier pareja de nimeros, xg € Yo

que satisfacen esta inecuacion. Graficamente esto corresponde a los puntos dados con coordenadas

(0, Y0)-

El conjunto de todos los puntos, las coordenadas de los cuales satisfacen cierta inecuacion, es su

conjunto solucién.

Para la solucién grafica de una inecuaciéon con dos incégnitas, es necesario construir las gréaficas de
las funciones y = f(z) (para la inecuacién de la forma y > f(z) 6 y < f(x) o el lugar geométrico

de los puntos F(z,y) = 0 (para las inecuaciones de la forma F(z,y) > 0).

Estas construcciones dividen el plano (x,y) en dos o mds regiones. La regién en la cual se cumple

la inecuacién dada es su campo (conjunto) de soluciones.
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Ejemplos.
1. Resolver la inecuacién y > x? — 5z + 4.

Solucién. La grifica y = 2 — 52 + 4 es una parébola. Las coordenadas de cualquier punto
que se encuentre por encima de la pardabola, satisfacen la inecuacién dada, donde los puntos

de la misma no forman parte de la solucién (Fig.7.7).

v

Figura 7.7: Solucién grafica de y > 22 — 5z + 4.

2. Resolver la inecuacién log(y —z) < 0; Dy:y —x >0,y > .

Solucién. teniendo en cuenta el dominio de definicién de la funcién y que la parte negativa

de la funcién esta entre 0 y 1 su resolucién es equivalente a resolver el sistema:

y—x >0
y—x <1
Las graficas de las funciones y = x + 1 y y = « son rectas paralelas.

El campo de soluciéon de la inecuacién y — x < 1 es el semiplano, por debajo de la recta
y = x + 1, incluyendo sus puntos. El campo de solucién de la inecuacion y — z > 0, es el

semiplano por encima de la recta y = x.
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La regién comun de estos semiplanos (6 su interseccién), evidentemente contiene los puntos,

que satisfacen las dos inecuaciones (regién sombreada).

Consecuentemente, el conjunto solucién de la inecuacién log(y — z) < 0, es el corredor com-
prendido entre las dos rectas (regién sombreada), ademds, los puntos de la recta de frontera

y =z + 1, tambien forman parte de la solucién (Fig.7.8).

y A

Figura 7.8: Solucién grafica de log(y — x) < 0.

7.5. Importancia del método grafico

La representacién grafica de la dependencia funcional entre los valores que caracterizan uno u otro
fenémeno hallé una amplia difusion y aplicacién en todas las ciencias naturales, en la técnica y en

variados campos de la actividad humana.

Algunas veces, como ya se anotd, es mediante estas representaciones, la tinica forma de encontrar

la solucién a problemas que se plantean en no pocas situaciones.
Ejemplo.

LA qué altura méxima H respecto a la superficie de la Tierra con ayuda de un cohete de una etapa
se puede llevar un satélite, suponiendo que su masa en toneladas depende de la altura de la érbita
segtin la formula M = 0,5+ vH (H se calcula en miles de kilémetros)?. La masa inicial del cohete

es My = 5T (T-toneladas), la velocidad de salida de los gases del soplo del motor, Vy = 4, 5km/seg.

Consideraciones:

1. Se supone que la masa del satélite crece segin su alejamiento de la Tierra en la medida del
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necesario crecimiento de la potencia de los radio aparatos para la transmision de datos a la

Tierra, que se acompana del crecimiento del peso del satélite.

2. La masa del satélite depende del radio de su drbita R, que se calcula desde el centro de la

Tierra segun la féormula: M = %2, donde K = Q—V’géj, y g = 9,8m/seg*-aceleracién por la

fuerza de gravedad.

Solucién. para empezar se simplica la tltima expresién, reeplazando los valores numéricos de
Moy, g, Vb, y expresando R a través de H de la forma: R = (6 + H)1000km ( se toma el radio de la
tierra igual a 6000km).

. o 5 . . s
Entonces: M = NG Se hace evidente que el problema consiste en resolver la ecuacion:

5 —
100,3V6+H -

el método grafico para resolverla, se construyen las graficas de las funciones: y = W\/WH) y
y=0,5++H (Fig.7.9).

0,5 + v H, las raices de la cual no se pueden hallar en forma analitica, utilizando

]

TN

Y

0fn 2 1000km

Figura 7.9: Solucién grafica de mw’% =0,5+VH.

7.6. Ejercicios III

1. Construir las gréaficas de las siguientes funciones:

a)y = senx + |sen x|

b)y = senx — |sen z|

¢)y = 2%(2 — 22) en el intervalo [—3, 3]
d)y = £ + 207 en el intervalo [0, 5]

e)y = 2sen(2z — 1) por etapas, partiendo de y = senz, y = sen2xz, ...
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f)y = senx — [sen x|
g)y = 2%(2 — 2?) en el intervalo [—3, 3]

h)y =79 + 2(=2) en el intervalo [0, 5]

2. Resolver graficamente las ecuaciones:

allogz = b)2z+1 = 22 c)logyz =1 dtvV2—ax =z -1
e)2" = 2x f)3% =3z g2 =x+2 h)logoz =2 —1
Dog?(+3) =3 - j)2* =2

3. Resolver graficamente las inecuaciones:
a)’x2—1|§1 b)senz >1—x o) < (z+1)? d)tg2z > 1—2x
VI—z> 25 f)22 —3 >0

4. Resolver los sistemas de desigualdades:

3+3>0

a)3z+2>0
20 —1 <0

b)Gréficamente.

5. Resolver la inecuacién xseny < 0, teniendo en cuenta que equivale a resolver los sistemas de

x>0 <0
seny < 0 seny >0

inecuaciones:



CAPITULO 8

Sistema coordenado polar

Las graficas de ciertas funciones, también se pueden representar en otro sistema de coordenadas en

el plano, el de coordenadas polares.

Las coordenadas polares son un sistema de coordenadas bidimensional en el que cada punto del plano
se determina por una distancia y un angulo. Este sistema es ampliamente utilizado en matematicas

y fisica.
Como sistema de referencia se toma:
1. Un punto O del plano, al que se llama polo u origen del sistema.

2. Una recta dirigida (o rayo, o segmento OM) que pasa por O, llamada eje polar (equivalente

al eje = del sistema cartesiano) (Fig.8.1).

p(r. 0)

=

0 M

Figura 8.1: Sistema coordenado polar.

Con este sistema de referencia y una unidad de medida métrica (para asignar distancias entre cada

par de puntos del plano), todo punto P del plano corresponde a un par ordenado (r,#) donde r es
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la distancia de P al origen y 6 es el angulo formado entre el eje polar y la recta dirigida OP que va
de O a P.

El valor 6 crece en sentido contrario al movimiento de las manecillas de un reloj y decrece en sentido

opuesto.

La distancia r (r > 0) se conoce como la coordenada radial o radio vector, mientras que el angulo

es la coordenada angular o dngulo polar.

En el caso del origen, O, el valor de r es cero, pero el valor de 6 es indefinido. En ocasiones se adopta

la convencién de representar el origen por (0,0°).

8.1. Representacion de puntos en coordenadas polares

(4,23%)

v

(2,135%)
Figura 8.2: Representacién de puntos en coordenadas polares.

En la figura 8.2 se representa un sistema de coordenadas polares en el plano, el centro de referencia

(punto O) y la linea sobre la que se miden los dngulos.

Para referenciar un punto se indica la distancia al centro de coordenadas y el angulo sobre el eje

OM.
Ejemplos.

1. El punto (4,23°) indica que estd a una distancia de 4 unidades desde O, medidas con un
angulo de 23° sobre OM (Fig.8.2).

2. El punto (2,235°) indica que estd a una distancia de 2 unidades desde O y un édngulo de 235°
sobre OM (Fig.8.2).
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8.1.1. Paso de coordenadas polares a rectangulares y visceversa

yt

plr,0)

'y .
Y

-
l:—_.
=,

0]

Figura 8.3: Paso de coordenadas polares a rectangulares y visceversa.

En la figura 8.3 se ilustra la relacién entre las coordenadas polares y las coordenadas cartesianas.

En el plano de ejes Oy, con el origen del sistema se sittia el punto O, polo del sistema de coordenadas

polar, y haciendo coincidir el eje z del plano cartesiano, con el eje polar.

El punto p del plano, se define por la distancia r al centro de coordenadas, y el dngulo € del vector

de posicién con el eje z y por las coordenadas (x,y).

La conversién de coordenadas cartesianas a polares se realiza mediante las ecuaciones (8.1.1):

senf = & = senf = 3+2 = y =rsend
v (8.1.1)
cost) = 7 = cosf = = = x =rcosf

Va2

Y la conversién de polares a cartesianas, mediante las ecuaciones (8.1.2):

tand = £; 2% 4 ¢? = r? = 0 =arctan?;r = \/x? + 2 (8.1.2)

Es decir que definido un punto del plano por sus coordenadas rectangulares (z,y), se tiene que la

coordenada polar r es:
r=+/x%+ 12
Para determinar la coordenada angular 6, se tienen en cuenta dos casos:

1. Cuando 6 = 0, el angulo # puede tomar cualquier valor real.
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2. Cuando 6 # 0, para obtener un uinico valor de ¢, debe limitarse el intervalo a
Ejemplos.

1. a) Expresar en coordenadas polares la ecuacién de la hipérbola 22—y =1

Solucién. por las ecuaciones (8.1.1) , se tiene: 22 = r? cos? z; y? = r? sen? , entonces:

r?cos®z —r’sen’zx = 1
r*(cos?z —sen’z) = 1
1
r? =

cos?z —sen?x

n 1
7’ = e
V cos?z — sen? z:

1
CoSs 2x

b) Expresar en coordenadas rectangulares la ecuacién r = a cos 26.

Solucién. Segiin las ecuaciones (8.1.2): § =arctan? y r = /22 + y2. Entonces:

2 2 2 2
_ 2 2, T y- =y
cos 20 = cos” x — sen 9——2——2 5
r r r
Asi:
o a($2_y2)
r2
= a(x? —?)

(Vo= = ala®=y)

2. a) Hallar las coordenadas cartesianas del punto P(—2,135°).

Solucién. Mediante las ecuaciones (8.1.1), se tiene:

z=—2cos(135°) = —2(—~-) = V2
y=—2sen(135°) = =2(——) = —

Por tanto: P(v/2, —v/2).
b) Hallar las coordenadas polares del punto P cuyas coordenadas cartesianas son: P(—3, —2).

Solucién. segin las ecuaciones (8.1.2):
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r=VaZt =0 Fd=+/13

6 =arctan? :arctan:—g —arctan% =arctan0, 666. . .

en este caso, se tiene infinitas soluciones.

Generalmente, si no se establece alguna condicién, se escoge de todas las soluciones, la

que corresponde a un valor positivo de r, y un valor de # comprendido entre 0 < 6 < 360°.

Esta pareja escogida se denomina pareja principal de coordenadas del punto. En este

ejemplo, P estd en el I11 cuadrante, por lo que su pareja principal es (v/13,213°41").

8.2. Ecuaciones polares

La ecuacion que define una curva expresada en coordenadas polares, se llama ecuacion polar. En

muchos casos se puede especificar esta ecuacién definiendo r como una funcién de 6 (r = f(0)).

La curva resultante consiste en una serie de puntos de la forma (6, f(f)) y se puede representar
como la gréafica de la funcién. Algunas de las curvas mas conocidas son la rosa polar, la espiral de

Arquimedes, la lemniscata, el caracol de Pascal y la cardiode.

Para el circulo, la recta y la rosa polar no hay restricciones en el dominio y rango de la curva
(Fig.8.4).

Figura 8.4: 22 +y> =9, r = 3.

Otra manera de graficar una ecuacién polar es por el método tabular. Para la funcién r = f(0) se

asignan los valores para el angulo 6 y se obtienen los de r, conformando una tabla.
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Ejemplos.

1. Construir la gréafica r = 2 cos 36.

Solucién. Se realiza la siguiente tabla de valores

2101 -2(101(2 |0 |2

Es importante tener en cuenta que los angulos obtenidos en la tabla, se originan al igualar en

dngulo de la ecuacion al valor de la funcién coseno cuando esta es igual a cero, es decir, en 7,

por lo que 30 = § = 0 = %.

Una vez cumplido

A

2

ey
=

A

n’A“
= (B8] |
‘ n’A“
=

2

1o |

1

m|‘§;‘

A

LA

-

1A

LA
oo | B
]

Figura 8.5: r = 2 cos 36.

(P

l\'1|

=3
[P

=1

este proceso, se procede a graficar la funcién (Fig.8.5).

—
(S

= 2eosd

&
=

=
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2. Construir la grafica r = 1 + cos 6 (Fig.8.6).

Solucién.
3 |5} 3 7
60107 5| T T 7|7 2m
rlof14 21 [1-201-2]1 [1+2]2

Figura 8.6: r = 1 4 cos 6.

Resumiendo, el método general para trazar una gréafica consiste en dar valores a la variable 6 de la
ecuacién r = f(6) y hallar el valor correspondiente de la variable r, determinandose asi pares (r, 0)

que satisfacen la ecuacion.

El trazado de graficas puede simplificarse si previamente se efectiia un estudio de intersecciones y

simetria.
Intersecciones

Las intersecciones que generalmente se determinan son las que corresponden al eje polar y a un eje
perpendicular a este en el polo. Las primeras se hallan haciendo 6 = 0, +x, 27, nr, donde n € Z

y determinando en la ecuacién los valores correspondientes de r.
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Si existen intersecciones con el eje perpendicular al eje polar (a 90°), estas se obtienen haciendo
=%, n€Zyesimpar,60=(2n+1)5, n € Z.

Simetrias

1. Simetria con respecto al eje polar (Fig.8.7).

3

-'.---_---

p(r,—0) = p(—r,m—0)
Figura 8.7: Simetria con respecto al eje polar.

Hay simetria con respecto al eje polar, si la ecuaciéon no se altera o se transforma en una

ecuacion equivalente cuando:

a) se reemplaza 6 por —0.

b) se reemplaza 6 por m — 6 y r por —r.

2. Simetria con respecto al eje a 90° (Fig.8.8).

Figura 8.8: Simetria con respecto al eje a 90°.



Sistema coordenado polar 131

Hay simetria con respecto al eje a 90°, si la ecuacién no se altera o se transforma en una

ecuacion equivalente cuando:

a) se reemplaza 6 por m — 6.

b) se reemplaza 0 y r por —r.

3. Simetria con respecto al polo (Fig.8.9).

w46 /]

p(=r,0) =p(r,m+6)
Figura 8.9: Simetria con respecto al polo.

Hay simetria con respecto al polo, si la ecuacién no se modifica o se transforma en una

equivalente cuando:

a) se reemplaza 0 por 7 + 6.

b) se reemplaza r por —r.

Ejemplo. Grifica de la ecuacién de la espiral hiperbélica r = 7; Dy : 6 > 0 (Fig.8.10).

Solucidn. Los valores de 6 se asignan en radianes (solo asi tiene sentido). Para los valores de 6 # 0,
existen valores reales de r, ademads, limf — Or = oo, es decir, cuando # — 0, r toma valores cada

vez mas grandes. Para cuando 0 < 6 < 27 (un giro completo), r decrece desde +oo hasta %

La curva corta a las rectas que pasan por el polo, por ejemplo, la direccion del eje polar es cuando

6 = nm, n € N, entonces los puntos de corte de la curva con el eje polar son de la forma P, (n, %)

Algunos de estos puntos son:

L Elal[Els[m][F[2m] oo
12[/6 [4[3[2]1][2 [5 [—=0
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h
Y

=y

&

Figura 8.10: Grafica de la espiral hiperbélica de ecuacién r = 7

En coordenadas cartesianas las gréaficas de ecuaciones como x =constante 6 y =constante, se re-
presentan por rectas paralelas a los ejes coordenados. En coordenadas polares, las ecuaciones mas

simples son de la forma 6 = k (k-constante) y r = ¢ (c-constante).

0 = k representa el lugar geométrico de todos los puntos del plano cuyo dngulo polar es igual a k
por lo que es el radio vector toma varios valores, es decir, una recta que pasa por el polo y forma

un dngulo k con el eje polar (Fig.8.11).

Figura 8.11: § = k (k-constante) y r = ¢ (c-constante)

La ecuacién r = ¢ representa el lugar geométrico de todos los puntos del plano cuyo radio vector es
igual a ¢ y el angulo 6 estd variando, por lo que la grafica es una circunferencia de centro en el polo
y radio ¢ (Fig.8.12).
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P(C,0)

v

Figura 8.12: r = c.

8.3. Interseccion de graficas.

Las coordenadas de los puntos de interseccion de dos graficas se determinan como en coordenadas
cartesianas, resolviendo simultdneamente las ecuaciones respectivas o sus equivalentes. En este sis-
tema, las ecuaciones a resolver son, casi siempre, trigonométricas. Para hallar todos los puntos de

interseccién, se recomienda hacer un esbozo de las graficas.
Ejemplo. Determinar los puntos de interseccién de r = 2senf y r = 3 cos 6

Solucién. Resolviendo las ecuaciones dadas: 2senf = 3 cos 6, se tiene:

sen 0

cosf

N W W

tanf =

de donde

f = arctan —
2

6§ = 56°18' +nl180°,n € N

Los valores correspondientes son 67 = 56°18" y 6 = 236°18’ , correspondientemente:

ri = 2sen(56°18") = 2(0,832) = 1,664
r = 2sen(236°18') = 2(—0,832) = —1, 664

Las dos parejas de coordenadas corresponden al mismo punto P (1,664;56°18') = (—1, 664; 236°18').

Cualquier otro valor de # para n #0 o n # 1, correspondera al mismo punto P;.
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Aparentemente, Pj es el inico punto comun de las graficas. Pero las coordenadas del polo son r = 0

y 0 cualquier otro valor, se debe analizar por separado si el polo es un punto de interseccion de las

graficas, verificando en cada una de las ecuaciones existe un valor de # para el cual r = 0.

En el ejemplo, para § = 0°, se obtiene r = 0 en la ecuacién r = 2senf, y para 6 = 90° también se

obtiene r = 0 en la ecuacién r = 3 cos®.

Entonces, el polo pertenece a las dos graficas, y por tanto es otro punto de interseccién (Fig.8.13).

8.4.

r = 2sen

v

T = 3send

Figura 8.13: Solucion grafica de 2senf = 3 cos 6.

Ejercicios IV

. Representar en el sistema coordenado polar los puntos cuyas coordenadas son:

a)(=3,45°)  b)(2,-135°)  o)(-1,5)  d)(-3.F)

roly

. Determinar las coordenadas rectangulares de los puntos cuyas coordenadas polares son:

a)(0,90°) b)(v/2, —45°) c)(—4,0°) d)(2,-T)

FSE

Determinar la representacion polar principal de los puntos cuyas coordenadas cartesianas son:

a)(lvl) b)(\/?_’a_l) C)(572) d)(_L\/g) e)(QvO)

Hallar las ecuaciones cartesianas que corresponden a las ecuaciones polares siguientes:

a)r =3cost)  b)r=5-— c)r:m d)r = 5 6,
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5. Determinar la ecuacién polar que corresponde a cada una de las ecuaciones cartesianas si-

guientes:

a)ry = 2 b2 +y* =16 c)2z—y=0 d)y?>—322-24r-36=0

6. Construir la grafica de las ecuaciones:

a)r =13 b)f§ = 2 rad c)r=4cscl d)r= seng e)r? = sen 20

7. Determinar los puntos de interseccion de las siguientes parejas de curvas:

r=2cosf r2 = 9cos 20
b) ¢)
r=1 r=3v2senf

r =

a)e

INERESE

2 _ sen3f
f)T‘ ~ cos@
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