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INTRODUCCION

El mérito principal de esta publicacion y del trabajo realizado, radica en la seleccion de las
temaéticas, de los ejemplos y el lenguaje sencillo que, sin restarle rigor a los conceptos, se presentan de
forma clara y precisa, con la profundidad que corresponde, de modo que los puede entender cualquier
estudiante que empieza sus estudios universitarios y quienes deseen recordar los principios del calculo.
Vale decir que la experiencia de méas de 35 afios de docencia en el area de matematicas de sus autores,
ha posibilitado la elaboracion de este libro que, sin duda alguna, puede ser adoptado como libro de texto
en cualquier programa profesional que tenga en su formacion los fundamentos de matematicas,
particularmente, en los programas de las disciplinas de ciencias econémicas y administrativas, de ciencias
exactas y naturales y de ingenieria, de la Universidad de Narifio, Institucion donde laboran sus autores,
quienes se complacen de poner a su disposicién esta importante obra y esperan contar con su
retroalimentacion. Confiamos que este libro sea de utilidad, no para ser reproducido en forma exacta en
el aula de clases, sino para ser adaptado a su propia realidad y experiencia; contiene todas las tematicas
de la asignatura de Matematicas Generales que se ofrecen en la Universidad de Narifio.

Esta obra es un producto derivado del libro Introduccién a los fundamentos de matematicas
generales (Portilla y Caicedo, 2019), producido por los mismos autores; obviamente, ha sido revisado,
mejorado y ampliado y contiene nuevos ejercicios de aplicacion. En este libro se desarroll6 el capitulo
de funciones trigonométricas, de modo que se pueda adoptar como un libro de texto, con lo cual, no sélo
orienta a los profesores de fundamentos de matematicas, sino, principalmente, ayuda a los estudiantes a
mejorar su conocimiento, la comprension y aplicacion de los conceptos.

El libro estd organizado en cuatro capitulos. El primero, Elementos de l6gica matematica y de
teoria de conjuntos, aborda tematicas relacionadas con proposiciones y aplicaciones, elementos de la
teoria de conjuntos y propiedades, que inducen al estudiante al rigor de la matematica y de las
demostraciones, finalizando con una seccion de ejercicios. El segundo capitulo, Conjuntos numéricos,
trata temas relacionados con los conjuntos de los nUmeros naturales, 1os nimeros enteros, racionales y
reales, propiedades y aplicaciones, equivalencias y conversiones de unidades de medida, entre otros
aspectos. El capitulo tercero, Introduccion al algebra, aborda el estudio de polinomios, productos y
cocientes notables, factorizacion, racionalizacion, solucion de ecuaciones e inecuaciones, intervalos
reales, problemas resueltos y propuestos. Finalmente, en el cuarto capitulo, Funciones, se estudia las
funciones reales, algunas funciones destacadas, aplicacion de las funciones y ecuaciones, relacién entre
grados y radianes, funciones trigonomeétricas directas e inversas y finaliza con la aplicacion de las
funciones trigonométricas a la resolucion de triangulos.

Los autores
Octubre de 2020






CAPITULO 1.
ELEMENTOS DE LOGICA MATEMATICA Y DE TEORIA DE CONJUNTOS

1.1 ELEMENTOS DE LOGICA MATEMATICA

Una de las mayores dificultades que tienen los estudiantes para asimilar, comprender los
conocimientos matematicos, analizar, deducir procesos matematicos, radica en el uso y escaso manejo
del lenguaje y la simbologia propia de esta ciencia. Teniendo en cuenta lo anterior, los autores plantean
elementos basicos y necesarios tanto de la l6gica matemética como de la teoria de conjuntos. Con estos
temas se pretende que los estudiantes se apropien de estos contenidos para su uso y aplicacion durante el
desarrollo de un curso de matematicas basicas en Educacion Superior.

1.1.1 Proposiciones

Una proposicion es un enunciado que tiene un solo valor de verdad: Verdadero o Falso.
Una proposicion se designa o denota con una letra; por ejemplo, p,q,7,s,t; P,Q,R,S,T u otras.

En el lenguaje comun, en la cotidianidad, el valor de verdad de una proposicion depende de ciertas
circunstancias, factores, conveniencias, tales como: tiempo, lugar, lenguaje convenido, contexto, entre
otros.

Ejemplos:
Las siguientes declaraciones o expresiones, son ejemplos de proposiciones.

p: Cinco es un numero natural q: 0,75 es un namero irracional  r: 10 no es nimero entero

s: Hoy es dia lunes t: Hace mucho calor w: Jaime no es inteligente

De las propiedades de los conjuntos numéricos, se sabe que la proposicion p es verdadera, g y r
son falsas; sin embargo, el valor de verdad de las proposiciones s, t, w queda sujeto a circunstancias o
factores como los descritos anteriormente. En efecto, para s, depende del dia en que se enuncia la
afirmacion; para t, de las condiciones del estado del tiempo, estado climatoldgico.

En adelante, se utiliza esencialmente proposiciones matematicas, excepto en algunos ejemplos donde se
requiera ilustrar con otros casos.

1.1.2 Negacion de una proposicion

Operador ~ (NO; NOT)
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La negacion de una proposicion p se indica por ~p, en la cual se lee: no p. Asi, ~p es otra proposicion
Ilamada negacién de p.

Si p es falsa, entonces, ~p es verdadera; y si p es verdadera, entonces, ~p es falsa.
Ejemplos:
Negando las proposiciones de los ejemplos anteriores, se tiene:

~p: €inco no es un numero natural. ~q: 0,75 no es un namero irracional.

~7r: 10 es numero entero. ~s: hoy no es dia lunes.

~t: no hace mucho calor. ~w: Jaime es inteligente.
Nota:
La negacion de la negacion de una proposicion dada, equivale a la misma proposicion.
Ejemplos:

~(~p): Cinco es un numero natural.

~(~q): 0,75 es unnumero irracional.

~(~7): 10 no es nimero entero.

Como se puede observar, la negacion de la negacion de una proposicion, produce la proposicién original;
en este caso, se obtienen, respectivamente, las proposiciones iniciales p, g, r.

1.1.3 Proposicion simple

Una proposicion es simple (aislada) cuando no tiene operadores binarios; es decir, cuando existe una sola
unidad de afirmacion.

Ejemplos:

p: un nimero par es divisible por 2; g: los nimeros naturales son infinitos.
1.1.4 Proposicion compuesta

Una proposicion es compuesta cuando tiene al menos un operador (conectivo) binario.
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De aqui se deduce que la conjuncion, disyuncion y disyuncién excluyente son proposiciones compuestas.

Una proposicién compuesta, también se denomina molecular y, una simple, atdmica.
1.1.4.1 Conjuncion

Operador A (Y; AND)

Si p, g son proposiciones, entonces p A g es otra proposicion llamada conjuncién de p con g. En la
expresion p A g, se lee: p y q; también p and q.

Valor de verdad de una conjuncién

Una conjuncion es verdadera, Unicamente cuando son verdaderas las dos proposiciones que la
constituyen; en cualquier otro caso, la conjuncién es falsa.

1.1.4.2 Disyuncion

Operador v (O; OR)

Si p, q son proposiciones, entonces, p V g es otra proposicion que se denomina disyuncion de p con q.
En la expresion p V g, se lee: p 0 q; 0 también p or q.

Valor de verdad de una disyuncién

Una disyuncién es verdadera, cuando es verdadera al menos una de las dos proposiciones que la
constituyen; por tanto, una disyuncion es falsa, inicamente cuando son falsas las dos proposiciones que
la constituyen.

1.1.4.3 Disyuncion excluyente o exclusiva

Operador Vv (6; XOR)

Si p, g son proposiciones, entonces, p v g es otra proposicion Ilamada disyuncion excluyente de p con
q. En la expresion p v q se lee p 6 q, 0 también p o q pero no ambas (p xor q; p or q but not both)

Valor de verdad de una disyuncion exclusiva

Una disyuncidn excluyente es verdadera, cuando es verdadera Unicamente una de las proposiciones que
la constituyen; por lo tanto, la una excluye a la otra; es decir, una disyuncién excluyente es verdadera
cuando las dos proposiciones que la constituyen tienen diferente valor de verdad.
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Tablas de valores de verdad de negacion, conjuncion, disyuncion y disyuncion exclusiva
Negacion Conjuncion Disyuncion Disyuncion exclusiva
p ~p p q PAQ p q rvq p q |([pVq
% % % % % % % % f
v f
% f f v f v % f v
f % f f % % f % %
f \
f f f f f f f f f

Observando los valores de verdad de las tablas anteriores, se podria decir que una disyuncién no es
exigente, puesto que, para que sea verdadera, no es necesario que las proposiciones que la conforman
sean verdaderas; pues, basta que sea verdadera una de ellas; en cambio, una conjuncion es exigente,
puesto que, para que sea verdadera, es decir, para que se cumpla, es necesario que las dos proposiciones
que la constituyen, sean verdaderas.

Los simbolos ~, A, Vv, V, son operadores 16gicos.

El simbolo ~ es operador unario, porque se aplica o actla sobre una proposicion; en cambio, los
operadores A, V, V, son operadores binarios, porque unen dos proposiciones. Estos operadores son
conectivos l6gicos fundamentales.

Ejemplos:

p: 100 es numero natural. q: 0.85 es nimero entero. r: —120 es nUmero entero.

La proposicion p v q: 100 es nimero natural o 0.85 es nimero entero; es verdadera, porque p es
verdadera. Observe que no importa el valor de verdad de la proposicion g que, para este ejemplo, es
falsa.

p A q: 100 es un namero natural y 0,85 es un nimero entero, es falsa, porque g es falsa.
Note que no importa el valor de verdad de p que, para este ejemplo es verdadera.

p Ar: 100 es nimero natural y - 120 es nimero entero es verdadera porque, tanto p como r son
verdaderas.

Sean las proposiciones siguientes:

Editorial Universitaria — Universidad de Narifo, octubre de 2020




Capitulo 1. Elementos de l6gica matematica y de teoria de conjuntos

S: x es numero racional. t: x es nimero irracional.
s V t:x es numero racional 6 x es nimero irracional

La proposicion s V t es una disyuncion excluyente porque, si x es racional, no puede ser irracional; o si

x es irracional, entonces, x no es racional. En realidad, la proposicion s excluye a la proposicion t, y
viceversa.

Asi pues, si s es verdadera, entonces t es falsa; y si t es verdadera, s es falsa. En este ejemplo, la
proposicion s V t es verdadera.

1.1.4.4 Proposicion implicacion

Operador — (Si ... entonces ...; If ... then ...)
Sean las proposiciones arbitrarias p, q.

La expresion p — q es otra proposicion, llamada implicacion; la cual, puede constituir un enunciado
condicional, hipotético o implicativo.

La expresion p — q se lee: p implica g; si p entonces q; p solamente si g; p sélo si q; q sip.

En la proposicion p — q, p es el antecedente y g es el consecuente. Esta proposicion es la de mayor
aplicacién en los procesos matematicos deductivos, inclusive, en el lenguaje comun.

Vale anotar que en procesos de demostracion matematica de una proposicion de la forma p — q, se
asume que p es una proposicion verdadera; es decir, se asume que p es una verdad hipotética. En realidad,
no tiene sentido considerar que la proposicion p sea falsa, porque en este caso, la implicacion es
verdadera. Por esto, la proposicion p — g constituye un enunciado hipotético.

La proposicién p es la condicion que se impone y, si se concluye que g es verdadera, entonces, la
proposicion implicacion (p — q) es verdadera. Por esto, a la proposicion p — g también se la denomina
enunciado condicional.

Ejemplos:
Un estudiante, afirma lo siguiente ante sus comparieros:

Si apruebo las asignaturas del primer semestre, entonces en vacaciones me voy a las playas de
Cartagena.

Si terminado el semestre, el estudiante aprueba todas las asignaturas (antecedente verdadero) vy,
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efectivamente, en vacaciones va a las playas de Cartagena (consecuente verdadero), entonces, el
estudiante no miente; es decir, el estudiante cumple lo que promete; en este caso, la implicacion es
verdadera.

Pero si el estudiante aprueba todas las asignaturas (antecedente verdadero) y en vacaciones no viaja a las
playas de Cartagena (consecuente falso), entonces, el estudiante no dice la verdad; es decir, no cumple
lo que promete; en este caso, la implicacion es falsa.

Ahora bien, si terminado el semestre, el estudiante no aprueba todas las asignaturas (antecedente falso),
entonces el estudiante no esta obligado a viajar a Cartagena; en este caso, si viaja a Cartagena
(consecuente verdadero) o si no lo hace (consecuente falso), el estudiante no miente; ya que, Si no se
cumple la condicién que él mismo se impuso, queda libre de tomar la decisién que desee. En
consecuencia, en estos dos Ultimos casos, la implicacion seria verdadera.

Valor de verdad de una implicacion

Una implicacion es falsa, inicamente cuando el antecedente es verdadero y el consecuente es falso, ya
que, cuando el antecedente es falso, no interesa el valor de verdad del consecuente, puesto que, en
cualquier caso, la implicacion es verdadera.

Tabla de verdad de la implicacion
p q p—q
v v v
% f f
f % Vv
f f Vv

1.1.4.5 Proposiciones reciprocas, contrarias y contra reciprocas.

Las proposiciones. p — q Yy q — p son reciprocas; se dice que la una es la reciproca de la otra.
Las proposiciones.p - g y ~p — ~ g son contrarias; la una es la contraria de la otra.

Las proposiciones. p - q Yy ~q — ~ p son contra reciprocas; la una es la contraria y reciproca de la
otra.

Ejemplos:

Segun lo anterior, se tiene las siguientes afirmaciones:
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La reciproca de r — ~ q es la proposicion: ~q — .

La contrariade ~q — r es la proposicion: ~(~q) -~ r oseaq - ~ 1.

La contra reciproca de r — ~ g es la proposicion: g —» ~ .

En proposiciones reciprocas, el antecedente de la una, es el consecuente de la otra.

En proposiciones contrarias, el antecedente de la una, es la negacion del antecedente de la otra, y el
consecuente de una, es la negacion del consecuente de la otra.

En proposiciones contra reciprocas, el antecedente de la una, es la negacion del consecuente de la otra.

Cuando una proposicion p — q es verdadera, se dice que p es condicion suficiente para q, y que g es
condicion necesaria para p.

Cuando una implicacion es verdadera, independientemente de los valores de verdad de las proposiciones
simples que figuran en ella, se dice que la implicacién es tautologicamente verdadera, y en este caso se
emplea el simbolo = para expresar en forma simbolica la implicacion.

Nota:

También se puede utilizar el simbolo — para la implicacion en general y el simbolo = para la
implicacion tautoldgica.

1.1.4.6 Proposicion doble implicacion

Operador: < (p si y solo si q)

La proposicion p < q se lee: p si y solo si g; p solamente si q; y representa o es la “abreviacion” o
“notacion” de la conjuncion: (p = q) A (q = p).

La doble implicacién, también se denomina bicondicional.

En la tabla que sigue, se puede observar que una proposicion bicondicional es verdadera, cuando las dos
proposiciones que la constituyen tienen el mismo valor de verdad; y es falsa, cuando los valores de verdad
de las dos proposiciones que la conforman son contrarios.

Tabla de verdad de la doble implicacién

p—q

P=4) 497P | (p-q)Ar(q-p)
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v v v v v
% f f % f
% % % f f
f f % % %

Ejemplos:
1. Una conjuncién es verdadera, si y solo si, las proposiciones que la constituyen son verdaderas.

La anterior proposicion es verdadera, porque si una conjuncion es verdadera, implica o se concluye que,
las proposiciones que la constituyen son verdaderas. Ahora bien, si las dos proposiciones que constituyen
una conjuncion son verdaderas, entonces, se concluye que dicha conjuncién es verdadera; es decir, la una
afirmacion conlleva la otra.

2. Una disyuncion es verdadera, si y solo si, las proposiciones que la constituyen son verdaderas.

La anterior proposicion es falsa, porque si una disyuncion es verdadera, no implica o no se concluye que
las dos proposiciones que la constituyen sean verdaderas, porque puede suceder que una de ellas sea
verdadera y la otra sea falsa.

Ahora bien, si las dos proposiciones que conforman una disyuncién son verdaderas, entonces, se puede
concluir que dicha disyuncion es verdadera.

En este ejemplo, la primera afirmacidn no implica la segunda, pero la segunda afirmacién si implica la
primera.

Nota:

Sip - qesfalsay g — p esverdadera, entonces, la proposicion (p — q) A (q — p) es falsa; por lo tanto,
la proposicién p < q es falsa.

Generalmente, en matematicas, las definiciones se expresan como una proposicion de doble implicacion.
Por ejemplo, si p & q es una definicién, entonces, en la proposicién p se enuncia lo que se define, y en
la proposicién g se establece la condicion o condiciones que se deben cumplir.

Ejemplos:
Sea n un numero entero.

e n esnumero par, siy solo si, existe un nimero entero k tal que n = 2k.
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e nesnumero impar, si 'y solo si, existe un nimero entero h tal que n = 2h + 1.

En las afirmaciones anteriores, se dan las definiciones de numero par y de nimero impar; también se
establece la condicién que se debe cumplir para que un nimero entero sea par 0 sea impar.

Cuando una proposicion p < q es verdadera, se dice que la una proposicion es condicion necesaria y
suficiente para la otra.

Cuando una doble implicacion es verdadera independientemente de los valores de verdad de las
proposiciones simples, entonces, se dice que la doble implicacion es tautolégicamente verdadera; en este
caso se utiliza el simbolo < para expresar en forma simbolica la doble implicacion. El simbolo < se
lee: equivalente; en este caso, las dos proposiciones que la constituyen son equivalentes.

Nota:
Se puede utilizar el simbolo < para la doble implicacion en general, y el simbolo < para la doble
implicacion tautoldgica.

1.1.5 Combinacién de valores de verdad para n proposiciones

Para un nimero n de proposiciones simples, se obtiene, en total, 2™ combinaciones de valores de verdad.

. . .y . . . 2n . .,
Para la primera proposicion, se asigna bien en fila o columna, Y valores verdaderos (V) y a continuacion
2n . . 2n
Y valores falsos (f); para la segunda proposicion, se asigna en forma alternada: s valores verdaderos

2n . . 2" 2n
Yy valores falsos; para la tercera proposicion, se asigna en forma alternada: - verdaderos y - falsos

hasta completar 2™ valores. Se continua asi, en forma sucesiva, hasta llegar a la Ultima proposicion, para
la cual se asigna alternadamente un valor verdadero y un valor falso hasta completar 2™ valores de verdad.

Ejemplo:

Para tres proposiciones simples p, g, se obtiene un total de 23 = 8, combinaciones de valores de
verdad.

A la proposicion p se asigna 4 valores v y a continuacion 4 valores f; a g se asigna en forma alternada,
2 valores v y a continuacion, 2 valores f, hasta completar 8 valores; a r se asigna alternadamente una v
y una f.
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v v f
v f v
v f f
f v v
f v f
f f v
f f f

1.1.6 Formula bien formada F.B.F.

Intuitivamente, una proposicion compuesta es una F.B.F. cuando se puede determinar de qué proposicion
se trata; a la vez, las dos proposiciones que la constituyen son F.B.F. Asi, en forma sucesiva, hasta
“llegar” a las proposiciones simples.

Cuando la proposicién inicial es una negaciéon, aquello que se niega, debe ser una F.B.F.
Mediante las siguientes reglas, se definen formulas bien formadas:

e Una proposicion simple, es una F.B.F.

e Lanegacion de una F.B.F, es también una F.B.F.

e Cuando se compone una F.B.F con los conectivos: A, V, —, <> , se obtiene una F.B.F.

e Unacadenade proposiciones simples, es una F.B.F, cuando el hecho de serlo, se deduce de un nimero
finito de aplicaciones de las reglas anteriores.

Signos de agrupacion, como el paréntesis, llaves, corchetes, se emplean para determinar una F.B.F. o
bien para obtener o establecer la proposicion deseada, puesto que se considera una sola proposicion
aquello que se asocia. La prioridad de los signos de agrupacion, se toma de afuera hacia adentro.

Cuando no hay signos de agrupacién, la prioridad de los conectivos para determinar la proposicién es la
siguiente: «=,—, V, V, A, ~.

10
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EXPRESIONES DE F.B.F.

JUSTIFICACION

p.q,r Son proposiciones simples, por lo cual son F.B.F.
~p,~q,~T Son negaciones de F.B.F.

~DAq Es una conjuncién

pVv~q Es una disyuncion.

~p S ~T Es una implicacion.

~T & ~(q

Es una proposicion bicondicional.

(creo~oar

Es una conjuncién de las proposiciones (~r <= ~q) y r.

~po~TAQ

Es una implicacion; la prioridad es el conector—sobre ~. Se la puede
escribirasi: ~p = (~r A q)

pArqvT Es una disyuncion porque v prima sobre A; se la puede escribir asi (p
AQ)VT.

PA QAT Se la puede expresar como (pA q)Ar o0 asi: pa (q AT). En
cualquier caso, se obtiene el mismo valor de verdad.
Cuando se elabora la tabla de verdad de (p A q) A7, primero se debe
obtener los valores de p A g y luego para el segundo conectivo. Para la
tabla de p A (g A1), primero se obtiene los valores de g A y luego
para el primer conectivo.

pvqvr Es una disyuncion; se la puede expresar como pv(q vr) 0 asi

(p v q) Vv r;pues, con cualquiera se obtiene la misma tabla de verdad.

p > qna(q— p)

Es una implicacion; la prioridad es — sobre A. El consecuente es la
conjuncion g A (q — p) Y ésta es conjuncion porque la implicacion
estd agrupada, lo cual hace una sola proposicion.

—=q ~Aq-op

Es una implicacion; el antecedente es (p = q) A q Y el consecuente
es p.

-9 ~@—-Dp)

Es una conjuncion; la primera proposicién es p — q Y la segunda es
q — p; las dos proposiciones estan agrupadas.

11
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EXPRESIONES DE F.B.F.

JUSTIFICACION

Recordar que la anterior proposicion se la expresa asi: p < q, la
cual es un bicondicional; por lo tanto, la conjuncion de una
implicacion con su reciproca, es un bicondicional.

p (—)q<—>’r

Es una bicondicional, ya sea por el primer < o por el segundo. Se la
puede expresar asi: (p <> q) <= r 0 p < (q < r). En cualquier
caso, se obtiene el mismo valor de verdad.

Cuando se elabora la tabla de verdad de (p <= q) <> r, primero se
deben obtener los valores de p «<— q y luego para el segundo conectivo;
y paralatablade p <= (q < r), primero se obtiene los valores de g <
r Yy luego para el primer conectivo.

En conclusion, es una F.B.F. puesto que, no importa como se agrupen
las proposiciones, siempre se obtiene el mismo valor de verdad.

Las siguientes expresiones no constituyen F.B.F.

EXPRESIONES QUE NO SON F.B.F. JUSTIFICACION

p—q—r

NO esunaF.B.F., porque p = (q — r) esimplicacion por
el primer conectivo; (p — q) — r es implicacion por el
segundo conectivo y las tablas de verdad de ellas son
diferentes.

pPo>qAqgop La implicacion prima sobre la conjuncion, hay dos
conectivos de implicacién y las tablas de verdad dependen
de cuél implicacion se tome primero.

Nota:

Para elaborar la tabla de verdad de una proposicion en la cual no hay signos de agrupacion, se debe tener
en cuenta las siguiente la prioridad: ~, A, V, V, -, <. Esdecir, en una cadena de proposiciones primero
se aplica ~, luego A, posteriormente V, y asi sucesivamente.

Ejemplo:

En una Unica tabla, obtener los valores de verdad de las siguientes proposiciones:

12
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PG >OAr;qarspo>(qar); o q) > q-o1p-(qoT).

P A[r|P2q| (P >DAT QAT [ P>@AD) | (P29 T | qoTr | p2(QoD)
ARAN v v v v v v v
v v|f v f f f f f f
v|flv f f f f v v v
v|f|f f f f f v v v
flv]|v v v v v v v v
flv|f v f f v f f v
flf|v v v f v v v v
flf|f v f f v f v v
1(2|3 4 5 6 7 8 9 10

Segun los valores obtenidos en 8 y 10, se concluye que la proposicion (p — q) — r, no es equivalente
con p = (q—=r).

1.1.7 Proposiciones equivalentes

Dos proposiciones compuestas con las mismas proposiciones simples, son l6gicamente equivalentes, si
asignando los mismos valores de verdad a las proposiciones simples, las proposiciones compuestas
resultan con el mismo valor de verdad. Sus respectivas tablas de verdad, son idénticas.

Ejemplos:

Como se puede observar en las tablas que siguen, asignando los mismos valores de verdad a p y g en
ambas tablas, los valores de verdad de las proposiciones compuestas (p = q) y (~p V q) tienen los
mismos valores de verdad; en consecuencia, las proposiciones (p = q) Y (~p V q) son equivalentes, lo
cual se simbolizaasi: (p » q) & (~p Vq).

13
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p q p—q P q ~p| ~PVq
v v % % % f \Y;
v f f % f f f
f \Y; v f v v Y,
f f % f f % \Y;

La proposicion: Carlos es estudiante y es futbolista, es equivalente a la proposicion: Carlos es futbolista
y es estudiante; ya que expresan lo mismo; no importa qué se mencione primero, bien sea la palabra
estudiante o la palabra futbolista.

De igual manera, la proposicion: Diana estudia inglés o Diana estudia matematicas, es equivalente a la
proposicion: Diana estudia matemaéticas o Diana estudia inglés.

Segun lo anterior, la proposicion (p A q) es equivalente a la proposicion (g A p); 1o mismo ocurre con
las proposiciones: (p Vq)y (qV p);esdecir: (pAq) © (qADp); (pVqg) © (qVDp)

En algunos casos de dos proposiciones equivalentes, una de ellas puede ser simple, por ejemplo:
(pVvp) ©p.

Tambien se puede afirmar lo siguiente: una proposicion p es ldgicamente equivalente con otra
proposicion q, cuando para cada asignaciéon de valor de verdad a las proposiciones simples que la
componen, p y q tienen el mismo valor de verdad.

Nota:
Toda proposicidn, es equivalente con si mismo: p & p.
También se usa el simbolo = para indicar equivalencia, o el signo =. Asi: (p Vp) =p; (p Vp) = p.

1.1.8 Leyes de la légica proposicional

En el algebra de proposiciones, se utiliza equivalencias, las cuales se constituyen en leyes logicas porque
su empleo es muy frecuente. Se establece algunas de ellas.

En las siguientes expresiones, el simbolo < se lee equivalente a; y es analogo al signo igual (=) que
representa igualdad en aritmética y en algebra. Se emplea el simbolo, =, para indicar que la implicacion
es verdadera.

1. Involutiva

La negacion de la negacidn de una proposicion es equivalente a la misma proposicion.

14
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~(~p)ep
2. Conmutativa

La conjuncion y la disyuncién de proposiciones son conmutativas.

P Ag) < (@ADp) (Vv ag)e(qVDp) Pva) e (qV p)
3. ldempotencia

La conjuncion y la disyuncién son idempotentes.

(pAp) =D (pVp) ©p
4. ldentidad

Si T es una proposicion verdadera y C es cualquier proposicion falsa, entonces, T y C actian como
elementos neutros (mddulos), en la conjuncién y la disyuncion de proposiciones, respectivamente. Por
esto también se llaman leyes modulativas.

(PAT) S p (pvC)e p
5. Leyes de D’Morgan

La negacion de la disyuncién de dos proposiciones, es equivalente a la conjuncién de las negaciones de
estas; y la negacion de la conjuncion de dos proposiciones, es equivalente a la disyuncién de las
negaciones de estas dos proposiciones. En simbolos se tiene:

~prVvq) & (~pA~q) ~(pAq) © (~pV~q)

A la negacion de una disyuncién se la llama anti disyuncién: en inglés NOT OR o simplemente NOR.
Ademas, a la proposicion ~(p V q) 0 asu equivalente (~p A ~q), se la denota porp | q.

El simbololes la flecha de Pierce.

A lanegacion de una conjuncion se la llama anti conjuncion: en inglés NOT AND o simplemente NAND.
Ademas, a la proposicion ~(p A q) 0 a su equivalente, (~p V ~q), se ladenotaporp T q.

El simbolo T es el trazo de Sheffer.

15
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En la proposicion (~p A ~q), (no p y no q), en el lenguaje comun se lee: ni p ni q.
6. Asociativa

La conjuncion, disyuncién y disyuncion excluyente, son asociativas.

A ATepA(@@AT) (V) Vrepv(Vvr) (pVYg Vr & pV(qg Vr)
7. Distributiva

La conjuncion se distribuye respecto a disyuncién, y la disyuncion respecto a la conjuncion.

Distributiva por izquierda:

pA(@@Vr)e (@ AqV(p ArT) pvV@Ar)e V@ A(pVT)

Distributiva por derecha:

v rr & (pAT)V(QAT) A Vr & (pVr)A(qVr)

8. Ley del tercio excluido
Como p V ~p es una tautologia, se obtiene la siguiente equivalencia: (pV ~p) & T

9. Leyes del complemento

(pv~p) T pA~p)eC ~C T

10. Ley de la contraccion conjuntiva o simplificacion

rq=1p A q)=q

Una conjuncién, implica (tautolégicamente), cualquiera de las dos proposiciones que la constituyen.

11. Silogismo hipotético

(o)A ((@-o1)]=@~->T)
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Segun lo anterior, se dice que: la implicacion cumple con la ley transitiva.
12. Modus ponendo ponens -MPP
[P Apr]l=q
Si una implicacion es verdadera y su antecedente es verdadero, entonces su consecuente es verdadero.
13. Modus tollendo tollens -MTT
(P> r~q]=~p
Si una implicacién es verdadera y su consecuente es falso, entonces su antecedente es falso.

14. Modus tollendo ponens -MTP o silogismo disyuntivo

[(pva)r~q]l=Dp [(pva)a~p]=q
Si una disyuncion es verdadera y una de sus dos proposiciones que la constituyen, es falsa, entonces, la
otra proposicion es verdadera.
Nota:
Tener presente que en las leyes 10, 11, 12, 13y 14, el simbolo = representa una implicacion tautologica.
15. Leyes de absorcion
Absorcion total
[pv(pr@)]=p IENCARDN
Absorcion parcial
[pv(~rArq@)]epva [pA(~pv @)= prg
16. Ley de la adicion
p=pvq

17. Ley transitiva de la doble implicacion (Bicondicional)

(e r((@er)]=(p o)

17
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Se establecen otras tautologias, algunas de ellas también tienen aplicacion o uso dentro de la matematica.
18. Equivalencia del bicondicional y de la negacion del bicondicional.
Peq o (~pe~q) e ~@Ya)
~peq e @peq) ~peqge(pe~q
Se observaque: (~p < q) © (p < ~q)
Ejemplos:
Sean las siguientes proposiciones p y q:
p: ABC es un triangulo equilatero q:AB = BC = AC

p < q : ABCestridngulo equilatero, siy solo si, AB = BC = AC. Laproposicionp < q es verdadera;
en realidad es la definicion de triangulo equilatero.

~p < ~q: ABC no es triangulo equilatero, si y solo si, AB+ BC o BC +# AC 0 AB # BC. La
proposicion ~p < ~ q es verdadera.

~p < q : ABC no es triangulo equilatero, si y solo si, AB = BC = AC. La proposicion ~p < q €S
falsa.

p < ~q : ABC es triangulo equilatero, si y solo si, AB # BC 0 BC + AC 0 AB # BC. La proposicién
p « ~ q es falsa.

19. Equivalencia de la implicacion
P-a e (~pVva)
®-q e (~q-> ~p)

Esta equivalencia corresponde a la contrarreciproca; es decir, una implicacién es equivalente con su
contrarreciproca.

20. Equivalencia de la disyuncion excluyente y de su negacion.
va) = ~@ < q) ~(pVva) = Peq)
~pvqa) < (~pvaq) ~(Vva)  (pv~q)

Se observaque: (~pVq) © (pV~q)

18
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21. Valor de verdad de las proposiciones de una doble implicacion verdadera
[(p o) Ap]=4q [(peog)rgl=p
[((p © @) A~p]= ~q [(peqA~q]=~p

Se observa que, si una doble implicacion es verdadera y una de las dos proposiciones que la forman, es
verdadera, entonces la otra proposicion también es verdadera; y si una doble implicacion es verdadera 'y
una de las dos proposiciones que la forman, es falsa, entonces la otra proposicidén también es falsa.

22. Valor de verdad de las proposiciones de una disyuncion excluyente verdadera
[(pv @) Ap] = ~q [(pY@)Aql = ~p

[(PY@)A~p]l=q [PV A~q]l =D

Se observa que, si una disyuncion excluyente es verdadera y una de las dos proposiciones que la forman,
es verdadera, entonces la otra proposicion es falsa; y si una disyuncion excluyente es verdadera y una de
las dos proposiciones que la forman, es falsa, entonces la otra proposicion es verdadera.

Tanto las equivalencias del numeral 21 y las de este numeral, como sus conclusiones, se deducen de los
valores de verdad que se obtienen en las respectivas tablas de verdad.

Contradicciones
Son contradicciones:
pA~D ~[(pAq) - p] (pAQ) A~q

Las tautologias y las contradicciones se emplean para probar la consistencia interna de las
argumentaciones.

Contingencias

Son contingencias:pAq  pVgq q=p (q o p)AT peq)-r
Las contingencias se utilizan en la construccion de los circuitos de control y automatismo.
Negacion de una tautologia y de una contradiccién

La negacidon de una tautologia es una contradiccién, y la negacién de una contingencia, es otra
contingencia.

En el desarrollo de las unidades que siguen, se estableceran ejercicios, problemas de aplicacion,

19

Editorial Universitaria — Universidad de Narifo, octubre de 2020




Fundamentos de matematicas generales

definiciones, conjunciones, disyunciones, implicaciones, negacion de proposiciones, tanto en la teoria
como en los ejemplos; temas que estan relacionados con los elementos de l6gica matematica estudiados.

1.1.9 Circuitos asociados a las proposiciones.

A una proposicion simple, se le asocia un circuito eléctrico elemental, con un interruptor (ver Gréafico 1).
Para el circuito con un valor de verdad de la proposicion, interesa Gnicamente la linea de corriente que
tiene el interruptor. Para un valor verdadero, el circuito se cierra, como en el Grafico 2, y para falso, el
circuito se abre, como en el Gréfico 3.

A la salida de un circuito cerrado se asigna el 1 y al abierto el 0; por lo tanto, la salida de un circuito
puede estar en estado 1 o estado 0.

Gréfico 1. Circuito asociado a una proposicién simple

Interruptor

[ ]
+~L p  salida,,

Gréfico 2. Circuito cerrado con una proposicion simple

1

.
>

P v

Grafico 3. Circuito abierto con una proposicion simple

0 «

o) t

A una conjuncion p A q, le corresponde un circuito con dos interruptores es serie, tal como se ilustra en
el Grafico 4.

Gréfico 4. Circuito de una conjuncion

S ™
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A una disyuncion p V q, le corresponde un circuito con dos interruptores en paralelo, como se muestra
en el Gréfico 5.

Grafico 5. Circuito de una disyuncion

—— .
P

q
-

Los circuitos asociados a pAq,y pVgq, para p verdaderay q falsa, son los Gréficos 6 y 7,
respectivamente. Se puede observar que, en el Gréafico 6, el estado del circuito en la salida es 0, puesto
que la proposicion p A q es falsa; en cambio, el Grafico 7 muestra que, en la salida el estado del circuito
es 1, dado que la proposicion p V q es verdadera.

Gréfico 6. Salida del circuito de la conjuncion p verdadero y g falso

p q ., 0

s
w -

Gréfico 7. Salida del circuito de la disyuncion p verdadero y q falso

D

q - 4

Para construir el circuito de una proposicién compuesta, se transforma la proposicion aplicando leyes
I6gicas hasta obtener una proposicion la cual s6lo contenga operadores de conjuncién, disyuncién o
negacion. Si se obtiene la negacion de proposiciones compuestas negadas, se aplica las leyes de
D’Morgan u otra ley logica.

Ejemplos:
1. Dibujar el circuito asociado a la proposicion p V gq.
pvqge ~{peq)
=~[->9 A (@-Dp)]
< ~[(~pVa A (~qVD)]
= [~(~pVq@V ~(~qVp)]
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S [(pA~q) V(g A~p)]
Nota:

En la cadena de equivalencias anterior, se aplicé la ley transitiva de <. En la primera equivalencia, es
decir parapasardep Vq a ~(p < q), se uso la equivalencia de la disyuncion excluyente. En la segunda
equivalencia, se aplico la equivalencia del bicondicional; en la tercera, se utiliz6 la equivalencia de la
implicacion; en la cuarta, la Ley de D’Morgan; en la quinta y ultima equivalencia, nuevamente se aplicd
la ley de D’Morgan.

Conclusion:

Como pvg < [(pA~q)V (qA~p)]; entonces, en ésta Ultima proposicion, se cumple la condicion
para dibujar el circuito, el cual, dada la equivalencia de proposiciones, también corresponde a la
proposicionp V gq.

El circuitode [(p A ~q) V (q A ~p)] representado en el Gréafico 8, es un circuito en paralelo porque se
trata de una disyuncion; a la vez, el circuito de la primera proposicién, p A ~q, €s un circuito en serie;
de igual manera para (q A ~p).

Gréfico 8. Circuito de la Disyuncién Exclusiva

I -
P ~q

q ~p
I -
El circuito asociado a p V g con los siguientes valores de verdad, p verdadera y g falsa, queda como

indica el Grafico 9.

Gréfico 9. Circuito Disyuncion Exclusiva con p verdadero y q falso

Se puede observar que, si p verdadera y q falsa, entonces, p v q es verdadera; en el circuito, la salida
estd en 1; es decir, indica que hay paso de corriente.
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2. Dibujar el circuito general asociado a las proposiciones p = q; p < q

(p = q) © (~pV q), entonces el circuito tiene dos interruptores en paralelo, como se indica en
el Gréfico 10.

pepe[p>PAr@-p]e [PV A(~qVD)]

En el circuito de (p < q), hay dos interruptores en paralelo que se conectan es serie con otros dos
circuitos en paralelo, tal como se muestra en el Grafico 11.

Gréfico 10. Circuito asociado a la implicacién de py g

— -

—

Gréfico 11. Circuito asociado a la doble implicacién de py q

—i— i

| -~ ~q -,
— “

Los circuitos asociadosap — qy ap < q para p falsay para q falsa, se representan en los Graficos 12
y 13, respectivamente. Se puede observar que para p falsay q falsa, p - q y p < q son verdaderas. El
estado de los circuitos es 1 en cada caso. Estos valores de verdad coinciden con los indicados en sus
respectivas tablas de verdad.

Gréfico 12. Circuito de la implicacion de p y q con valores de verdad falsos

Gréfico 13. Circuito de la doble implicacion de p y g con valores de verdad falsos
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~p Vv ~q Vv

1.1.10 Ejercicios sobre proposiciones.

A) Analizar el valor de verdad de las proposiciones que se indican en seguida:

1.

Una disyuncion excluyente es falsa, Unicamente cuando las proposiciones que la componen son
falsas.

Si una de las proposiciones que constituyen una disyuncion es verdadera, entonces la disyuncion
es verdadera.

Si una de las proposiciones que constituyen una conjuncion es falsa, entonces la conjuncion es
falsa.

Suficiente con saber que una de las dos proposiciones que constituyen una conjuncion sea falsa,
para afirmar que la conjuncién es falsa.

Suficiente con que una de las proposiciones que constituyen una disyuncion sea verdadera, para
afirmar que la disyuncion es verdadera.

Si una implicacion es verdadera y el antecedente es verdadero, entonces el consecuente es
verdadero.

B) Seleccionar proposiciones que sean equivalentes.

1.

a M P

© © N o

Un triangulo ABC es equiléatero, si y solo si, AB = BC = AC.

Dos vectores v = (a,b) y u = (c,d) son linealmente independientes. si y solo si, ad- bc = 0.
Un triangulo ABC no es equilatero, si y solo si, AB = BC = AC.

Si x es nimero racional, entonces x es nimero real.

Dos vectores v = (a,b) y u=(c,d) no son linealmente independientes, si y solo si,
ad-bc # 0.

Un tridngulo ABC es equiléatero, si y solo si, AB # BC # AC.
X No es nimero racional, 0 x es numero real.
Un triangulo ABC no es equilatero, si y solo si, AB # BC + AC.

Sir es nimero redondo, entonces r es multiplo de 10.
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10. Si r es multiplo de 10, entonces r es nimero redondo.
11. Sino r es numero redondo, entonces r no es multiplo de 10.
12. Si r no es multiplo de 10, entonces r no es nimero redondo
C) Establecer o enunciar la reciproca, la contrarreciproca y la contraria de la proposicion:

Si z en multiplo de 3, entonces z es multiplo de 6.
D) Dibujar el circuito general asociado a cada proposicion y el circuito para los valores de verdad dados.

Proposicién compuesta Valor de verdad de p | Valor de verdad de q | Valor de verdad de r

f % v
[(p—a)Ap]=q

% f v

f f v
[(p=>a)A~q]=~p

v v v

% f v
[(pva)A~q]=Dp

v v v

f f v
[bvipAg) =P

% f v
p=pV(QAT) % f %

1.1.11 Funciones proposicionales.

Expresiones como: x ER, x € Q; x2 = 0; x+y =1z, x <5; x +y € Q; entre muchas otras, son
funciones proposicionales o proposiciones abiertas, porque el valor de verdad, depende de los valores
que tomen las variables; en estos ejemplos, x, y , z.

A una proposicién abierta con una variable x, se la denota por P(x); con dos variables x, y, se denota
por F(x,y), Yy con tres variables x, y , z se la simboliza por P(x, y, z) o también por F(x, y, z).

Ejemplos:
P(x):x€R R(x):x€Q Sx,y,z):x+y=z
T(x):x <5 F(x,y):x <y Gx,y))x+y€EQ
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Cuando se asigna un valor a una variable en una proposicion abierta, entonces se obtiene una proposicion;
esto porque, en este caso, toma un valor de verdad determinado.

Ejemplos:

P(10): 10 € R, es verdadera. P(V—8):v/—8 € R, es falsa.
R(0.5): 0.5 € Q, es verdadera. R(V2):v2 € Q, es falsa.
S5(1,4,3): 1+ 4 = 3, es falsa. T(4): 4 <5, es verdadera.

En muchos casos, cuando se emplea conectivos con proposiciones abiertas, se obtienen proposiciones,
es decir adquieren un valor de verdad.

Ejemplos:

Proposicion Valor de verdad
xXER—>x2>0 Verdadero
xXER—XxEQ Falso
X+ty=zex=z-Yy Verdadero

1.1.12 Conjunto de referencia.

Como se observa, en proposiciones abiertas, el valor de verdad depende de cada valor especifico que la
variable o las variables toman en un determinado conjunto. Este conjunto, cuyos elementos estan
representados con una 0 mas variables, se llama conjunto de referencia. En una determinada teoria o en
algunos procesos, este conjunto es el conjunto de contexto, llamado también universal. Por ejemplo, en
el desarrollo o estudio aritmético de los numeros reales, el conjunto universal o de contexto, es el
conjunto de los numeros reales, R. En la teoria abstracta o general de conjuntos, se denota al conjunto
universal con la letra U. esto es, cualquier conjunto que se considere en dicha teoria, es un subconjunto
de U y cualquier elemento de un conjunto, es elemento de U.

Cuando se establece un conjunto de referencia en una proposicion abierta, esta queda mas direccionada
0 mas especifica.

Ejemplo:

En F(x): x < 5, se sabe que se debe tomar nimeros para obtener proposiciones, pero no se precisa en
qué conjunto o qué clase de nimeros. Pueden ser positivos, negativo, enteros, racionales, entre otros.
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En cambio, en la proposicion abierta F(x): x < 5, parax € N, solo se debe considerar nimeros naturales.
1.1.12.1 Conjunto solucion.

El conjunto para cuyos elementos, se obtiene proposiciones verdaderas a partir de una proposicién
abierta, es el conjunto solucion de la proposicion abierta. EI conjunto solucion es un subconjunto del
conjunto de referencia.

Ejemplos:
El conjunto solucion de: x < 5,para x € N es S ={1,2,3,4} c N.

El conjunto solucion de: x2 > 0, donde x € R es R; es decir, es el mismo conjunto de referencia. En
estos casos, se dice que la proposicion es universalmente verdadera.

1.1.12.2 Producto cartesiano.

Para dos conjuntos A y B, el producto cartesiano de A con B se denota por: A X B.
AXB ={(x,y)/x € A; y € B}.

Se puede observar que los elementos de A x B son pares ordenados de la forma (x, y).

Segun la definicion:
(x,y) EAXB<— x€A N yeEBy (x,y) ¢ AXB— x¢AVy¢B

Ejemplo:

ParaA ={1,3,-5} y B ={—1,2,5}, el producto cartesiano A X B es:
AxB=1{(1,-1),(1,2),(1,5),(3,-1),(3,2),(3,5),(—=5,-1),(-5,2),(-5,5)}.

En general, si A tiene n elementos y B tiene m elementos, entonces A X B tiene n X m elementos.

En una proposicion con dos variables x,y estas variables pueden representar elementos de conjuntos
arbitrarios, que inclusive, pueden ser iguales.

Ejemplo:

El conjunto solucion de la proposicion P(x,y):x+y =0,parax € A A y € B, dados en el ejemplo
anterior, es: S = {(1,—1), (=5, 5)} el cual es subconjunto de A x B.
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Nota:

Se puede realizar el producto cartesiano de un conjunto consigo mismo.
AXA={(x,y)/x€Ay yeEA}

Al producto cartesiano A x A se lo puede simbolizar por A2.

Segun lo anterior: (x,y) EA? <> x €A AN yEAY (x,y) A2 > x & AVy ¢ A.

La proposicion x € A A y € A, se puede denotar por x,y € A. Luego. La forma extendida de la
proposicion x,y ¢ A es x ¢ AVy¢A.

1.1.12.3 Ejercicios de producto cartesiano.

Determinar el valor de verdad de cada proposicion:

l.x¢ ANy € A- (x,y) & A? 2.x €E ANy & A- (x,y) & A?
3.(x,y) ¢ A2>x ¢ ANy € A 4. (x,y) € A2>x € ANy & A

5.x € ANy € A & (x,y) ¢ A? 6. x €E ANy & A & (x,y) & A?
7.x ¢ ANy €EB - (x,y) ¢ AxB 8.x € ANy € B> (x,y) € AxB
9. (x,y) ¢ AxB > x &€ ANy €B 10. (x,y) ¢ AxB - x € ANy &€ B
11.(x,y) € AxB < x &€ AAy € B 12. (x,y) € AxB < x € AAy & B

1.1.13 Cuantificadores

Una manera de obtener proposiciones en forma general a partir de funciones légicas o proposiciones
abiertas, es usando los cuantificadores y conjuntos de referencia.

1.1.13.1 Cuantificador universal.

En el simbolo V se lee: para todo, para cada, cualquier, cualquiera, o cualquier otra expresion que indique
generalidad o totalidad.
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Ejemplos:

Vx € A:P(x) Vx,y€A:P(x,y)

V (x,y) € A% P(x,y) V (x,y) €E AX B:P(x,y)
P(x):Vx €A P(x,y):Vx,y €A
P(x,y):V(x,y) € A? P(x,y):V (x,y) EAXB
Ejemplos:

Usando cuantificadores, expresar simbdlicamente las siguientes proposiciones:

e El cuadrado de cualquier nimero real, es mayor o igual a cero: Vx € R: x2 > 0

e Los elementos del conjunto A = {-1,0, 1, 2, 3,5}, son nimeros naturales: Vx € A: x € N

e Cadaelementode B = {-7,0,1,- 8,4,10}, es nUmero entero: Vx € B:x € Z

e Lasuma de cualquier par de numeros enteros, es otro nimero entero: Vx,y € Z:x +y € Z
e El producto de numeros enteros, es otro entero: Vx,y € Z:x X y € Z.

e Laproposicion Vx € A: P(x), equivale a la implicacion, asi: x € A — P(x)

e Deigual manera, Vx,y € A: P(x,y) equivale a la implicacién, asi: x,y € A — P(x,y)

e Vx,y € A% P(x,y) equivale a la implicacion: (x,y) € 4> — P(x,y)

Ejemplos:

Utilizando la implicacion, simbolizar las siguientes expresiones

Vx ER:x2 >0 Respuesta: x E R — x? >0
Vx EA:x €N Respuesta:x eA — x € N
Vx,y€ Z:x+y €L Respuesta: x,y €Z — x + ye Z

1.1.13.2 Cuantificador existencial, existencia y unicidad.

El simbolo del cuantificador existencial es 3, en el cual se lee, existe un, una, hay, para por lo menos un,
una, algun, alguna; existen o cualquier otra expresion que indique existencia de elementos.

En el simbolo 3! se lee: existe un Unico, o existe un solo o hay un solo.

Estructuras:
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Ax€A/P(x); Ax,y € A/P(x,y); 3x,y € A*/P(x,y); 3 (x,y) EAXB/P(x,).

El simbolo “/” se lee tal que.

Ejemplos:

Usando el cuantificador existencial, expresar simbolicamente las siguientes proposiciones:

Proposicion en lenguaje natural

Proposicion simbolica

Existe un nimero entero, tal que su cuadrado es igual a 20:

Ix€Z /x*=20

El cubo de algin namero real es igual a - 10:

JxeR/x3=-10

Hay elementos de A que son elementos de B:

dx€eA/x €B

La diferencia de algun par de nimeros naturales es igual a 2:

dx,y EN/x—y=2

La suma de algun par de numeros naturales es igual a - 3:

I(x,y) EN?/x+y=-3

Algunos elementos de B, son elementos de A:

dxe B/x € A

Existen elementos de A que pertenecen a B y elementos de B
que son elementos de A:

dx€A/xeB ANIxE B /xeA

Existe un numero del conjunto A, tal que, si su cuadrado es
igual a dos, entonces el niUmero pertenece a B:

dx €A/ x*=2->x€ B

Para cada elemento de A, existe un elemento de B, tales que la
suma de éstos, es igual a cero:

VxeEA:IyeEB /x+y=0

Existe un Gnico numero entero, tal que elevado al cuadrado es
igual a 9:

Ax€Z / x*=9

El cuadrado de un Gnico nimero entero, es igual a 9:

JIx €Z/x*>*=9

1.1.13.3 Negacion de proposiciones cuantificadas.

~[Vx € A: P(x)] es equivalente a lo siguiente: 3x € A / ~P(x).

También se expresa asi: ~[Vx € A: P(x)] & I x € A/ ~P(x)

~[3x € A / P(x)] es equivalente a la proposicion: Vx € A: ~P(x)

~[3x € A: P(x)] es equivalente a la proposicion: 3x € A / ~P(x).

También se expresa asi: ~[dx €A / P(x)] & Ve€ A: ~P(x)

30

Editorial Universitaria — Universidad de Narifo, octubre de 2020




Capitulo 1. Elementos de l6gica matematica y de teoria de conjuntos

Las anteriores equivalencias son teoremas de D’Morgan.

Ejemplos:

Negar las siguientes proposiciones:

p: Todos los estudiantes son mayores de edad.
~p: algun estudiante no es mayor de edad; o también, hay estudiantes que no son mayores de edad.
p: Todos los nimeros reales, son nimeros racionales.

~p: Algunos numeros reales, no son numeros racionales; o también, existen nimeros reales, que no
son numeros racionales.

p:Ax €Z / x? = 20;

~p:Vx €Z: x% # 20.

p:ix €A / x € B;

~p:Vx € A:x € B.

p:3(x,y) EN? /x +y = —3;

~p:V(x,y) EN%.:x +y # —3.

p:Vx€Z Je€Z /x+e=0;

~p:Ax €L Ve€Z:x+e+0.

p:Ix € A/ P(x)

~p:Ax € A/ P(x).

Observe que, en este caso, no se estd aplicando la Ley de D’Morgan.
p: Existe un nimero real, tal que elevado al cubo es igual a — 8.

~p: No existe un numero real, tal que elevado al cubo es igual a — 8.

Una proposicion 3! x € A / P(x), puede ser falsa porque no existe ni un solo elemento a de A, para
el cual P(a) sea verdadera o porque existen al menos, dos elementos a y b de A para los cuales P(a)
y P(b) sean verdaderas.
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Tal es el caso de la proposicion 3! x € Z / x? = 9, la cual es falsa, porque hay dos niimeros enteros
que cumplen con la proposicion x2 =9, que sonel 3yel -3.

1.1.14 Demostracion de tautologias

Con las tablas de verdad se puede demostrar o comprobar si una proposicion es una tautologia, una
contingencia o una contradicciéon. Pero en cierta forma, es un proceso mecanico, aunque ayuda a
reafirmar los valores de verdad de una conjuncién, de una disyuncion, disyuncion excluyente,
implicacion y doble implicacion. También contribuye a la identificacion de la proposicion en cuestion.

Otra manera de demostrar o comprobar proposiciones, es mediante procesos deductivos y aplicando leyes
I6gicas. Estos procesos contribuyen a desarrollar la capacidad para deducir, analizar y comprender mejor
el sentido y utilidad de estas leyes. Adicionalmente, una ley l6gica se puede comprobar mediante la
aplicacion de otras leyes.

A continuacion, se realizan demostraciones, indicando la respectiva justificacion, de modo que sirvan de
guia.

En el simbolo & se debe leer: es equivalente a, y funciona tal como el signo = en la aritmética o en el
algebra, donde lee es igual a.

En los procesos de demostracion se establece una cadena de equivalencias; es decir, una cadena de
proposiciones conectadas con el simbolo <.

En la demostracion de una equivalencia, se parte de una proposicién, generalmente de la primera, para
llegar a la otra; y en las implicaciones, se parte del antecedente para llegar al consecuente.

Nota:
T es una tautologia o proposicion verdadera y, C es una contradiccidn o proposicion falsa.
Ejemplos:

Demostrar que son tautologias las siguientes equivalencias e implicaciones:

lLpviprq]lep 2.[prlpvlep
B prt~pvle (@rq) 4 pvi~pr@le @V
Sreq e (~pe~q 6.[(p-Arpl=4q
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= r~q]=~p 8.[pva)r~q]l=rp
9.[pv)r~pl=q
Demostraciones:
lLlpviprpeple[@rDvipr]l=[pA(TVg]e [pAT] & p
En la primera equivalencia, se aplico ley de identidad de la conjuncion: (p AT) & p
En la segunda equivalencia, se aplico la ley distributiva (proceso contrario de distribucion).
En la tercera equivalencia, se aplico la siguiente tautologia: (T v q) < T.
En la cuarta y ultima, se aplic6 nuevamente la ley de identidad de la conjuncion.

Sprt~pvlelrtp)viorple[Cviprp]l e (PAg)

En la primera equivalencia, se aplicd la propiedad distributiva de la conjuncion respecto a la
disyuncion; en la segunda equivalencia se aplicé la ley del complemento: (p A (~p) < C; en la
tercera (Ultima), se aplico ley de identidad de la disyuncién, llamada también, ley modulativa de la
disyuncion.

5.0 q =[@~-9 Ag~-Dp)]
Sl~pva) A (~qVp)]
= [(pv~A (qV ~p)l
S [(~(~p)V~q) A (~(~q)V ~p)]
= [(~p = ~q) A (~q = ~p)]
= (~p e ~q)
Justificacion:

En la primera equivalencia, se tomd la notacion abreviada de la conjuncion de una implicacion con
su reciproca.

En la segunda equivalencia, se aplico la equivalencia de una implicacion.
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En la tercera, se aplicé la propiedad conmutativa de la conjuncion y luego la conmutatividad de la
disyuncion.

En la cuarta, se tuvo en cuenta la ley involutiva: ~(~p) & p y ~(~q) © q.
En la quinta; se aplicé nuevamente la equivalencia de la implicacion.
En la sexta y ultima equivalencia, se aplicé nuevamente la “notacion” del bicondicional.
Otro proceso para demostrar la equivalencia (p < q) & (~p < ~ q), es el siguiente:
pepe [(p->9nr(q-Dp)l
& [(~q->~p)A (~p ~> ~q)]
< [(~p = ~q) A(~q = ~p)]
S (~p e ~q)

En la segunda equivalencia, se tiene en cuenta que una implicacién es equivalente con su
contrarreciproca; en la tercera equivalencia, se aplicé la propiedad conmutativa de la conjuncion.

Tp=a) A~q]l=[(~pV )A ~q]
S [(~p A ~q) Vv (@ N ~q)]
e [(~p A~q) Vv C]
S (~p A ~q) = ~p
Justificacion:
En la primera equivalencia, se aplico equivalencia de la implicacion.
En la segunda, se aplico la propiedad distributiva de la conjuncién respecto a la disyuncién.
En la tercera, se aplicé ley del complemento: (g A ~q) & C.
En la cuarta, se aplico ley modulativa de la disyuncién.

En el dltimo paso, el cual es una implicacion, se aplico ley de la contraccion conjuntiva.

1L [evoA~ple[@A~p)v@A~p]e[CV (@A~p)e @A ~p)=q
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En el proceso anterior se aplico en su orden: ley distributiva, complemento, ley modulativa y en el
ualtimo paso, que es una implicacion, ley de la contraccion conjuntiva.

Las proposiciones de los numerales 2, 4, 6 y 8, se dejan para que el lector realice las demostraciones,
siguiendo pasos similares a los empleados en las demostraciones anteriores.

Es posible realizar otros procesos para pasar de una proposicion a otra equivalente; los cuales pueden
resultar mas cortos o bien mas extensos de los que se efectuaron anteriormente, siempre y cuando se
apliquen las leyes correctamente. Las demostraciones realizadas sirven como modelos de
demostracion.

Finalmente, es conveniente asimilar las leyes l6gicas u otra expresion; no tanto en su forma, sino en su
contenido; se recomienda, si es posible, enunciarla textualmente sin mencionar las proposiciones que
intervienen en ella.

Ejemplo:

La Ley de D’Morgan ~(pV q) & (~p A ~q) textualmente se enuncia asi: “La negacion de una
disyuncion, es equivalente a una conjuncién constituida por las negaciones de las proposiciones que
forman la disyuncion”.

De igual manera, de una conjuncion se puede pasar a la negacion de una disyuncion. Teniendo en cuenta
la anterior Ley de D’Morgan, esto corresponde a pasar de la segunda proposicion a la primera, esto es,
de derecha a izquierda.

La equivalencia (p = q) & (~pV q) se enuncia textualmente, asi:

Una implicacién es equivalente a una disyuncidn, constituida por la negacion del antecedente, y la otra,
es el consecuente.

También se puede interpretar que, de una disyuncion se puede obtener una implicacion; de este modo, se
pueden aplicar las leyes en diversas expresiones y situaciones.

Ejemplos:

1. Aplicando las leyes de D’Morgan, establecer la proposicion equivalente a cada proposicion:

a) (~mV ~n) b) (m Vv ~n) c) (~mvn)
d) (~mV ~n) e) (mA~n) f)(~mAn)
g) ~[mV (Ap)] h) ~[~mV (nAp)] ) ~[(mV~n)Ap]
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Solucion:
a) (~mV~n) & ~(mAn) by (mV ~n) & ~(~mAn)
c) (~mvn) & ~(mA~n) d) (~mV~n) & ~(mVn)
9) ~[mvnAp)] & [~mA~nAp)] h) ~[~mVv(nAp)] = [mA~nAp)]

Se deja al lector obtener las proposiciones para los literales €), 1), i).

2. De las implicaciones obtener disyunciones equivalentes y de las disyunciones obtener implicaciones
equivalentes.

(~ra=b) < (aVvDh) (~b=a) = (V)
(b= ~a) = (~bV~a) (~mVvn) & (m-n)
(nv~m) & (~n - ~m) (nvm)s( - )

(mvn) & (~m-n) (mvn) & (~m-n)
(~mve~n) s (- ) (~nvem) S - )

Se deja al lector la tarea de completar la respectiva proposicion o completarla, en los
correspondientes espacios en blanco.

3. Establecer una implicacion equivalente con cada implicacién indicada.

(~a=b) =( = ) (@a-~b)y=( - )
(ra->~b)=>( - ) (@a=~b)sOB-> )
(~ra=b)e=( —a) (a=b) = (~b > ~a)

1.2 ELEMENTOS DE TEORIA DE CONJUNTOS.

1.2.1 Conceptualizacion

2 (13 2 (13 2 (13

Un conjunto es una ‘“agrupacion”, “coleccion”, “reunidon”, “grupo” de objetos, llamados en general
elementos del conjunto.

Letras mayusculas, talescomo A, B, C,D, X,Y, Z, etc. se las emplea para denotar o representar conjuntos.
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Letras minusculas como: x, y, z, u, v, etc. se emplean para representar los elementos de un conjunto; por
esto se las denomina variables.

Para indicar que x representa los elementos de un conjunto A, se expresa asi: x € Ay se lee:
x pertenece a A, o también, x es un elemento de A.

En la expresion x ¢ A se lee: x no es elemento de A o también x no pertenece al conjunto A. Por tanto,
la proposicion x ¢ A es la negacion de la proposicion x € A.

1.2.2 Correspondencia entre conjuntos y proposiciones.

A un conjunto M se le asocia, o se le asigna, o le corresponde la proposicion x € M, lo cual, se expresa
como sigue:

MoxeM.

De lo anterior, se tiene lo siguiente: A <> x € A; B~ x€B; C < x €C.
1.2.3 Formas de expresar un conjunto.

Un conjunto esta expresado en forma extensiva cuando entre llaves se listan todos sus elementos o parte
de ellos, pero que identifican, definen o representan a todo el conjunto.

Ejemplos:

Los siguientes conjuntos estan expresados de manera extensiva:

A =1{2,8,20,30,45,3} y N={1,2,3,4,5,6,7, ...}, donde N es el conjunto de los nimeros naturales.
2€A;45€A; 3€A:5 ¢ A.
1eN;8€eN; 20eN; -1 ¢N.

Un conjunto esta expresado en forma comprensiva, cuando entre llaves, sus elementos se representan
mediante una o mas letras variables, la cual o las cuales, cumplen con una determinada condicién o
proposicion abierta.

Ejemplos:

En forma general y abstracta:
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§={x/P()};
S={xe€eA/P(x)};
§S={(xy) € AXB/P(x,y)}
S ={(x,y) € A?/P(x,y)}.
Segun lo anterior:
x € S, siysolosi, P(x);
x €Ssiysolosix € Ay P(x);
(x,y) € Ssiysolosi, (x,y) € AxBy P(x,y).

En cada caso, S es el conjunto solucion de la proposicion abierta P(x) o P(x,y), teniendo en cuenta el
conjunto de referencia.

Los siguientes conjuntos estan expresados en forma comprensiva:
M ={x/x € AV x € B} N ={x/x € ANx € B} C ={xeN/x <10}

El conjunto C, en forma extensiva, se expresa asi: C = {1,2,3,4,5, 6,7, 8,9}; y corresponde al conjunto
solucién de la proposicion abierta x < 10 con x € N.

1.2.4 Subconjuntos.

Sean los conjuntos A y B, entonces, la expresién A c B denota que A es subconjunto de B; A esta
contenido en B o que A esta incluido en B.

El simbolo c se utiliza para indicar inclusion de conjuntos.
1.2.4.1 Definicion

A es subconjunto de B, si y solo si todos los elementos de A, son elementos de B.
En forma simbolica: A € B © (Vx € A:x € B); ademas, Ac B © (x € A - x € B).

Segun la Gltima expresion, al simbolo de la inclusidén c, le corresponde el simbolo de la implicacion —.
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Ejemplo:
{2,4,5,6,10,12} c {1,2,3,4,5,6,7,9,10, 12,14, 16}.
Seael conjunto A ={a,b,c,d}

Son subconjuntos de A:

B = {a} C = {a, b} D ={a,b,d} E ={bcd}

1.2.4.2 Propiedades de la inclusion de conjuntos.

Reflexiva
A c A: todo conjunto es subconjunto de si mismo.
Transitiva
SiAc BAB c C,entonces, A c C.
Nota:
Algunos autores de libros usan el simbolo < para indicar subconjunto propio; lo cual definen asi:

A es subconjunto propio de B (A c B) siy solo si, todos los elementos de A son elementos de B y existe
al menos un elemento de B que no es elemento de A.

Para definir la inclusién de conjuntos, tal como se define en este texto, usan el simbolo <.

Por tanto, es subconjunto de B (A € B) siy solo si, paratodo x € A: x € B.
1.2.5 Conjunto vacio

Es el conjunto que no tiene elementos; se lo representa con la letra @ o también { }.

El conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto; por lo tanto, si A es cualquier conjunto, entonces
@ cA.

Ejemplos:

{xeN/x<0} {x € N/x <20 A x > 20}; {x/P(x) A ~P(x)}.
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1.2.6 Conjunto unitario

Es todo conjunto constituido por un solo elemento.
Ejemplos:

{30}; {m}; {44}; {222}.
1.2.7 Conjunto universal.

Es aquel conjunto que se toma como referencia en alguna teoria, en procesos o en el estudio de algin
tema especifico.

Por ejemplo, en el desarrollo de una aritmética o teoria de nimeros naturales, el conjunto universal o de
referencia, es el conjunto N. Cualquier conjunto que se considere dentro de esta teoria, es subconjunto
de N.

En el estudio “abstracto” (o en general) de la teoria de conjuntos, muchos autores representan con U el
conjunto universal; asi que, cualquier conjunto que se tome dentro de esta teoria, es subconjunto de U.

1.2.8 Partes de un conjunto.

Dado un conjunto 4, el conjunto P(A) se lee “partes de A”, y se define como sigue:
P(A) = {X/X c A}

Segun la definicion, los elementos de P(A), son todos los subconjuntos de A; de modo que,
X € P(A)siysolosi X c A.

Ejemplo:

Seael conjunto A = {a,b,c}.

Los subconjuntos de A son: {a}; {b}; {c}; {a,b}; {a,c}; {b,c}; {a,b,c}=A y Q.

Entonces, P(4A) = {{a}; {b}; {c}; {a,b}; {a,c},{b,c} A, O}

El conjunto A tiene 3 elementos y P(A) tiene 23 = 8 elementos que son subconjuntos de A.

En general, si un conjunto A tiene n elementos, entonces hay 2™ subconjuntos de A, por lo tanto, P(A)
tiene 2™ elementos.
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En teoria de conjuntos, si 4, B, C, D, -++, son conjuntos, entonces, 4,B,C,D,--- € P(U).
1.2.9 Igualdad de conjuntos:

A = B siysolosi,Vx € A: x EB A Vx €B: x € A.
Lo anterior es equivalente a lo siguiente:
A=BsSAcB AN BcA.
A=B & (xeA=>x€B)AN (x€B= x€A).
Finalmente, de la Ultima expresion, se tiene que,

A =B (xeA S x €B).
1.2.9.1 Correspondencia.

Segun la dltima expresion y teniendo en cuenta que A < x € A; B < x € B, entonces, al simbolo =,
igualdad de conjuntos, le corresponde el simbolo de la equivalencia < .Esta correspondencia se indica
asi: = o =,

Para comprobar que dos conjuntos M y N son iguales, se debe demostrar la proposicion
XEM &S x €N.

De modo que, dos conjuntos son iguales, cuando todos los elementos de un conjunto pertenecen al otro.
Ejemplo:

{2,7,9} = {2,9,7} = {9,7,2}.

{1,4,5,1,5,2} = {1,2,4,5} = {5,4,2,1}.

{44} = (4},

{2,2,2} = {2}.

Observe que los conjuntos, {4,4}; {2, 2,2} son unitarios.
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Nota:

En conjuntos que se expresen en forma extensiva, no importa el orden de escritura de sus elementos;

ademas, basta con escribir un elemento una sola vez; es decir, no es necesario repetir los elementos.

Por ejemplo, el conjunto { 4, 8, 8, 4} tiene dos elementos, 4 y 8.
1.2.9.2 Propiedades de la igualdad de conjuntos.

Reflexiva

Todo conjunto es igual a si mismo: A = A.
Simétrica

SiA = B,entonces, B = A.
Transitiva

SiA= B AN B = (C, entonces: A = C.
1.2.10 Operaciones entre conjuntos.

Para todo 4, B, C € P(U), se define:

Union: AUB ={x/x € AVx €B}.
Interseccion: A N B= {x /x € AN x€E€B}.
Diferencia. A-B={x/x€ AANx & B}.
Diferencia Simétrica: AAB = (A -B)U (B-A4)

Segun lo anterior, se tienen las siguientes equivalencias:

xe(AUB) & x€ AV x€EB x€(ANB) & x € AN x €EB

xe(A-B) e xeANXxE&B x€ (AAB)e x€A V x€B
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1.2.11 Correspondencias.

Segun las 4 Gltimas expresiones, se obtienen las siguientes correspondencias:
Uev NeA —o ~ AoV

La equivalencia de la cuarta expresion se la obtendra mas adelante.
1.2.12 Propiedades y expresiones particulares.

1. Aud = A
2. AN A=A
3.AUB =B UA.
4. AnB =BnA.

5. AV @ A.

AyAnU
6. An ¢ =0yAu U= U.

7.AuBUC)= (AU B)UC.

8. An(BnC)=(AnB)nNnC.

.29 4A4Nn(B UC)=(ANB)U(4An0).

100 Au(BnNnC)=(AUB)n(4AuUQ?0).

Por las propiedades 1. y 2, se dice que la union y la interseccién de conjuntos son idempotentes.
De las propiedades 3y 4, se tiene que la union y la interseccion de conjuntos son conmutativas.
Segun la propiedad 5, la union es modulativa; ¢ es el modulo o elemento neutro.

De las propiedades 7 y 8, se afirma que la union e interseccion de conjuntos son asociativas.

Segun 9y 10, la interseccion se distribuye respecto a la unién, y la union se distribuye respecto a la
interseccion.
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Nota 1:

Teniendo en cuenta las definiciones se presentan las siguientes afirmaciones:

e Launidnde A con B, esta constituido por todos los elementos de A y todos los de B. Si hay elementos
comunes, se los escribe una sola vez.

e Lainterseccion de A con B, esta formada por todos los elementos que pertenecen tanto al conjunto A
como al B, es decir, por los elementos comunes.

e A -B es constituido por todos los elementos que pertenecen al conjunto A (primer conjunto) y que
no pertenezcan a B.(segundo conjunto); de modo que, el conjunto B - A es constituido por todos los
elementos que pertenecen a B que no pertenezcan al conjunto A.

e A A B es constituido por todos los elementos de A que no estén en B, y por todos los elementos de B
que no estén en A.

Nota 2:
Cuando A N B = @, se afirma que A y B son conjuntos disyuntos.
Nota 3:

Si A c B, entonces,
AUB =B AN B =A A-B = 0§ AAB = B - A

Ejemplos:

Sean los conjuntos: A = {5,7,8,10,12,15,20,30,50}; B ={2,4,5,6,7,9,12,14,15,18}.
Determinar los conjuntos: A U B, AnNB, A- B, B- Ay AAB.

Respuesta:

AU B=1{245,6,7,8,9,12,14,15,18, 20, 30, 50}.

AnB ={5,7,12,15}.

A- B =1{8,10,20,30,50}.

B-A ={24,6,9 14,18}

AAB=(A-B)U(B-4)=1{2,4,6,8,9,14,18,20,30,50}.
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Se puede observar que: AAB =(A U B)-(A NnB).

Como ejemplo de aplicacion de las propiedades y definiciones de conjuntos en procesos de relaciones
entre conjuntos, se ilustra el proceso completo y necesario, en las igualdades que siguen.

1. AAB=(AUB)-(ANB).
2. An(AUB) = A.
3. AU(ANB) = A.

En el proceso se aplica las definiciones establecidas en operaciones con conjuntos y las leyes logicas
establecidas en la seccion de “Algebra Proposicional”. Una proposicion verdadera o tautologia se la
denota con la letra T y una proposicion falsa o contradiccion se la denota con la letra C.

Demostracion 1:

x€(AAB) & «x€ [(A- B) U(B- A)] 1)
& x€((A-B)Vxe(B-A4) (2)
& (x € AAx € B)V (x € BAx & A) 3)
& [(x EAAx € B)Vx € B)]A[(x EAAx & B) V x & A] 4)

& [(x€EAVx EB)A(x€BVxEB)|A[(xEAV XxEA)A(x¢& BVvx ¢ A)] (5

& [(x € AVx € B)AT]A[(TA(x € BV x & A)] (6)
S [(x e AVvx € B)YJA[~(x € BAx € A)] (7
& [x € (AU B)]A[~(x € (AN B)] (8)
& [x € (AU B)|A[x € (AN B 9)
& x €[(AVU B)- (A n B)] (10)

Por definicion de igualdad de conjuntos, se concluye que AAB = (AUB) - (AN B).
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Justificaciones:

(1) . Por la definicidn establecida de diferencia simétrica.
(2). Por la definicion de union de conjuntos.

(3). Definicion de diferencia de conjuntos.

(4). Propiedad distributiva de v respecto a A.

(5). Propiedad distributiva de V respecto a A.

(6). Ley del tercio excluido. [(x ¢ B v xeB); (xeAvx ¢ A), son verdaderas, las cual se las
reemplaza por T].

(7) Leyes de identidad [pAT < p]Yy teorema de D’Morgan para la segunda proposicion:
[(~pV~q) & ~(@Arq]

(8) . Definicion de union y de interseccion de conjuntos.

(9) . Se aplica la negacion en la segunda proposicion.

(10) . Definicion de diferencia de conjuntos.

Por otra parte, partiendo de (3):

xc(AAB) © (x€AAXEB)V X €EBAxgA ©)
& ~(x€A > xeB)V~xeB - x €A (3a)
S ~[(x €A > x€B)A (x €EB - x € A)] (3b)
& ~[(x€A & x € B)] (3c)
& [(x €AV x € B)] (3d)

Asi,x e (AAB) & [(x € A v x € B)], lo cual, permite establecer el conjunto en forma comprensiva.

AAB = {x/x€ AV x€ B}
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Ademas, al operador A le “corresponde” el operador l6gico V , como se habia afirmado anteriormente,
es decir, A & V.

Justificaciones:
(3a). Equivalencia de la negacién de una implicacion.
~(p = q) © (p N ~q), aplicada de derecha a izquierda.
(3b). Ley de D’Morgan, aplicada de derecha a izquierda.
(3c). Equivalencia del bicondicional. Mé&s exactamente, por notacion:
DA @->p) =@
(3d). Equivalencia de la negacion de un bicondicional:
~peq = VYo
Nota:

En las demostraciones anteriores, ademas de las justificaciones dadas mencionando la definicion
aplicada, las leyes ldgicas utilizadas, se adiciona la forma simbdlica de las leyes, lo cual no es necesario
hacerlo; sin embargo, se lo hace en esta primera demostracion con el fin de facilitar mejor comprension
del lector. En este sentido, es necesario tener presentes dichas leyes y las tautologia estudiadas en la
primera seccion.

Demostracion 2:

xe[AUANB)] & [x€eAVxe((AnB) Definicion de union

& [(x€AANTV(x€EAAxe B)] Definicion de interseccion

& [(x€AAT)V(x €EANx EB)] Ley de identidad de A (T es el neutro)
< [x€ AN (T Vv x € B)] Propiedad distributiva de A respecto a v
& [x € AANT] Tautologia: (T Vv p) & T
& x€EA Ley de identidad de A.
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Por tanto, por definicion de igualdad de conjuntos, se cumple que: A U (A N B) = A.

Del paso 3 al paso 4, se aplico la propiedad distributiva de A respecto a Vv, de derecha a izquierda
(“factorizacion™).

Demostracion 3:

x€E[AN(AUB) & [x€AAx € (AU B))] Definicion de interseccion
< [x€EAV(xEAV x € B)] Definicion de union

& [(x€ AVCO)AN(x€EAVXEB) Ley de identidad de v (C es el neutro)

< [x€AV(CAxEB)] Propiedad distributiva de v respecto a A
& [xAV (] Tautologia: (C A p) © C
= x€A Ley de identidad de v

Luego, por definicion de igualdad de conjuntos: An (AU B) = A.
Nota:

En algunas demostraciones se deben establecer ciertos “artificios” para obtener o llegar a la expresion
deseada; tal es el caso de las dos demostraciones anteriores, donde se aplico leyes de identidad para luego
aplicar las propiedades distributivas.

1.2.13 Complemento de un conjunto.

Si A c B, entonces el complemento de A respecto a B se indica asi: CZ.
Cf={x/x EBAXx €& A}
De la definicion se deduce que: C4 = B — A.

C4 esta constituido por todos los elementos que le “faltan” a A para ser “igual” a B.
1.2.14 Complemento respecto al conjunto universal.

Recordar que si U es el conjunto de referencia (universal) en una determinada teoria; por ejemplo, en la
teoria de conjuntos, entonces, cuando se considera en general conjuntos A,B,C,D, todos son
subconjuntos de U.
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En este caso, el conjunto C{} se indica asi: A’. Luego, C§ = A’ = U — A.
Ademés, x e A’ & x ¢ A;estoesequivalenteax EA & x € A’

Es decir, si un elemento pertenece a un conjunto, dicho elemento no pertenece al complemento del
conjunto; y reciprocamente, si un elemento no pertenece a un conjunto, dicho elemento pertenece al
complemento del conjunto.

Otras notaciones para C{ son las siguientes: A%, A,
1.2.15 Propiedades y casos especiales del complemento de un conjunto.

Leyes de D’Morgan:

(AUB)Y = (ANPB) (AnB) =AU B)
Ley Involutiva:

A = A
Leyes de Complemento

AUA =U ANA =0 Uu'=29 ¢ =U
Ejemplos:
Sean los conjuntos A y B definidos como sigue:

A = {5,9,10,12,40,50,80}; B = {2,3,5,6,8,9,10,11,12,15, 30,40, 50, 60, 70, 80}.
Dado que A c B, entonces C4 = {2,3,6,8,11,15,30,60,70} = B - A.

Tomando como conjunto de referencia el conjunto U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,12,14,15},
se tiene que:

SiA

{2,4,6,8,10,12, 14}, entonces 4’ = {1,3,5,7,9,11, 13,15}.

SiB = {1,2,3,4,5,6,7}, entonces B’ = {8,9,10,11,12,13,14,15}.

Sic = {1,4,7,10,12,15}, entonces ¢’ = {2,3,5,6,8,9,11,13,14}.
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1.2.15 Diagramas de Venn Euler.

La region sombreada representa al conjunto que se indica debajo de la region.

A
A—B

ANB

B AUB
B—-A

P —————

- —~

—e—

BAA

1.2.16 Resumen de correspondencia entre algebra proposicional y teoria de conjuntos

Teoria de Conjuntos

Logica proposicional

Conjunto A

Proposicion x € A

Conjunto universal U

T Tautologia o proposicion verdadera: x € U)

Conjunto vacio ¢

C (contradiccién o proposicion falsa: x € ¢)

Inclusién c Implicacion —
Igualdad = Equivalencia <
Union U Disyuncion v

Interseccion N

Conjuncién A

Diferencia —

Negacion de implicaciéon ~(-)

Diferencia Simétrica A

Disyuncion Excluyente v

Complemento °

Negacién ~

2™es el nimero de combinaciones de valores de

verdad para n proposiciones simples

2™ es el nimero de subconjuntos de un conjunto con

n elementos.
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1.2.17 Algebra de Boole.

Si sobre un conjunto A , se ha definido dos operaciones binarias, @ y &, asi:

Vx,yec Aix @y €A N x®y € A, entonces (4,P,Q ) es una estructura algebraica.
1.2.17.1 Definicion.

(A,®, ® ) esun algebra de Boole si y solo si:

a. Las dos operaciones binarias cumplen con las siguientes propiedades: asociativa, conmutativa,
modulativa (identidad), la una se distribuye respecto a la otra.
b. Paracadax € A, existe un respectivo elemento x’ € A tal que:

x@x'=e Yy x®x" = e,, donde e; es el elemento neutro de la operacion @ vy e, es el elemento
neutro de la operacion ®.

Se dice x' que es el complemento del elemento x.

En el algebra proposicional y en la Teoria de Conjuntos, se cumplen las condiciones de la anterior
definicidn, por esto se afirma que las estructuras algebraicas (P, V,A) y (P(U), U, n) son éalgebras
de Boole; donde P es el conjunto de proposiciones.

En este texto no se desarrolla un estudio general de algebra de Boole, pero los conocimientos adquiridos
en las dos unidades tratadas, sirven mucho para comprender los temas tratados en general y es abstracto
en algebra de Boole; inclusive, muchas demostraciones se desarrollan siguiendo los procesos realizados
con proposiciones y con conjuntos.

1,2,17.2 Equivalencias entre expresiones con conjuntos y expresiones con proposiciones

A continuacion, se presenta ejemplos de equivalencias entre expresiones que incluyen conjuntos y
expresiones que incluyen proposiciones.

e En el simbolo <> no se lee si y solo si, simplemente se lo usa para relacionar o hacer corresponder
expresiones equivalentes.

e Las proposiciones son verdaderas o tautologias y la mayoria de ellas tienen nombre propio.

e Lasproposiciones x € A,x € B,x € C, se las indica respectivamente con p, g, r. Luego, al conjunto
A le corresponde la proposicion p, al conjunto B la proposicion g y al conjunto C, la proposicion r.

Expresion con conjuntos Es equivalente a Expresion con proposiciones
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p—p

SiA c BANB c C,entoncesA c C

Sip - q ANq - r,entoncesp - r

SiA = BAB = C,entoncesA = C

Sip © qV q © r,entoncesp & r

SiA = B,entonces,B = A

Si(p & q),entonces (q & p)

(AUBY = (4 n B)

~pVvy © (~p A ~q)

(AnB)Y = (4 U B)

~bANqg e (~pV ~q)

-
-
-
-
A =B o r =9
A=A o (r < p)
AUB — pVyg
ANB — pAq
AAB — pVyg
A-B — p A ~q
A-B o ~p-q
B-A o ~(q-p)
AUA=A4A o (pvp) ep
AnA=4 o (pAD) =P
AUug=A o pvC)ep
AUB=BUA o Vva = (@Vp)
AnNB=BnA o P Ag) = (@AD)
AUuBUC)=(AuB)uUC - pv(gvr)e oVvqgQVr
An(BnNnC)y=MAnB)ncC — PpAN(gAT) S (pAg) AT
AN BUC)=ANBUMANOD — pA(gVr)ye A Vp AT
AuBNC)=AUB)Nn AUl — pV(gATr) © (Vg A{pVr)
-
-
@y = 4 = ~Cpe p

AUA =U PR (pV ~p) & T

ANA =20 — pAN~p)esC

U =20 — ~T & C

o =U > ~CoT

Para demostrar una expresion o una propiedad mediante conjuntos, se aplica la propiedad equivalente
con proposiciones. Por ejemplo, para demostrar que la union se distribuye con respecto a la interseccion,
se aplica la propiedad distributiva de disyuncion con respecto a la conjuncion.

Editorial Universitaria — Universidad de Narifo, octubre de 2020

52



Capitulo 1. Elementos de l6gica matematica y de teoria de conjuntos

1.3 EJERCICIOS DE ELEMENTOS DE LOGICA MATEMATICA Y DE TEORIA DE
CONJUNTOS

1.3.1 Ejercicios de l6gica matematica

En los siguientes ejercicios, por favor indique si la proposicion es verdadera (V) o falsa (F).
1) Sea p una proposicién verdadera, q una proposicion falsa.
El valor de verdad de la proposicion p A q es:
El valor de verdad de la proposicibn p v q es:
El valor de verdad de la proposicion p —» q es:
El valor de verdad de la proposicion p < qes:
El valor de verdad de la proposicion p vV q es: __
2) Sea p una proposicién verdadera, q una proposicion falsa, r una proposicién falsa.
El valor de verdad de la proposicion (p Aq) Vres:
El valor de verdad de la proposicion (pVv q) Ares:
El valor de verdad de la proposicion (p —» q) Ares:
El valor de verdad de la proposicion (pVv q) - res: __
El valor de verdad de la proposicion ~(p A q) es: __
El valor de verdad de la proposicion ~(p v q) es: __
El valor de verdad de la proposicién ~p es:
El valor de verdad de la proposicion p vV ~q es: __

El valor de verdad de la proposicion ~p < g es:
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1.3.2 Ejercicios de teoria de conjuntos

1.3.2.1 Ejercicios de seleccion multiple

El conjunto A = {x € N/ x < 6} en forma extensiva es:
a) A={123, 4,5}
b) A={1,23, 4,6}
c) A={0,1,2,3 4,5}
. Elconjunto B = {x € Z /- 3< x A X < 3} en forma extensiva es:
a) B={-3-2,2-101,2}
b) B={-2,-1,0,1,2, 3}
c) B={3,-2,-1,0,1,2,3}
. Seanlosconjuntos A={Xx e N/x<6}yB={xeZ/-3<xAx<3}

El conjunto A U B en forma extensiva es:

a) AuB={-2,-101,2 34,5}

b) AUuB={-2,-1,1,23,4,5}

C) AuB={3,-2,-1,01,23,4,5}

. Seanlosconjuntos A={Xx e N/x<6}yB={xeZ/-3<xAx<3}

El conjunto A N B en forma extensiva es:

Q) ANB=¢

b) ANB=A{0,1,23}

c) ANB={123}

. Seanlosconjuntos A={x e N/x<6}yB={xeZ/-3<xAx<3}

El conjunto A — B en forma extensiva es:

a) A-B=4{3,4,5}

b) A-B={4,5}

c) A-B={3 4,5}

. Seanlosconjuntos A={x e N/x<6}yB={xeZ/-3<xAx<3}

El conjunto B — A en forma extensiva es:

a B-A={2-10}
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b) B-A={-2,-1,0,1}
C) B-A={-2-1,04}
7. Seanlosconjuntos A={x e N/x<6}yB={xeZ/-3<xAx<3}

El conjunto A A B en forma extensiva es:

a AAB={2-1,0,4, 35}
b) AAB={-2-14 5}
) AAB={2-1,0,4,5}
8. SeanlosconjuntosC={x e Z/x?=9vx2=16vx2=25}yD={xecZ/x?=6vx2=12}.

El conjunto C U D en forma extensiva es:

8 CUD = {-3,-4,-534)
b) CuUD = {-3,-5,3,45)
) CUD = {-3,-4-5345)
9. SeanlosconjuntosC={x e Z/x?=9vx?2=16vx?=25}yD={xeZ/x?=6vx2=12}.

El conjunto C N D en forma extensiva es:

Q) CnD = {-3,-4,-53,4}
b) CnD =¢
0 CnD = {-3,-4,-5,3,4,5)}

1.3.2.2 Ejercicios con respuesta verdadero (V) o falso (F)

1. Sea Z el conjunto de los nimeros enteros. Entonces, Z* = Z* U Z~
2. Sea Z el conjunto de los numeros enteros. Entonces, el complemento de Z, (conjunto de los

enteros pares) es Z; (conjunto de los enteros impares)
3. SeaZ el conjunto de los nimeros enteros. Entonces, el complemento de Z* es Z~ U {0}.
4. Sea Z el conjunto de los nimeros enteros. Entonces, el complemento de Z~ es Z* U {0}.
5. Seael conjunto E = {x € Z / x <—4}. Entonces, el conjunto E>={-3,-2,-1,0,1,3,4 .5, ...}

1.3.3 Ejercicios varios
1. Expresar cada conjunto en forma extensiva

A={xeN/x <5} B={xeZ/-3<xANx <2}
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C={xeZ/x*=4vVvx*=25Vx%=281}
D ={xeZ/x*=5Vx?=10}
AUB ANB A-B B-A AAB cuUD cnD

2. Obtener el conjunto complemento respecto al conjunto de los nameros enteros Z, (referencia,
universal), de cada conjunto: Z*,Z,,Z;, Z*,Z~ de E = {xeZ/x <-3 A2 <«x}; F = {0}
donde:

Z={..-6-5-4-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,...}
Z*={..,-6,-5-4,-3,-2,-1,1,2,3,4,5,6 ..} = Z- {0]
Zy= {..,- 12,- 10,- 8,-6,-4,- 2,0,2,4,6,8,10,12, ...}

Z; = {..,- 11,-9,- 7,-5,-3,- 1,1,3,5,7,9,11, ...}

Z* = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, ...}

Z- = {-1,-2,-3,-4,-5,-6,-7,-8,-9,-10,- 11,- 12, - 14, ---}

3. La region rectangular es el conjunto de referencia U. Las regiones rectangulares pequefias son los
conjuntos A y B. Sombrear los conjuntos que se indica debajo de cada diagrama.

U A B AUB
ANB A-B B-C AAB
a B’ (AU B) (AnB)
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(A-B) (B-C) (AAB) A UB

4. Se asigna respectivamente a los conjuntos 4, B, C, las proposiciones: p , q , r. Asignar a cada expresion
con conjuntos la correspondiente ¢ “inmediata” proposicion; y a cada proposicion, la correspondiente
expresion con conjuntos.

AN(AUB) =4 &

AU(ANB) =4 <

ANA= 0 -

5. Teniendo en cuenta el enunciado inicial, completar cada expresion para obtener una proposicion
verdadera.
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(E'n D’y =

Teniendo en cuentaque: E- D = E n D’,entonces (E - D) =

Teniendo en cuentaque: E AD = (EUD)- (END),entonces:

(EAD) = __________ U_____
F=D & _ s
E#D < =

6. Demostrar las igualdades de conjuntos. Justificar cada paso del proceso.

AU (B-C) = (AU B)-(C-A4)

(M-N)-R=Mn (N UR)

M- (N UR) = (M-N)n (M-R)

AU (B-C) = (AU B)-(C-4)

Au(BNC)=(AUB)N (AU ()

(AuCy=4nC

(DUEY =D'NE

(HAK) = H' A K

(B-AY = (AN BY

FAG=FACG

A-B'=B-A

HAK=HAK

ANA=U

D-E=FE-D

Se propone al lector, demostrar otras propiedades o igualdades entre conjuntos planteadas en esta unidad
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CONJUNTOS NUMERICOS

2.1 CONJUNTO DE LOS NUMEROS NATURALES

El conjunto de los nimeros naturaleses N = {1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10, -+ }.

Si a, b es cualquier par de nimeros naturales, entonces a + b y a X b son numeros naturales; es decir,
la sumay el producto de dos (0 mas) numeros naturales, es otro numero natural; por lo tanto, la sumay
el producto de nimeros naturales cumple la Ley de Composicién Interna.

La diferenciay el cociente de dos nimeros naturales, no siempre resulta nimero natural; es decir, a — b
a . , .z s g ,
y 5 No siempre son nimeros naturales; por lo tanto, la sustraccion y la division de numeros naturales,

no cumplen la Ley de Composicion interna.
2.2 CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS

El conjunto de los nimeros enteroses Z = {---,-8,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,-- }

Si a, b es cualquier par de nimeros enteros, entonces, a + b, a X b, a — b son nimeros enteros; es
decir, la suma, el producto y la diferencia de dos (0 mas) nUmeros enteros, es otro nimero entero; por lo
tanto, estas operaciones cumplen la Ley de Composicion Interna.

El cociente de dos nimeros enteros, no siempre resulta nimero entero; es decir, % no siempre es nUmero

entero.
Ejemplos:
10+ 90 =100 10 + (-90) =-80 -10+90 = 80
-10-90 =-100 10-90 =-80 -10+ (-90) =-100
450 + (- 30) = 420 -10-(-90) =-10 4 90 = 80 Eez

7
4-(-30) = 4 + 30 = 34 5+43+(-2)=8+(-2)=6

2.2.1 Subconjuntos de Z

Enteros positivos: Z* = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, - }.

Enteros negativos: Z~ = {-1,-2,-3,-4,-5,---}.
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Enteros pares: Z,, = {x € Z / x = 2k,donde k € Z }
Enteros impares: Z; = {x € Z /x = 2k + 1,donde k € Z }
Segun lo anterior:
Z,= {-,-10,- 8,- 6,- 4,- 2,0,2,4,6,8,-+}
Z; = {+,-9,-7,-5-3,-1135,7,911,-}
Conjunto de enteros, menos el cero:
7" =7—{0}=Z*UZ ={,-4,-3,-2,-1,1,2,3,4,5,6,-}
Z* U {0} es el conjunto de enteros no-negativos.
Z~ U {0} es el conjunto de enteros no-positivos.

Segun lo anterior, el entero cero, no es positivo, ni es negativo; es neutro.

Entonces, —0 = +0 = 0.
2.2.2 Algoritmo de la division

Dado un entero no-negativo m y un entero positivo n, existe un Unico entero positivo g, llamado cociente
entre m y n, y un entero r, llamado resto o residuo de dicho cociente, tales que m = nq + r, donde
0<r<n.

Ejemplos:

100 = 30x 3 + 10; asi que, el cociente de dividirm = 100 entren = 30,esq = 3yelrestoesr = 10.
(Observe que 10 < 30).

100 = 3x33 + 1; luego, el cociente de dividir 100 entre 3, es 33 y el resto es 1. (Note que 1 < 3).

215 = 20x10 + 15; entonces, el cociente de dividir 215 entre 20, es 10 y el residuo es 15. (Observe que
15 < 20).

215 = 10x21 + 5: el resto de dividir 215 entre 10, es 5y el cociente es 21. (Note que 5 < 10).

Observe que 100 = 30x2 + 40, pero el resto de dividir 100 entre 30 no es 2, ni el cociente es 40, porque
40 no es menor que 30; vy el resto r debe ser menor que n, que en este caso es 30.
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Como 50 = 25x2 + 0, entonces el cociente de dividir 50 entre 25, es 2 y el resto es 0. También, se puede
afirmar que, el cociente de dividir 50 entre 2 es 25 y el residuo es 0.

El cociente de dividir 50 entre 10, es 5y el resto es 0; igualmente, el cociente de dividir 50 entre 5 es 10
y el resto es 0.

2.2.3 Divisibilidad en los enteros

Un entero positivo a divide a un entero positivo b, si y sélo si, existe un entero k, tal que b = ak.
Si b = ak, entonces, el resto de dividir a entre b, es 0, por lo cual, el entero k es el cociente.
En este caso, se afirma que el entero a es un factor o divisor del entero b, y que b es maltiplo de a.

Tambien se afirma que a divide a b 0 que b es divisible por a. Ademas, k es otro factor de b, y también
es cofactor de a.

Observacion:

En la divisibilidad, es suficiente considerar enteros positivos; aunque también se puede considerar
enteros negativos, pero el signo menos (-), se lo trata de otra manera o por aparte, como se vera mas
adelante.

Notas:
Para efectos de divisibilidad de nimeros, es pertinente recordar que:
e Un ndmero es multiplo de 2, cuando la ultima cifra es nimero par.
e Un ndmero es multiplo de 3, cuando la suma de sus cifras es maltiplo de 3.
e Un numero es divisible por 4, cuando las dos ltimas cifras forman un namero multiplo de 4.
e Un namero es divisible por 5, cuando terminaen 0 0 en 5.
e Un ndmero es multiplo de 9, cuando la suma de sus cifras resulta un nimero multiplo de 9.
Ejemplos:
Los divisores positivos de 40 son: 1, 2, 4,5, 8, 10, 20 y 40.

Algunos multiplos positivos de 3 son: 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, --.
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Nota:

1. Dado que m = 1 X m, entonces se concluye que m es multiplo de m y al mismo tiempo es
divisor de m.

Todo nimero entero es multiplo y divisor de si mismo.
El nimero 1 es divisor de todo nUmero entero.

2. Todo ntmero entero positivo, tiene como minimo dos divisores positivos, el 1y el mismo nimero.
2.2.4 NUmero primos

Un entero positivo p diferente de 1, es nimero primo, si y solo si, los Unicos divisores positivos de p,
sonlyp.

Son nameros primos: 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29,31,37,41,43,47,53, ---.
2.2.5 NUmero compuestos

Un entero positivo q diferente de 1, es nUmero compuesto, si y solo si, tiene al menos un divisor diferente
de 1 y de q. En consecuencia, un entero positivo diferente de 1 es compuesto, cuando no es numero
primo.

Ejemplo:

Los siguientes niUmeros son compuestos: 4, 6,8,9,10,12, 14,15, 16,18, 20, 21,22, 24,25 ,26,27, ---.
Nota:

Todo numero compuesto, se lo puede expresar (0 descomponer) como un producto de factores primos.
Ejemplos:

100=2%x50=2%X2%X25=2x2x5x%x5=22x52

210 =2%x105=2%x3x35=2Xx3x5x%x7
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2.2.6 Maximo comun divisor (MCD) y minimo comuan multiplo (MCM)

Un entero positivo d es el MCD de dos enteros positivos a y b, si y solo si, d es el mayor de todos los
divisores comunes de a 'y b. Se expresa asi: MCD (a,b) = d.

Un entero positivo m es el MCM de dos enteros positivos a y b, si y solo si, m es el menor de todos los
multiplos comunes de a y b. Se expresa asi: MCM (a, b) = m.

Los divisores positivos de 16 son: 1,2,4,8 y 16.
Los divisores positivos de 40 son: 1, 2,4,5,8,10,20 y 40.
Por lo tanto, los divisores comunes de 16 y 40 son: 1, 2, 4,8 y el mayor es 8; luego, MCD (16,40) = 8.
De igual manera, MCD (20,60) = 20; MCD (35,14) = 7; MCD(100,80) = 20
Algunos multiplos positivos de 30 son:
30,60,90,120,150, 180, 210, 240, 270,300, 330, 360, 390, 420, 450, ...
Algunos multiplos positivos de 50 son: 50,100,150, 200, 250,300, 350,400,450, 500, ---
Multiplos positivos comunes de 30 y 50 son: 150,300, 450, 600, ---.
El menor multiplo comin de 30 y 50 es 150; por lo tanto, MCM (30,50) = 150.
Nota. Dos 0 més enteros positivos son coprimos o primos relativos, cuando su MCD es igual a 1.
Ejemplos:
MCD(10,9) =1 MCD(5,12) =1 MCD(10,9,5) =1 MCD(2,3,5) =1

Entonces, los pares de nimeros 10 y 9,5 y 12, son coprimos; lo mismo sucede con las ternas 10,9 y 15;
2,3y5.

2.2.6.1 Propiedades de MCM y MCD, y algunos casos especiales

SiMCD(a,b) = d, entonces, MCD (%%) = % donde t es un divisor positivode ay b

De lo anterior, se obtiene la siguiente expresion:
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ab
txMCD(—,—)zd
tt

SiMCD(a,b) = d, entonces, MCM (ka, k b) = kd donde k es un entero positivo.

a b
t’t

Si MCM (a, b) = m, entonces, MCD ( ) = % donde t es un divisor positivode a y b.

De lo anterior se obtiene la siguiente expresion:

ab
txMCM(—,—)zm
t t

SiMCM(a, b) = m, entonces, MCM (ka, k b) = km, k es un entero positivo.

Ademas, si a es un divisor positivo de b, entonces: MCD(a,b) =a y MCM(a,b) = b.

Ejemplos:
MCD(100,200) = 100 MCD(30,90) = 30 MCD(5,35) =5
MCM(100,200) = 200 MCM(30,90) = 90 MCM(5,35) =35

2.2.6.2 Méaximo comun divisor y minimo comun multiplo de varios enteros

Para calcular el MCD de dos 0 més enteros, se descompone los enteros en factores primos comunes. El
producto de estos factores primos comunes, constituye el méaximo comun divisor.

Para calcular el MCM de dos 0 més enteros, se descompone los enteros en factores primos comunes y no
comunes. El producto de todos estos factores primos, es el minimo comun maultiplo.

Para ello, se dispone los numeros en columna y a la derecha, separados por una linea, se escribe los
factores primos y debajo de cada nimero, los respectivos y sucesivos cofactores (el otro divisor), es decir,
los cocientes.

Ejemplos:

Obtener el MCD y el MCM de los siguientes enteros: 420, 330,390 y 300.

420 330 390 300 2 420 330 390 300 2
210 165 195 150 3 210 165 195 150 2
70 55 65 50 5 105 165 195 75 3
14 11 13 10 35 55 65 25 5
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Segun la descomposicion anterior, se tiene que:

MCD(420,330,390,300) = 2x3x5 = 30;

MCM (420,330,390,300) = 2x2x3x5x5x7x11x13 = 300.300.

Nota:

e e

Capitulo 2. Conjuntos numéricos

11 13
11 13
11 13
1 13
1 1

N = e

11
13

Para calcular el MCM y el MCD de varios enteros, cuando sea posible, es de gran utilidad aplicar sus

propiedades.

En los ejemplos anteriores, se tiene que los nimeros 2, 3,5, 10, son divisores comunes de los enteros

dados.

Por tanto,

MCD(420,330,390,300) = 10xM(CD(42,33,39,30) = 10x3xM(CD(14,11,13,10) = 10x3x1 = 30.
Se puede observar que, MCD(14,11,13,10) = 1.

MCM(420,330,390,300) = 10xMCM (42,33,39,30) = 10x3xMCM(14,11,13,10).

Dado que, no hay un divisor comun para 14,11,13 y 10, se los descompone en factores primos

comunes y no comunes, asi:

14

7

11

11

11

11

13
13
13
13
13
1

10

5

11

13
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Entonces, MCM(14,11,13,10) = 2x5x7x11x13 = 10.010.

Por tanto, MCM (420,330,390,300) = 10x3x10.010 = 300.300.

2.3 CONJUNTO DE LOS NUMEROS RACIONALES

En notacion fraccionaria, el conjunto de los nimeros racionales es: Q = {% /acZbel}l.
Conjunto de racionales positivos Q* = {% J/(a€eZtybeZ)o(aeZ ybeZ)).

Conjunto de racionales negativos Q™ = {% J(@€Z" yb eZ)o (aeZ y beZ)}.

Q* es el conjunto de todos los nimeros racionales a excepcion del 0: Q* = QT U Q™ = Q — {0}.

Q=Q u{ojuQ*
Q=Q u{0}
Ejemplos:

Son nlimeros racionales:

5-710 1 0 -24 17 100

Son racionales positivos:

14 320 —60

27" —419 '—-17
Son racionales negativos:

—17 120 86

27 '=211" 19°
2.3.1 lgualdad de racionales

T _ & siysolosiad =b
b = d SlySO O Slaad = pc.
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Ejemplos:

> _ 10 5x8=10x4
7 = g Porques5x8=10x4.

5
2= —g Poraue 5x(—8) = (—10)x(4) .

Otros ejemplos:

100 50 25 5

200 100 50 10 2
-20 20 2 1

-80 80 8 4

Nota:

- , a - , - s
Si a es un namero entero, entonces, como a = T Se SIgue que a €s un numero racional. Asi: Z c Q.

Conclusion:

Todo namero entero, es nimero racional, por tanto, Z c Q.

2.3.2 Operaciones basicas con racionales

Adicié Sust ,,_a+c_adirbc

lcion 'y sustraccion.: b d = bd
Multiplicacion : = x — = —

ultiplicacion : A 7= bd

D..-/ _a . C_ iO

Loision : b 0 d— bC,C
Ejemplos:

7+2_7><5+3><2_35+6_41 —11+13_—44+26_—18_ 9

3 5 3%x5 15 15" 2 4 8 8 4
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_ 7X5-3%x2  35-6 29 ~-11 13 —44-26 -70 35

7 2
3 5 B

Nota:

Simplificar una fraccion %, consiste en dividir a 'y b entre un divisor comdn a ellos.

Ejemplos:
100 100+10 10 -18  —-18+2 -9
70~ 70=10 7 ° 8  8+2 ~ 4
30 15 5 162 18
42 21 7° 45 ~ 5 °

3%x5 15 15° 2 4 8 8 4

Cuando los fraccionarios que se suman 0 se restan tienen el mismo denominador (fraccionarios

homogéneos), se suma o resta los numeradores y se deja el mismo denominador.

Ejemplos:

25+4_29 31+5_36_6

7 7 7 6 6 6

-75 5 70 35 16 12 16—12 4
7 it T T T 5 5 5 5

Para obtener la suma o diferencia de varios fraccionarios, se multiplica cada numerador por los
denominadores de los demas fraccionarios y se suma o resta estos productos para obtener el numerador
del fraccionario resultante. Para el denominador, se multiplica todos los denominadores. Si los
fraccionarios que se operan son homogéneos, se opera Unicamente con los numeradores y se deja el

mismo denominador.

Ejemplos:

12+—2 3 12x3x4+(-2)x5x4-3x3x5 144—40—45 59
5 3 4 5X%X3X4 - 60 60
1+1+1_18+12+6_36_1

2 3 6 36 36
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7-3+5-9+6 6

3
4 4 '

9 -6
4 4

| o

+ 2
4

S

También se puede transformar los racionales a fraccionarios homogéneos, es decir, que tengan un comun
denominador. Para ello, se busca un multiplo comin de los denominadores; para lo cual, el mas
conveniente es el MCM. Cada numerador se debe multiplicar por el mismo namero por el cual se
multiplicé su denominador.

Ejemplos:
1+1+1_1><3+1><2+1_6_1

2 3 6 6 6
7+—3+5 7 35-18+50-21 46 23
6 5 3 10 30 30 15°

Multiplicaciones

21

21x3 63 10 6 60 12
5

S5x4 _ 20 3X5 335" "7

3
X — =
4

-9 =5 10_ (=9(-5(0) 450 _75 10 -6 _ —60 _ 12

_X_ —_— [ — [— [—

7 2 3  7x2x3 42 7 =375 ~ =35 7
Divisiones
8 2 8x3 24 12 14 -3 28
5 3 5x2 10 5 9 = 2 =27
36 -4 36x3 108 27 9 -9 -2 -9x3 -27 27
-15 3  —-15x(-4) 60 15 5 4 3 T 4x(-2) -8 8
-9 10
—% _ —9x3 =27 27 10 -7 10x4 40
-2  4x(-2) -8 8 3 3  1x3 3
3 ) )
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2.3.3 Operaciones combinadas

Primero se realiza las operaciones que estan agrupadas; después las multiplicaciones y al final las sumas
y restas.

A N He

: = X X
4 ' 5 3 7 21 9 20 3 56 9
_ —-1110 3.528 -37 392 -37 196 —37 98
T 60 504 2 56 2 28 2 14
_ =37 49 =37 L —37-14 -51
2 7 2 B 2 T2

Nota:

Dado que 3y 10 son divisores de 1.110 y 60, entonces, 30 es divisor comun; por lo cual, se simplifica el
namero racional % dividiendo numerador y denominador por 30, resultando %

De igual manera, 9 es divisor de 3.528 y de 504; entonces, se simplifica 3;)—? dividiendo numerador y

denominador por 9. Se continta simplificando las sucesivas fracciones entre 2. (Observe que se puede
simplificar dividiendo por 4).

2.3.4 NUmeros mixtos

. .- . . . c c
La suma de un nimero entero positivo a con un fraccionario positivo menor que uno, Z' estoes a + ;

., C
selo expresa asi: a E

Este nimero se denomina mixto porque esta formado por una parte entera y una parte fraccionaria.
Ejemplos:

1 . 1 s
1-elcual equivaleal +=-=-.
4 4 4

3 —3+1—7
B 2 2

N =
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11—1+1—9
8 8 8’

Pasando de fraccionario a mixto:

7_4+3_4+3_1+3_13
4 4 4 4 4 T4
5_4+1_4+1_2+1_21
2 2 2 2 )

2.3.5 Porcentajes

Capitulo 2. Conjuntos numéricos

, . a , .
Un namero racional Too’ S8 lo puede expresar asi: a % que se lee: a por ciento. (%0 = a %)

Ejemplos:
32 _ 30 50 _ oo 98 _ 0 125 _ 0
100 3% 100 50 % 100 0,8 % 100 125 %
3
2 30— 075%
100 4
2.3.5.1 Conversion de fraccionarios y decimales a porcentajes
3_075_0,75><100_75_750/ 1_05_ 50 _ 509

4~ "7 77100 100 77 2 " 100 7
08—8— = 80% 01—1—10—10‘V

710 100 7 710 100 7
12—12—120—1200/ 3—0375—3750/

“710 100 7 g oY

2.3.5.2 Conversion de porcentajes a fraccionarios y decimales

35
35% =

7

100 20°
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62% = %2 _ 62
°T 7100 O

8 _4_08
5

0fy — —_
80% 100 10
0 0, = — = — =
El9% de 9 es 0,81 porque 9% X 9 100)(9 100 0,81
0 0 - o
El 25% de 200 es 50 porque 25% x 200 100><200 100 5

El 40% de la mitad de 800 es igual a 160 porque,

400/><1><800—4 ><1><800—4OXS00—160
079 ~ 100" 2 T100x200

2.3.6 Relacion de orden en Q

Para dos racionales gy % donde b y d son enteros positivos, se tiene que:

2 <« L siysolosiad < b
b d Slysolosia C.
Ejemplos:
72 35 < 36 —i_ 13 44 < —39
1 z porque 3 7 porque
3 _1 11 -13
Como 3 X2< 1X7,entonces ?<E ?> 7 porque 44 > —39
Propiedad
S'a ¢ jonales tal a<c t a<1(a+c)<
l by dSOTlTClClOTla es taies que b d,en onces b ) b d
Ejemplos:
1 1 1 1 /1 1 1 1 5 1 1 1 5 5
§<5*§<5(§+5)<5 C3<n<z” §<E(§+E)<E -
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Nota:

Dados dos racionales diferentes, (el uno menor que el otro), la semisuma de ellos, es otro racional, mayor
que el menor y menor que el mayor de los dos racionales dados.

La afirmacion anterior se la puede aplicar las veces que se desee, para obtener racionales entre dos
racionales diferentes.

De lo anterior se obtiene las siguientes afirmaciones:

Entre dos nimeros racionales diferentes, siempre existe otro nimero racional.
Entre dos nimeros racionales diferentes, existen infinitos nimeros racionales.
El conjunto de los nimeros racionales es denso, pero no completo.

El conjunto es denso, porque entre cualquier par de numeros racionales diferentes, existen infinitos
racionales; y no es completo, porque al representar en una recta los nimeros racionales, a cada uno le
corresponde un punto en la recta, pero hay puntos de la recta a los cuales no les corresponde un nimero
racional; es decir, hay vacios en la recta cuando en esa solo se ubican los nimeros racionales.

2.3.7 Notacion decimal

Un ndmero decimal consta de dos partes, una entera y otra decimal. Asi: E, ¢;¢c5C3C4Cs *+-

E es la parte entera 'y c;c,c5¢4Cs -+ €S la parte decimal. Cada c¢; es una cifra decimal.

Un decimal periddico es de la forma: E, a,a,asa, *+* a;b1bybsby -+ bybibybsby -+ bybybybsby -+ by, -+
a,a,asa, - a,, es laparte decimal no periodicay el grupo b;b,bsb, -+ b,, €s el periodo.

Si N = a,a,asa, - a,, (lacual no siempre existe) y P = b;b,b3b, - by, €l racional periddico queda
asi: E, NP.

Todo decimal periddico se lo puede expresar de la forma fraccionaria % donde a 'y b son enteros, b # 0

- ENP — EN
E,NP = T

90
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nm .
ENP y EN son nameros enteros; ; B‘ es el numero formado por n nueves, seguido de m ceros; n es el

numero de cifras que tiene el periodo, m es el nimero de cifras que tiene la parte no periddica.

Conclusion. Todo numero decimal periodico es numero racional.

Ejemplos:
257 o 3254—325 _ 2929
U 12 900
90
c1257 = 51.232 - 512 _ 50.720 _ 5.072 2.536
’ B 22 9900 495
90
155 = 153—-15 138 69
T 11 90 45 15
90
15355 — 15378-153 15225 _ 3045 _ 1015
SET Tz T i 66
90
Cuando el decimal periddico carece de parte no-periddica, entonces m = 0, y en este caso, la formula
queda asi:
~ EP—E
E,P = m
9
Ejemplos:
- 125 —-12 113 ~ 390 -3 387 43 - 23 -2 21 7
’5 = = 3,90 = = = — , = = —_— = -
1 9 11 1 9 3
9 9

Nota:

Cuando el decimal periddico es negativo, se aplica las mismas férmulas, anteponiendo el signo menos

(S
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g 125-12 113 255 3%0-3_ 387 _ 43
T 1 9 S 2 99 11
9

Afirmacion. Todo numero racional es decimal periddico.
Ejemplos:

Los siguientes numeros reales son decimales periddicos (racionales) con periodo 0.

1245 25,78 0,75 -1,80 58 72

2.4 CONJUNTO DE LOS NUMEROS IRRACIONALES

Todo nimero decimal no-periddico e infinito es nimero irracional.

Un ndmero irracional no se puede expresar de la forma % donde a y b sean enteros.

El conjunto de los nimeros irracionales se lo simboliza con | y es el complemento de @ respecto a R;
luego Q¢ = Q' =I.

Las raices cuadradas inexactas de numeros positivos; raices cubicas inexactas de racionales, son
irracionales.

Por ejemplo, son nameros irracionales: v2,v/3, —V'5,v/7,v/8, —¥/3, V9, £ 20

Dos numeros irracionales muy importantes en la Matematica, debido a su gran aplicacion, son los
siguientes:

El nimero pi, T = 3,141592653 ...

El nUmero de Euler, e = 2,71828182845 ...
2.5 CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES

El conjunto R = Q U I es el conjunto de los niumeros reales.

De modo que, todo nimero decimal y todo nimero que se lo pueda expresar en notacion decimal, es
namero real; por lo cual, todo nimero real es un decimal o se lo puede expresar en notacion decimal.
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De la definicién se deduce que: QcR; IcR;Q NI =¢.

Un namero real es un decimal con infinitas cifras decimales, periddicas o no periddicas.

Un namero entero es un numero racional, por lo cual es un namero real, con periodo cero.

Afirmaciones. Sean las proposiciones p, g y r, cComo sigue:

p: x €s un nimero racional q: x es un namero real r: x es numero irracional

Se establece las afirmaciones que siguen, con su respectivo valor de verdad, lo cual ayuda a recordar el
valor de verdad de una proposicion en conjuncién con lo estudiado hasta el momento sobre el conjunto
de los numeros reales.

Ejemplos:

Simbolos Enunciado textual Valor de verdad
p-q Si x es un nimero racional, entonces x es un numero real Verdadero
r—oq Si x es un nimero irracional, entonces x es un nimero real Verdadero
q-p Si x es un nimero real, entonces x es un numero racional Falso
q-oT Si x es un nimero real, entonces x es un nimero irracional Falso
peq Si x es un nimero racional, si y solo si x es un numero real Falso

q < pVr | xesunndmero real, siy solo si x es un nimero racional 6 x es irracional | Verdadero
p > ~r Si x es un nimero racional, entonces X no es un nimero irracional Verdadero
Ejemplos:

Los siguientes nimeros pertenecen a los nimeros reales.

3

VB
2e

-5 3 _8 V2 V3
4 7
V8 -7 V9 +3/24 2
129,4 -21,678 0,850 450238 _ 45071125

La suma, diferencia y producto de nameros reales, es un numero real. El cociente de dos nimeros reales
es un namero real siempre que se divida por un namero diferente de cero.
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Sean x,y numeros reales, entonces: x +y €ER; x Xy =xy €R; x —y € R; ge Rsiy # 0.

Propiedades

Asociativa para la adicion y multiplicacion x+yY)+z=x+ Wy +2) (xxy)xz = xx(yxz)

Conmutativa para la adicion y multiplicacion x+y=y+x XXY = yXX

Ley modulativa para la adicién y multiplicacion x+0=0+x=x xx1 = 1xx = x.

Ley invertible en la adicion y multiplicacion x+(-x)=(Cx)+x=0 xxl = 1xm0
X

X

Los nimeros 0 y 1 son los respectivos modulos o elementos neutros de la adicion y la multiplicacion.
2.5.1 Relacion de ordenen R

Para dos numeros reales a, b; en la expresién a < b se lee: “a es menor que b”. En a < b se lee:
“a es menor o igual a b”.

En la expresion b > a, se lee: b es mayor que a, la cual es “equivalente” o indica lo “mismo” que la
anterior.

Nota:

Las expresiones a < b y b > a, son desigualdades equivalentes, indican lo mismo, ya que expresar
que “a es menor que b”, es lo mismo que decir que “b es mayor que a”.

Definicion
a < b siy solo, existe un nimero real “positivo” ¢, tal que a + ¢ = b.

a < b siy solo, existe un nimero real “positivo” o cero c, tal que a + ¢ = b.
2.5.2 Subconjuntos de R

Un ndmero real X es positivo, si y solo, si x > 0. El conjunto de reales positivos se denota por R*.
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Un namero real x es negativo, si y solo si, x < 0. El conjunto de reales negativos se denota por R™.
El conjunto de reales positivos y negativos se denota por R*; esto es: R* = R* U R™ = R — {0}.
Ejemplos:

20 < 23 porque 20 + 3 = 23.

1,24 < 1.25 porque 1,24 + 0,01 = 1,25.

-55.690 < 0,001 porque todo nimero negativo es menor que todo nimero positivo.

Nota:

Todo numero real negativo, es menor que cualquier nimero real positivo.
2.5.3 Propiedades del orden en los reales

Para numeros reales a, b, c, d; se plantea las siguientes propiedades.
1. Ley transitiva:
Sia<b y b<c,entonces a < c.

2. Ley de monotonia: si se suma miembro a miembro dos desigualdades del “mismo” sentido, se
obtiene otra desigualdad de sentido “idéntico”:

Sia<b yc<d,entoncesa+c<b+d.

3. Si se suma a los dos miembros de una desigualdad, un numero real, se obtiene otra desigualdad
del mismo sentido:

Para cualquier real k,sia < b,entoncesa + k < b + k.

4. Si alos dos miembros de una desigualdad se los multiplica por un mismo ndmero real positivo,
entonces se obtiene otra desigualdad de idéntico sentido:

Sia < b y hespositivo,entonces ah < bh.

5. Sialos dos miembros de una desigualdad se los multiplica por un mismo numero real negativo,
entonces se obtiene otra desigualdad de sentido contrario:

Sia < b y tesnegativo,entonces at > bt.
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Si se multiplica miembro a miembro dos desigualdades del mismo sentido de reales positivos, se
obtiene otra desigualdad de idéntico sentido:

Si0<a<by0<c<dentoncesac < bd.

Si se multiplica miembro a miembro dos desigualdades del mismo sentido de reales negativos, se
obtiene otra desigualdad de sentido contrario:

Sia<b<0yc<d< 0,entoncesac > bd.
El producto de reales positivos, es real positivo:
Sia > 0yb > 0,entoncesab > 0.
El producto de reales negativos, es real positivo:
Sia < 0yb < 0,entoncesab > 0.
El producto de un real positivo con un real negativo, es real negativo:
Sia > 0yb < 0,entoncesab < 0.
El producto de un real negativo con un real positivo es real negativo:
Sia < 0yb > 0,entoncesab < 0.
Sia? < b? y a,b € R*,entoncesa <b.
13.Sia? < b? y a,b € R™,entoncesa > b.

Si se eleva al cuadrado los dos miembros de una desigualdad de reales positivo, se obtiene otra
desigualdad del mismo sentido. (La desigualdad “no cambia”)

Si0 < a < bentonces a® < b?.

Si se eleva al cuadrado los dos miembros de un desigualdad de reales negativo, se obtiene otra
desigualdad de sentido contrario. (La desigualdad “cambia de sentido™)

Sia < b < 0entonces a®> > b?.
a < bsiysélosia-b < 0.

a < bsiysoélosi0O < b-a.
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18. Si a® < b3 entonesa <b.
19.a < bsiysélosi-b <-a.

20. Ley de la Tricotomia: para cualquier par de nimeros reales ay b, se cumple unay solo una de las
tres expresiones siguientes: a=b 6 a<b 6 a > b.

Nota.

Las propiedades 8, 9, 10 y 11, se conocen como ley de los signos en la multiplicacién de reales.
Ejemplos.

Si10 < a y a < c entonces 10 < c (Propiedad 1).

Sia <-8y b < 12 entoncesa + b <-8 + 12 — a + b < 4 (Propiedad 2).

Si20 < a entonces20-9 < a-9 - 11 < a- 9. (Propiedad 3).

Si 10 < a y k € R* entonces 10k < ak. (Propiedad 4).

Si a <- 80, entonces7a < (- 80)7 = 7a < - 560. (Propiedad 4).

Como - 12 > - 45, entonces (- 12)(20) > (- 45)(20) — - 240 > - 900. (Propiedad 4).
Si 10 < a y k € R entonces 10k > ak. (Propiedad 5).

Si a <-80,entonces-7a > (- 80)(-7) — -7a > 560. (Propiedad 5).

Como - 12 > - 45 entonces (- 12)(- 20) < (- 45)(-20) —» 240 < 900. (Propiedad 5).
Si3 < ay?7 < b entonces (3)(7) < ab — 21 < ab. (Propiedad 6).

Como 15 < 20 y 0,2 < 0,3 entonces (15)(0,2) < (20)(0,3) — 3 < 6. (Propiedad 6).
Sia <-15 yb <- 0,2 entoncesab > (- 15)(- 0,2) - ab > 3. (Propiedad 7).

Como- 20 <-15 y- 0,3 <- 0,2 entonces: (- 20)(- 0,3) > (- 15)(-02) — 6 > 3
(Propiedad 7).

Como-1,2 < 0 y-1,02 < 0, entonces (-1,2)(-1,02) > 0; es decir, 1,224 > 0. (Propiedad 8:

Como0 < 2.5 y0 < 5, entonces 0 < (2,5)(5) — 0 < 12,5.(Propiedad 9: + X + = +).
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Como 0 < 30 y-2,08 < 0 entonces (30)(-2,08) < 0 — -624 < 0.

(Propiedad 10: + x - = -).

Como- 0,4 < 0 y0 < 10 entonces (- 0,4)(10) < 0 — -4 < 0.

(Propiedad 11: - x + = -).

Sia € Rt y a? < 5% entoncesa < 5. (Propiedad 12).

Sib € R* y b? > 100 entonces b > 10. (Propiedad 12).

Siae R~y a? < (- 5)? entonces: a > - 5. (Propiedad 13. En este ejemplo: -5 < a < 0).
SibeR y b?> (—10)? entonces b < —10 (Propiedad 13).

Sice R™yc? < 144 entonces ¢ > - 12. (Propiedad 13. En este ejemplo:- 12 < ¢ < 0).
Si 15 < a entonces: (15)? < a? — 225 < a?.(Propiedad 14).

Si b > 11 entonces: b* > 121. (Propiedad 14).

Si a <-15 entonces: a*> > (-15)2 — a? > 225 (Propiedad 15).

Si -11 > bentonces: 121 < b? (Propiedad 15.

Como 1,6 < 1,7 entonces: 1,6 - 1,7 < 0 — - 0,1 < 0 (Propiedad 16).

Como -2 <-1entonces -2 + 1 < 0— -1 < 0. (Propiedad 16).

Como 1,6 < 1,7 entonces: 0 < 1,7- 1,6 — 0 < 0,1 (Propiedad 17).

Como-2 <-1 entonces: 0 <-1+ 2 — 0 < 1. (Propiedad 17).
2.5.4 Densidad de R

Se afirma que el conjunto R es denso, porque entre dos nimeros reales diferentes, existen infinitos
numeros reales.

Una manera de obtener nimeros reales entre dos nimeros reales diferentes x y y es la siguiente:

Si x < y, entonces por la propiedad 3, se tiene que:
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xX+y xX+y
2 Y T

X+x<x+y; x+ty<y+y—o2x<x+y x+y<2y—ox< <y
Conclusion: la semisuma de los nimeros reales diferentes, en un real que esta entre ellos; es decir, es un
nimero que es mayor que el menor y menor que el mayor de ellos.

Otra manera de obtener nimeros entre dos reales diferentes en notacion decimal, es la siguiente:

Si los dos decimales son positivos, mayor es aquel que tiene la parte entera mayor. Cuando las partes
enteras son iguales, se compara las “correspondientes” cifras decimales hasta obtener el primer par de
cifras diferentes. En este caso, mayor es el decimal que tiene la cifra mayor. Exactamente lo mismo se
hace con decimales negativos, pero en este caso, mayor es aquel que tiene la parte entera menor, o en el
primer par de cifras correspondientes diferentes, el que tenga la menor de ellas.

Ejemplos

3,987 < 4,001 3,987 < 3,991 3,991 < 3,992
5,8976543 < 5,897660002 7,003571 > 7,00299999 -4,89765 < - 3,89105
- 4,89765 < - 4,89105 -4,89105 < -4,89005 -4,89105 > - 4,892059

Como 1,1 < 1,2; entonces:

1,1 < 1,11 < 1,2 1,1 < 1,11 < 1,12 < 1,2 1,1 <111 <112 < 1,13< 1,2

2.5.5 La recta real

En la representacion geométrica de los nimeros racionales en una recta, hay “vacios” en ella, es decir
puntos a los cuales no le corresponde un nimero racional. Ahora, si dichos vacios se los “llena” con los
nameros irracionales, entonces a cada punto P de la recta, le corresponde un decimal, ya sea periddico o
no periodico, es decir, racional o irracional. En sintesis: a cada punto P de la recta le corresponde un
namero real x y a cada numero real x le corresponde un punto P de la recta.

De esta manera, se establece una correspondencia biunivoca entre el conjunto R y una recta. Por lo
anterior, se afirma que R es un conjunto completo.

En la expresion P(x) se lee: punto P de ordenada x.

Sea X es una recta real, entonces OX es un sistema unidimensional, donde O es un punto de X con
ordenada 0.
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P(x),x <0 P(x), x>0

2.5.6 Intervalos reales.

Sea m y n nimeros reales, tales que m < n.
Elconjunto {x € R/m < x < n} = [m,n]esunintervalo cerrado. Se lee: intervalo cerrado m, n.

Elconjunto {x e R/m < x < n} = (m,n) esun intervalo abierto. Se lee: intervalo abierto m, n

El conjunto {x eR/m <x < n} = [m,n) es un intervalo semiabierto. Se lee: intervalo
semiabierto m, n. Abierto a la derecha

El conjunto {x € R/m < x <n} = (mn] es un intervalo semiabierto. Se lee: intervalo
semiabierto m, n. Abierto a la izquierda.

Los siguientes conjuntos, se denominan intervalos infinitos:
{x e R/x<n} = (- o,n].

{x eR/x < n} = (- o,n).

{fx e R/m<x} = [m,+o0).

fx e R/m < x} = (m,+00) = (m,).

Los valores m y n se los Ilama extremos. La grafica de intervalos abiertos, cerrados, semiabiertos, son
segmentos de recta en una recta real.

En los puntos extremos de los segmentos, se ubica un corchete o punto relleno e, cuando el valor extremo
pertenece al conjunto; y se ubica un paréntesis o un punto “vacio” o, cuando el extremo del segmento
no pertenece al conjunto.

La grafica de un intervalo infinito, tal como se lo define, es una semi-recta.
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[m, n] (m, n) [m, n) (m, n]

[m, n] (m! n) (m'oo) (_ OO,m)

Segun las definiciones de intervalos, se tiene las siguientes proposiciones:

m<x<nsiysélosix € [mmn] m< x <nsiysolosix € (m,n)
m<x<n siysélosix € [mn) m<x<nsiysolosix € (m,n]
m<x siysolosix € [m,) x<nsiysolosix € (- oo,n]

m <x siysolosix € (m,) x<mnsiysolosix € (- oo,n)

En esta teoria de numero reales, el conjunto de referencia o universal es R; por lo tanto, el complemento
de subconjuntos se obtiene respecto a R. De esta manera se tiene:

[m,n] = (- o0,m) U (n,x) (m,n)’ = (-oo,m] U [n,»)
[m,n)" = (- o0,m) U [n, o) (m,n]" = (-o0,m] U (n, »)
[m, )" = (- o, m) (-oo,m) = [m, )

((-0,m) U(m,)) =[mn] [-50,50]" = (- %,-50) U (50, »)

(-0,4) = [4,00)
2.5.7 Valor absoluto.
Para un niimero real x, el valor absoluto de x se indica asi: |x|.

2.5.7.1 Definicion

|x| = xsiysolosix >0 y |x| =—x siysolosix < 0. También, se cumple que: |x| = Vx2.
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Ejemplos:
|10 =10 |89 =89 |-89] =89 [0] =0 [|-3] =3 |-10] =-(-10) =10

Si |x] = 20 entonces x = 20 0 x =-20.
Si |2x| = 14 entonces2x = 1402x =- 14 > x = +7.

Si |x+4|=20,entoncesx + 4=200x + 4=-20 — x=16 0 x =- 24.
2.5.7.2 Propiedades

Para todo par de nUmeros reales x, y se cumple que:
1) x <|x|.
2) |x| =0.
3) lx—yl =ly—xl
4) Ixyl = Ixllyl.
9 |-t
6) Si |x| = |y|entonces x =y 0 x = —y.

7) |x + y| < |x|+|y| (Desigualdad triangular).

En la desigualdad triangular, se cumple la igualdad cuando los valores de x y y son positivos, 0
bien, son negativos, o son iguales a 0.

Ejemplos:

I3+ 6] =19] =09.

Por otra parte:

|3] =3 y |6] = 6,portanto, |3| + |6] =9; asique: [3+6]=13|+ |6].

|-14 + (-8)| =|-22| =22 =|-14| + |-8|.

85

Editorial Universitaria — Universidad de Narifo, octubre de 2020




Fundamentos de matematicas generales

|-20+8| = |-12] = 12 < |-20] + |8].

115-9] = |15+ (-9)| = |-6| = 6 < |15] + |-9| porque [15] + [-9| = 15 + 9 = 24.

|-10+ 18| =|8| =8y |-10| + |18] = 10 + 18 = 28; asi que |- 10 + 18| < |- 10| + |18].

Para un namero real positivo k, se tiene:
1) |x| <k siysolosi—k <x <k.
2) |x| > k siysolosi x < —k o k <x.
3) —k<x<ksiysolosix e [-k,k].
4) x < —k 0 k <x siysolosi:
Xx€(-oo,—klox€[k,o)siysolosi x € (-o,—k] U [k, ).
5) |x| < k siysolosi—k <x<k.
6) |x| >k siysolosi x<-k ok <x.

7) =k <x <k siysolosix € (-k, k).

8) x<-k ok<x siysolosix € (-o,-k)ox € (k,») siysolosi x € (-o,-k) U (k, ).

2.5.8 Ejercicios

Tener en cuenta el enunciado indicado y llenar los espacios convenientemente para obtener una

proposicion verdadera.

Si x > 20,entonces 10 x Si y > 15,entonces - 10y

Si 7 < x,entonces 14 Si5 < y, entonces - 20

Si x <-5 entonces 7x _______ Sty < —3 entonces — 4y
-10 < x — 20______ 5 <x — x%______
2<y > y* ______ x < -y — —x ______
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2<7—>x _____ Ix|<3 — -3_________ ANX € ________
vl<7 —--7_________ ANy € _______

-10 < x < 10 — |x|_____ ANx € ________

-7 <y<7—>|yl_____ ANy € ______

x €[—20,20] — |x]|_____ AN=20_________

ye(=4,4) — |yl _____ AN=10________

Si|x| > 4entoncesx ______ o______

Si|y| > 6entoncesy ______ o______

x| >4 — x €

A = [—4’4-] —> A' =

B=(-6,6) > B =
C =(—,-4)U(4,4+0) — C’' =

D = (—0,-6] U[6,+0) — D’ =

2.6 PROBLEMAS DE APLICACION DE MCD Y MCM

Un problema de MCD y de MCM, muchas veces, se lo identifica por la misma pregunta que se formula;
por ejemplo, obtener el mayor o maximo valor o cantidad de ciertos valores o cantidades (MCD); o bien,
obtener el menor o minimo valor o cantidad (MCM).

1. Tres entidades bancarias A, B, C disponen respectivamente de $240.000.000, $180.000.000,
$360.000.000 para realizar préstamos de igual valor en cada una de las tres entidades. Para que el
préstamo sea el mayor posible, ¢cual debe ser su valor? ¢Para cuantas personas alcanza el préstamo
en cada entidad?

Solucién:

Segun el planteamiento del problema y la pregunta que se debe responder, se debe calcular el MCD
de los tres valores.
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M(CD(240.000.000,180.000.000,360.000.000) =
= 10.000.000xMCD(24,18,36)

= 10.000.000x6xMCD (4,3,6)

= 60.000.000x1

= 60.000.000

Para obtener el numero de personas para las cuales alcanza el préstamo, se divide los valores dados
entre 60.000.000 y se obtiene respectivamente, 4, 3, 6.

Respuesta. EI mayor valor del préstamo es de $60.000.000. EI nimero de personas para las cuales
alcanza el préstamo en las entidades A, B y C, son respectivamente: 4, 3y 6.

2. Se debe comprar igual cantidad de tres tipos de fertilizantes A, B, C. Cada bulto de fertilizante tipo
A contiene 10,5 Kg, del tipo B 16,5 Kg. y el bulto del tipo C contiene 22,5 Kg. ¢(Cuantos Kg de
fertilizante de cada tipo se puede comprar como minimo? En este caso, ¢Cuantos bultos de cada tipo
se debe comprar?

Solucion:

Segun el planteamiento, se debe de calcular el MCM.

Se observa que los niumeros dados no son enteros. En este caso, multiplicando por 10 se obtiene
numeros enteros; no interesa qué unidades se obtenga. Una vez obtenido el MCM se divide entre 10.

MCM(105,165,225) = 5xMCM(21,33,45) = 5x3xMCM (7,11,15) = 15xMCM(7,11,15)

7 11 15 | 3 MCM(7,11,15) = 3x5x7x11 = 1.155

MCM(105,165,225) = 15x1.155 = 17.325
7 11 1 7

1 11 1 11 17.325/10 = 1.732,5

Respuesta 1. Se debe comprar como minimo de cada tipo de fertilizante 1.732,5 Kg.

Para obtener el nimero de bultos que se debe comprar de cada tipo, se divide 1.732,5 entre 10,5;
16,5; y 22,5; con lo cual, se obtiene 165, 105y 77, respectivamente.
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Respuesta 2. Se debe comprar 165, 105y 77 bultos de los fertilizantes tipo A, B, C, respectivamente.

Se desea dividir un terrero rectangular de 500 x 350 m. en lotes cuadrados de igual area. Obtener la
longitud del lado de cada lote de maxima area. ;Cuantos lotes se obtiene con esta area maxima?
Calcular el area de cada lote.

Solucion:
[ MCD(500,350) = 50xMCD(10,7) = 50x1 = 50
350 Numero de lotes a lo largo: 500 + 50 = 10; a lo ancho:
N 350+50=7
NUmero de lotes: 10 x 7 = 70; area de cada lote:
500 50 m X 50 m = 2500m?2
Respuestas:

e Lalongitud del lado de cada lote cuadrado de maxima area es de 50 m
e El nimero total de lotes es 70

e El 4rea de cada lote es 2.500 m?

Se desea dividir 4 lotes rectangulares de terreno, de 5.000 m?, 4.500 m?, 3.500 m?, 4.000 m?,
respectivamente, en lotes rectangulares de igual area en todos los terrenos. Calcular la mayor area
posible de los lotes. Obtener el nimero de lotes de 4rea maxima que se obtiene en cada lote.

Solucion:

5.000 m? 4.500 m* 3.500 m? 4.000 m?

Como se debe dividir cada superficie (rectangular) en superficies rectangulares de igual area, y esta
area debe ser la méxima, se debe calcular el MCD de las cuatro areas dadas, las cuales tienen a 500
como divisor comUn; asi:
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MCD(5.000; 4.500; 3.500; 4.000) = 500xMCD(10;9;7;8) = 500x1 = 500
5.000 =500 = 10; 4.500 =500 = 9; 3.500 = 500 = 7; 4.000 =500 =8
Respuestas:

e La mayor area posible de los lotes es de 500 m?
e El numero de lotes que se obtiene de los terrenos en el orden dado son: 10, 9, 7 y 8
respectivamente.

Nota
Los lotes de 500 m? pueden tener diferentes dimensiones. Por ejemplo, 10 x50; 20 x25; 4 x125.

5. Se llena una caja, en forma completa y exacta con cubos de igual tamafio. La caja tiene las siguientes
dimensiones interiores: 50x40x30 cm. Obtener la longitud de las aristas de los cubos de mayor
tamario que se puede disponer en la caja. Calcular el numero de dichos cubos que llenan la caja.

Solucion:

Se debe calcular el mayor divisor comun de 50, 40 y 30; pues, las aristas de un cubo tienen igual
longitud.

MCD (50,40,30) = 10 xMCD (5,4,3) = 10 x1 = 10
Si se afirma que las dimensiones de la caja son: 50 de largo, 40 de alto y 30 cm. de fondo, entonces,

el cociente de dividir 50, 40 y 30 entre 10, es el nimero de cubos a lo largo, a lo alto, y de fondo.

5010 =5 4010 =4 3010 = 3 5x4x3 = 60

Respuestas. La longitud de las aristas de los cubos es de 10 cm.

El nimero de cubos que llenan la caja es de 60

Nota. El volumen de cada cubo es: 10 x 10 x10 = 1000 cm?®.

El volumen de la caja es 50x40x30 cm® = 60.000 cm?.

60.000 cm® = 1.000 cm® = 60 cubos
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6. Tres obreros A, B, C pegan (instalan) respectivamente al dia 20, 25 y 15 metros de tubo. Obtener el
primer tramo de igual longitud que pegan los obreros. Hallar el nmero de dias que necesitan los
obreros para pegar la longitud de dicho tramo.

1 dia 2 dias 3 dias 4dias ... ...
A

20 m. 40 m. 30 m. 80m. ...........
B:

25m. 50 m. 75 m. 100m. ..........
C —— ————

I5m. 30 m. 45 m. 60m. ...........

Solucion:

Como se puede observar, el problema consiste en hallar un maltiplo comdn y, a la vez minimo, entre
ellos.

4 5 3 |2 MCM(20,25,15) = 5xMCM(4,5,3) = 5x2x2x3x5 = 300

2 5 3 |2 300 +20 =15;300 +~25=12;300+ 15 =20

I 5 33 Respuestas. EI primer tramo de igual longitud que instalan es de 300 m.
SRR Los Obreros A, B, C necesitan respectivamente de 15, 12 y 20 dias para
1 1 1 pegar cada uno el tramo de tuberia de 300 m.

2.7 EQUIVALENCIAS Y CONVERSIONES

Sean U, y U, unidades de medida, por ejemplo, de longitud, area, volumen, capacidad, peso, corriente,
capacidad y resistencia eléctrica; de fuerza, potencia, memoria del computador, unidades monetarias, y
otros.

Si una unidad de medida U, equivale a m unidades de medida U,, lo cual se expresa asi: U; = mU,,
entonces, n unidades de medida U; equivalen a nm unidades de medida U,; es decir,

nU; =nmU, (D.

91

Editorial Universitaria — Universidad de Narifo, octubre de 2020




Fundamentos de matematicas generales

Ahora bien, e U, = U,, entonces, k unidades de medida U,, equivale a K unidades U;; esto es,
m m

KU, ==Uy (1)

Significado de prefijos.

Prefijo Unidades Prefijo Unidades
Kilo (K) Mil Hecto (H) Cien
Deca (D) | Diez Deci (d) Décima parte (%)
Centi (¢): | Centésima parte (Hlo =0,01) | Mili (m) Milésima parte (ﬁ = 0,001)
Ejemplos:

Un Kilociclo = 1.000 ciclos.

Un Hectémetro (1 Hm) = 100 metros.
Un Decalitro (1 DI) = 10 litros.

Un decibel (1 db) = 0.1 de Bel.

Un centigrado = 0,01 de grado.

Un miliplak = 0,001 de plak.

En el siguiente esquema se presenta el paso de unidades en un sistema decimal, tomando una unidad
base.
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x 10 x 10 x 10 x 10 x 10 x 10
Kilo Hecto Deca Unidad Base deci centi mili
= 10 = 10 = 10 = 10 = 10 = 10

Ejemplos:

. P . - T , 1
Es necesario recordar que, dividir un namero entre 10, es equivalente a multiplicar el nGmero por "

26 Km = 26 x10Hm = 26 Hm 35 Km = 35x10x10x10 m = 35000 m
5Hm = 5 x100m = 500m 970 mm = 970 =10cm = 97 cm

_ 97 _ 1 1
97 cm = 97 +10dm = 9,7 dm 845 cm = B45x= X == m = 845 m

A continuacion, se presentan algunas equivalencias. Obviamente, las unidades monetarias varian
constantemente.

Unidades de longitud

1Km = 1000 m 1Hm = 100 m. 1Dm = 10m.
1m = 10dm 1m = 100 cm 1m = 1000 mm
1dm = 1 = ! 1 = !

m=10™ ‘M= To0 ™ = o000 ™

1 pie (foot) = 30,48 cm 1pulgada (inch,1”) = 2,54 cm 1 milla nautica = 1852 m
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Unidades de area

1m? = 100 dm? 1m? = 10.000 cm? 1Dm? = 100 m? 1Hm? = 10.000 m?

Unidades de medida agraria

Una hectarea (Ha) = 100 areas (1 Ha = 100 areas) 1 Ha = 10000 m?
Unidades de volumen

1 m3=1000 dm?®, 1 m® =1.000.000 cm?.

Unidades de capacidad
Un galon americano = 3,784 litros (1.) 1 litro = 1000 ml iml = 1cm3
Unidades de tiempo
Un dia = 24 horas Una hora = 60 min Un min = 60 seg
Otras notaciones y equivalencias
Kilobyte = Kb Megabyte = Mg Gigabyte = Gb Terabyte = Tb

1Kb = 1.024b 1Mg = 1.024Kb 1Gb = 1.024 Mb 1Tb = 1.024 Gb

Conversiones:

Un Dolar equivale $3.190; es decir: 1 Délar = 3190 pesos. La equivalencia de un Dolar en pesos, varia
diariamente.

En este caso, U; es Dolar, U, es Peso colombianoy m = 3190.
Para convertir n Ddlares a Pesos, se aplica la formula (1), asi:

120 Délares = 120 x3.190 pesos = $382.800.
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Para convertir k Pesos a Dolares, se aplica formula (11).

$78.155 = 78155 hélares = 24,5 Délares.

3.190

Conclusiones:

Para convertir Ddlares a Pesos, se multiplica el nimero de Délares por 3.190 (valor que cambia

diariamente).

Para convertir Pesos a Dolares, se divide el nimero de Pesos entre 3.190.
Un Euro equivales a 1,15 Ddlares: 1 Euro = 1,15 Dolares.

Ahora Uy es un Euro y Uz es un Dolar.

Ejemplo:

Convertir 200 Euros a Dolares y 4.439 Dolares a Euros.

Solucion

Segun (1): 200 x 1,15 Euros = 230 Dolares.

Segun (1) 4.439 Dolares = % Euros = 3.860 Euros.

Ejemplo:
Convertir $500.000 a Euros y 100 Euros a Pesos.
Solucién:

Se pasa primero de Pesos a Délares y luego, el resultado a Euros.

$500.000 = 5‘;"1% Délares = 156,7398 Délares = 156,74 Doélares.

156,74 Délares = 2%7*

E = 136,2956 Euros.

Ejemplo:
Convertir 100 Euros a Pesos

Se convierte los Euros a Délares y luego, el resultado a Pesos

Editorial Universitaria — Universidad de Narifo, octubre de 2020
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100 Euros = 100 x1.15 Délares = 115 Délares = 115 x3.190 Pesos = $366.850

Efectuar las siguientes conversiones

a) 2,8 KmaHm, Dmy m. b) 150 ma Dm, Hmy Hm

c) 350 ma dm, cmy mm d) 9.870 mmacm,dmym
e)3,5Kgagry970grakKg f)0,8gramgy 12.500 mgagry Kg

g) 14 litros (I) adlycl h) 0,5 litros a centilitros, mililitros y cm?®
i) 10 Kb a bytes j) 1.024.000 bytes a Kb y Mb

k) 5 Ha a areas y m? 1) 50.230 m? a areas y a Ha,

m) 12 pulg a cm; 60 pulg a m; 254 cm a pulg; 35 pulg  n) 15 pies a cm; 150 pies a metros; 3.048 cm a pies;
adm. 60,96 metros a pies

0) 20 galones americanos a litros y decilitros p) 77,572 litros a galones americanos

Nota: n+10=nx—=nx01:n+100=nX— =n x 0,01.
10 100

Respuestas
a) 2,8 Km =28 Hm =280 Dm =2.800 m b)50 m=15Dm=1,5Hm
¢) 350 m = 3.500 dm = 35.500 cm = 350.000 mm d) 9.870 mm =987 cm =98,7dm =9,87m
e)3,5Kg=35x10x10x10g.=3.500¢g ) 0,8 gramos = 800 mg
970g=970x 0,1 x 0,1 x 0,1 Kg =0,97 Kg 12.500 mg = 12,5 gr = 0,0125 Kg

g) 1,4 litros (L) = 14 decilitros (dl)=140 centilitros (cl) h) 0,5 L = 50 cl = 500 mililitros = 500 cm?.

i) 10 Kb = 10.240 bytes j) 1.024.000 bytes = 1.000 Kb = 0,97656225 Mg
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k) 5 Ha = 500 areas = 50.000 m? 1) 50.230 m? = 502,3 areas = 5,023 Ha

m) 12 pulg = 30,48 cm; 60 pulg = 1,1524 m n) 15 pies = 457,2 cm; 150 pies = 45,72 m
254 ¢cm =100 pulg; 35 pulg = 8,89 dm 3.048 cm = 100 pies; 60,96 m = 20 pies
0) 20 galones americanos = 75,68 L = 756,8 dI p) 77,572 L = 20,5 galones americanos

Problemas de aplicacion

1. Se distribuye x pesos entre cinco entidades A, B,C, D, E. La entidad A recibe las dos quintas partes
de x, B recibe la sexta parte de x, C recibe el 10% de x, a la entidad D le corresponde el doble de lo
que recibe C. Laentidad E recibe el resto, cuyo valor es $40.000.000. ;Cual es el valor de x? ;Cuanto
reciben las entidades A, B, C, D? ;Qué porcentaje de x reciben la entidad E y la entidad A?

Solucion:

. 2 . 1 . 10 1 . 1 1
A recibe =x ; B recibe=x ; Crecibe 10% dex = —x = —x ;Drecibe 2 Xx —x = =x.
5 6 100 10 10 5

Sumando las cantidades parciales distribuidas, resulta la cantidad total:
Zx+:x+—x+2x+40.000 = x.

5 6 10 5

Al simplificar términos semejantes, se tiene:

(2+1+1+1) + 40.000 =
57610 5/ TN TS

Reduciendo a comun denominador:

12+5+3+6
30

x + 40.000 = x;

26 + 40.000 =
30x . =x.

Al efectuar trasposicion de términos y al reducir términos semejantes, se tiene:

40.000 = 26 40000—(1 26) 40000—2
) =x 30x, . = 30 x; 40. —15x,

97

Editorial Universitaria — Universidad de Narifo, octubre de 2020




Fundamentos de matematicas generales

2
x = 40.000 x 5= 300.000.000.

Determinemos los valores que reciben cada una de las entidades:

2 2

Entidad A: gx =z %X 300.000.000 = 120.000.000
1 1

Entidad B: gx =z % 300.000.000 = 50.000.000

1 1
Entidad C: 0510 %X 300.000.000 = 30.000.000

1 1
Entidad D: gx =3z %X 300.000.000 = 60.000.000

Respuestas
El valor de x es $300.000.0000 (cantidad total distribuida).

Las entidades A, B, C, D reciben respectivamente: 120, 50, 30 y 60 millones de pesos.

Como E recibe 135 dex y 135= 0,133333 = 13,33%, entonces, E recibe el 13,333% de x
(aproximadamente).

300.000.000 x a% = 40.000.000; 1 40.000.000 x 100 13,3333 %
. . X = . . ; ,a = = , .
a’ uego,a 300.000.000 °

Dado que A recibe % del total, y E = 0,4 = 40%, entonces, A recibe el 40 % del total distribuido.

2. Se presta un capital de $50.000.000 al 3,5% mensual (tasa de interés). Obtener el valor del
rendimiento a cabo de 8 meses.

Solucién y respuestas:

Los rendimientos obtenidos en un mes son:

3,5
50.000 x 3,5% = 50.000.000 x 100~ 500.000 x 3,5 = 1.750.000

Los rendimientos obtenidos en 8 meses son:

8 X 1.750.000 = 14.000.000 pesos
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3. El salario mensual de una persona en diciembre de 2019 fue de $980.500. Si para el afio 2020 este
salario se incremento en 5,5%, ¢cual es valor del nuevo salario? ¢cual es el monto del incremento?

Solucioén y respuesta:
El valor del incremento mensual fue: 980.500 x 5,5% = 53.927,5 pesos
El valor del salario para 2020 es: 980.500 + 53.927,5 = 1.034.427,5 pesos

4. Se presta un capital con un interés de 4% mensual durante cinco meses. Al cabo de ese tiempo, se
recibe el capital prestado junto con el rendimiento obtenido, lo cual suma $48.000.000. ¢Cuél es el
valor del capital prestado?

Solucion:

Si x es el valor del capital prestado, entonces, x X 4% es el rendimiento obtenido en un mes; por lo
tanto: (x X 4%) X 5 es el rendimiento obtenido durante 5 meses.

Dado que el capital prestado mas el rendimiento obtenido en 5 meses corresponde a 40.000.000,
entonces:

4
x+ (x X 4%) x5 = 48.000.000 - x + xm X 5 =48.000.000

x + 0,2x = 48.000.000 — 1,2x = 48.000.000

48.000.000
x = ———— = 40.000.000
1,2
Respuesta:

El valor del capital prestado es de $40.000.000

5. El precio de un articulo incluido el 19% de IVA es de $46.172. ;Cual es el precio del producto sin
incluir el IVA?

Solucion:
Si x es el valor de articulo sin incluir el IVA; entonces, 19% x es el valor a pagar por el impuesto.

Si al valor del articulo sin incluir el IVA, se le suma el valor a pagar por el impuesto, se obtiene el
valor del articulo incluido el IVA.
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46.172

119 = 38.800.

x+19%x = 46.172;x + 0,19x = 46.172; 1,19x = 46.172; x =

Respuesta
El valor del articulo sin incluir IVA, es de $38.800.

6. El precio de un metro cuadrado de un terreno es de $12.000. Obtener el valor de 4 Hectareas de dicho
terreno.

Solucion:

Se calcula el nimero de metros cuadrados de 4 hectareas y se multiplica este resultado por $12.000.
4Ha = 4 x10.000m2 = 40.000 m?; 40.000 x12.000 = 480.000.000 .

Respuesta:

El precio de 4 hectareas de terreno es de $480.000.000.

7. Elvalor de un producto sin incluir el 19% de IVA, es de $130.000. El vendedor concede un descuento
del 10%. Calcular el valor del producto, teniendo en cuenta lo siguiente:

i) Aplicar primero el IVA 'y después el 10% de descuento.

ii) Aplicar primero el descuento y después el IVA.

Solucion.

i) 130.000 + 130.000x19% = 130.000 + 130.000x(0,19) = 1,19x130.000 = 154.700.
Valor con IVA: 154.700.

Descuento: 154.700x10% = 15.470.

Valor a pagar: 154.700 - 15.470 = 139.230

ii) 130.000-130.000x10% = 130.000-130.000x(0,1) = (0,9)x130.000 = 117.000.
Valor con descuento: 117.000.

Valor con IVA:

117.000 + 117.000x19% = 117.000 + 117.000x(0,19) = 1,19x117.000 = 139.230
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Respuesta

i) El valor del producto incluyendo el IVA y aplicando después el descuento, es: $139.230.
ii) El valor del producto aplicando el descuento y después el IVA, es: $139.230.

Por lo tanto, con los dos procedimientos se obtiene el mismo valor a pagar.

8. El valor de un producto es de $250.500, pero tiene un descuento de 12%. Obtener el valor del
producto con el descuento ofrecido.

Solucion
250.500-250.500x12% = 250.500-250.500x(0,12) = 250.500x(0,88) = 220.440
Respuesta

El valor del producto realizando el descuento, es $220.450.
2.8 EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Realizar las operaciones indicadas y simplificar el resultado.

Operaciones Operaciones
2 4 1 4 1 4 2 1 4 1 4 1

5 6 10 3 2 3 6

1 1 4 1 3 5

3 26 573

35 135 5 =2

2 4 -4 3

7 =2 11 3 5
__l__ _ —_——

-2 3 -6 5 3
—-35 135 5 =2
2 4 -4 3
7 11 40 49
-2 3 6 7 100
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23 y 18 15 98
~8 300 12 X 105
1 3 -5 55 75
—X =X — — X —
2 2 2 4 24
70 —770 (9 _ —10) 81
-8 48 80 ~ 210/  —42
125+3x(140 65) 70 350 (4+5)x20+<1' 1>><5
49 7 3 6 5 4/741 \4 48/ 6
2. Expresar en forma fraccionaria los siguientes nimeros mixtos.
10 3 50 1 2 ! 302
4 2 2 5

3. Expresar cada porcentaje en forma fraccionaria, y cada fraccionario o decimal en términos de
porcentajes.

60% 12,5% 16% 3
5

1 0,6 0,125 0,16
8
2,43 60

100

4. Determinar la cantidad que se indica en cada expresion.

Expresiones Expresiones
Dos quintas partes de 57.955 Las tres cuartas partes de 45.729.116
El 75% de 45.729.116 La mitad del 50% de 800

Tres quintas partes del 25% de 35.588.600 1% de 10

5. Determinar en cada caso, el valor correspondiente al MCD o MCM.

a)

102

Editorial Universitaria — Universidad de Narifo, octubre de 2020




Capitulo 2. Conjuntos numéricos

Operaciones Operaciones

MCM(6,2) MCM(6,3)

MCM(6,2,3) MCM(3,2,6)

MCD(42,72) MCD(84,144)

MCD(3024,5184) MCM(42,72)

MCM(4,7,2,1) MCD(4,7,2,1)

MCM (84, 144) MCD(3024,5184,1728)

MCM(4000,7000,2000,1000) MCD(4000,7000,2000,1000)
b)

Operaciones
Si MCD(a,b) = 900, hallar MCD (3a, 3b)

Si MCM (a, b) = 800, hallar MCM(3a, 3b)

Si 100 es divisor de a y b, hallar MCD (%L)

a

Si 100 es divisor de a 'y b, hallar MCM (— b )

100’ 100
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CAPITULO 3.
INTRODUCCION AL ALGEBRA

3.1 EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Una expresion algebraica es una representacion escrita que combina simbolos matematicos, nimeros,
letras, signos de operacion, de agrupacion, de relacién, entre otros.

Ejemplos:

Son expresiones algebraicas:

3
3x 2x — 8 x=7)+z Zx+10=x\/4x—7=2 ax+ by <1

Términos. En una expresion algebraica se distinguen los términos, los cuales, estan separados entre si
por los signos de operacion mas y menos: + y —

La anterior afirmacién no es una definicidn, sino, una forma intuitiva de concebir lo que es un término
algebraico.

Ejemplos:

Las expresiones que siguen pueden se pueden considerar términos de una expresion algebraica:

a ax—>b Jax+b
10x ax? 2axyz 345 gxyz2 Ty V10a +/x%2-16 Ty

Nota:

Cuando una expresion esta agrupada con paréntesis, corchetes o llaves, en si misma, se considera que es
un término; inclusive, en cierta forma, se consideran signos de agrupacion el signo radical y la barra
horizontal de la division.

En la expresion a + b + ¢ + d hay cuatro términos; pero en (a + b) + (c + d), hay dos términos:
(a+b)y(c+d).

En la expresion x%*? + y¢ hay dos términos, el primer término es x**? y en su exponente hay dos
términos a y b.
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Variables

Letras tales como: x,y,z,u,v,w se las utiliza como variables, es decir, que pueden tomar distintos
valores en la misma expresion. En ciertas expresiones, tal como las ecuaciones, estas letras se las
denomina incognitas, variables; esto, porque representan cantidades o valores desconocidos.

Una letra con subindices, también puede representar variables, asi: x4, x,, X3, ..., Xp,.
Constantes

Letras como a, b, c,d se utilizan como coeficientes de variables o para la generalizacion de ciertas
expresiones; toman valores constantes o fijos; es decir, representan valores particulares de ellas, con lo
cual, se obtiene una expresion en particular.

Ejemplos:

La expresion ax? + bx + ¢ donde a= 0, en general, es un polinomio de segundo grado o de grado 2,
conocido como polinomio cuadratico, donde x es la variable; a, b son coeficientes y ¢ es término
independiente.

Si se asigna arbitrariamente valores constantes (fijos) para a, b, ¢, se obtiene una expresion cuadratica
particular.

Asi,paraa = 5,b =-7 y ¢ = 10, se obtiene: 5x? — 7x + 10.

En la expresion 200x2 + 35x — 30, se tiene que a = 200,b = 35 y ¢ = —30.
3.2 POLINOMIOS
3.2.1 Conceptos

Una expresion algebraica con uno, dos o mas términos, donde los exponentes de la variable son nimeros
enteros positivos, se denomina polinomio.

Monomio. Es una expresion algebraica con un solo término.
Ejemplos:
100, 45x, abc, x2*Py3, 2ax3.

Binomio. Es una expresion algebraica con dos términos.
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Ejemplos:
x+vy; 25-9y% (x+vy)+z; a®—b3
Trinomio. Es una expresion algebraica con tres términos.
Ejemplos:
4x2 —12x+9; x+y + z.
La expresion: 2x* — 6x3 + 5x% — 4x + 10 es un polinomio con cinco términos.
La expresion (x + y)? es el cuadrado de un binomio; a® — b* es una diferencia de cubos.

La expresion (x + y)? = x% + 2xy + y? es una igualdad (identidad) en la cual, el primer miembro es
el cuadrado de un binomio y, el segundo miembro, es un trinomio.

Nota:

Una identidad es una igualdad, la cual se cumple para valores arbitrarios de sus variables.
Son ejemplos de identidades, las siguientes:

(a — b)3 = a® — 3a%b + 3ab? — b3 (diferencia de cubos)

sen?x + cos? = 1 (identidad trigopnométrica). Se cumple para cualquier valor real de x (x expresado en
radianes o en grados sexagesimales)

Términos semejantes
Son aquellos que tienen las mismas variables y con igual exponente.

Ejemplos:

2
20x2%y; §x2y; x%y; —x%y.

Término entero. Es aquel que no tiene variables en el denominador.
Ejemplos:

1 xy
1OX, gy, T
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Término fraccionario. Es aquel que tiene una o mas variables en el denominador.
Ejemplos:

40 x+y 2a+8

)

X 3x 'x—3y

Término racional. Es aquel que no tiene variables en radicales. Los ejemplos anteriores, corresponden
a términos racionales.

Grado de un término. El grado de un término entero respecto a una variable, es el exponente entero no-
negativo de dicha variable. Se lo llama también grado relativo.

El término 50x2z3 es de grado 2 con respecto a x, y de grado 3 respecto a z.
3xyz es de grado 1 respecto a x, grado 1 respecto a y, y de grado 1 respecto a z.
Grado absoluto de un término entero. Es la suma de los grados de sus variables.
El grado absoluto de 80ax?y3zes2 + 3 + 1 = 6.

El grado absoluto de 80ax?y3z2es2+3+2 =7.

El grado absoluto de 12abxy*z3 es 8.

Términos homogéneos. Son términos con igual grado absoluto.

Ejemplos:

60x*yz? ; —§x2y223 :

Términos heterogéneos. Corresponden a términos que tienen diferente grado absoluto.
Ejemplos:

3
60x°yz?; —§x2y4z3 .

Un polinomio es entero cuando todos sus términos son enteros; es fraccionario cuando tiene al menos
un término fraccionario.

El grado de un polinomio entero respecto a una variable, es el mayor exponente entero positivo de dicha
variable.
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Ejemplo:
El grado del polinomio x* + x?y? + y3 es 4 respecto a x, y 3 respecto a y.

Un polinomio entero esta completo respecto a una variable, cuando la variable forma parte de todos sus
términos, con exponente entero no negativo, desde cero hasta el correspondiente al grado del polinomio.

Ejemplos:
8x3 + 10x? — 6x + 15.
x3 + x%y + xy? + y3 + 1. Este polinomio es completo respecto a x y también respecto a y.

Un polinomio entero est4 ordenado en forma ascendente respecto a una variable, cuando los exponentes
enteros no negativos de la variable, estan en orden de mayor a menor; en caso contrario, queda ordenado
en forma descendente.

El polinomio x3 + x?y + xy? + y3estad ordenado en forma descendente respecto a X; y en orden
ascendente respeto y.

El polinomio x3 + x?y + xy? + y3 esta ordenado en forma descendente respecto a x, y en orden
ascendente respeto y.

Reduccion de términos semejantes. Es un proceso que consiste en operar con los coeficientes y agregar
al resultado la misma parte variable.

Ejemplos:

30x + 45x = (30 + 40)x = 75x.

10x — 8x = (10 — 8)x = 2x.

43x — 60x = (43 —60)x = —17x.

—25x2 —16x? = (=25 — 16)x? = —41x?.

—54xy + 10xy + 4xy = (=54 + 10 + 4)xy = —40xy .

14x + 15x — 10x% — 11x? = (14 + 15)x + (=10 — 11)x? = 29x + (—21)x? = 29x — 21x2.

2 5 2 5

—xy — -xy + Zx3yz + 10x3y% — 6xy = (— - - - 6) xy + (z + 10>x3y2
3 2 4 3 2 4
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_ —47 +47
=% xy 4x

34,2

y

3.2.2 Polinomios con una variable

Interesa, sobre todo, polinomios enteros con una variable real (o en general compleja), con coeficientes
reales (complejos), de grado n, que son de la forma:

ap + a;x + a,x? + azx3 + - + a,x™ = p(x) donde a,, # 0.

La variable es x, ay, a4, a,, ..., a,, son los coeficientes; a, es el término independiente, esto porque no es
coeficiente de x.

Dado que x° = 1, cuando x # 0, entonces se puede considerar que a, = ayx°.
Laexpresion: ap + a;x + ayx? + azx3 + -+ + a,x™ = 0 se denomina ecuacion polinémica de grado n.

Polinomio de grado cero. Un polinomio p(x) = k, donde k es un real fijo, es decir, es una constante,
constituye un polinomio de grado cero. Cualquier nimero real, incluyendo el cero, se puede considerar
que es un polinomio de grado cero.

Polinomio de grado uno. Un polinomio p(x) = ax + b, donde a # 0, es de grado uno. En este caso,
también se dice que p(x) es un polinomio lineal.

Laigualdad ax + b = 0 es una ecuacion polindmica de grado uno o una ecuacion lineal.

Polinomio de grado dos. Un polinomio p(x) = ax? + bx + ¢, donde a # 0, es de grado dos. En este
caso, también se dice que, p(x) es un polinomio cuadratico.

Laigualdad ax? + bx + ¢ = 0 es una ecuacion polinémica de grado dos o una ecuacién cuadratica.

Polinomio de grado tres. Un polinomio p(x) = ax® + bx? + cx + d donde a # 0, es de grado tres. En
este caso, se dice también que p(x) es un polinomio cubico.

Laigualdad ax3 + bx? + cx + d = 0 es una ecuacion polinémica de grado tres o una ecuacion clbica.

110

Editorial Universitaria — Universidad de Narifo, octubre de 2020




Capitulo 3. Introduccion al algebra

3.2.3 Operaciones con polinomios
3.2.3.1 Adicidn y sustraccion

Para obtener la suma o la diferencia de polinomios, simplemente se reducen términos semejantes. No es
necesario que tengan igual grado, que sean completos o que estén ordenados; pero, si es conveniente
hacerlo en forma ascendente o descendente.

Ejemplos:
1) Sean los siguientes polinomios p(x), q(x) y r(x):
p(x) =3x3—8x2+7x—9;
q(x) = 25 + 30x — 15x% + 80x3
r(x) = 23x + 50 — 18x* + 70x3
Determinar los polinomios para las siguientes expresiones:
p() +q(); q(x) +r(x); p(x) —r(x); p(x) —q(x); p(x) —q(x) —r(x).
Solucion:
p(x) +q(x) = (3+80)x3+ (=8 —15)x% + (7 + 30)x + (=9 + 25)
= 83x3 — 23x2 +37x + 16.
q(x) + r(x) = (25 + 50) + (30 + 23)x + (—15)x% + (80 + 70)x3 + (—18)x*
=75+ 53x — 15x2 + 150x3 — 18x*.
p(x) —r(x) = =(—18)x*+ (3 —70)x3 — 8x%2 + (7 — 23)x + (=9 — 50)
= 18x* — 67x3 — 8x%2 — 16x — 59.
p(x) —q(x) = (3—-80)x3+ (=8 + 15)x? + (7 —30)x + (=9 — 25)
= —77x3 + 7x% — 23x — 34.
p(x) —q(x) —r(x)

= 18x* + (3 — 80 — 70)x3 + (=80 + 15)x2 + (7 — 30 — 23)x + (=9 — 25 — 50)
= 18x* — 147x3 4+ 7x? — 46x — 84.
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2) Simplificar la siguiente expresion: (3x® — 8x% + 7x — 9) + (9x — 5x% + 8x3 — 12).

Solucion:

(3x3 —8x%2+7x —9) + (9x — 5x% + 8x3 — 12)

=@B+8)x*+(-8-5)x*+(7+9x+(-9—12) = 11x3 — 13x2? + 16x — 21.

3.2.3.2 Propiedades o leyes de los exponentes

La expresion a™ es una potencia de a; n es el exponente y a es la base.
Notaciones: a X b = a.b = a x b = ab.
Producto de potencias de la misma base:

a™ x a™ = a™*t™ ; se escribe la base y se suma los exponentes.
Producto de potencias de igual exponente:

a™ x b™ = (a x b)™ ; se multiplica las bases y se deja el exponente.

Cociente de potencias de la misma base:
— = a"™™; a # 0; se deja la base y se resta los exponentes.

Cociente de potencias de igual exponente:

a

Z—: = (Z)n ; b # 0; se divide las bases y se deja el exponente.
Potencia de una potencia:
(@™)™ = a™™ = a™™ ; se escribe la base y se multiplica los exponentes.
Raiz n-ésima de a:
Ya = (@)/n; Vam = (@)"n.
Ademas, se cumple que:

al =aq VaeR.

a®=1,vVaeR; a#0.

Editorial Universitaria — Universidad de Narifo, octubre de 2020

112



Capitulo 3. Introduccion al algebra

Ejemplos:

1. a™ xa™ = a"™*™ ; equivalentemente, a™*™ = a™ x a™.

N

1 3
722 X 7% =z2%5 =77 ; x2x2 = x2 = x?;

8903 x 89072 = 89032 = 890 = 890.

610 X 65 X 6—13 — 610+5—13 — 62 = 36.

3+2+1

1 1 1 111
2.3402 x 2.3403 x 2.3406 = 2.3402%3%6 = 2.340" 6 = 2.340! = 2.340.

axaXaxa=aqaltH+l = g4,

a’a8a®a™3 = a>8%673 = q% = 1, se assume que, a # 0.

2. a™ X b™ = (a X b)"™; equivalentemente (a X b)" = a™ X b™.
52 x 102 = (5 x 10)2 = 2.500.

a3b® = (ab)?3

() (1000 = (209" _ 35 _s.

500 500

(a®)3b3® = (a?h)3.

(@)™ x (B")" = (a* x by,

(M) x (@®)" x (b?)" = (5% x a3 x b2)™.
(ab)3® = a3b3 (2ab)® = 23a3b® = 8a3h3.

(6 x a3 x b?)? = 63(a®)3(b?)? = 216ah° .

— n-m
3. m=a
5 3 4
a b
—=a5_2=a3;—=a3_5=a_2, —b4_3_b1=b
a? as b3
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20.340%°

W == 20.34035_34 == 203401 ES 20340 .

25040
_— 40—-41 — -1 -
—egi = 250 2507 = .

Nota.

a1
a —ﬁ.

1
-2 _ —
3 =g=

1
== 5-(-3) = 53 = 125

100><2_5_100_100_25
25 0 32 8
am a\"
4 == (3)
1004_(100)4_204_160000_3605_(360)5_25_32
54\ 5 /) B 701805 0 \180/ 0 ¢ T

1 4 1 3
V8=287:.8t=82=82=64; Y12 =123; 123 =123 =121 = 12.
3.2.3.3 Multiplicacion de polinomios

Para multiplicar dos polinomios, se multiplica cada término del uno por cada término del otro y, luego,
si es el caso, se reduce términos semejantes, seleccionado un orden, descendente o ascendente.

Ejemplos:
Q) (x+4)(x+3)=x(x+3)+4(x+3)=x?+3x+4x+12=x2+7x +12.
b) (3x +2)(x+5) =3x(x+5)+2(x +5) =3x%2 + 15x + 2x + 10 = 3x2 + 17x + 10.
c) (5x—2)(2x?> +3x —6)
= 5x(2x?>+3x—6) + (—2)(2x2 + 3x — 6)
= (5x)(2x*) + (5x)(3x) + (5x)(—6) + (—2)(2x?) + (=2)(3x) + (—2)(—6)
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= 10x3 + 15x% — 30x — 4x% — 6x + 12
= 10x3 + 11x2 — 36x + 12.
d) (7x3 —5x+ 10)(10x% + 2)
= (7x3)(10x?) + (=5x)(10x?) + (10)(10x2) + (7x3)(2) + (=5x)(2) + (10)(2)
= 70x° — 50x3 + 100x2 + 14x3 — 10x + 20
= 70x> + (=50 + 14)x3 + 100x% — 10x + 20
= 70x> — 36x3 + 100x2 — 10x + 20.
e) (x+4)(x+3)(8x—05)
= (x? 4+ 7x +12)(8x — 5)
= (x*)(8x) + (7x)(8x) + (12)(8x) + (x*)(=5) + (7x)(=5) + (12)(-5)
= 8x3 + (56 — 5)x% + (96 — 35)x — 60
= 8x3 4+ 51x2 + 61x — 60.
f) (1,2x + 0,4x2)(10x3 — 8x)
= (1,2x + 0,4x%)(10x3) + (1,2x + 0,4x2)(—8x)
= (1,2x)(10x3) + (0,4x2)(10x3) + (1,2x)(—8x) + (0,4x2)(—8x)
= 12x* 4 4x°> — 9,6x% — 3,2x3

= 4x° + 12x* — 3,2x3 — 9,6x2.
3.2.3.4 Division de polinomios

La division de polinomios tiene trascendencia por los resultados que de ella se obtiene, sobre todo,
cuando se divide por un polinomio lineal. Los procesos realizados en la division permiten factorizar el
polinomio y obtener ciertos valores de la variable llamados raices, y de paso, las soluciones de una
ecuacion polinémica.
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3.2.3.4.1 Algoritmos de la division

Dado un polinomio p(x) de grado n, y un polinomio s(x) de grado m, tales que n = m, entonces, existe
un polinomio g(x) llamado cociente y un polinomio r(x) Ilamado resto o residuo, que cumplen lo
siguiente:

p(x) = s(x)(x) + r(x) donde 0 < grado r(x) < m.
La anterior expresion se conoce como algoritmo de la division de polinomios.
Proceso de la division
Se realizan los siguientes pasos:
1) Seordenan p(x) y s(x) en forma descendente.

2) Se divide el primer término de p(x) entre el primer término de s(x); este resultado es el primer
término del polinomio cociente q(x).

3) Se multiplica el primer término del cociente por s(x) y este polinomio resultante se resta a p(x).
Para esto, se escribe este polinomio resultante, cambiando de signo a sus términos, debajo de p(x),
y se reduce términos semejantes; mediante lo cual se obtiene un polinomio p, (x), también ordenado
en forma descendente.

4) Si el grado de p,(x) es mayor o igual que m, se divide el primer término de p,(x) entre el primer
término de s(x); este resultado es el segundo término del polinomio cociente q(x).

5) Se multiplica el segundo término del cociente por S (x); este polinomio resultante se resta a p, (x).
Se escribe este polinomio resultante cambiando de signo a sus términos, debajo de p; (x), y se reduce
términos semejantes; mediante lo cual se obtiene un polinomio p,(x), también ordenado en forma
descendente.

6) Si el grado de p,(x) es mayor o igual que m, se divide el primer término de p,(x) entre el primer
término de s(x); este resultado es el tercer término del polinomio cociente g(x). Se continda el
proceso tal como en los casos anteriores.

El proceso termina cuando se obtiene un polinomio p, (x) de grado menor que m. Este polinomio p, (x),
constituye el polinomio residuo r(x).

Ejemplos:

Dividir: P (x) = 2x 3+ x 2 — 43x — 60 entre:
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a)s(x) =x+5 b)s(x) =x+4
d)s(x)=x—-5 e)s(x) =2x+3
Solucion:

Capitulo 3. Introduccion al algebra

c)s(x)=3x—4

a) Como p(x) y s(x) estan ordenados en forma descendente, entonces, se divide 2x3 entre x.

2x3 +x? - 43x - 60 X+5

-2x3? - 10x? 2x? —9x + 2

Pix)= -9x2- 43x - 60

9x 2+ 45x

Py(x)= 2x —-60

-2x - 10

P3y(x)= —70 =R(X)

El resultado es 2x?2 y es el primer término del cociente.
Se multiplica 2x? por x + 5, lo cual resulta 2x3 +
10x2.

Este polinomio se resta a p(x), lo cual equivale a
cambiarle de signo y sumar con p(x). Se reduce
términos semejantes y se obtiene el polinomio:
p1(x) = —9x2 — 43x — 60.

Como p;(x) es de grado 2yx +5 es de grado 1,
entonces se, procede a dividir tal como en el proceso
anterior; aplicando el paso 5) y el paso 6).

Como p;(x) = —70 es de grado cero, entonces termina la division y —70 es el resto o residuo r(x).

El cociente es g(x) = 2x? — 9x + 2.

Segun el algoritmo de la division, se tiene que: p(x) = (x + 5)(2x? — 9x + 2) + (=70).

b) Dividir: p(x) = 2x3 + x? — 43x — 60 entre s(x) = x + 4.

2x3 +x% - 43x —60 X+4

—2x3 —8x? 2x2 —7x— 15

Pi(x)= —7x2- 43x —60

Tx 2+ 28x

Pyx)=— 15x —60

15x + 60

P3y(x)= 0 =R(x): residuo

Cociente: 2x?2 —7x— 15

Segun el algoritmo de la divisidn, se tiene que:
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p(x) = (x+4)(2x* —7x —15) + 0 = (x + 4)(2x? — 7x — 15), por lo cual, p(x) queda factorizado.

¢) Dividir: P(x) = 2x3 + x? — 43x — 60 entre S(x) = 3x — 4.

2x% 4+ x? — 43x — 60 3x — 4
| 2 11 343
3 - = .2
2x° - 3 X el 1 5~ >
11 .
N ED] ?x'z 43x — 60
11 41
z
T 5 "
343
po(x) = 5 X 60
342 1.372
9 * 27
2.992
"
s - €5}
11 343
= a2 - - =
q(x) 3 x< + S 5=

En este caso, se cumple que:

2 1 343) ( 2.992)
27

p() = Bx - (522 +5x- )+

Se observa que, el polinomio p(x) no esta factorizado.
3.2.3.4.2 Division Sintética o método de coeficientes separados

Se aplica cuando se divide un polinomio p(x) de grado n, entre un polinomio lineal s(x) = ax + b
Observe que grado s(x) = 1.

Segun el algoritmo de la division, el cociente gq(x) queda de gradon —1y 0 < grado r(x) < 1; en
consecuencia, grado r(x) = 0. Segln esto, r(x) es un numero real, incluido cero. Este hecho se puede
observar en los tres ejemplos anteriores. Por tanto, (x) es un niumero real, que se puede representar por
r.

Para realizar la division de un polinomio cualquiera entre un polinomio lineal, se utiliza un proceso
simplificado, llamado Division Sintética 0 método de coeficientes separados.

Pasos:
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Se ordena en forma descendente p(x) y se escribe Unicamente sus coeficientes.

2. Se baja el primer coeficiente y se multiplica por — %- Este resultado se suma con el segundo
coeficiente de p(x)

3. Se multiplica el resultado anterior por —Z y este producto se suma con el tercer coeficiente de p(x).

4. Se multiplica por —Z el resultado del paso anterior; este producto se suma con el cuarto coeficiente
de p(x).

., ol .. s b
Se continda hasta obtener la suma del Gltimo coeficiente de p(x) con el dltimo producto con - Esta
Gltima suma, es el residuo.

Se divide por a el primer coeficiente de p(x) y las sucesivas sumas obtenidas, excepto la tltima suma,
la cual, constituye el residuo. Los demas valores son los coeficientes del cociente g (x).

Ejemplos:

Dividir: p(x) = 2x3 + x2 — 43x — 60 entre los siguientes polinomios s(x):
a)s(x) =x+5 b)s(x)=x+4 c¢)s(x)=3x—4 d)s(x)=x—-5 e)s(x)=2x+3

Solucion:

a) Dividir p(x) = 2x3 + x? — 43x — 60 entre s(x) = x + 5.

2 1 — 43 — 60 En este caso, como s(x) =x+5, entonces a=1,b =5, y
b
(5 —10 —45 10 4 =
2 -9 2 —70 Como p(x) estd ordenado en forma descendente, entonces, el
orden de los coeficientes corresponde al establecido en su
formulacion.

Se baja el primer coeficiente que es 2 y se lo multiplica por —5. EI producto resultante, —10, en este
caso, se suma con 1. Esta suma, —9, se multiplica por —5. Este producto 45 se suma con —43, cuyo
resultado es 2. Finalmente, se multiplica 2 por —5 y su resultado —10 se suma con —60. El valor —70,
es el residuo de la division.

Como a = 1, no hace falta dividir 2, — 9y 2 entre 1. Por lo tanto, el cociente pedido es:
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q(x) = 2x% — 9x + 2.

b) Dividir p(x) = 2x3 + x? — 43x — 60 entre s(x) = x + 4.

b
2 1 -4 -60 s(x)=x+4;a=1yb=4;luego:—a=—4
(-4) -8 28 60

Cociente: 2x% — 7x — 15.

Residuo: 0

¢) Dividir p(x) = 2x3 + x? — 43x — 60 entre s(x) = 3x — 4.

2 1 —43 — 60 Como s(x) = 3x — 4, entonces, @ = 3,b = —4, —~
8 44 1372

3 3 o iy ; 2.2, 11 343

(3) 3 9 27 Cociente: x? + —x — —
11 343 2.992 ) 2992

2 3 9 T 27 ks
3 9 >7 Residuo: —

343

2 11 343
dando como resultado =, — y — —

Se debe tener presente que se divide 2,% y — = entre 3,

d) Dividir p(x) = 2x3 + x2 — 43x — 60 entre s(x) = x — 5.

2 1 — 43 — 60 Cociente: 2x? + 11x + 12
(5) 10 55 60 Residuo:0
2 11 12 0 p(x) = (x — 5)(2x2 + 11x + 12)

e) Dividir p(x) = 2x3 + x? — 43x — 60 entre s(x) = 2x + 3.
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. 2 2 40
2 1 —43 —60 Cociente: Zx* —Zx — — =x* —x — 20
( 0 3 3 60
2 Residuo: 0
2 —2 —40 0

p(x) = 2x + 3)(x%? — x — 20)

En los casos d) y e), p(x) queda factorizado, siendo x — 5y 2x + 3 factores lineales del polinomio.

En la division por x + 4, ejemplo b), el resto también es cero y x + 4 es otro factor lineal de p(x).
Asi que, p(x) = 2x3 + x? —43x — 60 = (x + 4)(x — 5)(2x + 3).

Nota:

e Las soluciones de la ecuacion cubica 2x3 + x> —43x —60 =0 son—4, 5y — %
3

e Las raices del polinomio clbico 2x3 + x? —43x — 60 son—4, 5y — >

3.2.4 Teorema del residuo y del factor.

Como se explicd anteriormente, segun el algoritmo de la division se cumple que:

p(x) = (ax + b)q(x) +r.

El residuo es r(x), es un nimero real que se puede representar por r. Este hecho se puede observar en

los cinco ejemplos anteriores.

Ahora bien, si ax + b = 0, entonces, x = —g.

Al reemplazar x por este valor en p(x), se obtiene:
p(x) = (ax + b)q(x) +r.

p(-2)=(a(-2)+b)a(-2) +r=(-b+b)xq(-2)+r=0xq(-2)+r=r.

a

Por lo tanto, p (— g) =r.
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3.2.4.1 Teorema del residuo

El residuo de dividir un polinomio p(x) entre ax + bes p (— Z)

Si el resto r es cero, entonces, de la expresion p(x) = (ax + b)q(x) + r se obtiene que:

p(x) = (ax + b)q(x).

En este caso, p(x) queda factorizado y la expresion ax + b es un factor lineal del polinomio p(x).

3.2.4.2 Teorema del factor

ax + b es factor lineal de un polinomio p(x), si y solo si, p (— 3) =0.

Esto es equivalente a la siguiente afirmacion:

ax + b es un factor de p(x), si y solo si, la division de p(x) entre ax + b es exacta; es decir, el residuo
de dividir p(x) entre ax + b esr = 0.

En los ejemplos anteriores b), d) y e), los residuos son cero; por lo tanto, las divisiones son exactas. En
consecuencia, x + 4, x —5 y 2x + 3 son factores (lineales) de p(x).

Ejemplo:

Aplicando el teorema del residuo, obtener el resto de dividir p(x) = 2x3 + x2 — 43x — 60 entre los
siguientes polinomios:

a)s(x) =x+5b)s(x) =x+4;¢c)s(x) =3x—4;d)s(x) =x—5;e)s(x) =2x + 3.
Solucion:
a) Dado que s(x) =ax+ b =x+5,entoncesa = 1,b = 5,—3 = —5.
p(=5) = 2(=5)%+ (-5)% —43(-5) — 60
= 2(—125) + 25 + 215 — 60
= —250+ 25+ 215 - 60 = —-70.

p(=5)=-70=r.
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R/ El residuo es r = —70.
b) Comos(x) =ax+ b = x + 4,entoncesa = 1,b = 4,—% = —4,
p(—4) = 2(—4)% + (—4)? — 43(—4) — 60
=2(—64)+16+ 172 - 60
=—-128+16+172-60=0=r.
p(—4)=0=r.
R/ El residuoesr = 0.

c) Como s(x) = ax + b = 3x — 4, entoncesa = 3,b = —4,—§=§.

2

4 4 4 4 64\ 16 172 128 16 172
ijzz(J +(J —43()—60=2(—)+—~————60=———+—m————60

3 3 3 3 27 9 3 27 9 3
B 2.992
27
(4) _ 2.992 _
P\3)= 27 T

2.992

R/ El residuo es r = — )
27

d) Comos(x) =ax+b =x—5,entoncesa =1,b = —5,—§=5.

p(5) = 2(5)% + (5)2 — 43(5) — 60 = 2(125) + 25 — 215 — 60 = 250 + 25 —215—-60 = 0.
p(5) =0=r.

R/ El residuo es r = 0.

e)Comos(x)=ax+b=2x+3,entoncesa=2,b=3,—3:—5.
(-2 =2(-3) +(-)) -~ (=) -s0=2(- )+ 242 g
P\72)~ 2 2 2 = VAR
27 9 129

=—T+Z+T—60=0.
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R/ El residuoesr = 0.

Como se puede observar, estos restos ya se habian obtenido realizando las divisiones correspondientes;
sin embargo, se presentan como ejemplos sobre aplicacion del teorema del residuo.

Ejemplo
Obtener el resto de la division de p(x) = 12x3 — 43x? + 11x + 30 entrea) 4x — 5;b) x — 2.

Solucién
a) p(x) = 12 (%)3 — 43 (%)2 +11(2) +30

4_+3 ) 6 +T+30=0'

64

16

125 25\ 55 1.500 1.075 55
(D) () o=

Nota. Como r = 0, entonces, 4x — 5 es un factor (lineal) de p(x).

b) P (2) = 12(2) 3- 43 (2) 2+ 11(2) + 30 = 12(8) — 43(4) + 22 + 30 = 96 — 172 + 52 = —24 = r (residuo).
p(x) =12(2)3 —43(2)2 + 11(2) +30 = 12(8) —43(4) + 22 +30 = —24 =7r.

Nota. Como r # 0, entonces, x — 2 no es un factor de p(x).

Ahora, realicemos las divisiones por el método de coeficientes separados.

a) b)
12 - 43 11 30 12 — 43 11 30
(5/4) 15 -35 =30 (2) 24 —38 —-54

12 - 28 -24 0 12 -19 =27 24
Residuo: r = 0. Residuo r = —24.

Cociente: q(x) = 3x2 — 7x-6. Cociente: g(x) = 12x? — 19x — 27.
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Conclusién. Para obtener el residuo (resto) de la divisién de un polinomio p(x) entre un polinomio
lineal, es conveniente, en muchos casos, aplicar el método de la division sintética.

3.2.6 Valor numérico y raiz de un polinomio

Sea un polinomio p(x). El valor que se obtiene al reemplazar la variable x por un nimero fijo k, se
denomina valor numérico de p(x) para x = k; es decir, el valor numérico de p(x) para x = k es p(k).

Ahora, cuando p(k) = 0, se dice que k es una raiz de p(x).
Ejemplo:
Sea el polinomio p(x) = 2x3 + x? — 43x — 60.
3

. , - 4
Determinar el valor numérico para x = —5,x = —4,x = X = 5x = -3

Solucion

p(=5) = 2(=5)3 + (=5)2 — 43(—5) — 60 = 2(—125) + 25 + 215 — 60
= —250+ 25+ 215-60=-70.

Observe que r = =70 es el residuo de la division de p(x) entre x + 5.

p(—4) = 2(—4)3 + (—4)2 — 43(—4) — 60 = 2(—64) + 16 + 172 — 60
=-1284+16+172-60=0.

Observe que r = 0 es el residuo de la division de p(x) entre x + 4.

(4)_2(4>3+(4>2 43(4) 60_2<64)+16 172 60
P\3) =3 3 3 =°\27) 79 "3

_ 128 16 172 _ 2.992
127 9 3 27
Se recuerda que r = — % es el residuo de la division de p(x) entre 3x — 4.

p(5) = 2(5)% + (5)2 — 43(5) — 60 = 2(125) + 25 — 215 — 60 = 250 + 25 — 215 — 60 = 0.

Observe que, r = 0 es el residuo de la division de p(x) entre x — 5.
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(D=2 (Y -l

B ( 27)+9+129 60 — 27+9+129 0= 0
4 2 T4 40 2 o

8

Observe que r = 0 es el residuo de la division de p(x) entre 2x + 3.

k pk) =1
-5 —70
_4 0

4 2.992

3 27

5 0

3 0
2

3 . 4 .
Se puede observar que los valores —4, 5y — 5 son raices de p(x) y los valores —5 y 5 No son raices de

p(x).
Nota:

Los valores numéricos indicados en la tabla anterior, se obtuvieron en ejemplos anteriores, aplicando el
algoritmo comun de la division y también por el algoritmo de la Division Sintética al dividir
p(x) =2x3+x?—43x—60 entre x +5, x +4, 3x —4, x — 5 y 2x + 3. También se obtuvieron
cuando se calculd el residuo de dividir el polinomio p(x) entrex +5, x +4, 3x —4, x =5 y 2x + 3,
respectivamente, como ejemplos de aplicacion del teorema del factor. En su momento se concluy6 que
los polinomios lineales x + 4, x —5 y 2x + 3 son factores lineales del polinomio:

p(x) = 2x3 + x? — 43x — 60.
Resumen:

e El residuo de dividir un polinomio p(x) entre un polinomio lineal ax + b, es p (— S)

e El polinomio ax + b es un factor lineal de p(x) siy solo si p (— S) = 0 (El residuo de la division
es cero).

. p(—Z) es raiz de p(x) si y solo si p(— 2) =0.
e El polinomio ax + b es factor lineal de p(x) siy solo si p (— g) es raiz de p(x).
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Conclusion:

e Un factor lineal de un polinomio, determina una raiz del polinomio.
e Unaraiz de un polinomio, determina un factor lineal del polinomio.

Ejemplos:

Si 2x + 3 es un factor de un polinomio p(x), entonces, —% es una raiz de p(x), por lo tanto,
(-9)=0

Si 7x — 8 es factor de un polinomio p(x), entonces, g es una raiz de p(x); por lo tanto, p (g) =0.

Six + 12 es factor de un polinomio p(x), entonces, —12 es una raiz de p(x); por tanto, p(—12) = 0.

Si x — 3 es factor de un polinomio p(x), entonces,3 es una raiz de p(x); por lo cual, p(3) = 0.

Si —?,%,—40,20 son raices de p(x), entonces, 7x + 10, 3x - 11, x + 40, x - 20, son factores

de p(x).
3.2.7 Raices racionales de un polinomio

Sea el polinomio p(x) = ay + a;x + a,x? + azx3 + -+ + a,x™ donde los coeficientes ay, a, a,, ..., a,

son nameros enteros. Las posibles raices racionales del polinomio p(x) son nimeros racionales de la

forma £, siendo p factor de a, y g factor de a,, (£ es el cociente de factores del término independiente
a q

sobre factores del coeficiente del término de mayor exponente).
Ejemplo.

Seap(x) = 2x3 + 7x? — 17x — 10.

Observe que ay, = —10y a, = 2.

Los factores (divisores) de —10 son: +1,+2, +5, +10.

Los factores (divisores) de 2 son: +1, +2.

Por lo tanto, las posibles raices racionales de la forma s son cocientes de los factores de —10 sobre +1

y factores de —10 sobre +2.
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De esta manera, las posibles raices racionales de p(x) son: +1, +2, +5,+10, + % i—g .

Para comprobar si una posible raiz, realmente lo es, se puede aplicar la division sintética o calcular el
valor numérico del polinomio para la posible raiz.

27 17T -10 27 17 -10 27 17 -10
Mm 2 9 -8 ) =2 -5 2 @ 4 2 10
2 9 -8 _I8 25 -2 I 2 1150

Segun lo anterior, p(1) =-18; p(—=1) =12; P (2) = 0.

Por lo tanto, - 1 y 1 no son raices de p(x) ; pero 2 si es una raiz de p(x).
Como 2 es unaraiz de p(x) = 2x3 + 7x% - 17x — 10, entonces,

p(x) =2x3+7x* —17x — 10 = (x — 2)(2x? + 11x + 5).

Posteriormente se determina las raices del polinomio cociente g(x) = 2x? + 11x + 5, las cuales
también son raices de p(x).

Nota. Las raices de un polinomio cuadratico p(x) = ax? + bx + ¢ son soluciones de la ecuacion
cuadratica correspondiente: ax? + bx + ¢ = 0, y se pueden obtener mediante la siguiente formula:

—b + Vb?% — 4ac
x:
2a

Para p(x) = 2x% + 11x + 5, se tiene que:

_-11 4 \/112 - 4(2)(5) —-11 £ v121 —40 —-11 =+ V81 o —-11 £ 9

= 2% 2 = 4 - 4 - 4

Una raiz se obtiene asi: ———+2 = 22 — _ 1
4 4 2

La otra raiz es: — 1:_ - _420 = -5,

, 1
Asi que:p(— E)zOy p(=5)=0.
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Por tanto, las raices de la ecuacion 2x? + 11x + 5 = 0 son —% y — 5.

. . . 1
En consecuencia, los ceros del polinomio p(x) = 2x3 + 7x? - 17x — 10 son 2,-5y — p los cuales
son las soluciones (raices) de la ecuacion polindmica: 2x3 + 7x? - 17x — 10 = 0.

Nota:

Los factores lineales de p(x) son (x — 2), (x + 5) y (2x + 1), entonces:
p(x) = (x—2)(x+5)(2x + 1).
p(x) = 2x3+7x%-17x—10=(x—2)(x +5)(2x + 1).

Por tanto, para obtener raices racionales de un polinomio p(x) de grado n, se aplica la division sintética,

iniciando con los coeficientes del p(x) y se continda el proceso con los coeficientes de los cocientes
sucesivos.

Ejemplo:
Obtener las raices de p(x) = —49x3 + 6x* + 234x + 72 + 37x? (Polinomio no ordenado).
El polinomio p(x) ordenado queda asi: p(x) = 6x* — 49x3 + 37x% + 234x + 72.

Las posibles raices racionales del polinomio corresponden a los cocientes de los divisores de 72 entre
los divisores de 6.

Divisores de 72: +1,+2,+3,+4,+6,+8,+9,+12,4+18,+24,+36,+72.
Divisores de 6: +1,+2,4+3, +6.

Posibles raices racionales:

t 4o te 1l 042 4503 14 s 161840 4010 112,418 424, 436,472
— ’_2’_3’_6’_ ’—3’— )—2)— )—3)— ) — F—3F— F—2F— ) —_— ) — ) —_ ) —_— -
6 49 37 234 72

(4) 24 —100 -252 - 72

6 — 25 — 63 — 18 ]

(6) 36 66 18

6 11 3 ]
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Después de probar varias opciones, se obtiene las primeras dos raices: 4 y 6.

. ..y - . 3 1
En la primera division, el cociente es de grado 3; en la segunda es de grado 2 y sus raices son — Y3
Respuesta:

Las raices del polinomio de grado 4, son: 4,6, — % y — % .

1

Las soluciones de la ecuacion 6x* — 49x3 + 37x2 + 234x + 72 = 0, son: 4, 6, —3 y-3.

Los factores lineales de p(x) = 6x* — 49x3 + 37x2 + 234x + 72 son:
x—4); x—6); 2x+3)y(Bx+1).
Entonces:
p(x) = 6x* —49x3 + 37x2 +234x + 72 = (x — 4)(x — 6)(2x + 3)(3x + 1).
3.2.8 Teorema fundamental del algebra
Un polinomio de grado n, tiene como maximo n ceros (raices) complejos diferentes.
Una ecuacion polinémica de grado n, tiene como méaximo n soluciones (raices) complejas diferentes.
Notas.
1. Silasraices diferentes de un polinomio p(x) de grado 3, son k y h, entonces, una de las dos se repite.
Em este caso se debe cumplir una de las ecuaciones siguientes:
p(x) = (x —h)(x — h)(x — k) o también p(x) = (x — h)(x — k)(x — k).

2. Las raices de un polinomio p(x), son las soluciones de la ecuacién polindbmica p(x) = 0.
3.3 PRODUCTOS NOTABLES
3.3.1 Suma por diferencia de dos expresiones

(A+B)(A— B) = A2 — B2,
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La suma por la diferencia o diferencia por suma, de dos expresiones, es igual al cuadrado de la primera
expresion que esté en la diferencia, menos el cuadrado de la otra expresion.

Ejemplos:

G+x)(5—x)=25—x2

(2= +y) = @) —y? =x* —y2

(B8—x3)(x3+8) =64 — (x3)? =64 — x°.

(3x + 2y)(2y — 3x) = (2y)% — (3x)? = 4y? — 9x2.

(V7 — 4xy?)(4xy? +7) = (V7)" = (4xy?)? = 7 — 16x%y*,

3.3.2 Cuadrado de un binomio

(A+ B)? = A2 + 2AB + B2,
(A—B)? = A> — 24B + B2.
Nota:

En el desarrollo de un trinomio, sus términos no necesariamente deben tener el orden sefialado
anteriormente.

Ejemplos:

(6x + 5y)? = (6x)? + 2(6x)(5y) + (5y)% = 36x2 + 60xy + 25y2.
(6x — 5y)% = (6x)% — 2(6x)(5y) + (5y)% = 36x% — 60xy + 25y2.
(2x 4+ 3y)2 = (2x)?2 + 2(2x)(By) + (By)? = 4x2 + 12xy + 9y2.

(2x —3y)? = (2x)? — 2(2x)(By) + (3y)? = 4x? — 12xy + 9y2.
3.3.3 Cubo de un binomio

(A+ B)® = A® + 34%B + 34B? + B3.

(A—B)3 = A® —34%°B + 34B? — B3.
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Ejemplos:

(2x? +4y°)® = (2x?)% + 3(2x*)?(4y°) + 3(2x*) (4y°)? + (4y°)°
= 4x° + 48x*y3 + 96x2y° + 64y°.

(30 — 3x2)3 = (30)3 — 3(30)2(3x2) + 3(30)(3x2)? — (3x2)3
= 27.000 — 8.100x2 + 810x* — 27x°.

3.4 COCIENTES NOTABLES

AA:: = A" + A"2B 4+ A" B2+ A" B3 4+ .- + B™ ! (n entero positivo).

A:sn = A"l —A"2B + A"3 B2 — A" * B3 + ... — B"! (n entero par positivo).

A"+ B" a1 n-2 n-3 p2 n-4 p3 n-1 . .
5 = A — A" *B + A"° B — A" *B® 4+ .- + B™ ' (n entero impar positivo).

Muchas veces es necesario llevar la expresion a la forma como aparece en el término del lado izquierdo
de las igualdades anteriores; de esta manera se identifica el valor de n y de las expresiones Ay B.

Observe que, la secuencia del desarrollo es idéntica en todos los casos, excepto por los signos + .

Ejemplos:
4_3 _ X3
Q) 75— = AT AT AT = 4 4+ 4+ 40 = 16 + 4x + x%

Observequen =3, A=4, B = x.

25 — x* 3 52 — (x?2)?

_ e2-1 2-2.2 _ 2
P R~ =5 + 5°7%x 54 x-.

b)

Aquisetienequen=2, A=5, B = x2.

16 —81x* 2% —(3x)*
2+3x  2+3x

c) 23 —22(3x) +2(3x)? — (3x)® =8 — 12x + 18x2% — 27x3.

32+ x10 25+ (x?)°
o xz — o xz — 24» _ 23X2 + 22(x2)2 _ 2(x2)3 + (x2)4—

=16 — 8x2% + 4x* — 2x° + xB.

d)
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63 + x3 " 5 5
e =6°—6x+x°=36—6x+x°.
1+ x3 5

) 1_I_x=1—x+x.
.3

9) 1_x=1+x+x2.

3.5 FACTORIZACION

La factorizacion es el proceso inverso al de la propiedad distributiva. Consiste en representar una
expresién como el producto de dos 0 mas expresiones, llamadas factores.

3.5.1 Diferencia de cuadrados

A>—B?=(A+B)(A—B).
Ejemplos:
a) 100 —x2 = 102 — x2 = (10 + x)(10 — x) .
b) 144 — 25x% = 122 — (5x)? = (12 — 5x)(12 + x) .
¢) a® — b8 = (a®)? — (b*)?% = (a3 — b*) (a3 + b*) .
d) 36x% — 49y* = (6x)? — (7y?)? = (6x + 7y)(6x — 7y) .
e) 10a%x* — 5by® = (VI0ax?)’ — (V5by*) = (VI0ax? + V5by*)(vi0ax? — V5hy*).

3.5.2 Trinomio cuadrado perfecto

A2+ 24B +B% = (A+B)?.
Ejemplos:
a) 36x% + 60xy + 25y2 = (6x)? + 2(6x)(5y) + (5y)% = (6x + 5y)2.
b) 36x% — 60xy + 25y? = (6x)? — 2(6x)(5y) + (5y)% = (6x — 5y)2.
¢) 9y? + 12xy + 4x? = (3y)?2 + 2(3y)(2x) + (2x)? = (2x + 3y)2.
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d) 4x? + 9y? — 12xy = (2x — 3y)2.

e) 30x%y* + 9x* + 25y% = (3x%)% + (5y*)% + 2(3x*)(5y*) = (3x? + 5y*)?.
3.5.3 Factorizacion de un trinomio cuadratico

ax + m)(ax + n
ax2+bx+c=( 21( );

dondemn = acym + n = b.

Como caso particular, sia = 1, se tiene que: ax? + bx + ¢ = (x + m)(x + n), donde,
mn=cym+mn-=>».

Ejemplos:

a)x>+13x+40=(x+5)(x +8) >m =5y n = 8; porque:
5+48=13=by5x8=40=c.

b) x* +3x —70 = (x+10)(x+ (—7)) - m=10 y n = —7; porque:
10+ (=7) =3 y 10x (=7) = —70.

¢) x2 —9x — 220 = (x + 11)(x — 20).
m=11y n=-20;11 + (=20) = =9 y 11 x (—20) = —220.

d)x*—14x+48=(x—8)(x — 6).
m=-8yn=—6 -8+ (—6)=—-14y —8x (—6) = 48.

60x + 25)(60x + 12)  5x (12x +5) X 12 X (5x + 1
e)60x2+37x+5=( é(() ) _5x( )60 ( )

=(12x+5)(Gx+1).

En este caso se tiene que:

m=25yn=12;porque25x12=300=60%x5=acy 25+12=37=0b.
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3.5.4 Factor comun

Si en cada uno de los términos de una expresion hay un factor comun, entonces dicha expresion es igual
al factor comun multiplicado por la expresion que se obtiene de dividir cada término de la expresion
inicial, por ese factor.

Ejemplos:

a) 5a + 5ax + 5ay —5az=5a(1+x+y—2).

b) 12+ 24x — 36y +12z=12(1+2x -3y + z).
¢) 3x* —4x3 +8x% —9x = x(3x3 — 4x> +8x —9).

d) 20a%x3 — 25a3y + 30a*z* = 4(5a?)x® — 5(5a®)ay + 6(5a?)a*z*
= (5a?)(4x3 — 5ay + 6a%z*).

5 7 1 1
Sxdtox?——x==x(5x%+7x—1).
e) 2x +2x 2x 2x(5x +7x—1)

3.5.5 Diferencia y sumas de potencias

Para cualquier entero positivo n:

A" — B" = (A—B)(A" ! + AV 2B + AV 3B%+ ... .. + B" 1),
Para cualquier entero par positivo n:

A" — B"=(A+B)(A" ' — A"2B + A" B%2— .. .. — B 1),
Para cualquier entero impar positivo n:

A"+ B"=(A+B)(A" ' — A" 2B + A" 3B?— .. ... + B™" 1),
Nota:

Los denominadores en los cocientes notables, que a su vez son divisores de los numeradores, ahora pasan
a ser factores de los numeradores.

Ejemplos:

a)43 —x3=(4—x)(43 1+ 4372x + 4373x2) = (4 — x) (4% + 41x + 4%x?)
=4 —x)(16 + 4x + x?).

135

Editorial Universitaria — Universidad de Narifo, octubre de 2020




Fundamentos de matematicas generales

b) 25 —x* =52 — (x?)2 = (5 —x?)(5%271 + 5272x2) = (5 — x?)(5 + x?)

¢) 16 —81x* = 2% — (3x)* = (2 + 3x)(2% — 22(3x) + 2(3x)? — (3x)?)
= (2+3x)(8—12x + 18x% — 27x3).

d) 63+ x3=(6+x)(6%—6x+x%)=(6+x)(36—6x + x2).

)1+ x3 =(1+x)(1—x+ x2).

H1-x =(1-01+x+ x2).

g8—x3 =23 - x3=(2-x0)2%+2x+ x?) =2 —x)(4+ 2x + x?).
h)32+x10 =25+ (x2)°=(24+x2)(2*—23x% +22(x?)2 = 2(x? )3 + (x®)*) =

(2+x2)(16 — 8x2 + 4x* —2x° + x8).
3.6 RACIONALIZACION

Racionalizar una fraccion algebraica que contiene radicales en el denominador, consiste en obtener otra
expresion algebraica equivalente de modo que el denominador no contenga radicales.

3.6.1 Fracciones con denominador raiz n-ésima de A

K _ KYVAn1

VA A
Cuandon = 2, no se escribe indice del radical.
Ejemplos:

1 1x 231 22 Y4
D35 = 2 2 2
o L V3T VA4
)\/5_ 3 3 3

1 5
) ==—.

V5 5
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1 V2
d) —=—.

V2 2

10 10352,
e) — = =21/25.
)i/g g

—20  —20V302 —23/900
f)i/%_ 30 3
7 710

—45 —45V15
h)\/l_s— = = —3v15.

3.6.2 Fracciones con denominador de sumay resta de radicales

k _ k(YA - VB)
VA + VB A-B
k _ k(A + VB)
VA — VB A-B
Ejemplos:
5 _5(V7 -V2) s(V7-V2)
a)\/7+\/§_ — = z =V7 V2.

=2(V7 ++2).

by 10 _10(V7++v2)  10(V7 ++2)
)ﬁ_ﬁ_ 7-2 5

-30  —30(V10—-+v5) —-30(v10-+5)
VD orvE 10-5 - 5 -

1 V6e+vV2 Ve+V2

—6(V10 - V5).

d)\/g_\/i 6-2 4
15 15(V13-v17) _15(V13-+17)

e =
) V13 + V17 13 -17 4
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—20  —20(V26+V41) —20(V26 ++41) 4(v26 + V41)
) e —vai 26-41 -15 B 3 '

40 40  40(vB8+v16) 40(vB+Vi6)
N i R_vie 8-16 - = —5(vV8+4).

-50  —-50 _ —50(v9++5) —50(v9++5) —25(3++5)
3-v5 V9-+5  9-5 4 - 2 '

f

h)

3.7 ECUACIONES E INECUACIONES

Una ecuacién es una igualdad con una o mas variables, que se cumple para determinados valores de
estas.

Ejemplos:
2x =7 x+2y=0 x2+3x-1=0 y = x2-3

Una inecuacion es una desigualdad (<, >, <, =) con una o0 mas variables que se cumple para
determinados valores de estas.

Ejemplos:
2x<7; x+2y>0;y<x?-3.

Cada valor numérico que toma cada variable, para el cual se cumple o satisface la igualdad o la
desigualdad, es una solucién de la ecuacién o de la inecuacion.

Resolver una ecuacidn o una inecuacion, consiste en obtener la solucion o soluciones de la ecuacién o de
la inecuacion.

Para resolver una ecuacion o una inecuacion se aplica procesos algebraicos, tales como: transposicion de
términos, de factores, divisores; reduccion de términos semejantes; factorizacion; propiedades de las
desigualdades; leyes de los exponentes; aplicacion del teorema del residuo, del factor, de las raices
racionales; aplicacion de propiedades del valor absoluto; intervalos, union, interseccion de conjuntos,
entre otros.

En las desigualdades, si la variable o variables son reales, entonces hay infinitas soluciones; por esto, se
debe establecer el conjunto solucion.
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3.7.1 Ecuaciones e inecuaciones polinébmicas

Se debe recordar que:

p(x) = ay + a;x + a,x? + -+ a,x™ donde a, # 0, es un polinomio entero de grado n, con una
variable.

ap + a;x + a,x? + -+ a,x™ = 0 es una ecuacion polinémica de grado n.
ap + a;x + azx? + -+ a,x™ < 0(>, <, =) esunainecuacion polindmica de grado n.

Una ecuacion polinomica de grado 1 o ecuacion lineal con una variable, es de la forma: ax + b = 0,
donde a # 0.

Una ecuacion polinémica de grado 2 o ecuacion cuadrética, es de la forma: ax? + bx + ¢ = 0,a # 0.

Una ecuacion polindmica de grado 3 o ecuacion cubica, es de la forma: ax® + bx? + cx + d = 0, donde
a#+0.

Para resolver una ecuacion polindmica se aplica los casos de factorizacion, division sintética, entre otros
procedimientos.

Se debe tener en cuenta que las raices de un polinomio p(x) son las soluciones de la ecuacion polindmica
correspondiente, es decir, las soluciones de p(x) = 0.

Ejemplos:

Dado que x? + 13x + 40 = (x + 5)(x + 8), entonces las raices del polinomio p(x) = x? + 13x + 40
son: =5 y —8.

Por tanto, las soluciones de la ecuaciéon x? + 13x + 40 = 0,son x = —5 yx = —8.
De igual manera:

Las soluciones de la ecuacion x? + 3x —70 =0 son—10 y 7.

Las soluciones de la ecuacion x? —9x — 220 = 0 son — 11 y 20.

Las soluciones de la ecuacion x* —14x +48 =0 sonx =6y x = 8.

1

Las soluciones de 60x? + 37x + 5 =0 son — 15—2 y—:.
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Nota:

Las soluciones de una ecuacion cuadratica, ax? + bx + ¢ =0, a # 0 también se las puede obtener
aplicando la siguiente formula:

—b +Vb?% — 4ac
X = )
2a

3.7.2 Ecuaciones fraccionarias con una variable

Una ecuacion o inecuacion es fraccionaria, cuando tiene al menos un término fraccionario.

Para resolver una ecuacion fraccionaria se la debe transformar en ecuacién polindmica, para lo cual,
primero se aplica trasposicion de factores, divisores, simplificacion de términos, etc., segun el caso.

Ejemplos:

1) 6x+1:x; 2=x(6x+1)=6x*+x; 6x2+ x—2=0; Bx+2)2x—-1))=0.
Las soluciones son: x = —% y x = %

) XX g, WX b 2 3= 30(r—3)
x—3 ' 10 10(x — 3)

7x +x?> =30x—90; x2— 23x4+90 = 0; (x—5)(x—18) = 0.
Las soluciones son: 5y 18.

2 3 1 dx(x+4) +3x(x+4)+ (2x)x
3) -+ —+ =1; =1;
x 2x x+4 x(2x)(x + 4)

4x% + 16x + 3x% + 12x + 2x% = 2x%(x + 4) ; 9x% + 28x = 2x3 + 8x2%; 2x3 —x?2 —28x =0;
x(2x2—x—-28)=0; x(x— 4)(2x+7)=0.

. ;s ., 7 -
Las soluciones de la dltima ecuacion son: x =0, x =4 y x = — > pero, debido a que en la

ecuacion fraccionaria inicial x no puede ser cero, entonces, las soluciones de la ecuacion fraccionaria
son:

:4 = ——
x y X >
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Conclusion.

Transformada una ecuacion fraccionaria en ecuacion polindmica, se resuelve esta Ultima, tal como se ha
realizado en los ejemplos de raices de un polinomio o soluciones de una ecuacion polinémica; pero al
final, se debe considerar que, en una fraccion, el denominador debe ser diferente de cero.

3.7.3 Ecuaciones con radicales

Son aquellas ecuaciones que tienen al menos un radical (raiz cuadrada, raiz cubica, entre otros casos).

Para resolver una ecuacién con radicales es conveniente dejar un radical en un miembro de la igualdad,
con el fin de elevar al cuadrado o al cubo, segun el caso, para eliminar el radical y obtener una ecuacién
polindmica.

Notas:

e Cuando se eleva al cuadrado una expresion algebraica, en muchos casos se introducen raices
extrafias; por lo cual, es necesario comprobar en la ecuacion inicial, los valores que se obtengan.

e Cuando no antecede el signo menos a una raiz cuadrada, se toma Unicamente la raiz positiva,
como se muestra en los siguientes ejemplos.

V16 = 4; V2 = 1,414213 ...; —V144 = —12; +V169 = +13; VI = 1.
Ejemplos:
a)vVx =4 — x = 16. Solucion de la ecuacion: x = 16.
BD)Vvx+5=5—> x+5=25 - x=25-5 — x = 20. Solucién de la ecuacién: x = 20.
OVdx +5=x>4x+5=x*>>x*>—-4x-5=0-> (x+1D(x—-5)=0->x=-1yx=5.

Las soluciones de la ecuacion cuadratica son: —1 y 5; pero reemplazando x por - 1 en la ecuacion
inicial, se observa que no se cumple la igualdad. En efecto:

Ja(-1D)+5=V-4+5=vV1=1 # —1.

Reemplazando x por 5 en la ecuacion inicial se obtiene lo siguiente:

J4(5) +5=v20+5=25=5.

Por lo tanto, la solucion de la ecuacién vV4x + 5 = x es x = 5.
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d)vV5x +39—x=09.
V5x+39 -x =9 - +/5x+39 =x+ 9.Elevando al cuadrado:
5x+39=(x +9)?2=x*+18x+81 - x*+18x+81—-5x—39=0.
x2+13x+42=0 » (x+6)(x+7)=0 »> x=—-6y x=-7.
Comprobando: /5(=6) +39 -(—6) = V=30+39 + 6=v9 + 6 = 3+6= 9.
J5(=7)+39 -(=7) =V-35+39+7=V4 +7 =2+7=9,
Entonces, las soluciones de la ecuacion inicial v5x +39 —x = 9 son: =6 y — 7.

Observar que, en este caso, no se introdujeron raices extrafas.
3.7.4 Ecuaciones con valor absoluto

Para resolver una ecuacion con valor absoluto, se aplica propiedades del valor absoluto; con lo cual se
obtiene una ecuacién polinémica.

El valor absoluto de un namero real x se simboliza asi: |x|.
Definicion

|x| = x siysolosix =0 (xesmayor oigual que 0).

|x| = —x siysolosix<O0.

Ejemplos:

|0] =0 |10] = 10 |-10] = —(—=10) =10 |15] = 15 |-15] = 15
I

3 3 3 3

Propiedades

Para cualquier par de numeros reales x, y se cumple lo siguiente:
a) |x| = 0.

b) lxyl = |x|lyl.
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d) [x =yl =y —x|.

e) |x| =|y|siysolosix=y o x = —y.
f) |x| = Vx2.

Ejemplos:

a)|lx]| =10 - x=10 o x=-10.
Solucién:x =10 o x=-10
b)|x|=15 - x=15 o x=-15

Solucion:

) Ixl = = 41
lx|== - x=+-=-.
3 —3
Solucidn:
1
X== 0 XxX=-—=.
3
8
d)|3x]=8 - 3x=8 o0 3x=-8 - x=§ 0 x=—§
Solucién:
8 8
X==— 0 Xx=-—=.
3 3
e) 23
|5x+9|=14—>5x+9=14o5x+9=—14—>5x=505x=—23—>x=10x=—?.
Solucién:
4 23
x = y x=-—7
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9 2 8 10
—t — =1 - — =1 - 10=|x] - x=£10.
x| x| |x|
Solucién:

x=10 y x=-10.

17
h) |x + 8| = =3l > |x+8[lx-8/=17 - |x+8)(x—-8)|=17 - [x*—-64|=17>
x2—64 =17 o x*—64 =-17 - x?> =81 o «x? =47.
Extrayendo raiz cuadrada se tiene:

Jx2 =+/81 0 +x2 =47 = |x|= 90 |x| = V47 5 x=49 0 x = +/47.

Solucién:

x=-9 x=9, x= V47, x = —V47.

3.7.50rdenen R

Sean a, b € R, en la expresion a < b se lee: a es menor que b.

La expresion a < b es equivalente a la expresion b > a.

Definicion

a < b si y solo si existe un real ¢ mayor que cero, tal que: a + ¢ = b.
Nota

e Un nuamero real k es positivo, si y solo si, k > 0; y es negativo si y solo si k < 0.
e Entre dos nimeros reales diferentes, existen infinitos nimeros reales.

Segun lo anterior, no existe un nimero real que sea el inmediatamente mayor o menor que cualquier
namero real. En cambio, en los enteros siempre hay un entero que es el siguiente mayor o el anterior

menor.

Entre los nimeros reales 3,1y 3,2 existen infinitos nimeros reales; en cambio, el entero inmediatamente

mayor que 3 es 4 y el inmediatamente menor es 2.
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Propiedades del orden en R

lLa<byc<d - a+c<b+d.

2.a<b - a+f<b+f.

3.a<byh>0 - ah<bh.

4. a<byh<0 - ah>bh.

5.a<0yb <0 — ab >0 Real negativo por real negativo resulta un real positivo: (=)(—) = +.
6.a<0yb >0 — ab <0 Real negativo por real positivo resulta un real negativo: (=)(+) = —.
7.a>0yb >0 — ab >0 Real positivo por real positivo resulta un real positivo: (+)(+) = +.
8.a>0yb <0 — ab <0 Real positivo por real negativo resulta un real negativo: (+)(—) = —.
9. Si a, b son reales positivos y a? < b%entonces a < b .

9. Para a, b reales positivos,a < b — a? < b?.

11. Si a, b son reales negativos y a? < b? entonces a > b .

11. Si a, b son reales negativos y a > b entonces a? < b?.

13. Si a® < b3 entonces a < b para ay b reales arbitrarios.

l4.a<b < —a>-—b.

15. Paratodo a,b e R,a=b 6 a<b 6 a > b (Ley de la tricotomia).

16,a<b y b<c — a<c(Propiedad transitiva).

18.a<b - a-b<0y b-a>0.

19. Para k real positivo: |a| < k,siysOlosi-k <a <k.

20. Para k real positivo:

la| > k,siysolosia<-k o k<a.
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3.8 INTERVALOS REALES

Sean m y n nameros reales, tales que m < n; se define los siguientes intervalos:
Intervalo cerado:

{x eR/m<x<n} = [mn].
Intervalo abierto:

{xeR/m<x<n} =(mn).

Intervalo semi-abierto:

{xeR/m<x<n} =[mn).
Intervalo semi-abierto:

{fxeR/m<x<n} =(mnj.
Intervalo infinito:

{x eR/m<x} =[m,+).
Intervalo infinito:

{x eR/m<x}=(m,+).
Intervalo infinito:

{xeR/x<n}=(-xon]
Intervalo infinito:

{x eR/x <n}=(-on).
3.8.1 Inecuaciones polinébmicas, fraccionarias, con valor Absoluto

Para resolver una inecuacion, se sigue procesos similares a los utilizados para resolver una ecuacion;
pero, en este caso, se debe aplicar propiedades de las desigualdades; ademas, para las respuestas se debe
tener en cuenta las definiciones de intervalos reales.
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3.8.2 Ejemplos de Inecuaciones

1. x < 8 Conjunto solucion (—oq, 8).
2. x > —20 Conjunto solucién [—20, + ).

3. 5x < 15 Se multiplica ambos miembros por§ > 0 y se aplica propiedad de desigualdades:

(5x) (%) <15 (%) - x < 3.
Conjunto solucién: (—oo, 3].
Nota:

En el anterior ejemplo, multiplicar por % equivale a dividir por 5 o también transponer 5 de factor a
divisor.

4, —10x <80 — (—10x) (—%) > (80) (—1—10) > x>-8.
En este caso se multiplicé una desigualdad por un nimero negativo.
Conjunto solucion: (—8, +).

5. x—6<0 — x <6 Conjunto solucién: (—, 6).
6. x+3>0 - x> -3 Conjunto solucion: [—3, +0).
7. x?+2x—48<0 » (x+8)(x—-6)<0

Por la ley de los signos, un factor es positivo y el otro negativo: + A — por lo cual, se presentan dos
casos.

Caso 1:
X+8=>20Ax—6<0 ->x>-8AXx<6 >X€E (-8 +0)AX E (—x,6]
- x € (—8,+0) N (—x,6] = x € [-8,6]

Caso 2:

X+8<0Ax—6=20 ->x<-8AXx=>26 >XE(—0,—8]|AXE[6,+x)
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- x € (—00,—8) N [6,+x)

— x € ¢, es decir, no hay solucidn en este caso.
Segln Casol o Caso 2: xe[-8,6]vxed— xe([-8,6]Ud) — xe[-8, 6].
En definitiva, el conjunto solucion de la inecuacion x? + 2x — 48 < 0 es el intervalo [- 8,6].

En el ejemplo anterior, se realiz6 todo el proceso con los pasos necesarios y convenientes. Sin
embargo, en adelante, se omitiran ciertos pasos del proceso. Ademas, las graficas sobre la recta real
son una gran ayuda para obtener la unién y la interseccién de intervalos.

X>—8
< —8 & ] » Laparte comin esta entre— 8y 6
X<6 Hay interseccion.
X>6
< - 8‘ '6 . No hay parte “comun”
x<—8 No hay interseccién.

Nota:

Dado que los valores que son solucion de la inecuacion x? + 2x — 48 < 0 pertenecen al intervalo
[—8,6], entonces, los valores que no son solucién de la inecuacion x? + 2x —48 < 0 no
pertenecen al intervalo [—8,6], en consecuencia, pertenecen al conjunto complemento, es decir,
pertenecen al conjunto (- o0, - 8) U (6, + ).

En consecuencia, las soluciones de las inecuaciones indicadas, son las siguientes:
e x*+2x—48<0 - x€[-8,6].
e x?+2x—48<0 - x € (-8,6).
e x?+2x—48>0 > x € (—%,—8) U (6,+).
e x2+2x—48>0 > x € (—,—8] U [6, +x).
8. 2x3+7x*—-17x—-10>0 - (x—2)(x+5)2x+1)>0

Para obtener la solucion de la inecuacion (x — 2)(x + 5)(2x + 1) > 0 se debe analizar los siguientes
cuatro (4) casos, respecto a los signos de los factores, asi:
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x—2 | x+5 | 2x+1 | (x—2)(x—-5)2x+1)>0
+ + +
— — +
— + — +
— — + +

Casol:x—2>0 A x+5>0 AN 2x+1>0 - x>2/\x>—5/\x>—% -

x € (2,+0) A x € (5 +%) A xe(_?l,+oo).

Los valores de x que cumplen a la vez las tres condiciones son mayores que 2, por lo tanto, la solucion
del caso 1 (solucidn parcial de la inecuacion dada) es el intervalo (2, +0); asi pues, S; = (2, +0).

Cas02:x—2>00 A x+5<0 A 2x+1<0 - x>2/\x<—5/\x<—% -

x € (2,4®) Ax € (=0, —5) A x € (—oo,—%).
No existen tales valores de x que cumplan a la vez las tres condiciones; por lo tanto, S, = @.

Caso03:x—2<00 A x+5>0A 2x+1<0 - x<2/\x>—5/\x<—% -

X € (—,2) Ax € (—5,+) A x € (_oo,_%)_

Los valores de x que cumplen a la vez las tres condiciones son a la vez menores que 2, mayores que
1 1
—5 y menores que — 5 por lo tanto: S; = (—5, - E)'

Casod:x—2<00 A x+5< 0A 2x+1>0 - x<2/\x<—5/\x>—% >

X € (—0,2) Ax E(—»,—5) A x € (—%,+00).

No existen tales valores de x que cumplen a la vez las tres condiciones; por lo tanto, S, = @.

Finalmente, la solucién de la inecuacion (x — 2)(x — 5)(2x + 1) > 0 es:
S = 5,US,USsNS, = (2,+0) UG U (—5, —%) ug = (—5, —%) U (2, +).

Entonces la solucion de la inecuacion 2x3 + 7x2 —17x —10 > 0 es: S = (—5, —%) U (2, +0).

L <-2,
X
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10.

1 . L . .
~ €s negativo, pero como el numerador es positivo, entonces X tiene que ser negativo, es
decir, x < 0.

Multiplicamos los dos términos de la inecuacién por x < 0, se obtiene lo siguiente:

1
1>-2x - —§<x.

Entonces:

1< N <0 E( 10)
— — _) — —
> X X X 5:0).

Conjunto solucion: § = (—%,O).

<,

X
En este caso, para cualquier real negativo x,% es negativo y, de hecho, también es menor que 5.
Luego, el conjunto S; = (—o,0) (primera solucién parcial).

Ahora, para x > 0, multiplicando los dos términos de la inecuacién por dicho x, se tiene:

3
3 < 5x —>§<x.

Entonces, x € (S +oo) para x > 0, por lo cual, S, = (g +oo). (segunda solucioén parcial).

. .-, . ., 3
Finalmente, la solucion de la inecuacién - < 5es:

3
5251USZ :(_00,0)U<§,+00)

Por lo tanto, S = (—o0,0) U (g +oo) .
Nota:

. ., . ., 3 3
El conjunto solucion de la inecuacion - = 5es5=(0,7]
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Observe que, este conjunto es el complemento de S’ = (—o0,0) U (2, +00).
11. x| <12 - -12 < x < 12 - x e[- 12,12]
Conjunto solucion § = (-12,12)
Nota:
El conjunto solucion de: |x| < 12 es (- 12,12), entonces, la solucion de |x| > 12 es
(-0-12) U (12, + ).
12.|2x] > 20 - 2x<-2002x>20 - x <-10 0 x > 10 - xe(—o—10) U (10, + ).

El conjunto solucion de |2x| > 20 es S = (—a,—10) U (10, 4+0) y de la inecuacion |2x| < 20
es S’ = [-10,10], que es el complemento del conjunto solucidn anterior.

13.x2—49<0 » x2<49 » Vx2<V49 > |x|<7 - -7<x<7 - x€[-77]
Conjunto solucion: S = [-7,7].
Nota:
El conjunto solucion de x2 — 49 > 0es S = (—o,—7) U (7, +0).
De igual manera, realizando el mismo proceso, el conjunto solucion de x? — 50 < 0 es:
S = [-V/50,V50].
Por tanto, el conjunto solucién de x2 — 50 > 0 es S = (—o, —v/50) U (v/50, +0).
14. | x?> -64| <36 - -36<x%-64<36 -
_36+64<x*<36+64 — 28<x2<100 »v28 < Jx2 < V100 —
V28 < |x] < 10> |x| < 10y |x| = V28—>-0<x<<10 y (x < —V28 0x>+28).
> x€[—10,10]y (x € (—o, —V28] 0 x € [V28, +)).

Conjunto solucion: S = [—10, —v28] U [v28, 10].
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15.

16.

[- 10, 10]
— 10 -28 V28 10
[, —-+28] [vV28 .+ 0]

Nota:

El conjunto solucién de | x2- 64| = 36 es: (—o, —10] U [-V28,V28] U [10, + ).

44
|x+10]

> |x—10] - 44 > |x—10||[x+10] - 44 > |[(x—10)(x+10)] -
44 > |x? — 100].

|x2 — 100] <44 - A partir de esta expresion, este ejemplo es similar al anterior.
—44<x2—-100<44 - 56<x’<144 — 56 < x2 <144

V56 < |x| < 12-|x| <12 y |x| = +/56.

Continuando el procedimiento, tal como en el ejemplo anterior, se obtiene el siguiente conjunto
solucién:

S = [-12,—V/56] U [V56,12] — {—10}.
Nota:

En la ecuacidn inicial, x + 1020, porque estad en denominador, luego x # —10, por esto, se debe
excluir - 10 del conjunto solucién. En el intervalo [-12, —V56] esté el —10.

Vx < 5.

En primer lugar, x > 0, puesto que para x < 0; v/x no es nimero real.

Ahora, elevando al cuadrado, se tiene que: x < 25 — X € (— o, 25) y X € [0, +0), entonces:
X € (—0,25) y x € [0,+), en consecuencia, xe[0,25).

Conjunto solucion: S = [0, 25).
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18.

Nota:

El conjunto solucion de vx > 5 es [25, +0).

El conjunto solucion de vx > 5 es (25, +).
Vx+1<2.

En primer lugar, setieneque: x+1 >0 -» x> —1.

Vx+1 <2 » x+1<4 - x < 3.

Se tiene, entonces: —1 < x y x < 3;portanto,—1 < x < 3.

Conjunto solucion: [—1,3].

Nota:

El conjunto solucion de vx + 1 = 2es [3, +o).
Vr+1+1 < x.

Se debe cumplirque: x+1>0-> x>—-1.

Ademds, vx+1 +1 < «x.

Capitulo 3. Introduccion al algebra

V4l +1<x - Vx+1<x—-1 > x+1 < (x—-1?% - x+1 < x2-2x+1

0< x?—-3x - 0<x(x—3)

Dado que x > 0, entonces: (x—3)>0 - x>3 - x € (3,+x).

En la inecuacion: 0 < x(x — 3) no se requiere considerar otro caso; dado que, en el ejercicio
siempre se cumple x > 0; por tanto, el conjunto solucién de la inecuacién, es el intervalo (3, +0).

Nota:

Vx+1=0;vx+1+1=>1+40ycomovx + 1+1<x, entonces x > 0.

vx + 1 = 0, entonces vx + 1+ 1 > 1; y segin la solucion de la inecuacion vx + 1 +1 < x,

entonces, la solucion de vx +1 +1 > x, es [—1,3].

Tener presente que x > —1.
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19.

20.

El conjunto solucién de vx + 1 + 1 > x es [- 1,3]. Tener presente que x > —1.
Va2 + x <42
Elevando al cuadrado se obtiene: x? + x <2 - x?+x—-2 < 0> (x—-1Dx+2) < 0.
Parax > 1y x < —2 no hay soluci6n.
Para x < 1y x > —2setieneque: =2 <x < 1.

El conjunto solucion de la inecuacion x? + x —2 < 0 es[—2,1]y también lo es de la inecuacion
inicial.

Nota:

Se debe tener en cuenta que la inecuacion x? + x + 2 > 0, se cumple para cualquier valor real de x.
V2x+5 < v3x-5.

Enprimerlugar,2x +5>0 y 3x—-5>0 - xz—g y x =

wlu

Por otra parte, 2x +5 < 3x —5 - 10 < x.

Por tanto,
x2-2 y x22 y x210; entonces, x = 10.
Conjunto solucién de la inecuacién v2x +5 < v3x —5 es: S =[10,+»).

Conjunto solucidn de la inecuacion vV2x +5 < v3x —5 es: S = (10, +).

. ., . ., 5
El conjunto solucién de la inecuacion v2x + 5 > v3x — 5 es [3, 10].
Tenga en cuenta que se mantienen las condiciones iniciales o desigualdades:

X = —g y X=> g y x = 10; ademéas se debe cumplir que 2x +5 > 3x — 5, es decir,

x < 10; de lo cual, se tiene que los valores de x que satisfacen todas las condiciones pertenecen
. 5

al intervalo [5, 10].

De aqui se infiere que el conjunto solucion de v2x +5 > +3x — 5 es el intervalo (g, 10).
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3.9 PROBLEMAS DE APLICACION RESUELTOS

1. Con una cuerda de 30 metros de longitud, se desea formar un rectangulo en el cual, el largo es el
doble del ancho. ¢Cuales son las dimensiones del rectangulo?

Solucion:

Sea x el largo, y el ancho del rectangulo, entonces: x = 2y
(largo el doble del ancho)

El perimetro del rectangulo es igual a la longitud de la cuerda:

x+y+x+y=30m->2x+2y =30 - x+y
= 15. X

Reemplazando en la anterior igualdad, x por 2y:
2y+y=15-3y=15->y =5.

Ahora, dado que x = 2y = 2x5 = 10, entonces x = 10.

Respuesta:
Las dimensiones del rectangulo son: 10 m de largo y 5 m de ancho.

2. Tres puntos diferentes A, B, C estan en linea recta. La distanciade Aa C esde 120 m.y de A a B es
de 50 m. ¢{Cual es la distancia de B a C?

Solucioén:
SiBestaentre Ay C: \ B c
AB + BC = AC - 50 + BC = 120 - BC = 70. —eB— oA ey

SiAestaentre By C:
BA + AC = BC - 50 + 120 = BC —» BC = 170.

C no puede estar entre Ay B.

155

Editorial Universitaria — Universidad de Narifo, octubre de 2020




Fundamentos de matematicas generales

Respuesta:

Si B estdentre Ay C, entonces la distanciade B a C es 70 m.

Si A estaentre By C, entonces la distancia de B a C es 170 m.

3. Obtener dos nimeros, tales que su producto sea igual a 48 y la suma sea igual a 16.
Solucién:

Si a'y b son los nUmeros a obtener, entonces: ab = 48 ya + b = 16.
Despejando b de la segunda igualdad y reemplazando en la primera, se tiene:
b=16-a y a(l6-a) = 48 — 16a- a®> = 48

a’- 16a + 48=0 - (a-4)(a-12) =0 > a = 4, a = 12.
Sia = 4,entoncesb = 12;ysi a = 12,entonces b = 4.

Respuesta:

Los nimeros buscados son 4y 12.

4. Con una cuerda de 32 metros de longitud, se desea formar un rectangulo cuya area sea de 48 m2.
¢Cudles son las dimensiones (largo y ancho) del rectangulo?

Solucion:

Si ay b son las dimensiones del rectangulo, entonces, el area es ab = 48y el perimetro es igual a la
longitud de la cuerda, esto es: 2a + 2b = 32, de lo cual se obtiene que: a + b = 16.

Comoab = 48y a + b = 16,entoncesa=4yb=120a=12y b = 4.
Los valores obtenidos corresponden a los mismos del problema anterior.
Respuesta:

Las dimensiones del rectangulo son: 4 my 12 m.

5. Con una lamina rectangular de zinc, se desea construir un cilindro recto circular sin tapas (un “tubo”).

5.1. ¢Cuales deben ser las dimensiones (largo, ancho) de la ldamina, si la altura del cilindro es el
doble de su diametro?
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5.2. ¢Lamedida de la altura del cilindro, es el largo de la lamina o el ancho?
5.3. ¢Cudles deben ser las dimensiones de la Iamina, si la altura del cilindro es igual a su diametro?

5.4. ¢Cudles deben ser las dimensiones de la 1amina, si la altura del cilindro es igual a @ “veces”
su didmetro?

Solucion:

I 1

Ancho y ¥

Largo x X

Casol Fig.l Caso2 Fig2

En el caso 1, la altura del cilindro es y; y en el caso 2, la altura del cilindro es x.

El perimetro de la circunferencia base para el caso 1 es 2nr; = x; y parael caso 2 es 2nr, = y.

Despejando los radios en cada caso, se obtiene: r; = % yr, =<

2n’

Diametro del cilindro:

Caso 1:
d = 2 _2x_x
T rl_Zn_n

Caso 2:
2y y
2 "2 2T T

Si la altura del cilindro es el doble de su diametro, entonces:

Caso 1:
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_ 24 _2x
y = 1=
Caso 2:
2
x=2d2=_y.
T

. . ey . 2
Con la anterior condicion, no es posible obtener el caso 2, porque ?y < y,estoesx < y.
Respuesta 5.1:
. R , . 2 . .
Las dimensiones de la lamina son: x de largo, ?x de ancho, en unidades lineales.

Respuesta 5.2:
La medida de la altura del cilindro es el de ancho de la lamina; corresponde al caso 1.
Si la altura del cilindro es igual a su didmetro, entonces:

Caso 1:

Caso 2:
y
X =d,==.
2 Vs
De lo anterior se obtiene:
Casoliy = % esdecinmy = x.
Caso 2: T x = y el cual no es posible porque seriax < y.

Respuesta 5.3:

Las dimensiones de la lamina son: x de largo, % de ancho, en unidades lineales.

Si la altura del cilindro es igual a = veces su diametro, entonces:

Caso 1:
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Caso 2:

x = md, =n(%)=y.

En ambos casos, se tiene que x = y.

Las dimensiones de la ldmina son: x de largo, x de ancho, en unidades lineales; en este caso, la lamina
es cuadrada, y el Caso 1 es el mismo Caso 2.

6. Se construye un cilindro recto circular con una ldmina rectangular cuyo largo mide el doble del ancho.

6.1. Obtener el volumen del cilindro si su altura es: a) el ancho de la 1amina; b) el largo de la 1dmina.
6.2. ¢ Cual es la relacion entre los volimenes obtenidos en los casos a) y b)?
6.3. ¢Cual es el volumen del cilindro en los casos a) y b), si el ancho de la lamina mide 40 cm?

Solucion:

Six esel largoy, y el ancho de la ldmina, entonces x = 2y es decir, g =y.

Si la altura del cilindro es el ancho de la Iamina (fig. 1 del ejemplo 5), entonces el perimetro de la
circunferencia base es: 2mr; = x, de lo cual se obtiene:

El area del circulo base es r?.
El volumen del cilindro es:
V, = area de la base multipliada por la altura ; esto es V; = (mrd)y.

Reemplazando r; y y en V;, se obtiene:
n=r() ()=
V2o %) T
Si la altura del cilindro es el ancho de la lamina, (fig. 2 del ejemplo 5), entonces el perimetro de la
circunferencia base es: 2nr, =y, porlo cual, r, = %

159

Editorial Universitaria — Universidad de Narifo, octubre de 2020




Fundamentos de matematicas generales

El 4rea del circulo base es: 7r? .
El volumen del cilindro es:
V, = area de la base multiplicada por la altura; estoes, V, = nrix.

Reemplazando r, y luego y, se tiene:

2 2 E ? 3
V2=n(l) X =<Z—n>x= (5—7)1 = 1x6_n
Respuesta 6.1:

a) Si laaltura del cilindro es el ancho de la Iamina, entonces, el volumen del cilindro es:

V,=—.
17 8

b) Si la altura del cilindro es el largo de la lamina, entonces, el volumen del cilindro es:

x3

V, =—.
27 16m
Respuesta 6.2:

De las ecuaciones de V1y V2, se encuentra que:

V—x3— ©_1(x Sl =vay sy
2716 2(8m)  2\8m) 27t "ET TR AT T2

La relacion entre los volumenes obtenidos es: V; = 2V, por lo tanto, V; > V,.

Respuesta 6.3:

Si el ancho de la ldmina mide 40 c¢m, entonces:
x =2y =2x%x40=80cm.
x3 = (80 cm)3 = 512.000 cm?.

x3  512.000 64.000
V,=—-= = =~ 20.371,85 cm3.
8w 8m T
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x* 512,000 32.000

~ 3
Tom Tom _— 10.185,92 cm”.

VZ =

Para el caso a) del numeral 6.1, el volumen es 20.371,85 cm?3 ;y para el caso b) es 10.185,92 cm?3.

7. Con una lamina rectangular delgada, se construye un prisma de caras laterales rectangulares y base
cuadrada sin tapas (una caja abierta en sus bases).

7.1. Obtener el volumen del prisma si su altura es: a) el ancho de la lamina; b) el largo de la lamina.

7.2. Obtener una relacion (igualdades, desigualdades) entre los volumenes obtenidos en los casos
a) y b) del numeral 7.1.

7.3. Obtener las dimensiones de la [amina, si los dos volimenes obtenidos son iguales.

7.4. Obtener las dimensiones de la Iamina, si el largo es el doble del ancho, considerando los casos
a) y b) del numeral 7.1.

7.5. Obtener las dimensiones de la lamina, si el largo es el doble del ancho y el volumen del prisma
es 16 cm3 considerando el caso a) del numeral 7.1; ademas, determinar el volumen que se
obtiene con esas dimensiones para el caso b) del numeral 7.1.

7.6. Obtener las dimensiones de cada lamina, si tanto en el caso a) como en el caso b) del numeral
7.1, el volumen del prisma es de 2000 cm?3.

Pregunta 7.1:

Obtener el volumen del prisma si su altura es: a) el ancho de la lamina; b) el largo de la lamina.
Solucioén:

Caso a)

Sean x el largo, y el ancho del rectangulo (en unidades lineales).

Considerando la altura de la caja igual al ancho de la ldmina, en este caso y, entonces, cada lado de la
base cuadrada es .
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Caso 7.1 a)
y y y
x x x « | LTS .
4+ 4 4 4 4
X
X -
4

El 4rea de la base cuadrada de la caja, es:

2

Area de la base = G) (—) =Te (unidades cuadradas).

El volumen de la caja es:

x? x?
V, = (area de la base) * (altura) = <1_6> y = 1_63’ (unidades cubicas).

Nota:

. X
Si se toma Z como altura, entonces:
) X
area de la base = (Z)y = —.

V, = (area de la base) * (E) = (x_y) (E) = ﬂ.

Respuesta caso a):

El volumen del prisma o caja con las dimensiones especificadas es:

Caso b)

Considerando la altura de la caja al largo de la ldmina, en este caso X, entonces cada lado de la base
cuadrada es > .
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g
................................................................................. 4
y y
L > PR I S
................................................................................. y
Z A
x hd
4
El area de la base cuadrada de la caja es:
2
. AYCAE A .
area de la base = (Z) (Z) =Te (unidades cuadradas).

El volumen de la caja es:

Y

16 16

2 X 2
V, = (area de la base)(altura) = <—> X = a2l (unidades cubicas).

Nota:

Si se toma y/4 como altura, entonces:

_ X

area de la base = (X) X 1

4

V, = (4rea de la base)(altura) = ()%y) (%) = x1_y62

Respuesta caso b):
El volumen del prisma o caja con las dimensiones especificadas es:

2
X
VZ =L
16

Pregunta 7.2:

-

P

Caso7.1b)

Obtener una relacion (igualdades, desigualdades) entre los volimenes obtenidos en los casos a) y b) del

numeral 7.1.
Solucién:
x*y  x(xy) Vi xy
V1 = = —_ — = —,
16 16 X 16

Editorial Universitaria — Universidad de Narifo, octubre de 2020

163



Fundamentos de matematicas generales

_yGy) Vo _xy

v A
2= 16y 16

Segun lo anterior, se tiene las siguientes relaciones:

i 1, _
—=— >yl =xV;.
x )y

Por otra parte, si y < x entonces, multiplicando términos por V; se tiene que:
yV, <xVi.
Reemplazando en la anterior desigualdad yV; por xV, se tiene que:
xV, < xV; — V, <V (siempre que x > 1).
Respuesta 7.2:
Las relaciones entre los volimenes de los dos casos, son:
y, =xV,; Vo, <V;.
Pregunta 7.3:
Obtener las dimensiones de la lamina, si los dos volimenes obtenidos son iguales.
Solucion:
Si los volumenes son iguales, entonces, de la igualdad yV; = xV, se obtiene que x = y.
En este caso, las dimensiones de la lamina son: x de ancho por x de largo; es decir la lamina es cuadrada.
Respuesta 7.3:
La lamina es cuadrada.
Pregunta 7.4:

Obtener las dimensiones de la lamina, si el largo es el doble del ancho, considerando los casos a) y b)
del numeral 7.1.

Solucién:

Si el largo de la 1dmina es el doble de su ancho, entonces:
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xX=2y o0 ; =y.

V= x12_6y = (23122)] = y{ o también V; = %

V, = % = (Z?I%yz = %3 o también V, = % =
Respuesta 7.4

El volumen del prisma en el caso 7.1.a) es:

Pregunta 7.5:

Capitulo 3. Introduccion al algebra

e()_
~ 16 32
(3 *

16 64

Obtener las dimensiones de la Iamina, si el largo es el doble del ancho y el volumen del prisma es 16 cm3,
considerando el caso a) del numeral 7.1; ademaés, determinar el volumen que se obtiene con esas

dimensiones para el caso b) del numeral 7.1.

Solucion:

Si el largo de la lamina es el doble de su ancho y el volumen para el caso 7.1.a). es 16 cm3, entonces:

y3

V1=I=16 — y3=64 >y=4,

3

x
Vl=§=16 — x3=512 - x=8.

Con estas dimensiones, se tiene que:

y3 43 64 y x3
i 8 otambién: V, =

64 64

8% 512

64
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Este valor se obtiene también a partir de:
64
yVlszZ —>4X16=8V2—>§=V2—> V2:8

Respuesta 7.5:

Las dimensiones de la ldmina para el caso 7.1.a). son: largo = 8 cm; ancho = 4 cm.
Con estas dimensiones, en el caso 7.1.b). el volumen es 8 cm3.

Nota:

Con una misma lamina, los volimenes obtenidos en los dos casos, son diferentes.
Pregunta 7.6:

Obtener las dimensiones de cada lamina, si tanto en el caso a) como en el caso b) del numeral 7.1, el
volumen del prisma es de 2000 ¢cm?3.

Solucion:

3 3

. X y C X
Six =2yosea 5= y,entonces V; = T o también: V; = 37

Observe que, estos valores de V; se obtuvieron en la pregunta 7.4.

3
Siv, = yz = 2.000 cm? entonces: y2 = 8.000cm® - y=20cm y x =40 cm.

El volumen del prisma para el caso 7.1 b) es:

3

V, = % = 2.000 cm3 entonces: y* = 16.000 cm® — y = 20V/2 cm3® —

y = 25,1984 cm y x = 50,3968 cm .
Respuesta 7.6:
Las dimensiones de la ldmina para el caso 7.1.a) son: largo = 40 cm; ancho = 20 cm.

Las dimensiones de la lamina para el caso 7.1.b) son: largo = 50,4 cm; ancho = 25,2 cm.
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Nota:

Para obtener prismas de igual volumen, en los dos casos, las dimensiones de las dos ld&minas son
diferentes.

3.10 PROBLEMAS DE APLICACION PROPUESTOS

1. Con una cuerda de 120 metros de longitud, se desea formar un rectangulo en el cual, el largo es el
doble del ancho. ¢Cuéles son las dimensiones del rectdngulo?

2. Tres puntos diferentes A, B, C estan en linea recta. La distanciade Aa C esde 120 m.yde Aa B es
el doble de distanciade B a C. ¢Cual es la distanciade AaByde BaC?

3. Obtener dos nimeros, tales que su producto sea igual a 30 y la suma sea igual a 11.

4. Con una cuerda de 22 metros de longitud, se desea formar un rectangulo cuta area sea de 30 m2.
¢Cudles son las dimensiones (largo y ancho) del rectangulo?

5. Se construye un cilindro recto circular con una ldmina rectangular cuyo largo mide el tripe del ancho.
5.1. Obtener el volumen del cilindro si su altura es: a) el ancho de la lamina; b) el largo de la lamina.
5.2.¢Cual es la relacion entre los volimenes de los casos 6.1 a) y 6.1 b)?
5.3.Para los casos 6.1 a) y 6.1 b), ¢cual es el volumen del cilindro si el ancho de la ldmina mide 40 cm?

6. Con una ldmina rectangular delgada de 80 cm por 40 cm, se construye una caja, sin tapas, haciendo
cortes en las esquinas.

40 cm

Fig. | Fig.2

167

Editorial Universitaria — Universidad de Narifo, octubre de 2020




Fundamentos de matematicas generales

Nota:

Los cortes en las esquinas se pueden realizar, cortando cuadros o haciendo cortes diagonales en las
esquinas y doblar las pestafas. Los triangulos “sobrantes” sirven para unir las esquinas. También se
puede, haciendo un solo corte en cada esquina y doblar las pestafias; los cuadrados “sobrantes” sirve para
unir las esquinas de la caja. En cualquier caso, se doblan las pestarias por la linea punteada de color negro,
resultando el ancho de las pestafas la altura de la caja. Las tres formas de corte se indican en la Fig.1 con
lineas punteadas de color rojo.

6.1.Obtener las relaciones (igualdades) entre las tres dimensiones de la caja: largo, ancho y altura.
6.2. Identificar las ecuaciones obtenidas.

6.3.Obtener relaciones (desigualdades) entre las tres dimensiones.

6.4.Establecer el volumen considerando:

a) Las tres dimensiones; b) Dos dimensiones (largo y alto; largo y ancho; ancho y alto); ¢) Una sola
dimensién.

6.5.0btener las dimensiones de la caja, si el volumen es de 18.000 ¢m3

3.11 EJERCICIOS PROPUESTOS

1. En cada expresion, realizar operaciones y simplificar, cuando sea posible. Aplicar férmulas, leyes.
Las respuestas no deben estar en notacion decimal.

Expresiones Expresiones
3\ 8 12
o ()
3
2150 X 2—147 (7855)25
(7.855)26
1 1 1 1 1 1
86 X 83 X 82 (225)6(225)72(225)3

168

Editorial Universitaria — Universidad de Narifo, octubre de 2020




Capitulo 3. Introduccion al algebra

2 -1 1 1\2
(64)3 x (64)72 x (64)3 (%) (500)?
(78.550)'2(78.550) 1 (4x3y%z§)2

V54a*b? (1.000)3

3

3
(®1)2 (81x4y%)4

3

(962"3/23_0)E G)

2. Simplificar el radical (extraer un entero del radical)

Expresiones Expresiones Expresiones
V48 V27 V500
Viz5 - V16
48
V54 V128 J6a®

3
a‘
N

(1.000)3 V8

3. Realizar las operaciones indicadas y simplificar el resultado.

Expresiones
(x+5)(x—-3)(x+4)
Bx+2)(x—3)(4x —5)

4. Aplicar el algoritmo de la division.

Dividendos Divisores
x3 —4x% —11x + 32 x—75
x3 —4x? —11x + 27 x+3
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x3 —4x* —11x + 34 x—2
8x3 4+ 2x%2 —27x — 18 2x + 3
8x3 + 2x%2 —27x — 18 x—2

5. Aplicacion del teorema del factor, teorema fundamental del algebra, definicién de raiz y division
sintetica.

5.1 Determinar p(x):

Si2x —5 y x + 4 son factores de un polinomio p(x) de grado 2, determinar p(x)
Si6esraizy (x +4), (2x —5) son factores de un polinomio p(x)de grado 3, entonces:

Si —5,—4 y 3 son las raices de un polinomio p(x)de grado 3, determinar p(x).

Si4x — 5 es un factor de p(x), 3 y —§ son raices de un polinomio p(x) de grado 3, hallar

p(x):

Sea un polinomio p(x) de grado 3, tales que p(1) = 0,p(4) = 0 y p(—2) = 0. Hallar p(x)

5.2 Determinar las raices faltantes de p(x):

Si3 y — 2 son raices de P (x) = 6x* + x® — 41x? — 44x — 12 p(x) = 6x* + x> — 41x? — 44x —
1, hallar las dos raices faltantes.

Si —4 es una raiz de p(x) = x3 + 6x? — 7x — 60, hallar las dos raices que faltan.

Determinar las raices del polinomio p(x) = 5(9x + 2)(x — 17)(5x — 2)(x + 15)(5x + 8)

. . , b . .
Hallar el factor lineal asociado a la raiz — - de un polinomio p(x)

5.3 Aplicando el teorema del factor, determinar los valores numéricos de un polinomio p(x).

Si3x + 2,x — 5, 7x + 3son factores de un polinomio p(x), determinar
2 3

p(-2).p(-3) v p(5)

Si x + 8 es un factor de un polinomio p(x), hallara p(—8)

Si x — 12 es un factor de un polinomio p(x), hallara p(12)
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e Si7x + 2 es un factor de un polinomio p(x), hallara p (— ;)
e Si 6x — 1 es un factor de un polinomio p(x), hallara p (%)

e Simx + nes un factor lineal de un polinomio p(x) , hallar p (— %)
5.4 Aplicando el teorema del residuo, determinar los factores lineales de un polinomio p(x).

e Sip (— g) =0;p (%) = 0; p(2) = 0, determinar los factores lineales de polinomio p(x)

e Sip(—18)=0;p (%) = 0, determinar los factores lineales de polinomio p(x)

5.4 Raices racionales y factores lineales de un polinomio p(x).

e Sip(x) =x3+ 8x? —30x + 12, determinar las posibles raices racionales y los posibles
factores lineales de p(x).

e Si5esunasolucion de la ecuacion 4x? — 12x + k = 0, hallar el valor de k y la otra raiz de
dicha ecuacion.

e Si1esunasolucion de la ecuacion x3 — 7x + h = 0, hallar el valor de h'y las otras dos raices
de dicha ecuacion.

e Sea un polinomio p(x) de grado 3, tales que: p(2) = p(1) = (—3) = 0 Hallar la ecuacién
polindbmica p(x) = 0

6. Determinar las soluciones de cada ecuacion en el conjunto de los numeros reales.

(3x + 1)(x — 10) (% + 36) (x + 10) (x + Z) 0 (x+6)(x2—49)(x+8) =0

Bx+5)*x?*-10)4x—-1)=0 |x + 16| =6
|6x| = 12 [3x — 18] =3
|x? — 64| = 36 Vvx+10=6
36
V2x—19 =9 8 lx + 8]

7. Determinar el conjunto solucion de cada inecuacion.
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Ix+16] <6 |3x — 18| > 3 |x2 — 64| < 36
Vx+10<6 |3x — 18] < 3 V5x —19>9
|x +10] > 4 |6x| < 12 |6x] > 12
|x% — 64| > 36

8. Reducir términos semejantes, simplificar cuando se posible y escribir la respuesta final.

1 1 2 3 2 2 2 1 2
§x+€x+§x EX +§X +EX
3 2 1 1, 1, 1 1, 1
Exy—gxy+ﬁxy gx y+Z+EX y—§Z+§X y+§Z
—x3 +y3 — 7x3 + 2x3 - 8y? 144ax* — 200by? + 6ax* + 100by?

9. Realizar las multiplicaciones, reducir términos semejantes y escribir la respuesta final.

(x+9)(x+5) x—=7Dkx+1)
(x—12)(x —2) 2x—-1)(Bx+2)
Gx+3)4x+1) 2x—3)Bx+2)(4x+ 1)

(x—8)2x+1)(4x — 3)

10. Efectuar los productos notables y escribir el resultado final.

(x +9)(x —9) (2x +3)(3 — 2x)
(x+9)(9—x) (V7 — 4x) (4x +7)
(4x% = 5)(5 + 4x?) (V7 + 4x) (4x —7)
(V12 +V5)(V12 - V5) (@®5 = bO5) (bS5 + a®)
(2x +1)? (3x% — y)?
o)
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11. Desarrollar los cocientes notables.

x?— 36 x* — y* x? — 81 16x* — 25
xX—6 x? — y? x+9 4x?2 — 5
7 — 16x? 8 + x3 125 + «x© 27 — x°
V7 + 4x 2+ x 5+ x? 3 — x2

12. Factorizar los siguientes trinomios.

x% 4 14x + 45 x2 —6x—7 x%? —14x + 24
6x% 4+ x —2 20x% 4+ 17x + 3 4x° +4x + 1

13. Factorizar diferencia de cuadrados, sumas y diferencias de cubos.

x%? —81 9 — 4x? 16x* — 25 125 + x©
125 — x® 8 + x3 64 — x3 8 — x3

14. Racionalizar y simplificar cuando sea posible.

5 — 14 10 -18

V5 N7 12 V12
9 - 10 -8 60

V11 — V2 V10 + V2 V12 — 4 5+ V5
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CAPITULO 4.
FUNCIONES

4.1 FUNCIONES REALES

Antes de definir lo que es una funcidn, se establece la definicion de relacion binaria.

Una relacion binaria entre un conjunto M y un conjunto N, es cualquier subconjunto del producto
cartesiano M X N.

Ejemplos:
SeanM = {1,2,4} yN = {a,b}.
M xN = {(1,a),(1,b),(2,a),(2,b), (4, a),(4 b)}.

Son relacionesentre M y N: {(1,a)}; {(1,b), (2,a)}; {(2,b), (4,a),(4,b)}; {(1,b),(2,b),(4,b)}.
4.1.1 Definicion de funcion

Una relacién F de M hacia N, (de M a N), lo cual se expresa asi, F: M — N, es una funcion si y solo si:
a cada elemento de M, le corresponde un anico elemento de N.

A los elementos de M se los Ilama pre- imagenes, y a los elementos N que estan relacionados con
elementos de M, se los Ilama iméagenes.

El conjunto M es el dominio (conjunto de partida, primer conjunto) y el conjunto N (conjunto de llegada
0 segundo conjunto) es el codominio de la funcion F. El conjunto de las imagenes, es el rango de F.

Notaciones:

Dy es el dominio de F; Ryes el rango (o recorrido) de F.
4.1.2 Funcione inyectiva, sobreyectiva y biyectiva

Sea F: M — N, una funcion.
F sobreyectiva cuando el rango de F es N, es decir, cuando todos los elementos de N son imagenes.
F es inyectiva, cuando cada imagen tiene una sola pre- imagen.

F es biyectiva, cuando es inyectiva y sobreyectiva.

¥
[=
A
I
=]
/
¥ X
v W
A
3

\3:

4 c 525 | 127 > 6 d -

F={(1,b), (2,a), (4,b)} G6={(2,4), 3,9), (525} H={(6,5), (10,3), (12,5), (12,6)}
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F y G son funciones porque a cada elemento del primer conjunto le corresponde un solo elemento del
segundo.

H no es funcidn, porque el elemento 12 tiene dos (2) imagenes.

K no es funcion, porque al elemento ¢ no le corresponde un elemento de N, es decir, no tiene imagen.
El dominiode FesA = {1,2,4} =Dg.

Elrangode Fes R = {a,b} cB.

R; = {4,9,25} = D; D; = C.

F no es inyectiva ni sobreyectiva; F no es biyectiva; G es inyectiva y sobreyectiva; G es biyectiva.
Nota:

Una relaciéon F de a M hacia N, no es funcién, cuando hay al menos un elemento de M, al cual no le
corresponde un elemento de N; es decir, no tiene imagen; o cuando hay al menos un elemento de M, el
cual tiene dos 0 méas imagenes.

Cuando F es funcién de M hacia N, se dice también que F es funcion definida de M hacia N.
Cuando M = N, entonces, se afirma que F es funcién definida sobre M. (F: M — M).

En matematicas interesa, sobre todo, funciones definidas sobre conjuntos numéricos; ademas, que los
elementos de los conjuntos se relacionen mediante una formula o una proposicién en términos de
variables.

En estos casos, una funcion F se puede definir de la siguiente manera: sea F definidade M a N o definida
sobre M, por F(x) = y.Lavariable x representa los elementos del dominio M; la variable y representa
los elementos del rango de la funcion. Segun esto, cada x es pre imagen; cada y es imagen. Ademas, F
es una funcién con una sola variable x.

Ejemplos:
En la funcién G, de los ejemplos dados, se observa que G(x) = x2 = y.

Si se define F sobre el conjunto de los nimeros naturales N, (F: N —» N) asi: F(n) = 2n+4 =y,
entonces, para cada nimero natural n; 2n es nimero natural y Unico; 2n + 4 es nimero natural, ademas,
es Unico para cada n. Luego, F es funcion, pues cumple con la definicion de funcion o condicion para
ser funcion.

F(1) = 6;F(2) = 8;F(3) = 10; F(4) = 12; F(5) = 14; F(6) = 16; F(7) = 18; F(8) = 20; F(9)
= 22.

Elrango de F es R = {6,8,10,12,14,16,18,2 0, 22, 24, 26,30, ...} cN.

. , . 7 -z
Sobre el conjunto de los numeros reales R, se define G por: G (x) = = =y, entonces G no es funcién

==

. . 7 , .. -
porque el elemento 0 no tiene imagen en los reales; pues, G(0) = 5 o esta definido en los nameros
reales, no es numero real.

SiG:R* > Rtal que G(x) = % =y, entonces G es funcion. (R* = R - {0})
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12

De igual manera, si H se define sobre R, asi: H(x) = — =V H no es funcion porque H (4) no existe
en R.
SiH:R—{4} > RyH(x) = % = y; entonces, en este caso, H es funcion.

Si B(x) = Vx + 6 = y, definida sobre R, entonces A no es funcion, dado que, para x <-6 se tiene

quevx + 6 no es numero real; es numero imaginario, es decir, estos valores de x, no tienen imagen
real.

Si se define fde [—6,+) hacia Ry f(x) = Vx + 6 = y, entonces fes funcion.
Nota:

Si a y b son nimeros reales y n entero positivo, entonces: %es un numero real si b # 0.

Va es ndmero real, cuando n es entero par y a > 0. Cuando n impar, a puede ser cualquier nimero
real.

Para a > 0,+/a es nimero real; ademas, es mayor o igual que cero.
4.1.3 Funcién constante

Una funcion F: M — N es constante, cuando para todo X, F(x) = k, donde k es un elemento fijo
(constante) de N.

Ejemplos:

Para todo real x, son funciones constantes: F(x) = 10; G(x) = —8; H(x) = %; K(x) =-9V2.

4.1.4 Funcion inversa

Si F: A—B, tal que F (x) = y, es funcion biyectiva, entonces F~1: B4, tal que F~1(y) = x, es funcion,
y también es biyectiva. F~1es la inversa de F.

Ejemplo:
Si F(x) = 3x + 7 = y, para todo real x, entonces Fes funcion biyectiva.
y=7

Despejando x se tiene: x = = -

Luego, F~1(y) = yTJ =x.

Se puede verificar que F~! es funcion biyectiva.

4.1.5 Funcion ldentidad

Si F esta definida sobre un conjunto A, tal que, Vx, F(x) = x, entonces F es una funcion identidad.
4.2 FUNCIONES REALES CON UNA VARIABLE

SiF:M - R, tal que F(x) = y; donde Mc R, es funcion, entonces: F es funcién real con una variable.

Como caso particular, puede ser M = R, en este caso, F queda definida sobre R.
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Cuando se afirma que F es funcion real y F(x) = y, entonces, F: M— R. En este caso, obviamente no
se analiza si F es funcion, pues, en la afirmacion lo dice; pero es conveniente y necesario, obtener el
conjunto M; es decir, se debe determinar el dominio de la funcion.

Ejemplos:

Obtener el domino de las siguientes funciones reales:
20
1. G =—=y.
(%) bl

Como el unico valor real que no puede tomar x, es cero, entonces: D; = R-{0} o bien D; = R".

80
2. H(X)=m=y

Como x-6 # 0, entonces x # 6. Luego: Dy = R - {6}.
3. px) =vx+9=y.

Como x + 9 = 0, entonces x =-9, luego, x € [-9,+) y Dg = [-9, +).

4, F(x) =V2x+9=y.

9 9
2x +9 =20-2x 2-9-x = _E_)xe[_f’-i_oo)'

Portanto,Dpz[—§,+oo).

5. G(x) = VxZ — 36.
x2—36>0-x>>36->/x2>V36-|x| 26-5x<—606<x.
X € (-0,-6]U [6,+x).

De esta manera: D; = (- ©,- 6]U [6,+ o).

6. H(x) =+/36 —x2.

36 —x2>0-36>x2-5V36=2/x2-56>x] 0 |x|<6->—-6<x <6.

Entonces: Dy = [- 6, 6].

7.K(x) =x?+36.

Para todo nimero real x, x> >0 y x? + 36 > 0, por lo cual Vx2 + 36 € R.
Por lo tanto, Dy = R.

18
x2+7

8. a(x) =

Para todo nimero real x, x> >0 y x? +7 > 7, entonces D, = R.
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V144 — x?
A A T

En primer lugar,

144 —x2>0-> 144 > x> 5144 >Vx2 5 12> |x| 0 |x| <12 » —12 < x < 12.
Por otra parte: x2 — 16 # 0— x # 4.

En consecuencia,—12 < x <12 yx # 4,delocual x € [- 12,12]- {-4,4}.

Dg = [- 12,12]- {-4,4}.

En muchos casos, también es conveniente obtener el rango de una funcién real F definida por
F(x)=y.

Para ello, en caso de que sea posible, se despeja la variable x, y se analiza para qué valores reales de
v, la variable x es nimero real.

Ejemplos:

Determinar los rangos de las siguientes funciones:

1. G( )—7—
G (x —x—y.
7=xy—>§=x. Por tanto, x es numero real cuando y # 0.

Asi que: R; = R*.

12
2. H(X)=m=y

12 12 + 4y
=y->12=x-4)y->12=xy—4y->12+4y=xy > ———=

x—4 y X

Se observa que x numero real cuando y # 0; por lo tanto, Ry = R*.
3. x)=Vx+6=y.
Como vx + 6 = 0 y suminimo valor es 0, el cual se obtiene para x = —6, entonces y > 0.
En consecuencia: Rz = [0, +0).
4. F(x)=V2x+9=1y.
Como v2x + 9 > 0, y suminimo valor es 0, se concluye que y > 0. Asi. Rr = [0, +).

Se puede observar, que la funcion F(x) no es sobrectiva; pero la funcion G definida como sigue:
G: [— g, +00) — [0, +o0) tales que G(x) = V2x + 9, es sobreyectiva.

En efecto:
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Inicialmente, y > 0:

Vx2—36=y-ox*—-36= y*>x?>=y*+36->x= +.y?2+36.
Para todo nimero real y , y? + 36 > 0; en consecuencia, x = ++/y2 + 36 es nimero real.

Pero y > 0, entonces: R; = [0, + o0).

En este caso, una manera de obtener los valores de y, es teniendo en cuenta que el minimo valor de
x? — 36 es 0, el cual se obtiene para x = +6; asi, el minimo valor de y es 0.

6. Hx) =36 —x?=1y.

En este caso, también se observa que el minimo valor de 36 — x2, es cero, el cual se obtiene para
x = 16. Asi que, el minimo valor de y es 0.

En consecuencia, Ry = [0, +0).

7. K(x) =yVx?+36=1y.

Inicialmente, y > 0.

El minimo valor de x2 + 36 es 36 y de Vx2 + 36 = y, es 6; que se obtiene cuando x = 0.
Por tanto, R, = [6,+ ).

De otra manera:

Despejando x: x2 + 36 = y2 x> = y2—36->x= +./y2—36.
Comoxesreal, y? —36=>0->y2>36->|y|>6>y <—6 0 6<y—>yE[6,+x).

Se descarta y < —6, porque inicialmente se tiene que y > 0.

18
x2+7

8. a(x) = =y.

;- ;- 18 . 18
El minimo valor de x 2 + 7, es 7, entonces el minimo valor de y es — Asi que: R, = [7, +00).
De otra manera:

Despejando x: 18 = yx? +7y > 18— 7y =yx? - x =+ ,/18 —= 7y ->18 — 7y > 0.

18 -7 18 -7
P BTy, (187

y y

X

18-

y7y20—>(18—7y20yy>00 18— 7y <0y y<D0).

Se debe cumplir que

Dado que ;37 = y, entonces, se descarta y < 0 porque 18 > 0 y +7>0.

Entonces sélo se debe cumplir que: 18 — 7y > 0 y y > 0, de donde se obtiene que:

18
y>— yy>0.
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Por lo tanto, y > 17—8 es decir, R, = [?, +00).

4.3 FUNCIONES REALES DESTACADAS

Entre las principales funciones reales con una variable, estan: las polindmicas, logaritmicas,
exponenciales y trigonométricas. También se destacan funciones reales con valor absoluto, fraccionarias
y con radicales.

4.3.1 Funciones polindbmicas

Una funcidn real F es polindmica de grado n, si F(x) = ag + a;x + ax? + azx3 + -« + a,x™; a, # 0.
Los coeficientes ay, a4, a,, ..., a, Son numeros reales; x es la variable real.

El dominio y el codominio de cualquier funcion polindmica es R; sin embargo, el codominio de una
funcién polindmica de grado impar se puede restringir para hacerlo coincidir con el rango de la funcion,
para lo cual, se elimina del codominio los elementos que no son imagenes. Con este procedimiento, la
funcién no cambia, tampoco su gréafica, pero se crea la posibilidad de disponer de una funcion biyectiva.

La funcion F que sigue no es sobreyectiva; no obstante, si se redefine F de A hacia el conjunto
B’ = {a, b} = Ry, entonces, F se convierte en una funcién sobreyectiva. Se ha eliminado el elemento ¢
del conjunto B. La funcion F no cambia.

F

Y » B

1 a
>-<"

<1 [=

F={(1,b), (2,3a), (4,b)}

Nota:
Se debe tener en cuenta que:
e EIl dominio de toda funcion polindmica, es el conjunto R.

e Elrango de las funciones polindmicas de grado impar, es R.
4.3.1.1 Casos particulares de funciones polindmicas

F(x) = k es funcion polindmica de grado cero; k es un valor real fijo, constante.
F(x) = mx 4+ n, donde m = 0, es funcion polinémica de grado uno o funcion lineal.
F(x) = ax? + bx + c,a # 0, es funcién polindmica de grado dos; se denomina funcion cuadratica.

F(x) = ax3 + bx? + cx + d,a # 0, es funcion polinémica de grado tres; se denomina funcidn clbica.
4.3.1.2 Graficas de funciones polinomicas en el plano cartesiano XY

La grafica de una funcion real constante, es una linea recta paralela al eje coordenado X.
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+Y +Y

r N
N

y Fix)=2=y

F

»
»

+X 0 +X

r 3
v

-3 y Flx)=-3=y

F

La grafica de una funcion lineal F(x) = mx + n, es una linea recta no paralela al eje coordenado Y; m
es la pendiente.

Nota:
La pendiente de una recta es igual a la tangente del angulo positivo, medido desde el eje X hasta la recta.
Si A(a, b) y B(c,d) son puntos diferentes de una recta, entonces, ecuacion dos-puntos es:

y—b x—-a
d—b c—a’

De aqui se obtiene la ecuacion pendiente — corte de la recta, asi:

_(d - b) d—b b-d

y—>b (x—a)=m(x—a);m=c_ otambién:m=m y a#c.

c —a

Por lo tanto, la pendiente de una recta, es el cociente entre la diferencia de ordenadas y la diferencia de
abscisas de dos puntos diferentes de la recta.

Ejemplo:
Sean los siguientes puntos con coordenadas cartesianas: A (3,4),B (5,8),C (=3,7),D (5,4).
La ecuacién pendiente-corte de la recta que pasa por los puntos A y B es la siguiente:

8 -4

T3 x-3)=2x—3) » y=2x—6+4 > y=2x—2.

y— 4=

La ecuacion pendiente-corte de la recta que pasa por los puntos C y D es la siguiente:

(7 — 4) 3 -3 -9 -3 47
y — 7 = m(x—(—3)) = _—8(x+ 3)—>y—?x+?+7—>y—?x+§.

La grafica de una funcion cuadratica, F(x) = ax? + bx + ¢ = y es una parabola que se extiende desde
su vértice hacia arriba, cuando a > 0, o hacia abajo cuando a < 0.

El vértice de una parabola, es el punto de coordenadas:
v b b?
2¢/ ¢ 4a

., . b?
Cuando a > 0, el rango de la funcion es el intervalo [c — o +oo).

., . b?
Cuando a < 0, el rango de la funcion es el intervalo (—oo, c— -
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Ejemplo:
F(x) = x*-4x-12 = y.

Enestecaso:a =1;b =-4;¢c =-12.

-b _ —(—4) 4
2 2(1) 2
AP G P S PSR
‘T 4" 4(1) 4 - -
Entonces:
El vértice de la parabola es: V(—i c— ﬁ) =V(2,—16)
’ 2a’ 4a ! '

2
El rango de la funcion es: Ry = (c - Z—a,+oo) = [—16, +0).

Por otraparte, x2 —4x — 12 =y >y = (x + 2)(x — 6).
Luego, parax =-2y x = 6;se obtiene y = 0.

En este caso, la pardbola corta al eje X en x =-2 y x = 6; es decir, la pardbola intercepta al eje X en
los puntos de coordenada (—2,0) y (6, 0).

4.3.2 Funcién exponencial y funcién logaritmica

Para un namero real fijo positivo a, a # 1, la funcién E(x) = a* =y, es una funcion real; la funcién E
se llama funcién real exponencial.

Para 0 < a; si x— + oo, (x tiende a + o) entonces a* — + o y si x— — oo, entonces a* - 0, a* # 0.
Para0 < a < 1; si x— + o, entonces a* = 0 y si x —=- oo, entonces a* — +oo.
Parax =0, a®=1=y.

La gréfica de la funcion exponencial E intercepta al eje Y en el punto de coordenadas (0, 1).

+Y
4
E(x) =a*=y,paraa > 1
1
E(x)=a*=y, 0<a<l1
X 0 rx
Grafica de la funcion exponencial | E(x) = a* =y
v

Dado que, para todo nimero real x, a* > 0, entonces, el dominio de E es Ry el rango de E es R™.

Segun esto, E no es sobreyectiva, pero si es inyectiva.
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Restringiendo el codominio R a R* , entonces E es sobreyectiva y en consecuencia es biyectiva. Es decir,
la funcién E: R— R*, tal que E(x) = a*, es una funcién exponencial biyectiva.

4.3.2.1 Potenciacion

At =P.

A es la base, P es la n-ésima potencia de A, n el exponente. Se conoce A y n, se determina P.

4.3.2.2 Radicacion

VP = A.

A es lan-ésimaraiz de P; n es el indice. P es la cantidad sub-radical. Se conocen P y n, y se determina
A.

4.3.2.3 Logaritmacion

Log,(P) =n.
A es la base, P es el nimero al cual se calcula el logaritmo. Se conocen A y P, se determina n.
Segun lo anterior, se obtiene:
Logy(P)=n & A" =P.
Por lo tanto: E(x) = a* =y siysolosi log,(y) = x = L(y).
Como E: R — R*, entonces: L: R — R.

L es funcion logaritmica; es la inversa de E, entonces, L es también funcion biyectiva. EI dominio de L
es R*.

Notas:

1. Cuando la base del logaritmo es 10, se escribe Log,,(x) = Log(x). Esta funcion logaritmica se
denomina funcion logaritmo decimal.

2. Cuando la base del logaritmo es el nimero irracional e (nimero de Euler, e = 2,718281 ...), se
escribe Log,.(x) = Ln(x). Esta funcién logaritmica se denomina funcion logaritmo natural.

3. No existe logaritmo de cero ni de nimeros reales negativos.

4. Tener presente que, si a es la base de una funcion logaritmica, entonces a >0 ya # 1.
Ejemplos:
Log,(8) = 3 porque 23 = 8.
Log;(81) = 4 porque 3* = 81.

Log(100) = 2 porque 102 = 100.
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4.3.3 Propiedades de los logaritmos

Q) Loga(xy) = Loga(x) + Log,(y).
b) Loga (3) = Loga(x) — Loga ).
¢) Loga(x™) =mnlLogq(x).

d) Log.(Vx) = %Loga(x).

In(x)
n(a) "

e) Loga(x) =

f) Log,(a) =1.
9) Loga(an) =n.
h) Log,(1) = 0.

Ln(p)

N e ox _
i) Si a* =p entonces x =

J)) Log,(x) =Log,(y) siysolosix=y.
Ejemplos:

1. Log,(8'%) =30 =10 X Log,(8) = 10 x 3 = 30.

2. Logs(VZ5) = x Logs(25) =% 2 ==.
Ln(30) _ 3,401197382...
n(2) = 0,69314718

3. Log,(30) = = 4,906990596 ...

4. Log;(81) = Log;(3*) =4 x Log;(3) =4 x1=4.

5. Logs(80) = Lf;f;’)) — 3,988692535 .

6. Log(10%°) = 20 x Log(10) = 20 x 1 = 20.
7. Log,(2'%) =10 X Log,(2) =10 x 1 = 10.
8. Logs(5) =1 porque 5! = 5.
9. Ln(e) =1 porque Ln(e) = Log.(e) y e! =1.
10. Log(10) = 1 porque Log(10) = Log;,(10) y 10! = 1.
11. Log(1) = 0 porque Log(1) = Log;o(1) y 10° =1.
12. Ln(1) = 0 Porque Ln(1) = Log,(1) y e® = 1.
Notas:

1. Laexpresion a* = b es una ecuacién exponencial. Se debe tener en cuentaque a > 0, a # 1,
b € R*.

2. Laexpresion Log,(x) = b esunaecuacion logaritmica; dondea >0, a# 1, x > 0,b € R.
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Ejemplos:
1. 5% =625 — x=_Logs(625) = “Lféf) -
2. 2% =1.024 > x=Log,(1.024) = %("22)‘” = 10.
3. 2*=1.020 - x = Log,(1.020) = L”L(:l'(ozz)") = 9,994 ..
4. 2* =1.050 - x = Log,(1.050) = L”L(:l'(ozi") = 10,036 ...

Nota:

Los logaritmos en base 10 y en base e, se obtienen con calculadora mediante las teclas Log y Ln.
4.4 APLICACION DE FUNCIONES Y ECUACIONES
4.4.1 Introduccion

Se plantea textualmente y se resuelve algunos problemas sencillos, para aplicar ecuaciones y funciones,
sobre todo polindmicas, con el propdsito que los estudiantes reconozcan la gran utilidad de estos temas
matematicos y adquieran capacidad para abordar problemas mas complejos y los puedan estructura en
términos matematicos, para luego obtener la solucién de los mismos. Por esto, en el proceso de
solucionar los problemas, se daran explicaciones adicionales, se mencionaran temas matematicos
estudiados, lo cual sirve también como retroalimentacion.

En el planteamiento textual de un problema, se presentan datos conocidos y desconocido; estos ultimos,
en muchos casos, se los identifica con la misma pregunta del problema; se los representa con letras
variables o incdgnitas, tales como x, y, z, u, v, w, t; entre otras.

Se recomienda leer el planteamiento textual del problema, las veces que sea necesario, con el fin de
entender y asimilar su contenido, y empezar a estructura matematicamente el planteamiento para su
solucién. Algunas veces es necesario recurrir a graficas, expresiones particulares, entre otras, como se
vera en los ejemplos siguientes.

4.4.2 Problemas resueltos

1. El administrador de un parqueadero dispone de una malla de longitud 240 m. para hacer un cerco de
base rectangular destinado al parqueo de motos.

a) Establecer la ecuacion que relaciona las dimensiones de la base del cerco, es decir del rectangulo.
b) Despeje una variable e identifique la clase de funcion que se obtiene
c) Expresar el area de la superficie del cerco en funcion de una de sus dimensiones.

Solucioén:

El dnico dato conocido, es la longitud de la malla: 240 m. Ademas, se sabe que se debe formar un cerco
rectangular.

Sean x, y las dimensiones del rectdngulo (superficie). No interesa la altura del cerco, o sea, el acho de la
malla.
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El perimetro del rectangulo es igual a la longitud de la malla;
Superficie base del cerco |y luego:

x+y+x+y=240 - 2x+2y=240 - x+Yy
x =120 - y=-—x+120= f(x).

El &rea de la superficie del cerco es A = xy . Al reemplazar el valor de y, se tiene:
A=x(—x+120) = —x% + 120x = s(x).
Las respuestas son las siguientes:

a) Laecuacion que relaciona las dimensiones de la base rectangular del cerco es: x + y = 120.
b) f(x) = —x+ 120 = y; es una funcion lineal.
c) s(x) = —x?+ 120x = A; lafuncion s es cuadratica; el area esta en funcion de la dimension x.

Nota:

La gréfica de la funcion s, es una parébola que se extiende hacia abajo desde el vértice V (60, 3.600); el
rango es (—oo, 3.600]. Esto indica que, el maximo valor del areaes: A = 3600 m?2.

Por otra parte, como x + y = 120, entonces, para x = 60 m, se obtiene y = 60 m, lo cual indica que
dicho rectangulo es un cuadrado; y en este caso, se obtiene el area maxima.

Aplicando Calculo Diferencial, para obtener el valor maximo, se deriva la funcion s, se iguala a cero y
se obtiene el valor de x que es 60; se reemplaza este valor en —x% + 120x = A y se obtiene el valor de
A = 3.600 m?.

Asi, para obtener mayor capacidad de parqueo de motos, se debe construir un cerco de base cuadrada,
cuyo lado debe ser de 60 m.

2. Se dispone de $7.200.000 para hacer un cerco rectangular aprovechando un muro. El material e
instalacion del cerco cuesta $8.000 el metro lineal, para el lado paralelo al muro; $12.000 por cada
metro lineal de los dos lados laterales.

a) Establecer la ecuacién que relaciona las dimensiones del cerco.
b) Expresar una dimension en funcion de la otra e identificar el tipo de funcion.

c) Expresar el area de la base rectangular del cerco en funcién de una dimensién e identificar la clase
de funcion.

d) Obtener las dimensiones de la cerca para las cuales se obtiene la mayor area de la superficie y
obtener dicha area.

Solucién:

Datos conocidos: el valor disponible de $7.200.000; el valor del metro lineal para el lado paralelo al
muro es: $8.000, y de los otros dos lados es $12.000.

Datos desconocidos: dimensiones de la base rectangular (el suelo) y el area maxima.
Segun los datos del problema, se tiene lo siguiente:

Si x es la longitud en metros del lado paralelo al muro, entonces 8.000 x es el costo para construir ese
lado.
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Si y es la longitud en metros de cada lado lateral, entonces 12.000 y es el costo para construir cada lado

lateral.

Asi, el costo para construir toda la cera es: 8.000 x + 12.000 y + 12.000 y, que es igual al valor
disponible.

Entonces,

8.000x + 12.000y + 12.000y = 7.200.00 — 8.000x + 24.000y = 7.200.000 -

Muro 8x + 24y = 7.200 Simplificando entre 8: x + 3y = 900.

Superficie base del cerco | y

Despejando y se tiene: y = —x + 900 = f(x).

El suelo

x El area de la base rectangular es A = xy.
Al reemplazar se obtiene:

A= x(—x +900) = —x? + 900x = s(x).

Las respuestas son las siguientes:

a)
b)

c)

d)

La ecuacidon simplificada que relaciona las dimensiones del cerco es: x + 3y = 900.

Expresando el ancho de la base, en funcion del largo, queda asi: y = —x + 900 = f(x); f es
funcién lineal; la grafica es una linea recta con pendiente m = —1.

Expresando el area de la base en funcion del largo, queda asi: A = —x? + 900x = s(x); s es una
funcidn cuadréatica. La grafica es una parabola que se extiende hacia abajo desde el vértice.

V' (450, 202.500).
En consecuencia, el mayor valor de 4, es A = 202.500 , el cual obtiene para x = 450.
Ahora, como y = — x + 900, entonces, para x = 450, se obtiene y = 450.

Las dimensiones de la base rectangular para obtener area maxima son 450 m x 450 m; y su area
maxima es: A = 202.500 m?2.

3. Con una lamina rectangular de 50 cm %X 40 cm se elabora una caja sin tapa, haciendo cortes
cuadrados en sus esquinas y doblando las pestafias o bordes por las lineas punteadas. Se plantea lo

siguiente:

a) Establecer las ecuaciones que relacionan las dimensiones de la caja.

b) Establecer las desigualdades e intervalos de variacién de las dimensiones de la caja (largo, ancho
y altura).

c) Expresar el volumen de la caja en funcién de una sola dimension (altura), e identificar la funcion
obtenida.

d) Obtener las dimensiones de la caja si el volumen requerido es de 6.000 m3.

e) Obtener las dimensiones de la caja para las cuales se obtiene volumen maximo. Obtener el
volumen.

Solucién:
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Datos conocidos: dimensiones de la ldmina: 50 por 40 cm.

Datos desconocidos o datos por determinar: dimensiones de la caja para obtener sus relaciones y el
méaximo volumen de la caja.

Sea x el largo, y el ancho, z la altura en cm de la caja. Los cortes se hacen por las lineas puntadas.

40 cm y 40cm y

50 cm 50 cm 50 cm

Por las lineas rojas se dobla las pestafias, que es la base de la caja; el ancho de las pestafias es la altura
de la caja.

Observando las gréaficas y teniendo en cuenta los datos
del problema, se tiene: x + 2z = 50; y + 2z = 40.

Restando la segunda igualdad a la primera:

x—y = 10.

Despejando variables: x =50 —2z; y =40—2z; x =10+ y.

Si z = 20, es decir, si se hace cortes cuadrados de 20 cm de lado, no se podria formar una caja; pues, se
obtendria una franja de la lamina de 10 cm X 40 cm; no habria pestafias para doblar. De igual manera,
siz = 0, segun lo anterior, 0 < z < 20. Multiplicando por —2, cambia el sentido de las desigualdades:
0> -2z > —40.

Sumando respectivamente 50 y 40:
50>50—-2z>10; 40>40—-2z2>0 - 50>x>10; 40>y >0.

Como 10 < x <50, 0<y<40, 0<z<?20,entoncesx € (10,50); y € (0,40); z € (0,20).
Respuestas:
a) Las ecuaciones que relacionan las dimensiones de la caja son:

x+2z=50; y+2z=40; x —y =10 otambién: x =50 —2z; y=40—-2z;, x =10+ y.
b) Los intervalos de variacion de las dimensiones de la caja y sus respectivos intervalos son:

10<x<50, 0<y<40, 0<z<20 - x€(10,50); y (0,40); z € (0,20).

Volumen de la caja:

V=xyz » V=(50-22)(40—-22z)z - V =(2.000— 180z + 4z%)z -

V = (2.000z — 18022 + 4z3) = f(2).

c) Enlaanterior igualdad, el volumen de la caja se expresa en funcidn de su altura, que es z. La funcion
f es una cubica.
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Si el volumen requerido es de 6.000 m3, entonces,
2.000z — 18022 + 4z3 = 6.000 > 4z3 — 18022 + 2.000z — 6.000 = 0.
Simplificando por 4 se tiene: z3 — 45z2 + 500z — 1.500 = 0.

Las posibles raices racionales de la anterior ecuacion cubica, son los divisores de 1.500, (48
divisores en total).

Se debe tener en cuenta que 0 < z < 20, por lo tanto, las posibles raices racionales son:
1,2,3,4,5,6,10,12 y 15.

Comprobando con la division sintética, se encuentra que 10 es una raiz de la ecuacion.
En consecuencia:
(z—10)(z% — 35z + 150) = 0 y las raices de z2 — 35z + 150 son: 5 y 30.
En resumen, las soluciones de la ecuacion z3 — 45z2 + 500z — 1.500 = 0 son: 5,10 y 30.
Para el problema, se descarta el valor de 30; por lo tnto:
Paraz = 5,setiene:x = 50—-2x%x5 =40, y = 40 —2x5 = 30.
Paraz = 10,setiene:x = 50-2x10 = 30, y = 40 —2x10 = 20.

d) Para obtener un volumen de 6.000 m3 las dimensiones de la caja son: largo :40 ¢m, ancho: 30 cm,
altura: 5 cm; o también: largo:30 cm, ancho: 20 cm y altura: 10 cm.

Nota:

Para obtener las dimensiones de la caja para que su volumen sea maximo, se debe derivar respecto a z
la funcion cubica f, igualar a cero este resultado, resolver la ecuacion cuadratica que resulte y comprobar
con ciertos criterios, que el valor es maximo; pero esto es tema de Calculo Diferencial.

Se puede obtener un valor aproximado de z y luego los valores de x , y, mediante tablas elaboradas en
Excel.

Por ejemplo, desde la celda A5 se escribe nimeros enteros de 0 a 20; en B5 se digita la formula:
=50 — 2 X A5 y se la copia hacia abajo; en C5 la formula: = 40 — 2 x A5 y se la copia hacia abajo;
en D5 se digita la formula: =A5*B5*C5 y se la copia hacia abajo.

En esta tabla, se encuentra que para: z = 6, z= 7,z = 8 , el respectivo volumen es 6.384, sube a
6.552 y baja a 6.528.

Esto nos indica que, el volumen maximo se obtiene para z proximo a 7.

En Tabla 2, se toma valores proximos a 7 y las cifras decimales se las establece segin que el volumen
vaya aumentando, para luego disminuir.

Tabla 1 Tabla 2
DIMENSIONES DIMENSIONES
Alturaz | Largox | Anchoy | Volumen Altura z Largo x Anchoy Volumen
0 50 40 0 7 36 26 6552
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1 48 38 1824 7,1 35,8 25,8 6557,844
2 46 36 3312 7,2 35,6 25,6 6561,792
3 44 34 4488 7,3 35,4 25,4 6563,868
4 42 32 5376 7,31 35,38 25,38 | 6563,97356
5 40 30 6000 7,32 35,36 25,36 | 6564,06067
6 38 28 6384 7,33 35,34 25,34 | 6564,12935
7 36 26 6552 7,34 35,32 25,32 | 6564,17962
8 34 24 6528 7,35 35,3 25,3 | 6564,2115
9 32 22 6336 7,36 35,28 25,28 | 6564,22502
10 30 20 6000 7,361 35,278 25,278 | 6564,22537
11 28 18 5544 7,362 35,276 25,276 | 6564,22553
12 26 16 4992 7,3621 | 35,2758 | 25,2758 | 6564,22553
13 24 14 4368 7,3622 | 35,2756 | 25,2756 | 6564,22554
14 22 12 3696 7,3623 | 35,2754 | 25,2754 | 6564,22554
15 20 10 3000 7,36231 | 35,27538 | 25,27538 | 6564,22554
16 18 8 2304 7,36232 | 35,27536 | 25,27536 | 6564,22554
17 16 6 1632 7,36233 | 35,27534 | 25,27534 | 6564,22554
18 14 4 1008 7,36234 | 35,27532 | 25,27532 | 6564,22554
19 12 2 456 7,36235 | 35,2753 | 25,2753 | 6564,22554
20 10 0 0 7,36236 | 35,27528 | 25,27528 | 6564,22554
7,36237 | 35,27526 | 25,27526 | 6564,22554

8 34 24 6528

Observar en la Tablal, los valores de x, y, z para obtener un volumen de 6.000 m®,
Segun la Tabla2, se puede tomar las siguientes dimensiones:
x = 35,27526 cm; y = 25,27526 cm; z = 7,36237 cm

Pero en la practica, y siendo las longitudes en centimetros, no se puede cortar cuadros de 7,36237
cm.

Para una respuesta aproximada y factible, segun el problema, se puede hacer cortes cuadrados de
7,3cm 07,4 cm.

Una institucion educativa abre un curso para un maximo de 50 personas, con un valor por persona de
$200.000, siempre y cuando se escriban hasta 30 personas. Pero, si se inscriben mas de 30, entonces
por cada persona adicional, el valor por persona disminuye en $5.000.

a) Obtener el ingreso que recibe la institucion, en funcion del nimero de personas que toman el
curso.

b) Calcular el mayor el nimero de personas que deben tomar el curso, para que la institucion obtenga
mayor ingreso.

c) Si se inscriben 50 persona, ¢cual es el ingreso para la institucion?

d) Tedricamente, ¢cudl es el nimero de personas que deberia tomar el curso para que el valor por
persona se de $0?
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Solucién:
Si x es el numero de persona que toman el curso y u el ingreso para la institucion, entonces:
Parax < 30:u = 200.000x = f(x).

Ahora, parax > 30 Yy para comprender la estructuracion del problema, se plantea los siguientes casos
particulares:

Si x = 31, es decir, si hay una persona adicional, entonces el valor para cada persona es:
200.000 — 5,000 = 195.000.
El ingreso es: u = (200.000 - 5.000) x 31 =195 x 31 = f(31).
Six = 32, 0sea, si hay dos personas adicionales, entonces el valor para cada persona es:
200.000 — 2 x 5.000 = 190.000.
El ingreso es: u = (200.000 — 2 x 5.000) x 32 = 190 x 32 = f(32).
Six = 33, 0sea, si hay tres personas adicionales, entonces el valor para cada persona es:
200.000-3 x 5.000 = 185.000.
El ingreso es: u = (200.000 — 3 x 5.000) x 33 = 185 x 33 = f(33).
Six = 34, hay cuatro personas adicionales, entonces el valor para cada persona es:
200.000 — 4 x 5.000 = 180.000.
El ingreso es: u = (200.000 — 4 x 5.000) x 34 = 180 x 34 = f(34).
En general, si n es el nimero de persona adicionales a 30, es decir x = 30 + n,entoncesn = x — 30.
El valor para cada persona es: 200.000 —n x 5.000 = 200.000 — (x — 30) x 5.000.
El ingreso parax > 30, es:
u = (200.000 - (x - 30) x 5.000)x = f(x);
u = (200.000 - 5.000x + 150.000)x = f(x);
u = (350.000 - 5.000x)x = f(x);
u = 350.000x - 5.000 x2 = f(x).
Respuestas:
a) El ingreso que recibe la institucion, en funcion del nimero de persona que toman el curso, es:
u = 200.000x = f(x) para x < 30 y u = 350.000x - 5.000 x? = f(x) parax > 30.
Para el primer caso, la funcion f es lineal, su grafica es una linea recta con pendiente 200.000.

Para el segundo caso, la funcion f es cuadratica y su grafica es una pardbola con vértice
V(35,6.125.000) y como la parébola se extiende hacia abajo, 6.125.000 es el méaximo valor de u,
el cual se obtiene para x = 35.
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b) Con las condiciones que establece la institucidn, para que ésta obtenga un mayor ingreso, el nimero
de personas que deben tomar el curso es de 35 y el maximo ingreso es de $6.125.000.

Si en nimero de persona que toman el curso es de 50, que es el maximo establecido, el ingreso es:
u = 350.000 x 50 - 5.000 x (50)? = 1.7500.000 - 5.000 X 2.500 = 5.000.000
c) Siel curso lo toman 50 personas, entonces el ingreso para la institucion es de $5.000.000

Obviamente este ingreso es menor que 6.125.000, pero asi resulta bajo las condiciones que se
establece.

Siu = 0, entonces,
0 = 350.000x - 5.000 x2 = (350.000 - 5.000x)x — x =0 0350.000 — 5.000x = 0.
Las soluciones de esta ecuacion son: x = 0; x = 70.

d) Si no se inscriben al curso, es decir, x = 0, 0 si toman el curso 70 personas, entonces, el ingreso es
$0.

4.5 RADIANES

Radio. Es cualquier segmento de recta con extremos en el centro de una circunferencia o de un circulo
y cualquier punto de la misma. También es costumbre afirmar, que radio es la longitud de dicho
segmento, es decir, a la distancia del centro de la circunferencia a cualquier punto de ella.

Diametro. Es cualquier segmento de recta con extremos en una circunferencia y que contiene al centro
de ella, es decir, “pasa” por el centro de la circunferencia.

De forma semejante al caso del radio, también se suele decir diametro, a la longitud de éste segmento, la
cual es la maxima distancia entre dos puntos de la circunferencia o bien de un circulo.

Si D es la longitud del diametro y r la del radio, entonces D = 2r.

En la circunferencia y circulos siguientes, los segmentos: AC, BC,CF,CE,HC,CM,GC,CK son radios;
EF, HK, son diametros. En consecuencia, se cumplen las siguientes relaciones:

AC =BC=HC=GC =r.

EF = HK =2r =D.

K

Suponga que el radio r de la circunferencia y del circulo anteriores, miden 1 (una unidad) y que la
longitud del arco MK es igual a r, entonces el arco MK mide un radian (un radio); o equivalentemente,
el arco MK es un radian.
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Radian. Es la longitud de un arco de circunferencia ( 0 el arco mismo) igual al radio de la circunferencia
de radio unitario (r = 1). De modo que, el radian es una unidad de medida de longitud, que se utiliza
para la medicion de arcos de circunferencia de cualquier radio.

La longitud o perimetro de una circunferencia de radio r, es 2z radianes; esto es, 2n “veces” el radio 7.
De modo que, la longitud o el perimetro de una circunferencia de radio r es 2z r; es decir, la longitud de
la circunferencia de radio r se expresa en términos de r. En consecuencia, la longitud de la

- - - T .
semicircunferencia de radio r, es 27:5 = 71, 0 Sea x radianes.

Nota:
7T €S un numero irracional, 7 = 3,1415926535897932384626433832795 = 3,1416

En algunos casos, es suficiente tomar aproximaciones a =, como las siguientes: m = 3,14159; m =
3,1416; m = 3,1415.

Cuando se conoce la longitud del radio de una circunferencia, el radio se constituye en una unidad de
medida de longitud; por lo cual, se puede obtener la longitud de la circunferencia en términos de esa
unidad.

Ejemplos:

a) Determinar la longitud de una circunferencia de radio » = 10 metros, y la longitud de la cuarta parte
de la circunferencia respectiva.

b) Determinar la longitud de una circunferencia de radio » = 10 pulgadas, y la longitud de la cuarta
parte de la circunferencia correspondiente.

Solucion:
a) Sea L la longitud de la circunferencia.
L=2nr =2n*10m.
L=2x31416 * 10 m = 62,831853 m.
La longitud de la cuarta parte de la circunferencia es:

L 2nr 62,831853
177 = 2 metros = 15,70796325 metros.

R/ La longitud de la circunferencia es aproximadamente igual a 62,831853 m y la longitud de un
cuarto de circunferencia mide 15,70796325 metros.

b) Sea L la longitud de la circunferencia.
L=2nr =2n*10.
L =2=%3,1416 * 10 pulgadas = 62,831853 pulgadas.
La longitud de la cuarta parte de la circunferencia es:

L 2nr 62,831853
il = 2 pulgadas = 15,70796325 pulgadas.

R/ La longitud de la circunferencia es aproximadamente igual a 62,831853 pulgadas y la longitud
de un cuarto de circunferencia mide 15,70796325 pulgadas.
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4.5.1 Grados sexagesimales

Cuando se divide una circunferencia en 360 partes (arcos) de igual longitud, a cada uno de los angulos
centrales que determinan estos arcos, se les asigna una unidad de medida angular, llamada grado
sexagesimal.

A la vez, cada grado sexagesimal equivale a 60 minutos y cada minuto equivale a 60 segundos. Lo
anterior, en forma abreviada, se expresa asi: 1° = 60’ y 1’ = 60".

2nr

Segun lo anterior, la longitud de cada uno de los arcos es a0 & decir:

2T

- — n .
360 radianes = 180 radianes.

Como cada arco subtiende un angulo central de un grado sexagesimal, entonces, a cada grado
sexagesimal le corresponde o es equivalente a % radianes; esto €s:

s 180

19 = 180 radianes y 1radian = — grados sexagesimales.

En consecuencia, se tienen las siguientes relaciones:

0 mn 180m

n° = 180 radianes y mradianes = —— grados sexagesimales.
7r

Ejemplos:

a) Convertir grados sexagesimales en radianes:

200 = 20m di o r di
=180 radianes = 5 radianes.
2250 = 2227 1 dianes = 2% radi
=180 radianes = 1 radianes.
2700 — 270m di _ 3 di
=180 radianes = > radianes.
300° — 300 di oW di
=180 radianes = 3 radianes.

b) Convertir radianes a grados sexagesimales:

RY/4
5 ] 17 ] o 5n
Ep) radianes = 180 X o= 75 grados sexagesimales = 75%; en este caso m = 2
7T
7T 4 7T

e radianes = 180 X - = 315 grados sexagesimales = 315°%; en este caso m = e

3
3 radianes = 180 X - =~ 171,88748°.

Nota:

a) 171,88748° = 171°53'15" .
b) Se suele suprimir la palabra radian y escribir la equivalencia con grados sexagesimales; asi:
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180° = 7 bajo el entendido que un angulo de 180° es subtendido por un arco de longitud
rradianes = nr, donde r es la longitud del radio de la respectiva circunferencia.

Al C 180° D |B

r radio de la circunferencia pequefia y R radios de la circunferencia grande.

Los arcos AB y CD subtienden un angulo central de 180°; la longitud del arco AB es 2R y la del arco
CD, es 2nr.

4.5.2 Angulos fundamentales

Se denominan fundamentales porque son de uso muy frecuente en muchos problemas y aplicaciones. La
tabla que sigue muestra tales a&ngulos y sus equivalencias entre grados sexagesimales y radianes.

Angulos 0° 30° 4590 60° 90° 120° 135° 150° 180°

Radianes | 0

ol S
NS
w|
N |
w
NN
(@)

4.5.3 Longitud de arco

Cuando en una circunferencia de radio r se conoce el angulo central en grados sexagesimales, entonces,
para obtener la longitud del arco que lo subtiende, se toma la medida del angulo con su equivalente en
radianes; luego, si la longitud del radio esta en una unidad de medida lineal, se multiplica la medida del
angulo por el valor dado.

Ejemplo:

Calcular la longitud del arco que subtiende un angulo central de 20° en una circunferencia, con los
siguientes radios: a) 80 cm; b) 10 m.

Solucion:
200 = 28 adianes = = radi
= 180 raaianes = 9 raaianes.

a) La longitud del arco es: L = gr = g * 80 cm = 27,925268 cm.
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b) La longitud del arco es: L = gr = g* 10 m = 3,490658 m.

R/ En cualquier circunferencia de radio 7, la longitud del arco que subtiende un angulo central de 20°,
es: L = % radianes = gr.

4.6 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

4.6.1 Dominio y recorrido de las funciones trigonometricas

x es la medida de un &ngulo en radianes o en grados sexagesimales.
Funcién Seno

S(x) =sen(x)=y; Dy =R; R, =[-1,1].
Funcion Coseno

C(x) =cos(x)=y; D, =R; R, =[-1,1].

Funcion tangente

sen(x)
T(x) = Tan(x) = cos () =vy; Dr ={x € R/cos(x) # 0}; Rr = R.
Funcién cotangente
cos(x)
Ctan(x) = sen(0) =79; Dcian = {x € R/sen(x) # 0}; Rcian = R.

Funcidn secante

Sec(x) =

cos (x) ¥; Dsec = {x € R/cos(x) # 0}; Rgee = (—00,—1] U [1, +0).

Funcién cosecante

Csec(x) =

sen () =Y; Dcsec = {x € R/sen(x) # 0}; Rcsee = (—00,—1] U [1, +00).

Si bien, el dominio de seno y coseno es R, generalmente se toma los intervalos [0, 2] o [— &, ]

4.6.2 Funciones trigonométricas en un triangulo rectangulo

En el tridngulo de la figura, los lados a y ¢, se denominan catetos y el lado b se denomina hipotenusa.
Ademas, cateto a es adyacente al angulo 8, y el cateto c, es opuesto al angulo S. Por su parte, el cateto
c es adyacente al angulo a y el cateto a es opuesto al angulo a.
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Entre los lados y angulos de un triangulo se cumplen las siguientes relaciones:

Cc

a a c b b
sen(a) = 5 cos(a) = X tan(a) = = ctan(a) = L sec(a) = = csec(a) = 2

ISHIe
als

sen(B) = %; cos(B) = %; tan(f) = 2; ctan(B) = %; sec(B) = —; csec(B) =

Como se observa en el tridngulo y en las expresiones anteriores, se tienen las siguientes relaciones:
1. a+ f=90°cestoes,  y son medidas de angulos complementarios; de lo cual, & = 90°- S.
2. sen(a) = cos(f); sen (90° — f) = cos(p).
3. cos(a) = sen(f); cos (90° - B) = sen(p).
4, tan(a) = ctan(p); tan(90°- p) = ctan(p).
5. ctan(a) = tan(f); ctan(90°- p) = tan(p).

6. sec(a) = csec(p); sec(90°-p) = csec(p).

~

csec(a) = sec(f); csec(90°- ) = sec(p).

En términos generales, en un triangulo rectangulo cualquiera, para un angulo agudo de medida ¢, las
relaciones de las funciones circulares y los lados del tridngulo, se expresan asi:

Cateto opuesto

sen =
2 Hipotenusa
(@) = Cateto adyacente
oS = Hipotenusa
tan(e) Cateto opuesto
an = .
¢ Cateto adyacente
tan(o) Cateto adyacente
ctan = .
¢ Cateto opuesto
(0) = Hipotenusa
Se\P) = Cateto adyacente
Hipotenusa
csec(p) =

Cateto opuesto
Nota:

Cateto opuesto se refiere al lado opuesto al angulo ¢; y cateto adyacente, corresponde al lado adyacente
al angulo ¢.

4.6.3 Funciones trigonométricas en el plano cartesiano.

En el plano o Sistema Cartesiano XYO, se considera las siguientes circunferencias con centro en O y
radio r = 1, denominados circunferencia unitaria o circulo unitario respectivamente.
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A
v
A

v

+X

-
-

-

-

4.6.3.1 Identidades trigonométricas fundamentales.

sen?(x) + cos?(x) = 1.

Esta igualdad se cumple para todo nimero real x, por lo cual, se denomina identidad y constituye la
identidad fundamental de las funciones trigonométricas.

Las siguientes identidades se derivan de la fundamental:
sec?(x) = 1 + tan®(x).
csec?(x) = 1+ ctan?(x).

Nota:

sen?(x) = sen(x) x sen(x) = (sen(x))?.
4.6.3.2 Funciones trigonométricas de suma y diferencia de preiméagenes

sen(x +y) = sen(x)cos(y) + cos(x)sen(y).
sen(2x) = 2sen(x)cos(x).

cos(x + y) = cos(x)cos(y) — sen(x)sen(y).
cos(2x) = cos?(x) — sen?(x).

sen(x — y) = sen(x)cos(y) — cos(x)sen(y).
cos(x — y) = cos(x)cos(y) + sen(x)sen(y).

_ tan(x) + tan (y)
tan(x +y) = 1 — tan(x)tan (y)

tan(2x) 2 tan(x)
an(ix) = ———-—<.

1 — tan?(x)

Se puede obtener muchas identidades trigonométricas a partir de las anteriormente planteadas.
Ejemplo:

Comprobar las siguientes identidades:

a) cos(2x) = 1 — 2sen?(x).
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1 — cos(2x)
3 .

c) sen(x) = ’1—+s(2x)
1 —cos (x)
—

e) cos (;) ’—1 il C;S ) .

Solucion:

b) sen?(x) =

d) sen (;) =

a) cos(2x) = cos?(x) — sen?(x) = 1 — sen?(x) — sen?(x) = 1 — 2sen?(x).
Por lo tanto, cos(2x) = 1 — 2sen?(x).
b) De la expresion cos(2x) = 1 — 2sen?(x) se tiene que:

1 — cos(2x)

2sen?(x) = 1 — cos(2x) entonces: sen?(x) = 5

1 — cos(2x)

¢) De la expresion sen?(x) = 5

1 — cos(2x)
sen(x) = |[——————.
2
] ] 1 — cos(2x) x )
d) En la identidad sen(x) = — reemplazando x por h tiene que:
X
(x) B 1—C05(2*§) B 1 —cos (x)
sen(z) = 3 = 3 :
X ’1 — cos (x)
Entonces: sen (E) i

X
e) En la identidad sen?(x) + cos?(x) = 1 reemplazando x por S se tiene que:

se tiene que:

sen? (g) + cos? (g) = 1 entonces:

I ==

1 — cos(x) _2-1+ cos(x) 1+ cos(x)
2 B 2 B 2 '

2
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X

De donde cos ({)

2

1+ cos (x
Entonces: cos? (— = —()

2

1 + cos (x)
—

4.6.3.3 Valores de seno y coseno para angulos fundamentales.

sen(0°9) =0 1 V2 V3 sen(90%) =1
sen(30°%) = 5 sen(45%) = > sen(60%) = >
cos(09) =1 V3 V2 1 cos(90%) =0
cos(30°) = - cos(45%) = - cos(60°) = >
V3 V2 1 sen(180°) = 0 sen(360°) =0
sen(120°) = - sen(135%) = - sen(150°) = >

1
c0s(120°) = — 3

2
cos(135%) = — g

3
cos(150°) = —g

cos(180%) = —1

cos(360°) =1

Considerando angulos centrales medidos en radianes, se tienen las siguientes relaciones de iméagenes
para las funciones seno y coseno:

B K (L e o T R o
PO @l ws@=2 |Gz |es)=0
en(Z) =2 Leen ()= sen(T)=1 @m0 [sen@m =0

Para obtener valores en notacion fraccionaria de angulos fundamentales para otras funciones
trigonométricas, se aplica las relaciones planteadas anteriormente.

Ejemplo:

Calcular las siguientes imagenes:

a) tan(30°%); b)tan (%) ; €) ctan (g) ;d) ctan(30°).

Solucién:

a) tan(30°) =

R/ tan(30°) = ?

T

b) tan (Z) =

R/ tan (%) =1.

1
sen(30°) 7
cos (300) V3 23
2

sen (%)

cos (%) -

2

_ Wz

SISINI

_1
V3

="""=1
242

o3
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V3

m c0s@) 5 2y3

i U M S
c) ctan (6) sen(%) % >
R/ ctan (g) = /3.

V3
0

d) ctan(30°) = cos(30) _ @ =+3.

sV ) _ 2 _

sen(300) 1 2
2

R/ ctan(30°) = /3.

4.6.4 Teorema de los senos

Sea cualquier triangulo ABC con lados a, b y ¢, cuyos angulos opuestos respectivamente a los laso a, b
yc,sona, By .

Se cumplen las siguientes relaciones:

sen o a sena a senp b

senp b’ sene ¢ seno ¢’
Se debe recordar que, si los angulos estan medidos en grados, entonces: a + 8 + ¢ = 180° y si estan
medidos en radianes, entonces: a +  + ¢ = m.

El teorema de los senos permite conocer las medidas de los lados de un tridngulo, conocidos los valores
de dos angulos interiores y la medida de un lado; y también permite conocer las medidas de los angulos
interiores de un triangulo, conocidos las medidas de dos lados de un triangulo y el valor de un angulo
opuesto a uno de ellos.

Ejemplo:

Sea un triangulo con lados a,byc y sus angulos opuestos a,f y ¢, respectivamente; ademas,
supongamos que a = 45°% ¢ = 53,13% y ¢ = 14 cm. Determinar el valor del angulo g y la medida de
los lados a y b.

Solucion:

sen o a c *x sen(a)
Se sabe que: = — entonces:a = ———
sen ¢ c sen()

_cxsen(a) 14+ sen(45%) _ 14%0,7071 _ 9,8994
~ Tsen(p)  sen(53,13% T 70,7980  0,7980

cm = 12,4052 cm.

a+pf+¢@=180° > f=180°—a — ¢ = 180° — 45° — 53,13° = 81,87°.
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sen o a

Dado que
sen B

b

= — entonces: b =

a * sen(f)

sen(a)

_ax sen(B) _ 12,4052 = sen(81,87°) B 12,4052 % 0,9899 B 12,2799
~ sen(a) sen(459) B 0,7071 ~0,7071
= 17,3666 cm.

R/ Las medidas de los lados del triangulo son: a = 12,4052 ¢cm, b = 17,3666 cm, ¢ = 14 cm; y las
medidas de los angulos son: « = 45°, 8 = 81,87° y ¢ = 53,13°.

Nota:
Considerando un triangulo con las siguientes medidas:

a = 12,4052 cm, b = 17,3666 cm, ¢ = 14 cmy a = 45°; se obtiene ¢ = 53,13010235°%; vy, de
hecho, se obtiene que f = 81,86989765° = 81,87°.

4.6.5 Funciones inversas de las funciones trigonométricas

Recordemos que si F es una funcion biyectiva de A hacia B; tal que F(x) =1y, entonces,
F~1(y) = x; F~1 es una funcion biyectiva de B hacia 4, y es la funcion inversa de F.

Por tanto, F(F1(y)) = x; F"X(F(x)) = y.
Cuando F es biyectiva se tiene que:F(x) =y & F~1(y) = x.

Para las funciones trigonométricas, se debe considerar como conjunto de partida un intervalo conveniente
y como codominio el rango de la funcién para ese dominio; de este modo, las funciones quedan
biyectivas.

En seguida se presenta los dominios de biyeccion mas usuales y las respectivas funciones inversas de las
funciones trigonomeétricas.

Funcion Dominio y rango Funcion inversa Dominio y recorrido
T - _
_ Dr=1=531 PP _ by =1-11]

sen(x) =y sen” " (y) = arc sen(y) = x R — [_E n

Ry = [-11] )

Dr = [0, m] Dy =[-11]

f -1 f

cos(x) =y cos™'(y) = arccos(y) =x

Rr =[-11] Rf = [0, m]

o= (25 b= (ot
tan(x) =y 2°2 tan~1(y) = arc tan(y) = x R = T T

D = (0,m) Dy = (=00, +00)

= f -1 = = s
ctan(x) =y Ry = (~o0, +0) ctan™'(y) = arc ctan(y) = x Ry = (0,1)
T
Dy =Om - {5} Dy = (=00,—1] U [1, +00)
= -1 = =

sec(x) =y Ry sec™'(y) = arc sec(y) = x Ry = (0,m) — {g}

= (-0, —1] U [1, +0)

T T

Dy =(-33) Dy = (—o0,~1] U [1,+0)

csec(x) =y | p csec™1(y) = arc csec(y) = x (T T
1 Ry =(-5.7) 0
= (=0, —1] U [1, +0)

Ejemplos:
sen(0) =0 — sen™1(0) = arc sen(0) = 0.
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T T
sen (E) =1 - sen (1) = arc sen(1) = >

sen(z)—l —>sen‘1 (1)—arcsen(l)—z
6/ 2 2/ 2] 6

( n) 1 _1( 1) ( 1) I8
—_ ) = S — ] = —_— ] = ——
sen(—¢ 5 = sen 5) = arcsen |~

cos(0) =1 - cos™1(1) = arc cos(1) = 0.

/i1 T
cos (E) =0 - cos (0) = arc cos(0) = >

n V3 (V3 3\«
coS (—) =—— — C0S <7> = arc cos <7) = g

6 2
(57‘[) V3 . V3 V3 5n
—_— = > —_— ] = —_——_— ] = —.
cos |\ —= > cos > arc cos > G

tan(0) = 0 - tan~1(0) = arc tan(0) = 0.

T T
tan (Z) =1 > tan (1) = arc tan(1) = T

i i
tan (— Z) = -1 > tan"'(-1) = arc tan(—1) = _—

tan(1,57) = 1.255,76 — tan~'(1.255,76) = arc tan(1.255,76) = 1,57.
tan(—1,57) = —1.255,76 — tan~*(—1.255,76) = arc tan(—1.255,76) = —1,57.

Nota:

sen~1(y) # sen(y)”

Para evitar que se tome sen~1(y) = es recomendable utilizar arc sen(y) en lugar de sen™1(y).

1
sen(y)’
Ejemplo:

Utilizando los dominios dados en la tabla anterior, determinar los valores de a en siguientes expresiones:

a) sen(a) = g; b) cos(a) = ?; c)tan(a) = 1;d) tan(a) = —1; e) sec(a) = 3; f) csec(20).

Solucion:

@ V2 V2\ o«

= — - = _ ) = —,

a) sen(a > a = arcsen|— 2
R T
/a—4.

b) cos(a) = ? - a = arc cos <§> = %
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R m
/a—6.

/s
c) tan(a) =1 - a =arc tan(1)=Z.
R m
/a—4.

T
d) tan(a) = -1 - a = arctan(-1) = 1

R T

e) sec(a) =3 - a = arc sec(3) = 70,5288.

R/ a = 70,5288 .

1 1
e) csec(a) =20 — W =20 - a = arc sec (E) = 2,8660.

R/ a = 2,8660.

4.7 APLICACIONES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS A LA
RESOLUCION DE TRIANGULOS

Entre las aplicaciones de las funciones trigonométricas se encuentra la resolucion de triangulos, es
decir, se utilizan para obtener las longitudes de los lados de un triangulo, las medidas de los angulos
interiores u otras relaciones entre sus elementos.

Ejemplos 1:

El tridngulo ABC es equilétero, esto es,
AB =BC = AC = L.

A lados de igual medida, se oponen angulo de igual medida;
entonces: a = f = 6.

Dado que o + B+ 6= 180°, entonces, o = = 6= 60°

M Segun lo anterior, el triangulo ABC también es equiangulo.

Determinar la altura h en términos de L.

Solucién:

M es punto medio del segmento AC, entonces, AM = % = MC.

El segmento BM es perpendicular al segmento AC, entonces, el triangulo AMB es rectangulo; por lo
cual:

BM V3 h V3L

j— 0 = e— = - —_ —

sen(a) =—F - sen(60?) T =71 - h >
V3L
R/h="—+.
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La anterior relacion, también se la obtiene aplicando el Teorema de Pitagoras, puesto que ABM es
triangulo rectangulo.

Nota:

V3L
Area del tridneul ABC_Base*altura_AC*h_L* 7~ V3L?
rea del triangulo = > =——=—=—
Ejemplo 2:

Calcular las longitudes a, b, ¢, y las medidas positivas angulares a, 3, ¢, en el triangulo ABC siguiente:

Los segmentos AD y DB son auxiliares.
AD = 80 c¢m es altura del triangulo.
BC =70 cm.

135% + ¢ = 180° - ¢ = 45°.

En el triangulo rectangulo ADB se tiene que:
80
tan(p) = tan(45°) =1 = ——c= 80 cm = DB.

V2 80 2%80 2802
sen(p) = sen(45%) =—=— >a = =

2 a V2 2

También se puede obtener el valor a, aplicando el Teorema de Pitagoras al triangulo ABD porque se
trata de tridngulo rectangulo.

= 80V2.

Ahora DC = DB + BC = 80 + 70 = 150 cm.

Para determinar el valor de b, se aplica el Teorema de Pitagoras al triangulo ADC:

b =+/802 + 1502 = v6.400 + 22.500 = v/28.900 = 170 cm.

Ahora se calcula el valor de S considerando que el triangulo ADC es rectangulo:

@) 80 80 8 (8) 28 07250
_ov _ _ ~ _

sen(f =3 =T0-17 - [ = arcsen 17) =28

El valor de g también se puede determinar aplicando la funcion coseno al tridngulo ADC:

@8 150 150 15 (15) 28 07250
= =—==— S f= — ] = .
cos(fB 5 170 — 17 B = arccos 17 ,

Ahora;
a+p+ 135° =180° - a = 180° — 135° — p = 180° — 135% — 28,0725° = 16,9275% = 17°.
Entonces: a = 17°.
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R/a =80vV2cm;b =17 cm;c =80 cm; ¢ = 45% B = 28% o = 17°.
4.8 EJERCICIOS

1. Identificar las relaciones que son funciones; justifique su respuesta.

Nota. Para demostrar que F: A — B, tal que F(x) = y, no es funcion, basta con tomar un elemento a €
A, parael cual F(a) ¢ B. Este proceso se llama contra ejemplo.

Expresion

F:N - N tal que paratodon € N, F(n) = 3

n
F:N - Q tal que paratodon € N, F(n) = >

G:N - N tal que paratodon € N, G(n) = — ——

n+1
G:N - R tal que paratodon € N, G(n) = _%
H:7Z - N tal que paratodo n € Z, H(n) = —%
H:Z - Qtal que paratodo n € Z,H(n) = — —

T:N - Ntalqueparan € N, T(n) =8n+ 10
T:N - Ntalqueparan € N,T(n) = 10n — 8
S:Z - 7Z,talque paran € Z,S(n) = 8n+ 10

S:N - N, tal que paran € N,S(n) = 10n-18

X

a definida sobre R asi: a(x) =

X +20
- - T — —x
B definida sobre R asi: B(x) = ———
- - T — 5x
vy definida sobre R asi: y(x) = ~7 70

o(x) = —— definida de R — {~20} hacia R

5x
x 2-20

5 R — {—+20,v20} - R, asi: 8(x) =

12
27 + x3

¢ definida sobre R por: ¢(u) =vV2—u
Q(u) = V2 — u; definida de (—oo, 2] hacia R

Ar(x) = definida sobre R

2. Determinar el dominio y el rango de las siguientes funciones reales; excepto para las funciones
a, B, yy &, para las cuales solo debe calcular el dominio.

Funciones Funciones
F) = — GG) = —
¥ o )= 9
_ X x + 4
x + 7 x + 7
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F(u) =vVu+12 G(uw) =vu—10
H(u) = V3u + 15 T(u) =v7u—3

B(u) =+vu? —16 S(u) =+u?+20

Vo2— 16 F(t) = t*-t-30

ow) = v + 5

G(t) = 8t2+10t+5 W(t) =3t3+10t

3. Obtener la ecuacion pendiente-corte (es de la forma y = mx + n) de cada una de las rectas
descritas en seguida.

Condiciones

a) Pasa por los puntos A(—3,4) y B(1,—2).

b) Pasa por el punto C(3,5) y tiene pendiente 2.
c) Contiene a los puntos D(4,5) y E(0,0).

d) Pasa por el punto C(3,5) y tiene pendiente - 1.

4. Obtener los valores reales x para los cuales F(x) = 0.

Funciones Funciones
F(x)=x+12 F(x) =x-15
F(x) =7x+10 F(x) = 8x- 16
F(x) =x*+20 F (x) = 3x2%- 6x - 45
Fx)=x2-—x-30 F(kx)=x%2-16
F(x) =x%-10 F(x) =x*—11x + 18

5. Resolver las siguientes ecuaciones. (In representa logaritmo natural)

5% =125 2* =1.025 5*+8 =133

2* —1.025=0 10(2*) =15 3(2¥) —92 =100
2(3%)-92 = 70 3(2%) +92 = 110 32% = 27

32X —2(3%)+1=0 32X — 4(3%) +4 =0 Log,(x) = b
Logs(x) =3 Log,(x) = 10 Log,(x) —9=0

Log,(x) = 10,96578

6. Obtener el equivalente en radianes de: 15°; 25%; 40°; 75°%; 100°%; 140°; 210°; 315°.

7. Obtener el equivalente en grados sexagesimales de los siguientes valores dados en
radianes: %rad; % rad; i—; rad; 1”—2 rad; 3,14 rad; 3,1415 rad; 0,4 rad; 3 rad.
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8. Obtener la longitud del arco que subtiende un angulo central de 60° en una circunferencia de
30 pulgadas de radio.

9. Obtener la longitud en cm. de un arco de longitud 0,25 radianes de una circunferencia de radio
80 cm.

10. Obtener la longitud de una circunferencia de radio: a) 50 cm; b) 2 m; ¢) 20 pulgadas; d) 2,5 km.

11. Unarueda de 0,5 m de didmetro gira 50 vueltas para recorrer un tramo de A hasta B. ;Cual es la
longitud del tramo AB?

12. Las llantas de un carro tienen un diametro de 0,6 m. ;Cuantas vueltas deben girar las llantas para
recorrer un tramo de 100 m.?

13. Calcular las longitudes a, b, c, la altura h y las medidas positivas angulares «, 5, ¢, en cada
triangulo que sigue:

Al AB =52
o p
a b a h 20
M [ 90° 45° \\N S/60° 60° \T
10 c P B C
MN =10 cm ST=e¢ PB=5.

Los segmentos de recta AP y PB son lineas auxiliares, necesarias para deducir resultados.

14. El triangulo ABC que sigue es equilatero, inscrito en una circunferencia de radio 80 cm. Obtener
las longitudes de sus lados y de los arcos AB, BC y AC.

A C

N

Sugerencia:

Es conveniente y necesario, trazar lineas auxiliares para obtener triangulos y angulos con el fin de
poder aplicar funciones trigonomeétricas, relaciones entre ellas y relaciones entre triangulos. Por
ejemplo, trazar segmentos de recta desde el centro de la circunferencia a los puntos A, B, C; trazar
la altura desde el punto B.

15. El triangulo ABC es isOsceles, inscrito en una circunferencia de radio 50 cm. y AB = BC; el
segmento AC es un diametro. Calcular las longitudes de los lados, las medidas de lo angulo
interiores y la longitud de los arcos AB, BC y AC. El segmento BO, donde O es el centro de la
circunferencia, es perpendicular al didmetro AC.
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\_

16. MNR es un triangulo inscrito en una circunferencia de diametro 80 cm, MN = NR, a = 120°.

Hallar las longitudes de sus lados, la altura, los arcos MN, NR, MR y las medidas de los otros dos
angulos.

N
m
M R
o)
U
Sugerencia: trazar segmentos de recta desde el centro de la circunferencia a los puntos M, N;
deducir o establecer la medida de los angulos en los vértices My R. El segmento NC es

perpendicular al lado MR, donde C es el centro de la circunferencia. Determinar las medidas de
angulos que se obtienen de los trazos.

17. P, Q, R son puntos de una circunferencia de radio 6,5 m, PQ = 5m; el segmento PR es un
diametro. Calcular QR, PR, las medidas de los angulos interiores del triAngulo PQR y las
longitudes de los arcos PQ, QR, PR.

Q
P R

18. A una altura de 1,5 m del piso, el angulo de elevacion desde la horizontal al extremo de una torre
es de 20°. Aproximandose 75 m. en linea recta hacia la torre, el angulo de elevacion mide 40°
desde la horizontal hasta la parte mas alta de la torre. Calcular la altura de la torre.

H

BC=75m

40° 20°
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19. Dos ruedas de 20 y 60 cm de radio, estan conectadas por una banda. Si la rueda pequefia gira 90
vueltas, ¢cuéntas vueltas gira la ruede grande?
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