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San Juan de Pasto, Colombia

Octubre 2021



Universidad de Nariño
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Fı́sica

Anomalı́as g − 2 y los modelos mı́nimos para el Z ′

Laura Maria Muñoz Martinez
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Anomalı́as g − 2 y los modelos mı́nimos para el Z ′

Resumen

En este trabajo se presenta parte del formalismo de la electrodinámica cuántica QED (por

sus siglas en inglés). En particular se obtiene la ecuación de Dirac para campos de espı́n 1/2

y las reglas de Feynman para la QED. Ası́ mismo se estudió con gran detalle las propiedades

de covariancia de esta teorı́a. Como una aplicación de este formalismo se muestra el cálculo

explı́cito del momento magnético anómalo del electrón a nivel de un loop, y se presenta una

discusión acerca de las correcciones cuánticas que se requieren en el modelo estándar para

calcular de forma adecuada el momento magnético anómalo del muón g − 2. Finalmente se

usó este formalismo para obtener una solución de la anomalı́a experimental en g − 2 usando

modelos de extensión. En este caso se encontró una solución para las cargas del Z ′ permitidas

por las ecuaciones de anomalı́as y las ligaduras provenientes de los términos de Yukawa. El

Z ′ que se consideró tiene un contenido mı́nimo de fermiones en el sentido que nuestro mo-

delo sólo contiene los fermiones del modelo estándar y adicionalmente 3 neutrinos derechos

y un leptón exótico cargado. Se consideraron las restricciones experimentales reportadas por

experimentos en colisionadores obteniendo ası́ el espacio de parámetros permitidos para g−2

con un nivel de confianza de 1σ, la región permitida por producción de tridente de neutrinos

mZ′gZ′ > 0,75 TeV, asumiendo que la masa de la partı́cula exótica tiene un valor de 80 GeV.
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g − 2 anomaly and minimal models for the Z ′

Abstract
In this work, part of the formalism of quantum electrodynamics (QED) is presented. In par-

ticular, the Dirac equation for spin 1/2 fields and the Feynman rules for QED are obtained.

The covariance properties of this theory were also studied in great detail. As an application

of this formalism, the explicit calculation of the anomalous magnetic moment of the electron

at the one-loop level is shown, and a discussion of the quantum corrections required in the

standard model to calculate properly the anomalous magnetic moment of the g − 2 muon is

presented. Finally, this formalism was used to obtain a solution of the experimental anomaly

in g− 2 using extension models. In this case a solution was found for the Z ′ charges allowed

by the anomaly equations and the constrains coming from the Yukawa terms. The Z ′ consi-

dered have minimal fermion content in the sense that our models contain only the standard

model fermions, 3 right-handed neutrinos and one charged exotic lepton. The experimental

restrictions reported by experiments at the collider level were considered, thus obtaining the

space of parameters allowed for g−2 with a confidence 1σ the region allowed by production

of neutrino trident mZ′gZ′ > 0,75 TeV assuming that the mass of the exotic particle has a

value of 80 GeV.
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Capı́tulo 1

Introducción

La fı́sica de partı́culas o también conocida como fı́sica de altas energı́as es el área de la fı́sica

que tiene por objetivo determinar cuáles son los constituyentes elementales de la materia y las

propiedades de las fuerzas que intervienen en sus interacciones [2]. En el último cuarto del

siglo XX el progreso del conocimiento sobre las propiedades de las partı́culas que componen

la materia y cómo éstas interactúan para formar el universo, dio lugar al Modelo Estándar

(ME) de la fı́sica de partı́culas. Esta teorı́a estudia tres de las cuatro fuerzas fundamentales

de la naturaleza: las interacciones nucleares, electromagnéticas, débiles y fuertes, las cuales

median la dinámica de las partı́culas subatómicas conocidas. El ME clasifica a las partı́culas

en dos grandes grupos según el espı́n de cada una. Los bosones presentan un espı́n entero y

los fermiones espı́n semientero. Dentro del grupo de los fermiones se encuentra el muón (µ),

una partı́cula fundamental perteneciente a los leptones cargados. En esta partı́cula se centra

el interés del presente trabajo. El ME ha tenido gran éxito ya que permite la explicación de

una amplia variedad de resultados experimentales.

El ME le permite a la comunidad cientı́fica abordar los retos de la fı́sica contemporánea co-

mo los que se derivan del funcionamiento del Gran Colisionador de Hadrones LHC Large

hadron collider por sus siglas en inglés, en el CERN. Los experimentos desarrollados en el

LHC permiten explorar escenarios de nueva fı́sica a partir de la interpretación de las señales

generadas por la interacción entre partı́culas. Los haces dentro del LHC chocan en cuatro

lugares alrededor del anillo del acelerador, correspondientes a las posiciones de cuatro de-

tectores de partı́culas: ATLAS, CMS, ALICE y LHCb [3].

Las anomalı́as recientes en el LHCb tienen como explicación natural modelos con un sector

electrodébil no universal. Para los modelos no universales, tal como está presente en la lite-

ratura [4, 5, 6, 7], el número total de parámetros aumenta, dando lugar a una gran variedad
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Capı́tulo 1: Introducción 2

de soluciones. La motivación teórica para estudiar los modelos no universales proviene de

consideraciones muy generales, especialmente en construcciones derivadas de la teorı́a de

cuerdas, donde las cargas del U(1)′ suelen ser diferentes para cada familia [8]. Los modelos

no universales también se han utilizado para explicar el número de familias y las jerarquı́as

en el espectro de fermiones observado en la naturaleza [9, 10, 11].

La literatura sobre modelos mı́nimos [4, 5, 12, 13, 8, 6, 7, 14, 15, 16], desde un punto de vista

fenomenológico son útiles para explicar las anomalı́as aisladas en los experimentos de baja

energı́a debido a la ausencia de fermiones exóticos a bajas energı́as. Los modelos cercanos

al mı́nimo no universales es limitada, la razón de este vacı́o en la literatura se debe a que el

paradigma de universalidad ha dominado la construcción de modelos en las últimas décadas.

El LHC representa una oportunidad única en la historia de la fı́sica para explorar el espacio

de parámetros de los modelos mı́nimos no universales. Este programa es de gran interés para

los análisis fenomenológicos de los experimentos existentes y los que están en fase de diseño.

El área de interés son las extensiones electrodébiles que permiten ajustar las anomalı́as expe-

rimentales que regularmente se presentan en el área. Estas anomalı́as experimentales hace re-

ferencia a que los valores obtenidos experimentalmente contradicen lo postulado en la teorı́a

como es el ME. En este caso se trata de una anomalı́a experimental del momento magnético

anómalo del muón conocida como g − 2, la cual se ha apartado de la predicción del modelo

estándar a un nivel de 3,6σ durante muchos años [17]. Se han propuesto muchas solucio-

nes teóricas para este problema [18, 19, 20, 21, 22, 23, 24]. De acuerdo a estas propuestas

a soluciones teóricas, con el presente trabajo de grado se estudia la anomalı́a del momento

magnético anómalo del muón por medio de un modelo mı́nimo no reportado en la literatu-

ra, en el cual se encuentra una solución para las cargas del Z ′ con un contenido mı́mino de

fermiones, considerando ası́ los fermiones del ME, 3 neutrinos derechos y un leptón exótico

cargado. El presente trabajo de grado refuerza la lı́nea de investigación del grupo de Altas

Energı́as de la Universidad de Nariño debido al contacto con los proyectos y desarrollos

teóricos y experimentales mas importantes de la fı́sica de altas energı́as en el LHC.



Capı́tulo 2

Electrodinámica cuántica (QED)

La electrodinámica cuántica o QED por sus siglas en inglés, Quantum Electrodynamics, es

la teorı́a de partı́culas subatómicas, que estudia la interacción de la luz con la materia, es

decir, es la teorı́a del campo cuántico de electrones y positrones (el campo electrón-positrón)

y fotones (el campo electromagnético o de radiación). La teorı́a también se aplica a los lep-

tones pesados conocidos (µ y τ ) y, en general, se puede utilizar para describir la interacción

electromagnética de otras partı́culas elementales cargadas [25].

Max Planck (1858-1947), propuso que la luz y las otras formas de radiación electromagnéti-

ca, que hasta entonces habı́an sido consideradas como ondas, se comportaban paradójica-

mente como minúsculos paquetes de energı́a, o “cuantos”, cuando interaccionaban con la

materia. Estos cuantos particulares llegaron a conocerse como fotones [26]. A comienzos de

los años treinta los arquitectos de la nueva mecánica cuántica habı́an elaborado un esquema

matemático para describir la emisión y absorción de fotones por partı́culas eléctricamente

cargadas tales como electrones. Aunque esta primera formulación de la QED disfrutó de

cierto éxito limitado, la teorı́a tenı́a fallos evidentes. En muchos casos los cálculos daban res-

puestas inconsistentes e incluso infinitas a preguntas fı́sicas bien planteadas. Fue el problema

de construir una teorı́a consistente de la QED lo que orientó su atención el fı́sico Richard

Feynman a finales de los años cuarenta.

Para colocar la QED sobre una base sólida era necesario hacer la teorı́a consistente no sólo

con los principios de la mecánica cuántica sino también con los de la teorı́a de la relatividad

especial. Estas dos teorı́as traı́an sus propias herramientas matemáticas caracterı́sticas, com-

plicados sistemas de ecuaciones que de hecho pueden combinarse y reconciliarse para dar

una descripción satisfactoria de la QED [26].

3



Capı́tulo 2: Electrodinámica cuántica (QED) 4

2.1. Ecuación de Dirac

La ecuación de Dirac fue publicada por primera vez en el artı́culo “The quantum theory of

the electron” desarrollado por Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984), en el año 1928 [27].

Históricamente, el descubrimiento de la ecuación de Dirac fue un acontecimiento muy impor-

tante para la fı́sica en las décadas de los 1920 y los 1930, ya que proporcionó una descripción

relativista de las partı́culas de espı́n 1/2 y, en particular, del electrón. Por consiguiente abrió

el camino para la aplicación de la teorı́a de grupos a la descripción de partı́culas de espı́n

arbitrario.

La electrodinámica cuántica resultante de las partı́culas de espı́n, refinada por dos genera-

ciones de trabajo teórico, es la mejor teorı́a que se tiene hasta el momento. Aunque es una

aproximación ya que no incluye los efectos de interacciones débiles y fuertes, ha superado

muchas pruebas experimentales rigurosas cuando se aplica a electrones y muones. Ver con

mas detalle en [28].

2.1.1. Deducción de la ecuación de Klein-Gordon

La ecuación de Klein-Gordon propuesta en 1926, fue el primer intento en combinar la

mecánica cuántica con la relatividad especial para obtener una ecuación de Schrödinger re-

lativista. Según Dirac [29, 30] inicialmente fue descubierta por Erwin Schrödinger, quien

primero derivó la ecuación relativista y luego la abandonó porque daba la estructura fina in-

correcta para el hidrógeno (no reproduce los niveles de energı́a de Bohr para el hidrógeno).

Posterior a esto, se dio cuenta que la aproximación no relativista era de valor incluso si la

ecuación relativista en sı́ fuera incorrecta, es por ello que decidió publicar su ecuación de on-

da relativista, sin embargo ya habı́a sido redescubierta independientemente por Oskar Klein

y Walter Gordon, por lo que como se dijo anteriormente es reconocida como la ecuación de

Klein-Gordon (K-G) [31].

En este sentido, se trabajará matemáticamente funciones de onda con sus respectivas solu-

ciones. Inicialmente, para deducir la ecuación de Schrödinger se parte de la relación clásica
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de energı́a-momento, dada por:

p2

2m
+ V = E . (2.1)

Formalmente, la transición de la mecánica clásica a la mecánica cuántica se puede lograr

sustituyendo las cantidades clásicas por operadores apropiados:

p −→ −i~∇, E −→ i~
∂

∂t
. (2.2)

Reemplazando las expresiones (2.2) en (2.1) y operando sobre una función de onda ψ se

obtiene: (
−~2∇2

2m
+ V

)
ψ = i~

∂ψ

∂t
, Ecuación de Schrödinger , (2.3)

si V no depende explı́citamente del tiempo, su solución puede ser encontrada a partir de

separación de variables, obteniendo de esta manera:

Ψ(r, t) = ψ(r)e−iEt/~ . (2.4)

Análogamente, la ecuación de Klein-Gordon puede ser obtenida a partir de la ecuación rela-

tivista de momento-energı́a.

E2 − p2c2 = m2c4 , (2.5)

la cual puede ser escrita, como:

pµp
µ −m2c2 = 0 . (2.6)

Usando el operador:

pµ −→ i~∂µ . (2.7)

Dada la cuantización en (2.7), se sustituye en (2.6) y operando sobre una función de onda ψ,

se obtiene:

[(i~∂µ)(i~∂µ)]ψ −m2c2ψ = 0

i2~2∂µ∂
µψ −m2c2ψ = 0
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−~2∂µ∂
µψ −m2c2ψ = 0 , (2.8)

donde

∂µ =
∂

∂xµ
(con µ = 0, 1, 2, 3) . (2.9)

Lo cual se expresa matemáticamente como:

∂0 =
1

c

∂

∂t
, ∂1 =

∂

∂x
, ∂2 =

∂

∂y
, ∂3 =

∂

∂z
. (2.10)

Por lo tanto:

∂µ =

(
1

c

∂

∂t
,
∂

∂x
+

∂

∂y
+

∂

∂z

)
=

(
1

c

∂

∂t
,∇
)

, (2.11)

∂µ y ∂µ se relacionan a través de la métrica de Minkowski:

∂µ = gµν∂ν , (2.12)

donde la métrica de Minkowski es dada por la expresión:

gµν =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 . (2.13)

Para la parte temporal, según el valor de la componente g00 = 1 y la expresión en (2.10) se

obtiene la siguiente relación:

∂0 = g00∂0 = (+1)
1

c

∂

∂t
. (2.14)

Análogamente, se obtiene para la parte espacial:

∂i = gii∂i = (−1)
∂

∂xi
= − ∂

∂xi
. (2.15)

Por lo tanto:

∂µ =

(
1

c

∂

∂t
,∇
)
, ∂µ =

(
1

c

∂

∂t
,−∇

)
. (2.16)
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Reemplazando (2.16) en (2.8):

−~2

(
1

c

∂

∂t
,∇
)(

1

c

∂

∂t
,−∇

)
ψ −m2c2ψ = 0 .

Operando el producto entre los paréntesis se tiene que:

−~2

(
1

c2

∂2

∂t2
−∇2

)
ψ −m2c2ψ = 0 .

Pasando a sumar el término −m2c2ψ al lado derecho de la igualdad se obtiene:

−~2

(
1

c2

∂2

∂t2
−∇2

)
ψ = m2c2ψ .

Pasando a dividir ~2 al lado derecho de la igualdad conduce a:

−
(

1

c2

∂2

∂t2
−∇2

)
ψ =

1

~2
m2c2ψ .

Finalmente se opera el signo menos de el lado izquierdo de la ecuación y se agrupa el término(
mc
~

)2, dando como resultado:(
− 1

c2

∂2

∂t2
+∇2

)
ψ =

(mc
~

)2

ψ .

Ası́, se deduce la ecuación de Klein-Gordan:

− 1

c2

∂2ψ

∂t2
+∇2ψ =

(mc
~

)2

ψ . (Ecuación de Klein-Gordon) (2.17)

La ecuación de K-G (2.17) planteaba tres problemas principales: presenta soluciones de

energı́a negativa, es incompatible con la estadı́stica de la densidad de probabilidad, permi-

tiendo ası́ probabilidades negativas 1 y finalmente tiene un rango de aplicación muy limitado,

ya que solamente puede ser utilizado para partı́culas con espı́n cero, por ejemplo partı́culas

compuestas como los piones y el Boson de Higgs como partı́cula fundamental con espı́n ce-

ro, el cual en su momento no habı́a sido descubierto. Para ver con mas detalle los problemas

y consecuencias de la ecuación de K-G ver en [28].

1La interpretación estadı́stica de Born, la cual expresa que con |ψ(r)|2 se obtiene la probabilidad de encon-
trar la partı́cula en el punto r.
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2.1.2. Deducción de la ecuación de Dirac

Se puede expresar matemáticamente que Dirac resolvió dicho problema al factorizar la rela-

ción de energı́a-momento (2.6), con p = 0, por lo tanto se tiene como resultado:

(p0)2 −m2c2 = 0 . (2.18)

Desarrollando esta diferencia de cuadrados, es posible obtener:

(p0 +mc)(p0 −mc) = 0 , (2.19)

de donde se llega a dos posibles soluciones representadas por las dos siguientes ecuaciones

de primer orden:

p0 +mc = 0; p0 −mc = 0 . (2.20)

Las cuales satisfacen (2.6), sin embargo, cuando se requiere incluir las componentes espa-

ciales, se llega a expresiones matemáticas de la forma:

(pµpµ −m2c2) = (βκpκ +mc)(γλpλ −mc) = 0 .

Desarrollando el producto entre paréntesis:

(pµpµ −m2c2) = βκγλpκpλ −mcβκpκ +mcγλpλ −m2c2 = 0 .

Factorizando el término en común mc conduce a:

(pµpµ −m2c2) = βκγλpκpλ −mc[βκ − γκ]pκ −m2c2 = 0 . (2.21)

De acuerdo a lo obtenido en (2.21), para que se cumpla dicha igualdad se requiere que no

aparezca el término lineal en pκ, lo cual conduce a que βκ = γκ. Con esta consideración la

ecuación (2.21) resulta:

pµpµ −m2c2 = γκγλpκpλ −m2c2 .

Cancelando los términos m2c2 a ambos lados de la igualdad se tiene que:

pµpµ = γκγλpκpλ .
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A partir de esto, se realiza un cambio de ı́ndices de pµpµ −→ pλpλ. Además se introduce la

métrica de Minkowski con ı́ndices contravariantes gκλ con el fin de obtener pκpλ en ambos

lados de la igualdad:

gκλpκpλ = γκγλpκpλ . (2.22)

Desarrollando los ı́ndices de la ecuación (2.22) resulta explı́citamente:

(p0)2 − (p1)2 − (p2)2 − (p3)2 = (γ0)2(p0)2 + (γ1)2(p1)2 + (γ2)2(p2)2 + (γ3)2(p3)2

+ (γ0γ1 + γ1γ0)p0p1 + (γ0γ2 + γ2γ0)p0p2 + (γ0γ3 + γ3γ0)p0p3

+ (γ1γ2 + γ2γ1)p1p2 + (γ1γ3 + γ3γ1)p1p3 + (γ2γ3 + γ3γ2)p2p3 . (2.23)

Ası́, para que se cumpla la igualdad (2.23) se puede proponer que los valores de γ0 = 1 y

γ1 = γ2 = γ3 = i ya que i2 = −1, obteniendo de esta manera, que los cuatro primeros

términos del lado derecho de la ecuación resulten iguales a los del lado izquierdo de dicha

ecuación. Ahora, para los seis términos siguientes del lado derecho de la ecuación (2.23) que

representan los términos cruzados, no se puede encontrar alguna forma en eliminarlos. Sin

embargo Dirac introdujo la idea que solucionarı́a tal objetivo, en el cual se consideraban las

γ como matrices y no como números. Debido a que las matrices, en general no conmutan,

entonces es posible expresar un conjunto de soluciones dado por:

(γ0)2 = 1, (γ1)2 = (γ2)2 = (γ3)2 = −1 . (2.24)

γµγν + γνγµ = 0 ∀ µ 6= ν . (2.25)

Partiendo de la ecuación (2.22):

gκλpκpλ = γκγλpκpλ ,

se pasa a restar el término gκλpκpλ al otro lado de la igualdad y ası́:

γκγλpκpλ − gκλpκpλ = 0 ,

γκγλpκpλ
2

+
γκγλpκpλ

2
− gκλpκpλ = 0 . (2.26)
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Para el segundo término en (2.26) se redefine κ
 λ, por lo que resulta:

γκγλpκpλ
2

+
γλγκpκpλ

2
− gκλpκpλ = 0 .

Factorizando pκpλ, [
1

2
(γκγλ + γλγκ)− gκλ

]
pκpλ = 0 .

Esto conduce a que el término

1

2
(γκγλ + γλγκ)− gκλ = 0 .

Despejando (γκγλ + γλγκ), resulta:

(γκγλ + γλγκ) = 2gκλ

{γκ, γλ} = 2gκλ , (2.27)

donde (2.27) es la relación de anticonmutación que deben satisfacer las γ, con gκλ, siendo la

Métrica de Minkowski y los corchetes representan el anticonmutador:

{A,B} ≡ AB +BA . (2.28)

El conjunto de matrices que satisfacen la relación (2.27) son:

γ0 =

(
1 0

0 −1

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
(con i = 1, 2, 3) , (2.29)

donde σ son las matrices de Pauli, que matemáticamente se representan como:

σ = [σx, σy, σz] (2.30)

σ =

[(
0 1

1 0

)
,

(
0 −i
i 0

)
,

(
1 0

0 −1

)]
. (2.31)

El elemento 1 de las matrices de Pauli denotan una matriz unitaria de 2 × 2 y el elemento 0

de las matrices representa una matriz de ceros de 2× 2.
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De acuerdo con estos resultados para las γ, es posible resolver la relación relativista de

energı́a-momento:

(pµpµ −m2c2) = (γκpκ +mc)(γλpλ −mc) = 0 . (2.32)

Para obtener la ecuación de Dirac, se utiliza la opción convencional de eliminar el término

(γλpλ +mc). Por lo tanto:

γλpλ −mc = 0 .

Realizando el cambio de indices λ −→ µ

γµpµ −mc = 0 . (2.33)

Finalmente, si se sustituye pµ −→ i~∂µ y el operador resultante actúe sobre la función de

onda ψ, se obtiene:

i~γµ∂µψ −mcψ = 0 ,Ecuación de Dirac (2.34)

donde ψ es una matriz columna de cuatro elementos, denominado espinor de Dirac2:

ψ =


ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

 . (2.35)

Según Bernd Thaller [32] reconoce a dicha ecuación de Dirac (2.34) como un paso más hacia

la descripción de la realidad de una teorı́a de Schrödinguer de una partı́cula. Al ser utilizada

como una descripción de electrones, la ecuación de Dirac es compatible con la teorı́a de

la relatividad y además describe el espı́n del electrón y su momento magnético de forma

completamente natural.

2Aunque se presenta matemáticamente como un una matriz de cuatro elementos, no es un cuadrimomento,
y su transformación a sistemas inerciales se desarrollan en la sección 2.1.4.
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2.1.3. Solución de la ecuación de Dirac

Para encontrar una solución a la ecuación de Dirac, se realizó una restricción sobre la función

de onda ψ, la cual impone que ψ sea independiente de la posición, es decir, que las derivadas

espaciales sean iguales a cero.

∂ψ

∂x
=
∂ψ

∂y
=
∂ψ

∂z
= 0 . (2.36)

Lo que es equivalente a decir que:

i~
∂

∂xi
ψ = piψ = 0 =⇒ p = 0 , (2.37)

de esta manera, la partı́cula está en reposo y la ecuación de Dirac (2.34), resulta:

i~γ0∂0ψ −mcψ = 0 . (2.38)

Recordando de (2.10), la parte temporal es ∂0 = 1
c
∂
∂t

, por lo que (2.38) se reduce a:

i~γ0 1

c

∂ψ

∂t
−mcψ = 0 .

Pasando a sumar el término mcψ y a dividir i~ se obtiene:

γ0∂ψ

∂t
= −imc

2

~
ψ , (2.39)

donde

ψ =


ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

 =

(
ψA

ψB

)
con: ψA =

(
ψ1

ψ2

)
, ψB =

(
ψ3

ψ4

)
. (2.40)

De tal forma que la ecuación (2.39), se puede escribir:(
1 0

0 −1

)(
∂ψA
∂t

∂ψB
∂t

)
= −imc

2

~

(
ψA

ψB

)
. (2.41)
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Por lo tanto, se obtienen el siguiente sistema de ecuaciones:

∂ψA
∂t

= −i
(
mc2

~

)
ψA,

∂ψB
∂t

= −i
(
mc2

~

)
ψB , (2.42)

las cuales son ecuaciones diferenciales de primer orden y respectivamente presentan como

soluciones particulares:

ψA(t) = e−i(mc
2/~)tψA(0), ψB(t) = e+i(mc2/~)tψB(0) . (2.43)

Al hacer una analogı́a con la expresión obtenida en (2.4), se nota que los valores de energı́a

para ψA(t) son los esperados para una partı́cula en reposo, es decir con p = 0, el valor de

la energı́a es E = mc2. No obstante, para los valores de energı́a de ψB(t) se identifica un

estado con energı́a negativa (E = −mc2), que Dirac intento resolver en primer lugar usando

el principio de Pauli para argumentar que “todos los estados de energı́a negativa están ocu-

pados excepto quizás algunos de pequeña velocidad”. En segundo lugar, afirmó que estos

estados no serı́an observables por sı́ mismos. Aunque habrı́a un “número infinito por unidad

de volumen en todo el espacio ... si su distribución es exactamente uniforme, deberı́amos es-

perar que sean completamente inobservables. Sólo la pequeña desviación de la uniformidad

exacta, provocada por algunos estados de energı́a negativa estando desocupados, esperamos

observar”. Solo las desviaciones de la densidad de carga volumétrica uniformemente infinita

del vacı́o son observables y se utilizan en la ecuación de Maxwell, ∇ · E = −4πρ. Y en

tercer lugar Dirac reconoció que los estados negativos desocupados, o huecos, se moverı́an

como partı́culas cargadas positivamente con energı́as cinéticas positivas y argumentó: “Por

lo tanto, nos llevan a la suposición de que los huecos ... son los protones”.

En las expresiones (2.43), ψA, representa la ecuación de onda para una partı́cula, y ψB se la

interpreta como una ecuación de onda para su antipartı́cula. Por ejemplo ψA describe a los

electrones, mientras que ψB para los positrones. Ası́, obtenemos espinores de dos componen-

tes, concordado para un sistema de spin 1
2
. A partir de las ecuaciones de onda expresadas en

(2.43), se encuentran cuatro soluciones, que por el momento no tienen el cuenta los factores

de normalización:

Para ψA, se obtiene ψ(1) y ψ(2) que describen un electrón con spin hacia arriba y spin hacia
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abajo respectivamente:

ψ(1) = e−i(mc
2/~)t


1

0

0

0

 , ψ(2) = e−i(mc
2/~)t


0

1

0

0

 . (2.44)

Ası́ mismo, para ψB, se obtienen ψ(3) y ψ(4) que describen un positrón con spin hacia abajo

y spin hacia arriba respectivamente:

ψ(3) = e+i(mc2/~)t


0

0

1

0

 , ψ(4) = e+i(mc2/~)t


0

0

0

1

 . (2.45)

De esta manera, las ecuaciones (2.44) y (2.45) representan la solución a la ecuación de Dirac

para una partı́cula en reposo.

Ahora, se trabajará una solución de la ecuación de Dirac para una partı́cula en movimien-

to, es decir se obtendrán soluciones para ondas planas, de tal forma que ψ será expresada

matemáticamente como:

ψ(x) = ae−ik·xu(k) , (2.46)

donde a representa un coeficiente de normalización, el cual, por el momento, es independien-

te para tal propósito y k ·x representa el producto Minkowskiano: k ·x = kµx
µ = k0ct−k ·r.

Por lo tanto, para que la solución dada en (2.46) satisfaga la ecuación de Dirac (2.34), se pro-

cede a calcular la derivada ∂µψ, donde, para la componente espacial se obtiene:

∂0ψ(x) = ∂0(ae−ik
0ct−k·ru(k)) =

1

c

∂

∂t
(e−ik

0ct−k·r)

=
1

c
(−ik0c)e−ik

0ct−k·r

= −ik0e−ik·x . (2.47)

Para las componentes espaciales, por ejemplo para x se obtiene:

∂1ψ(x) = ∂1(ae−ik
0ct−k·ru(k)) = ∂1e

−ik·x = ik1e−ik·x . (2.48)
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Análogamente para las componentes en y y z, se obtienen:

∂2ψ(x) = ik2e−ik·x . (2.49)

∂3ψ(x) = ik3e−ik·x . (2.50)

Los resultados encontrados en las ecuaciones (2.47),(2.48),(2.49) y (2.50), se pueden gene-

ralizar de modo que:

∂µψ = −ikµψ . (2.51)

Ya que: k0 = k0 y ki = −ki, con i = 1, 2, 3.

Consecuente a esto, se reemplaza (2.51) en (2.34) obteniendo ası́:

i~γµ(−ikµψ(x))−mcψ(x) = 0 .

Desarrollando el paréntesis:

~γµkµψ(x)−mcψ(x) = 0 .

Factorizando ψ(x), la igualdad se reduce a:

(~γµkµ −mc)ψ(x) = 0 , (2.52)

donde:

γµkµ = γ0k0 − γ · k =

(
1 0

0 −1

)
k0 −

(
0 σ

−σ 0

)
· k

=

(
k0 0

0 −k0

)
−

(
0 k · σ

−k · σ 0

)
=

(
k0 −k · σ

k · σ −k0

)
. (2.53)

Por lo tanto, la ecuación (2.52) resulta en:[(
~k0 −~k · σ

~k · σ −~k0

)
−

(
mc 0

0 mc

)](
uA

uB

)
= 0 .
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Operando la resta de las matrices se llega a la expresión:(
~k0 −mc −~k · σ
~k · σ −~k0 −mc

)(
uA

uB

)
= 0 .

Ası́, operando el producto de matrices se tiene que:(
(~k0 −mc)uA − ~(k · σ)uB

~(k · σ)uA − (~k0 +mc)uB

)
= 0 . (2.54)

De la expresión (2.54) se encuentra el siguiente sistema de ecuaciones:

(~k0 −mc)uA = ~k · σuB =⇒ uA =
~k · σ

~k0 −mc
uB . (2.55)

~k · σuA = (~k0 +mc)uB =⇒ uB =
~k · σ

~k0 +mc
uA . (2.56)

Reemplazando (2.56) en (2.55), se obtiene:

uA =

(
~k · σ

~k0 −mc

)(
~k · σ

~k0 +mc
uA

)
.

Operando el producto entre los dos términos, se reduce a:

uA =
~2(k · σ)2

(~k0)2 − (mc)2
uA .

Factorizando ~2 en el denominador, se cancela con su respectivo ~2 en el numerador, ası́ se

tiene que:

uA =
(k · σ)2

(k0)2 − (mc~ )2
uA , (2.57)

donde:

k · σ = kx

(
0 1

1 0

)
+ ky

(
0 −i
i 0

)
+ kz

(
1 0

0 −1

)
=

(
kz kx − iky

kx + iky −kz

)
, (2.58)

por lo tanto, su cuadrado será:

(k · σ)2 =

(
kz kx − iky

kx + iky −kz

)(
kz kx − iky

kx + iky −kz

)
.
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Realizando el producto entre las dos matrices:

(k · σ)2 =

(
k2
z + (kx − iky)(kx + iky) kz(kx − iky) + (kx − iky)(−kz)

(kx + iky)kz + (−kz)(kx + iky) (kx + iky)(kx − iky) + (−kz)(−kz)

)
.

De esta manera se efectúan las respectivas operaciones en cada término de la matriz resul-

tante, de lo cual se obtiene:

(k · σ)2 =

(
k2
x + k2

y + k2
z 0

0 k2
x + k2

y + k2
z

)
.

De este modo

(k · σ)2 = |k2|

(
1 0

0 1

)
. (2.59)

De acuerdo a lo obtenido en (2.59), la relación (2.57) da como resultado:

uA =
|k|2

(k0)2 −
(
mc
~

)2uA , (2.60)

de esta manera:

|k|2

(k0)2 −
(
mc
~

)2 = 1 =⇒ |k|2 = (k0)2 −
(mc

~

)2

=⇒ (k0)2 − |k|2 −
(mc

~

)2

= 0 =⇒ kµkµ −
(mc

~

)2

= 0

=⇒ kµkµ =
(mc

~

)2

. (2.61)

De tal forma que para que (2.46) satisfaga la ecuación de Dirac (2.34), kµ tiene que ser el

cuadrimomento con momento al cuadrado igual a
(
mc
~

)2, entonces:

kµ = ±p
µ

~
. (2.62)

Si se elige uA =

(
1

0

)
, entonces:

uB =
p · σ

p0 +mc

(
1

0

)
=

1

p0 +mc

(
pz px − ipy

px + ipy −pz

)(
1

0

)
.
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Aplicando el producto de las matrices, se encuentra la expresión:

uB =
1

p0 +mc

(
pz

px + ipy

)
=

1
E
c

+mc

(
pz

px + ipy

)
.

Factorizando el factor c, se obtiene:

uB =
c

E +mc2

(
pz

px + ipy

)
. (2.63)

Análogamente para uA =

(
0

1

)
, uB =

(
1

0

)
, uB =

(
0

1

)
, se obtiene respectivamente:

uB =
c

E +mc2

(
px − ipy
−pz

)
(2.64)

uA =
c

E +mc2

(
pz

px + ipy

)
(2.65)

uA =
c

E +mc2

(
px − ipy
−pz

)
. (2.66)

Como un resultado, las expresiones (2.63) y (2.64) son soluciones de la ecuación de Dirac,

que contienen los respectivos estados para partı́culas, mientras que las expresiones (2.65) y

(2.66) representan las soluciones de la ecuación de Dirac con estados para antipartı́culas.

Para dichos espinores, se utilizará convenientemente la normalización Helzen y Martin3:

u†u =
2E

c
. (2.67)

donde,

u =


α

β

γ

δ

 =⇒ u† =
(
α∗β∗γ∗δ∗

)
. (2.68)

3De acuerdo a la literatura [33], existen al menos tres convenciones diferentes, que, además de la reportada
de Helzen y Martin, se tiene la de Bjorken y Drell dada por: u†u = E

mc2 , o el de Bogoliubov y Shirkov dada
por: u†u = 1.
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En consecuencia:

u†u = |α|2 + |β|2 + |γ|2 + |δ|2 . (2.69)

Es ası́ que las soluciones se convierten en:

u(1) = N


1

0

c
E+mc2

pz
c

E+mc2
(px + ipy)

 , u(2) = N


0

1

c
E+mc2

(px − ipy)
c

E+mc2
(−pz)

 . (2.70)

v(1) = N


c

E+mc2
(px − ipy)

c
E+mc2

(−pz)
0

1

 , v(2) = −N


c

E+mc2
pz

c
E+mc2

(px + ipy)

1

0

 . (2.71)

Al calcular:

u(1)†u(1) = N∗
(

1 0 cpz
(E+mc2)

c(px−ipy)

E+mc2

)
N


1

0
cpz

(E+mc2)

c(px+ipy)

E+mc2

 .

Se opera la matriz columna y la matriz fila obteniendo de esta manera:

u(1)†u(1) = |N |2
{

1 + 0 +
c2p2

z

(E +mc2)2
+
c2(px − ipy)(px + ipy)

(E +mc2)2

}
.

Factorizando el factor (E +mc2)2, resulta que:

u(1)†u(1) =
|N |2

(E +mc2)2

{
(E +mc2)2 + c2p2

z + c2(p2
x + p2

y)
}

.

Ahora, se factoriza c2 dentro de los corchetes, de lo cual se obtiene:

u(1)†u(1) =
|N |2

(E +mc2)2

{
(E +mc2)2 + c2(p2

x + p2
y + p2

z)
}

.
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De esta manera, se obtiene que p2
x + p2

y + p2
z = p, por lo tanto:

u(1)†u(1) =
|N |2

(E +mc2)2

{
(E +mc2)2 + c2p

}
. (2.72)

Dado que cp = E2 −m2c4 = (E −mc2)(E +mc2), la ecuación (2.72) da que:

u(1)†u(1) =
|N |2

(E +mc2)2

{
(E +mc2)2 + (E −mc2)(E +mc2)

}
.

Factorizando un termino (E +mc2), se obtiene:

u(1)†u(1) =
|N |2

(E +mc2)

{
(E +mc2) + (E −mc2)

}
.

Desarrollando las operaciones dentro de los corchetes, se produce la siguiente expresión:

u(1)†u(1) =
2E|N |2

(E +mc2)
. (2.73)

Reemplazando la expresión (2.67) en (2.73) implica que:

2E

c
=

|N |2

(E +mc2)
(2E) .

Despejando |N |2

|N |2 =
2E(E +mc2)

2Ec
.

Cancelando el término 2E y aplicando raı́z cuadrada a ambos lados, implica que

|N | =
√

(E +mc2)

c
. (2.74)

Se obtiene un resultado análogo para u(2)†u(2). Ahora, para las expresiones (2.71), el proce-

dimiento es similar:

v(2)†v(2) = N∗
(

cpz
(E+mc2)

c(px−ipy)

E+mc2
1 0

)
N


cpz

(E+mc2)

c(px+ipy)

E+mc2

1

0
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= |N |2
{

c2p2
z

(E +mc2)2
+
c2(px − ipy)(px + ipy)

(E +mc2)2
+ 1 + 0

}
.

Factorizando (E +mc2)2 y c2 resulta que:

v(2)†v(2) =
|N |2

(E +mc2)2

{
c2(p2

x + p2
y + p2

z) + (E +mc2)2)
}

.

=
|N |2

(E +mc2)2

{
c2p+ (E +mc2)2

}
. (2.75)

Obteniendo ası́ la misma expresión de (2.72), por lo que la constante de normalización es

la representada en la ecuación (2.74). Las soluciones u(1) y u(2) representan las soluciones

de la ecuación de Dirac para las partı́culas ψ = ae−ip·x/~u, describiendo de esta manera

a un electrón con espin hacia arriba y abajo respectivamente, la nueva notación v(1) y v(2)

para las soluciones de la ecuación de Dirac para las antipartı́culas ψ = ae−ip·x/~v, las cuales

representan a un positrón con espin hacia arriba y abajo respectivamente. Ası́, los estados de

las partı́culas y antipartı́culas que satisfacen las ecuación de Dirac en el espacio momento

(2.52), quedan de la forma:

(γµpµ −mc)u = 0 . Para partı́culas (2.76)

(γµpµ +mc)v = 0 . Para antipartı́culas (2.77)

2.1.4. Covariantes bilineales

La transformación que realiza el espinor de Dirac (2.35) cuando se pasa a un sistema inercial

con una velocidad v en la dirección x a otro sistema, es dada por la siguiente expresión:

ψ −→ ψ′ = Sψ , (2.78)

donde S es una matriz de 4× 4, denominada matriz S representada por la ecuación (2.79):

S = a+ + a−γ
0γ1 =

(
a+ a−σ1

a−σ1 a+

)
=


a+ 0 0 a−

0 a+ a− 0

0 a− a+ 0

a− 0 0 a+

 , (2.79)
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donde,

a± = ±
√

1

2
(γ ± 1) , (2.80)

y el factor gamma γ, o factor de Lorentz es:

γ =
1√

1− β2
,

(
β =

v

c

)
. (2.81)

Para comprobar la regla de transformación dada en (2.78), se lleva la ecuación de Dirac

(2.34) a la expresión (2.78), por lo cual se obtiene:

i~γµ∂′µψ′ −mcψ′ = 0 . (2.82)

Dado que:

∂′µ =
∂

∂x′µ
=
∂xν

∂xµ
∂

∂xν
=
∂xν

∂x′µ
∂ν , (2.83)

se reemplaza la (2.83) en (2.82) se obtiene:

i~γµ
∂xν

∂x′µ
∂ν(Sψ)−mc(Sψ) = 0 . (2.84)

Multiplicando por S−1 a ambos lados de (2.84) se consigue la expresión:

i~(S−1γµS)
∂xν

∂′xµ
∂νψ −mc (S−1S)︸ ︷︷ ︸

1

ψ = 0 , (2.85)

donde:

(S−1γµS)
∂xν

∂x′µ
= γν . (2.86)

Por lo tanto, la ecuación (2.85) resulta:

i~γν∂νψ −mcψ = 0 . (2.87)

De acuerdo con (2.86) se requiere calcular γ0, γ1, γ2 y γ3. Para esto, son útiles las siguientes

transformaciones:

∂x0

∂x′0
= γ,

∂x0

∂x′1
= γβ,

∂x1

∂x′0
= γβ,

∂x1

∂x′1
= γ,

∂x2

∂x′2
= 1,

∂x3

∂x′3
= 1 .

(2.88)
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Entonces, para γ0, se calcula:

γ0 = (S−1γ0S)
∂x0

∂x′0
+ (S−1γ1S)

∂x0

∂x′1
= (S−1γ0S)γ + (S−1γ1S)γβ . (2.89)

Por lo tanto, el producto de la matriz S con γ0 se obtiene que:

Sγ0 = (SS−1γ0S)γ + (SS−1γ1S)γβ = (γ0S)γ + (γ1S)γβ . (2.90)

Ahora, para γ1 se calcula que:

γ1 = (S−1γ0S)
∂x1

∂x′0
+ (S−1γ1S)

∂x1

∂x′1
= (S−1γ0S)γβ + (S−1γ1S)γ . (2.91)

Ası́, al multiplicar la matriz S con γ1 se obtiene:

Sγ1 = (SS−1γ0S)γβ + (SS−1γ1S)γ = (γ0S)γβ + (γ1S)γ . (2.92)

Resultados análogos se obtienen para Sγ2 y Sγ3:

Sγ2 = S(S−1γ2)S
∂x2

∂x′2
= S(S−1γ2S) = SS−1︸ ︷︷ ︸

1

γ2S = γ2S . (2.93)

Sγ3 = S(S−1γ3)S
∂x3

∂x′3
= S(S−1γ3S) = SS−1︸ ︷︷ ︸

1

γ3S = γ3S . (2.94)

Ahora, se procede a verificar si las relaciones (2.90),(2.92), (2.93) y (2.94) satisfacen la

ecuación (2.79).

De esta manera, para la ecuación (2.90), se reemplaza la expresión (2.79), de lo cual se

obtiene:

Sγ0 = (γ0(a+ + a−γ
0γ1))γ + (γ1(a+ + a−γ

0γ1))γβ .

Desarrollando los paréntesis conduce a:

Sγ0 = a+γ
0γ + a−γ

1γ + a+γ
1γβ + a−γ

0γβ .

Factorizando términos:

Sγ0 = γ(a+ + βa−)γ0 + γ(a− + βa+)γ1 . (2.95)
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Ahora, trabajando el lado izquierdo de la ecuación (2.95), se reemplaza el valor de S expre-

sado en la ecuación (2.79), por lo que resulta:

Sγ0 = (a+ + a−γ
0γ1)γ0 = a+γ

0 + a−γ
0γ1γ0 . (2.96)

De las relaciones encontradas (2.89) y (2.91) se encuentra que γ1 y γ0 anticonmutan, es decir,

γ1γ0 = −γ0γ1, por lo tanto la ecuación (2.96) implica que:

Sγ0 = a+γ
0 − a− γ0γ0︸︷︷︸

1

γ1 = a+γ
0 − a−γ1 . (2.97)

Igualando las ecuaciones (2.95) y (2.97),

a+γ
0 − a−γ1 = γ(a+ + βa−)γ0 + γ(a− + βa+)γ1 . (2.98)

Al analizar el término γ(a+ + βa−) en (2.98), se encuentra que:

a± = ±
√

1

2
(γ ± 1) . (2.99)

Considerando el factor gamma γ definido en (2.81), se despeja la velocidad relativa a la

velocidad de la luz β, lo cual conduce que:

γ =
1√

1− β2
=⇒ β2 =

γ2 − 1

γ2
=⇒ β =

√
(γ − 1)(γ + 1)

γ
. (2.100)

Por lo que el término para analizar, es el siguiente:

γ(a+ + βa−) = γ

[√
1

2
(γ + 1) +

√
(γ − 1)(γ + 1)

γ

(
−
√

1

2
(γ − 1)

)]
.

Operando el factor γ en cada termino y desarrollando el paréntesis, se tiene que:

γ(a+ + βa−) = γ

√
1

2
(γ + 1)−

√
1

2
(γ − 1)(γ + 1)(γ − 1) .

Separando el término
√

(γ − 1)2, resulta:

γ(a+ + βa−) = γ

√
1

2
(γ + 1)−

√
(γ − 1)2

√
1

2
(γ + 1) .
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Considerando que
√

(γ − 1)2 = (γ − 1) y factorizando
√

1
2
(γ + 1), implica que:

γ(a+ + βa−) =

√
1

2
(γ + 1)[γ − (γ − 1)] .

Desarrollando los términos en corchetes se obtiene:

γ(a+ + βa−) =

√
1

2
(γ + 1) .

Por lo tanto, se obtiene

γ(a+ + βa−) = a+ . (2.101)

Análogamente se calcula el término γ(a−+βa+) de (2.98) reemplazando las expresiones a±
y β encontradas en (2.99) y (2.100) respectivamente, en este sentido se expresa:

γ(a− + βa+) = γ

[
−
√

1

2
(γ − 1) +

√
(γ − 1)(γ + 1)

γ

(√
1

2
(γ + 1)

)]
.

Realizando la multiplicación del segundo término y repartiendo el factor γ en cada término,

se llega a la siguiente expresión:

γ(a− + βa+) = −γ
√

1

2
(γ − 1) +

√
(γ + 1)2

√
1

2
(γ − 1) .

Factorizando el término en común
√

1
2
(γ − 1), la expresión se reduce a:

γ(a− + βa+) =

√
1

2
(γ − 1) [(γ + 1)− γ] .

Y operando los términos entre corchetes, lo que conduce a:

γ(a− + βa+) =

√
1

2
(γ − 1) .

Ası́ entonces se demuestra que:

γ(a− + βa+) = a− . (2.102)
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En efecto, al reemplazar las expresiones (2.101) y (2.102) en (2.98), se satisface dicha igual-

dad.

Ası́ mismo se realiza un procedimiento análogo en (2.92) y se tiene que:

Sγ1 = (γ0S)γβ + (γ1S)γ .

Al reemplazar S dada por expresión (2.79) conduce a:

Sγ1 = (γ0(a+ + a−γ
0γ1))γβ + (γ1(a+ + a−γ

0γ1))γ .

Repartiendo γ0 y γ1 en cada uno de los términos entre paréntesis se logra obtener:

Sγ1 = (a+γ
0 + a−γ

0γ0γ1)γβ + (a+γ
1 + a−γ

0γ1γ1)γ .

Considerando γ0γ0 = 1 y γ1γ1 = 1, entonces:

Sγ1 = (a+γ
0 + a−γ

1)γβ + (a+γ
1 + a−γ

0)γ . (2.103)

Por otra parte, al realizar el reemplazo de la expresión de S indicada en la ecuación (2.79) en

el lado izquierdo de (2.103) resulta:

Sγ1 = (a+ + a−γ
0γ1)γ1 = a+γ

1 + a−γ
0γ1γ1 = a+γ

1 + a−γ
0 . (2.104)

Por lo tanto las ecuaciones (2.103) y (2.104) deben ser iguales, entonces:

a+γ
1 + a−γ

0 = (a+γ
0 + a−γ

1)γβ + (a+γ
1 + a−γ

0)γ .

Al realizar el producto de los factores γβ y γ con los respectivos término de los paréntesis se

tiene:

a+γ
1 + a−γ

0 = a+γ
0γβ + a−γ

1γβ + a+γ
1γ + a−γ

0γ .

a+γ
1 + a−γ

0 = γ(a− + βa+)︸ ︷︷ ︸
a+

γ0 + γ(a+ + βa−)︸ ︷︷ ︸
a−

γ1 .
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De modo que

a+γ
1 + a−γ

0 = a+γ
0 + a−γ

1 . (2.105)

De esta manera se verificó que (2.90) y (2.92) sı́ satisfacen (2.79), al igual que (2.93) y (2.94),

las cuales satisfacen a (2.79) directamente.

Ahora bien, si se requiere construir una cantidad escalar a partir de un espinor ψ (2.35), se

realizarı́a inicialmente el siguiente cálculo:

ψ†ψ =
(
ψ∗1 ψ∗2 ψ∗3 ψ∗4

)

ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

 = |ψ1|2 + |ψ2|2 + |ψ3|2 + |ψ4|2 . (2.106)

Sin embargo, al aplicar la regla de transformación (2.78), se obtiene:

(ψ†ψ)′ = (ψ′)†(ψ′) = (Sψ)†(Sψ) = ψ†S†Sψ , (2.107)

por lo cual se procede a calcular el factor S†S, entonces, partiendo de la expresión (2.79), se

obtiene:

S†S =

(
a+ a−σ1

a−σ1 a+

)(
a+ a−σ1

a−σ1 a+

)
.

Desarrollando la multiplicación de las dos matrices se calcula:

S†S =

(
a2

+ + (a−σ1)2 (a+a−σ1) + (a+a−σ1)

(a−σ1)a+ + a+(a−σ1) (a−σ1) + a2
+

)
.

Realizando las operaciones de cada componente de la matriz resultante se obtiene:

S†S =

(
a2

+ + a2
−σ

2
1 2(a+a−σ1)

2(a+a−σ1) a2
+ + a2

−σ
2
1

)
. (2.108)

Teniendo en cuenta que las expresiones para cada término de la matriz (2.108) son:

σ2
1 = 1, a2

+ + a2
− =

1

2
(γ + 1) +

1

2
(γ − 1) = γ . (2.109)
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Y el término 2a+a− es:

2a+a− = 2

(
−
√

1

2
(γ − 1)

)(√
1

2
(γ + 1)

)
Multiplicando los factores de entre paréntesis resulta:

2a+a− = −2

(
−
√

1

4
(γ − 1)(γ + 1)

)
Se reparte la raı́z para el factor de

√
1
4
, lo que resulta 1

2
y se expresa el término

√
(γ − 1)(γ + 1)

como una diferencia de cuadrados de la forma
√
γ2 − 1, es por esto que:

2a+a− = −2
1

2

√
γ2 − 1 = −

√
γ2 − 1 .

Factorizando γ implica que:

2a+a− = −γ
√

1− 1

γ2
.

De acuerdo con (2.100), 1
γ2

= (1− β2), es por esto que:

2a+a− = −γ
√

1− (1− β2) .

Lo que conduce a:

2a+a− = −γβ . (2.110)

Reemplazando (2.110) en (2.108) resulta que:

S†S = γ

(
1 −βσ1

−βσ1 1

)
. (2.111)

Evidentemente S†S 6= 1, por consiguiente:

ψ†ψ 6= (ψ†ψ)′ , (2.112)

que no es invariante.

El espinor adjunto corresponde a la siguiente expresión, en donde se requieren signos nega-

tivos para la tercera y cuarta componente:

ψ̄ ≡ ψ†γ0 = (ψ∗1ψ
∗
2 − ψ∗3 − ψ∗4) . (2.113)
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La siguiente cantidad es un invariante relativista:

ψ̄ψ = ψ†γ0ψ = |ψ1|2 + |ψ2|2 − |ψ3|2 − |ψ4|2 . (2.114)

De acuerdo con la regla de transformación

ψ −→ ψ′ = γ0ψ . (2.115)

De lo cual se calcula:

(ψ̄ψ)′ = ψ̄′ψ′ = (γ0ψ)†γ0(γ0ψ) = ψ†γ0︸︷︷︸
ψ̄

γ0γ0ψ = ψ̄ (γ0)2︸ ︷︷ ︸
1

ψ = ψ̄ψ . (2.116)

En este sentido, ψ̄ψ es invariante bajo paridad, por lo cual es un escalar.

Puede ser posible construir un pseudo escalar de ψ:

ψ̄γ5ψ =⇒ ψ̄′γ5ψ′ , (2.117)

donde,

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

(
0 1

1 0

)
. (2.118)

El factor i presente en la expresión para γ5 es utilizado para compensar la unidad imaginaria

que aparece en γ2, la cual esta en términos de σ2 definida con componentes imaginarias.

Además γ5 presenta la propiedad de anticonmutar con todas las matrices γ y conmuta consi-

go misma, es decir:

{γµ, γ5} = 0 . (2.119)

Expresado de otro modo:

γµγ5 + γ5γµ = 0 . (2.120)

Esto se tiene de que:

{γµ, γν} = 0 (ν 6= µ) . (2.121)
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Ahora, bajo paridad, ψ′ = γ0ψ

ψ̄′γ5ψ′ = (γ0ψ̄)γ5(γ0ψ) ,

donde ψ̄ = ψ†γ0, de esta manera:

ψ̄′γ5ψ′ = ψ† γ0γ0︸︷︷︸
1

γ5γ0ψ ,

por tanto la igualdad se reduce a:

ψ̄′γ5ψ′ = ψ†γ5γ0ψ .

De (2.120), γ5γ0 = −γ0γ5, ası́ pues:

ψ̄′γ5ψ′ = −ψ†γ0γ5ψ ,

y teniendo en cuenta nuevamente que ψ̄ = ψ†γ0, entonces:

ψ̄′γ5ψ′ = −ψ̄γ5ψ . (2.122)

Dado que ha cambiado un signo bajo paridad, entonces se obtiene un pseudoescalar. Se

concluye de esta manera que ¯ψγ5ψ y ψ̄ψ transforman de la misma manera bajo una transfor-

mación de Lorentz, pero bajo la reflexión espacial, paridad, transforman de manera opuesta,

es decir, mientras que ψ̄ψ transforma como un escalar, ψ̄γ5ψ se transforma como un pseu-

doescalar.

Existen varias combinaciones lineales para construir cantidades con distintas reglas de trans-

formación, éstas se muestran en la Tabla (2.1).

Donde,

σµν ≡ i

2
(γµγν − γνγµ) =

i

2
[γµ, γν ] (2.123)

El conjunto de matrices {1, γ5.γµ, γµγ5 y σµν} constituyen una base completa para el espa-

cio de todas las matrices de 4× 4, es decir, que una matriz con estas dimensiones puede ser

escrita como una combinación lineal de las 16 componentes indicadas en la Tabla (2.1).
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Tabla 2.1: Cantidades que representan distintas combinaciones lineales y sus respectivas
componentes.

ψ̄ψ Escalar 1 componente

ψ̄γ5ψ Pseudoescalar 1 componente

ψ̄γµψ Vector 4 componentes

ψ̄γµγ5ψ Pseudovector 4 componentes

ψ̄σµνψ Tensor antisimétrico 6 componentes
Fuente: Adaptada de [33].

2.2. El Fotón

En electrodinámica clásica, las ecuaciones de Maxwell, describen el comportamiento de los

campos eléctricos E y magnéticos B producidos por una densidad de carga ρ y una densidad

de corriente J . En unidades cgs estas ecuaciones se representan como:

∇ · E = 4πρ . (2.124)

∇× E +
1

c

∂B

∂t
= 0 . (2.125)

∇ ·B = 0 . (2.126)

∇×B− 1

c

∂E

∂t
=

4π

c
J . (2.127)

El tensor de intensidad de campo electromagnético F µν se define como:

F µν =


F 00 F 01 F 02 F 03

F 10 F 11 F 12 F 13

F 20 F 21 F 22 F 23

F 30 F 31 F 32 F 33

 =


0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0

 (2.128)
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Las ecuaciones de Maxwell no homogéneas expresadas en (2.124) y (2.127), pueden ser

escritas de manera tensorial de la forma:

∂µF
µν =

4π

c
Jν , (2.129)

donde, el cuadrivector de densidad de corriente J es expresado matemáticamente como:

Jν = (ρc, ρvx, ρvy, ρvz) = (cρ,J) . (2.130)

Con el propósito de verificar la ecuación (2.129), se tomarán los casos para ν = 0, 1, 2, 3

y se observarán si los resultados expresados coinciden con las ecuaciones de Maxwell no

homogéneas, entonces:

Para el caso de ν = 0 en (2.129), se obtiene:

∂µF
µ0 =

∂

∂x0
F 00 +

∂

∂x1
F 10 +

∂

∂x2
F 20 +

∂

∂x3
F 30 ,

donde F 00, F 10, F 20 y F 30 en (2.128) son 0, Ex, Ey y Ez respectivamente, ası́ la expresión

queda:

∂µF
µ0 =

∂Ex
∂x

+
∂Ey
∂y

+
∂Ez
∂z

.

Lo cual puede ser expresado como el producto vectorial del operador diferencial∇ (nabla) y

el campo eléctrico E, de modo que:

∂µF
µ0 = ∇ · E . (2.131)

Donde, ∇ =
(
∂
∂x

+ ∂
∂y

+ ∂
∂z

)
y E = Ex + Ey + Ez. Por lo tanto, reemplazando (2.131) en

(2.129) conduce a:

∇ · E =
4π

c
J0 .

De (2.130), la componente temporal de J0 = cρ, ası́:

∇ · E =
4π

c
cρ .
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Por consiguiente se tiene que:

∇ · E = 4πρ . (2.132)

Ahora, para el caso de ν = 1, se obtiene:

∂µF
µ1 =

∂

∂x0
F 01 +

∂

∂x1
F 11 +

∂

∂x2
F 21 +

∂

∂x3
F 31 .

De (2.130) se tiene que F 01, F 11, F 21 y F 31 son −Ex, 0, Bz y −By respectivamente, por

ende

∂µF
µ1 =

∂(−Ex)
∂(ct)

+
∂(0)

∂x
+
∂(Bz)

∂y
+
∂(−By)

∂z
.

En este sentido,

∂µF
µ1 = −1

c

∂Ex
∂t

+
∂Bz

∂y
− ∂By

∂z
. (2.133)

Por otra parte, al calcular:

∇×B =

∣∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣∣∣
= î

(
∂Bz

∂y
− ∂By

∂z

)
− ĵ

(
∂Bz

∂x
− ∂Bx

∂z

)
+ k̂

(
∂By

∂x
− ∂Bx

∂y

)
. (2.134)

De (2.134) se determina que la componente x de∇×B es:

(∇×B)x =
∂Bz

∂y
− ∂By

∂z
. (2.135)

Por lo tanto al reemplazar (2.135) en (2.133) se obtiene:

∂µF
µ1 = −1

c

∂Ex
∂t

+
∂Bz

∂y
− ∂By

∂z
=

(
−1

c

∂Ex
∂t

+ (∇×B)x

)
=

[
−1

c

∂E

∂t
+ (∇×B)

]
x

. (2.136)

Ahora, reemplazando (2.136) en (2.129)[
−1

c

∂E

∂t
+ (∇×B)

]
x

=
4π

c
J1 =

4π

c
Jx . (2.137)
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Como resultado, para la componente x se obtiene la cuarta ecuación de Maxwell expresada

inicialmente en (2.127)

∇×B− 1

c

∂E

∂t
=

4π

c
J . (2.138)

Ahora, se calcula ∂µF µν con ν = 2.

∂µF
µ2 =

∂F 02

∂x0
+
∂F 12

∂x1
+
∂F 32

∂x3
.

De acuerdo a (2.128) F 02 = −Ey, F 12 = −BZ , F 22 = 0 y F 32 = Bx, de lo cual se obtiene:

∂µF
µ2 =

∂(−Ey)
∂(ct)

+
∂(−Bz)

∂(x)
+
∂(0)

∂(y)
+
∂(Bx)

∂(z)
.

Obteniendo de esta manera:

F µ2 = −1

c

∂Ey
∂t

+

(
−∂Bz

∂x
+
∂Bx

∂z

)
. (2.139)

De acuerdo a (2.134) la componente y de∇×B es:

(∇×B)y = −
(
∂Bz

∂x
− ∂Bx

∂z

)
. (2.140)

En consecuencia, si reemplazamos (2.140) en (2.139):

∂µF
µ2 = −1

c

∂Ey
∂t
−
(
∂Bz

∂x
− ∂Bx

∂z

)
= −1

c

∂Ey
∂t

+ (∇×B)y . (2.141)

Lo que conduce a que la expresión (2.129) para ν = 2 resulte:

−1

c

∂Ey
∂t

+ (∇×B)y =
4π

c
Jy . (2.142)

Para la componente y se tiene:

∇×B− 1

c

∂E

∂t
=

4π

c
J . (2.143)

Lo cual representa la cuarta ecuación de Maxwell (2.127).

Finalmente para la componente z, ν = 3

∂µF
µν = ∂µF

µ3 =
∂F 03

∂(ct)
+
∂F 13

∂(x1)
+
∂F 123

∂(x2)
+
∂F 33

∂(x3)
.
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De (2.128) F 03, F 03, F 03 F 03 son −Ex, By, −Bx y 0 respectivamente, por lo que:

∂µF
µν = −1

c

∂Ez
∂t

+
∂By

∂x
− ∂Bx

∂y
. (2.144)

La componente z de (2.130) es:

(∇×B)z =
∂By

∂x
− ∂Bx

∂y
, (2.145)

entonces, al reemplazar (2.145) en (2.144) resulta:

∂µF
µ3 = −1

c

∂Ez
∂t

+ (∇×B)z , (2.146)

por lo que la expresión (2.129) para ν = 3 resulta:

−1

c

∂Ez
∂t

+ (∇×B)z =
4π

c
Jz . (2.147)

Lo que conduce a:

∇×B− 1

c

∂E

∂t
=

4π

c
J . (2.148)

Por lo tanto, se comprueba que la relación (2.129) expresa las ecuaciones de Maxwell no

homogéneas.

Por otra parte, trabajando con la densidad de corriente Jν , se despeja de la expresión (2.129):

Jν =
c

4π
∂µF

µ . (2.149)

Aplicando ∂ν en (2.149):

∂νJ
ν = ∂ν (∂µF

µ) =
c

4π
∂ν∂µF

µν =
c

4π

∂ν∂µ2
F µν +

∂ν∂µ
2

F µν︸ ︷︷ ︸
µ←→ν


=

c

4π
∂ν∂µ[F µν + F νµ] . (2.150)

Dado que F µν presenta la caracterı́stica de ser un tensor antisimétrico, esto quiere decir que

F νµ = −F µν , entonces:

∂µJ
µ =

c

4π
∂ν∂µ[F µν − F µν ] ,
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de modo que

∂µJ
µ = 0 , (2.151)

es decir, que Jµ no presenta divergencia. Ahora, expresando (2.151) en sus componentes

temporal y espacial resulta:

∂µJ
µ =

∂J0

∂x0
+
∂J i

∂xi
=
∂(cρ)

∂(ct)
+
∂J i

∂xi
= 0 . (2.152)

Lo cual conduce a:

∂ρ

∂t
+∇ · J = 0 , Ecuación de continuidad (2.153)

La segunda ecuación de Maxwell (2.126), implica que

B = ∇×A . (2.154)

Por lo tanto, reemplazando en (2.125), se obtiene:

∇× E +
1

c

∂(∇×A)

∂t
= 0

∇×
(
E +

1

c

∂A

∂t

)
= 0 , (2.155)

para lo cual se debe cumplir que:

E +
1

c

∂A

∂t
= −∇V , (2.156)

E = −∇V − 1

c

∂A

∂t
. (2.157)

Las relaciones (2.154) y (2.157) en notación relativista pueden ser escritas como:

F µν = ∂µAν − ∂νAµ , (2.158)

donde:

Aµ = (V,A) . (2.159)
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El potencial V en electrodinámica clásica es una construcción matemática útil, debido a

que, a partir de su formulación, éste se encarga de las ecuaciones homogéneas de Maxwell,

(2.154) y (2.157). Reemplazando (2.158) en (2.129):

∂µ(∂µAν − ∂νAµ) =
4π

c
Jν .

Aplicando ∂µ en cada término del paréntesis se obtiene:

∂µ(∂µAν − ∂νAµ) = ∂µ∂
µAν − ∂µ∂νAµ =

4π

c
Jν .

En consecuencia:

�Aν − ∂ν(∂µAµ) =
4π

c
Jν , (2.160)

donde se denota ∂µ∂µ = �. Las ecuaciones de Maxwell son invariantes bajo una transfoma-

ción gauge, es decir, al sumar un cuadrigradiente al cuadripotencial Aµ,

A′µ = Aµ + ∂µλ , (2.161)

(con λ una función de la posición y del tiempo). Por lo que la invariancia bajo la transforma-

ción de gauge de la ecuación (2.158), resulta:

F ′µν = ∂µA′ν − ∂νA′µ = ∂µ(Aν + ∂νλ)− ∂ν(Aµ + ∂µλ)

= ∂µAν + ∂µ∂νλ− ∂νAµ − ∂ν∂µλ = ∂µAν − ∂νAµ , (2.162)

lo cual conduce al resultado en (2.158). Se puede imponer una restricción adicional al poten-

cial, por ejemplo:

∂µA
µ = 0 , (2.163)

Esta condición es invariante de gauge, debido a que:

∂µA
′µ = ∂µ(Aµ + ∂µλ) = ���∂µA

µ0 + ∂µ∂
µλ

= ∂µ∂
µλ

6= 0 . (2.164)
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Sin embargo con la condición (2.163), llamada la condición de Lorentz, en la ecuación

(2.160) para el potencial4, resulta:

�Aν − ∂ν����(∂µA
µ)0 =

4π

c
Jν

�Aν =
4π

c
Jν . (2.165)

La condición de Lorentz (∂µA
µ = 0) en una ecuación de onda para el potencial vector,

resulta:

�Aν =

(
1

c

∂2

∂t2
−∇2

)
Aν = 0 , (2.166)

por lo que � ≡ ∂µ∂µ =
(

1
c
∂2

∂t2
−∇2

)
. Al igual que para la ecuación de Dirac anteriormente

trabajada, se requiere encontrar soluciones para una onda plana:

Aµ(x) = ae
−i
~ p·xεµ(p) , (2.167)

donde a es un factor de normalización y εµ representa el vector de polarización, el cual

caracteriza el spin del fotón. De forma genérica, reemplazando (2.167) en (2.166), se obtiene:

�Aν = ∂µ∂
µae

−i
~ p·xεν(p) .

Aplicando derivada contravariante ∂µ:

�Aν = ∂µ

(
a

(
−i
~
pµ
)
e
−i
~ p·xεν(p)

)
.

Ahora, aplicando la derivada covariante ∂µ, implica que:

�Aν = a

(
−ipµ
~

)(
−ipµ

~

)
e
−i
~ p·xεν(p) .

Operando los términos entre paréntesis:

�Aν =
−a
~2
pµp

µe
−i
~ p·xεν(p) , (2.168)

4Existen otras posibles elecciones de las condiciones de gauge, por ejemplo A0 = 0, ∇ ·A = 0
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La expresión (2.168) es igual a cero, sı́ y sólo sı́, pµpµ = 0, es decir:

pµp
µ =

(
E

c

)2

− |p|2 = 0 , (2.169)

por lo tanto:

E = ±c|p| , Relación de dispersión para el fotón. (2.170)

La condición de Lorentz ∂µAµ = 0, implica:

∂
(
ae
−i
~ p·xεµ(p)

)
=

(
−i
~
pµ

)
e
−i
~ p·xεµ(p) = ae

−i
~ p·x−i

~
pµε

µ = 0 , (2.171)

lo cual conduce a:

pµε
µ = 0 . (2.172)

El gauge de Coulomb implica ε0 = 0 y ε · p = 0, es decir, el vector ε de polarización es per-

pendicular a la dirección de propagación, entonces un fotón libre esta polarizado transversal-

mente, dado que las ondas electromagnéticas son transversales. Si p apunta en la dirección z,

es decir, p = (0, 0, pz) se obtienen dos vectores5 linealmente independientes a p, el espacio

de posibles ε vive en el plano perpendicular, que tiene como base:

ε(1) = (1, 0, 0) , (2.173)

ε(2) = (0, 1, 0) , (2.174)

son vectores unitarios con dirección x y y, satisfacen

ε(i) · p = 0 . (2.175)

La onda se mueve en la dirección z, ası́ finaliza con dos grados de libertad.

5Una partı́cula con masa, de espı́n S admite 2S+1 orientaciones diferentes de espı́n. Una partı́cula sin masa
solo tiene dos orientaciones de espı́n, independientemente de su espı́n, excepto para S = 0, la cual sólo tiene
una orientación.
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2.3. Reglas de Feynman para la electrodinámica cuántica

Las reglas de Feynman son un conjunto consistente de reglas que fueron creadas por el

fı́sico teórico estadounidense Richard Feynman (1918-1988). Su objetivo, es el cálculo del

elemento de matriz de dispersión reducida M . Según [34] la amplitud para la dispersión de

electrones es:

iM = ie2

(
ū(p′)Γµ(p′, p)u(p)

)
1

q2

(
ū(k′)γµu(k)

)
, (2.176)

donde Γµ(p′, p) aparece en el elemento de la matriz S para la dispersión de un electrón de un

campo electromagnético externo. Se puede usar argumentos generales para restringir la for-

ma de Γµ(p′, p). Al orden más bajo, Γµ = γµ. En general, Γµ es una expresión que involucra

p, p′, γµ, y constantes como la masa y carga m y e. Esta lista es exhaustiva, ya que no apare-

cen otros objetos en las reglas de feynman para evaluar los diagramas que contribuyen a Γµ.

De acuerdo a la invariancia de Lorentz se puede reducir la forma de Γµ, ya que transforma

como un vector, en el mismo sentido que lo hace γµ. Ası́ Γµ puede ser expresado como:

Γµ = γµ + δΓµ . (2.177)

El valor δΓµ será utilizado en el capı́tulo (3) para el cálculo de la corrección de vértice de

electrones a un loop.

Dichas reglas dependen de las cantidades como masas y espines de las partı́culas involucra-

das en el proceso de dispersión. Esta dispersión puede ser descrita por unos gráficos llamados

diagramas de Feynman que representan las trayectorias de las partı́culas en las fases inter-

medias de un proceso de colisión. Feynman introdujo por primera vez dichos diagramas en

1948, publicando su caracterización en el artı́culo de 1949 [35]. Los diagramas de Feynman

constan de tres partes: lı́neas externas que representan las funciones de onda de las partı́cu-

las entrantes y salientes, las lı́neas internas descritas por los propagadores y finalmente los

vértices que representan las interacciones entre las partı́culas [36].
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2.3.1. Reglas de Feynman

De acuerdo con Griffiths, 2008 [33], las reglas de Feynman para los procesos de electro-

dinámica cuántica, son:

1. Realizar la respectiva notación para las lı́neas externas e internas del diagrama de Feyn-

man. A cada lı́nea externa se le asocia un momento p1, p2, . . . , pn, y a cada lı́nea interna

se le asocia un momento q1, q2, . . .; para los dos casos se dibuja una flecha junto a la

lı́nea, la cual debe indicar la dirección positiva que será hacia adelante en el tiempo

para las lı́neas externas6 y en una dirección arbitraria para las lı́neas internas.

2. Las lı́neas externas contribuyen con un factor de la siguiente manera:

Tabla 2.2: Factores que contribuyen las lı́neas externas en los diagramas de Feynman.

Partı́culas Electrones Positrones Fotones

Entrando (u) (v̄) (εµ)

Saliendo (ū) (v) (ε∗µ)

Fuente: Adaptada de [33].

3. Un vértice de un diagrama de Feynman puede ser expresado por la Figura (2.1).

Figura 2.1: Representación del vértice en un diagrama de Feynman con dos lı́neas fermióni-
cas y una fotónica.

Fuente: Adaptada de [36].

6Para el caso de fermiones, se tendrá una flecha en la lı́nea que identifique si la partı́cula es el electrón o el
positrón.
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Cada vértice contribuye con un factor de la forma:

igeγ
µ , (2.178)

donde ge representa la constante de acoplamiento (adimensional), la cual está relacio-

nada con la carga del electrón: ge = e
√

4π/~c =
√

4πα, con α = 1/~c.

4. Cada lı́nea interna aporta con un factor de la forma:

i(γµqµ +mc)

q2 −m2c2
, Electrones y positrones (2.179)

−igµν
q2

, Fotones (2.180)

5. Por cada vertice, se escribe la conservación de energı́a y momento representado por

una función delta, dada por:

(2π)4δ4(k1 + k2 + k3) , (2.181)

donde las k1, k2 y k3 se identifican como los tres cuadrimomentos que entran o salen

del vértice, identificando ası́ el signo positivo para los cuadrimomentos que entran y el

signo negativo para los cuadrimomentos que salen del vértice.

6. Para cada momento interno q, se debe escribir un factor:

d4q

(2π)4
, (2.182)

y posteriormente integrar.

7. Cancelar la función delta expresada de la forma:

(2π)4δ4(p1 + p2 + · · · − pn) , (2.183)

la cual corresponde a la conservación total de energı́a y momento y finalmente multi-

plicar por i, con lo cual se obtendrá M .

8. Los diagramas de Feynman que presenten antisimetrización en el intercambio de dos

electrones o positrones ya sean salientes o entrantes, o de un electrón entrante con un

positrón saliente (o viceversa), se debe incluir un signo menos.
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Momento magnético anómalo del muón

3.1. El muón

El muón es una partı́cula elemental masiva e inestable que lleva su nombre de la letra griega

µ. Su descubrimiento se dio en el año 1936 por los fı́sicos estadounidenses Carl David An-

derson (1905-1991) y Seth Henry Neddermeyer (1907-1988), cuando realizaban el estudio

de la radiación cósmica mediante campos electromagnéticos [37]. El muón tiene dos tipos

de carga, la negativa µ− (muón) y positiva µ+ (antimuón), tiene espı́n de 1/2, por ende es

un fermión y presenta una masa inusual intermedia entre la masa del protón y la masa del

electrón (1/9 mp, 207 me), lo que equivale a 105.65MeV/c2. Esta masa intermedia hizo

que en un principio al muón se lo llamara mesotrón, del griego meso, que significa interme-

dio. Sin embargo, con el tiempo fueron apareciendo nuevas partı́culas intermedias, las cuales

fueron adoptando el nombre genérico de mesones. De esta manera se le asignó el nombre de

muón con el fin de diferenciar a dicha partı́cula. De acuerdo con su vida media de 2.2 µs,

el muón tiene la segunda vida más larga entre todas las partı́culas inestables fundamentales

(es decir, omitiendo las partı́culas estables, como el protón, el electrón y el neutrino) después

del neutrón, y tiene la segunda masa más pequeña entre todas las partı́culas fundamentales

después del electrón [38]. En la Tabla (3.1) se resumen algunas propiedades fundamentales

de los muones.

De acuerdo con la clasificación suministrada por el Modelo Estándar, el muón, pertenece a

la segunda generación de leptones (donde el electrón e pertenece a la primera y el tau τ a

la tercera) y satisface también, como los demás leptones, la simetrı́a CPT(Conjugación de

carga, inversión de paridad e inversión temporal) con su respectiva antipartı́cula [39].

43
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Tabla 3.1: Propiedades fundamentales del Muón

µ+ µ−

Carga +1 -1

Masa 206.768 277 (24)(me) 105.659 (1) (MeV/c2)

Espı́n 1/2 1/2

Momento magnético (µµ/µp ) 3.183 345 13 (39)

Relación Giromagnética 13.553 42

(µµ/2π I en kHz/G, I = 1/2)

Factor giromagnético (g/2) 1.001 165 920 3 (15) 1.001 165 936 (12)

(µµ = g(e~/2mµ)I , I = 1/2)

Tiempo de vida media en el vacı́o (10−6s) 2.196 95 (6) 2.194 8 (10)

2.197 078 (73) (in flight)

Modo de decaimiento e+ + ν̄µ + νe (100 %)

e+ + γ (<1.7×10−10)

e+ + e− + e+ (<1.9×10−9)

e+ + γ + γ (<1.125×10−8)

Fuente: Tomada de [38].

3.2. Cálculo a nivel de un loop: corrección de vértice de

electrones.

A continuación se presenta el cálculo del momento magnético anómalo del electrón a nivel

de un loop. Para esto se describirán las Reglas de Feynman para el diagrama de un loop de la

Figura (3.1), teniendo como referencia [34].

1. A cada lı́nea externa de la Figura (3.1) se asocia un momento p1, p2 y p3, y a cada lı́nea

interna se asigna momentos q1, q2 y q3.

2. De la segunda Regla de Feynman, las lı́neas externas contribuyen con u(p1) y u(p2).
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p3

p2

q2

p1

q1

q3

Figura 3.1: Diagrama de Feynman de un loop correspondiente a la evaluación de la función
de vértice del electrón.

Fuente: Tomada de [34].

3. El diagrama presenta tres vértices que contribuyen con los factores:

(−ieγµ), (−ieγν), (−ieγρ).

4. El diagrama presenta tres lı́neas fermiónicas internas que contribuyen con los propa-

gadores (
i(�q2 +m)

q2
2 −m2 + iε

)(
i(�q3 +m)

q3
2 −m2 + iε

)(
−igµν
q1

2 + iε

)
.

5. Las funciones delta para cada vértice son:

(2π)4δ4(p1 − q2 − q1), (2π)4δ4(q2 + p3 − q3) y (2π)4δ4(q1 + q3 − p2) .

6. Para cada momento se escriben los factores:
d4q1

(2π)4

d4q2

(2π)4

d4q3

(2π)4
,

y se integra.

Trabajando en unidades naturales c = 1, ası́ pues, se obtiene parcialmente:

(−ie)δΓµ(p′, p) =

∫∫∫
[u(2)(−ie)γµu(1)](−ieγν)(−ieγρ)

×
(

i(�q2 +m)

q2
2 −m2 + iε

)(
i(�q3 +m)

q3
2 −m2 + iε

)(
−igµν
q1

2 + iε

)
× (2π)4δ4(p1 − q2 − q1)(2π)4δ4(q2 + p3 − q3)(2π)4δ4(q1 + q3 − p2)

× d4q1

(2π)4

d4q2

(2π)4

d4q3

(2π)4
.
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donde γµq2 = �q2, γνq3 = �q3. Cancelando un factor (−ie) a cada lado de la ecuación:

δΓµ(p′, p) =

∫∫∫
[u(2)γµu(1)](−ieγν)(−ieγρ)

×
(

i(�q2 +m)

q2
2 −m2 + iε

)(
i(�q3 +m)

q3
2 −m2 + iε

)(
−igµν
q1

2 + iε

)
× (2π)4δ4(p1 − q2 − q1)(2π)4δ4(q2 + p3 − q3)(2π)4δ4(q1 + q3 − p2)

× d4q1

(2π)4

d4q2

(2π)4

d4q3

(2π)4
.

Realizando el cálculo de la primera integral, donde la función delta es:

δ4(p1 − q2 − q1)⇒ p1 − q2 − q1 = 0⇒ q2 = p1 − q1 ,

entonces, reemplazando el valor de q2 en la segunda función delta resulta:

δ4(q2 + p3 − q3) = δ4(p1 − q1 + p3 − q3) .

Ahora se evalúa:

δ4(p1 − q1 + p3 − q3)⇒ p1 − q1 + p3 − q3 = 0⇒ p1 + p3 = q1 + q3 .

Entonces la función delta δ4(q1 + q3 − p2) resulta δ4(p1 + p3 − p2), ası́ se tiene:

δΓµ(p′, p) =

∫
[u(2)γµu(1)](−ieγν)(−ieγρ)

×
(

i(�q2 +m)

q2
2 −m2 + iε

)(
i(�q3 +m)

q3
2 −m2 + iε

)(
−igµν
q1

2 + iε

)
× (2π)4δ4(p1 + p3 − p2)

d4q2

(2π)4
. (3.1)

7. Luego, se cancela el factor global δ y se multiplica por i:

δΓµ(p′, p) = i

∫
u(2)γµu(1)(−ieγν)(−ieγρ)

×
(

i(�q2 +m)

q2
2 −m2 + iε

)(
i(�q3 +m)

q3
2 −m2 + iε

)(
−igµν
q1

2 + iε

)
d4q2

(2π)4
.
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Ordenando términos:

δΓµ(p′, p) =

∫
d4q2

(2π)4
(−ie2)u(2)γµu(1)γνγρ

×
(

(�q2 +m)

q2
2 −m2 + iε

)(
(�q3 +m)

q3
2 −m2 + iε

)(
−igµν
q1

2 + iε

)
. (3.2)

Cambiando notación al texto guı́a se obtiene:

p1 → p

p2 → p′

Dado que q1 = p1 − q2, entonces:

q1 → p− k

q2 → k

q3 → k′ .

De esta manera, reemplazando dicha notación en la expresión obtenida en (3.2) resulta:

δΓµ(p′, p) =

∫
d4k

(2π)4
(−ie2)

(
gνρ

(k − p)2 + iε

)
u(p′)γν

×
(

(��k′ +m)

k′2 −m2 + iε

)
γµ
(

(��k +m)

k2 −m2 + iε

)
γρu(p) . (3.3)

Usando la identidad de contracción gνργρ = γν , se obtiene: γνγµγν = −2γµ. De esta manera

(3.3) resulta:

δΓµ(p, p′) = (−ie2)(−2)

∫
d4k

(2π)4

u(p′)(��k′ +m)γµ(��k +m)u(p)

((k − p)2 + iε)(k′2 −m2 + iε)(k2 −m2 + iε)

δΓµ(p, p′) = 2ie2

∫
d4k

(2π)4

u(p′)[��k′γµ��k +��k′γµm+mγµ��k +m2γµ]u(p)

((k − p)2 + iε)(k′2 −m2 + iε)(k2 −m2 + iε)
. (3.4)

Trabajando con el término de la expresión (3.4), se calcula:

[��k′γµ��k +��k′γµm+mγµ��k +m2γµ] = ��k′γµ��k +m2γµ + 2γµγµm(k′ + k)
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donde γµγµ = (γ)2 = −1, lo que implica que:

[��k′γµ��k +��k′γµm+mγµ��k +m2γµ] = ��k′γµ��k +m2γµ − 2m(k′ + k)

De esta manera, la expresión (3.4) resulta:

δΓµ(p′, p) = 2ie2

∫
d4k

(2π)4

u(p′)[��kγµ��k′ +m2γµ − 2m(k + k′)]u(p)

((k − p)2 + iε)(k′2 −m2 + iε)(k2 −m2 + iε)
. (3.5)

De la ecuación (3.5) se debe tener en cuenta que los términos +iε en los denominadores no

se pueden descartar, ya que son necesarios para una adecuada evaluación de la integral de

momento para un loop.

3.2.1. Parámetros de Feynman

Con respecto a la integral presente en la ecuación (3.5), se procede a realizar su respectivo

cálculo a través de un método conocido como los parámetros de Feynman. El objetivo de

este método es “exprimir” los tres factores del denominador de (3.5) en un sólo polinomio

cuadrático en k, elevado a la tercera potencia. Luego se puede realizar el cambio de k por

una constante para completar el cuadrado en este polinomio y evaluar la integral restante con

simetrı́a esférica sin dificultad. Para esto, se debe introducir parámetros auxiliares a integrar.

Se empieza por el caso más simple con dos factores en el denominador, usando la identidad:

1

AB
=

∫ 1

0

dx
1

[xA+ (1− x)B]2
=

∫ 1

0

dxdyδ(x+ y − 1)
1

[xA+ yB]2
. (3.6)

Ejemplo:

1

(k − p)2(k2 −m2)
=

∫ 1

0

dxdyδ(x+ y − 1)
1

[x(k − p)2 + y(k2 −m2)]2
.

Calculando el término en el denominador x(k − p)2 + y(k2 −m2) = x(k2 − 2k · p+ p2) +

yk2 − ym2 = k2(x + y) − 2xk · p + xp2 − ym2. De la función δ(x + y − 1) se tiene que

x+ y = 1 por lo que k2 − 2xk · p+ xp2 − ym2, ası́ entonces:

1

(k − p)2(k2 −m2)
==

∫ 1

0

dxdyδ(x+ y − 1)
1

[k2 − 2xk · p+ xp2 − ym2]2
.
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Si se asigna a l ≡ k − xp, se observa que el denominador depende solo de l2. La integración

sobre d4k ahora será mas fácil ya que d4k = d4l y el integrando es esféricamente simétrico

con respecto a l. Las variables x y y que hacen posible esta transformación se llaman paráme-

tros de Feynman. La integral de la expresión (3.5) implica un denominador con tres factores,

por lo que se requiere una identidad ligeramente mejor. Al diferenciar (3.6) con respecto a

B, se obtiene:
1

ABn
=

∫ 1

0

dxdyδ(x+ y − 1)
nyn−1

[xA+ yB]n+1
. (3.7)

Sin embargo, esto todavı́a no es lo suficientemente bueno. La fórmula que se necesita es:

1

A1A2 . . . An
=

∫ 1

0

dx1 . . . dxnδ
(∑

xi − 1
) (n− 1)!

[x1A1 + x2A2 + . . . xnAn]n
. (3.8)

La prueba de esta identidad es por inducción. Para el caso de n = 2 se obtiene ecuación

(3.6). A continuación se presenta de manera mas general la identidad (3.8), obteniendo:

1

Am1
1 Am2

2 . . . Amnn
=

∫ 1

0

dx1 . . . dxnδ
(∑

xi − 1
) ∏

xmi−1
i

[
∑
xiAi]

∑
mi

Γ(m1 + . . .+mn)

Γ(m1) . . .Γ(m2)
.

(3.9)

Esta fórmula se cumple cuando los mi no son enteros y es posible su aplicación en otros

casos.

3.2.2. Evaluación de los factores de forma

Aplicando la identidad (3.8) en el denominador de la ecuación (3.5), se obtiene:

1

((k − p)2 + iε)(k′2 −m2 + iε)(k2 −m2 + iε)
=

∫ 1

0

dxdydz

× δ(x+ y + z − 1)
2

D3
, (3.10)

donde:

D = x(k2 −m2 + iε) + y(k′
2 −m2 + iε) + z((k − p)2 + iε) .

Separando en cada término el factor iε por x, y y z, se tiene como resultado:

D = x(k2 −m2) + x(iε) + y(k′
2 −m2) + y(iε) + z(k − p)2 + z(iε) . (3.11)
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Ordenando términos y factorizando iε

D = x(k2 −m2) + y(k′
2 −m2) + z(k − p)2 + (x+ y + z)iε

= xk2 − xm2 + yk′
2 − ym2 + z(k2 − 2kp+ p2) + (x+ y + z)iε . (3.12)

De la relación k′ = k + q, se tiene que: k′2 = k2 + 2kq + q2 =⇒ yk′2 = yk2 + 2ykq + yq2.

Ası́, se reemplaza yk′2 en el tercer término de la ecuación (3.12), obteniendo de esta manera:

D = xk2 − xm2 + yk2 + 2ykq + yq2 − ym2 + zk2 − 2zkp+ zp2 + (x+ y + z)iε .

Factorizando términos:

D = k2(x+ y + z)− (x+ y)m2 + 2k(yq − zp) + yq2 + zp2 + (x+ y + z)iε . (3.13)

De (3.10) se determina a partir de la función delta

δ(x+ y + z − 1)

que

x+ y + z = 1 , (3.14)

entonces la expresión resultante en (3.13) es:

D = k2 + 2k · (yq − zp) + yq2 + zp2 − (x+ y)m2 + iε . (3.15)

Sumando y restando el término (yq − zp)2 en la ecuación (3.15):

D = k2 + 2k · (yq − zp) + (yq − zp)2︸ ︷︷ ︸
(k+(yq−zp))2

−(yq − zp)2 + yq2 + zp2 − (x+ y)m2 + iε

= (k + (yq − zp))2 − (yq − zp)2 + yq2 + zp2 − (x+ y)m2 + iε . (3.16)

Denotando l = k + (yq − zp), entonces:

D = l2 − (yq − zp)2 + yq2 + zp2 − (x+ y)m2 + iε .
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Desarrollando (yq − zp)2 resulta:

D = l2 − [y2q2 − 2yzq · p+ z2p2] + yq2 + zp2 − (x+ y)m2 + iε

D = l2 − y2q2 + 2yzq · p− z2p2 + yq2 + zp2 − (x+ y)m2 + iε . (3.17)

Considerando la conservación global del momento:

(p+ q)2 = p′2 = m2 .

Calculando el cuadrado de p+ q, se obtiene:

p2 + 2p · q + q2 = m2 .

Se reemplaza p2 = m2, lo que implica que:

m2 + 2p · q + q2 = m2 .

Cancelando los términos m2 de cada lado de la expresión conduce a:

2p · q + q2 = 0 .

De modo que:

2p · q = −q2 . (3.18)

Reemplazando (3.18) en (3.17), se obtiene:

D = l2 − y2q2 − yzq2 − z2p2 + yq2 + zp2 − (x+ y)m2 + iε , (3.19)

donde −z2p2 + zp2 = zp2(1 − z) y considerando (3.14), se deduce que⇒ x + y = 1 − z.

Por lo cual, la expresión (3.19) que resulta es:

D = l2 − y2q2 − yzq2 − yq2 + zp2(1− z)− (1− z)m2 + iε . (3.20)

Trabajando el quinto y sexto término del lado derecho de (3.20), conduce a:

zp2(1− z)− (1− z)m2 = zm2(1− z)− (1− z)m2 .
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Factorizando m2(1− z):

zp2(1− z)− (1− z)m2 = m2(1− z)(z − 1) .

De (z − 1) se factoriza un −1, por tal razón (z − 1) = −(1− z). Ası́:

zp2(1− z)− (1− z)m2 = −m2(1− z)(1− z) .

De esta manera:

zp2(1− z)− (1− z)m2 = −m2(1− z)2 .

Por lo tanto:

D = l2 − y2q2 − yzq2 − yq2 −m2(1− z)2 + iε

Factorizando yq2, se obtiene:

D = l2 + yq2[−y − z + 1]−m2(1− z)2 + iε . (3.21)

Dado que, x+ y + z = 1⇒ x = 1− y − z, la expresión es:

D = l2 + xyq2 −m2(1− z)2 + iε

D = l2 −∆ + iε , (3.22)

donde

l = k + yq − zp . (3.23)

y

∆ = −xyq2 + (1− z)2m2 . (3.24)

Dado que q2 < 0 para un proceso de dispersión, ∆ es positivo, se puede considerar como un

término de masa efectivo.
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Ahora, se expresará el numerador de la ecuación (3.5) en términos de l. Esta tarea se simpli-

fica al observar que D depende sólo de la magnitud de l, entonces:∫
d4l

(2π)4

lµ

D3
= 0 (3.25)

∫
d4l

(2π)4

lµlν

D3
=

∫
d4l

(2π)4

1
4
gµνl2

D3
(3.26)

La primera identidad (3.25) se desprende de la simetrı́a. De la segunda identidad, (3.26), se

debe tener en cuenta que la integral desaparece por simetrı́a, a menos que µ = ν. Por lo tanto,

la invariancia de Lorentz requiere que se obtenga algo proporcional a gµν .

De la ecuación (3.5), ahora se requiere trabajar el numerador:

u(p′)[��kγµ��k′ +m2γµ − 2m(k + k′)µ]u(p) . (3.27)

Considerando: l ≡ k + yq − zp⇒ k = l − yq + zp, k′ = k + q, se calcula:

2m(k + k′)µ = 2m(k + k + q)µ = 2m(2k + q)µ .

Reemplazando el valor de k:

2m(k + k′)µ = 2m(2(l − yq + zp) + q)µ .

Resolviendo el término 2(l − yq + zp):

2m(k + k′)µ = 2m(2l − 2yq + 2zp+ q)µ .

Ahora, se factoriza q(1 − 2y) y se reparte el ı́ndice µ en cada término del paréntesis, obte-

niendo de esta manera:

2m(k + k′)µ = 2m(2lµ + (1− 2y)q + 2zpµ) .

Finalmente se multiplica el factor 2m a cada término entre paréntesis, lo que conduce a:

2m(k + k′)µ = 4mlµ + 2m((1− 2y)q + 2zpµ) . (3.28)



Capı́tulo 3: Momento magnético anómalo del muón 54

Ası́ entonces, al realizar:∫
d4l

(2π)4

2m(k + k′)µ

D3
=

∫
4mlµ + 2m((1− 2y)q + 2zpµ)

D3

=

∫
d4l

(2π)4

4mlµ

D3
+

∫
2m((1− 2y)q + 2zpµ)

D3
.

De acuerdo con (3.25), entonces: ∫
d4l

(2π)4

4mlµ

D3
= 0 . (3.29)

Dado que este término se cancela, entonces de (3.28) sólo queda el término de:

2m(k + k′)µ = 2m((1− 2y)q + 2zpµ) . (3.30)

Ahora, se trabaja el primer término del numerador de (3.27)

��kγµ��k′ = ��kγµ(��k + �q) .

De (3.23) se despeja el valor de k y se realiza el respectivo reemplazo para ��k, con lo cual se

obtiene:

��kγµ��k′ = (��l − y�q + z�p)γ
µ(��l + (1− y)�q + z�p) .

Se procede a repartir γν considerando que γµl = ��l, por tanto:

��kγµ��k′ = ��lγµ ��l + (−y�q + z�p)γ
µ((1− y)�q + z�p) .

donde:

��lγµ ��l = (2lµ− ��lγµ)��l = 2lµ ��l−l2 ��l−l2γµ = 2

(
1

4
γνg

µνl2
)
−l2γµ =

1

2
l2γµ−l2γµ = −1

2
l2γµ ,

por lo tanto:

��kγµ��k′ = −
1

2
l2γµ + (−y�q + z�p)γ

µ((1− y)�q + z�p) . (3.31)

Reemplazando (3.30), (3.31) en (3.27), se obtiene:

u(p′)[−1

2
γµl2+(−y�q+z�p)γ

µ((1−y)�q+z�p)+m
2γµ−2m((1−2y)qµ+2zpµ)]u(p) . (3.32)
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Ahora, el propósito es poner el numerador, ecuación (3.32) en una forma más útil. Se requiere

agrupar todo en términos proporcionales a γµ y iσµνqν . La forma mas directa es conseguir

que (3.32) resulte de la forma:

γµ · A+ (p′µ + pµ) ·B + qµ · C .

Para esto, se requerirá de ciertas relaciones de anticonmutación:

�pγ
µ = 2pµ − γµ�p ,

�pu(p) = mu(p)→ Ecuación de Dirac ,

u(p′)�p
′ = u(p′)m ,

u(p′)�qu(p) = 0 . (3.33)

Además, recordar que:x+ y + z = 1.

Ası́, se trabajará con el numerador expresado en la ecuación (3.32). Para el término: (−y�q +

z�p)γ
µ((1− y)�q + z�p)), se factoriza dos signos menos, por lo tanto:

−(y�q − z�p)γ
µ(−1)((y − 1)�q − z�p)) = (y�q − z�p)γ

µ((y − 1)�q − z�p)) . (3.34)

Reemplazando (3.34) en (3.32), resulta:

u(p′)[−1

2
γµl2+(y�q−z�p)γ

µ((y−1)�q−z�p)+m2γµ−2m((1−2y)qµ+2zpµ)]u(p) . (3.35)

De la expresión (3.35) se trabaja con u(p′)[(y�q − z�p)γ
µ((y − 1)�q − z�p))]u(p), del cual se

repartirá el factor γµ en cada término del paréntesis, de modo que:

u(p′)[(y�q − z�p)γ
µ((y − 1)�q − z�p))]u(p) = u(p′)[y�qγ

µ(y − 1)�q − (y�q)γ
µ(z�p)

− (z�p)γ
µ(y − 1)�q + (z�p)γ

µ(z�p)]u(p) .

Ordenando términos:

u(p′)[y(y − 1)�qγ
µ
�q − yz�qγ

µ
�p− z(y − 1)�pγ

µ
�q + z2

�pγ
µ
�p]u(p) . (3.36)

De la expresión (3.36), se va a trabajar con cada término, con el fin de utilizar las relaciones

de conmutación anteriormente expuestas.
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Primer término

u(p′)[y(y − 1)�qγ
µ
�q]u(p) = y(y − 1)u(p′)[�qγ

µ
�q]u(p) .

Usando �qγ
µ = 2qµ − γµ�q

u(p′)[y(y − 1)�qγ
µ
�q]u(p) =y(y − 1)u(p′)[(2qµ − γµ�q)�q]u(p) ,

Multiplicando �q por 2qµ y γµ�q y considerando �q�q = q2, se tiene que:

u(p′)[y(y − 1)�qγ
µ
�q]u(p) = y(y − 1)u(p′)[(2qµ�q − γ

µq2]u(p) ,

de esta manera:

u(p′)[y(y − 1)�qγ
µ
�q]u(p) = u(p′)[y(y − 1)(2qµ�q − γ

µq2]u(p) . (3.37)

Segundo término

u(p′)[yz�qγ
µ
�p]u(p) ,

usando: �pu(p) = mu(p), por lo tanto:

u(p′)[yz�qγ
µ
�p]u(p) = u(p′)[yz�qγ

µm]u(p) .

De esta manera:

u(p′)[yz�qγ
µ
�p]u(p) = u(p′)[yzm�qγ

µ]u(p) . (3.38)

Tercer término

u(p′)[z(y − 1)�pγ
µ
�q]u(p) , (3.39)

usando:�p
′ = �p+ �q =⇒ �p = �p

′ − �q, por lo tanto:

u(p′)[z(y − 1)(�p
′ − �q)γ

µ
�q]u(p) = u(p′)[z(y − 1)(�p

′γµ�q − z(y − 1)�qγ
µ
�q]u(p) ,

usando: u(p′)�p
′ = u(p′)m, �qγ

µ = 2qµ − γµ�q y �q�q = q2 se obtiene:

u(p′)[z(y − 1)mγµ�q − z(y − 1)(2qµ − γµ�q)�q]u(p)

= u(p′)[(z(y − 1)mγµ�q + z(y − 1)(2qµ�q − q
2γµ)]u(p) . (3.40)
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Cuarto término

u(p′)[z2
�pγ

µ
�p]u(p) ,

usando �pγ
µ = 2pµ − γµ�p resulta:

u(p′)[z2
�pγ

µ
�p]u(p) = u(p′)[z2(2pµ�p− γ

µ
�p�p)]u(p) ,

por lo tanto:

u(p′)[z2
�pγ

µ
�p]u(p) = u(p′)[z2(2pµ�p− γ

µp2)]u(p) . (3.41)

Reemplazando las expresiones obtenidas en (3.37), (3.38), (3.39) y (3.41) en (3.36), se ob-

tiene la expresión del numerador:

u(p′)[y(y − 1)�qγ
µ
�q − yz�qγ

µ
�p− z(y − 1)�pγ

µ
�q + z2

�pγ
µ

= u(p′)[y(y − 1)(2qµ�q − q
2γµ − yzm�qγ

µ − (y − 1)zmγµ�q

+ (y − 1)z(2qµ�q − q
2γµ) + z2(2pµ�p− p

2γµ)]u(p) , (3.42)

De la ecuación (3.42) se expresa el primer y último término de acuerdo a las reglas de con-

mutación ası́:

u(p′)[y(y − 1)(2qµ�q)]u(p) = y(y − 1)2qµu(p′)�qu(p) ,

u(p′)[z22pµ�p]u(p) = z22pµu(p′)�pu(p) = z22pµmu(p) .

Entonces el numerador expresado en la ecuación (3.42) es:

u(p′)[−y(y − 1)q2γµ − yzm�qγ
µ

− (y − 1)zmγµ�q − (y − 1)zq2γµ + z2(2pµm−m2γµ)]u(p) . (3.43)

Ahora, de la expresión (3.43) se trabaja el término:

−yzm�qγ
µ − (y − 1)zmγµ�q = −yzm�qγ

µ − yzmγµ�q + zmγµ�q .

Factorizando −yzm, se llega a la expresión:

−yzm�qγ
µ − (y − 1)zmγµ�q = −yzm(�qγ

µ + γµ�q) + zmγµ�q .
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De acuerdo a la expresión: �qγ
µ = 2qµ − γµ�q −→ �qγ

µ + γµ�q = 2qµ, entonces:

−yzm�qγ
µ − (y − 1)zmγµ�q = −yzm2qµ + zmγµ�q ,

donde �q = ��p
′ − �p, por lo que:

−yzm�qγ
µ − (y − 1)zmγµ�q = −yzm2qµ + zmγµ(�p

′ − �p) ,

Multiplicando zmγµ en cada término del paréntesis, conduce que:

−yzm�qγ
µ − (y − 1)zmγµ�q = −yzm2qµ − zmγµ�p+ zmγµ�p

′ ,

donde �pu(p) = mu(p) y γµ��p
′ = 2p′µ − �p

′γµ. Ası́:

−yzm�qγ
µ − (y − 1)zmγµ�q = −yzm2qµ − zm2γµ + zm(2p′µ − �p

′γµ) .

Multiplicando zm por cada término del paréntesis, se obtiene que:

−yzm�qγ
µ − (y − 1)zmγµ�q = −yzm2qµ − zm2γµ + zm2p′µ − zm�p

′γµ .

Usando la relación: u(p′)�p
′ = mu(p′). De esta manera:

−yzm�qγ
µ − (y − 1)zmγµ�q = −yzm2qµ − zm2γµ + zm2p′µ − zm2γµ .

Sumando términos comunes:

−yzm�qγ
µ − (y − 1)zmγµ�q = −yzm2qµ − 2zm2γµ + 2zmp′µ .

Reemplazando la expresión: p′µ = pµ + qµ, se obtiene:

−yzm�qγ
µ − (y − 1)zmγµ�q = −yzm2qµ − 2zm2γµ + 2zmpµ + 2zmqµ ,

Factorizando qµ y ordenando términos, conduce a:

−yzm�qγ
µ − (y − 1)zmγµ�q = −2m2zγµ + 2mz(1− y)qµ + 2mzpµ , (3.44)

Reemplazando la expresión (3.44) en (3.43), resulta:

u(p′)[y(y − 1)(−q2γµ) + (−2m2zγµ + 2mz(1− y)qµ + 2mzpµ)+
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(y − 1)(−zq2γµ) + z2(2pµm−m2γµ)]u(p)

= u(p′)[γµ(−q2y(y − 1)− 2m2z − q2(y − 1)z −m2z2)

+ 2mz(1− y)qµ + 2mzpµ + 2z2pµm]u(p) ,

Factorizando −q2, −m2z y qµ se llega a la expresión:

u(p′)[y(y − 1)(−q2γµ) + (−2m2zγµ + 2mz(1− y)qµ + 2mzpµ)+

(y − 1)(−zq2γµ) + z2(2pµm−m2γµ)]u(p)

= u(p′)[γµ(−q2(y2 − y + yz − z)−m2z(2 + z))

+ qµ(2mz(1− y)) + pµ(2mz(1 + z))]u(p) ,

dado que x+ y + z = 1, entonces: y + z = 1− z, por lo tanto:

y2 − y + yz − z = (1− x)(y − 1) = −(1− x)(1− y) ,

por lo tanto, la expresión del numerador resulta:

u(p′)[γµ((1−x)(1−y)q2−m2z(2+z))+qµ(2mz(1−y))+pµ(2mz(1+z))]u(p) . (3.45)

Reemplazando (3.45) en (3.35), se obtiene hasta el momento, la expresión para el numerador

ası́:

u(p′)

[
− 1

2
γµl2 + γµ(q2(1− x)(1− y)−m2z(2 + z)) + qµ(2mz(1− y))

+ pµ2mz(1 + z) +m2γµ − 2m((1− 2y)qµ + 2zpµ)

]
u(p) .

Agrupando términos comunes para qµ y pµ:

u(p′)

[
− 1

2
γµl2 + γµ(q2(1− x)(1− y)−m2z(2 + z)) +m2γµ

+ qµ[2mz(1− y)− 2m(1− 2y)] + pµ[2mz(1 + z)− 4mz]

]
u(p) . (3.46)

Trabajando con el término:

2mz(1 + z)− 4mz = 2mz + 2mz2 − 4mz

= −2mz + 2mz2

= 2mz(z − 1) .
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Ası́, (3.46) es:

u(p′)

[
− 1

2
γµl2 + γµ(q2(1− x)(1− y)−m2z(2 + z)) +m2γµ

+ qµ[2mz(1− y)− 2m(1− 2y)] + pµ[2mz(z − 1)

]
u(p) . (3.47)

Considerando:

pµ =
1

2
(p+ p′)µ +

1

2
(p− p′)µ =

1

2
(p+ p′)µ − 1

2
qµ ,

entonces:

u(p′)

[
− 1

2
γµl2 + γµ(q2(1− x)(1− y)−m2z(2 + z)) +m2γµ

+ qµ[2mz(1− y)− 2m(1− 2y)] +

(
1

2
(p+ p′)µ − 1

2
qµ
)

[2mz(z − 1)]

]
u(p) .

(3.48)

Denotando:

I = qµ[2mz(1− y)− 2m(1− 2y)] +

(
1

2
(p+ p′)µ − 1

2
qµ
)

[2mz(z − 1)] .

Multiplicando el término 2mz(z − 1) a cada término del paréntesis se obtiene:

I = qµ[2mz(1− y)− 2m(1− 2y)] +
1

2
(p+ p′)µ2mz(z − 1)− 1

2
qµ2mz(z − 1) .

Factorizando qµ:

I = qµ[2mz(1− y)− 2m(1− 2y)−mz(z − 1)] + (p+ p′)µmz(z − 1) .

Desarrollando los términos 2z(1− y), 2(1− 2y) y z(z − 1) conduce a:

I = qµ[m(2z − 2zy − 2 + 4y − z2 + z] + (p+ p′)µmz(z − 1) .

Realizando las operaciones en los términos comunes, la expresión se simplifica a:

I = qµ[m(3z − 2 + 4y − 2zy − z2] + (p+ p′)µmz(z − 1) .
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Dado que x+y+z = 1, entonces z = 1−(x+y), reemplazando z y realizando las respectivas

operaciones se obtiene:

I =qµ[m(3− 3x− 3y − 2 + 4y − 2y + 2xy + 2y2 − 1 + 2x+ 2y − x2 − 2xy − y2)]]

+ (p+ p′)µmz(z − 1) .

Simplificando la expresión:

I = qµ[m(−x+ y − x2 + y2)] + (p+ p′)µmz(z − 1) .

Factorizando (x+ 1) y (y + 1), implica que:

I = qµ[m(−(x(x+ 1)− y(y + 1)] + (p+ p′)µmz(z − 1) .

Dado que: x+ y + z = 1, entonces x = 1− y − z y y = 1− x− z. De esta manera:

I = qµ[m(−(x(1− y − z + 1︸ ︷︷ ︸
2−y−z

)− y(1− x− z + 1︸ ︷︷ ︸
2−x−z

)] + (p+ p′)µmz(z − 1)

= qµ[m(−x(2− y − z)− y(2− x− z)︸ ︷︷ ︸
2x−xy−xz−2y+yx+yz

] + (p+ p′)µmz(z − 1)

= qµ[m(−(2x− xy − xz − 2y + yx+ yz︸ ︷︷ ︸
x(2−z)+y(z−2)

))] + (p+ p′)µmz(z − 1)

= qµ[m(−(y(z − 2)− x(z − 2))] + (p+ p′)µmz(z − 1)

Factorizando (x− y), implica que:

I = qµm(z − 2)(x− y) + (p+ p′)µmz(z − 1) . (3.49)

Reemplazando (3.49) en (3.48), se obtiene:

u(p′)

[
− 1

2
γµl2 + γµ(q2(1− x)(1− y)−m2z(2 + z)) +m2γµ

+ qµm(z − 2)(x− y) + (p+ p′)µmz(z − 1)

]
u(p) .

Ordenando términos con el fin de obtener la forma de la expresión:

γµA+ (p′µ + pµ) ·B + qµ · C ,
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se factoriza γµ,

u(p′)

[
γµ ·

(
−1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− 2z − z2)m2

)
+ [(p′µ + pµ) ·mz(z − 1) + qµ ·m(z − 2)(x− y)]

]
u(p) . (3.50)

El coeficiente qµ se desvanece de acuerdo a la identidad de Ward. De la ecuación (3.22) el

denominador es simétrico bajo x ↔ y. El coeficiente de qµ es impar bajo x ↔ y y por lo

tanto se desvanece cuando se integra bajo x y y.

Entonces, la expresión del numerador resulta:

u(p′)

[
γµ ·

(
−1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− 2z − z2)m2

)
+ (p′µ + pµ) ·mz(z − 1)

]
u(p) . (3.51)

De la expresión (3.51) se trabaja con el término:

u(p′) [(p′µ + pµ) ·mz(z − 1)]u(p) = u(p′) [(p′µ + pµ)]u(p)mz(z − 1) . (3.52)

Teniendo en cuenta la identidad de Gordon:

u(p′)γµu(p) = u(p′)

[
p′µ + pµ

2m
+
iσµqν
2m

]
u(p)

u(p′)γµu(p) = u(p′)

(
p′µ + pµ

2m

)
u(p) + u(p′)

(
iσµqν
2m

)
u(p) .

Despejando el término:

u(p′)

[
p′µ + pµ

2m

]
u(p) = u(p′)

[
γµ − iσµqν

2m

]
u(p) .

Pasando a multiplicar 2m al lado derecho de la ecuación:

u(p′) [p′µ + pµ]u(p) = u(p′)

[
2m

(
γµ − iσµqν

2m

)]
u(p) . (3.53)

Reemplazando (3.53) en (3.52)

u(p′)

[
2m

(
γµ − iσµqν

2m

)]
u(p)mz(z − 1)
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= u(p′)

[
2m2z(z − 1)

(
γµ − iσµqν

2m

)]
u(p) . (3.54)

Ahora, reemplazamos (3.54) en (3.51)

u(p′)

[
γµ ·

(
−1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− 2z − z2)m2

)
+ 2m2z(z − 1)

(
γµ − iσµqν

2m

)]
u(p)

= u(p′)

[
γµ ·

(
−1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− 2z − z2)m2 + 2m2z(z − 1)

)
+
iσµqν
2m

2m2z(1− z)

]
u(p) , (3.55)

donde: (1− 2z − z2)m2 + 2m2z(z − 1) = m2(1− 2z − z2 − 2z2 − 2z) = m2(1− 4z − z2)

Ası́, el numerador resulta:

u(p′)

[
γµ ·

(
−1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− 4z + z2)m2

)
+
iσµqν
2m

2m2z(z − 1)

]
u(p) .

Por lo tanto, la contribución para el vértice del electrón será:

δΓµ(p′, p) = 2ie2

∫
d4l

(2π)4

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)
2

D3

× u(p′)

[
γµ ·

(
− 1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− 4z + z2)m2

)
+
iσµνqν

2m
(2m2z(z − 1))

]
u(p) . (3.56)

Se saca de la integral el factor 2, en consecuencia se tiene:

δΓµ(p′, p) = 4ie2

∫
d4l

(2π)4

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)
1

D3

× u(p′)

[
γµ ·

(
− 1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− 4z + z2)m2

)
+
iσµνqν

2m
(2m2z(z − 1))

]
u(p) . (3.57)

3.2.3. Rotación de Wick

La ecuación (3.57) representa la descomposición de los factores de forma. El objetivo ahora

es calcular la integral de momento de (3.57). Para el presente trabajo se hará uso del método
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llamado Rotación de Wick, el cual es una rotación en el plano complejo para transformar una

variable real en una variable imaginaria. La rotación hace que sea posible una solución a un

problema en el espacio de Minkowski mediante la búsqueda de una solución a un problema

relacionado en el espacio euclidiano. La integración de la parte espacial también se vuelve

mucho más simple en el espacio euclidiano.

De acuerdo a la expresión encontrada para el denominador D en (3.22)

D = l2 −∆ + iε ,

donde:

l2 = (l0)2 − l2 , (3.58)

por lo que,

D = (l0)2 − l2 −∆ + iε . (3.59)

Para encontrar la ubicación de los polos en la rotación de Wick, se hace D = 0, lo cual

conduce a:

(l0)2 − l2 −∆ + iε = 0

(l0)2 = l2 + ∆− iε , (3.60)

por ende, el valor de (l0) es:

(l0) = ±
√
|l|2 + ∆− iε

= ±

√
(|l|2 + ∆)

(
1− iε

|l|2 + ∆

)

= ±
√
| l |2 +∆

√
1− iε

| l |2 +∆
. (3.61)

Ahora, dado que el factor

iε

|l|2 + ∆
<< 1 , (3.62)
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es particularmente útil realizar una aproximación bajo expansión binomial, resultando ası́

(l0) = ±
√
| l |2 +∆

[
1− i

2

ε

| l |2 +∆

]
, (3.63)

entonces, de acuerdo a la integral que se desea calcular en (3.56)

I2n
m =

∫
d4l

(2π)4

l2n

(l2 −∆ + iε)m

se obtiene

I2n
m =

∫
d3l

(2π)3

∫
dl0

(2π)

l2n

(l0 −
√
| l |2 +∆ + iε)(l0 −

√
| l |2 +∆− iε)

Con l0 = ±
√
| l |2 +∆∓ iε, es decir

l0+ = +
√
| l |2 +∆− iε ,

l0− = −
√
| l |2 +∆ + iε ,

esto debido a que siendo ε una cantidad arbitrariamente pequeña, se desprecia el 2 que lo

está dividiendo en (3.63) y se define ε. Las ubicaciones de los polos y el hecho de que el

integrando se cae lo suficientemente rápido en |l0| grande, permite rotar 90° el contorno en

el sentido contrario a las agujas del reloj (Ver Figura (3.2)). De esta manera, se define la

variable euclidiana:

l0 ≡ il0E , (3.64)

dado que l2 = (l0)2 − l2, entonces

l2 −→ (il0E)2 − l2 = −(l0E)2 − l2 = −((l0E)2 + l2) ≡ l2E .

De esta manera, considerando la integral

I2n
m =

i

(−1)m

∫
d4lE
(2π)4

l2nE
(l2E + ∆)m

I2n
m =

i

(−1)m
1

(2π)4

∫
dΩ

∫ ∞
0

l3EdlE
l2nE

(l2E + ∆)m
, (3.65)
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Figura 3.2: Ubicación de los polos l0+ y l0−. El contorno de integración de l0 se rota 90° en
el sentido contrario a las agujas del reloj.

Fuente: Esta investigación.

donde Ω se refiere al ángulo sólido subtendido por la superficie esférica completa d − 1 di-

mensional de la esfera unitaria en el espacio euclidiano d dimensional, definido en cualquier

número de dimensiones d, es representado por la expresión:

Ωd =
2πd/2

Γ(d/2)
.

Para el presente caso, se necesita d = 4, entonces:

Ω4 =
2π4/2

Γ(4/2)
=

2π2

Γ(2)
.

Recordando la definición de la función gamma, matemáticamente se representa por:

Γ(n) = (n− 1)! , (3.66)

Entonces

Γ(2) = (2− 1)! = 1! = 1 ,
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Por lo tanto

Ω4 =
2π2

Γ(2)
=

2π2

1
= 2π2 .

De este modo

I2n
m =

i

(−1)m
1

(2π)4

∫ ∞
0

l3EdlE
l2nE

(l2E + ∆)m

=
i

(−1)m
1

8π2
2π2

∫ ∞
0

l3EdlE
l2nE

(l2E + ∆)m

=
i

(−1)m
1

8π2

∫ ∞
0

dlE
l2n+3
E

(l2E∆)m
. (3.67)

Asignando

A =

∫ ∞
0

du
u2n+1

(u2 + ∆)m
(3.68)

Se realiza la sustitución

y = u2 + ∆⇒ dy = 2udu

u2 = y −∆⇒ du =
dy

2u

De acuerdo a la sustitución realizada, los lı́mites de la integral resultante:

Para el lı́mite inferior se tiene: cuando u→ 0⇒ y → ∆.

Para el lı́mite superior se tiene: cuando u→∞⇒ y →∞. Ası́, la integral es:∫ ∞
∆

dy

2u

u2n+1

ym
=

1

2

∫ ∞
∆

dy
u2n

ym
=

1

2

∫ ∞
∆

dy
(y −∆)n

ym

Sustituyendo y = ∆z ⇒ dy = ∆dz, ası́

A =
1

2

∫
∆dz

(∆z −∆)n

(∆z)m
.

Del término (∆z −∆)n se factoriza (∆)n, por ende:

A =
1

2

∫
∆(∆)n

(z − 1)n

(∆)mzm
dz .

Ahora, teniendo en cuenta que ∆∆n

∆m = ∆n−m+1, de esta manera:

A =
1

2
∆n−m+1

∫
dz

(z − 1)n

zm
.
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Finalmente, (z−1)n

zm
=

(
1− 1

z

)n
1

zm−n
, por lo que:

A =
1

2
∆n−m+1

∫ (
1− 1

z

)n
1

zm−n
dz .

Para los lı́mites se obtiene: cuando y → ∆⇒ z → 1, y cuando y →∞⇒ z →∞, entonces

la integral asignada A resulta hasta el momento como

A =
1

2
∆n−m+1

∫ ∞
1

(
1− 1

z

)n
1

zm−n
dz .

Bajo la sustitución

s = z−1, ds = −z−2dz = −s2dz ,

ası́ que:

dz = −s−2ds .

De esta manera:

A =
1

2
∆n−m+1

∫
ds(1− s)n(−sm−n−2) .

Cuando z → 1⇒ s = 1, z →∞⇒ s→ 0

De esta manera.

A =
1

2
∆n−m+1

∫ 0

1

ds(1− s)n(−sm−n−2)

=
1

2
∆n−m+1

∫ 1

0

ds(1− s)n(sm−n−2) . (3.69)

Comparando con la definición de la función beta

B(x, y) ≡ Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt , (3.70)

se puede considerar que t = s, por lo tanto cada exponente resulta n = y− 1 lo que conduce

a que y = n+ 1 y x− 1 = m− n− 2, por lo tanto x = m− n− 2 + 1 = m− n− 1. Por lo

tanto

Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
=

Γ(m− n− 1)Γ(n+ 1)

Γ(m− n− 1 + n+ 1)
=

Γ(m− n− 1)Γ(n+ 1)

Γ(m)
. (3.71)
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Llegando ası́ a la expresión

A =
1

2
∆n−m+1 Γ(n+ 1)Γ(m− n− 1)

Γ(m)
. (3.72)

Considerando los casos:

n=1

A1 =
1

2
∆1−m+1 Γ(1 + 1)Γ(m− 1− 1)

Γ(m)
=

1

2

1

∆m−2

Γ(2)Γ(m− 2)

Γ(m)
.

De (3.66) se determina que Γ(2) = (2 − 1)! = 1! = 1, además de Γ(m − 2) =

(m− 2− 1)! = (m− 3)!, por lo que:

A1 =
1

2

1

∆m−2

(1)(m− 3)!

(m− 1)(m− 2)(m− 3)!
.

Cancelando el término (m−3)! el cual esta presente en el numerador y el denominador,

por esta razón A1 es:

A1 =
1

2

1

∆m−2

1

(m− 1)(m− 2)
.

n=2

A2 =
1

2
∆2−m+1 Γ(2 + 1)Γ(m− 2− 1)

Γ(m)
=

1

2

1

∆m−3

Γ(3)Γ(m− 3)

Γ(m)

De la definición expresada en (3.66) se obtiene que Γ(3) = (3 − 1)! = 2! = 2,

Γ(m− 3) = (m− 3− 1)! = (m− 4)! y Γ(m) = (m− 1)!, ası́:

A2 =
1

2

1

∆m−3

2(m− 4)!

(m− 1)(m− 2)(m− 3)(m− 4)!
=

1

2

1

∆m−3

2

(m− 1)(m− 2)(m− 3)
.

Reemplazando estos resultados en (3.67), se obtiene:∫
d4l

(2π)4

1

(l2 −∆)m
=
i(−1)m

(4π)2

1

(m− 1)(m− 2)

1

∆m−2
, para n = 1 (3.73)

∫
d4l

(2π)4

l2

(l2 −∆)m
=
i(−1)m−1

(4π)2

2

(m− 1)(m− 2)(m− 3)

1

∆m−3
, para n = 2 (3.74)
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Se nota que la ecuación (3.74) es válida sólo param > 3. Cuandom = 3 la Rotación de Wick

no se puede justificar, y en cualquier caso, la integral también es divergente. Pero es sólo este

caso el que se necesita para (3.56), por el momento se introducirá una prescripción artificial

con el fin de que la integral sea finita. Regresando a la expresión original de la integral de

Feynman en (3.5) y realizando el siguiente reemplazo para el propagador del fotón.

1

(k − p)2 + iε
→ 1

(k − p)2 + iε
− 1

(k − p)2 − Λ2 + iε′
,

donde
1

(k − p)2 − Λ2 + iε′
,

es el propagador para un fotón ficticio con masa Λ muy grande. Este método se conoce co-

mo regularización de Paulli-Villars, el cual consiste en hacer las integrales de Feynman sean

finitas mediante la introducción de partı́culas pesadas ficticias. El fotón ficticio no tiene im-

portancia fı́sica y este método es sólo uno de los muchos para definir integrales divergentes.

El integrando no se ve afectado para k pequeño (ya que Λ es grande), pero se corta suave-

mente cuando k > Λ. De esta manera, se puede considerar en el segundo término como el

propagador de fotón pesado ficticio, cuya contribución se resta de la del fotón ordinario. En

términos que involucran fotón pesado, el álgebra del numerador no cambia, mientras que el

denominador es alterado por

∆→ ∆Λ = −xyq2 + (1− z)2m2 + zΛ2 . (3.75)

La integral (3.74) es entonces reemplazada con una integral convergente que se puede rotar

a través de la rotación de Wick y evaluar:∫
d4l

(2π)4

(
l2

(l2 −∆)3
− l2

(l2 −∆Λ)3

)
=

i

(4π)2

∫ ∞
0

dl2E

(
l4E

(l2E −∆)3
− l4E

(l2E + ∆Λ)3

)
=

i

(4π)2
log

(
∆Λ

∆

)
. (3.76)

Ahora, para calcular ∫
d4l

(2π)4

[
1

(l2 −∆)3
− 1

(l2 −∆Λ)3

]
,
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se usa (3.73), que no es divergente. Para este caso m = 3, por lo tanto:∫
d4l

(2π)4

[
1

(l2 −∆)3
− 1

(l2 −∆Λ)3

]
=

(
i(−1)3

(4π)2

1

(3− 1)(3− 2)

1

∆3−2

)
−
(
i(−1)3

(4π)2

1

(3− 1)(3− 2)

1

(43−2
Λ )

)
.

Realizando las respectivas operaciones algebraicas se obtiene:∫
d4l

(2π)4

[
1

(l2 −∆)3
− 1

(l2 −∆Λ)3

]
=

(
−i

(4π)2

1

2

1

∆

)
−
(
−i

(4π)2

1

2

1

∆Λ

)
.

Facrorizando −i
2(4π)2∫

d4l

(2π)4

[
1

(l2 −∆)3
− 1

(l2 −∆Λ)3

]
=
−i

2(4π)2

(
1

∆
− 1

∆Λ

)
.

Ası́ ∫
d4l

(2π)4

[
1

(l2 −∆)3
− 1

(l2 −∆Λ)3

]
=
−i

32π2

(
1

∆
− 1

∆Λ

)
,

dado que Λ→∞, entonces:∫
d4l

(2π)4

[
1

(l2 −∆)3
− 1

(l2 −∆Λ)3

]
=
−i

32π2

1

∆
. (3.77)

Reemplazando las expresiones obtenidas de las integrales de (3.77) y (3.76) en (3.57), se

llega a:

δΓµ =4ie2

(
−i

32π2

)∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)

× u(p′)

[
γµ
(

log
∆Λ

∆
+

1

∆

(
m2(1− 4z + z2) + q2(1− y)(1− x)

))
+

1

∆

iσµνqν
2m

(2m2z(z − 1))

]
u(p) . (3.78)

En el lı́mite Λ >> q, m (3.75) se convierte en ∆Λ = zΛ2 por ende:

=
α

2π

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)

× u(p′)

[
γµ
(

log
zΛ2

∆
+

1

∆

(
m2(1− 4z + z2) + q2(1− y)(1− x)

))
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+
1

∆

iσµνqν
2m

(2m2z(z − 1))

]
u(p) . (3.79)

Las expresiones entre corchetes de (3.79) son las correcciones deseadas a los factores de

forma, llegando ası́ a obtenerse la expresión

u(p′)

(
γ(F1(q2)− 1)− iσµνqν

2m
F2(q2)

)
u(p) ,

por lo que,

F1(q2) = 1 +
α

2π

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)

×
(

ln
zΛ2

∆
+

1

∆

(
m2(1− 4z + z2) + q2(1− y)(1− x)

))
(3.80)

F2(q2) =
α

2π

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)

[
1

∆
2m2z(1− z)

]
.

Reemplazando el valor de ∆ de (3.24), entonces:

F2(q2) =
α

2π

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)

[
2m2z(1− z)

m2(1− z)2 − xyq2

]
+O(α2) (3.81)

Teniendo en cuenta que ni la divergencia ultravioleta ni la infrarroja afectan a F2(q2), por lo

tanto, se puede evaluar de forma inequı́voca.

F2(q2 = 0) =
α

2π

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)

[
2m2z(1− z)

m2(1− z)2

]
.

Simplificando la expresión:

F2(q2 = 0) =
α

π

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)

[
z

(1− z)

]
=
α

π

∫ 1

0

dz

∫ 1−z

0

dy
z

1− z

=
α

2π
. (3.82)

De esta manera, se obtiene la corrección al factor g del electron:

ae ≡
g − 2

2
=

α

2π
≈ 0·0011614 . (3.83)

Este resultado fue obtenido por primera vez por Schwinger en 1948 [40].
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3.3. Momento magnético anómalo del muón

El momento magnético del muón, según la ecuación de Dirac, es

M = gµ
e

2mµ

S , (3.84)

donde e y mµ representan la carga y masa del muón respectivamente. La relación giro-

magnética está representado por gµ, que según la fı́sica clásica, deberı́a ser exactamente

1, sin embargo en 1928, la mecánica cuántica relativista predijo que el valor numérico es

gµ = 2. La teorı́a cuántica de campos de acuerdo a los efectos a un loop predice pequeñas

correcciones, es decir, conduce a una pequeña desviación de gµ = 2, causada por partı́culas

virtuales que aparecen y desaparecen continuamente, modificando la forma en que el muón

interacciona con el campo magnético. Por esta razón, a la diferencia entre g y 2, lo que es

“g-2” se le llama momento magnético anómalo y en la literatura está dada por

aµ ≡
gµ − 2

2
. (3.85)

La predicción del Modelo Estándar de partı́culas elementales para el momento magnético

anómalo del muón aSMµ generalmente se puede dividir en tres contribuciones, la contribución

electromagnética, hadrónica y electrodébil, ecuación (3.86). Los correspondientes diagramas

de Feynman se muestran en la Figura (4.1) respectivamente.

aSMµ = aQEDµ + aEWµ + aHadµ . (3.86)

La contribución QED de la ecuación (3.86) se representa como aQEDµ , siendo ası́ la con-

tribución de menor orden. A ordenes más altos se deben incluir todos los loops fotónicos y

leptónicos (e, µ, τ). aQEDµ presenta una dependencia de la masa de los leptones, y dado que la

anomalı́a aµ es dimensional, esta dependencia aparece en forma de relación entre las masas

de los leptones, lo cual puede ser representado matemáticamente como:

aQEDµ = A1 + A2(mµ/me) + A2(mµ/mτ ) + A3(mµ/me,mµ/mτ ) , (3.87)
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had

Figura 3.3: Diagramas representativos que contribuyen a aSMµ . De izquierda a derecha: QED
de primer orden (término de Schwinger), débil de orden más bajo, hadrónico de orden más
bajo

Fuente:Tomado de [41].

donde me, mµ y mτ son las masas del electrón e, muón µ y del lepton τ . El término A1 es

independiente de las proporciones de las masas de los leptones.

Ai =

(
α

π

)
A

(2)
i +

(
α

π

)2

A
(4)
i +

(
α

π

)3

A
(6)
i + · · · , (i = 1, 2, 3). (3.88)

El resultado de Schwinger de 1947 fue A(2)
1 = 1/2, lo cual conduce a que la contribución

clásica α
2π

sea universal para todas las especies de leptones. El valor de aQEDµ se ha extendido

a un décimo orden, es decir a través de 5 loops [42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52].

aQEDµ =
α

2π
+ 0,765857425(17)

(
α

2π

)2

+ 24,05050996(32)

(
α

2π

)3

+ 130,8796(63)

(
α

2π

)4

+ 752,2(1,0)

(
α

2π

)5

· · · (3.89)

con pocos cambios en los coeficientes desde la última actualización de [53]. Empleando la

constante de estructura fina α−1 = 137,035999046(27), obtenido de las medidas precisas de

h/mCs [54], la constante de Rydberg y mCs/me conduce a [42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49,

50, 51, 52].

aQEDµ = 116584718,92(0,03)× 10−11 , (3.90)
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donde el pequeño error resulta principalmente de la incertidumbre en α.

El experimento E821 en el Brookhaven National Lab (BNL) estudió la precesión de µ+ y

µ− en un campo magnético externo constante mientras circulaban en un anillo de almacena-

miento confinado. Se encontró

aexpµ+ = 11659204(6)(5)× 10−10 ,

aexpµ− = 11659215(8)(3)× 10−10 , (3.91)

donde los primeros errorres son estadı́sticos y los segundos sistemáticos. Suponiendo in-

variancia CPT y teniendo en cuenta las correlaciones entre incertidumbres sistemáticas, se

encuentra para su promedio global [55, 56, 57].

aexpµ = 11659209,1(5,4)(3,3)× 10−10 . (3.92)

Estos resultados representan aproximadamente un factor 14 de mejora con respecto a los ex-

perimentos clásicos del CERN de la década de 1970 [58].

La mejora de la medición en un factor de cuatro mediante la instalación del anillo de alma-

cenamiento E821 en Fermilab, y la utilización de un haz de muones más limpio e intenso y

detectores mejorados [59] se inició en 2017, y el 7 de Abril de 2021 se anunciaron los prime-

ros resultados del experimento Muon g-2 en Fermilab, donde las incertidumbres constantes

estadı́sticas, sistemáticas y fundamentales se combinaron en cuadratura y se obtuvo que el

valor del momento magnético anómalo del muón:

aµ(FNAL) = 116592040(54)× 10−11 , (3.93)

el cual difiere del valor del Modelo Estándar en 3,3σ y concuerda con el resultado BNL

E821. El promedio aµ(Exp) de los resultados obtenidos en los experimentos de Fermilab y

Brookhaven es [60]:

aµ(Exp) = 116592061(41)× 10−11 .

La diferencia, aµ(Exp)−aµ(ME) = (251±59)×10−11, tiene una significancia con la teorı́a

de 4,2σ, como se muestra en la Figura (3.4).
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Figura 3.4: De arriba a abajo: valores experimentales de aµ de BNL E821, primer resultado
de Fermilab y el promedio combinado. Las marcas de verificación internas indican la contri-
bución estadı́stica a las incertidumbres totales. También se muestra el valor recomendado [1]
de la iniciativa de la teorı́a de Muon g-2 para el modelo estándar.

Fuente:Tomada de [60].

Esta desviación del valor esperado del ME se ha utilizado como motivación para muchos

modelos de nueva fı́sica, aún más el desarrollo de extensiones del Modelo Estándar, inclui-

das las que tienen nuevos acoplamientos con leptones.

Otro experimento de muón g − 2 con sensibilidad similar pero utilizando una técnica alter-

nativa de campo eléctrico cero con un haz de muones de baja emisión y baja cantidad de

movimiento se está construyendo actualmente en J-PARC en Japón [61].
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Modelos libres de anomalı́as

Desde 1970, ha surgido un considerable interés en las teorı́as de gauge, principalmente de-

bido al éxito de probar la renormalización de tales teorı́as. Sin embargo, para completar la

prueba de renormalizabilidad se requiere una condición adicional que no se puede cumplir

con elecciones arbitrarias de múltiples partı́culas. Esta restricción adicional es que teorı́a

de gauge particular debe estar libre de anomalı́as. De acuerdo a esto, para la anomalı́a del

momento magnético anómalo del muón trabajado en el capı́tulo [3] se requiere crear nuevos

modelos libres de anomalı́as con los cuales se pueda encontrar una solución a dicha anomalı́a

experimental en g − 2.

Figura 4.1: Diagramas importantes para la anomalı́a. El izquierdo difiere del derecho por el
intercambio de los dos fotones.

Fuente:Tomada de [36].

Ya que estas integrales que se obtienen de los diagramas que se muestran en la Figura 4.1 son

divergentes, estas deben absorberse en acoplamientos del Lagrangiano que tengan las mismas

propiedades de simetrı́a. Sin embargo, estos diagramas generan términos con simetrı́as de

permutación en los ı́ndices a, b y c, que están ausentes en el Lagrangiano de la teorı́a y

por lo tanto hay que asegurarse que sean cero para que la teorı́a sea renormalizable. Estos

diagramas triangulares representan fuertes restricciones para los acoplamientos gauge de una

77
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teorı́a y generan lo que comunmente se conoce como ecuaciones de anomalı́as. La amplitud

del diagrama triangular y del diagrama de intercambio respectivo se puede denotar siguiendo

las reglas de Feynman:

Para cada lı́nea externa se denota p1, p2 y p3 y para cada lı́nea interna q1,q2 y q3.

Los tres vértice contribuyen con los factores(
λ̂c

2
γλ
)
,

(
λ̂b

2
γν
)
,

(
λ̂a

2
γµγ5

)
.

Cada lı́nea fermiónica interna contribuye con:(
i(�q1 +m)

q2
1 −m2

)
,

(
i(�q2 +m)

q2
2 −m2

)
,

(
i(�q3 +m)

q2
3 −m2

)
.

Además (
i(�q1 +m)

q2
1 −m2

)
=

i

(�q1 −m)
,

ya que:
i

(�q1 −m)
· (�q1 +m)

(�q1 +m)
=
i(�q1 +m)

�q1
2 −m2

,

donde �q
2
1 = �q1�q1 = q2

1 . De esta manera, se presentan las contribuciones de cada lı́nea fer-

miónica: (
i

�q1 −m

)
,

(
i

�q2 −m

)
,

(
i

�q3 −m

)
.

A partir de la conservación de momento-energı́a, por cada vértice se escribe una función

delta de la forma:

(2π)4δ4(p1 + q2 − q3), (2π)4δ4(p2 + q1 − q2), (2π)4δ4(q3 − q1 − p3) .

Para cada momento interno qi, se escribe:

d4q1

(2π)4
,
d4q2

(2π)4
,
d4q3

(2π)4
.

De esta manera, hasta el momento se tiene:

T abcµνλ =

∫ ∫ ∫ (
i

�q1 −m

)(
λ̂c

2
γλ
)(

i

�q2 −m

)(
λ̂b

2
γν
)(

i

�q3 −m

)(
λ̂a

2
γµγ5

)
× (2π)4δ4(p1 + q2 − q3)(2π)4δ4(p2 + q1 − q2)(2π)4δ4(q3 − q1 − p3)

d4q1

(2π)4

d4q2

(2π)4

d4q3

(2π)4
.
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Calculando la integral para δ4(p1 + q2 − q3), entonces p1 + q2 − q3 = 0, ası́, q3 = p1 + q2

Por lo tanto, δ4(q3 − q1 − p3) = δ4(p1 + q2 − q1 − p3).

Ahora evaluando la integral δ4(p2 + q1 − q2), entonces p2 + q1 − q2 = 0. Lo que conduce a

q1 = q2 − p2.

Por lo tanto: δ4(p1 + q2 − q2 + p2 − p3) = δ4(p1 + p2 − p3). De esta manera:

T abcµνλ =

∫
d4q2

(2π)4

(
i

�q1 −m

)(
λ̂c

2
γλ
)(

i

�q2 −m

)(
λ̂b

2
γν
)(

i

�q3 −m

)(
λ̂a

2
γµγ5

)
× (2π)4δ4(p1 + p2 − p3) .

Finalmente se multiplica por i y se cancela el factor global (2π)4δ(p1 +p2−p3), por lo tanto:

T abcµνλ = i

∫
d4q2

(2π)4

(
i

�q1 −m

)(
λ̂c

2
γλ
)(

i

�q2 −m

)(
λ̂b

2
γν
)(

i

�q3 −m

)(
λ̂a

2
γµγ5

)
.

(4.1)

Pasando a notación del texto [33], donde:

q2 → p ,

p1 → k1 ,

p2 → k2 .

Dado que

q1 = q2 − p2 ⇒ �q1 = �q2 − p2 = �p− k2 , con �q2 = �p .

q3 = p1 + q2 ⇒ �q3 = p1 + �q2 = k1 + �p = �p+ k1 .

Reemplazando esta nueva notación en (4.1), resulta:

T abcµνλ = i

∫
d4p

(2π)4

(
i

�p− k2 −m

)(
λ̂c

2
γλ
)(

i

�p−m

)(
λ̂b

2
γν
)(

i

�p+ k1 −m

)(
λ̂a

2
γµγ5

)
.

(4.2)
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T abcµνλ =− i
∫

d4p

(2π)4
Tr

[
i

�p−��k2 −m
λ̂c

2
γλ

1

�p−m
λ̂b

2
γν

i

�p+��k1 −m
λ̂a

2
γµγ5

]

− i
∫

d4p

(2π)4
Tr

[
i

�p−��k1 −m
λ̂b

2
γν

1

�p−m
λ̂c

2
γλ

i

�p+��k2 −m
λ̂a

2
γµγ5

]
.

Los generadores λ̂i y las matrices γ actúan en diferentes espacios y por lo tanto la traza puede

ser descompuesta en el producto de la traza bajo λ̂ y la traza bajo las γ:

T abcµνλ =
1

8
Tr(λ̂cλ̂bλ̂a)

(
−i
∫

d4p

(2π)4
Tr

[
i

�p−��k2 −m
γλ

1

�p−m
γν

i

�p+��k1 −m
γµγ5

])
+

1

8
Tr(λ̂bλ̂cλ̂a)

(
−i
∫

d4p

(2π)4
Tr

[
i

�p−��k1 −m
γν

1

�p−m
γλ

i

�p+��k2 −m
γµγ5

])
.

(4.3)

De acuerdo a la propiedad cı́clica de las trazas:

Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA) .

Para este caso se obtiene:

Tr(λ̂cλ̂bλ̂a) = Tr(λ̂aλ̂cλ̂b) .

Y para el término cruzado se tiene:

Tr(λ̂bλ̂cλ̂a) = Tr(λ̂aλ̂bλ̂c) .

Por lo tanto (4.3), resulta:

T abcµνλ =
1

8
Tr(λ̂aλ̂cλ̂b)

(
−i
∫

d4p

(2π)4
Tr

[
i

�p−��k2 −m
γλ

1

�p−m
γν

i

�p+��k1 −m
γµγ5

])
+

1

8
Tr(λ̂aλ̂bλ̂c)

(
−i
∫

d4p

(2π)4
Tr

[
i

�p−��k1 −m
γν

1

�p−m
γλ

i

�p+��k2 −m
γµγ5

])
.

(4.4)
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Observando que las trazas sobre el γ es (en el lı́mite m −→ 0) simétrico bajo el intercambio

(ν ↔ λ, k1 ↔ k2). Se obtiene de esta manera:

T abcµνλ =
1

8
Tr(λ̂aλ̂cλ̂b)

(
−i
∫

d4p

(2π)4
Tr

[
i

�p−��k2

γλ
1

�p
γν

i

�p+��k1

γµγ5

])
+

1

8
Tr(λ̂aλ̂bλ̂c)

(
−i
∫

d4p

(2π)4
Tr

[
i

�p−��k1

γν
1

�p
γλ

i

�p+��k2

γµγ5

])
.

Ahora, haciendo el intercambio ν ↔ λ, k1 ↔ k2, se obtiene:

T abcµνλ =
1

8
Tr(λ̂aλ̂cλ̂b)

(
−i
∫

d4p

(2π)4
Tr

[
i

�p−��k1

γν
1

�p
γλ

i

�p+��k2

γµγ5

])
+

1

8
Tr(λ̂aλ̂bλ̂c)

(
−i
∫

d4p

(2π)4
Tr

[
i

�p−��k2

γλ
1

�p
γν

i

�p+��k1

γµγ5

])
. (4.5)

Ahora, se procede a calcular las igualdades para los términos del diagrama cruzado de la

expresión (4.5):

i

�p−��k2

=
i

�p−��k2

�p+��k2

�p+��k2

=
i(�p+��k2)

�p
2 −��k2

2

=
i(γαp+ γαk2)

p2 − k2
2

=
iγα(p+ k2)α

p2 − k2
2

. (4.6)

1

�p
=

1

�p
�p

�p
= �p

p2
=
γβp

β

p2
. (4.7)

i

�p−��k1

=
i

�p−��k1

�p+��k2

�p+��k1

=
i(�p+��k1)

�p
2 −��k2

1

=
i(γγp+ γγk1)

p2 − k2
1

=
iγγ(p+ k1)γ

p2 − k2
1

. (4.8)

Teniendo en cuenta las expresiones obtenidas en (4.6), (4.7) y (4.8), la traza presentada en

(4.5) para el diagrama cruzado resulta:

Tr[γαγλγβγνγγγµγ5](p− k2)αpβ(p+ k1)γ . (4.9)

Haciendo el reemplazo de p→ −p, se obtiene:

Tr[γαγλγβγνγγγµγ5](−p− k2)α(−p)β(−p+ k1)γ

= Tr[γαγλγβγνγγγµγ5](−)(p+ k2)α(−)(pβ)(−)(p− k1)γ

= −Tr[γαγλγβγνγγγµγ5](p+ k2)α(pβ)(p− k1)γ .
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De acuerdo a la propiedad de las trazas: Tr(AT ) = Tr(A) Por lo tanto:

− Tr[γαγλγβγνγγγµγ5](p+ k2)α(pβ)(p− k1)γ

= −Tr[γT5 γTµ γTγ γTν γTβ γTλ γTα ](p+ k2)α(pβ)(p− k1)γ . (4.10)

El cambio p→ −p es válido debido a la integración sobre el espacio total.

Introduciendo el operador unidad

1 = Ĉ−1Ĉ ,

Donde Ĉ es el operador de conjugación de carga.

Es una generalización de la operación de inversión de carga, ya que en una conjugación de

carga no sólo se invierte el signo de las cargas sino que se substituye una partı́cula por su

antipartı́cula. (No modifica la paridad de las partı́culas). Entonces

ĈγµĈ
−1 = −γtµ . (4.11)

Por lo que:

−Tr[γT5 γTµ γTγ γTν γTβ γTλ γTα ](p+ k2)α(pβ)(p− k1)γ

= −Tr[(Ĉγ5Ĉ
−1)(−)(ĈγµĈ

−1)(−)(ĈγγĈ
−1)(−)(ĈγνĈ

−1)

× (−)(ĈγβĈ
−1)(−)(ĈγλĈ

−1)(−)(ĈγαĈ
−1)](p+ k2)α(pβ)(p− k1)γ .

Ahora, teniendo en cuenta que

Ĉγ5Ĉ
−1 = +γt5 .

Ası́, le expresión (4.10) resulta

Tr[γT5 γ
T
µ γ

T
γ γ

T
ν γ

T
β γ

T
λ γ

T
α ](p+ k2)α(pβ)(p− k1)γ

= −(−1)6Tr[γ5γµγγγνγβγλγα](p+ k2)αpβ(p− k1)γ

= −Tr[γ5γµγγγνγβγλγα](p+ k2)αpβ(p− k1)γ .

Haciendo el cambio de ı́ndices α←→ γ, resulta:

−Tr[γ5γµγγγνγβγλγα](p+ k2)αpβ(p− k1)γ = −Tr[γ5γµγαγνγβγλγγ](p+ k2)γpβ(p− k1)α .
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Realizando conmutación de γ5 con γµ

−Tr[γ5γµγαγνγβγλγγ](p+ k2)γpβ(p− k1)γ

= −Tr[γµγαγνγβγλγγγ5](p+ k2)γpβ(p− k1)γ

= −Tr[γαγνγβγλγγ(−γµ)γ5](p− k1)αpβ(p+ k2)γ

= Tr[γαγνγβγλγγγµγ5](p− k1)αpβ(p+ k2)γ . (4.12)

Se realiza el cambio (ν ←→ λ, k1 ←→ k2), la traza resulta:

Tr[γαγλγβγνγγγµγ5](p− k2)αpβ(p+ k1)γ .

Después del intercambio (ν ←→ λ, k1 ←→ k2) esto simplemente reproduce la expresión

inicial (4.9). Por lo tanto debido a la simetrı́a se denota:

T abcµνα =
1

8
Dabc

(
−i
∫

d4p

(2π)4
Tr

[
i

�p− k2

γλ
1

�p
γν

i

�p−��k1

γµγ5

])
. (4.13)

Donde

Dabc =
∑
f

Tr[λ̂aλ̂bλ̂c] + Tr[λ̂aλ̂cλ̂b] =
∑
f

Tr[λ̂a{λ̂b, λ̂c}] .

Donde las sumas corren sobre todos los fermiones que contribuyen a la anomalı́a. El numera-

dor de (4.13) es de orden p4, mientras que el denominador es sólo de orden p3. Esto conduce

a una expresión integral linealmente divergente que no se puede renormalizar. Por tanto, no

se puede aplicar la prueba de renormalizabilidad a la teorı́a de gauge a menos que desaparez-

ca la contribución de la anomalı́a. Esto solo se puede garantizar si el grupo de gauge cumple

con el requisito de ser libre de anomalı́as:∑
f

Tr{λ̂a{λ̂b, λ̂c}} = 0 .

En este contexto, se enfatiza que una teorı́a de gauge puede ser renormalizable si esta libre

de anomalı́a. La prueba general de renormalizabilidad no se puede aplicar por sı́ sola.
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4.1. Cancelación de Anomalı́as para el Z ′

4.1.1. La simetrı́a de gauge SU(2)L ⊗ U(1)Y ⊗ U(1)′

El objetivo de esta sección es construir la parametrización más general para la extensión

ED (electrodébil) mı́nima del ME, limitándose a los fermiones del ME más neutrinos dere-

chos y un leptón exótico cargado con cargas vectoriales. Para lograr dicho propósito no se

usará la hipótesis de la universalidad1. Con esto en mente, se considera el grupo de gauge

SU(2)L⊗U(1)Y ⊗U(1)′ como una extensión no universal libre de anomalı́as del sector ED

del ME.

En lo que sigue T1L, T2L y T3L denotan los generadores de SU(2)L, mientras que Y yQZ′ de-

notan el generadores de U(1)Y y U(1)′, respectivamente. La derivada covariante del modelo

viene dada por [16].

Dµ = ∂µ − ig
−→
T L ·

−→
A µ − igY Y BY µ − igZ′QZ′Z

′
µ , (4.14)

donde g, gY y gZ′ son los acoplamientos de gauge asociados con los grupos de gauge,

SU(2)L, U(1) y U(1)′, respectivamente, y
−→
A µ,BY µ and Z ′µ representan los campos de gauge

correspondientes. A nivel de corrientes el Lagrangiano está dado por:

L ⊃
∑
f

f̄Lγ
µfLgZ′εL(f)Z ′µ + f̄Rγ

µfRgZ′εR(f)Z ′µ

=
∑
f

f̄γµgZ′
(
gv(f) + γ5ga(f)

)
fZ ′µ, (4.15)

donde εR = gv + ga y εL = gv − ga. Las relaciones inversas son: gv = εR+εL
2

y ga = εR−εL
2

.

Para encontrar la solución más general libre de anomalı́as, se asumen cargas diferentes para

los fermiones en cada familia bajo U(1)′, debido a esto, se requieren al menos dos dobletes

1La única diferencia entre los fermiones de diferentes generaciones es la masa, no es posible distinguir entre
unos sabores u otros en aquellos procesos fı́sicos en los que masa no juegue un papel relevante. Esta propiedad
fundamental del Modelo Estándar se conoce como universalidad. En particular, en el caso del electrón, el muón
y el tau se suele hablar de universalidad leptónica, la cual establece que todos los leptones se acoplan de igual
manera a los bosones vectoriales.
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de Higgs para dar masas a las tres familias, entonces:

〈Φi〉T = (0, vi/
√

2), i = 1, 2. (4.16)

En esta etapa, es importante enfatizar que en el presente trabajo de grado no se pretende

reportar un modelo, sino que el propósito es mostrar una solución general a las ecuaciones de

cancelación de anomalı́as. Se agregaron dos dobletes de Higgs ya que representa el contenido

de campo escalar mı́nimo para tener acoplamientos de Yukawa cuando los fermiones del ME

acoplan con un bosón de gauge Z ′ no universal. En la solución, cada conjunto de parámetros

representa un posible modelo electrodébil. Para cada elección de las cargas Z ′ es posible

introducir escalares adicionales para reproducir los ángulos de mezcla en los sectores de

leptones y quarks. En la base de interacción con la estructura de Higgs del modelo es posible

generar matrices de masa con cuatro ceros de textura 2 para los leptones y quarks. Eso es

posible ya que en la solución, dos familias se acoplan a un solo doblete de Higgs y sólo una de

las familias se acopla a un doblete escalar diferente. Es bien sabido que incluso las matrices

de masa con cinco ceros de textura pueden generar las matrices de mezcla para los sectores de

leptones y quarks [63]. Ası́, en principio, no está prohibido que matrices de masa con cuatro

ceros de textura generen las mezclas de CKM 3 (matriz de Cabibbo–Kobayashi–Maskawa)

y PMNS 4 (matriz de Pontecorvo–Maki–Nakagawa–Sakata). En cualquier caso, como se

mencionó anteriormente, para una elección particular de las cargas Z ′ es posible agregar

nuevos escalares si es necesario.

2Los ceros de textura de una matriz de masa de fermiones dada significan que los elementos de la matriz
correspondientes están desapareciendo exactamente o están suficientemente suprimidos en comparación con
sus contrapartes vecinas. Por lo general, hay dos tipos de ceros de textura: pueden originarse simplemente a
partir de una elección adecuada de la base del sabor y, por lo tanto, no tienen un significado fı́sico definido o se
originan como una consecuencia natural o artificial de una simetrı́a de sabor discreta o continua subyacente [62].

3Es una matriz unitaria que contiene información sobre la intensidad de las desintegraciones débiles que
cambian el sabor. Técnicamente, especifica la diferencia de los estados cuánticos de los quarks cuando propagan
libremente y cuando participan en las interacciones débiles. Es importante en el estudio de la violación de CP.

4La matriz VPMNS es la matriz de mezcla leptónica en las interacciones débiles, contiene información
de discordancia de estados cuánticos de neutrinos cuándo estos se propagan libremente y participan en las
interacciones débiles.
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4.1.2. Cancelación de anomalı́as de gauge

Para la simetrı́a SU(2)L ⊗ U(1)Y ⊗ U(1)′ con el contenido de partı́culas que se muestra en

la Tabla 4.1, las ecuaciones de anomalı́as de gauge no triviales son:

[SU(2)]2U(1)′ : 0 = Σq +
1

3
Σ` ,

[SU(3)]2U(1)′ : 0 = 2Σq − Σu− Σd ,

[grav]2U(1)′ : 0 = 6Σq − 3(Σu+ Σd) + 2Σ`− Σn− Σe ,

[U(1)]2U(1)′ : 0 =
1

3
Σq − 8

3
Σu− 2

3
Σd+ Σ`− 2Σe ,

U(1)[U(1)′]2 : 0 = Σq2 − 2Σu2 + Σd2 − Σ`2 + Σe2 ,

[U(1)′]3 : 0 = 6Σq3 − 3(Σu3 + Σd3) + 2Σ`3 − Σn3 − Σe3 , (4.17)

donde Σf = f1 + f2 + f3. También se tiene en cuenta las restricciones derivadas de los

acoplamientos Yukawa:

LY ⊃ `1LΦ̃1ν1R + `1LΦ1e1R + q1L
Φ̃1u1R + q1L

Φ1d1R+

`2LΦ̃2ν2R + `2LΦ2e2R + q2L
Φ̃2u2R + q2L

Φ2d2R+

`3LΦ̃2ν3R + `3LΦ2e3R + q3L
Φ̃2u3R + q3L

Φ2d3R + h.c. (4.18)

Las restricciones correspondientes que provienen de los términos en el Lagrangiano anterior

son (donde φ2 = φ3):

0 = ei − `i + φi ,

0 = ni − `i − φi ,

0 = di − qi + φi ,

0 = ui − qi − φi . (4.19)
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Particles Spin SU(3)C SU(2)L U(1)Y U(1)′

`Li 1/2 1 2 -1/2 `i

eRi 1/2 1 1 -1 ei

νRi 1/2 1 1 0 ni

qLi 1/2 3 2 1/6 qi

uRi 1/2 3 1 2/3 ui

dRi 1/2 3 1 -1/3 di

Φi 0 1 2 1/2 φi

ELi 1/2 1 1 -1 1

ERi 1/2 1 1 -1 1

Tabla 4.1: Contenido de partı́culas. El subı́ndice i = 1, 2, 3 representa el número de familia
en la base de interacción. En nuestra solución φ2 = φ3 de tal manera que solo se necesitan
dos dobletes de Higgs. Sin embargo, a veces mantenemos la notación φi, que es bastante
conveniente para fines de notación. El leptón vectorial EL,R es exótico y se introduce para
generar una contribución suficientemente grande al g − 2.

La solución a las ecuaciones de anomalı́a de gauge (4.17) y las restricciones de los térmi-

nos de interacción de Yukawa (4.19) corresponden a las cargas que se muestran en la Ta-

bla 4.2 (hay seis soluciones correspondientes a las permutaciones entre los ı́ndices ijk). En

general, cada una de estas soluciones depende de seis parámetros, (qi, ni), con i = 1, 2, 3,

correspondientes a las cargas de Z ′ del doblete de quark y del neutrino derecho, respectiva-

mente, en cada generación. En particular se puede definir (nj − nk)/2 = Li = −Lk = 1,

nk = −1 y qi = qj = qk = ni = 0, para obtener el modelo Lj − Lk [4], donde Li es 1 para

los leptones de la familia i-th y cero en caso contrario. De estas soluciones, el modelo más

conocido es el modelo Lµ − Lτ que se ha utilizado ampliamente para explicar la anomalı́a

g − 2 [64].
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f εZ
′
(f)

`i −3qi

ei −ni − 6qi

ui +ni + 4qi

di −ni − 2qi

`j +1
2
[nj − nk − 3(qj + qk)]

ej −nk − 3(qj + qk)

uj +1
2
(nj + nk + 5qj + 3qk)

dj −1
2
(nj + nk + qj + 3qk)

`k +1
2
[−nj + nk − 3(qj + qk)]

ek −nj − 3(qj + qk)

uk +1
2
(nj + nk + 3qj + 5qk)

dk −1
2
(nj + nk + 3qj + qk)

Tabla 4.2: Los acoplamientos Z ′ para los dobletes de Higgs Φi y Φj son φi = ni + 3qi y
φj = φk = 1

2
[nj + nk + 3(qj + qk)], respectivamente. El campo de Higgs φi se acopla a los

fermiones de la i-th familia. Los enteros ijk son una permutación 123.

4.1.3. Lµ − Lτ

El número leptónico es una simetrı́a global accidental del ME, que sin embargo se rom-

pe por correcciones cuánticas. Se ha observado, sin embargo, que la diferencia de núme-

ros leptónicos entre familias es libre de anomalı́as y por lo tanto se puede asumir como

una simetrı́a gauge abeliana [65, 5, 66]. Lµ − Lτ es un ejemplo explı́cito que se ha in-

vestigado en detalle en [67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77]. El grupo de gauge

SU(3)c×SU(2)L×U(1)Y ×U(1)Lµ−Lτ implica que sólo la segunda y la tercera generación

de leptones se cargan bajo la nueva simetrı́a de gauge abeliana, bajo la cual llevan cargas

opuestas. Como es habitual, el nuevo grupo gauge abeliano conduce a la existencia de nue-

vos bosones gauge masivos, Z ′, que pueden adquirir masa mediante una ruptura espontánea

de la simetrı́a gobernada por un nuevo campo escalar o mediante el mecanismo de Stueckel-

berg [78, 79]. De cualquier manera, el nuevo bosón se acopla a los dobletes de leptones ME
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a través del término L̄γαDαL, donde la derivada covariante es Dα = ∂α + igZ′ q Z
′
α, sien-

do gZ′ el nuevo acoplamiento gauge de la simetrı́a U(1)Lµ−Lτ y q la carga correspondiente

(qµ,νµ = 1,qτ,ντ = −1). Escribiendo explı́citamente este término se obtiene

Lfermions ⊃ gZ′ (µ̄γαµ− τ̄ γατ + ν̄µγαPLνµ − ν̄τγαPLντ )Z ′α . (4.20)

El primer término de ecuación (4.20) da lugar a una contribución a g − 2, que se encontró

en la ecuación (51) de [80]

∆aµ (Z ′) =
g2
Z′

8π2

m2
µ

m2
Z′

∫ 1

0

dx
P+

4 (x)

(1− x) (1− λ2x) + ε2fλ
2x
,

donde P+
4 = 2x2(1− x), con λ ≡ mµ

mZ′
, εf ≡

mf

mµ

,

(4.21)

de acuerdo con [81, 56].

Se enfatiza que el resultado en la Eq. (4.21) es completamente general y aplicable a cualquier

modelo con un bosón gauge con acoplamientos puramente vectoriales a muones. En la ecua-

ción (51b) de [80] se obtuvo un resultado más general, que incluı́a acoplamientos de vector

y vector axial, ası́ como posibles mezclas de leptones cargados.

Lı́mites existentes

A partir del resultado hallado en la ecuación (4.21) se llega a la conclusión de que los bosones

gauge Z ′ pueden explicar la anomalı́a g − 2; sin embargo, sobre el modelo Lµ − Lτ hay

restricciones muy fuertes para masas de Z ′ grandes, debido a la producción del tridente de

neutrinos y la medición del del ancho parcial del Z en cuatro leptones, como se describe a

continuación.

Suponiendo que la masa de Z ′ se genera a través un singlete escalar con VEV vφ, se en-

cuentra que su masa es mZ′ = g′vφ. El lı́mite que surge de la producción del tridente de

neutrinos impone mZ′/gZ′ > 750 GeV, mientras que el lı́mite de la medición del ancho de

desintegración Z en cuatro leptones requiere mZ′ & 40 GeV. Estas restricciones descartan

decisivamente el modelo Lµ−Lτ como una posible explicación de la anomalı́a g− 2 en esta

configuración mı́nima para masas mZ′ mayores que 300 MeV. Sin embargo, cuando el Z ′
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Figura 4.2: La región en rojo corresponde al espacio de parámetros permitido para g − 2
con un nivel de confianza de 1 σ. La región púrpura es la región permitida por producción
tridente del neutrino mZ′/gZ′ > 0,75 TeV. Se asume para la masa de la partı́cula exótica un
valor de 80 GeV.
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se vuelve lo suficientemente ligero, el lı́mite de producción del tridente de neutrinos permite

una ventana para el modelo Lµ − Lτ para explicar la anomalı́a g − 2. Estos hallazgos se

muestran claramente en la Fig. 4.2. Se puede encontrar una discusión más detallada de estos

lı́mites en [70, 82, 83].



Capı́tulo 5

Conclusiones

Al realizar la deducción de la ecuación de Klein-Gordon (K-G) como primer intento de

combinar la mecánica cuántica con la relatividad especial para obtener una ecuación

de Schrödinger relativista, se pudo evidenciar los problemas fı́sicos que esta ecuación

generaba, por ejemplo: la presencia de energı́as negativas, la densidad de probabilidad

era incompatible con la interpretación estadı́stica de Born y la aplicabilidad de esta

ecuación era reducida sólo a partı́culas de espı́n cero.

Desarrollando la propuesta de Dirac ante los problemas expuestos en la ecuación de

K-G, se llego a la ecuación de Dirac, la cual describe las partı́culas elementales de

espı́n 1/2, siendo ası́ consistente con los principios de la mecánica cuántica y la teorı́a

de la relatividad especial.

Se estudió con gran detalle las propiedades de la covariancia de la ecuación de Dirac.

Se desarrollo el formalismo de las matrices γ y la tecnologı́a de trazas para manipular

amplitudes.

A partir de la densidad Lagrangiana de la electrodinámica cuántica se obtiene los dia-

gramas de Feynman de la teorı́a. De estos formalismos obtuvimos la amplitud de Feyn-

man a un loop correspondiente a la evaluación de la función del vértice del electrón, el

cual contribuyó al cálculo de la corrección al factor g− 2 del electrón, descubierto por

Schwinger en 1948.

Existe un gran interés en la fı́sica de altas energı́as en la confrontación del valor expe-

rimental de g − 2 con lo que predice el ME. En el experimento E821 en el Bookhaven

National Lab (BNL) se registraron los valores experimentales del momento magnético

anómalo del muón (g − 2). A través de este experimento se obtuvo una mejora de un
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factor 14 con respecto al experimento realizado en 1970 en el CERN. En la actualidad

se esta construyendo un nuevo experimento para medir g − 2 en las instalaciones de

J-PARC en Japón.

Se encontró una solución de la anomalı́a experimental en g − 2. Para esto se con-

sideró a los Z ′ con un contenido mı́nimo de fermiones, es decir, solo contienen los

fermiones del ME, 3 neutrinos derechos y un leptón exótico cargado. De esta manera,

se obtuvo el espacio de parámetros permitidos para g − 2 con un nivel de confianza

de 1σ. También se encontró la región permitida por producción tridente de neutrinos

mZ′/gZ′ > 0,75 TeV. Se asumió para la masa de la partı́cula exótica un valor de

80 GeV.
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