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Anomalias g — 2 y los modelos minimos para el Z’

Resumen

En este trabajo se presenta parte del formalismo de la electrodinamica cudntica QED (por
sus siglas en inglés). En particular se obtiene la ecuacion de Dirac para campos de espin 1/2
y las reglas de Feynman para la QED. Asi mismo se estudi6 con gran detalle las propiedades
de covariancia de esta teoria. Como una aplicacion de este formalismo se muestra el calculo
explicito del momento magnético anémalo del electrén a nivel de un loop, y se presenta una
discusion acerca de las correcciones cudnticas que se requieren en el modelo estidndar para
calcular de forma adecuada el momento magnético andmalo del muén g — 2. Finalmente se
uso este formalismo para obtener una solucién de la anomalia experimental en g — 2 usando
modelos de extension. En este caso se encontrd una solucion para las cargas del Z’ permitidas
por las ecuaciones de anomalias y las ligaduras provenientes de los términos de Yukawa. El
Z' que se considerd tiene un contenido minimo de fermiones en el sentido que nuestro mo-
delo s6lo contiene los fermiones del modelo estdndar y adicionalmente 3 neutrinos derechos
y un lepton exotico cargado. Se consideraron las restricciones experimentales reportadas por
experimentos en colisionadores obteniendo asi el espacio de pardmetros permitidos para g—2
con un nivel de confianza de 1o, la regién permitida por produccién de tridente de neutrinos

my gz > 0,75 TeV, asumiendo que la masa de la particula exotica tiene un valor de 80 GeV.
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g — 2 anomaly and minimal models for the 7’

Abstract

In this work, part of the formalism of quantum electrodynamics (QED) is presented. In par-
ticular, the Dirac equation for spin 1/2 fields and the Feynman rules for QED are obtained.
The covariance properties of this theory were also studied in great detail. As an application
of this formalism, the explicit calculation of the anomalous magnetic moment of the electron
at the one-loop level is shown, and a discussion of the quantum corrections required in the
standard model to calculate properly the anomalous magnetic moment of the g — 2 muon is
presented. Finally, this formalism was used to obtain a solution of the experimental anomaly
in g — 2 using extension models. In this case a solution was found for the Z’ charges allowed
by the anomaly equations and the constrains coming from the Yukawa terms. The Z’ consi-
dered have minimal fermion content in the sense that our models contain only the standard
model fermions, 3 right-handed neutrinos and one charged exotic lepton. The experimental
restrictions reported by experiments at the collider level were considered, thus obtaining the
space of parameters allowed for g — 2 with a confidence 1o the region allowed by production
of neutrino trident mz gz > 0,75 TeV assuming that the mass of the exotic particle has a

value of 80 GeV.
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Capitulo 1

Introduccion

La fisica de particulas o también conocida como fisica de altas energias es el area de la fisica
que tiene por objetivo determinar cudles son los constituyentes elementales de 1a materia y las
propiedades de las fuerzas que intervienen en sus interacciones [2]. En el dltimo cuarto del
siglo XX el progreso del conocimiento sobre las propiedades de las particulas que componen
la materia y cémo éstas interactian para formar el universo, dio lugar al Modelo Estdndar
(ME) de la fisica de particulas. Esta teoria estudia tres de las cuatro fuerzas fundamentales
de la naturaleza: las interacciones nucleares, electromagnéticas, débiles y fuertes, las cuales
median la dindmica de las particulas subatomicas conocidas. El ME clasifica a las particulas
en dos grandes grupos segun el espin de cada una. Los bosones presentan un espin entero y
los fermiones espin semientero. Dentro del grupo de los fermiones se encuentra el muén (u),
una particula fundamental perteneciente a los leptones cargados. En esta particula se centra
el interés del presente trabajo. E1 ME ha tenido gran éxito ya que permite la explicacion de
una amplia variedad de resultados experimentales.

El ME le permite a la comunidad cientifica abordar los retos de la fisica contemporanea co-
mo los que se derivan del funcionamiento del Gran Colisionador de Hadrones LHC Large
hadron collider por sus siglas en inglés, en el CERN. Los experimentos desarrollados en el
LHC permiten explorar escenarios de nueva fisica a partir de la interpretacion de las sefiales
generadas por la interaccion entre particulas. Los haces dentro del LHC chocan en cuatro
lugares alrededor del anillo del acelerador, correspondientes a las posiciones de cuatro de-

tectores de particulas: ATLAS, CMS, ALICE y LHCb [3]].

Las anomalias recientes en el LHCb tienen como explicacion natural modelos con un sector
electrodébil no universal. Para los modelos no universales, tal como esta presente en la lite-

ratura [4} 5, 16, [7]], el ndmero total de pardmetros aumenta, dando lugar a una gran variedad
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de soluciones. La motivacién tedrica para estudiar los modelos no universales proviene de
consideraciones muy generales, especialmente en construcciones derivadas de la teoria de
cuerdas, donde las cargas del U(1)" suelen ser diferentes para cada familia [8]]. Los modelos
no universales también se han utilizado para explicar el nimero de familias y las jerarquias

en el espectro de fermiones observado en la naturaleza [9, 10, [11].

La literatura sobre modelos minimos [4, 5,12} 138,16, 7, 14,15} 16], desde un punto de vista
fenomenoldgico son utiles para explicar las anomalias aisladas en los experimentos de baja
energia debido a la ausencia de fermiones exdticos a bajas energias. Los modelos cercanos
al minimo no universales es limitada, la razon de este vacio en la literatura se debe a que el
paradigma de universalidad ha dominado la construccién de modelos en las dltimas décadas.
El LHC representa una oportunidad tnica en la historia de la fisica para explorar el espacio
de parametros de los modelos minimos no universales. Este programa es de gran interés para

los anélisis fenomenoldgicos de los experimentos existentes y los que estan en fase de disefo.

El 4drea de interés son las extensiones electrodébiles que permiten ajustar las anomalias expe-
rimentales que regularmente se presentan en el drea. Estas anomalias experimentales hace re-
ferencia a que los valores obtenidos experimentalmente contradicen lo postulado en la teoria
como es el ME. En este caso se trata de una anomalia experimental del momento magnético
andémalo del muén conocida como g — 2, la cual se ha apartado de la prediccién del modelo
estandar a un nivel de 3,6 0 durante muchos afios [17]. Se han propuesto muchas solucio-
nes tedricas para este problema [18, [19] 20, 21}, 22| 23 24]]. De acuerdo a estas propuestas
a soluciones teodricas, con el presente trabajo de grado se estudia la anomalia del momento
magnético anoémalo del muén por medio de un modelo minimo no reportado en la literatu-
ra, en el cual se encuentra una solucion para las cargas del Z’ con un contenido mimino de
fermiones, considerando asi los fermiones del ME, 3 neutrinos derechos y un leptén exético
cargado. El presente trabajo de grado refuerza la linea de investigacion del grupo de Altas
Energias de la Universidad de Narifio debido al contacto con los proyectos y desarrollos

tedricos y experimentales mas importantes de la fisica de altas energias en el LHC.



Capitulo 2
Electrodinamica cuantica (QED)

La electrodindmica cuédntica o QED por sus siglas en inglés, Quantum Electrodynamics, es
la teoria de particulas subatomicas, que estudia la interaccion de la luz con la materia, es
decir, es la teoria del campo cudntico de electrones y positrones (el campo electrén-positron)
y fotones (el campo electromagnético o de radiacion). La teoria también se aplica a los lep-
tones pesados conocidos (11 y 7) y, en general, se puede utilizar para describir la interaccion
electromagnética de otras particulas elementales cargadas [25].

Max Planck (1858-1947), propuso que la luz y las otras formas de radiacion electromagnéti-
ca, que hasta entonces habian sido consideradas como ondas, se comportaban paradodjica-
mente como minudsculos paquetes de energia, o “cuantos”, cuando interaccionaban con la
materia. Estos cuantos particulares llegaron a conocerse como fotones [26]. A comienzos de
los afios treinta los arquitectos de la nueva mecdnica cudntica habian elaborado un esquema
matematico para describir la emisién y absorcién de fotones por particulas eléctricamente
cargadas tales como electrones. Aunque esta primera formulacion de la QED disfruté de
cierto éxito limitado, la teoria tenia fallos evidentes. En muchos casos los calculos daban res-
puestas inconsistentes e incluso infinitas a preguntas fisicas bien planteadas. Fue el problema
de construir una teoria consistente de la QED lo que orientd su atencién el fisico Richard
Feynman a finales de los afios cuarenta.

Para colocar la QED sobre una base sélida era necesario hacer la teoria consistente no sélo
con los principios de la mecdnica cudntica sino también con los de la teoria de la relatividad
especial. Estas dos teorias traian sus propias herramientas matemadticas caracteristicas, com-
plicados sistemas de ecuaciones que de hecho pueden combinarse y reconciliarse para dar

una descripcion satisfactoria de la QED [26]].
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2.1. Ecuacion de Dirac

La ecuacién de Dirac fue publicada por primera vez en el articulo “The quantum theory of
the electron” desarrollado por Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984), en el afio 1928 [27].
Histéricamente, el descubrimiento de la ecuacion de Dirac fue un acontecimiento muy impor-
tante para la fisica en las décadas de los 1920 y los 1930, ya que proporciond una descripcion
relativista de las particulas de espin 1/2 y, en particular, del electrén. Por consiguiente abri6
el camino para la aplicacion de la teoria de grupos a la descripcion de particulas de espin
arbitrario.

La electrodindmica cuéntica resultante de las particulas de espin, refinada por dos genera-
ciones de trabajo tedrico, es la mejor teoria que se tiene hasta el momento. Aunque es una
aproximacion ya que no incluye los efectos de interacciones débiles y fuertes, ha superado
muchas pruebas experimentales rigurosas cuando se aplica a electrones y muones. Ver con

mas detalle en [28]].

2.1.1. Deduccion de la ecuacion de Klein-Gordon

La ecuacion de Klein-Gordon propuesta en 1926, fue el primer intento en combinar la
mecdnica cudntica con la relatividad especial para obtener una ecuacion de Schrodinger re-
lativista. Segun Dirac [29, 30] inicialmente fue descubierta por Erwin Schrodinger, quien
primero derivé la ecuacidn relativista y luego la abandond porque daba la estructura fina in-
correcta para el hidrégeno (no reproduce los niveles de energia de Bohr para el hidrégeno).
Posterior a esto, se dio cuenta que la aproximacion no relativista era de valor incluso si la
ecuacion relativista en si fuera incorrecta, es por ello que decidi6 publicar su ecuacion de on-
da relativista, sin embargo ya habia sido redescubierta independientemente por Oskar Klein
y Walter Gordon, por lo que como se dijo anteriormente es reconocida como la ecuacién de
Klein-Gordon (K-G) [31]].

En este sentido, se trabajard matematicamente funciones de onda con sus respectivas solu-

ciones. Inicialmente, para deducir la ecuacion de Schrodinger se parte de la relacion cldsica
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de energia-momento, dada por:

2
b v_g . @2.1)

2m

Formalmente, la transicion de la mecanica clasica a la mecanica cudntica se puede lograr

sustituyendo las cantidades clésicas por operadores apropiados:

p — —ihV, E— ih% : (2.2)

Reemplazando las expresiones (2.2) en (2.1) y operando sobre una funcién de onda 1) se

obtiene:

- ﬁ2 2
v +V)v= z’ha—w , Ecuacion de Schrodinger (2.3)
2m ot

si V' no depende explicitamente del tiempo, su solucion puede ser encontrada a partir de

separacion de variables, obteniendo de esta manera:
U(r,t) = (r)e B/ (2.4)

Analogamente, la ecuacion de Klein-Gordon puede ser obtenida a partir de la ecuacion rela-

tivista de momento-energia.

E? — p?® =m2ct (2.5)
la cual puede ser escrita, como:
pup —m*c =0 . (2.6)
Usando el operador:
P — tho, . (2.7)

Dada la cuantizacion en (2.7)), se sustituye en (2.6) y operando sobre una funcién de onda 1),

se obtiene:

[(1h0,) (iho") ) — m?*c*ep = 0
i*h20,0") — m*c* = 0
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—h20,0Mp —m*p =0 (2.8)
donde
), = % (con p=0,1,2,3) . (2.9)
Lo cual se expresa matematicamente como:
10 0 0 0
80_2&’ 31—%7 32—8—y7 83—@ : (2.10)
Por lo tanto:
s _ (100 0 0
o \eot’ox Oy Oz
10
_ (22 2.11
(c ot’ V) ’ 1D

0,y O" se relacionan a través de la métrica de Minkowski:
o' =g¢"o, (2.12)

donde la métrica de Minkowski es dada por la expresion:

1 0 0 0

oo =1 0 0

e D (2.13)
00 0 -1

Para la parte temporal, segtn el valor de la componente ¢g°° = 1y la expresion en (2.10) se

obtiene la siguiente relacion:

10
" = ¢g%0, = (+1)Ea . (2.14)

Andlogamente, se obtiene para la parte espacial:

. N 0 0
O =g"0=(Vg-=—5— . (2.15)

10 10
= —— v D
- (129), eo(lW) . e

Por lo tanto:
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Reemplazando @ en @):
h(c t,V peTe V)Y —mcy=0

Operando el producto entre los paréntesis se tiene que:

Pasando a dividir 42 al lado derecho de la igualdad conduce a:
1 02 9 1 5,
_(E@_v)¢:ﬁmc¢
Finalmente se opera el signo menos de el lado izquierdo de la ecuacién y se agrupa el término

2
(%) , dando como resultado:

Asi, se deduce la ecuacidon de Klein-Gordan:

—C%a;—;f + V) = (%) i v (Ecuacion de Klein-Gordon) (2.17)
La ecuaciéon de K-G planteaba tres problemas principales: presenta soluciones de
energia negativa, es incompatible con la estadistica de la densidad de probabilidad, permi-
tiendo asi probabilidades negativas [] y finalmente tiene un rango de aplicaciéon muy limitado,
ya que solamente puede ser utilizado para particulas con espin cero, por ejemplo particulas
compuestas como los piones y el Boson de Higgs como particula fundamental con espin ce-

ro, el cual en su momento no habia sido descubierto. Para ver con mas detalle los problemas

y consecuencias de la ecuacion de K-G ver en [28].

La interpretacion estadistica de Born, la cual expresa que con [t)(r)|? se obtiene la probabilidad de encon-
trar la particula en el punto 7.
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2.1.2. Deduccion de la ecuacion de Dirac

Se puede expresar matematicamente que Dirac resolvié dicho problema al factorizar la rela-

cién de energia-momento @, con p = 0, por lo tanto se tiene como resultado:
() =m*c =0 . (2.18)
Desarrollando esta diferencia de cuadrados, es posible obtener:
(P +me)(p® —me) =0 (2.19)

de donde se llega a dos posibles soluciones representadas por las dos siguientes ecuaciones
de primer orden:

p° +me = 0; P —me=0 . (2.20)

Las cuales satisfacen (2.6)), sin embargo, cuando se requiere incluir las componentes espa-

ciales, se llega a expresiones matematicas de la forma:

22)

(p'p, — m*?) = (B"ps + mc) (7 py — me) = 0

Desarrollando el producto entre paréntesis:
(p"pu — m*c®) = By pupr — meB ps + mey py — m?e® =0
Factorizando el término en comun mc conduce a:
(P"py — m*c?) = BV papr — me[ " — 7 ps —m*c =0 . (2.21)

De acuerdo a lo obtenido en (2.21)), para que se cumpla dicha igualdad se requiere que no

aparezca el término lineal en p,, lo cual conduce a que ¥ = ~". Con esta consideracion la

ecuacion (2.21)) resulta:
Ppu —m*c® = " paps — m*c?
Cancelando los términos m?c? a ambos lados de la igualdad se tiene que:

PP = V"V Db
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A partir de esto, se realiza un cambio de indices de p*p, — p*py. Ademds se introduce la
métrica de Minkowski con indices contravariantes ¢"* con el fin de obtener p,.p, en ambos

lados de la igualdad:

9Depr = V"V Dby - (2.22)

Desarrollando los indices de la ecuacion (2.22)) resulta explicitamente:

") = (") = )= ") = (")) + (V)" + () (0°) + (V) ()
+ (P + Y Y)pop1 + (V%9 + 20)pop2 + (Y°9* + 310)pops
+ (V' + e + (VY P pips + (VP 4+ ) peps (2.23)

Asi, para que se cumpla la igualdad se puede proponer que los valores de 7° = 1y
vt = ~% = 43 = i ya que i = —1, obteniendo de esta manera, que los cuatro primeros
términos del lado derecho de la ecuacion resulten iguales a los del lado izquierdo de dicha
ecuacion. Ahora, para los seis términos siguientes del lado derecho de la ecuacion que
representan los términos cruzados, no se puede encontrar alguna forma en eliminarlos. Sin
embargo Dirac introdujo la idea que solucionaria tal objetivo, en el cual se consideraban las
~ como matrices y no como nimeros. Debido a que las matrices, en general no conmutan,

entonces es posible expresar un conjunto de soluciones dado por:

(") =1, (V=0 =0")P=-1 . (2.24)
Py + 4" =0 V ou#v . (2.25)

Partiendo de la ecuacién (2.22)):
97Depr =V Per
se pasa a restar el término ¢"*p,.py al otro lado de la igualdad y asi:

YA ey — ¢ Pepr =0,

KA KA A
DaD DeDr .
772 A+772 A A =0 (2.26)
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Para el segundo término en (2.26)) se redefine x = A, por lo que resulta:

KA A AN R
VY PP VY PP K
T 9P =0

Factorizando p,p,,

1 K K K.
500 Y +) = g™ pepr =0

Esto conduce a que el término
1 KA ALK KA
(M ) — g =0
Despejando (57 + y*v*), resulta:
(Y M) = 29"
{2 =20" 2.27)

donde (2.27)) es la relacién de anticonmutacién que deben satisfacer las -, con g, siendo la

Meétrica de Minkowski y los corchetes representan el anticonmutador:
{A,B}=AB+ BA . (2.28)

El conjunto de matrices que satisfacen la relacién (2.27) son:

0 1 0 ; 0 o ,
v = Y= 4 (con =1,2,3) , (2.29)
0 —1 —ot 0

donde o son las matrices de Pauli, que matematicamente se representan como:
0 = [04,0y,0,] (2.30)

I

El elemento 1 de las matrices de Pauli denotan una matriz unitaria de 2 x 2 y el elemento 0

de las matrices representa una matriz de ceros de 2 x 2.
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De acuerdo con estos resultados para las +, es posible resolver la relacidn relativista de

energia-momento:
(p"p, — m*c?) = (Vs +me)(y'py —me) =0 . (2.32)

Para obtener la ecuacion de Dirac, se utiliza la opcidn convencional de eliminar el término

(7*px + mc). Por lo tanto:
Ypr —me =0
Realizando el cambio de indices A\ —
Vip, —me=0 . (2.33)

Finalmente, si se sustituye p, — ihJ,, y el operador resultante actiie sobre la funcién de

onda 1), se obtiene:
ihy"9,1 — mep =0, Ecuacion de Dirac (2.34)
donde ) es una matriz columna de cuatro elementos, denominado espinor de Diracﬂ

Uy
W = el (2.35)
V3

(e

Segun Bernd Thaller [32] reconoce a dicha ecuacién de Dirac como un paso mas hacia
la descripcion de la realidad de una teoria de Schrodinguer de una particula. Al ser utilizada
como una descripcion de electrones, la ecuacion de Dirac es compatible con la teoria de
la relatividad y ademads describe el espin del electrén y su momento magnético de forma

completamente natural.

2 Aunque se presenta matemdticamente como un una matriz de cuatro elementos, no es un cuadrimomento,
y su transformacion a sistemas inerciales se desarrollan en la secci(’)nm
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2.1.3. Solucion de la ecuacion de Dirac

Para encontrar una solucidn a la ecuacidn de Dirac, se realizé una restriccion sobre la funcidén
de onda v, la cual impone que ) sea independiente de la posicidn, es decir, que las derivadas

espaciales sean iguales a cero.

o oY oY
R S s 2.36
or Oy 0z ( )
Lo que es equivalente a decir que:
0
th—vY=pyY=0=p=0 |, (2.37)
8%
de esta manera, la particula esta en reposo y la ecuacion de Dirac (2.34), resulta:
iy 00) — mep =0 . (2.38)
Recordando de li la parte temporal es 0y = %%, por lo que (2.38) se reduce a:
10y
V=== — =0
thry T mecy
Pasando a sumar el término mcy y a dividir 7/ se obtiene:
o imc?
0= = — 2.39
donde
(G}
) = L (wA ) con: s = (Qpl ) NUEES (% > : (2.40)
V3 Vg (0 (0N
Uy

De tal forma que la ecuacion (2.39)), se puede escribir:

Oa 2
L@ e
0 -1 T Yp
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Por lo tanto, se obtienen el siguiente sistema de ecuaciones:
0V mc? Mg mc?
- 5 g == 242
las cuales son ecuaciones diferenciales de primer orden y respectivamente presentan como

soluciones particulares:

Walt) = e7 My 1 (0),  Wp(t) = PNy 0) (2.43)

Al hacer una analogia con la expresion obtenida en (2.4), se nota que los valores de energia
para 1 4(t) son los esperados para una particula en reposo, es decir con p = 0, el valor de
la energia es E = mc?. No obstante, para los valores de energia de v)p(t) se identifica un
estado con energfa negativa (£ = —mc?), que Dirac intento resolver en primer lugar usando
el principio de Pauli para argumentar que “todos los estados de energia negativa estan ocu-
pados excepto quizds algunos de pequena velocidad”. En segundo lugar, afirmé que estos
estados no serian observables por si mismos. Aunque habria un “ndmero infinito por unidad
de volumen en todo el espacio ... si su distribucion es exactamente uniforme, deberiamos es-
perar que sean completamente inobservables. Solo la pequena desviacion de la uniformidad
exacta, provocada por algunos estados de energia negativa estando desocupados, esperamos
observar”. Solo las desviaciones de la densidad de carga volumétrica uniformemente infinita
del vacio son observables y se utilizan en la ecuacion de Maxwell, V - E = —47mp. Y en
tercer lugar Dirac reconocié que los estados negativos desocupados, o huecos, se moverian
como particulas cargadas positivamente con energias cinéticas positivas y argumenté: “Por
lo tanto, nos llevan a la suposicién de que los huecos ... son los protones”.

En las expresiones (2.43), 14, representa la ecuacion de onda para una particula, y ¢5 se la
interpreta como una ecuacion de onda para su antiparticula. Por ejemplo ¢4 describe a los
electrones, mientras que g para los positrones. Asi, obtenemos espinores de dos componen-
tes, concordado para un sistema de spin % A partir de las ecuaciones de onda expresadas en
(2.43), se encuentran cuatro soluciones, que por el momento no tienen el cuenta los factores
de normalizacion:

Para 14, se obtiene 1)) y ¢(?) que describen un electrén con spin hacia arriba y spin hacia
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abajo respectivamente:

77Z)(1) — e—i(mCQ/h)t w(Q) — e—i(mCZ/h)t (244)

Y

o O = O

1
0
0
0

Asf mismo, para 1z, se obtienen ¥)(®) y 1)) que describen un positrén con spin hacia abajo

y spin hacia arriba respectivamente:

77ZJ(B) — 6—i—i(mc2/}i)t 77ZJ(4) — 6-i-i(ch/}i)t

(2.45)

Y

0
0
1
0

_ o O O

De esta manera, las ecuaciones y representan la solucién a la ecuacién de Dirac
para una particula en reposo.

Abhora, se trabajard una solucidn de la ecuacion de Dirac para una particula en movimien-
to, es decir se obtendran soluciones para ondas planas, de tal forma que 1) serd expresada

matematicamente como:
U(z) = ae”®*u(k) (2.46)

donde a representa un coeficiente de normalizacion, el cual, por el momento, es independien-
te para tal propdsito y k-x representa el producto Minkowskiano: k-x = k,a2* = k°ct —k-r.
Por lo tanto, para que la solucion dada en (2.46) satisfaga la ecuacién de Dirac (2.34), se pro-
cede a calcular la derivada 0,7, donde, para la componente espacial se obtiene:

10
cot

1 1.0
— —(_ 'kO —ikYct—k-r
c( ik’c)e

a()w(x) == a()(aze_ikOCt_k.ru(k)) = (e_ikOCt—kT)
Para las componentes espaciales, por ejemplo para x se obtiene:

Otp(x) = By (ae F TRy (k) = B = iktemx (2.48)
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Andlogamente para las componentes en y y z, se obtienen:

Ootp(x) = ikPe x| (2.49)

Osip(x) = ikde x| (2.50)

Los resultados encontrados en las ecuaciones (2.47),(2.48),(2.49) y (2.50), se pueden gene-

ralizar de modo que:

O = —ikyp (2.51)

Yaque: kK = ko y k' = —k;,coni = 1,2, 3.
Consecuente a esto, se reemplaza (2.51]) en (2.34]) obteniendo asi:

iy (~ik,ab(2)) — meib(z) = 0

Desarrollando el paréntesis:

By kb () — mewb () = 0
Factorizando (), la igualdad se reduce a:

(hy"'k,, — me)y(x) =0 (2.52)

P Y 1 0 10 0 o Kk
Yk =7 ~v-k=
0 —1 —o 0
B K0 0 k-o B K —k-o 2.53)
0 —k° k-0 0 k-o —k° ' '

Por lo tanto, la ecuacion (2.52) resulta en:

()= (e )] () -

donde:
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Operando la resta de las matrices se llega a la expresion:

hk® —me —hk-o Uy 0
hk-o  —hk® —mec upg
Asi, operando el producto de matrices se tiene que:

0 _ _ .
((ﬁk me)us — h(k a)u3> 0 (2.54)
h(k - o)us — (Bk® + mc)up

De la expresion (2.54) se encuentra el siguiente sistema de ecuaciones:

Rk - o
0 _ — hk - - ) 2.
(hk” — mc)ug = hk - oup = ua P mcuB (2.55)
Rk - o
hk -ous = (hko + mc)uB — Up = hk’o——l—muA . (256)

Reemplazando en (2.53), se obtiene:

- hk - o k- o "
AT\ Bk —me RO+ me

Operando el producto entre los dos términos, se reduce a:

Rk - o)?
(Rk0)? — (mc)?

Up = UuA

Factorizando /7?2 en el denominador, se cancela con su respectivo 42 en el numerador, asi se

tiene que:
Ua ) (257)
donde:

01 0 —i 1 0 ke ke — ik,
k-o =k, +k, + k. — . (2.58)
10 i 0 0 —1 ke +ik,  —k.

por lo tanto, su cuadrado sera:

oy K Rk k. ky—ik,
ky + ik,  —k. ko + ik,  —k.
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Realizando el producto entre las dos matrices:

ko) = k2 + (ky — iky) (ke + ik,) k. (ks — iky) + (kg —iky)(—k.)
(kw + iky)kz + (_kZ)(kx + iky) (kx + Zkyxkx - iky) + (_kZ)(_kz)
De esta manera se efectiian las respectivas operaciones en cada término de la matriz resul-
tante, de lo cual se obtiene:
k24 k4 k2 0
(k i 0')2 — x Y z
0 k2 + k2 + k2

De este modo

(k-0)* = |K?| (1 O) : (2.59)
01

De acuerdo a lo obtenido en (2.59)), la relacién (2.57)) da como resultado:
k|*

. 2.60
<k0>2 _ (mTC)QU'A ( )

ups =

de esta manera:
k|

(k0)? - (5)°

= 1= 7= (0 - (5F)

— o () 0 = s (2 =0
= k= () 2.61)

De tal forma que para que (2.46) satisfaga la ecuacion de Dirac (2.34)), k* tiene que ser el

mc

2
1c)”, entonces:

cuadrimomento con momento al cuadrado igual a (

plu’
=ts (2.62)

1
Si se elige ug = ( ),entonces:
0

p-o 1 1 Pz px_ipy 1
U = -5 — 0 .
p°+me \0 pPtme \p, +ip, —p. 0
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Aplicando el producto de las matrices, se encuentra la expresion:

1 D 1 P

up = ———
PP+ me \ p, +ip, E+me \p, +ip,

Factorizando el factor ¢, se obtiene:

up = ——— (2.63)
) 0 1 0 . )
Anélogamente para u, = ,Ug = ,Ug = , se obtiene respectivamente:
& Pz — Z.py
- 2.64
un E + mc? —p, ( )
up=— [ (2.65)
E+me \p, +ip,
C Pz — ipy
= 2.66
UA S T e L, (2.66)

Como un resultado, las expresiones y son soluciones de la ecuacién de Dirac,
que contienen los respectivos estados para particulas, mientras que las expresiones (2.65)) y
representan las soluciones de la ecuacion de Dirac con estados para antiparticulas.
Para dichos espinores, se utilizard convenientemente la normalizacién Helzen y Martinf;

2F
=" . (2.67)
C

donde,

=l = (a'py0) (2.68)

> 2 » ©°

3De acuerdo a la literatura [33]], existen al menos tres convenciones diferentes, que, ademdas de la reportada
de Helzen y Martin, se tiene la de Bjorken y Drell dada por: ufu = %, o el de Bogoliubov y Shirkov dada
e te, — 1
por: u'u = 1.
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En consecuencia:
ulu = |al> + |87 + |y + 6> . (2.69)

Es asi que las soluciones se convierten en:

1 0
1
uV = N . . uP =N . . : (2.70)
FrmaP- Trme Pz — ipy)
m(pa: + ipy) E-ijnc? (—=p-)
i (P — ipy) Ermo P
,U(l) — N E+mc? (_pz) 7 ,U(Q) — _N E+mc? <p$ + Zpy) ) (2.71)
0 1
1 0

Al calcular:

1

. 0
Mt,, (1) — pr* cp- c(pz—ipy)
u u =N <1 0 (E—i—z':an) g—&—mzc)?y > N cp.

(E+mc?)
c(pz+ipy)
E+4+mc?

Se opera la matriz columna y la matriz fila obteniendo de esta manera:

2.2 9 . .
uMiy® = | N {1 +0+ © P + Pz — 1py) (Pa + ’pr)}

(E + mc?)? (E + mc?)?

Factorizando el factor (£ + mc?)?, resulta que:

N 2
uWiy D = (E—‘i—#z)? {(E+me)?+p2+ i +p2)}

Ahora, se factoriza ¢? dentro de los corchetes, de 1o cual se obtiene:

N 2
My = m {(E +mc®)? + & (p} +p§ +p§)}
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De esta manera, se obtiene que p? + p2 + p2 = p, por lo tanto:

N 2
T p—L E {(E+md)?*+Pp) . (2.72)

(E + mc?
Dado que cp = E? — m?c' = (E — mc?)(E + mc?), la ecuacion (2.72)) da que:

N 2
uMiyM) = m {(E + mc2)2 + (F — mCQ)(E + mc2)}

Factorizando un termino (E + mc?), se obtiene:

V]
uMTyt) = (E+md) {(E+mc®) + (E—md)}

Desarrollando las operaciones dentro de los corchetes, se produce la siguiente expresion:

2E|N|?
Wy, () — =277 2.73
o (E + mc?) (2.73)
Reemplazando la expresion (2.67) en (2.73) implica que:
2F N|?
2 INE_
c (E + mc?)
Despejando | N |?
NP = 2E(E + mc?)
2Fkc
Cancelando el término 2E' y aplicando raiz cuadrada a ambos lados, implica que
B 2
| N | = ﬂ (2.74)
c

Se obtiene un resultado andlogo para u?u(?). Ahora, para las expresiones (2.71)), el proce-

dimiento es similar:

CPz
(E+mc?)
c(Pz+1ipy)

v @M@ — N (e demim) g o) N Foe

0
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= |NJ? { p? (P — ipy) (Pa + D)
(

1+0
E +mc?)? (E + mc?)? T }

Factorizando (E + mc?)? y ¢? resulta que:

N 2
Dty — m {2 +p,+p2) + (E+mc?))}

N 2
= m {p+ (E+me*)?} . (2.75)

Obteniendo asi la misma expresion de (2.72)), por lo que la constante de normalizacién es
la representada en la ecuacioén . Las soluciones u(!) y u(? representan las soluciones
de la ecuacién de Dirac para las particulas ) = ae "P*/"y, describiendo de esta manera
a un electrén con espin hacia arriba y abajo respectivamente, la nueva notacién v!) y v(?)
para las soluciones de la ecuacién de Dirac para las antiparticulas 1) = ae~P>/"y, las cuales
representan a un positrén con espin hacia arriba y abajo respectivamente. Asi, los estados de
las particulas y antiparticulas que satisfacen las ecuacion de Dirac en el espacio momento

(2:32)), quedan de la forma:

(Y'p, —mc)u=0 . Para particulas (2.76)

(Y'p, +me)o =0 . Para antiparticulas (2.77)

2.1.4. Covariantes bilineales

La transformacion que realiza el espinor de Dirac (2.35) cuando se pasa a un sistema inercial

con una velocidad v en la direccion x a otro sistema, es dada por la siguiente expresion:
v — ) =Sy | (2.78)
donde S es una matriz de 4 x 4, denominada matriz .S representada por la ecuacién (2.79):

ar 0 0 a-

a4 CL_(71>: 0 ay a- O (2.79)

0 a- ar O

a_ 0 0 a4
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donde,
1
ay ==+ 5(7 +1) (2.80)
y el factor gamma , o factor de Lorentz es:

v = \/%52 (ﬁ = %) : (2.81)

Para comprobar la regla de transformacién dada en (2.78), se lleva la ecuacién de Dirac

(2.34) ala expresion (2.78), por lo cual se obtiene:
iy O —mey’ =0 . (2.82)

Dado que:
0 ox¥ 0 ox”

= = = L 2.83
o Oz, Ozt Oz Ox'm (2.83)
se reemplaza la (2.83)) en (2.82)) se obtiene:
ox”
y 1 _ —
thy D 0,(SY) —me(Sy) =0 . (2.84)
Multiplicando por S~! a ambos lados de (2.84)) se consigue la expresion:
a v
(SIS S — me (SIS =0 | (2.85)
o'zH ——
1
donde:
ox”
—1_pu v
(S™ S)aa:’/‘ = : (2.86)
Por lo tanto, la ecuacién (2.83)) resulta:
thy" 0,0 —mep =0 . (2.87)

De acuerdo con (2.86) se requiere calcular 7°, !, % y 43. Para esto, son utiles las siguientes

transformaciones:
0z _ 0x” _ Oxt - Ox? _ ox? - ox3 -
or0 i ort 76, or0 b, or't v or’? L or3 1

(2.88)
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Entonces, para ’yo, se calcula:

0z° _
+ (5*1715)ﬁ = (S798)y 4+ (S7'4'9)yB

o

0 _ -1,0

Por lo tanto, el producto de la matriz S con 7" se obtiene que:

S9° = (SS79S)y + (SST'S)B = (1°8)y + (v'9)7

Ahora, para v! se calcula que:

1 1.0 du'! 1.1 dx! 1.0 1.1
v =(S WS)WHS WS)wZ(S VS8 + (ST v S)y

Asi, al multiplicar la matriz S con ~! se obtiene:

Syt = (SSTS) B+ (SSTIYS)y = (VB + (1 S)y

Resultados anélogos se obtienen para 572 y Sv°:

2
Sy? = 5(5‘172)82; = S(S7192S) = SSL42S = 428
1
3 L1y o 070 -1.3 1,3 3
Sv° = S(S v)Sw:S(S vS) =85S =~°S
1

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

Ahora, se procede a verificar si las relaciones (2.90),(2.92), (2.93) y (2.94)) satisfacen la

ecuacion (2.79).

De esta manera, para la ecuacion (2.90), se reemplaza la expresién (2.79), de lo cual se

obtiene:
7" = (1"(ay +a9"v))v + (v (ar + a8
Desarrollando los paréntesis conduce a:
SY’ = a"y +a vy +ay' B+ a "y

Factorizando términos:

$7° =7(ar + Ba_ )y’ +y(a- + Bar)y!

(2.95)
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Ahora, trabajando el lado izquierdo de la ecuacién (2.93), se reemplaza el valor de S expre-

sado en la ecuacién (2.79), por lo que resulta:
57’ = (ag + a7’y )’ = ayy’ + a0 (2.96)

De las relaciones encontradas (2.89) y (2.91)) se encuentra que 7! y 7° anticonmutan, es decir,
190 = —~49%41 por lo tanto la ecuacién (2.96) implica que:

S = a7’ —a_ 0y = ay? —ayt . 2.97
V= ayy ¢ 17 V= avy gl (2.97)

Igualando las ecuaciones (2.93) y (2.97),
ayy’ —a vt =7(ay + Ba )V’ + (e + Bar)yt . (2.98)

Al analizar el término y(ay + Sa_) en (2.98), se encuentra que:

ar =+ %(7 +1) . (2.99)

Considerando el factor gamma v definido en (2.81)), se despeja la velocidad relativa a la

velocidad de la luz 3, lo cual conduce que:

1
by

Por lo que el término para analizar, es el siguiente:

1 VO =D +1) 1
Y(ay + fa-) =7 [\/5(7+1)+ > <—\/§(7—1))]

Operando el factor « en cada termino y desarrollando el paréntesis, se tiene que:

-1 e VO =D +1)

(2.100)

ar + fa) =/ 3+ D=4 50 - D6+ Do -1

Separando el término /(v — 1)2, resulta:

Yay+Ba) =30+ 1) - VO D56+
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Considerando que /(v — 1)? = (y — 1) y factorizando /% (v + 1), implica que:

Hay +a) =[50+ Dl (7~ 1)
Desarrollando los términos en corchetes se obtiene:
Yay +Ba) = /501 +1)
Por lo tanto, se obtiene
v(ay + fa) =ay . (2.101)

Anélogamente se calcula el término y(a_ + Sa. ) de (2.98) reemplazando las expresiones a
y (3 encontradas en (2.99) y (2.100) respectivamente, en este sentido se expresa:

y(a- + Bay) =7 [—\/%w ERRACERCERY (\/%(7 + 1))

v

Realizando la multiplicacién del segundo término y repartiendo el factor « en cada término,

se llega a la siguiente expresion:

Y+ Ba) =~ 50— D+ VO F DR 50— 1)

Factorizando el término en comun %(7 — 1), la expresion se reduce a:

Ha+ ) = /56~ DI+ 1)~

Y operando los términos entre corchetes, lo que conduce a:

1
v(a- + Bay) = 5(7 - 1)
Asi entonces se demuestra que:

v(a_ + Pay) =a_ . (2.102)



Capitulo 2: Electrodindmica cudntica (QED) 26

En efecto, al reemplazar las expresiones (2.101) y (2.102)) en (2.98)), se satisface dicha igual-
dad.

Asi mismo se realiza un procedimiento andlogo en (2.92) y se tiene que:
Syt = ("B + (v'S)y
Al reemplazar .S dada por expresion (2.79) conduce a:
Sv' = (1"(ay +a-1"y"))vB + (v (as +ar"yh))y

Repartiendo 7° y 7! en cada uno de los términos entre paréntesis se logra obtener:

Syt = (a7 + a8 + (et +a "y )y

Considerando 7°7° = 1y v'4! = 1, entonces:
Sy = (a4’ +a )y + (e’ +a ")y (2.103)

Por otra parte, al realizar el reemplazo de la expresion de .S indicada en la ecuacion en

el lado izquierdo de (2.103) resulta:
Syt = (ay +a_ Y)Y =ayt Ha YN =ayt ay® (2.104)

Por lo tanto las ecuaciones (2.103) y (2.104)) deben ser iguales, entonces:

ay' +a " = (a7’ + a8+ (ay' +a2")y

Al realizar el producto de los factores (3 y y con los respectivos término de los paréntesis se

tiene:

ary' +a-9" = a8 +ay'yB +ary'y +anyy

azy' + a7’ = y(a_ + Bap)Y° + v(as + Ba_)y'

a+ a—
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De modo que
ay' +a A =a P +a Ayt (2.105)

De esta manera se verifico que (2.90) y (2.92) si satisfacen (2.79)), al igual que (2.93) y (2.94),

las cuales satisfacen a directamente.
Ahora bien, si se requiere construir una cantidad escalar a partir de un espinor ¢ (2.35)), se

realizaria inicialmente el siguiente calculo:

U
(G2
Vs
Uy

Sin embargo, al aplicar la regla de transformacion (2.78]), se obtiene:

Y= (W v Y 1/’1) = 1 |* + [al” + sl + [u]” . (2.106)

W) = () (') = (S¥)'(Sy) = ISty | (2.107)

por lo cual se procede a calcular el factor STS, entonces, partiendo de la expresién (2.79), se

a a_01 a a_o0q
STS _ + +
a_o1 a a_o1 a

Desarrollando la multiplicacién de las dos matrices se calcula:

obtiene:

gtg — ( a? + (a_oy)? (ara_oy) + (a+a01)>
(

a_oy)ay + ay(a_oy) (a_o1) + a*

Realizando las operaciones de cada componente de la matriz resultante se obtiene:

otg — (ai +a?o? 2(a+a_01)> ' (2.108)

2(aya_oy) ai + atoi

Teniendo en cuenta que las expresiones para cada término de la matriz (2.108]) son:

1 1
Ule,ai+a2_=5(7+1)+§(7—1)=7 : (2.109)
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Y el término 2a, a_ es:

2@@-22(—¢%W—10(¢%W+lo

Multiplicando los factores de entre paréntesis resulta:

2a,0-=-2( — /10— D +1)

Se reparte la raiz para el factor de 4/ 1, lo que resulta } y se expresa el término /(v — 1)(y + 1)

como una diferencia de cuadrados de la forma /~2? — 1, es por esto que:

2a,a_ = —2%\/72 —1=—/"?-1

Factorizando ~ implica que:
/ 1
20,0 = =74 [1 — =
~

De acuerdo con (2.100), %2 = (1 — 3?), es por esto que:
2ar0_ = —yy/T= (1= F)
Lo que conduce a:
%a,a_ = B . (2.110)

Reemplazando (2.110) en (2.108) resulta que:

§5—7< ! _ﬂm> . 2.111)
—50'1 1

Evidentemente STS # 1, por consiguiente:

Wl £ (W) 2.112)

que no es invariante.
El espinor adjunto corresponde a la siguiente expresion, en donde se requieren signos nega-

tivos para la tercera y cuarta componente:

=iy = Yy — v — ;) . (2.113)
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La siguiente cantidad es un invariante relativista:
D =100 = [ + [ — 05> — [al?
De acuerdo con la regla de transformacién
b — ' ="
De lo cual se calcula:

(W) =9 = (") () = P10 =9 (0 =y
TP 1
En este sentido, 17 es invariante bajo paridad, por lo cual es un escalar.

Puede ser posible construir un pseudo escalar de ):

VY = Y

0 1
7 =iy =
10

donde,

(2.114)

(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

El factor 7 presente en la expresién para 7° es utilizado para compensar la unidad imaginaria

que aparece en 72, la cual esta en términos de o definida con componentes imaginarias.

Ademds ~° presenta la propiedad de anticonmutar con todas las matrices v y conmuta consi-

g0 misma, es decir:
{7} =0
Expresado de otro modo:
Y+ =0
Esto se tiene de que:

=0 (v#u)

(2.119)

(2.120)

(2.121)
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Ahora, bajo paridad, ¢’ = %)
VY = () ()
donde ¢y = ¥T1°, de esta manera:
VY =900
gl

por tanto la igualdad se reduce a:
PP = iy
De (2.120), v°7° = —%+5, asi pues:
Py = =Ty
y teniendo en cuenta nuevamente que 1; = wT’yO, entonces:
VPP =—y’y (2.122)

Dado que ha cambiado un signo bajo paridad, entonces se obtiene un pseudoescalar. Se
concluye de esta manera que 1751 y ¥ transforman de la misma manera bajo una transfor-
macién de Lorentz, pero bajo la reflexion espacial, paridad, transforman de manera opuesta,
es decir, mientras que )¢ transforma como un escalar, 1)7°1) se transforma como un pseu-
doescalar.

Existen varias combinaciones lineales para construir cantidades con distintas reglas de trans-

formacion, éstas se muestran en la Tabla (2.1)).

Donde,
)

and (2.123)

)
ot = (v =) =
El conjunto de matrices {1, y°.4*, v#v° y o} constituyen una base completa para el espa-
cio de todas las matrices de 4 x 4, es decir, que una matriz con estas dimensiones puede ser

escrita como una combinacién lineal de las 16 componentes indicadas en la Tabla (2.1).
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Tabla 2.1: Cantidades que representan distintas combinaciones lineales y sus respectivas

componentes.
P Escalar 1 componente
Y2 Pseudoescalar 1 componente
1/_}7“1/1 Vector 4 componentes
Py Pseudovector 4 componentes
Yot1p | Tensor antisimétrico | 6 componentes

Fuente: Adaptada de [33].

2.2. El Foton

En electrodindmica cldsica, las ecuaciones de Maxwell, describen el comportamiento de los

campos eléctricos E y magnéticos B producidos por una densidad de carga p y una densidad

de corriente J. En unidades cgs estas ecuaciones se representan como:

V.-E=4mp
10B
VXE+-—=0
% +cazf
V-B=0
c Ot c

El tensor de intensidad de campo electromagnético /' se define como:

FOO FOl FO2 F03 0 _Ea: _Ey _EZ
g _ | FYOOFT PP | E. 0 —B. B,
F? p# p2 p® E, B. 0 -B,

F30 F31 F32 F33 Ez —By B:c 0

(2.124)

(2.125)

(2.126)

(2.127)

(2.128)
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Las ecuaciones de Maxwell no homogéneas expresadas en (2.124) y (2.127), pueden ser

escritas de manera tensorial de la forma:

4
g =g (2.129)
C

donde, el cuadrivector de densidad de corriente .J es expresado matemdaticamente como:

J" = (pe, pua, pvy, pv2) = (cp,J) . (2.130)

Con el propésito de verificar la ecuacion (2.129)), se tomarédn los casos para v = 0,1,2,3
y se observaran si los resultados expresados coinciden con las ecuaciones de Maxwell no
homogéneas, entonces:

Para el caso de v = 0 en (2.129)), se obtiene:

0 0 0 0
wo 9 oo, 9 10, Y 20, Y 30
0" = 6x0F + 8x1F + 8902F + 6x3F ,

donde F°°, F10, F*0 y F3 en (2.128) son 0, E,, E, y E., respectivamente, as la expresion

queda:

ok, O0FE, OF
10 — x Yy z
Ot ox + Jy + 0z

Lo cual puede ser expresado como el producto vectorial del operador diferencial V (nabla) y

el campo eléctrico E, de modo que:

OF"=V-E . (2.131)

Donde, V = (a% + a% + %) yE=FE,+ E, + E,. Por lo tanto, reemplazando (2.131) en

(2.129) conduce a:

4
V.-E="_)°

C
De (2.130)), la componente temporal de J° = cp, asi:

4
V-E:—ch
c
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Por consiguiente se tiene que:
V-E=4rp . (2.132)

Ahora, para el caso de v = 1, se obtiene:

0 0 0 0
o Ful — _FOI _Fll _F21 _F31
a 0x0 * Ox! * Ox? + ox3

De (2.130) se tiene que F°!, F'', F?'y 3! son —E,, 0, B, y — B, respectivamente, por
ende

OCE) , 90)  I(B) , o(-B)

pl
<z J(ct) * Ox dy 0z

En este sentido,

10E, 0B, 0B,
- — . 2.1
c Ot * oy 0z 2.133)

0, " = —

Por otra parte, al calcular:

~ ~ ~

ik
VxB=10/0, 0/0, 9/0.
B, B, B.

(8B, B,\ - (0B. OB,\ . (0B, OB,
= - - - ~ =) 234
Z(ay az) ](ax az>+k(ax ay) (2139

De (2.134) se determina que la componente = de V x B es:

9B, 0B,
T, 0.

Por lo tanto al reemplazar (2.133)) en (2.133)) se obtiene:

10E, 0B, 0B 10FE
Ful _ = T z y_ | __ r
Ou c Ot * dy 0z ( c Ot
_{ 10F

RLNNE B)] | (2.136)

Ahora, reemplazando (2.136) en (2.129)

{_la_E +(V x B)} — 4_7TJ1 — 4_7TJI ) (2.137)
c Ot c c

(V x B)

(2.135)

+ (V x B)x>

x

T
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Como resultado, para la componente x se obtiene la cuarta ecuacion de Maxwell expresada
inicialmente en (2.127))

1 4
vxB_ L0 _dmy (2.138)
c Ot c

Abhora, se calcula 0, F'* con v = 2.

aFOQ 8F12 8F32
oxY * ozt * ox3
De acuerdo a F2 = _—F,, F'» = —By, F? =0y F3? = B,, de lo cual se obtiene:
o(-FE,)  0(—=B.)  0(0) 0J(B,)
+ + o=
d(ct) dx)  dy) I(2)

0, " =

0, F" =

Obteniendo de esta manera:

10FE 0B 0B
Fr2=__"Y ———= z : 2.139
c Ot * ( Ox * 0z ) ( )
De acuerdo a la componente y de V x B es:
0B, 0B,
B),=- — 2.140
(VxB), ( Ox 0z ) ( )
En consecuencia, si reemplazamos (2.140) en (2.139):
10F 0B 0B
15 Qe ——— £ =
g c Ot ( ox 0z )
10E,
=——— B . 2.141
c Ot +(VxB), ( )
Lo que conduce a que la expresién (2.129) para v = 2 resulte:
10E, 4dT
% B), = —~J, . 2.142
c Ot +(VxB), c Iy ( )
Para la componente y se tiene:
10E 4
vxp_ 0B _dmy (2.143)
c ot c

Lo cual representa la cuarta ecuacion de Maxwell (2.127)).

Finalmente para la componente z, v = 3

3F03 aFl?) 8F123 8F33

Hy 3
Ol =0 =5 T e T oy o
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De (2.128) F'%, F%, F% F% son —E,, B,, — B, y 0 respectivamente, por lo que:
10E. 0B, 0B,

9, F" = — — 2.144
. c Ot * ox Ay ( )
La componente 2 de (2.130) es:
0B, 0B
VxB),=—-2%-">" | 2.145
(VxB).= G2 =% 2.145)
entonces, al reemplazar (2.143) en (2.144) resulta:
10F
Ot = ———= B). 2.146
X o T (VxB), , ( )
por lo que la expresion (2.129) para v = 3 resulta:
10F, 41
—— VxB),=—J, . 2.147
c Ot + ) c ( )
Lo que conduce a:
10E 4
vxp- L0E_dmy (2.148)
c Ot c

Por lo tanto, se comprueba que la relacion (2.129) expresa las ecuaciones de Maxwell no
homogéneas.

Por otra parte, trabajando con la densidad de corriente /¥, se despeja de la expresion (2.129)):

c
V=—0,F" . 2.14
J 47r8“ (2.149)
Aplicando 0, en (2.149):
c c 0,0 0,0
vo__ FH = — Fry = — V'“FMV VMF;U/
0,J" =0, (0,F") = 0,0, F"v el + 5
——
v
c

= —0,0,|F" + F"¥| . 2.150

Dado que F'*¥ presenta la caracteristica de ser un tensor antisimétrico, esto quiere decir que

FYF = — F'H entonces:

0,J" = iayaﬂ[zw _ )
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de modo que

9, J" =0 |

(2.151)

es decir, que J* no presenta divergencia. Ahora, expresando (2.151)) en sus componentes

temporal y espacial resulta:

0J% 0J"  O(cp) N aJ

[ =
O 0z * ozt O(ct)  Oxt 0
Lo cual conduce a:
dp iy -
o +V.-J=0, Ecuacién de continuidad

La segunda ecuacion de Maxwell (2.126)), implica que
B=VxA

Por lo tanto, reemplazando en (2.125)), se obtiene:

c ot
10A
E E— fry
v ( + e 8t) ’
para lo cual se debe cumplir que:
B 1A oy
c Ot
E—-vy- .22
c Ot

Las relaciones (2.154) y (2.157) en notacidn relativista pueden ser escritas como:

Fr = 0orAY — 9V AF |
donde:

Ar = (V,A)

(2.152)

(2.153)

(2.154)

(2.155)

(2.156)

(2.157)

(2.158)

(2.159)
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El potencial V' en electrodindmica clédsica es una construccién matemaética ttil, debido a

que, a partir de su formulacidn, éste se encarga de las ecuaciones homogéneas de Maxwell,

(2.154) y (2.157). Reemplazando (2.138)) en (2.129):

D, (O"A” — oV AM) = 4—7TJ"

Aplicando 0, en cada término del paréntesis se obtiene:
A
0, (0" AY — 9V AF) = 0,0"' A" — 0,0"AM = —J"
c

En consecuencia:

DAY — 9"(9,A") = 4—7TJ” , (2.160)

donde se denota 0,0" = [. Las ecuaciones de Maxwell son invariantes bajo una transfoma-

cién gauge, es decir, al sumar un cuadrigradiente al cuadripotencial A,,,
A=A +0N (2.161)

(con A una funcién de la posicion y del tiempo). Por lo que la invariancia bajo la transforma-

cién de gauge de la ecuacion (2.158)), resulta:
F'v=gtAY — QYA = OH(AY + 0V \) — 07 (AM + 0"N)

=OMAY + 01O N — OV A — 0VOF N = 0" AV — 0" AP, (2.162)

lo cual conduce al resultado en (2.158)). Se puede imponer una restriccion adicional al poten-

cial, por ejemplo:
oA =0 | (2.163)
Esta condicion es invariante de gauge, debido a que:

A = 0, (A + O"N) = 9, A + 0,0"\
= 9,0"\
£0 . (2.164)
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Sin embargo con la condicién (2.163)), llamada la condicién de Lorentz, en la ecuacion

(2.160) para el potencia]ﬂ resulta:

04% — /(40 = 25
C
Oar = (2.165)
C

La condicién de Lorentz (0,A* = 0) en una ecuacion de onda para el potencial vector,

resulta:

OAY = 16—2—v2 AV =0 (2.166)
o2 - ’ )

por lo que [0 = 00, = <%g—; — Vg). Al igual que para la ecuacién de Dirac anteriormente

trabajada, se requiere encontrar soluciones para una onda plana:
At(x) = ae%ip'xe“(p) , (2.167)

donde a es un factor de normalizacién y € representa el vector de polarizacién, el cual

caracteriza el spin del fotén. De forma genérica, reemplazando (2.167)) en (2.166)), se obtiene:

OAY = aua“ae%ip'xe”(p)

Aplicando derivada contravariante 0":

DAI/ — aﬂ (a <%pﬂ> €ﬁip'x€'/(p)>

Ahora, aplicando la derivada covariante 0,,, implica que:

v __ _Zpﬂ —ip* px v
OA —a( h)<—h )e e’ (p)

Operando los términos entre paréntesis:

OA” = pple P (p) (2.168)

o

4Existen otras posibles elecciones de las condiciones de gauge, por ejemplo A =0,V -A =0
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La expresion (2.168)) es igual a cero, si y sélo sf, p,p* = 0, es decir:
2\ 2
pupt = (?) — |p|2 =0 , (2.169)
por lo tanto:
E = +c|p| , Relacion de dispersion para el foton. (2.170)

La condicién de Lorentz 9, A* = 0, implica:

0 (ae%p'xe“(pw = (%pu) e%p'xe"(p) = ae%p'x%pue“ =0 (2.171)

lo cual conduce a:
pue =0 . (2.172)

El gauge de Coulomb implica ¢’ = 0y € - p = 0, es decir, el vector € de polarizacién es per-
pendicular a la direccidn de propagacion, entonces un fotdn libre esta polarizado transversal-
mente, dado que las ondas electromagnéticas son transversales. Si p apunta en la direccion z,
es decir, p = (0,0, p.) se obtienen dos vectoref] linealmente independientes a p, el espacio

de posibles ¢ vive en el plano perpendicular, que tiene como base:

e =(1,0,0) (2.173)

e? =1(0,1,0) (2.174)
son vectores unitarios con direccion ' y y, satisfacen
p=0 . (2.175)

La onda se mueve en la direccion z, asi finaliza con dos grados de libertad.

®Una particula con masa, de espin S admite 2.5 + 1 orientaciones diferentes de espin. Una particula sin masa
solo tiene dos orientaciones de espin, independientemente de su espin, excepto para S = 0, la cual sé6lo tiene
una orientacion.
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2.3. Reglas de Feynman para la electrodinamica cuantica

Las reglas de Feynman son un conjunto consistente de reglas que fueron creadas por el
fisico tedrico estadounidense Richard Feynman (1918-1988). Su objetivo, es el calculo del
elemento de matriz de dispersion reducida .7 . Segtn [34] la amplitud para la dispersion de

electrones es:

iM = ie <H(p')F“(p’,p)u(p)) qlz (ﬂ(k")yﬂu(k’o : (2.176)
donde I'*(p/, p) aparece en el elemento de la matriz S para la dispersion de un electrén de un
campo electromagnético externo. Se puede usar argumentos generales para restringir la for-
ma de I'*(p/, p). Al orden mas bajo, I'** = +*. En general, ['* es una expresion que involucra
p, P, v*, y constantes como la masa y carga m y e. Esta lista es exhaustiva, ya que no apare-
cen otros objetos en las reglas de feynman para evaluar los diagramas que contribuyen a I'*.
De acuerdo a la invariancia de Lorentz se puede reducir la forma de I'#, ya que transforma

como un vector, en el mismo sentido que lo hace y*. Asi I'* puede ser expresado como:
# =~#+6I" . (2.177)

El valor dI'* sera utilizado en el capitulo para el calculo de la correccion de vértice de

electrones a un loop.

Dichas reglas dependen de las cantidades como masas y espines de las particulas involucra-
das en el proceso de dispersion. Esta dispersion puede ser descrita por unos graficos llamados
diagramas de Feynman que representan las trayectorias de las particulas en las fases inter-
medias de un proceso de colision. Feynman introdujo por primera vez dichos diagramas en
1948, publicando su caracterizacion en el articulo de 1949 [35]. Los diagramas de Feynman
constan de tres partes: lineas externas que representan las funciones de onda de las particu-
las entrantes y salientes, las lineas internas descritas por los propagadores y finalmente los

vértices que representan las interacciones entre las particulas [36].
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2.3.1. Reglas de Feynman

De acuerdo con Griffiths, 2008 [33]], las reglas de Feynman para los procesos de electro-

dindmica cuantica, son:

1. Realizar la respectiva notacion para las lineas externas e internas del diagrama de Feyn-
man. A cada linea externa se le asocia un momento py, ps, - . . , Pn, y a cada linea interna
se le asocia un momento ¢, go, . . .; para los dos casos se dibuja una flecha junto a la
linea, la cual debe indicar la direccion positiva que serd hacia adelante en el tiempo

para las lineas externaf] y en una direccion arbitraria para las lineas internas.
2. Las lineas externas contribuyen con un factor de la siguiente manera:

Tabla 2.2: Factores que contribuyen las lineas externas en los diagramas de Feynman.

Particulas Electrones Positrones Fotones
Entrando | ——»——= (u) << * () | NN (¢,)

Saliendo | &—»——— (1) | =——=€— (v) | OV (€))
Fuente: Adaptada de [33]].

3. Un vértice de un diagrama de Feynman puede ser expresado por la Figura (2.1).
)

ks
k1

Figura 2.1: Representacion del vértice en un diagrama de Feynman con dos lineas fermioni-
cas y una fotonica.

Fuente: Adaptada de [36].

6Para el caso de fermiones, se tendr una flecha en la linea que identifique si la particula es el electrén o el
positrén.
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Cada vértice contribuye con un factor de la forma:
197", (2.178)

donde g, representa la constante de acoplamiento (adimensional), la cual esté relacio-

nada con la carga del electrén: g, = e\/ 47 /he = V/4ra, con a = 1/he.

4. Cada linea interna aporta con un factor de la forma:

i(y"qu + mc)

5 55 , Electrones y positrones (2.179)
q®> — m?c
O Fotones (2.180)
q

5. Por cada vertice, se escribe la conservacion de energia y momento representado por

una funcién delta, dada por:
(2m) 04 (ky + ko + k3) (2.181)

donde las k1, ko y k3 se identifican como los tres cuadrimomentos que entran o salen
del vértice, identificando asi el signo positivo para los cuadrimomentos que entran y el

signo negativo para los cuadrimomentos que salen del vértice.

6. Para cada momento interno ¢, se debe escribir un factor:

dq
2.182
y posteriormente integrar.
7. Cancelar la funcion delta expresada de la forma:
@2m)** (pr+po+ - —pa) (2.183)

la cual corresponde a la conservacion total de energia y momento y finalmente multi-

plicar por ¢, con lo cual se obtendra .Z .

8. Los diagramas de Feynman que presenten antisimetrizacion en el intercambio de dos
electrones o positrones ya sean salientes o entrantes, o de un electrén entrante con un

positron saliente (o viceversa), se debe incluir un signo menos.
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Momento magnético anomalo del muon

3.1. El muon

El muon es una particula elemental masiva e inestable que lleva su nombre de la letra griega
1. Su descubrimiento se dio en el afio 1936 por los fisicos estadounidenses Carl David An-
derson (1905-1991) y Seth Henry Neddermeyer (1907-1988), cuando realizaban el estudio
de la radiacion cosmica mediante campos electromagnéticos [37]. El mudn tiene dos tipos
de carga, la negativa x4~ (mudn) y positiva ut (antimuén), tiene espin de 1/2, por ende es
un fermidén y presenta una masa inusual intermedia entre la masa del protén y la masa del
electrén (1/9 m,, 207 m.), lo que equivale a 105.65MeV/c?. Esta masa intermedia hizo
que en un principio al mudn se lo llamara mesotrén, del griego meso, que significa interme-
dio. Sin embargo, con el tiempo fueron apareciendo nuevas particulas intermedias, las cuales
fueron adoptando el nombre genérico de mesones. De esta manera se le asigné el nombre de
muon con el fin de diferenciar a dicha particula. De acuerdo con su vida media de 2.2 us,
el muon tiene la segunda vida més larga entre todas las particulas inestables fundamentales
(es decir, omitiendo las particulas estables, como el protdn, el electrén y el neutrino) después
del neutrén, y tiene la segunda masa mas pequeiia entre todas las particulas fundamentales
después del electron [38]]. En la Tabla (3.1]) se resumen algunas propiedades fundamentales

de los muones.

De acuerdo con la clasificacién suministrada por el Modelo Estandar, el mudn, pertenece a
la segunda generacion de leptones (donde el electron e pertenece a la primera y el tau 7 a
la tercera) y satisface también, como los demads leptones, la simetria CPT(Conjugacién de

carga, inversion de paridad e inversion temporal) con su respectiva antiparticula [39].

43
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Tabla 3.1: Propiedades fundamentales del Mu6n

pt H
Carga +1 -1
Masa 206.768 277 (24)(m,) 105.659 (1) (MeV/c?)
Espin 172 172
Momento magnético (1,,/ i, ) 3.183 345 13 (39)
Relacion Giromagnética 13.553 42
(pp/2m IenkHz/G,I =1/2)
Factor giromagnético (g/2) 1.001 165920 3 (15) 1.001 165 936 (12)
(1 = gleh/2m,) 1.1 =1/2)
Tiempo de vida media en el vacio (107°s) 2.196 95 (6) 2.194 8 (10)
2.197 078 (73) (in flight)
Modo de decaimiento e" + 0, + e (100 %)
et + (<1.7x10719)
et +e +et (<1.9x1079)
et +y+7 (<1.125x1078)

Fuente: Tomada de [38]].

3.2. Calculo a nivel de un loop: correccion de vértice de

electrones.

A continuacion se presenta el calculo del momento magnético anémalo del electron a nivel
de un loop. Para esto se describiran las Reglas de Feynman para el diagrama de un loop de la
Figura (3.1)), teniendo como referencia [34].

1. A cada linea externa de la Figura (3.1)) se asocia un momento py, p y ps, y a cada linea

interna se asigna momentos qi, g2 y ¢s.

2. De la segunda Regla de Feynman, las lineas externas contribuyen con u(p;) y @(p2)-
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95

as
g: T

q2 p3
P1

Figura 3.1: Diagrama de Feynman de un loop correspondiente a la evaluacién de la funcion
de vértice del electrén.

Fuente: Tomada de [34]].

3. El diagrama presenta tres vértices que contribuyen con los factores:
(—ievt), (—iev”), (—iey?).
4. El diagrama presenta tres lineas fermionicas internas que contribuyen con los propa-

( i(g2 +m) ) ( i(gs +m) ) ( — i )
% —m? +ie) \ 32 —m2+ie) \ ¢ + ie

5. Las funciones delta para cada vértice son:

gadores

2m)*% ;1 — @2 — q1), (20)*0%(qa +ps — ) y (27)*0% (g1 + g3 — p2)

6. Para cada momento se escriben los factores:
d46]1 d4Q2 d4C]3
(2m)* (2m)* (2m)* 7

y se integra.

Trabajando en unidades naturales ¢ = 1, asi pues, se obtiene parcialmente:

(it (5. p) = [ [ [ @@ (ie) u(v)(=ier?)(~ie)
(etrtn) (tet) ()

X (2%)464(]91 — (g2 — Q1)(27T)454((12 + p3s — Q3)(27T)454(Q1 + q3 — p2)
% d46]1 d4Q2 d4(]3
(2m)* (2m)* (2m)*
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donde v*¢> = ¢, 7/q3 = ¢3. Cancelando un factor (—ie) a cada lado de la ecuacién:

T (p', p) /// ) (—iey”)(—iey”)
i(go + m) i(gs +m) —iGu
@2 —m?+ic) \ g2 —m?+ic) \q? +ie

X (27T)454(p1 — Q42— Q1)(27T)454(QQ + p3 — Q3)(27T)454(Q1 +q3 — p2)
% d4(11 d4612 d4(]3
(2m)* (2m)* (2m)*

Realizando el cdlculo de la primera integral, donde la funcién delta es:
Fpm-—e-—a)=n-—@e-a=0=>@=p—-—qa ,
entonces, reemplazando el valor de ¢, en la segunda funcion delta resulta:
64 (g2 + ps — g3) = 0 (p1 — q1 + s — q3)
Ahora se evalua:
M- +ps—@)=p—a+ps—a=0=p1+ps=q+as

Entonces la funcién delta §*(q; + g3 — po) resulta 6*(py + p3 — po), asf se tiene:

5W@ﬁﬂ=/WﬂW%MG%VX4m0

y Z(gg + m) Z(gg + m) _iguu
22 — m? + i€ q32 — m? + ie 1% + i€

4¢4 d4(]2
X (2m)%6" (p1 + p3 —pz)(27)4

(3.1)

7. Luego, se cancela el factor global ¢ y se multiplica por ¢:

W%%Mzi/W%WMUFwVX%wﬂ

i(g2 +m) i(gs +m) —iguw \ d'q
X : , .
@2 —m?+ie) \ g2 —m2+ie) \ @12 +ie) (2m)*
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Ordenando términos:

T.p) = [ i u(1)y

(42 +m) (¢ +m) ) ( ig,, )
" (QQ2 —m?+ Zf) (%2 —m? + e q12 + i€ : (3.2)

Cambiando notacidn al texto guia se obtiene:

pr—p
pe—p
Dado que ¢; = p; — ¢o, entonces:
@ —p—k
go — k

q:;%k/

De esta manera, reemplazando dicha notacién en la expresion obtenida en (3.2)) resulta:

ST (p', p) =/ ok (—ie?) ((L) u(p')y”

(2m)! k— p)2 + 1€
K +m) (K+m)
. (m Y\ o) Y ue) (3.3)
Usando la identidad de contraccién g,,7” = 7, se obtiene: 7”7, = —2v*. De esta manera

(3.3) resulta:

ST (p, p') = (—i€?)(—2) / d'k a(p) (K + m)y (K + m)u(p)

2m)* ((k — p)* +ie) (k' — m2 + ie) (k2 — m? + ic)

d'k - a(p) K"K + Ky m + mry K+ mPo*|u(p)
2m)* ((k — p)? + ie) (k> — m2 + i€) (k2 — m2 + i€)

STH(p,p') = 2ie? / (3.4)

Trabajando con el término de la expresién (3.4)), se calcula:

KAK A+ KAt m o+ my K+ mPyH] = Ky K+ mP "+ 29y m (k' + k)
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donde y*y* = (v)? = —1, lo que implica que:
KAPK A+ Ky m + mAP K+ mPy*] = K"K+ mPy* — 2m(K + k)

De esta manera, la expresion (3.4) resulta:

'k a(p!) KK + mPyt —2m(k + K)u(p)

(2m)* ((k — p)Z + ie)(kﬂ — m? + i€) (k2 — m2 + ie) 3.5

ST (p, p) = 2ie’ /

De la ecuacion (3.5) se debe tener en cuenta que los términos +ie en los denominadores no
se pueden descartar, ya que son necesarios para una adecuada evaluacion de la integral de

momento para un loop.

3.2.1. Parametros de Feynman

Con respecto a la integral presente en la ecuacion (3.5)), se procede a realizar su respectivo
célculo a través de un método conocido como los pardmetros de Feynman. El objetivo de
este método es “exprimir” los tres factores del denominador de (3.5) en un sélo polinomio
cuadrético en k, elevado a la tercera potencia. Luego se puede realizar el cambio de & por
una constante para completar el cuadrado en este polinomio y evaluar la integral restante con
simetria esférica sin dificultad. Para esto, se debe introducir pardmetros auxiliares a integrar.

Se empieza por el caso mds simple con dos factores en el denominador, usando la identidad:

1 1 1 1 1
e K o

Ejemplo:

1 ! 1
(R e L e e

Calculando el término en el denominador z(k — p)? + y(k? — m?) = x(k* — 2k - p + p?) +
yk? —ym? = k*(z +y) — 2xk - p + xp* — ym?. De la funcién 6(z + y — 1) se tiene que
x +y = 1 porlo que k? — 2zk - p + xp? — ym?, asf entonces:

1
(k= p)*(k* —m?)

1
(k2 — 2xk - p + xp? — ym?|?

1
::/ dedyé(z+y —1)
0
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Si se asigna a [ = k — xp, se observa que el denominador depende solo de /2. La integracion
sobre d*k ahora serd mas ficil ya que d*k = d*l y el integrando es esféricamente simétrico
con respecto a [. Las variables x y y que hacen posible esta transformacion se llaman parame-
tros de Feynman. La integral de la expresion implica un denominador con tres factores,
por lo que se requiere una identidad ligeramente mejor. Al diferenciar (3.6) con respecto a

B, se obtiene:

! /ld dyd(z+y — 1)— Y 3.7)
Apr — J, O TV TN Ay B ‘
Sin embargo, esto todavia no es lo suficientemente bueno. La férmula que se necesita es:
1 (n—1)!
S S day . dwnd (Y i - 1) . (38
AA, A, / v dead( ) (21 A7 + 2245 + .. ap A (3-8)

La prueba de esta identidad es por induccion. Para el caso de n = 2 se obtiene ecuacion

(3.6). A continuacién se presenta de manera mas general la identidad (3.8)), obteniendo:

1 [Tz T(my+...+my)
ATTAT  Amn / dy .. dend (ZI > > 2 A=™ T(my)...T(ms)
(3.9)

Esta formula se cumple cuando los m; no son enteros y es posible su aplicaciéon en otros

casos.

3.2.2. Evaluacion de los factores de forma

Aplicando la identidad (3.8)) en el denominador de la ecuacion (3.5)), se obtiene:
1 1
R 5 - — = / dxdydz
((k—p)” +ie) (k" —m? +ie)(k2 —m? +ie) Jo

2

(3.10)
donde:

D = z(k? —m® +i€) + y(k* — m® + i€) + 2((k — p)? + ie)
Separando en cada término el factor i€ por x, y y z, se tiene como resultado:

D = z(k* — m?) + x(ie) + y(k* — m?) + y(ie) + z(k — p)?> + z(ie) . (3.11)
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Ordenando términos y factorizando ie

D=2k —m?) +y(k” —m?) + z(k — p)* + (x4 y + 2)ic
= ok? — xm® + yk'”® —ym® + 2(k* — 2kp + p*) + (x +y + 2)ie . (3.12)
Y ) pTp Y

De la relacion k' = k + ¢, se tiene que: k"? = k? + 2kq + ¢* = yk'* = yk® + 2ykq + yq°.

Asi, se reemplaza yk' en el tercer término de la ecuacién (3.12)), obteniendo de esta manera:
D = xk? — xm?® + yk® + 2ykq + yq® — ym? + 2k* — 22kp + 2p* + (2 +y + 2)ic
Factorizando términos:
D=FK(x+y+2z2)— (x+y)m®+2k(yqg— zp) + y¢° + zp> + (x + y + 2)ie . (3.13)
De (3.10) se determina a partir de la funcion delta
dz+y+z—-1)
que
r+y+z=1 , (3.14)
entonces la expresion resultante en (3.13)) es:
D =k*+2k- (yqg— zp) + yg* + zp* — (x +y)m? +ie . (3.15)

Sumando y restando el término (yg — 2p)? en la ecuacion (3.15)):

D =k +2k - (yq — 2p) + (yq — 2p)” —(yq — 2p)* + yq* + 2p* — (z + y)m* + ie
(k- (ya—2p)?

= (k+ (yg — 2p)* = (ya — zp)* + ya* + 20" — (w + y)m* +ie . (3.16)
Denotando | = k + (yq — zp), entonces:

D=1~ (yq—2p)* +yq’ + 2p° — (x +y)m® + ie
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Desarrollando (yq — zp)? resulta:

D=1 —[y’¢* — 2yzq - p+ 2°p*| + yq* + 2p° — (x + y)m® + ie
D=1y +2yzq-p— 220 +yq® + 2p* — (x +y)m* +ie . (3.17)

Considerando la conservacién global del momento:

(p+q)*=p*=m?

Calculando el cuadrado de p + ¢, se obtiene:
P +2p g+ ¢t =m’
Se reemplaza p? = m?, lo que implica que:
m? +2p-q+ ¢ = m?
Cancelando los términos m? de cada lado de la expresién conduce a:
2p-q+¢*=0
De modo que:
Ww-q=—q¢ . (3.18)
Reemplazando (3.18)) en (3.17)), se obtiene:
D=0 -y*¢ —yzq’ = 2°p* +yq" + 2p° — (x +y)m* +ie (3.19)

donde —2z2p* + zp? = 2p?(1 — z) y considerando (3.14), se deduce que = = +y =1 — 2.
Por lo cual, la expresion (3.19) que resulta es:

D=1 —9y*¢ —yzq® —y@* + 2p*(1 — 2) — (1 — 2)m? +ie . (3.20)
Trabajando el quinto y sexto término del lado derecho de (3.20), conduce a:

2p*(1—2) — (1 — 2)m? = 2m*(1 — 2) — (1 — 2)m?
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Factorizando m?(1 — 2):

2p*(1—2) — (1 —2)m? = m?*(1 — 2)(z — 1)
De (z — 1) se factoriza un —1, por tal razén (z — 1) = —(1 — 2). Asi:

2p*(1—2)— (1 —2)m* = —m*(1 — 2)(1 — 2)
De esta manera:

2pi(1—2) — (1 — 2)m* = —m?(1 — 2)?
Por lo tanto:
D=1 —y*¢® —yz¢® —yq® —m*(1 — 2)* +ie

Factorizando qu, se obtiene:

D="F4+y@l—y—z+1 —m*(1 - 2)* +ie . (3.21)

Dadoque,z+y+2=1=x=1—1y — 2z, laexpresion es:

D=1+ ayq® — m*(1 — 2)? +ic

D=07—-A+ie |, (3.22)
donde
l=k+yqg—2p . (3.23)
y
A=—zyi* + (1 —2)°m* . (3.24)

Dado que ¢* < 0 para un proceso de dispersién, A es positivo, se puede considerar como un

término de masa efectivo.
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Ahora, se expresara el numerador de la ecuacion (3.5)) en términos de /. Esta tarea se simpli-

fica al observar que D depende sé6lo de la magnitud de [, entonces:

d 1
= =0 3.25
/ (2m)1 D? (3:25)
dt 1 dt 9"
/—— :/—L (3.26)
(2m)* D3 (2m)t D3

La primera identidad (3.25) se desprende de la simetria. De la segunda identidad, (3.26), se
debe tener en cuenta que la integral desaparece por simetria, a menos que p = v. Por lo tanto,
la invariancia de Lorentz requiere que se obtenga algo proporcional a g"”.

De la ecuacién (3.5), ahora se requiere trabajar el numerador:

u(p') K"K + mPy* = 2m(k + K ) u(p) . (3.27)
Considerando: [ =k +yq — zp = k=1—yq+ zp, ¥ = k + ¢, se calcula:

2m(k + k)" =2m(k + k + ¢)* = 2m(2k + ¢)*

Reemplazando el valor de k:

2m(k + k)" = 2m(2(1 — yq + zp) + q)*
Resolviendo el término 2(I — yq + zp):

2m(k + K" = 2m(20 — 2yq + 2zp + q)*

Abhora, se factoriza ¢(1 — 2y) y se reparte el indice p en cada término del paréntesis, obte-

niendo de esta manera:
2m(k + K" = 2m(20" + (1 — 2y)q + 22p")
Finalmente se multiplica el factor 2m a cada término entre paréntesis, lo que conduce a:

2m(k + K')* = 4ml* + 2m((1 — 2y)q + 2zp*) . (3.28)



Capitulo 3: Momento magnético anomalo del muoén 54

Asi entonces, al realizar:

/ d'l 2m(k+ K )* / Amit 4+ 2m((1 — 2y)q + 2zp*)

(2m)4 D3 D3
B / d*l 4mil* N / 2m((1 — 2y)q + 2zp*)
) (@2n)t D3 D3
De acuerdo con (3.23), entonces:
d*l 4mi*
— — . ‘2
/ e D =" (3.29)

Dado que este término se cancela, entonces de @ s6lo queda el término de:
2m(k + K" =2m((1 — 2y)q + 22p") . (3.30)
Abhora, se trabaja el primer término del numerador de
KA K = KA (K + )

De (3.23) se despeja el valor de k y se realiza el respectivo reemplazo para X, con lo cual se

obtiene:
KK = (= yd + 2p)y" (L + (1 = y)g + 2p)
Se procede a repartir v” considerando que 71 = /, por tanto:
Ky K = I+ (—yg + 2p)y* (1= y)g + 2p)
donde:
n 2772 1 V]2 2 Ly 2 Ly
= QU= = 2 =PI=y" = 2 2™ | =0y = U =0y = =58y

por lo tanto:
1
KK = =Py + (—yd + 2p)" (L= y)d +2p) (3.31)
Reemplazando (3.30), (3.31) en (3.27)), se obtiene:

ﬂ(p')[—%’V”l2+(—yg+w)v“((1—y)g+2?)+m27”—2m((1—2y)q“+22p“)]U(p) . (3.32)



Capitulo 3: Momento magnético anomalo del muoén 55

Ahora, el propésito es poner el numerador, ecuacion (3.32)) en una forma mds util. Se requiere
agrupar todo en términos proporcionales a v* y 10*q,. La forma mas directa es conseguir

que (3.32)) resulte de la forma:
YA+ +p) Bt C
Para esto, se requerird de ciertas relaciones de anticonmutacion:

prt =22 =y
pu(p) = mu(p) —  Ecuacion de Dirac
u(p)y =u@)m
u(p)qu(p) =0 . (3.33)

/

Ademas, recordar que:z +y + 2z = 1.
Asi, se trabajard con el numerador expresado en la ecuacién (3.32). Para el término: (—yg +
2p)v*((1 — y)q + zp)), se factoriza dos signos menos, por lo tanto:

=g — zp)"(=D)((y — Vg — zp)) = (yg — zp)7"*((y — g — 2p)) (3.34)
Reemplazando (3.34) en (3.32)), resulta:
ﬂ(p’)[—%v“l%r(yg—zzﬂ)v“((y—1)51—Z}ﬂ)+m27”—Qm((1—2y)q“+22p“)]U(p) . (3.35)

De la expresion (3.35) se trabaja con w(p')[(yqg — 2p)v*((y — 1)¢ — zp))]u(p), del cual se

repartird el factor v* en cada término del paréntesis, de modo que:

u(p)[(yg — zp)v" (v — g — 2p))|u(p) = a(p’) [ygy" (y — g — (yg)v* (2p)
— (zp)"(y — Vg + (zp)7" (zp)]u(p)
Ordenando términos:
a(p)y(y — Dav'd — yzar"p — 2(y — Dpy'q + 2py"plup) (3.36)

De la expresion (3.36)), se va a trabajar con cada término, con el fin de utilizar las relaciones

de conmutacién anteriormente expuestas.
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= Primer término
u(p)ly(y — Dav"dlu(p) = y(y — D@’ [ar"glu(p)

Usando gn" = 2¢" — g

a(p)ly(y — D" dlu(p) =y(y — Da(p)[(2¢" — " d)dlulp)
Multiplicando ¢ por 2¢* y v#¢ y considerando g¢¢ = ¢, se tiene que:

a(p)ly(y — D" dlulp) = yly — Da@)[(2¢"g —+"¢’Julp)
de esta manera:

a(P)ly(y — Dy dlulp) = a(@)y(y — 1)(2¢"¢ —+"¢’Julp) (3.37)

= Segundo término

u(@) vz plulp)
usando: pu(p) = mu(p), por lo tanto:
u(p)lyzgy"plulp) = u(p')lyzgrmlu(p)

De esta manera:
u(p)lyzay"plulp) = u(p’)[yzmgy"Julp) (3.38)
» Tercer término
u(p)[z(y — Dpy"dlulp) (3.39)
usando:p’ = p+ ¢ = p = p' — ¢, por lo tanto:
u(p)[z(y — D — D" dlulp) = u@)[=(y — )(Py"q — 2y — Dar'dlulp)

usando: w(p' )y = u(p’)m, gv* = 2¢" — "¢ 'y g4 = ¢* se obtiene:

u(p)[z(y — Dma'q — 2(y — 1)(2¢" — +*¢)glu(p)
=u(p)[(z(y — )ma¥ g + 2(y — 1)(2¢"q — @**)]ulp) . (3.40)
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m Cuarto término

a(p) [y plulp)
usando py" = 2pt — ¥ p resulta:
a(p) 22y plulp) = a(p)[2*(2p"p — ' pp)lulp)

por lo tanto:
a(p)["py"plulp) = a(p)[=* 2"y — V'p*)ulp) (3.41)

Reemplazando las expresiones obtenidas en (3.37)), (3.38)), (3.39) y (3.41)) en (3.36), se ob-

tiene la expresion del numerador:

u(p)y(y — V)gv"d — yza'p — z(y — L)pytg + 2°py*
=u(p)yly — 1)(2¢"q — " — yzmg* — (y — 1)zmr¥'q
+(y — 1)2(2¢"g — ¢*4") + 22 (2pMp — p*")|ulp) (3.42)

De la ecuacion (3.42) se expresa el primer y ultimo término de acuerdo a las reglas de con-

mutacion asf:
a(p)y(y — 1)2¢"D]ulp) = y(y — 1)2¢"u(p ) qu(p)

a(p)[2*2p"plu(p) = 2*2p"u(p’)pu(p) = z°2p"mu(p)

Entonces el numerador expresado en la ecuacién (3.42) es:

u(p)[—y(y — Da*y" — yamgn"
— (y — Dam'g — (y — D)zg®y* + 22 (2p'm — m*y")]u(p) . (3.43)

Ahora, de la expresion (3.43) se trabaja el término:
—yzmgy" — (y — 1) zematq = —yzmgy" — yzm~'q + zmrt'y
Factorizando —yzm, se llega a la expresion:

—yzmg* — (y — Dzmy¥q = —yzm(gy" ++*4) + 2my*q
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De acuerdo a la expresion: gv* = 2¢" — y'q — ¢qv* + "¢ = 2¢", entonces:
—yzmgy" — (y — 1)emytq = —yzm2¢" + zmrt'q
donde ¢ = ' — p, por lo que:
—yzmg" — (y — Dzmat'q = —yzm2¢" + 2my"(p — p)
Multiplicando zm~* en cada término del paréntesis, conduce que:
—yzmgy" — (y — 1) zmytq = —yzm2¢" — zmA"p + 2ty

donde pu(p) = mu(p) y v"¢ = 2p'* — p'y*. Ast:

—yzmgy" — (y — Damy"q = —yzm2q" — zmy" + zm(2p™ — p'y*)
Multiplicando zm por cada término del paréntesis, se obtiene que:

—yzmg* — (y — Dzmrytq = —yzm2q¢" — zm>y* + zm2p™ — zmp/+*

Usando la relacion: u(p’)p’ = mu(p'). De esta manera:

Q,Yu

—yzmgt — (y — 1)zamatq = —yzm2q" — amyP + 2m2p* — zm
Sumando términos comunes:
—yzmgy" — (y — 1)zmytq = —yzm2q" — 2zm*y* + 2zmp't
Reemplazando la expresion: p'* = p* + ¢*, se obtiene:
—yzmgy" — (y — 1)zmrytq = —yzm2q¢" — 22m*y* + 2zmp" + 22mg"
Factorizando ¢* y ordenando términos, conduce a:
—yzmgyt — (y — 1)zemytq = —2m2zy + 2mz(1 — y)g" + 2map”

Reemplazando la expresion (3.44) en (3.43)), resulta:

a(p)y(y — D(—=¢*") + (=2m° 29" + 2mz(1 — y)¢" + 2mzp")+

(3.44)
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(y — D(=2¢°4") + 2°(2p"m — m*¥")]u(p)
=u(p )" (—q¢*y(y — 1) — 2m*z — ¢*(y — 1)z — m?2?)
2mz(1 — y)g" + 2mzp* + 22°p"mlu(p)

_I_

Factorizando —q?, —m?z y ¢ se llega a la expresion:
a()ly(y — 1)(=¢*7") + (=2m*29" + 2mz(1 = y)¢" + 2mzp")+
(y = D(=2¢*y") + 222" m — m*y")Ju(p)

(P )" (~*(y* —y +yz — 2) —m*2(2+ 2))

+ " (2mz(1 — y)) + p"(2mz(1 + 2))]u(p)

dado que x + y + z = 1, entonces: y + z = 1 — z, por lo tanto:
V-ytyr—z=(1-2)y-1)=-1-2)(1-y) .
por lo tanto, la expresion del numerador resulta:
a(p) " (1-2)(1=y)g* =m*2(2+2)) +¢" (2mz(1—y)) +p" (2mz(1+2))Ju(p) . (3.45)

Reemplazando (3.45)) en (3.35)), se obtiene hasta el momento, la expresion para el numerador

z

asl:

) | = 57 P = )1 = ) = (24 2) 4 g (2ma(l )

+ pP2mz(1 + 2) + m*y* —2m((1 — 2y)g" + 2zp“)} u(p)

Agrupando términos comunes para g" y p*:

1
)| - 4P D)) - (2 4 2) 4
+ ¢"[2mz(1 —y) — 2m(1 — 2y)] + p"[2mz(1 + z) — 4mz]} u(p) . (3.46)
Trabajando con el término:
2mz(1 + 2) — 4mz = 2mz + 2mz* — 4mz

= —2mz + 2mz?

=2mz(z — 1)
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Asi, (3.40) es:
— 1 _1 ;LZZ wi 2 1 — 1 — o 2 ) 2 1
a(p)| = 7"+ (1 - 2)(1 —y) = m 22+ 2)) + my
+ ¢"[2mz(1 —y) — 2m(1 — 2y)] + p"[2mz(z — 1) |u(p) . (3.47)
Considerando:
1 1 1 1
T Yl A A T N on
p 2(p+p) +2(p P') 2(p+p) S
entonces:

()] = 57"+ (@1 = 2)(1 — ) = m?2(2 4 2)) 4 P

Fleme(1 =) = 2m(1 = 2]+ (04 90 = 3o ) ms(e = 1]t

gl

(3.48)

Denotando:

1 1

= a1 =) = 2m(1 = 2]+ (G004 ) = 5o ) 2~ 1)

Multiplicando el término 2mz(z — 1) a cada término del paréntesis se obtiene:
1 , 1
I =q"2mz(1 —y) —2m(1 — 2y)] + 5(]9 +p)*2mz(z — 1) — §q“2mz(z —1)

Factorizando ¢*:

I'=q"2mz(1 —y) = 2m(1 = 2y) —mz(z = )]+ (p + p)'mz(z = 1)
Desarrollando los términos 2z(1 — y), 2(1 — 2y) y z(z — 1) conduce a:

I=q¢"m(2z —2zy —2+4y — 22+ 2] + (p+p)'mz(z — 1)

Realizando las operaciones en los términos comunes, la expresion se simplifica a:

I=q¢"[mBz—2+4y — 22y — 2]+ (p+p)mz(z — 1)
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Dado que z+y+2z = 1, entonces z = 1 —(x+y), reemplazando z y realizando las respectivas

operaciones se obtiene:

I =¢"[m(3 =3z — 3y —2+4y — 2y + 22y + 2> — 1 + 22 + 2y — 2° — 2zy — y*)]]
+ (p+p)'mz(z = 1)

Simplificando la expresion:
I'=q"m(—z+y—a®+y")] + (p+p)'mz(z - 1)
Factorizando (x 4+ 1) y (y + 1), implica que:
I=q" m(=(z(z+1) —y(y + D] + (p +p)'mz(z - 1)
Dadoque: x +y+ 2z = 1,entoncesx =1 —y — zyy = 1 — & — z. De esta manera:

I=¢"m(—(z(1l—y—z2+1)—y(l—z—2+ D]+ (p+p)mz(z — 1)

=" [m(=22-y—2)—y2—2—2)]+(p+p)mzz—1)

J

2m—my—mzt2y+ym+yz
= ¢"[m(—(27 — 2y — 2z — 2y +yz + y2))] + (p + p')'m2(z — 1)
:1:(27z)‘+,y(272)

= ¢"m(=(y(z =2) —2(z = 2)) + (p+P)'mz(z = 1)

Factorizando (x — y), implica que:
I=¢'miz=2)(x—y)+ (p+p)mz(z—1) . (3.49)

Reemplazando (3.49) en (3.48)), se obtiene:

gl

W) | = 3B+ = 0)(1 = g) = P2+ 2)) iy

+¢"m(z = 2)(z —y) + (p+p)'mz(z — 1) | u(p)
Ordenando términos con el fin de obtener la forma de la expresion:

A+ (H+p")-B+g'-C
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se factoriza v*,
1
u(p') {7" : (—§l2 +(1-2) 1 -y +(1—-22— 22)m2>

FI 40" - ma(z - 1)+ ¢ - m(z — 2 — y) } u(p)

(3.50)

El coeficiente ¢ se desvanece de acuerdo a la identidad de Ward. De la ecuacion (3.22) el

denominador es simétrico bajo = <> y. El coeficiente de ¢* es impar bajo x <+ y y por lo

tanto se desvanece cuando se integra bajo z y y.

Entonces, la expresion del numerador resulta:
w5+ =)=+ (1= 2 e
+ (" + ") - mz(z — 1) |u(p)
De la expresion (3.57)) se trabaja con el término:
u(p) (0" +p*) - mz(z = D]u(p) = (@) (0™ + p*)] u(p)mz(z — 1)

Teniendo en cuenta la identidad de Gordon:

a(p’ )y ulp) = a(p') {p/;;p S Z;:f”} u(p)

) utp) =0f) (P52 ) o) + ) () o

2m

Despejando el término:

) | P wt) =) |~ G )

2m 2m

Pasando a multiplicar 2m al lado derecho de la ecuacion:

a(p') [p" + p"Julp) = u(p’) {2m (7" = wuq”)} u(p)

2m

Reemplazando (3.53)) en (3.52)
ot
) [2m (7 = 50 | uppmac ~ )

2m

(3.51)

(3.52)

(3.53)
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=u(p') {QmZZ(Z - 1) (v“ - %)} u(p) - (3.54)
Ahora, reemplazamos (3:53) en (3:31)
() [w . (_%ﬁ F (=2 (1= )¢ + (1— 22— P)m > +om?a(z — 1) <’y - “’“q”) }u(p)

2m

=u(p) {7“ : (—%ZQ +(1—2) 1=y + (1 =2z —2m* + 2m?z(z — 1))
+ LQOQz(l — z)} u(p) (3.55)

donde: (1 — 22 — 2%)m? +2m?z(z — 1) = m?(1 — 22 — 22 — 222 — 22) = m?(1 — 42 — 2?)

Asi, el numerador resulta:

m

() V . <_%z2 F -1y (1 -4zt 22)m2) 4 '“;“q” 2z (z — 1)] u(p)

Por lo tanto, la contribucién para el vértice del electron sera:

2
STH(p,p) = 2ie? / / drdydzd(z +y+2—1)—

(2m)* D3
{ ( 1—:6)(1—y)q2+(1—4z+22)m2>

woM¥q,
X q

(2m?z(z — 1))} u(p) . (3.56)

2m

Se saca de la integral el factor 2, en consecuencia se tiene:

1
STH(p,p) = 4ie? / / dedydzd(z+y+2—1)—

(2m)* D3
{ ( 1—x)(1—y)q2+(1—4z+22)m2>

otq,

+2m

(2m?z(z — 1))} u(p) . (3.57)

3.2.3. Rotacion de Wick

La ecuacion (3.57) representa la descomposicion de los factores de forma. El objetivo ahora

es calcular la integral de momento de (3.57). Para el presente trabajo se hara uso del método
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llamado Rotacién de Wick, el cual es una rotacién en el plano complejo para transformar una
variable real en una variable imaginaria. La rotacién hace que sea posible una solucién a un
problema en el espacio de Minkowski mediante la bisqueda de una solucién a un problema
relacionado en el espacio euclidiano. La integracion de la parte espacial también se vuelve
mucho mds simple en el espacio euclidiano.

De acuerdo a la expresion encontrada para el denominador D en (3.22)

D=101—A+ie
donde:
P=?-17 | (3.58)
por lo que,
D=(°%-1-A+ie . (3.59)

Para encontrar la ubicacién de los polos en la rotacién de Wick, se hace D = 0, lo cual

conduce a:

(I°? =1 = A+ie=0
(P =P +A—ic (3.60)

por ende, el valor de (1°) es:

(19 = £/12 + A — e
_ 2 __te
i¢m|+m<1|W+A)
1€
:iMHP+AM1—ﬁF:Z . (3.61)

L
2+ A ’

Ahora, dado que el factor

(3.62)
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es particularmente 1til realizar una aproximacion bajo expansién binomial, resultando asi

0y _ > e
(1% =+ |l|+A[1 2“’2+A} , (3.63)

entonces, de acuerdo a la integral que se desea calcular en (3.56)

o _ / 4l 20
m ) @2m)A (12— A+ ie)m

se obtiene

d?1 dl° [?n
' = / (2m)3 / 27) (10— /] 12 +A +ie) (10 — /|1 [2 +A — de)
Con [V = i\/m T i€, es decir
I =+ 12 +A —de
= = /|12 4+A+ie

esto debido a que siendo € una cantidad arbitrariamente pequefia, se desprecia el 2 que lo
esta dividiendo en y se define €. Las ubicaciones de los polos y el hecho de que el
integrando se cae lo suficientemente répido en |[°| grande, permite rotar 90° el contorno en
el sentido contrario a las agujas del reloj (Ver Figura (3.2))). De esta manera, se define la

variable euclidiana:
=i, (3.64)
dado que [? = (1°)? — 12, entonces
P ()2~ B =~ P = (9 +P) = 1}

De esta manera, considerando la integral

P / dilp 2
"o (=nm ) @ot (@A)

. 1 [e'e) l2n
A — a9 | Bdlp—E .
m = oy <27r>4/ / N (-6
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—/| 112 +A +ie <\
°

>—> >—>

o
\, +/TTEHA — e

Figura 3.2: Ubicacién de los polos [°F y [°~. El contorno de integracién de [° se rota 90° en
el sentido contrario a las agujas del reloj.

Fuente: Esta investigacion.

donde ¢ se refiere al dngulo sélido subtendido por la superficie esférica completa d — 1 di-
mensional de la esfera unitaria en el espacio euclidiano d dimensional, definido en cualquier
nimero de dimensiones d, es representado por la expresion:

/2
Q, = 27
I'(d/2)

Para el presente caso, se necesita d = 4, entonces:

omd/? 272

T T(4/2)  T(2)

Q4
Recordando la definicién de la funcién gamma, matematicamente se representa por:
'(n)=(n-1)! |, (3.66)

Entonces

re=@2-i=1=1 |,
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Por lo tanto

De este modo

(—1)m 872 (IZ + A)m
Z' 1 oo l2n+3
= — dlp—L . 3.67
(1) 82 I NG G670
Asignando
) u2n+1

A= dy——— 3.68
/0 NN (568

Se realiza la sustitucion
y=1u>+A = dy = 2udu
dy

u2:y—A:>du:ﬁ

De acuerdo a la sustitucion realizada, los limites de la integral resultante:
Para el limite inferior se tiene: cuando v — 0 = y — A.

Para el limite superior se tiene: cuando u — oo = y — 00. Asi, la integral es:

< 2n+1 1 00 2n 1 0o — A"
/ awuo o _ _/ dyl— — _/ dyu
A 2uoym 2Ja Y™ 2 A ym

Sustituyendo y = Az = dy = Adz, asi

1 (Az — A)”
A= §/Adzw

Del término (A, — A)™ se factoriza (A)", por ende:

B (z—1)
A §/A(A) BN

Ahora, teniendo en cuenta que AAAM = A" ™+l de esta manera:

A= lAn—m—&—l /dZ(Z _ 1)

2 zZm



Capitulo 3: Momento magnético anomalo del muoén 68

z

1 1\" 1
A= —A”_m“/ (1 — —) dz
2 z zm—n

Para los limites se obtiene: cuando y — A = z — 1, y cuando y — o0 = z — 00, entonces

Finalmente, (Z;i)n = (1 — l) =, por lo que:

la integral asignada A resulta hasta el momento como
1 o " 1
A taen [T(1-1) L
2 1 z ) zmn

s=ztds=—2"2%dz = —s*dz

Bajo la sustitucién

asi que:

dz = —s 2ds

De esta manera:

A= garmt s sp(-sm )

Cuandoz > 1=s=1,z vo00=s—0

De esta manera.

0
A= lAn—m—&-l/ dS(]_ _ S)n(_sm—n—2>
1

2
1 1
— A / ds(1— s)"(s™"2) (3.69)
0
Comparando con la definicion de la funcién beta
['(z)(y) /1 -1 -1
B(x,y) = =——= = (1=t dt (3.70)
(2,9) = ¢ Gty ), (1—-1)

se puede considerar que ¢ = s, por lo tanto cada exponente resulta n = y — 1 lo que conduce
aquey=n+lyr—1l=m-—n—2,porlotantor =m—-n—2+1=m —n—1.Porlo
tanto

['(x)(y) _ Fm—n—1)T(n+1) _ Fm—n—-1)T(n+1) 371)
I'(z4+y) T(m-n—-1+n+1) I'(m) ' '
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Llegando asi a la expresion

(3.72)

Considerando los casos:

s n=1

A= lAl_mHF(l +D0m —1-1) _ 1 T(2)I'(m—2)

1
2 T(m) 2A™2 T(m)

De (3.60) se determina que I'(2) = (2 — 1)! = 1! = 1, ademas de I'(m — 2) =
(m—2—1)! = (m — 3)!, por lo que:

11 (1)(m — 3)!

AT SR e m - 2)m - 9)

Cancelando el término (m—3)! el cual esta presente en el numerador y el denominador,

por esta razén A; es:

1 1 1
A= S R = m =)
= n=2
1y P+ )I(m—2-1) 1 1 T3 (m—3)
Ao =g amm T'(m) T 2Am3 T(m)

De la definicion expresada en (3.60) se obtiene que I'(3) = (3 — 1)! = 2! = 2,
F'm—=3)=(m-3-1)!'=(m—-=4)yI'(m)=(m—1),,asi:

11 2(m — 4)! 11 2
2A™3 (m —1)(m —2)(m —3)(m—4)!  2A™3 (m — 1)(m — 2)(m — 3)

A2:

Reemplazando estos resultados en (3.67)), se obtiene:

i 1 _i=p” 1 1 -
| srirar - D e sl G

ah & _ iy 2 1 _
/ QP (Z— A~ (dm)? (m—1)(m —2)(m —3) Am—s PAANT 2 (3.74)
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Se nota que la ecuacién es valida s6lo param > 3. Cuando m = 3 la Rotacién de Wick
no se puede justificar, y en cualquier caso, la integral también es divergente. Pero es sélo este
caso el que se necesita para (3.56), por el momento se introducird una prescripcién artificial
con el fin de que la integral sea finita. Regresando a la expresion original de la integral de
Feynman en (3.3) y realizando el siguiente reemplazo para el propagador del fotén.

1 1 1
k—pPZtic  (k—pPtic (h—pP—Altic '

donde
1

(k—p)2— A2+~
es el propagador para un fotén ficticio con masa A muy grande. Este método se conoce co-

mo regularizacion de Paulli-Villars, el cual consiste en hacer las integrales de Feynman sean
finitas mediante la introduccién de particulas pesadas ficticias. El foton ficticio no tiene im-
portancia fisica y este método es sélo uno de los muchos para definir integrales divergentes.
El integrando no se ve afectado para k pequefio (ya que A es grande), pero se corta suave-
mente cuando £ > A. De esta manera, se puede considerar en el segundo término como el
propagador de foton pesado ficticio, cuya contribucion se resta de la del foton ordinario. En
términos que involucran fotén pesado, el dlgebra del numerador no cambia, mientras que el

denominador es alterado por
A — Ay = —ayg® + (1 —2)°m* + zA* . (3.75)

La integral (3.74)) es entonces reemplazada con una integral convergente que se puede rotar

a través de la rotacion de Wick y evaluar:

/ <§l7rl> <<P fms NG —PAA>3) s A ((l% . INER () +Z%AA>3)

o Ay
= —(471')2 log (K) . (3.76)

/ (j:)4 {(ZQ —IA)?’ o _1AA)3:| ’

Ahora, para calcular
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se usa (3.73), que no es divergente. Para este caso m = 3, por lo tanto:

/ (5:)4 {(ZQ —1A)3 G —IAA)?’]
i(—1)3 1 1 i(—1)3 1 1
- ( é47r>)2 B-1B-2) A> B ( ézm))? B-1B-2) <Ai-2>)
Realizando las respectivas operaciones algebraicas se obtiene:
/ <2d7rl> LP - INERN(E —lAm} - (ﬁ%@ - ((A:T%Ai)

. i
Facrorizando a)?

/(20[7?)‘1 [(lz —1A)3 (@ —1AA)3} - 2(;;)2 (% - ALA)

/ dl 11 ] i1
Cmr |(Z—AP  (Z—A%  32m2\A A, ,
dado que A — oo, entonces:
'l 1 1 —i 1
/ (2m)4 {(12 — AP (12— AA)3:| T 302 A 3.77)

Reemplazando las expresiones obtenidas de las integrales de (3.77) y en (3.57), se
llega a:

Asi

_— ) l
OTH =44e? ( ! ) / dxdydzd(z +y+ z — 1)
0

3272
<) (10 3+ 5 (21— 124 2) + 21— )1 - )

1 iw0Mq,

A 2m

(2m?z(z — 1))} u(p) . (3.78)
En el limite A >> ¢, m (3.75)) se convierte en Ay = zA? por ende:

1
:g/ drdydzé(x +y+ 2z —1)
2 Jo

<) (1o 25+ 5 (21— 424 2) + 21— )1 - )
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| Lio™g,
A 2m

Las expresiones entre corchetes de son las correcciones deseadas a los factores de

(2m?z(z — 1))} u(p) . (3.79)

forma, llegando asi a obtenerse la expresion

por lo que,

1
Fi(¢®) =1+ %/o dedydzé(x +y + 2 —1)

A1
X (ln%+z<m2(1—4z+z2)+q2(1—y)(l—x))) (3.80)
a [* 1
Fy(q®) = %/ drdydzo(z +y + 2z — 1) lKszz(l - z)}
0

Reemplazando el valor de A de (3.24), entonces:

1
Fy(q?) = g/ drdydz6(x +y+ 2 — 1)

2m J,

2m?z(1 — 2) )
{m2(1 —2)? - xyqz] Ol G0

Teniendo en cuenta que ni la divergencia ultravioleta ni la infrarroja afectan a F»(q?), por lo

tanto, se puede evaluar de forma inequivoca.

1
Fy(¢*=0) = ;/ drdydzé(x +y + z — 1){
0

om2z(1 — z)]

m2(1 — z)?

Simplificando la expresion:

9 a [! z
Fy(¢°=0)=—= | dzdydzé(x +y+ z—1)

T Jo (1—2)
1 1—z
:Q/ dz/ dy -
0 0 11—z

T
o
= — 3.82
o (3.82)
De esta manera, se obtiene la correccion al factor g del electron:
-2
ao=2"%_2 <00011614 . (3.83)
2 2

Este resultado fue obtenido por primera vez por Schwinger en 1948 [40].
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3.3. Momento magnético anémalo del muon

El momento magnético del muén, segiin la ecuacion de Dirac, es

(&

M =g, S (3.84)

2my,

donde e y m, representan la carga y masa del mu6n respectivamente. La relacion giro-
magnética esta representado por g,, que segun la fisica cldsica, deberia ser exactamente
1, sin embargo en 1928, la mecdanica cudntica relativista predijo que el valor numérico es
g, = 2. La teoria cudntica de campos de acuerdo a los efectos a un loop predice pequefias
correcciones, es decir, conduce a una pequefa desviacion de g, = 2, causada por particulas
virtuales que aparecen y desaparecen continuamente, modificando la forma en que el muén
interacciona con el campo magnético. Por esta razon, a la diferencia entre g y 2, lo que es

“g-2” se le llama momento magnético andmalo y en la literatura esta dada por
a, = ———— . (3.85)

La prediccion del Modelo Estidndar de particulas elementales para el momento magnético
andémalo del mudn af;M generalmente se puede dividir en tres contribuciones, la contribucion
electromagnética, hadrénica y electrodébil, ecuacion (3.86)). Los correspondientes diagramas

de Feynman se muestran en la Figura (4.1) respectivamente.

a;™ = al"P +a" +afl*t (3.86)

La contribucién QED de la ecuacién (3.86) se representa como a¥”", siendo asi la con-
tribucion de menor orden. A ordenes mas altos se deben incluir todos los loops foténicos y
leptonicos (e, p, 7). al?ED presenta una dependencia de la masa de los leptones, y dado que la
anomalia a, es dimensional, esta dependencia aparece en forma de relacion entre las masas

de los leptones, lo cual puede ser representado matematicamente como:

G/SED = Al + A2<m,u/me) + A2(m,u/m7') + A3(mﬂ/m67 mﬂ/mT) ) (387)
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8 8 8
’y Z ’)/hadfy

Lo poop b p

Figura 3.3: Diagramas representativos que contribuyen a an . De izquierda a derecha: QED
de primer orden (término de Schwinger), débil de orden mas bajo, hadrdonico de orden mas
bajo

Fuente:Tomado de [41]].

donde m., m, y m, son las masas del electrén e, muén ;. y del lepton 7. El término A; es
independiente de las proporciones de las masas de los leptones.

2 3
a (D) (2 (Y ar2an as

T

El resultado de Schwinger de 1947 fue A§2) = 1/2, 1o cual conduce a que la contribucién
cldsica - sea universal para todas las especies de leptones. El valor de affED se ha extendido

a un décimo orden, es decir a través de 5 loops [42, 43, 144, 45,146, 47,48, 149. 150% 51} 152].

2 3
aQFP — L 1 0.765857425(17) [ )+ 24,05050996(32) [ -
H 27 27 27
(6% 4 (8% >
130,8796(63) [ ) +752,2(1,0)( ) - 3.89
+1308790(63) (57 )+ 752.201.0)( 57 3.9

con pocos cambios en los coeficientes desde la ultima actualizacion de [S3]]. Empleando la
constante de estructura fina o= = 137,035999046(27), obtenido de las medidas precisas de
h/mcs [54], 1a constante de Rydberg y mcs/m,. conduce a [42], /43| 144] /45| 146] 147|148, 149]
S0, 514 152].

a?®P =116584718,92(0,03) x 107" (3.90)
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donde el pequeiio error resulta principalmente de la incertidumbre en .
El experimento E821 en el Brookhaven National Lab (BNL) estudi6 la precesion de p* y
44~ en un campo magnético externo constante mientras circulaban en un anillo de almacena-

miento confinado. Se encontrd

ai? = 11659204(6)(5) x 10717
ag”? = 11659215(8)(3) x 1071 | (3.91)

donde los primeros errorres son estadisticos y los segundos sistemdticos. Suponiendo in-
variancia CPT y teniendo en cuenta las correlaciones entre incertidumbres sistemadticas, se

encuentra para su promedio global [55, 156, 57].
aff”p = 11659209,1(5,4)(3,3) x 100 (3.92)

Estos resultados representan aproximadamente un factor 14 de mejora con respecto a los ex-
perimentos cldsicos del CERN de la década de 1970 [58]].

La mejora de la medicién en un factor de cuatro mediante la instalacién del anillo de alma-
cenamiento E821 en Fermilab, y la utilizacién de un haz de muones mas limpio e intenso y
detectores mejorados [39] se inici6 en 2017, y el 7 de Abril de 2021 se anunciaron los prime-
ros resultados del experimento Muon g-2 en Fermilab, donde las incertidumbres constantes
estadisticas, sistemdticas y fundamentales se combinaron en cuadratura y se obtuvo que el

valor del momento magnético anémalo del muoén:
a,(FNAL) = 116592040(54) x 107" | (3.93)

el cual difiere del valor del Modelo Estandar en 3,30 y concuerda con el resultado BNL
E821. El promedio a,(Exp) de los resultados obtenidos en los experimentos de Fermilab y
Brookhaven es [60]:

a, (Exp) = 116592061 (41) x 10~

La diferencia, a, (Exp) — a,(ME) = (251 +59) x 101, tiene una significancia con la teoria

de 4,20, como se muestra en la Figura (3.4).
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BNL g-2 . o— :
FNAL g-2 + — @
M
< 4.20 >
L t @ -
Standard Model Experiment
Average
175 180 185 19.0 195 200 205 210 215

a,x10° = 1165900

Figura 3.4: De arriba a abajo: valores experimentales de a,, de BNL E821, primer resultado
de Fermilab y el promedio combinado. Las marcas de verificacion internas indican la contri-
bucidn estadistica a las incertidumbres totales. También se muestra el valor recomendado [1]]
de la iniciativa de la teoria de Muon g-2 para el modelo estandar.

Fuente:Tomada de [60].

Esta desviacion del valor esperado del ME se ha utilizado como motivacién para muchos

modelos de nueva fisica, adn mas el desarrollo de extensiones del Modelo Estandar, inclui-

das las que tienen nuevos acoplamientos con leptones.

Otro experimento de muén g — 2 con sensibilidad similar pero utilizando una técnica alter-

nativa de campo eléctrico cero con un haz de muones de baja emisién y baja cantidad de

movimiento se estd construyendo actualmente en J-PARC en Japon [61].
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Modelos libres de anomalias

Desde 1970, ha surgido un considerable interés en las teorias de gauge, principalmente de-
bido al éxito de probar la renormalizacion de tales teorias. Sin embargo, para completar la
prueba de renormalizabilidad se requiere una condicion adicional que no se puede cumplir
con elecciones arbitrarias de multiples particulas. Esta restricciéon adicional es que teoria
de gauge particular debe estar libre de anomalias. De acuerdo a esto, para la anomalia del
momento magnético andémalo del muén trabajado en el capitulo 3] se requiere crear nuevos
modelos libres de anomalias con los cuales se pueda encontrar una solucién a dicha anomalia

experimental en g — 2.

N kz

)\cf}/)\ kl

j\b%

p — ko

~

Aa VY5 .
>\qu 2 )\C,YA .
1 2

Figura 4.1: Diagramas importantes para la anomalia. El izquierdo difiere del derecho por el
intercambio de los dos fotones.

Fuente:Tomada de [36]].

Ya que estas integrales que se obtienen de los diagramas que se muestran en la Figura[d.1|son
divergentes, estas deben absorberse en acoplamientos del Lagrangiano que tengan las mismas
propiedades de simetria. Sin embargo, estos diagramas generan términos con simetrias de
permutacién en los indices a, b y ¢, que estan ausentes en el Lagrangiano de la teoria y
por lo tanto hay que asegurarse que sean cero para que la teoria sea renormalizable. Estos

diagramas triangulares representan fuertes restricciones para los acoplamientos gauge de una

77
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teoria y generan lo que comunmente se conoce como ecuaciones de anomalias. La amplitud
del diagrama triangular y del diagrama de intercambio respectivo se puede denotar siguiendo
las reglas de Feynman:

Para cada linea externa se denota p;, p; y ps y para cada linea interna q;1,q2 y ¢s.

Los tres vértice contribuyen con los factores

&) ) Gre)

Cada linea fermidnica interna contribuye con:
i(gr +m) i(go +m) i(gs +m)
Gg—m*>)"  \gG-—m>)" \ ¢—m

i (htm) il +m)

(r —m) (fr+m) > —m?

donde ¢ = ¢1¢1 = ¢;. De esta manera, se presentan las contribuciones de cada linea fer-

=) ) (G)

A partir de la conservaciéon de momento-energia, por cada vértice se escribe una funcién

Ademas

ya que:

Y

midnica:

delta de la forma:

2m)4 6 (p1 + g2 — q3), (2m)* 6 (pe + @1 — q2), (27)*0* (g3 — @1 — ps)

Para cada momento interno ¢;, se escribe:

d4Q1 d4Q2 d4(13
(2m)*" (2m)*" (2m)t

De esta manera, hasta el momento se tiene:

Tis = ///(gl > (AC A) (qu ) (Ab7 ) (gsi ) (%7 75)

4¢4 4¢4 4¢4 d4(11 d46]2 d4Q3
X (2m)°67(p1 + ¢2 — g3)(27)76"(p2 + ¢1 — ¢2)(27)70" (g3 — q1 — p3) (2m)f (27) (27"
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Calculando la integral para 6*(p; + g2 — ¢3), entonces p; + g2 — g3 = 0, asi, g3 = p1 + ¢o
Por lo tanto, 6*(q3 — q1 — p3) = 6*(p1 + q2 — q1 — p3)-

Ahora evaluando la integral 6*(ps + ¢ — ¢2), entonces ps + ¢; — ¢ = 0. Lo que conduce a
q1 = 42 — Pa2.

Por lo tanto: 6*(py + g2 — g2 + P2 — p3) = 0*(p1 + p2 — p3). De esta manera:

e [ A i X i U i e
T = / (2m)? (Ql - m) (37 ) (512 - m) (37 ) (%’3 —m) (77”75)

X (271)464(])1 + p2 — p3)

Finalmente se multiplica por i y se cancela el factor global (27)5(p; + ps — p3), por lo tanto:

we [ A i X i U i e
= () (37) () (37) () (57)

Pasando a notacion del texto [33], donde:

4.1

QQ_>p )
p1— ko

p2 — ko

Dado que
G=@—p=>q=qd—p2=p—ky , con gop=p

B=Prt+@=>@=p1t+dh=kh+p=p+k
Reemplazando esta nueva notacién en (@.1)), resulta:

we [ d'p i X i U i e
Lo _Z/ (2m)’ (zﬂ—k‘z —m) (57 ) (ﬁ’—m> (57 ) (p+k1 —m) (77“75)

4.2)
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Tabcz_i/ o i &% ! &v i &vv
HA (2m)* p—Ko—m?2 "p—m?2 "p+K—m2" ’
/ d'p . IR U B \: i

(2m)* p—Ki—m 27p—m2%\p—1—]{2—m2%75

Los generadores A\ y las matrices 7y actian en diferentes espacios y por lo tanto la traza puede

ser descompuesta en el producto de la traza bajo A y la traza bajo las y:

1 A A d*p ) 1 1
T = —Tr(AeXAa) [ —i [ ——T ,
UUA 8 T( ) ( Z/ (271')4 r |:p _%2 — m’Y)\p — m7 p +J€1 — m%L%})

1 e Ve , d*p 1 1 7
+ gT’I“()\b/\ %) (—z/ (27T)4TT Lﬂ 7 m%p — m%\p—l—lfg — m%%})

(4.3)

De acuerdo a la propiedad ciclica de las trazas:
Tr(ABC)=Tr(CAB) =Tr(BCA)

Para este caso se obtiene:

Tr(XeAbXS) = Tr(XeXeAb)
Y para el término cruzado se tiene:

Tr(APACA?) = Tr(XeXbA?)

Por lo tanto (#.3)), resulta:
1 AU d*p i 1 i
T = <Tr(AAeA?) ( —i / Tr v
MU ] ( ) ( (27‘(’)4 |:p _%2 — m'y)\p — m’y p +%1 _ m7u75:|)
S Tr

1 s [ d*p i 1 i
—+ gT’l"()\ )\b)\ ) (—Z/ (27_() T {p _%1 — m'-)/z/p _ mﬁ)/)\p_'_k/Q _ m7u75:|>

4.4)
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Observando que las trazas sobre el 7y es (en el limite m — 0) simétrico bajo el intercambio

(v <> A\, k1 < ko). Se obtiene de esta manera:

i) (-4 f g |2 )
TS = —Tr(Aaxexb) | —i / Tr y
12 ] ( ) ( (27’(’)4 p _%27kp7 p+% — 7 Tu5
1 NIV d*p i 1
+ =Tr(\a)\b)e (—z/ Tr [ » })
e ) Qo =k ! p+]6 p+K
Abhora, haciendo el intercambio v <> \, k1 <> ko, se obtiene:
1 Aa s d*p ) 1 )
Tabc = ZTr(\e)e)\b _/ T L —
2 )( Y)oemtt [p—%ﬂ p%pﬂéﬂ“%D

1 SRS d*p 1 1 1
ey (i [ 22an [ b o]} L as
8 ( ) (27T)4 p _%27)\?7 p +%17u'75 ( )
Ahora, se procede a calcular las igualdades para los términos del diagrama cruzado de la

expresion (4.5)):

7 _ 1 p+%2 _ Z( +%2) (’Vap—l—/yock?) _ i’ya(p+ kQ)a (4 6)
]ﬂ—k{Q }ﬂ—]{Qp—F%Q P — K3 p? — k3 p? — k3 .
1 _1p_p 4.7

TN -

i i ptk itk ilnpt k) in(pt k) 4.8)
p-Ko o p-Kptk PR Pt — ki e '

Teniendo en cuenta las expresiones obtenidas en (.6), (4.7) y (.8), la traza presentada en

(.35) para el diagrama cruzado resulta:

Tr[Ya 187y sl (p = k)07 (p + k1)T (4.9)
Haciendo el reemplazo de p — —p, se obtiene:

Tr[YaVaV8 Y Yy Vu¥s) (—p — ko) (—p)° (—p + k1 )?
)P (=)(p — k1)”

(—
= T80 Iy Vs) (0 + k) (0°) (p — r)”

«

= TrYa Y287y Y ¥s) (=) (P + k2)



Capitulo 4: Modelos libres de anomalias 82

De acuerdo a la propiedad de las trazas: Tr(AT) = Tr(A) Por lo tanto:

— Trlya 18727 Y5) (P + k2)*(0°) (0 — k1)
= —Trlve v v v irel o+ k) (07 (o — k) (4.10)

El cambio p — —p es valido debido a la integracion sobre el espacio total.

Introduciendo el operador unidad
=Cc'C

Donde C' es el operador de conjugacion de carga.
Es una generalizacion de la operacion de inversion de carga, ya que en una conjugacion de
carga no solo se invierte el signo de las cargas sino que se substituye una particula por su

antiparticula. (No modifica la paridad de las particulas). Entonces
CyCt=— . (4.11)
Por lo que:

~Tr[3 70 Y 75 V) (P + k) () (P — k1)
= —Tr[(C3C ) () (CC () (CRCTH((CCT
X (=)(CrC ) (CNE N )CWC (P + ko) (07 (0 — k1)
Ahora, teniendo en cuenta que
CrysC7 = 49
Asi, le expresion (4.10) resulta
Tr195 727 Yo 13 VA Va ) (P + k) (07) (P — k1)
= —(=1)°Tr[y705 0173l (b + k2) P (p — k1)
= ~Tr[s7 7 118 Yel (0 + K2) PP (0 — )

Haciendo el cambio de indices o «— -, resulta:

—Tr VsV Y Y8 A Yel (0 + k)20 (0 — k1) = —Tr[ysuya Y8 a4] (0 + k2) 0% (p — K1)®



Capitulo 4: Modelos libres de anomalias 83

Realizando conmutacion de ~y5 con 7,

T Yoy YA (0 + k)P (p — 1)
= =T Vs 1a V5] (0 + k2) P (p — k1)
= =T[98 (=) 75 (0 — k1)*° (p + k2)?
= Tr[Ya 1Ym0 s (0 = k)’ (0 + ko) (4.12)

Se realiza el cambio (v «— A, k; <— ko), la traza resulta:

Tra Yy Vs (p — k2) P’ (p + k1)

Después del intercambio (v «— A, k; <— ko) esto simplemente reproduce la expresion

inicial (4.9). Por lo tanto debido a la simetria se denota:

abe L ke . d4p { l
Tufa = gD b <—z/ <2W)4TT Lﬂ — kgwp%p % %75}) . (4.13)

Donde
D =N " TrA NN + TrAA°N] = Z TrA“{A, A}
!
Donde las sumas corren sobre todos los fermiones que contrlbuyen a la anomalia. El numera-

dor de es de orden p*, mientras que el denominador es s6lo de orden p?. Esto conduce
a una expresion integral linealmente divergente que no se puede renormalizar. Por tanto, no
se puede aplicar la prueba de renormalizabilidad a la teoria de gauge a menos que desaparez-
ca la contribucién de la anomalia. Esto solo se puede garantizar si el grupo de gauge cumple

con el requisito de ser libre de anomalias:
S Tr{AA A} =0
!

En este contexto, se enfatiza que una teoria de gauge puede ser renormalizable si esta libre

de anomalia. La prueba general de renormalizabilidad no se puede aplicar por si sola.
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4.1. Cancelacion de Anomalias para el 7’

4.1.1. La simetria de gauge SU(2), @ U(1)y @ U(1)’

El objetivo de esta seccion es construir la parametrizacion mas general para la extension
ED (electrodébil) minima del ME, limitdndose a los fermiones del ME mads neutrinos dere-
chos y un leptén exdtico cargado con cargas vectoriales. Para lograr dicho propdsito no se
usard la hipotesis de la universalida(ﬂ Con esto en mente, se considera el grupo de gauge
SU((2),®@U(1)y @ U(1)’ como una extension no universal libre de anomalias del sector ED
del ME.

En lo que sigue 7’1, T5r, y 137, denotan los generadores de SU(2) 1, mientras que Yy ) 7 de-
notan el generadores de U(1)y y U(1)’, respectivamente. La derivada covariante del modelo

viene dada por [16].
D# = 8u - ZQ?L : Xﬂ - ingByu - Z.gZ’QZ’Zl/L y (414)

donde g, gy y gz son los acoplamientos de gauge asociados con los grupos de gauge,
SU(2).,U(1) y U(1), respectivamente, y XM, By, and Z,, representan los campos de gauge

correspondientes. A nivel de corrientes el Lagrangiano esta dado por:

LD Z fLVMngZ'EL(f)ZZL + fR'YMngZ’ER(f)Z;:
f

=" P9z (9.(f) + 7V 9u( 1)) £ 2, 4.15)
f

donde €g = g, + 9. V €. = g» — ga. Las relaciones inversas son: g, = % Y Yo = HFE

Para encontrar la solucion mas general libre de anomalias, se asumen cargas diferentes para

los fermiones en cada familia bajo U(1)’, debido a esto, se requieren al menos dos dobletes

La dnica diferencia entre los fermiones de diferentes generaciones es la masa, no es posible distinguir entre
unos sabores u otros en aquellos procesos fisicos en los que masa no juegue un papel relevante. Esta propiedad
fundamental del Modelo Estdndar se conoce como universalidad. En particular, en el caso del electron, el muén
y el tau se suele hablar de universalidad leptdnica, la cual establece que todos los leptones se acoplan de igual
manera a los bosones vectoriales.
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de Higgs para dar masas a las tres familias, entonces:
(@)" = (0,u:/V2), i=1,2 (4.16)

En esta etapa, es importante enfatizar que en el presente trabajo de grado no se pretende
reportar un modelo, sino que el propdsito es mostrar una solucion general a las ecuaciones de
cancelacion de anomalias. Se agregaron dos dobletes de Higgs ya que representa el contenido
de campo escalar minimo para tener acoplamientos de Yukawa cuando los fermiones del ME
acoplan con un bosén de gauge Z’ no universal. En la solucién, cada conjunto de pardmetros
representa un posible modelo electrodébil. Para cada eleccion de las cargas Z’ es posible
introducir escalares adicionales para reproducir los dngulos de mezcla en los sectores de
leptones y quarks. En la base de interaccion con la estructura de Higgs del modelo es posible
generar matrices de masa con cuatro ceros de textura || para los leptones y quarks. Eso es
posible ya que en la solucién, dos familias se acoplan a un solo doblete de Higgs y s6lo una de
las familias se acopla a un doblete escalar diferente. Es bien sabido que incluso las matrices
de masa con cinco ceros de textura pueden generar las matrices de mezcla para los sectores de
leptones y quarks [63]]. Asi, en principio, no estd prohibido que matrices de masa con cuatro
ceros de textura generen las mezclas de CKM [ (matriz de Cabibbo—Kobayashi-Maskawa)
y PMNS ﬂ (matriz de Pontecorvo—Maki—Nakagawa—Sakata). En cualquier caso, como se
mencioné anteriormente, para una eleccion particular de las cargas Z’ es posible agregar

nuevos escalares si es necesario.

2Los ceros de textura de una matriz de masa de fermiones dada significan que los elementos de la matriz
correspondientes estan desapareciendo exactamente o estdn suficientemente suprimidos en comparacién con
sus contrapartes vecinas. Por lo general, hay dos tipos de ceros de textura: pueden originarse simplemente a
partir de una eleccién adecuada de la base del sabor y, por lo tanto, no tienen un significado fisico definido o se
originan como una consecuencia natural o artificial de una simetria de sabor discreta o continua subyacente [62].

3Es una matriz unitaria que contiene informacién sobre la intensidad de las desintegraciones débiles que
cambian el sabor. Técnicamente, especifica la diferencia de los estados cudnticos de los quarks cuando propagan
libremente y cuando participan en las interacciones débiles. Es importante en el estudio de la violacién de CP.

4La matriz VPMNS es la matriz de mezcla leptdnica en las interacciones débiles, contiene informacién
de discordancia de estados cudnticos de neutrinos cudndo estos se propagan libremente y participan en las
interacciones débiles.
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4.1.2. Cancelacion de anomalias de gauge

Para la simetria SU(2);, ® U(1)y ® U(1)’ con el contenido de particulas que se muestra en

la Tabla[.T] las ecuaciones de anomalias de gauge no triviales son:

[SUCPUQY : 0=Sq+ 5
[SU3)PU(1) : 0=2%¢—Xu—%d
[grav]?U (1) : 0 = 6%q — 3(Su+ Xd) + 250 — ¥n — Ye
UMWPU1) : 0= %Zq — gZu — §2d+ Y0 —2%e
UMUR)]?: 0=3¢* — 25> + Sd* — 2% + %e? |
U] 0=062¢" - 3(3u® + Bd*) + 250 — ¥n? — e | (4.17)

donde X f = f; + fo + f3. También se tiene en cuenta las restricciones derivadas de los

acoplamientos Yukawa:

Ly D0, ®v1, + e, + §1L‘§1U1R + Gy, P1di,+
ZQL&)QVQR +ZQL®2€2R + GQLéQUQR + GQL(I)QCZQR‘i‘
Z3L&)2V3R +Z3L(I>2€3R +63L(§2U3R +63L(D2d31% + h.c. (418)

Las restricciones correspondientes que provienen de los términos en el Lagrangiano anterior

son (donde ¢y = ¢3):

0:61_€z+¢1 )
O=mn; —4; — ¢
O=di—qg+oi

O=wui—qi— ¢ . (4.19)
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Particles | Spin | SU3)¢ | SU(2), | U(1)y | U(1)
lp; 172 1 2 -1/2 l;
eni 12 1 1 -1 e
Ve | 112 1 1 0 n;
i | 12 3 2 16 | g
UR; 172 3 1 2/3 U;
dpi 172 3 1 -1/3 d;
, 0 1 2 12 | ¢
By, 12 1 1 -1 1
Eg; 172 1 1 -1 1

Tabla 4.1: Contenido de particulas. El subindice = 1, 2, 3 representa el nimero de familia
en la base de interaccion. En nuestra solucién ¢ = ¢3 de tal manera que solo se necesitan
dos dobletes de Higgs. Sin embargo, a veces mantenemos la notaciéon ¢;, que es bastante
conveniente para fines de notacion. El lepton vectorial Ey, i es exotico y se introduce para
generar una contribucion suficientemente grande al g — 2.

La solucion a las ecuaciones de anomalia de gauge y las restricciones de los térmi-
nos de interaccion de Yukawa (4.19) corresponden a las cargas que se muestran en la Ta-
bla[4.2] (hay seis soluciones correspondientes a las permutaciones entre los indices ijk). En
general, cada una de estas soluciones depende de seis parametros, (¢;,n;), con i = 1,2, 3,
correspondientes a las cargas de Z’ del doblete de quark y del neutrino derecho, respectiva-
mente, en cada generacién. En particular se puede definir (n; — ny)/2 = L; = —L, = 1,
ng = —1y ¢ = ¢ = g = n; = 0, para obtener el modelo L; — Ly, [4], donde L; es 1 para
los leptones de la familia i-th y cero en caso contrario. De estas soluciones, el modelo mds
conocido es el modelo L, — L, que se ha utilizado ampliamente para explicar la anomalia

g — 2 [64].
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f ”(f)

l; —3¢;
€; —n; — 6¢;
Uu; +n; + 4q;
d; —n; — 2¢
G| +3lng —ne—3(g; + a)]
¢ —n — 3(q; + qx)
uj | 430y +ng + 5q; + 3qx)
d; —2(nj + ny + ¢; + 3qx)
Ce | +3[=n5 + 1k — 3(q; + ax)]
€k —n; —3(q; + )
up, +3(nj + ng + 3¢; + 5qx)
dy —3(nj +ny + 3¢5 + qr)

Tabla 4.2: Los acoplamientos Z’ para los dobletes de Higgs ®; y ®; son ¢, = n; + 3¢; y
¢; = ¢, = 5[n; + i + 3(¢; + qr)], respectivamente. El campo de Higgs ¢; se acopla a los
fermiones de la ¢-th familia. Los enteros 7jk son una permutacién 123.

413. L,— L,

El nimero leptonico es una simetria global accidental del ME, que sin embargo se rom-
pe por correcciones cudnticas. Se ha observado, sin embargo, que la diferencia de ndme-
ros leptonicos entre familias es libre de anomalias y por lo tanto se puede asumir como
una simetria gauge abeliana [65, 5, 166]. L, — L, es un ejemplo explicito que se ha in-
vestigado en detalle en (67, 68, 169, [70, [71} [72} [73, [74, [15, [76} [/'7]. El grupo de gauge
SU(3). x SU(2) xU(1)y xU(1),—r, implica que s6lo la segunda y la tercera generacién
de leptones se cargan bajo la nueva simetria de gauge abeliana, bajo la cual llevan cargas
opuestas. Como es habitual, el nuevo grupo gauge abeliano conduce a la existencia de nue-
vos bosones gauge masivos, Z’, que pueden adquirir masa mediante una ruptura espontanea
de la simetria gobernada por un nuevo campo escalar o mediante el mecanismo de Stueckel-

berg [[78, [79]. De cualquier manera, el nuevo bosén se acopla a los dobletes de leptones ME
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a través del término Ly® D, L, donde la derivada covariante es D, = 0, + igz q Z!, sien-
do gz el nuevo acoplamiento gauge de la simetria U(1),_r, y ¢ la carga correspondiente

(Guv, = 1.¢rp, = —1). Escribiendo explicitamente este término se obtiene

Lfermions 2 gz (L_Wa,u — T T+ V_,u'yaPLV,u - V_Tf)/aPLVT) z' . (420)

El primer término de ecuaciéon (4.20) da lugar a una contribucién a g — 2, que se encontrd

en la ecuacién (51) de [80]

2/ m?2 1 Pt
Aau (Z/) — gZ2 2# dz 4 (f) s
m m
donde P = 22%(1 — z), con \ = — ¢ = =
A my,

de acuerdo con [[81, [56].

Se enfatiza que el resultado en la Eq. (4.21) es completamente general y aplicable a cualquier
modelo con un bosén gauge con acoplamientos puramente vectoriales a muones. En la ecua-
cién (51b) de [80] se obtuvo un resultado més general, que incluia acoplamientos de vector

y vector axial, asi como posibles mezclas de leptones cargados.

Limites existentes

A partir del resultado hallado en la ecuacién (#.21) se llega a la conclusién de que los bosones
gauge Z' pueden explicar la anomalfa g — 2; sin embargo, sobre el modelo L, — L, hay
restricciones muy fuertes para masas de Z' grandes, debido a la produccién del tridente de
neutrinos y la medicion del del ancho parcial del Z en cuatro leptones, como se describe a
continuacion.

Suponiendo que la masa de Z’ se genera a través un singlete escalar con VEV v,, se en-
cuentra que su masa es myz = ¢'vy. El limite que surge de la produccion del tridente de
neutrinos impone my: /g > 750 GeV, mientras que el limite de la medicién del ancho de
desintegracion Z en cuatro leptones requiere my = 40 GeV. Estas restricciones descartan
decisivamente el modelo L, — L, como una posible explicacién de la anomalia g — 2 en esta

configuraciéon minima para masas my mayores que 300 MeV. Sin embargo, cuando el Z’
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1o Allowed Region

gz

Mz (TeV)

Figura 4.2: La region en rojo corresponde al espacio de parametros permitido para g — 2
con un nivel de confianza de 1 0. La region purpura es la regién permitida por produccion
tridente del neutrino my: /g7 > 0,75 TeV. Se asume para la masa de la particula exédtica un
valor de 80 GeV.
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se vuelve lo suficientemente ligero, el limite de produccién del tridente de neutrinos permite
una ventana para el modelo L, — L, para explicar la anomalia g — 2. Estos hallazgos se
muestran claramente en la Fig.[d.2] Se puede encontrar una discusion més detallada de estos

limites en [70, 182, 83]].



Capitulo 5
Conclusiones

= Al realizar la deduccion de la ecuacion de Klein-Gordon (K-G) como primer intento de
combinar la mecdnica cudntica con la relatividad especial para obtener una ecuacion
de Schrodinger relativista, se pudo evidenciar los problemas fisicos que esta ecuacion
generaba, por ejemplo: la presencia de energias negativas, la densidad de probabilidad
era incompatible con la interpretacion estadistica de Born y la aplicabilidad de esta

ecuacion era reducida sélo a particulas de espin cero.

= Desarrollando la propuesta de Dirac ante los problemas expuestos en la ecuacion de
K-G, se llego a la ecuacion de Dirac, la cual describe las particulas elementales de
espin 1/2, siendo asi consistente con los principios de la mecdnica cudntica y la teoria

de la relatividad especial.

= Se estudié con gran detalle las propiedades de la covariancia de la ecuacion de Dirac.
Se desarrollo el formalismo de las matrices v y la tecnologia de trazas para manipular

amplitudes.

= A partir de la densidad Lagrangiana de la electrodindmica cudntica se obtiene los dia-
gramas de Feynman de la teoria. De estos formalismos obtuvimos la amplitud de Feyn-
man a un loop correspondiente a la evaluacion de la funcion del vértice del electron, el
cual contribuy¢ al cdlculo de la correccidn al factor g — 2 del electrén, descubierto por

Schwinger en 1948.

= Existe un gran interés en la fisica de altas energias en la confrontacion del valor expe-
rimental de g — 2 con lo que predice el ME. En el experimento E821 en el Bookhaven
National Lab (BNL) se registraron los valores experimentales del momento magnético

anémalo del muodn (g — 2). A través de este experimento se obtuvo una mejora de un
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factor 14 con respecto al experimento realizado en 1970 en el CERN. En la actualidad
se esta construyendo un nuevo experimento para medir ¢ — 2 en las instalaciones de

J-PARC en Japén.

= Se encontrd una solucién de la anomalia experimental en g — 2. Para esto se con-
sider6 a los Z’ con un contenido minimo de fermiones, es decir, solo contienen los
fermiones del ME, 3 neutrinos derechos y un leptén exdtico cargado. De esta manera,
se obtuvo el espacio de pardmetros permitidos para ¢ — 2 con un nivel de confianza
de 1o. También se encontré la regién permitida por produccion tridente de neutrinos
my/gz > 0,75 TeV. Se asumié para la masa de la particula exdtica un valor de

80 GeV.
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