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(Prechio

A partir del proyecto de investigacion “Analisis tedrico y computacional de
las propiedades de matrices para ciertas discretizaciones numéricas”, aproba-
do mediante el Acuerdo 051 de noviembre 20 de 2014 de la Vicerrectoria de
Investigaciones, Posgrados y Relaciones Internacionales de la Universidad de
Narifio (VIPRI), para el programa de Licenciatura en matematicas del depar-
tamento de Matematicas y Estadistica se impulso la realizacion de la linea de
investigacién relacionada con el 4rea de Algebra Lineal Numérica, Métodos
Numéricos y sus Aplicaciones. Esta linea de investigacion se ha ido fortale-
ciendo con algunas de las actividades desarrolladas en este proyecto como:
El Seminario de Métodos Numéricos y Aplicaciones; las electivas en Algebra
Lineal Numérica, Soluciéon Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
y Parciales, Computacion Cientifica, entre otras; ademads de tutorias y asesorias
de trabajos de grado en esta area de investigacion.

La modelacion matematica de una gran variedad de fendmenos en la naturaleza
se relaciona con ecuaciones diferenciales ordinarias, EDO. A pesar de encon-
trar en la teoria algunos métodos analiticos que resuelven diferentes clases de
EDO, la cantidad de familias de EDO que pueden ser resueltas analiticamen-
te es bastante restringida; por tanto, los métodos numéricos son una excelente
opcion para encontrar aproximaciones discretas a la solucion.

Ante la importancia en investigar métodos numéricos que aproximen modelos
matematicos en EDO relacionados a la dindmica y comportamiento de aplica-
ciones en las ciencias y en la vida cotidiana, como uno de los resultados del
proyecto de investigacion citado arriba se desarrolla el trabajo de grado titu-
lado “Estudio tedrico y computacional de métodos numéricos para ecuaciones
diferenciales ordinarias” por el estudiante Christiam Fernando Pistala Ceballos
y asesorado por la profesora Catalina M. Ria Alvarez. Este trabajo de grado
recibid calificacion Laureada como consta en el Acuerdo 057 del 24 de ma-
yo de 2017 de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, lo cual ayudé a
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impulsar entre los estudiantes el interés por la linea de investigacion en Simu-
lacion Computacional y Métodos Numéricos.

En este libro se pretende recoger los resultados més destacados en el trabajo de
grado citado, al presentar la base tedrica de algunos métodos numéricos para
resolver sistemas de EDO sujetos a una condicion inicial. Se distingue entre
métodos de paso unico y métodos de paso multiple explicitos, entre los que se
destacan respectivamente la familia de métodos de Runge Kutta y la de Adams
Bashforth. Se analiza la deduccion de estos y otros métodos, ademas se presen-
ta un estudio de propiedades tedricas como son la consistencia, convergencia y
estabilidad, entre otras, permitiendo determinar si la solucion numérica obteni-
da cuenta con buena precision.

Adicionalmente, con base a la teoria y a diferentes simulaciones numéricas
realizadas, se listan ventajas y desventajas al usar los diferentes métodos y se
comparan soluciones exactas con aproximaciones. Finalmente, se aplican algu-
nos de los métodos estudiados para determinar aproximaciones para un modelo
matemdtico que describe la dindmica de infeccion del VIH/SIDA. En este
modelo la aproximacion numérica es indispensable dado que no posee una solu-
cion analitica y esto resalta la importancia de la investigacion del tema principal
de este libro.

Catalina M. Rua A.
San Juan de Pasto, noviembre de 2020.
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1. Infroduccion

Las ecuaciones diferenciales ordinarias, EDO, son usadas frecuentemente en
la descripcion de diferentes fendmenos de la naturaleza desde sus origenes
en problemas de fisica y recientemente como herramienta indispensable en la
formulacion matemética de modelos bioldgicos, quimicos, de la ingenieria y la
economia. A pesar de que en la teoria se presentan algunos métodos analiticos
que resuelven diferentes clases de EDO, como puede verse en [0] y [35], la
cantidad de familias de EDO que pueden ser resueltas analiticamente es muy
restringida, por tanto los métodos numéricos son una excelente opcién para
encontrar una solucion aproximada a problemas de EDO con valor inicial.

Histéricamente uno de los primeros métodos numéricos estudiados para la solu-
cion de ecuaciones diferenciales ordinarias, MNEDO, fue el método de Euler.
Este método fue desarrollado por Leonard Euler en 1768 y por su facilidad de
deduccion y comprension, a pesar de ser un método que aproxima con poca pre-
cision, hoy en dia continua siendo usado como base para comprender métodos
de orden superior y en la soluciéon numérica de modelos matematicos basicos.

Hacia 1855 aparecen los métodos de Adams-Bashforth, los cuales fueron
creados por John C. Adams y solo hasta 1883 fueron publicados por
Francis Bashforth. Estos métodos resultan del uso de interpolacion e integra-
cion numérica y calculan una aproximacion aplicando en el método numérico
el valor de por lo menos dos aproximaciones en instantes anteriores al desea-
do, propiedad por la cual se caracterizaron como métodos de paso multiple.
Siguiendo estas ideas, en 1926, Forest R. Moulton propuso los métodos de
Adams-Moulton que a diferencia de los anteriores tienen la propiedad de ser
implicitos', lo cual permitié ampliar el nimero de problemas a ser resueltos
numéricamente. Para mayor detalle, ver [9] y [14].

!Usan el valor desconocido que se desea aproximar en el método numérico, dependiendo
asi de la solucién de una ecuacion usualmente no lineal.
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Uno de los mayores avances en la historia de los MNEDO fue la obra de 1895
del matematico aleman Carl Runge. A diferencia de los métodos de Adams,
los métodos que propone Runge son de paso tnico, siendo asi que estos pue-
den usar para obtener la aproximacion final, a ella misma y a la aproximacién
en el instante inmediatamente anterior. Los métodos definidos en ese momen-
to fueron el método del punto medio y el método del trapecio. A partir de
los aportes de Adams y de Runge, los matematicos Karl Heun y Martin Kut-
ta desarrollaron alrededor de 1900 los famosos métodos de Runge-Kutta. En
particular, el aporte de Heun fue elevar el orden de estos métodos al desarrollar
un método de cuarto orden, esto se traduce en obtener aproximaciones en las
cuales al reducir el tamafio de paso el error disminuye mas rapidamete. Segui-
damente, de las manos de Nystrom y Moulton, se produjeron mayores avances
en el analisis numérico con el desarrollo de métodos de Runge-Kutta de quinto
orden y los métodos de predictor-corrector, lo cual puede ser visto en [8].

A pesar de que en la antigiiedad el uso de estos métodos conllevaba a reali-
zar una gran cantidad de cédlculos manualmente, en la actualidad se hicieron
grandes avances tedricos y numéricos que se han visto impulsados con el uso
de computadores cada vez mds potentes. Hoy en dia existen diferentes herra-
mientas computacionales matemadticas utilizadas en las ciencias aplicadas y la
ingenieria, que incorporan MNEDO programados con diferentes estructuras de
datos y de forma eficiente. El uso de estos programas en algunas aplicaciones
no retorna el resultado esperado por el investigador, lo cual puede suceder al
no tener en cuenta las propiedades particulares de los métodos numéricos im-
plementados en el software. Por tal motivo, conocer la region de estabilidad,
orden de convergencia y otras propiedades de los métodos es importante en la
interpretacion final de resultados y con esto garantizar desde el punto de vis-
ta del analisis numérico que las aproximaciones obtenidas son correctas. Esta
situacion justifica en gran medida la importancia de realizar un estudio teorico
para MNEDO enfocado en propiedades tedricas y computacionales.

En este libro se presenta la base tedrica de los MNEDO clésicos y de algunos
de los métodos de orden superior mas usados con el fin de tener un referente
conceptual y destacar las propiedades mas relevantes inherentes a la consti-
tucion de los MNEDO. En base a esto, se desea llevar al lector a realizar la
implementacion computacional de los métodos estudiados y su posible aplica-
cion en modelos matematicos al analizar numéricamente el modelo que
describe la dindmica de infeccion del VIH/SIDA presentado en [23].
Este modelo consiste de un sistema no lineal de EDO que no cuenta con una
solucion analitica y claramente ilustra la importancia de cada uno de los topicos
tratados en este texto.

En resumen, en la primera parte de este libro se presentan nociones basicas
acerca de EDO, asi como también una introduccion a la solucién numérica de
EDO, particularmente se estudia el método de Euler. Por otro lado, la segunda
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parte estd dedicada al estudio de las propiedades mas relevantes inherentes a
los métodos de paso unico como son consistencia, convergencia y estabilidad.
Aunque aqui también se dedica un espacio en el cual se desarrolla un estudio
para los métodos de paso multiple, algunas técnicas empleadas para deducirlos
y las principales propiedades tedricas de ellos; particularmente se estudia la
familia de métodos de Adams Bashforth.

Para finalizar, en la tercera parte de este texto se validan las implementaciones
de algunos métodos realizados en el software Matlab, ver [17]. Ademas, para
resaltar la importancia que cobran los métodos estudiados en la vida real, se
estudia numéricamente un modelo que describe la dindmica del VIH/SIDA, el
cual consiste de un sistema de EDO no lineal que no posee solucion analitica.
Por tltimo se encuentran apéndices y los referentes bibliograficos en los cuales
se sustento esta investigacion.
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2. Teoria general de ecuaciones diferenciales

A lo largo de este capitulo se presentan aspectos basicos en la teoria general
de ecuaciones diferenciales indispensables para el desarrollo de este trabajo,
tales como definiciones, teoremas y algunas propiedades basicas. Adicional a
esto, se exponen dos métodos analiticos para resolver sistemas de EDO y una
introduccion a la solucién numérica de EDO.

2.1 Ecuaciones diferenciales ordinarias

Muchos de los principios que rigen el comportamiento de diferentes fendmenos
en la naturaleza relacionan las razones de cambio segun las cuales un fendomeno
acontece. En lenguaje matemadtico, las relaciones son ecuaciones y las razones
de cambio tienen que ver con derivadas. Las ecuaciones que involucran razones
de cambio se conocen como ecuaciones diferenciales.

Definicion 2.1. Se llama ecuacién diferencial ordinaria, EDO, a una ecua-
cién que relaciona la variable independiente x, la funcién incégnita y = y(x) y

sus derivadas y',y”. ...,y™; es decir, una ecuacién de la forma
Fxy,y " y") =0, 2.1)
donde F es una funcién real con n + 2 variables, x, y, y,...,y", y y® = Z—Zﬁ.

El orden de una EDO se obtiene del orden de la derivada mas alta de la
ecuacion, asi la EDO (2.1) es de orden n. Si la funcion incognita y depende de
dos o mas variables independientes, la ecuacion diferencial se llama ecuacién
diferencial parcial.

La solucién de una EDO es una funcién y = ¢ (x) definida en un intervalo [a, b],
a, b € R, para la cual existen sus derivadas sucesivas, hasta el n-ésimo orden,
tal que al hacer la sustitucién y = ¢(x) en la EDO, esta se convierte en una
identidad con respecto a x en el intervalo [a,b].

En algunos casos la solucién y = ¢ (x) puede encontrarse usando métodos analiti-
cos, los cuales son producto de la integracion. Algunos de estos métodos son:
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separacion de variables, variacion de parametros, sustitucion, factor integran-
te, entre otros. La descripcion detallada de estos métodos se puede ver en
[6, 18, 24] y [35]. Sin embargo, no siempre es posible determinar la solu-
cion analitica de una EDO usando estos métodos. Por tal motivo en la practica
se suele usar métodos numéricos, que son menos restrictivos que los métodos
analiticos y permiten obtener una aproximacion discreta a y = @ (x).

2.2 Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden

Definicion 2.2. Un sistema de EDO de primer orden, SEDOP, es

(dyi
d__fl( yY15Y25 - 7yn)
dx
{ d__fZ( 7y17y27---7yn) (2.2)
dyn
| dx :fn(x7y17y2,---,yn)7
donde cada f;(x,y1,y2,...,y,) €s una funcién escalar, i = 1,...n

Dado que sin importar el orden cualquier EDO puede ser escrita como un
SEDOP, los métodos analiticos y numéricos que se estudiardn posteriormente
estaran enfocados a resolver sistemas. Para reducir una EDO de orden superior
a un SEDOP se realiza un cambio de variable, tal como se describe a seguir.

Se considera la EDO de n-ésimo orden

Y = ey, y Yy, (2.3)

Para reducir (2.3) aun SEDOP, se introducen las variables dependientes y1,y;,. ..
yn, tales que

V1= 02 = Yoyi=y' oo, =y (2.4)
Luego y| =Y =y2, ¥, =" =3, y asi sucesivamente y/, | = y(” D = = Vn.

Por tanto, la sustitucion de (2.4) en la ecuacion (2.3) proporciona el SEDOP

Y=
Y3 =3

{ (2.5)
yf,,_l = Yn

(V0 = F6Y1,52, 05 9n)-

Ejemplo 2.1. Reescribir como un SEDOP la EDO de segundo orden
' (x) +2y'(x) = 3y(x) = 0. (2.6)
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Solucion. Sean yy(x) y y2(x), tales que

yi(x) = y(x) y y2(x) = y'(x),

entonces
Y1) = (x) = y2(x) y ¥5(x) =" (%). 2.7)
Remplazando (2.7) en (2.6) se obtiene el SEDOP
i (0) = 320 »
{y’z(x) = —2y2(x) +3y1(x). (2.8)

[]

Al trabajar con SEDOP es conveniente utilizar una notacion vectorial por ser
mas manejable y compacta. Sean

Y1 fi(x,y)
y— y:2 y fxy) = fz(i@)’) |
Yn Jalx,y)
entonces el sistema (2.2) se puede escribir como
y =f(x,y). (2.9)

Es importante resaltar que se tomé como convencidon marcar en negrita las va-
riables que denotan vectores.

Al igual que para una EDQO, es posible determinar una solucion particular para
un SEDOP de n ecuaciones por medio de condiciones iniciales de la forma

y(x0) = ¥0, ¥'(x0) = ¥0, - Y Vlwo) =35, (2.10)
donde xj, y8, e yg_l son variables reales. Notese que si en (2.10) se hace el
cambio de variable (2.4), se tiene que

V1(¥0) = Y0, y2(%0) = ¥, «++s Yalx0) =35 ",
lo cual en notacion vectorial se expresara por
Y(*0) = Yo (2.11)

Un SEDOP como (2.9) sujeto a la condicion inicial (2.11) define un proble-
ma de Cauchy. Investigar métodos para solucionar numéricamente este tipo de
problemas es el objetivo principal en esta investigacion.

Definicion 2.3. Un SEDOP sujeto a una condicién inicial, de la forma
() —
¥(x0) = yo,

dondef: [a,b] x R" — R" y x € |a, b], se conoce como un problema de Cauchy.
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2.2.1 Existenciay unicidad

Las siguientes definiciones y teoremas nos permiten enunciar y demostrar el
teorema que establece la existencia y unicidad de la solucion al problema (2.12).

Definicion 2.4. La funcién f: [a,b] x R" — R" se dice que satisface la
condicion de Lipschitz en su segunda variable, si existe una constante L > 0,
conocida como la constante de Lipschitz, tal que para todo x € [a,b]| y y,z € R",
se satisface que

It(x,y) — f(x,2)] < L]y 2],

donde |.|| es una norma vectorial.
Ejemplo 2.2. Verificar que la funcion
2y 1
f(x,y) — ryz (14—%) , Conx,yeR, (213)
satisface la condicion de Lipschitz.

Solucion. Como en los reales la norma Euclidiana es el valor absoluto, para
cualquier u,v € R, se tiene que

2 1 2 1
Hf(x,u)—f(x,v)H - ‘1_:;2 (1 + e|x|> B 1+VV2 (1—'—%)‘

1 u v
~210(1 _ .
‘( +e|X|) <1+u2 1+v2>'

) < 2 para todo x € R, entonces

L

e|x‘

Luego, dado que (1 +

u(1+v?) —v(1 +u?)
(14 u?)(1+v?)
I —uv
(14+u?)(1+v?)
Ademads, se puede demostrar que 1 es el maximo absoluto de la funcién de

varias variables g(x,y) = (Hxlz;% Asi m%% < 1, de donde al sustituir

esta desigualdad en (2.14) se obtiene
| FCeu) = f(x,v) | < 4u—v.

Por lo tanto, la funcién (2.13) satisface la condicion de Lipschitz con constante
L=4.

| f(x,u) = fx,v)| < 4

=4

lu—vl|. (2.14)

[]
Definicion 2.5. Una sucesion {x,} de un espacio métrico (E,d) se llama
sucesion de Cauchy si para todo € > 0 existe un entero N tal que

d(x,,xm) <€ siempreque n=>Nym=>=N.
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Las demostraciones de los teoremas a continuacion se pueden encontrar en [2].

Teorema 2.1. En el espacio Euclideo R" toda sucesion de Cauchy es conver-
gente.

Definicion 2.6. Un espacio métrico (E,d) se 1lama completo si toda sucesion
de Cauchy de E converge en E.

El siguiente teorema sera importante para garantizar la unicidad en el problema
de Cauchy

Teorema 2.2. Sea (E,d) un espacio métrico completo y F : E — E una
contraccion, es decir

dF(x),F(y)) <a, O<a<l.

Entonces existe un unico punto fijo p € E para F, es decir F(p) = p.

A continuacion se enuncia el teorema de existencia y unicidad para el problema
de Cauchy. La demostracion que se presenta de este teorema se sigue de [9] y
por su importancia se extiende con mas detalle.

Teorema 2.3. Si en el problema de Cauchy (2.12), f: [a,b] x R" — R" es
continua en su primer variable y satisface la condicion de Lipschitz en su se-
gunda variable con constante L, entonces existe una unica solucion para este
problema.

Demostracion. Sea E el conjunto de todas las funciones continuas
y : [a,b] — R", tal que y(a) = yo. Dadas las funciones y,z € E, se define la
métrica

d(y,z) = up. exp(—K(x—a))|ly(x) —z(x)[, (2.15)

donde K > L. El conjunto E junto con la métrica d definen un espacio métrico
completo. Sea ¢(y) la solucién exacta del problema de Cauchy (2.12), la cual
se obtiene de aplicar el teorema fundamental del calculo, es decir

X

o(y) = Yo +J f(s,y(s))ds.

a

Esta funcion es una contraccion, dado que paray,z e E, se tiene

d(¢(y), ¢(2)) = up. exp(—K(x—a))

Jx (£(s,y(s)) —£(s,z(s)))ds| .

a

Aplicando la desigualdad triangular se obtiene

d0).0(2) < sup expl—K(r—a) | 165, ¥(s)) — B(s, 2(s) ds.
x€la,b] a
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Por hipétesis f satisface la condicion de Lipschitz en su segunda variable, por
lo tanto

d(9(y),¢(z)) < L SEJIZ] exp(—K(x—a)) fx ly(s) —z(s)| ds. (2.16)

Aplicando la métrica (2.15) en la expresion (2.16), se tiene

d(9(y),9(z)) < Ld(y,z) sup €xp(—K(x—a))fxexp(K(S—a))ds,

x€la,b] a

de donde
L

Dado que K > L, de la expresion (2.17), se concluye que ¢ es una contraccion.
Por lo tanto, por el Teorema 2.2, existe una unica funcion y € E que satisface
que ¢(y) =y, y en consecuencia es la tinica solucién al problema de Cauchy.

[]

A continuacion se estudiardn caracteristicas generales de la solucion de
SEDOP lineales y se incluyen dos métodos analiticos para resolver sistemas
lineales de coeficientes constantes descritos detalladamente en [13, 27, 30]
y [35]. Los métodos estudiados permitirdn observar como la dificultad para
obtener una soluciéon analitica aumenta conforme crece la dimension del
sistema. Esta situacion justifica en gran medida la importancia de usar
métodos numéricos.

2.2.2 Sistema lineal de EDO de primer orden

Si cada una de las funciones fi,..., f, en el sistema (2.2) son lineales, entonces
se dice que el SEDQOP es lineal. La forma general de un SEDOP lineal es

-

y
y

aiy (x)y1 +a12(x)y2 + -t (lln(X))’n + by (x)

/
1
L =ax1(x)y1 +ax(X)y2 + - + azn(x)yn + ba(x)

(2.18)

\y;z = anl(x)yl +an2(x)y2 +o Tt a””(x)yn T bn()C),

donde las funciones a;; y b;, con i, j = 1...n, son reales y dependientes tnica-
mente de la variable independiente x. Si cada una de las funciones b;,i=1...n,
son idénticamente cero, entonces se dice que el sistema es homogéneo y en
caso contrario es no homogéneo. Los sistemas lineales son los mas simples
entre todos los sistemas de primer orden, pero incluso estos son dificiles de
resolver analiticamente.

Se usa notacion matricial para el sistema (2.18) a fin de simplificar calculos y
destacar las propiedades matriciales de estos sistemas.
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Sean
V1 arr(x) app(x) ... ap(x) b1 (x)
V2 ari(x) ann(x) ... a(x) by (x)
Y= N A(x) = . . ” y b(x) = . )
Vn an1(x) am(x) ... app(x) by (x)
entonces el sistema (2.18) se puede escribir como
Yy (x) = A(x)y(x) +b(x). (2.19)
Cuando el sistema es homogéneo b(x) = 0 y en este caso se tiene
Y (x) = A(x)y(x). (2.20)

La solucién de una EDO de la forma y = Ay con A e Res y = ce** con ¢

constante. Sin embargo, aunque al comparar esta EDO con la que se presenta
en la ecuacion (2.20) se observa una similitud, es importante recordar que A es
una matriz y por tanto se debe tener un cuidado especial en la solucion de este
sistema.

El siguiente teorema se conoce como principio de superposicion para sistemas
lineales y se encuentra en [35]. Este resultado serda usado para encontrar una
solucion general de (2.20).

Teorema 2.4. Sean yq,Yy3, ..., Yk un conjunto de vectores solucién del sistema
homogéneo (2.20) en un intervalo [a, b|. Entonces la combinacion lineal

Y =cC1y1+C2y2 + ... + Ck¥k,

dondec;,i=1...k, son constantes escalares arbitrarias, es también una solucién
en el intervalo.

Definicion 2.7. Sean y1,y2,...,yk un conjunto de vectores solucion del siste-
ma homogéneo (2.20) en un intervalo [a,b]. Se dice que el conjunto es lineal-
mente dependiente en el intervalo si existen constantes cy,ca, ..., g, no todas
cero, tales que para todo x € [a, b]| se cumple que

c1y1+c2yz2 + ... +cyk = 0.

Si el conjunto de vectores no es linealmente dependiente en el intervalo, se dice
que es linealmente independiente.

Para determinar si un conjunto de vectores es linealmente dependiente o
independiente, se puede usar la Definicion 2.7. Sin embargo en la préactica el
Wronskiano define un criterio que permite determinar facilmente la depen-
dencia lineal de un conjunto de vectores.

Definicion 2.8. Sean yi,Y2,...,¥n, un conjunto de vectores en R” definidos
como en (2.7). Entonces el Wronskiano de este conjunto es el determinante de
la matriz obtenida a partir de estos vectores y se denota por

W(y17YZ7 "°7yn) = det(Ylay27 ---7Yn)-
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Es importante senalar que la Definicion 2.8 de Wronskiano, tomada de [35],
difiere de la definicion habitual pues esta no involucra derivacion, pero dado
que la idea es aplicarlo como criterio para verificar independencia lineal en
funciones vectoriales se acostumbra mantener el mismo nombre. Los siguientes
teoremas se siguen de [35].

Teorema 2.5. Sean yq,Yy3, ..., Yk un conjunto de vectores solucién del sistema
homogéneo (2.20) en un intervalo [a, b]. Este conjunto es linealmente indepen-

diente si y solo si
W(Y17y27 --°aYn) # 0.

La importancia de establecer la independencia lineal de un conjunto de vecto-
res estd en que al encontrar un conjunto de n vectores solucion de (2.20) lineal-
mente independientes, se puede encontrar una solucion general para el sistema
lineal homogéneo (2.20) como se muestra a continuacion.

Definicion 2.9. Cualquier conjunto y1,ya,...,yn de n vectores solucién li-
nealmente independientes del sistema homogéneo (2.20) en un intervalo [a, D]
es un conjunto fundamental de soluciones en el intervalo.

Teorema 2.6. Sean yq,y3,...,¥n un conjunto fundamental de soluciones del
sistema homogéneo (2.20) en un intervalo [a,b]. Entonces la solucién general
del sistema (2.19) en el intervalo [a,b] es

y=c1y1+c2y2+--+Cpyn,
donde ¢;, i = 1,...,n, son constantes escalares arbitrarias.

Ejemplo 2.3. Verificar que
1 Al 1
yl(x)=e3x{ _2] y y2(x) = e x{z}
forman un conjunto fundamental de soluciones del SEDOP homogéneo
/ I -1
y (x) — | -4 1 Y(x)° (2.21)

Determine la solucion general del sistema.

Solucion. Primero se debe verificar que y1(x) y yz2(x) son soluciones del
SEDOP homogéneo (2.21). Asi, dado que

e =e| | ywmm-er| 5

se cumple la igualdad al sustituir cada vector en (2.21), pues

nw=| Yy 7w L] L]
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e B PR B | Y B )

Luego para verificar que y1(x) y y2(x) son linealmente independientes se cal-
cula el Wronskiano dado por

e3x e

W(y1,y2) = det(yr1,y2) = | 03 gt | T 4e>*.

Como W(yy,y2) = 4> # 0 para todo x € R, por el Teorema 2.5, y; y y2 son
linealmente independientes y por tanto forman un conjunto fundamental de
soluciones. Finalmente, del Teorema 2.6 se concluye que la soluciéon general
del sistema es

o3| 1 x| 1| c1e* + cre ™™
ylx) =cie { -2 ] e [ 2 ] N [ —2c1€3 +2cpe7* ] '
]

Los vectores solucion del Ejemplo 2.3 son dados en el enunciado. Sin embargo,
no se presenta el método con el que fueron determinados. Una introduccion para
encontrar la solucion analitica a SEDOP con coeficientes constantes se realiza
en la siguiente seccion. En adelante, no se verificard en los ejemplos que se
tiene un conjunto fundamental de soluciones pero se recomienda al lector que
debe hacerlo.

2.2.3 Solucion de SEDOP con coeficientes constantes

Los teoremas y definiciones que se presentan a continuacion, tomados de [35],
permiten obtener un método para encontrar la solucion analitica para SEDOP
lineales con coeficientes constantes; es decir, aquellos en los que las funciones
ajj, i,j =1,...n, del sistema (2.18) son funciones constantes.

Las definiciones y teoremas a continuacion, relacionan conceptos fundamenta-
les no solo de EDO sino también de algebra lineal. Se sugiere al lector verificar
estos conceptos en [13]y [27].

Definicion 2.10. Sea A una matriz cuadrada con n x n elementos reales. El
nimero A; € R es un valor propio de A, si es solucién de la ecuacién

det(A — AI) = 0. (2.22)

La expresion anterior se conoce como ecuacion caracteristica de la matriz A.
Un vector propio asociado con el valor propio A; es un vector no cero v; tal
que Av; = A;v;, es decir que

(A—AI)v; =0. (2.23)
Teorema 2.7. Cualquier conjunto de k vectores propios vi,vaz,...,vg de A
con valores propios diferentes A;,A,,..., A, respectivamente, es linealmente

independiente.
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Teorema 2.8. Sean Aq,A,,...,A, n valores propios reales y distintos de la
matriz de coeficientes A del SEDOP homogéneo (2.20) y sean vy, Vv3,...,Vq
los vectores propios correspondientes asociados a ellos. Entonces la solucion
general del SEDOP homogéneo (2.20), en el intervalo (—0, ) es

Ax Arx Anx
)

y=civie"" +cavpe + -+ Vpe

donde ¢, i = 1,...,n, son constantes escalares arbitrarias.

Observacion 2.1. Los n valores propios de la matriz de coeficientes A no
necesariamente son todos distintos, es decir algunos de los valores propios pue-
den repetirse. En general, si m es un entero positivo y (A —A;)™ es un factor de

la ecuacion caracteristica, mientras que (A — A4 j)m“ no es un factor, entonces
se dice que A; es un valor propio de multiplicidad m. Se tienen los siguientes
casos:

1. Para algunas matrices A de n x n, relacionadas con el SEDOP homogéneo
(2.20), es posible encontrar m vectores propios linealmente independien-
tes vq,V2,...,Vm, correspondientes a un valor propio A; de multiplicidad
m < n. En este caso la solucion general del sistema contiene la combina-
cion lineal

A

V1€ + cyvaehit

2. Si solo hay un vector propio vj que corresponde al valor propio A; de mul-
tiplicidad m, se pueden encontrar m soluciones linealmente independientes
de la forma

y1 = viiet*
y2 = V21xe’lfx + szeljx

xm—l Y xm—2 Iy Y
(m—1)! (m—2)!

donde los vjj son vectores.

Adicional a estos dos casos, los valores propios podrian ser complejos. Este
caso puede ser visto con mayor detalle en los capitulos de solucion de EDO de
orden superior con coeficientes constantes en [0, 18] y [35].

Ejemplo 2.4. Encontrar la solucién general del SEDOP homogéneo

Y1(x) = y1(x) = y2(%)
Ya(x) = —4y1(x) +y2(x), (2.24)
y1(0) =0, y2(0) = 1.
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Solucion. La matriz de coeficientes del SEDOP homogéneo es
1 -1
A= { 1 ] |
Para encontrar la solucion general del sistema se deben encontrar los valores y

vectores propios de esta matriz. Asi, dado que los valores propios vienen dados
por la expresion (2.22), se tiene

1-1 -1
4 1-2

Por lo tanto, los valores propios de A son A =3y A = —1.

Ahora se debe encontrar los vectores propios asociados a estos valores propios.
Para A = 3 el vector propio asociado debe satisfacer que (A — 3I)vy = 0.
De donde al solucionar el sistema

-2 -1 mj . 0
—4 -2 mp 10
se obtiene m| = 1 y mp = —2. Por lo tanto

w-[ L]

De forma anéloga se determina el vector propio v, asociado al valor propio

A = —1, donde
1
V2=[2].

Asi se obtienen dos soluciones particulares linealmente independientes

y1(x) =€3x[ _12] y ya(x) :e_x[é}

De esta forma la solucion general del sistema es

| 1 x| 1| cre’* + cre™™
y(x) =cye { 5 ] + coe [ ) ] = [ 216 4 2e0e | (2.25)

det(A — AI) =

‘za_zf—4=uﬁ3xz+n=o.

Finalmente, usando las condiciones iniciales para x = 0 se tiene que

10 c1€? + cre
y(0) = [ 1 ] N [ —2¢1€° + 226" |’

de donde c| = —}t ycy= }1. Por lo tanto remplazando el valor de estas constantes
en (2.25) se obtiene la solucién del problema de Cauchy (2.24)

1 e e
Y(x) - Z 263x+2e—x .
[]

Los vectores solucion obtenidos en este ejemplo son los que se encontraron en
el Ejemplo 2.3.
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2.2.4 Método matriz exponencial

Una importante aplicacion de la exponencial de una matriz es encontrar solu-
ciones a un sistema de EDO lineales de coeficientes constantes, ver [27]. Se
presentard como la forma de la solucion de una EDO homogénea de primer
orden con coeficientes constantes tiene caracteristicas similares a la de un
SEDOP homogéneo con coeficientes constantes.

Para una EDO de la forma y'(x) = Ay(x), la solucién general es y(x) = ce**.

Podria suponerse que para el sistema de EDO
Y (x) = Ay(x), (2.26)

la solucién general tiene la forma y = ¢**c, donde A es una matriz constante de
n x ny ¢ esun vector columna de n componentes. Por tal motivo, es importante
definir la matriz exponencial A~ en la cual se usa el desarrollo de la funcién
exponencial por series.

Definicion 2.11. Sea A una matriz n x n con elementos reales o complejos.
Entonces la matriz ¢** es una matriz de n x n elementos que se conoce como

matriz exponencial, y estd definida por
% k

M =T+ Ax+ AP+ EJFW_/;) ik

Teorema 2.9. Para cualquier vector constante ¢, y(x) = e**¢ es una solucién al
SEDOP (2.26). Mis atin, la solucién dada por y(x) = ey, satisface y(0) = yo.
Demostracion. Si y(x) = eAe es solucién del SEDOP (2.26), al sustituirlo
en este se debe obtener una identidad. Primero nétese que dado que ¢** es una
matriz el producto por un vector debe ser a su derecha y asi e**c estd bien

definido. Ahora, usando la definicion de matriz exponencial se tiene

x? xK
y(x) = eMe = I+Ax+A25+~~+A"E+--- c. (2.27)
Dado que las entradas A son constantes, se puede verificar que
d x¥ d x* fexk =1 ¥l ¥l
— (A = AR = AR = AR =A|AF 1 (228
dx k! dx k! k! (k—1)! (k—1)! (2.28)
Usando las ecuaciones (2.27) y (2.28), se calcula y’(x). De donde,
d x? x¥
y(x)—dx[e c] AlT+Ax+A T +A at c=Ae"c=Ay(x).

Ax A0

Asi, y(x) = eAc es solucion de (2.26). Finalmente, como €A% = ¢ =1, se tiene

y(0) = A% = Iyo = yo.
[]
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Usualmente la matriz exponencial se conoce como la matriz solucion principal
del sistema o matriz fundamental, pues el cédlculo de esta matriz resuelve el
sistema. A pesar de que la definicion ofrece una forma para calcular esta matriz,
en la prictica se aplican técnicas alternativas més simples para calcular ?*,
como son la transformada de Laplace, la forma candnica de Jordan, entre otras

descritas en [27, 30] y [35].

El caso més trivial se presenta cuando A es una matriz diagonal, pues para una
matriz diagonal

A0 ... 0
0 A ... O
D= : Do : ’
0 O A
la matriz exponencial es
MY 0 . 0
i _ Q eﬂtﬂ .. 0
0 0 ... e |

La simplicidad de calcular la exponencial para una matriz diagonalizable es de

utilidad usando la forma canénica de Jordan para el calculo de ¢**.

Teorema 2.10. Sea J la forma canénica de Jordan de una matriz A,
J=C'AC. Entonces A = CJC 'y

A= CcelCL

Demostracion. Inicialmente se observa que

A"=(cJc hHr=(cycHeych...(cych
—cJcloJc'oyctco)....cloyc!

—cJ'c .
Asi
2 2
A =1+ (Ax) + (Az’f) +---=CIC '+ Cc(Jx)C! +C%C_1 toe
2
- C [I+ (Jx) + (J;) +- ] cl=ce*c .

[]

El Teorema 2.10 dice que para calcular e”* en realidad solo se necesita calcular
¥, Calcular ¢ es mds sencillo, pues la matriz J es diagonal o diagonal por
bloques de Jordan.

Ax
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Ejemplo 2.5. Resolver el problema (2.24) usando la matriz exponencial.

Solucion. En el Ejemplo 2.4 se obtuvo que los valores propios de la
matriz de coeficientes A son A; = 3y A = —1, con vectores propios asociados
vi =[1,-2]" y v» = [1,2]". De aqui se tiene

1 112 [3 0 w_ [0
C—[—z 2}’(3 —1{2 1]’*]—{0—1} ye _[0 e |

Por lo tanto

o I[ 1 1 e 0 2 —1

Ax Jx 1 _ =

er=ClC=1] 2 2”0 e_x][Z 1]
1 2e3 12 —e_3x+e_x]

I 4> 1 4o e 42

Usando las condiciones iniciales en x = 0, tal como se obtuvo en el Ejemplo
2.4, la solucion del problema de Cauchy es

N

Ax 1] 263 42e™ —e¥4e*][0
y(x) = €Fyo = 4| —4e¥ +4e™ 203 £ 2e7F ] [ 1 }
1| —e3¥ e
4 I 23 4 2¢7 ] '

[]

Cuando la matriz A no es diagonalizable , la forma candnica de Jordan sigue
siendo una buena opcion para simplificar el calculo de la matriz exponencial.
El ejemplo a continuacion presenta este caso.

Ejemplo 2.6. Usando el método de la matriz exponencial encontrar la solu-
cion general del SEDOP homogéneo

Yi(x) = =3y1(x) + 3y3(x)
V() = 11 (1)~ 202(9) — s o) 2.29)
Y5 (x) = —Ly1(x) — 2y3(x).

Solucion. La matriz de coeficientes del SEDOP homogéneo (2.29) es

A=—-| 1 -4 -1
2l -1 0 =3
Como se puede verificar, el valor propio de la matriz es A = —2 con mdltiplici-
dad 3 y los vectores propios son
0 1
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Por lo tanto, debido a que el espacio propio tiene dimension 2 en vez de 3, se
concluye que la matriz A no es diagonalizable, ver [27]. La forma canénica de
Jordan para esta matriz se obtiene con las matrices

1 1 1 1 3 2 -1 -2 0 0
cC=(0-10]|,Cl!==-] 0 —2 0 |y J=|o0 —21
1 1 3 -1 0 1 0O 0 -2
Luego, dado que
—2x 2x2 3363 < kxk
e = 1-2x+(=2)"5; +(-2) §+---=I§)(—2) i
y como 40 0 -8 0 0
=104 4|, P=| 0 =8 12 |,...,
00 4 0O 0 -8
(=2 0 0
F=| 0 (-2 a2t |,
0 0 —(=2)"
de la Definicion 2.11 se tiene que
e 0 0
e = 0 e xe ™
0 0 e
Por lo tanto
[ e 0 0 32 ~1
AMN=CelCc == 0 -1 0 0 e 2 ye ™ 0 -2 0
2111 3 0 0 e ||-1 0 1
i _f —2x f —2x ]
(1 2)8 0 26
X X
_ 562)6 efo _Eer
_E —2x E —2x
I 2e 0 (1 + 2) e |
Finalmente, por el Teorema 2.9, la solucion general del SEDOP homogéneo
(2.29) es
AT [ 0 i i X —ox i
(1 2)6 i 2°
X —2x X
y(x) =c Ee_zx + ¢y ¢ +c3 —Ee_zx
_E —2x 'E —2x f —2x
I 26 | _(1+2>e | _(1+2)e |
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Se observa que la complejidad de la solucion analitica de SEDOP puede variar
segun el problema. Se mostraron dos métodos de solucion cuando el sistema
es homogéneo y tiene coeficientes constantes, pero en la practica pueden no
cumplirse estas condiciones y es necesario usar otros métodos, como el método
de eliminacion, la variacion de parametros o la aplicacion de la transformada
de Laplace. Otros métodos para la solucion de sistemas de EDO pueden ser
estudiados en [30] y [35], o en diferentes textos de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

2.3 Introduccion a la soluciéon numeérica de EDO

Los métodos para la solucion de sistemas de EDO presentados son para siste-
mas con coeficientes constantes, lo cual no sucede en la mayoria de modelos
matematicos y ademas, la dificultad para determinar valores propios aumenta
con el orden de la matriz evidenciando la necesidad de encontrar aproximacio-
nes para el problema de Cauchy. En esta seccion se presenta una introduccion
a la soluciéon numérica de EDO. Primero se incluyen métodos numéricos para
solucionar el problema de Cauchy en los reales y luego en R". Estos métodos
se presentaran de una forma mas profunda en los siguientes capitulos.

Los métodos numéricos que se estudiaron son métodos iterativos aritméticos
que aproximan la solucion al problema de Cauchy

Y(x) = flx,y(x)),

2.30
¥(x0) = Yo. (&-30)

Con estos métodos no se encuentra una aproximacion continua a la solucion
y(x), sino que se obtienen aproximaciones en un conjunto discreto de
puntos a = xq,x1,X2, . ..,X, = b del intervalo [a, b]. Este proceso se conoce como
discretizacion. Las discretizaciones numéricas se aplican a menudo en la apro-
ximacion de soluciones de ecuaciones diferenciales en las que no es posible
encontrar una solucion analitica. Con estas discretizaciones se espera que la
aproximacion encontrada sea 1o mas cercana posible a la solucion exacta 'y a un
bajo costo computacional.

A continuacion se introduce el método de Euler. Este método es el mas basico
de las técnicas de aproximacion para resolver problemas de Cauchy y sirve
como base para entender algunos métodos numéricos mas complejos.

2.3.1 Meétodo de Euler

El método de Euler, también llamado método de la recta tangente, es el méto-
do mas simple y mas antiguo de los métodos usados para aproximar soluciones
al problema de Cauchy. Fue creado por Leonhard Euler y publicado en su obra
de cdlculo integral entre los afios 1768 y 1770, segtin se presenta en [7]. Existen
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diferentes formas para deducir el método de Euler, entre las cuales estan: el uso
de series de Taylor, la idea geométrica de aproximacion por rectas tangentes,
aproximaciones a una integral y la aplicacion del teorema de valor medio. En
esta seccion se presentara la deduccion mediante series de Taylor, la aproxima-
cion de una integral y geométricamente mediante rectas tangentes.

= Deduccion del método de Euler mediante series de Taylor.

En primer lugar se considera un intervalo [a,b], donde a = x( es el valor
inicial para x en el cual se conoce el valor de yg por la condicion inicial y
b = xy es el extremo final del intervalo, en el cual se quiere aproximar el
valor de y(x¢) desconocido. Se divide dicho intervalo en n subintervalos
de longitud A, por lo tanto & = (b —a)/n, de lo cual se obtiene el conjun-
to discreto de n+ 1 puntos {xg,x1,X2,--,Xx,}, llamados puntos de malla,
donde x;, 1 = xx+h para 0 < k <n—1, es decir que la distancia entre
cada par de puntos sucesivos es A, esta distancia se conoce como tamano
de paso.

Suponiendo que la solucién exacta de (2.30), y(x), tiene dos derivadas con-
tinuas sobre [a,b], de modo que para cada 0 < k < n— 1 la expansion de
Taylor en torno a x; es

X — X 2
Yxeat) = Y0x) + (i1 —x) () + LI

2!
para algin nimero ¢ € (xg,X;+1). Como h = x| — X, se tiene
h2
Y1) = () +hy () + 1 " (Gk)- (2.31)

Eliminando el dltimo término de (2.31), se deduce el método de Euler

yo = Y(%o),
2.32
{yk+1 = Yi +hf (X, yi), (232

donde f: [a,b] x R—>R,h=2% yx ) =x;+h,0<k<n—1.

El término que se ha truncado en la serie de Taylor para deducir el método
de Euler esta relacionado con el error local de discretizacion, oy, que es
el error cometido en el cdlculo y(x;. 1) entre x; y x4 - Es decir, que para
el método de Euler i

Og+1 = Ehy”(gk),

para ¢ en el intervalo (xg,ky.1).

Si M es una cota superior para y”(x), con x € [a,b], entonces el error local
de discretizacion satisface que o < Mh/2y se dice que el método de Euler
es de orden uno. En el siguiente capitulo se presentardn métodos de mayor
orden, los métodos de Taylor, los cuales se obtienen truncando la serie de
Taylor con mayor nimero de términos.
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= Deduccion geométrica del método de Euler.
Geométricamente, el método de Euler calcula la aproximacion yg| por
medio de la recta tangente a la curva que define la solucién exacta y(x).
La ecuacidn de la recta tangente a la curva de y(x) en el punto (xg,yo) estd
dada por

r(x) = ¥ (x0) (x — x0) + yo = (x — x0) f (x0,Y0) + Yo-

Tomando x = xg + h = x1, se tiene que r(xg+ h) = yo + hf(x0,y0) = y1, €8
decir que se encontré la aproximacion y; a partir del valor de yy.

En general, si se supone conocido el valor de yg, el valor de y;, | puede
encontrarse usando la expresion yi. 1 = yi + hf(xx, yr), que es la férmula
de aproximacion del método de Euler (2.32). La Figura 2.1 ilustra esta
interpretacion.

Y(T1)f - —mmmmm e

.
1
1
— Yo :
1 1
/ I h o
| >
- ; R
o $1:$0+h

Figura 2.1: Interpretacion geométrica método de Euler.

= Deduccion integral del método de Euler.
Integrando cada lado del problema de Cauchy en (2.30) entre dos puntos
de malla consecutivos, por ejemplo entre x; y x; 1, Se obtiene la expresion

Xk+1
Y(Xkr1) = y(xe) + f(x,y(x))dx.
Xk
Si la funcién f(x,y(x)) se considera constante en el intervalo [xg,xi:1],
puede salir de la integral y se obtiene

Xk+1
) = 380+ Flrsy(x0) [ dx = 3 + ey (50) et~
Xk
de lo cual se deduce el método de Euler y;, 1 = yx + Af (xr, yi)-
Mais adelante se usara este mismo enfoque para obtener métodos de mayor
precision, dando mejores aproximaciones a la integral de f(x,y(x)).
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Ejemplo 2.7. Usar el método de Euler con 4 = 0.02 para aproximar el valor

de y(0.1), si
/ — 4 —2x
{i((ox)) Lo (239

con solucidén exacta y(x) = %(e“‘x +e %)y y(0.1) = 0.74452.

Solucion. Usando la férmula de integracién del método de Euler (2.32) y la
condicion iniciales y(0) = 1 se tiene el siguiente proceso iterativo

xo = 0.00, yo=1.

X1 =0.02, y; =yo+h(—4yo+e 20) =1+0.02 (—4 (1) + e*2<0-00>) —0.94.
0.94 +0.02 (-4 (0.94) + e—2<0-02>) — 0.88401.

x3=0.06, y3=y2+h(—4y, +e

)

x2=0.04, yp =y +h(—4y; +e )
)

— 0.88401 + 0.02 (—4 (0.88401) + e*2<0-04>> — 0.83175.

Continuando con este proceso hasta llegar al extremo final del
intervalo de integracién y se obtiene la aproximacién y(0.1) ~ 0.73736.

Para comparar las aproximaciones obtenidas con el método de Euler, dado que
se conoce la solucion analitica de este problema, se usa el error global de
discretizacion ¢, = |y(x;) — yi|, que es el valor absoluto de la diferencia entre
la solucion exacta y la solucion aproximada del problema en x;. Los resultados
obtenidos para este problema se resumen en la Tabla 2.1, donde se observa que
a medida que x; se aleja de la condicion inicial, el error global aumenta.

Xk Yk y(xk) €k

0.00 | 1.00000 | 1.00000 0

0.02 | 0.94000 | 0.94195 | 1.952 x 1073
0.04 | 0.88401 | 0.88763 | 3.617 x 1073
0.06 | 0.83175 ] 0.83677 | 5.013 x 1073
0.08 | 0.78295 | 0.78914 | 6.198 x 1073
0.10 | 0.73736 | 0.74452 | 7.164 x 103

Tabla 2.1: Solucién Ejemplo 2.7, método de Euler.

2.3.2 Meétodo de Euler para sistemas de EDO

Los métodos numéricos para resolver problemas de Cauchy que involucran una
sola ecuacion diferencial de primer orden y una condicion inicial escalar pue-
den ser generalizados a fin de resolver SEDOP. La idea bdésica es reescribir
el sistema de ecuaciones diferenciales como el problema de Cauchy (2.30)
y aplicar el método teniendo en cuenta que las funciones involucradas son
vectoriales.
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El método de Euler para resolver SEDOP es

Yo = y(X()),
(2.34)
{Yk+1 = Yk + M (x, yi),

donde f:[a,b] xR" > R" h="4yx | =x+h 0<k<n-—1.
Ejemplo 2.8. Usar el método de Euler para aproximar u(1) y v(1), si
' (x) = v(x)
V(x) = 4v(x) — 3u(x), (2.35)
u(0) =1 v(0) =0,
con solucion exacta u(x) = (3" —e>), v(x) = 3(3e* —3e>) y u(1) = —5.96534,
v(1) = —26.05088.
Solucion. Si se hace

F[i’&? ] floy) = [4v<x>v@3u<x>] ’ YOZ{%; ]

el sistema (2.35) describe la forma vectorial del problema de Cauchy (2.12),

donde en este caso f: [0,1] x R> - R? y x € [0, 1].

Aplicando el método de Euler a este problema con & = 1/16 y {xg = O,
=1/16,xo =1/8,--- ,x16 = 1} se tiene

Y1 = Yo + hf(x0,y0) = _ :fgg; ] * 1i6 4v(xo‘;(fo3)u(xo) ]
_ :(1)]+0.O625:_03:
- 01873 ] B [ | *¥10.0629)
Y2 —y1 + Gy — | ” ] +% [ doy 3 ]
= 01875 ] +O‘0625{ 58 ]
[ v

Este proceso se repite hasta llegar al extremo final del intervalo de integra-
cién. Los resultados de las aproximaciones numéricas a y(1) = [u(1),v(1)]”,
con diferentes tamanos de paso, se resumen en la Tabla 2.2. Se observa que al
reducir el tamafio de paso & a la mitad, el error también se reduce a la mitad,

por lo tanto el error es proporcional al tamafio de paso A.
[]
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Tamaifio de paso & 1/16 1/32 1/64 1/128

Aproximacién u(1) | —3.86132 | —4.78178 | —5.33472 | —5.63946

Aproximacién v(1) | —19.49776 | —22.37633 | —24.09632 | —25.04160
Error global 6.88261 3.86046 2.05376 1.06059

Tabla 2.2: Discretizacion obtenida por el método de Euler para (2.33).

Tanto los métodos de paso tnico como los métodos de paso multiple que se
presentaran mds adelante se pueden generalizar para resolver SEDOP de mane-
ra similar a como se ha hecho con el método de Euler. Al trabajar con sistemas
de EDO, tanto las aproximaciones numéricas como los diferentes tipos de erro-
res obtenidos son vectores. Para realizar el andlisis del error y en general el
comportamiento de las soluciones numéricas es conveniente conocer un valor
numérico del vector por este motivo se debe usar una norma vectorial. Segtn
se presenta en [4] y [11], para las comparaciones numéricas del error de los
MNEDO es conveniente usar la norma infinito

[Vllo = max |vi, (2.36)

O<i<

donde v;, para 0 < i < m, son las entradas del vector v de dimension m. En este
trabajo se usa la norma infinito.

2.3.3 Una cota para el error

En la Tabla 2.2 se observa que a medida que el tamafio de paso disminuye, el
error global también disminuye. A continuacidn, tal y como se muestra en [7],
se calcula una cota para el error la cual dependera linealmente del tamafio de
paso h. Para simplificar los cdlculos en la busqueda de la cota se consideran los
lemas a continuacion.

Lema 2.1. Paratodo z > —1 y para cualquier m positivo, se cumple

0< (142)" <™.
Demostracion. Desarrollando en serie de Taylor la funcién f(z) = €° en torno
al punto zg = 0 hasta n = 1 se obtiene

1
& =1+z+ 7%,
2
donde & € [z,0]. Por lo tanto,

1
0<1+z<1+z+§zze§=eZ

y como 1 4z > 0, se tiene que

0<(1+2)" <™.
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Lema 2.2. Si sy x son nimeros reales positivos, {ai}i-‘zo €s una sucesion que
satisface ap > —x/s y

air1 < (1+s)a;j+x, parai=0,1,... k, (2.37)

entonces - x
aipy < el (ao + —) —=.

s/ s

Demostracion. Para un centro fijo i, la desigualdad (2.37) implica que

air1 < (1+s)a;j+x
<(1+s)[(1+s)ai—1 +x]+x
<(1+s){(1+s)[(1+s)aj_2+x]+x}+x

<(1+9)"ag+ [1+(1+s)+(1+s)2+---+(1+s)i]x.

Pero

1+ (148)+(1+5)° 4+ (1+5) :2 1+s)/
j=0

es una serie geométrica de razén (1 +s) y su suma es

I—(1+s)i+1 1 it
i S[(1+s) 1—1].

Por tanto,

1+ i+1_1 )
)l+1ao+ (1+5) x=(1 Jrs)”rl (a0+)_c> _2
s s/ s

ait+] < (1+S

y de acuerdo con el Lema 2.1, con z = 1 + s, dada

; X X
aji+1 S eliths (ao + —) ——.
S S

[]

Teorema 2.11. Supdngase que la funcién f del problema de Cauchy (2.30) es
continua y satisface la condicion de Lipschitz con la constante L en
D = {(x,y)la<x<b,—o0<y<ow}, y que existe una constante M con la
propiedad de que |y’| < M para todo x € [a,b]. Sea y(x;) la solucién exacta
del problema de Cauchy (2.30) y sean yg,y1, ...y, las aproximaciones genera-
das con el método de Euler para algun entero positivo n, entonces para cada
k=0,1,...,n, se cumple que

o< ™ [e“x’«—“) _ 1] . (2.38)
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Demostracion. Desarrollando la serie de Taylor para y(x;;1) en torno a x;

se tiene
h2

Y(xr1) = yo) +hf (e, y(xe)) + Ey”(ék)-

Por otro lado del método de Euler

Vit1 = Vi + hf (X, Vi)
Restando estas ecuaciones se obtiene

2
Y(xk1) = Vi1 = Y(xr) — Y+ B Lf (i, y(x)) = f (e )] + %y”(ék).

De donde

h2
i1 = [Y(Xkr1) = YVrr 1] < [y0ek) — Yl + | f Go, y(r) — f Gees i) |+ 5 ' (&)l

Puesto que f satisface una condicion de Lipschitz en la segunda variable con la
constante L y como [y”(x)| < M, se sigue que
M

i1 < (1+AL)|y(xx) — yi| + —

Usando el Lema (2.37) con a; = ¢, para cada j = 0,1,...,n,ycons=hLYy
x = h®?M /2, se tiene

2hL 2hL’

BM\ WM
er < e+ DAL (MXO) — yo| + ) -

Como ¢y = |y(xg) —yo| =0 y (k+ 1)h = x4, 1 —x0 = X311 — a, se concluye que

<hM
Y
paracadak=0,1,...,n—1. []

(eWkr1—al_ 1y,

La dificultad en este teorema esta en conocer una cota para la segunda derivada
de la funcién incégnita y. Sin embargo, por la regla de la cadena es posible en
algunos casos calcular la segunda derivada de la funcién y(x) sin necesidad de
conocerla explicitamente.

Ejemplo 2.9. Para el problema de Cauchy

Y (x) =,

¥(0) =1,
aplicar el método de Euler para aproximar y(1). Ademads, con h = 0.2, encontrar
el error y la cota del error para cada x;.
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Solucion. La solucién exacta es y(x) = ¢, por lo tanto la constante de Lips-
chitz es L = 1 y una cota para la segunda derivada en el intervalo [0, 1] es
M = e ~ 2.71828. Usando estos valores en la desigualdad (2.38), se obtiene la
cota de error

0.2(2.71828)

2

En la Tabla 2.3 se muestra el error junto con la cota del error para cada x;.
Se observa que la cota es mas grande que el error real. Estas cotas dependen
del problema de Cauchy y del método numérico. Muchas veces no es facil
determinar una cota para el error y si se encuentra, usualmente son mayores
que el error real.

e < [ —1].

Xk 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Error 0.02140 | 0.05182 | 0.09411 | 0.15194 | 0.22996
Cota de error | 0.06018 | 0.13369 | 0.22347 | 0.33313 | 0.46707

Tabla 2.3: Cota para el error método de Euler. ]

2.3.4 Métodos implicitos

Algunos de los métodos numéricos que se presentardn mdas adelante poseen
formulas de integracion implicitas, es decir que el valor y;. | aparece en el lado
izquierdo y en el lado derecho de la ecuacion. Estos métodos se conocen como
métodos implicitos y la principal dificultad en su aplicacion estd en que si la
funcidn f(x,y) es trascendente puede resultar una ecuacién implicita no lineal
donde no sea posible despejar explicitamente el valor y;. ;. En ese caso se debe
recurrir a métodos numéricos de resolucion de ecuaciones no lineales como el
método de Newton, como los que se tienen en [7] y [32].

Siguiendo [4, 11] y [16], algunos ejemplos de métodos implicitos para solu-
cionar numéricamente el problema de Cauchy (2.12) se presentan a continua-
cion.

Método de Euler implicito

Yo = ¥(x0),
(2.39)
{YkJrl = Yk + (X + R, Y1)

Método del Trapecio implicito

Yo = ¥(xo),
(2.40)
{Ykﬂ = Vi + 5 [£0o, yie) + FCoe + 2, yi)]
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Método de Simpson implicito

Yo = ¥(x0), ¥1 conocido, 2.41)
Vi+2 = Y1 + 2 [F002, Yer2) + 41, Yer1) + oo yi) ] '

En los anteriores métodos y en cualquier otro MNEDO que se presenta en este
b—

trabajo, se tiene que f: [a,h] xR" = R", h="Syx 1 =x+h,0<k<n—1
Los métodos (2.39), (2.40) y (2.41) son implicitos. La diferencia esta en que
mientras el método de Euler implicito y el método del trapecio implicito son
de paso unico, el método de Simpson es de paso multiple y para generar una
aproximacion necesita dos aproximaciones en instantes de tiempos anteriores.
Para profundizar mas se recomiendan [9] y [14].

2.4 Problemas propuestos

En este apartado se proponen problemas referentes a los temas tratados en este
capitulo. Ademas, se incluye un proyecto para que el lector observe la nece-
sidad de solucionar problemas reales con sistemas de EDO con condiciones
iniciales.

2.4.1 Problemas de prdctica

Problema 2.1. Encontrar la solucién general del SEDOP homogéneo

[\STIOR] S [O¥]

Y1 (%) = =y1(x) —4y2(x)
Ya(x) = =2y1(x) +y2(%),
y1(0) =0, y2(0) = 3.

Problema 2.2. Encontrar la solucién general del SEDOP no homogéneo

/
1
/

2

Yi(x) = =y1(x) +y3(x) + cos(x)
< Y3(x) = y1(x) —y2(x) +sen(x)

¥3(x) = y1(x) = y3(x) +cos(x),
Lv1(0) =1, y2(0) =0, y3(0) =1

Problema 2.3. Encontrar la solucién general del sistema de EDO
Y (%) = 2% = [y1(x0)]?
Yh(x) = e—O.le[yz(x)]27
1

y1(0) =2, »2(0) = —4.

Observe que este sistema no es lineal, pero se puede desacoplar.
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Problema 2.4. En los problemas planteados en esta seccion, ;jcomo se garan-
tiza la existencia y unicidad de los sistemas de EDO?

Problema 2.5. Usar el método de Euler para aproximar la solucién de los
problemas planteados en esta seccion para x, = 1. Verifique sus aproximacio-
nes observando el comportamiento del error de las aproximaciones como se
hizo en el Ejemplo 2.8. Realizar la gréifica de la solucion exacta y en el mismo
plano cartesiano ubique en cada paso de tiempo los puntos con la respectiva
aproximacion obtenida. Finalmente, concluya sobre sus resultados usando di-
ferentes tamafios de paso.

2.4.2 Proyecto inicial

Para demostrar el entendimiento basico de este apartado dedicado a los pre-
liminares relacionados con la solucion tedrica de EDO con condicion inicial
y su aproximacion numérica, se sugiere al lector la realizacion del siguiente
proyecto basado en un problema propuesto en [35].

El comportamiento de un marca pasos se puede simular con circuitos electroni-
cos de la forma Resistencia - Condensador, compuestos de resistencias, conden-
sadores y switches que a su vez estan alineados de forma serial con una fuente
eléctrica. El proceso de carga y descarga del condensador modela la dindmica
de los impulsos del corazén en una persona, asi el circuito ayuda a mantener
regulado el ritmo cardiaco del corazon. Este comportamiento se puede descri-
bir de forma basica a través de razones de cambio, por lo cual se logra una
modelacion con EDO de primer orden como se ve en la Figura 2.2.

o
) B

Figura 2.2: Circuito y marca pasos.

Cuando el interruptor S estd en P, el condensador S se carga y cuando estd en
0, se descarga y manda un estimulo eléctrico al corazén dado por la resistencia
R. En este intervalo t; <t < 1, al usar las leyes de Kirchhoff el voltaje E(¢) que
se aplica al corazdn esta determinado por la ecuacion

dE(t) 1

~0 = CEQ) (242)
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Determinar E(t) en el instante en que el tiempo ¢ que envia el impulso al co-
razon comienza nuevamente la carga, donde la abertura y cierre del interruptor
son periddicas para estimular los latidos naturales.

El proyecto consiste, no solo en encontrar la férmula para el voltaje E(t) sino
en modelar realmente este marca pasos usando las componentes electronicas y
comparando los instantes de carga y descarga. Ademas dado que se tiene un
problema de Cauchy al cual se le conoce la solucion exacta, es posible aproxi-
mar la EDO (2.42) con el método de Euler y realizar el célculo del error global
con diferentes tamafos de pasos para verificar su convergencia. Se sugiere usar
la férmula de carga y descarga del condensador para el circuito que desarrolle
con este proyecto.
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3. Métodos de paso Unico

En la primera parte de este libro se present6 el método de Euler (2.32), el cual
permite obtener una aproximacion yi, ; Unicamente a partir de una aproxima-
cion y; de un paso anterior. Los métodos numéricos que cumplen esta propiedad
se conocen como métodos de paso unico, MPU. Los MPU son de frecuente
uso en la practica y existen diferentes herramientas computacionales que los
incorporan. Sin embargo, cuando se utilizan estos algoritmos podria no tenerse
indicios del proceso que se esta realizando internamente. Por este motivo es
importante conocer las propiedades generales de los MPU, analizar de donde
surgen estos métodos y obtener criterios que permitan identificar cuando los
resultados generados mediante la aplicacion de uno de estos métodos ofrece
resultados de buena precision, ver [31].

Entre los MPU se destacan las familias de métodos de Taylor y de Runge-Kutta,
por lo cual en este capitulo se presenta el desarrollo de estos métodos, ademas
de un estudio de las propiedades de consistencia, convergencia y estabilidad
para los MPU.

3.1 Forma general de los métodos de paso Unico

Un MPU es un método que calcula una aproximacion yy 1 Unicamente a partir
del valor de una aproximacion yi del paso anterior. En forma general un MPU

se escribe como
Yo = y(-xO)a (31)
Yi+1 = Yk + e ® (X, Yie, Ye+1, Ak )

donde ¢ se denomina funcién incremento y /. es el tamafio de paso adoptado
en el subintervalo [xg,x;.1]. A fin de simplificar el andlisis se considerara fijo
hy, es decir hy = h para todo k. Si la variable y;, | aparece en los dos lados
de la expresion (3.1), se dice que el método es implicito, caso contrario se di-
ce que es un método explicito. Las definiciones y resultados que se presentan
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en este capitulo son validas tanto para métodos implicitos como para métodos
explicitos, por lo tanto por simplicidad se enuncian estos resultados en el
contexto de métodos explicitos.

La forma general de los MPU explicitos con % fijo que se considera es

Yo = y(X()),
3.2
{Yk+1 = Yk + o (xi, Yk, h)- :2)

Observacion 3.1. El método de Euler (2.32) es un MPU, con
(P (Xk, Yk, h) = f(xk7 Yk) .

Otro MPU, es ¢l método de Euler mejorado que se estudiara mas adelante y
cumple (3.2) con

O (xr, Yy, h) = % [£(Cxk, yi) + £ + A,y + AE(xe, yio)) ] -

3.2 Consistencia, estabilidad y convergencia

Cuando se usan métodos numéricos para obtener una aproximacion a la
solucion, es importante conocer que tanto se acerca la solucion numérica a
la solucion exacta. En el caso de los métodos numéricos para EDO se han
considerado dos tipos de error: el error local de discretizacion y el error glo-
bal de discretizacion.

Definicion 3.1. Dado el MPU (3.2), el error local de discretizacion para el
método en x; se define por
Y (k1) — ¥ (%)

T = - — O (xx, y(xx), 7). (3.3)

Definicion 3.2. Dado el MPU (3.2), el error global de discretizacion del
método en x; es la diferencia entre la solucion exacta y la soluciéon numérica
del problema de Cauchy en x, es decir

ek = ¥(xk) — Yi- 3.4)
Observacion 3.2. Multiplicando (3.3) por el tamafio de paso 4 se tiene

hty = y(Xeq1) — [y(xk) + 2 (xx, Y (xk), h)] = Y(Xk41) — Yier 1, (3.5)

lo cual puede ser visto como la diferencia entre la solucion exacta y la solucion
aproximada, donde la solucién numérica se ha calculado en una sola aplica-
cion del método numérico, es decir que ningun error fue cometido anterior-
mente. Esto le confiere el caracter local. Por otro lado, aunque la ecuacion (3.4)
también puede interpretarse como la diferencia entre la solucion exacta y la so-
lucién aproximada, se debe notar que en este caso la solucion numérica se ha
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calculado a partir de valores obtenidos por la aplicacion del método numérico
en instantes de tiempo anteriores, motivo por el cual se le confiere el caracter
global.

Para tener buenas aproximaciones numéricas se debe mantener controlados
estos errores, es decir procurar que la magnitud de estos errores sea lo mas
baja posible y que de hecho tienda a cero a medida que /4 tienda a cero, o equi-
valentemente a medida que n tienda a infinito. En este sentido se presentan las
siguientes definiciones.

Definicion 3.3. Se dice que el MPU (3.2) es consistente con el problema
de Cauchy (2.12) si y solo si la funcién de incremento, ¢ (x,y, %), satisface la
siguiente relacion

¢(x,y,0) = f(x,y).
En otras palabras, un MPU es consistente si y solo si

}lll/II(l) HTkH =0, Vxe [Cl,b], yERn'

Definicion 3.4. Si existieran constantes positivas C, hg y ¢, independiente del
paso de integracion /& y del subindice &, con 0 < h < hy, tales que el error local
de discretizacion satisface

m]flx HTkH < Chqa

entonces se dice que el método numérico tiene orden de consistencia g y se
denota O(h?).

Observacion 3.3. La consistencia de un MPU asegura que el método es al
menos de orden de consistencia uno. El orden de consistencia indica qué tan
rapido el error local de discretizacion se acerca a cero cuando & disminuye.
Anélogamente el orden de convergencia indica qué tan rapido el error global
de discretizacion disminuye. Dado que para las definiciones de error local y
error global de discretizacion que se han adoptado en este trabajo los ordenes
de consistencia y convergencia coinciden, en adelante simplemente se dird que
un método es de orden q.

Definicion 3.5. Se dice que el MPU (3.2) es convergente en el punto x; siy
solo si

Ii = 0.

1im [ey|

Es decir, que la convergencia se tiene en un MPU si y solamente si el error glo-
bal de discretizacion tiende a cero cuando 4 tiende a cero. El método numérico
es convergente si fuera convergente para todo x € [a, b| y para cualquier proble-
ma de Cauchy.

La condicion inicial yo es dada de forma exacta por el problema de Cauchy,
sin embargo en la prictica la condicion inicial puede estar sujeta a un tipo de
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error. Es decir que y(xp) = yo + &9, donde &y es una perturbacién a la condicion
inicial. Por lo tanto, en la practica se trabaja con problemas de Cauchy de la

forma
y'(x) = f(x,y(x)),
¥(xo0) = Yo + .

Este tipo de problemas se presenta cuando la condicién inicial y(xg) es calcula-
da de forma experimental e incluso la precision finita de un computador impide
almacenar el valor de y(xg) de forma exacta. Por lo tanto, es importante ga-
rantizar que los métodos usados sean estables numéricamente en el sentido de
que pequenas perturbaciones en las condiciones iniciales no produzcan grandes
perturbaciones en los resultados finales.

Definicion 3.6. Se dice que el MPU es estable si existe una constante K > 0
tal que, para cualquier par de soluciones numéricas, yi.1 Y Yi.1, obtenidas de
aplicar el MPU al mismo problema de Cauchy pero con diferentes condiciones
iniciales, yo y Yo, respectivamente, se tiene que

[¥k+1 = Yer1 | < K[yo— Yol ,
para x; 1 < b, y para h que tiende a 0.

Garantizar la convergencia de un MPU mediante la Definicion 3.5 resulta una
tarea compleja ya que en la practica normalmente no se conoce el error global
de discretizacion y ademds la definicion de convergencia de un MPU exige la
verificacion de que para todo problema de Cauchy, el error global tiende a cero
cuando 4 tiende a cero, lo cual no es posible. Por tal motivo, se presenta el si-
guiente resultado que ofrece una forma alternativa de garantizar la convergencia
de un MPU a partir de la consistencia como se muestra en [4] y [9].

Teorema 3.1. Considere el MPU (3.2), donde la funcién incremento ¢ (x,y, /)
es Lipschitziana en y y continua en sus argumentos. Si el MPU es consistente
entonces es convergente.

Demostracion. Para determinar la convergencia del MPU se debe obtener una
expresion que describa el comportamiento del error global de discretizacion, de
la forma

€1 = Y(Xkt1) — Yir1- (3.6)

Considerando la expresion (3.5) del producto entre el error local de discretiza-
cion Ty y el paso de integracion & se tiene que

Y(xir1) = y(xk) +ho (xp, y(xk), h) + hy. (3.7)

Por otro lado considérese y; | como una aproximacion numérica obtenida por
la aplicacion del MPU (3.2), por tanto

Yi+1 = Yk + 1o (X, Yi, h). (3.8)
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Sustituyendo (3.7) y (3.8) en (3.6) y agrupando términos se tiene

e+ =Y(xx) — Yk + 1[0k, y(xk), 1) — @ (xk, Yk, h)] + hTi
= e; + [k, y(xi), h) — O (xk, Yi, h)] + hi. (3.9)

Por hipétesis la funcion ¢ (x,y,h) satisface la condicién de Lipschitz en la
variable y, es decir

H¢(x7y17h) - (P()C,yz,h)H < LHyl _y2H7

para cualquier x, 4 y para una constante positiva L. Ademas ¢ es continua en
todas sus variables, por tanto aplicando estas hipotesis en (3.9) se tiene que

lexr1ll < llex| + Al (e, Y (), h) — @ (Xk, i, ) || + 1| T
< |lexl| + AL |y (xx) — x| + A || 7|
< |lexl| + hL|ex| + h |

esto es
|ex+1] < (1+hL)|ex| +h|7|, paratodo k. (3.10)

A partir de (3.10), de manera recursiva se puede obtener una expresion que
dependa de e asi

led]l < (1 +hL)[eo + 7|
leaf < (1+AL) leo|l +[(1+AL) + 11| 7|

Jes| < (1+hL)? Jeo] + | (1+ ALY+ (1+hL) + 1| |z

lex] < (1+RL) feof + [ (1+ ALY+ 4 (1+-hL) + 1| 7).

El segundo término del lado derecho en la ultima desigualdad es una suma
de los k términos de una progresion geométrica de término inicial 1 y razén
(14 AL). Por tanto

(14 hL)*—1
L

lex] < (1+AL)" eo] + h|l. (3.11)

Aplicando el Lema 2.1, se tiene que
("% = (1 + hL)*.

Luego usando esta desigualdad en (3.11) se tiene que

khL
et — 1
lex]| < ekhE leo| +

h| - (3.12)

Por hipotesis el método es consistente, por lo tanto es consistente al menos de
orden 1, es decir que

mlflx ||| < Ch? donde g > 1,
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entonces se tiene que

ekhL —1

L

Si ||eg| = O el lado derecho de la desigualdad (3.13) tiende a cero cuando &
tiende a cero. De esta manera el limite del error global tiende a cero cuando el
tamafio de paso h tiende a cero, es decir el MPU es convergente. ]

lex] < " eo| + he. (3.13)

3.3 Métodos de Taylor

En el Capitulo 2 para deducir el método de Euler se usé la expansion de Taylor
truncando hasta el segundo término. En este capitulo, para obtener métodos
con mejor precision que la del método de Euler, se considera un mayor nimero
de términos en el desarrollo de Taylor. Esto da origen a una familia de MPU
conocida como métodos de Taylor.

Suponga que la solucién y(x) es g + 1 veces continuamente diferenciable. El
objetivo es usar la serie de Taylor para expresar y(x + /) en términos de y(x)
para algin tamafio de paso 4, utilizando informacion acerca de la ecuacion
diferencial del problema de Cauchy. Expandiendo en series de Taylor la funcion
y(x + h) con centro en x = xi, se tiene

h2 hq—i—l
Yo+ 1) = (k1) = () + Ay () + 57y () + -+ =y U (E),
2! (g+1)!
donde x; < & < x; +h. Sustituyendo y'(xy) = f(x;, y(x)) del problema de Cauchy
y truncando la derivada final, se obtiene el siguiente método.

Método de Taylor de orden ¢

{yO = y(x())v (3 14)

2
Vi1 = Y+ BECoe, ye) + 5 L (e, yi) + -+ %%f(Xk,yk)-
El error local de discretizacion del método de Taylor es

h4

e

Tk (h) = (g+1

Por lo tanto el método de Taylor de orden g tiene un error local de discretizacion
O(h?).

Para calcular las derivadas de f en la expresion (3.14) se debe calcular las deri-
vadas totales de y’ = f(x,y) teniendo en cuenta que f es una funcién implicita de
y. Para simplificar el calculo de las derivadas de f se usa la siguiente notacion
_Hley) o _ dlxy)

ox 07 oy

f= f(xay)a fx
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Para desarrollar un método de Taylor de orden 2 es necesario el célculo de la
primera y de la segunda derivada de y,

Y (x) =1,

Y/(x) = F = £+ £f, (3.15)
de lo cual sustituyendo en (3.14) se obtiene el correspondiente método de
Taylor.

Método de Taylor de orden 2 (Taylor 2)

Yie1 = Ve + hE(xe, yi) + 302 (B, yi) + B (o YO £k, Vi)

Aparentemente con los métodos de Taylor se puede obtener métodos numéri-
cos de ordenes arbitrariamente altos. Sin embargo, el calculo de las derivadas
(3.15) es tedioso, a menos que la funcién f sea lo suficientemente simple para
que muchas de las derivadas parciales en (3.15) desaparezcan. Una alternati-
va en la practica seria usar software de calculo simbdlico para obtener tales
derivadas, aunque se debe tener en cuenta que esto demanda mayores costos
computacionales. Por lo tanto los métodos de Taylor no son de gran utilidad
practica.

3.4 Meétodos de Runge Kutta

Los métodos de Runge Kutta forman una importante familia de MPU. La prin-
cipal caracteristica de estos métodos, al compararlos con los de Taylor, es que
ayudan a evitar el cdlculo y la evaluacién de la derivada de f(x,y) incluso con
alta orden. Un ejemplo de estos métodos es el método Euler (2.32). Estos méto-
dos surgen en 1895 por la idea de Runge de generalizar el método de Euler, te-
niendo en cuenta una serie de evaluaciones en la funcion f(x,y) para aproximar
sus sucesivas derivadas en un solo paso. Otras contribuciones fueron hechas por
Heun y Kutta alrededor de 1900. Este ultimo caracteriz6 por completo el con-
junto de métodos de Runge Kutta de orden 4, y propuso los primeros métodos
de orden 5, mas informacion historica se presenta en [8].

Definicion 3.7. Un método de Runge Kutta explicito de R estados, es un
MPU en el cual el nimero de estados hace referencia al nimero de evaluaciones
de f(x,y) que deben hacerse en cada paso. Estos métodos tienen la forma

Yo =y (x0),
Yk+1 = Yk + h(P (xk7Yk7h)7

donde
R

¢(X,y,l’l) = Z Crkm

r=1
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con
kl('x7y) = f(X,Y)
Ky (x,y) = f(x+ has,y + hby1 Kq)
k3(x, y) = f(x + has,y + hbz1ky + hbgzkz) (3.17)

kr(x7y) : f<x+har7y4‘hzg:%brsks) ) 2 <r< R,

y los pardmetros a,, b,s y c, satisfacen las relaciones

R r—1
der=1ya,=) by, 2<r<R. (3.18)
r=1 s=1

Para deducir métodos de tipo Runge Kutta, se debe considerar la expresion
general de la Definicion 3.7 y determinar las constantes ¢, a, y b,s en (3.18).
Una técnica para determinar las constantes es desarrollar en series de Taylor
las funciones k. en (3.17) y comparar este desarrollo con los coeficientes de un
método de Taylor de orden g. A continuacion se ejemplifica este proceso.

Ejemplo 3.1. Deducir un método de tipo Runge Kutta de dos estados para
aproximar el problema de Cauchy (2.30).

Solucion. Para deducir este método se considera la Definicién 3.7 con R =2y
se obtiene
Yi+1 = Yk +h(ciki + c2kz),
ki = f(xk, yk) (3.19)
ky = f(xk + agh,yk + hbzlkl).
Como se deben de cumplir las condiciones (3.18), se tiene que ay = by;. Por lo
tanto, la expresion (3.19) se puede escribir como

Yi+1 = Yk +h(ciki + c2kz),
ki = f(xk,y) (3.20)
ko = f(xk +axh,y;, + hazkl).

Expandiendo &, en series de Taylor centrada en (xi, y;) hasta orden 2, se tiene

ko = f (o, yk) + azh [ felx, ye) + k1 fy (i, yi) | + O(H?). (3.21)

Remplazando la ecuacion (3.21) en la ecuacion (3.20) se tiene

Vi1 = Ye+(c1+ ca)hf (xe, yi)+
arcoh® [ fx (X, yi) + f s i) fy (s i) | + O(R2).

Comparando los coeficientes de la ecuacion (3.22) con los coeficientes de la
ecuacion del método de Taylor de orden 2 (3.16), se concluye que
1

c1+ec=1y ax = 7,

(3.22)



Métodos de paso tnico 61

de donde se puede elegir estas constantes de varias formas y asi se obtienen
diferentes métodos Runge Kutta de orden dos.

Si se elige ¢c; = ¢ = %, se tiene que a; = 1. Con esta eleccion se obtiene el
método de Euler mejorado.

Método de Euler mejorado (RK22)

Yo = y(X()),
{yk—i-l = YVr+ % [f(xk,yk) + f(xk + h7yk T hf(xkayk))] . (323)

Por otro lado, si se toma c; =0y ¢ = 1, se tiene que a; = % y también se
obtiene un método de segunda orden el cual corresponde al método de Euler
modificado.

Método de Euler modificado

Yo = y(XO),
(3.24)
{yk+l =y +hf (xk + 8 v+ %f(xk,yk)) :

[]

Los métodos de Euler mejorado (3.23) y Euler modificado (3.24) también pue-
den ser aplicados para resolver SEDOP.

Usando la técnica presentada en el Ejemplo 3.1 se pueden obtener métodos de
alto orden, para lo cual se debe de considerar un mayor nimero de estados. Se
presentan a continuacion algunos de los métodos de Runge Kutta clasicos.

Método de Runge Kutta de orden tres con tres estados (RK33)

)
Yo = ¥(xo0),
Y1 =Yk + £(K; +4k; + k3),

9 k1 = £k, y) (3.25)

k; = f(xk+ g,yk + %kl)
kk3 = f(xk +h,yr —hky + 2hk2).

Método de Runge Kutta de orden cuatro con cuatro estados (RK44)

(yo =Yy(x0),
Yk+1 =Ykt %(kl +2k; +2k3 + ky),
ky = f(x, yx)

3.26
kp = £(x; + 2, yi + 2ky) (5:20)

(
ks = f(xe + 2,y + 2ko)
Lk4 = f(xk + N,y +hk3).
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Método de Runge Kutta de orden cinco con seis estados (RK56)

(yo = y(x0),
Yk+1 = Yk + A( 135k1 + 162685265k + sgig(l)k %k5 + %k@’

1 _kavyk)
h h
k, —ka+4,yk+ 7k1)

(
J (
k3 = £, + 32, yi + 32Kk + 35ko)
Ky — £l + 12 1932y " 7200y 7296hy )
(
(

(3.27)

Xkt 5935 Yk T 3107 2197 2197
4395 3680 845
ks = f(xx + h,yx + 216 S1e K1 — 81Ky + =5137Kk3 — g157K4)

_ hoo 3544h 1859hy, 11k
k6 ka+2,yk 27k1+2hk2 2565k + 41041( 20 k5).

Al observar los métodos (3.25), (3.26) y los deducidos en el Ejemplo 3.1, podria
suponerse que si se considera un método de R etapas siempre se puede obtener
un método que alcance orden R. Sin embargo, en general esto es falso. Butcher
demostrd que no existe un método de cinco etapas de orden cinco y demostrd
el siguiente resultado, el cual se presentaen [9] y [15].

Teorema 3.2. Sea p*(R) el mayor orden que se puede alcanzar mediante un
método de Runge Kutta de R estados, entonces

P*(R)=R, R=1,2,34,

5)

6)

7) =6, (3.28)
8)

9)

“(R)=R—-2 R=10,11,...

El Teorema 3.2 justifica el hecho de que en la practica se utilice con mayor
frecuencia los métodos de Runge Kutta de orden 4, ya que usar métodos de
mas de 4 estados demanda un nimero mayor de evaluaciones en la funcion f,
lo cual genera grandes costos computacionales, con un orden de convergencia
menor a la cantidad de estados del método.

3.5 Estabilidad absoluta

En el estudio de las propiedades de consistencia, estabilidad y convergencia pa-
ra los MPU se consideraba que el tamafio de paso 4 tiende a cero. Sin embargo,
en la practica tomar tamanos de paso muy pequefios demanda una mayor can-
tidad de célculos, lo cual se traduce en un alto costo computacional y de hecho
por la aritmética finita del computador, al trabajar con 2 muy pequefio se pue-
den generar mayores errores de redondeo. Por lo tanto, se debe elegir el valor
de /& 1o mas grande posible para el cual la solucion aproximada se comporte por
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lo menos de forma similar con la solucion exacta. El estudio de la eleccion del
tamafio de paso adecuado se denomina estabilidad absoluta, donde ahora la
palabra estabilidad se refiere al comportamiento de la soluciéon numérica para
un £ fijo.

Para estudiar la estabilidad absoluta de los MPU se debe realizar un anélisis
cualitativo del conjunto de puntos en el plano complejo en el que la solucion
numérica tenga el mismo comportamiento de la solucion analitica, este con-
junto de puntos se conoce como la region de estabilidad. Para simplificar el
analisis cualitativo se trabaja con problemas lineales con coeficientes constan-
tes. Como sigue a continuacion, se inicia el estudio de estabilidad absoluta a
partir del método de Euler.

3.5.1 Estabilidad método de Euler
Considérese el SEDOP

y'(x) = My(x),
{y(O) = Yo, 529

donde M es una matriz cuadrada de entradas constantes. LLa solucion exacta del

SEDOP en x;, = kh es
y(x) = "™y

Al hacer un cambio de base, de modo que y(x) = Sy(x), el sistema (3.29) se
puede reescribir en la forma

¥ (x) = M§(x), (3.30)

donde M = S~'MS es la forma canénica de Jordan de M. Aplicando el método
de Euler al problema (3.30) se obtiene la soluciéon numérica

Jic= (I+ IV So.

Para el caso en el que todos los valores propios de M sean diferentes, sin perdida
de generalidad, una de las ecuaciones del sistema tiene la forma simple

Y (x) = Ay(x). (3.31)

Por lo tanto, para obtener informacion aceptable del comportamiento de la
solucion de (3.29) se puede estudiar el comportamiento de (3.31). La solucion
numérica por el método de Euler para (3.31) es

yie = (1+ Ah)kyo. (3.32)

Se desea que esta solucion presente el mismo comportamiento que la solucién
analitica y = yoe"*), donde A puede ser real o complejo.
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En el caso de que A € R se presentan dos casos, A <00 A > 0.

» Si A <0, entonces
lim y(x;) = lim yoe™*" = 0.
k—o0 k—0

De donde, cuando k — oo la solucién numérica (3.32), tendra el mismo
comportamiento que la solucidn analitica si
1+ Ahl<1=-2<Ah<0.

Por lo tanto, la solucién numérica tiene el mismo comportamiento de la
solucidn analitica, cuando k — oo, si Ah € (—2,0). En este caso existe una
restriccion sobre 4 a fin de que el método de Euler sea estable.

= Si A >0, se tiene que

si A=0
lim y(x;) = lim yoe " — Yo;
k—»ooy( k) xor6? w, si A>0.

En este caso la solucion numérica (3.32) tiene el mismo comportamiento
de la solucién analitica cuando k — oo, por tanto en este caso no existen
restricciones sobre /& para que el método de Euler sea estable.

De lo anterior se concluye que el método de Euler es absolutamente estable
para Ahe (—2,0).

Ahora si se considera que A € C, entonces Ah € C y se tiene
Ah=a+ib, a,beR.

Dado que para que la solucién numérica (3.32) tenga el mismo comportamiento
que la solucidn analitica se debe cumplir que |1 + Ah| < 1. Asi

1+ (a+ib)| <1,
es decir
[a—(—D]*+bp* < 1. (3.33)

Por lo tanto, en el plano complejo la region de estabilidad para el método de
Euler son los puntos interiores de un disco de centro en el punto (—1,0) y de
radio 1.

3.5.2 Estabilidad MPU

Analogamente al estudio de estabilidad absoluta para el método de Euler, se
puede considerar cualquier MPU vy al aplicarlo al problema (3.29) obtener una
expresion de la forma

Vi1 = YW(Ah)yx,
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donde la expresion y(Ah) se denomina factor de amplificacion y el conjunto

Q={ueClyu)| <1},

se conoce como region de estabilidad absoluta. La interseccion de la region Q
con la recta real determinan el intervalo de estabilidad absoluta para el MPU.

Los principales resultados de estabilidad absoluta para los métodos de Runge
Kutta explicitos se resumen en la Tabla 3.1 y en la Figura 3.1. De estos se
observa que entre mayor es el orden del método es mas complicado determinar
la region de estabilidad absoluta asociada. Adicionalmente se concluye que los
intervalos de estabilidad absoluta son mayores al compararlos con el de los
métodos de orden menor.

Método Factor de amplificacion Intervalo de EA
Euler 1+ Ah (—2,0)
RK22 I+ Ak 20 (~2,0)
RK33 14 Ady 4 B () (—2.51,0)
RK44 14+ Ah4 A% R (207 (—2.78,0)
RKS6 | 1+ Ah+ R (A2 (T (07 (ARC (5 58 ()

Tabla 3.1: Estabilidad absoluta para métodos Runge-Kutta, segtin [15].

4i

3ir

2ir

_2ik

_3ik

_4| L L L L L
6 -5 -4 -3 -2 -1

Figura 3.1: Region de estabilidad absoluta para los métodos de Runge Kautta.
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Observacion 3.4. Para disefiar la Figura 3.1 en Matlab, se consideré un
conjunto de puntos A& en las vecindades del origen del plano complejo. De
estos puntos se representd graficamente en el plano complejo los puntos que
cumplian la condicion |y (u)| < 1, es decir los puntos que estaban en las regio-
nes de estabilidad para cada uno de los métodos de Runge Kutta.

3.6 Problemas propuestos

Para la solucion numérica de modelos matematicos con EDO relacionados con
aplicaciones reales, en la literatura es muy usado el método de Runge Kutta
de cuarta orden clasico. Este puede ser encontrado con una funcion en diferen-
tes herramientas computaciones como el Scilab, Matlab, Mathematica, Python,
entre otros. Sin embargo, para comprender cada una de las componentes tedri-
cas presentadas en este apartado como la consistencia, orden, convergencia y la
estabilidad, es necesario realizar implementaciones propias. Se invita al lector
a desarrollar implementaciones de los métodos numéricos presentados tanto
en este apartado como en el siguiente. Para comprender los conceptos en esta
seccion se proponen algunos problemas.

3.6.1 Problemas de practica

Problema 3.1. Construir una tabla donde para 2 = 0.1 en cada paso de tiempo
se determine el error local de discretizacion y el error global de discretizacion
en la aproximacion de cada problema de Cauchy del Problema 2.5. Analizar los
resultados para concluir sobre la convergencia en cada caso.

Problema 3.2. Determinar el método de Taylor de orden 3.

Problema 3.3. Realizar un método de Runge Kutta de orden 2, diferente a los
encontrados en el Ejemplo 3.1. Justificar la consistencia de este nuevo método.

Problema 3.4. Comprobar que el método RK33 en (3.25), es un método
Runge Kutta de orden tres con tres estados.

Problema 3.5. Verificar que el factor de amplificacion para el método RK22
en (3.23) es el presentado en la Tabla 3.1.

3.6.2 Proyecto intermedio MPU

En este proyecto, se debe comparar los resultados obtenidos con el método
de Euler en el proyecto inicial 2.4.2 ahora con las aproximaciones para RK22
y RK44. Verificar numéricamente que las implementaciones realizadas gene-
ran el orden de convergencia esperado para cada método. Luego dado que el
problema del modelado del marca paso estd formado por una EDO, compro-
bar para este las regiones de estabilidad tanto para los métodos Runge Kutta
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implementados, como para el método de Euler. En este caso use tamanos de
paso dentro y fuera de la region de estabilidad para que pueda concluir. Por
ultimo, agregar diferentes perturbaciones a la aproximacion inicial e investigue
cOmo estas afectan la aproximacion obtenida al graficar sus aproximaciones y
la solucién exacta en una misma figura.
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(4. Métodos de paso mdltiple

En la seccion anterior se estudiaron los MPU, particularmente los métodos de
Taylor y Runge Kutta, mediante los cuales es posible obtener una solucion
aproximada, yi, 1, del problema de Cauchy (2.12) a partir de una unica so-
lucidn aproximada y; del paso anterior. Los métodos de paso multiple, MPM,
necesitan conocer varios valores de la discretizacion en pasos anteriores al de
interés, es decir que para producir una solucién aproximada, y; .y, €s necesa-
rio conocer las aproximaciones Y, Yi+1, ---» YkiN—1, d€ pasos anteriores, en
este caso el MPM se conoce como método de N-pasos. Los MPU pueden ser
considerados un caso particular de los MPM, cuando N = 1.

Laidea de John C. Adams y Bashforth de mejorar las aproximaciones obtenidas
mediante el método de Euler dio origen en 1833 a los primeros métodos de paso
multiple, conocidos como métodos de Adams-Bashforth. Sin embargo, la teoria
moderna de los métodos de paso muiltiple lineales, MPML, fue desarrollada
solo hasta 1956 por Dahlquist, y se dio a conocer por los trabajos de Henrici
entre 1962 y 1963, tal y como se muestra en [9].

En este trabajo, inicamente se estudiaran propiedades generales para los MPML,
que son métodos en los cuales la expresion que los define es una combinacion

lineal de yi, Yiii, ---» Yeun Y de la derivada f evaluada en (xi,yx),

(X1, Ykx1)s- -+ (Xkaen, Yean). Se omite el estudio de métodos de paso multi-

ple no lineales ya que estos se usan especialmente en problemas de Cauchy

que son rigidos o cuyas soluciones poseen singularidades, problemas sobre los

cuales no se profundiza en este trabajo, algunos MPM no lineales se presentan

en [10].

4.1 Forma general de los métodos de paso miultiple lineales

El método de Simpson (2.41) del Capitulo 2 es un método de 3 pasos lineal,
ya que la expresion que define el método es una combinacion lineal de y;_ 1, yx
Y Yi+1 Yy de la derivada f evaluada en (xi,¥x), (Xk+1,¥k+1) Y (Xk+2,Yi+2). Note
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que si se aplica este método para resolver el problema de Cauchy (2.12) solo
se dispone de una condicion inicial yg, pero el método exige que ademads de la
condicion inicial se debe conocer el valor de y;. Por lo tanto, es necesario usar
diferentes técnicas para aproximar los valores iniciales necesarios para utilizar
un MPML, ver [31].

En forma general un MPML de N pasos se escribe como
D 0¥k =h ) Bifis ), (4.1)

donde o; y B, son reales, ay # 0, f: [a,b] x R" - R", h = (b —a)/n,
X j =X+ jhy By j =By j, ¥t j) para0 < j < N.

La expresion (4.1) se conoce como ecuacion de diferencias lineal, cuya solu-
cion es una sucesion y,, mas informacion de este tipo de ecuaciones se presenta
en el Apéndice A.2. El método definido por esta ecuacién es implicito cuando
By # 0y explicito cuando By = 0. Sin perdida de generalidad, se asume que
oy = 1 dado que en caso contrario se podria despejar. Es importante sefialar
que para aplicar el MPML (4.1) los valores iniciales y;;; para0 < j < N —1
deben ser conocidos.

Existen diferentes formas para obtener MPML. A continuacion se muestran
algunas técnicas para deducir estos métodos.

4.2 Deduccion por series de Taylor

Para obtener un MPML a partir de series de Taylor se debe suponer que se
conoce la solucion exacta del problema de Cauchy (2.12) y trabajar con la
expresion obtenida al desarrollar dicha solucion en series de Taylor. Por lo tan-
to, se debe suponer que f es continua y diferenciable en sus argumentos x e y.
La deduccion del método de Euler (2.32) es un ejemplo de esta técnica, pues el
método de Euler es un MPML de un paso.

Para deducir un MPML de dos pasos se considera la expansion de Taylor para
y(xx + h) y y(xx — h) en torno al punto x; dadas respectivamente por

h2 h3

Y +h) = y() + hy' () + Ey”(xk) + 53’”’(51)7 (4.2)
h? h3

y(xx — h) = y(xx) —hy' (xe) + Ey”(xk) — ;ym(éz), (4.3)

donde X < 61 < Xpr1 Y Xe—1 < 62 < Xk.
Restando las expresiones (4.2) y (4.3), se tiene

3
Y-+ 1)~y ) = 20y’ () + = [ (&0) + ¥ ()]
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Si y”(x) estd acotada por M para todo x € [a, b], se tiene
h3
y(xp +h) —y(x —h) < 2hy' (x;) + 2M§. (4.4)

Para valores de & pequefios, el término que contiene 4> en (4.4) que se refiere
al error local, se puede omitir de lo cual se obtiene

Yi+1 —Yk—1 = 2hf;.

Este método se conoce como método del punto medio y puede ser escrito en la
forma general (4.1) mediante la sustitucion de k por k + 1, de lo cual se obtiene

Yo = ¥(x0), ¥i1 conocido, 4.5)
Yikt+2 = Yk + 2hf 1. '

En la expresion (4.4) se puede observar que el error local de discretizacion para
el método del punto medio se relaciona con
2M

ey
3

Otra técnica que permite obtener MPML a partir de las series de Taylor consiste
en considerar la forma general (4.1) y mediante series de Taylor obtener expre-
siones que permitan calcular los coeficientes «; y B; para j =0,1,...,N. Por
ejemplo, para deducir un MPML de un paso se considera la forma general

Yit1 + QoYi = h(Bifis1 + Bofy).

Suponiendo que se conoce la solucion exacta del problema de Cauchy (2.12),
y(x), y dado que y'(x) = f(x,y) se cumple que

y(xi + h) + oy (xi) ~ h [ Bry (xi + h) + Boy (xk) ] - (4.6)
Expandiendo en series de Taylor y(x; + /) y ¥ (xx + &) en torno a x; se tiene

2 B

Y@+ h) =y +hy () + 5y ) + 50y () + 5y PG, @)
h? h?
Y (e h) =y (o) +hy" (o) + 23" () + 3y 0 (&), (48)

donde X < &1 < Xp+1 Y X, < 52 < Xk+1-

Cuando la cuarta derivada de y esta acotada en [a,b| y h es pequeilo, el error
local se puede omitir. Luego sustituyendo (4.7) y (4.8) en (4.6) y agrupando
términos, se obtiene la expresion

Coy(xx) + Crhy' (xi) + C2h*y" (x) + C3h%y" (%) ~ 0, (4.9)
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donde

1 1 1
Co=1+ay, Ci=1-p1—Po, szi_.Bly C3:5_§B1' (4.10)

Para que se cumpla la expresion (4.9) se debe hacer que los coeficientes de esta
expresion se anulen, es decir que Cp =0, C; =0, C; =0y C3 = 0. Por lo tanto, de
las tres primeras expresiones en (4.10) se concluye que o= —1y By = B = %
De donde C3 toma el valor de 11—2 De lo anterior se obtiene el MPML conocido
como el método del trapecio implicito. Este método se presenté en la ecuacion
(2.40) del Capitulo 2 como un ejemplo de métodos implicitos.

Yo = Y(XO),
4.11)
{Ykﬂ = Vi + 5 (fer1 + o).

Observe que el coeficiente C3 en (4.10), no se ha anulado. De aqui ,se concluye
que el error local para este método depende del término

1
Eh?)y/// (xk) )

A continuacion se presenta una técnica para deducir MPML usando integracion
numérica. Esta técnica da origen a una importante familia de métodos conoci-
dos como los métodos de Adams.

4.3 Deduccion por integracion numérica

Integrando el problema de Cauchy y’ = f(x,y(x)) entre x; y xx4; para j > 1 se
obtiene la expresion

Xk+j

o)~y = [ fny)d (“.12)

Xk

El objetivo es usar método de integracion numérica para encontrar aproxima-
ciones a la integral en (4.12) para diferentes valores de j y de esto derivar
MPML.

Considerando la integral en (4.12),

J by (), (4.13)

Xk

la idea basica de los métodos de integracion numérica estd en aproximar la
funcién f(x,y(x)) de la integral (4.13) por un polinomio interpolador P(x) y de-
terminar analiticamente la integral de ese polinomio en el intervalo [xg, Xy ;].
Las formulas de integracion numérica se conocen como cuadraturas numéricas
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y son sumatorias cuyos términos son valores de la funcién f(x,y(x)) multipli-
cados por pesos w convenientemente elegidos, es decir

K+ j X+ j J
[ I I BT SO ST}

Xk Xk i=k

Usando para calcular P(x) el método de interpolacion de Lagrange, presentado
en el Apéndice A.1, se tiene

Xk+j X+ j
f f(x y( dx f fok+17Y(xk—|—l))Lk+z( )d
‘ i=k (4.14)

f“><g<x>>
J H )C xk+l 4 1) dx7

es decir

Xk+j J
J f(x,y(x))dx = Z Wit if (Xieis Y (Xk1-1))

Xk i=k

Xt j

) (g (x))dx,

donde ¢(x) y x estdn en [xz, x4 ;] y paracadaxy
X+ j
Wiy = f Liyi(x)dx, para0 <i < j.
Xk
Por lo tanto, la férmula de cuadratura es
)Ck+j ]
[ b ynar ~ Yooy 0ue.)
Yk i=k

con un error dado por

X+ j

£ (g (x)dx.

Ejemplo 4.1. Reemplazando (4.14) con j = 1, deduzca la aproximacién

numérica de
Xk+1
J f(x,y(x))dx.

Xk
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Solucion. Si se toma j = 1 de la integral (4.14) se tiene

J o f(x,y(x))dx = JXHI Mf(m)dx + JXHI Mf(?CkJrl)dx

” o (% —Xke1) v (X1 —Xk)
1 (Mk+1

| ) -2 (x— e )dx. (4.15)

Donde aplicando el teorema del valor medio al término del error, se tiene que
para un G € (xi,xr.1) se cumple que

J ) x) —x)dr = (0 [ ) (v — e

Xy J Xk

N E N !
=f'(5) | 7 — 5 + XX 1

3 2
| Xk
h3 //
= —gf (6)
Por lo tanto, al sustituir en (4.15) se tiene
Xk+1 (x—ka)Z (x—xk)2 Mt h3 /
f(x,y(x))dx = £(x;) + f(x ——f
Lk =¥ ) lz(xk_karl) ) 2(xg+1 —Xk) i) o 12 )
Xpi] —X &
= O 2 gy 00) + F e,y 0] ().

Dado que h = x| — xi, se obtiene

Xk+1 3
L f(x,y(x))dx = g[f(xk,Y(xk)) + f(xe1, Y (k1)) ] — il—zf"(G)- (4.16)

La expresion (4.16) se conoce como la regla del trapecio para aproximar
integrales.

[]

De manera similar se pueden obtener otros métodos de integracion numérica.
Si se toma j =2 en (4.14) y se aplica el polinomio de Lagrange que interpola
los puntos (xg,f(xx)), (xgr1,f(xks1)) ¥ (xk+2,f(xx42)), se obtiene la regla de
Simpson para aproximar integrales

J ey () = (8, (30)) + #8013 (1)) + B2, ¥ ()]

hS ()
— — . 4.1
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La idea es usar métodos de integracion numérica para aproximar la integral
en (4.12). Usando la regla del trapecio se obtiene nuevamente el método del
trapecio implicito (4.11). Por otro lado aplicando la regla de Simpson se tiene

Y (xkr2) = ¥(xx) :g [£0ck, ¥ (o)) + o1, Y (k1)) + Eek2, ¥ (x12)) ]

h5
_ 4

de donde se obtiene el MPML de dos pasos

Yo = ¥(xo0), Yy1 conocido,
Yi+2 = Yk + g (£ +4f 1 +fian],

que es comunmente conocido como el método de Simpson implicito . Este
método se presentd en la ecuacion (2.41) del Capitulo 2 como un ejemplo de
métodos implicitos.

4.4 WMeétodos de Adams

Entre los métodos deducidos por integracion numérica se destaca la familia de
métodos de Adams, los cuales se deducen de la expresion

Xk+1
Vot — Vi — f P(x)dx, .18)

Xje
donde P(x) es un polinomio que interpola a f(x,y(x)).

Si los métodos obtenidos de (4.18) son explicitos se conocen como métodos de
Adams Bashforth, y si son implicitos se conocen como métodos de Adams
Moulton.

Para obtener el método de Adams Bashforth de 2 pasos se debe aproximar la
funcién f(x,y(x)) por el polinomio de Lagrange de grado 1 que pasa por los
puntos (xx_1,¥x—1) Y (xx,¥x), es decir el polinomio

X — Xk

P, (X) = —fk—l +
Xk—1 — Xk Xk — Xk—1

P g (4.19)

De donde, tomando
XX

YT
se sigueque x —xy_| = huy x —x; = x—Xx;_1 —h = h(u—1). Sustituyendo estos
valores en (4.19), se tiene

y dx = hdu, (4.20)

P1<x) = ufk—i— (1 — u)fk_l.
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Por lo tanto, de la ecuacién (4.18) se obtiene

Xk+1

Yi+1 = y/ﬂrf Py (x)dx.

Xk

2
Y+l = y/<+f1 [uf + (1 — u)fy 1] hdu

|6 (-9

3 1
= h{ =, —=f,_1|.
Yi + (2k 2k1>

De aqui se obtiene la formula explicita de Adams Bashforth de 2
pasos (AB2)

h
Yi+1 = Yi+ §(3fk —fi1).

Este método puede ser escrito en la forma general (4.1) mediante la sustitucion
de k por k+ 1, de lo cual se obtiene

Y+ = Yer1 + 531 — ).

El método (4.21) fue obtenido de la integracién del polinomio P;(x) en el
intervalo [xg,x;. 1], donde P;(x) interpola los puntos (xx_1,fr—1) y (x,fr). A
fin de obtener un método que ofrezca mejores resultados se repite el proceso
anterior usando el polinomio P, (x) que interpola los puntos (xz_1,f;_1), (xx, fx)
Y (Xk+1,fk41), por tanto

e (o) (r—xk—1) (x—xx41) (x—x—1) (x—xz)
Py (x) = (xk—l_xk)(xkflixk+l)fk_l + (xk—xx—l)(xk—x;l)f + (X1 =Xk—1) (o1 X%

)fk+1-

(4.22)
Nuevamente considerando el cambio de variable (4.20) y sus consideraciones,
al sustituir en (4.22) se concluye que

u(u—1)
2

(u=1)(u—2)
2

Pz(x) = fk+1 —u(u—2)fk+ fi_q.

Por lo tanto de la expresion (4.18) se tiene

Xk+1

Yi+1 = Yk +J P> (x)dx.

Xk
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Luego
2Tu(u—1)

Yk+1:)’k+f1 7

| 2
2
=Yy +h /u_3_u_2 fr 01— u—3—u2 £, + u—3—3—u2+u
= Yk 6 4 k+1 3 k 6 1 1

h
=Yk + E(5fk+1 + 8f —fr_1).

De donde se obtiene la formula implicita del método de Adams Moulton de
2 pasos (AM2)

h
Vi1 =Yi+ E(ka+1 +8f —f_1).

Este método puede ser escrito en la forma general (4.1) mediante la sustitucion
de k por k + 1, de lo cual se obtiene

(4.23)

Yo = ¥(x0), yi1 conocido,
Yi+2 = Yk+1 + 1]1—2(5fk_|_2 + 8f 1 — fk).

Realizando de forma andloga el anterior proceso, se obtienen el método de
Adams Bashforth de 3 pasos, y los métodos de Adams Bashforth y de Adams
Moulton de 4 pasos que son de frecuente uso en la practica.

Método de Adams Bashforth de 3 pasos (AB3)

Yo = ¥(x0), ¥, conocido para 1 < p <2, (4.24)
Vi3 = Yer2 + 15 [23fi00 — 16f41 + 5£i]. '
Método de Adams Bashforth de 4 pasos (AB4)
Yo = ¥(x0), ¥p conocido para 1l < p < 3, (4.25)
Yira = Yies + o [55Fci3 + 590 + 378y 1 — 9] '

Método de Adams Moulton de 4 pasos

Yo = ¥(x0), ¥p conocido para 1 < p < 3,
Yira = Y43 + 7o [25 18544 + 6468, 3 — 26485 + 106f; 1 — 198;].

4.5 Consistencia, convergencia y estabilidad

En esta seccion se describe las propiedades de consistencia, convergencia y

estabilidad para los MPML, andlogamente como se hizo en el Capitulo 3 para
los MPU.
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Definicion 4.1. Para el MPML (4.1) de N pasos, el error local de discretiza-
cion 7, esta dado por
Z]]yzo a;y(xx + jh
Tk = A

N
LS Bt oyt ). @26)
j=0

Observacion 4.1. La expresion (4.26) se puede escribir como
N N
hte = > oy(xe+ jh)—h > By (x + jh). (4.27)

j=0 j=0

Si se expande y(x; + jh) y su derivada y'(x; + jh) en series de Taylor alrededor
de xi, se tiene

. 7o/ j2h2 " jphp (p)
Y+ jh) =y () + JhY () + =y () oo F oY (xg) +--- (4.28)
. . -2h2 -p—lhp—l
Y (k) =¥ () 4 o)+ S5y o) - Ty

(4.29)
Remplazando (4.28) y (4.29) en (4.27), y agrupando términos se tiene la
expresion

ht, = Coy(xi) + Crhy (x1) + CoR2y" (xi) + - - + CohPy P () + -,

donde los coeficientes constantes C; son

Co = Z aj,
j=0
N n
CH'_ Ez.jav__zzlﬁja
j=0 j=0
N 2 n
Cbzzzzzllégz__zzjjﬁﬁ
=0 " j=0

Definicion 4.2. El MPML (4.1) de N pasos es consistente con el problema de
Cauchy (2.12) siy solo si
lim ] = 0.
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Usando la Observacion 4.1 se puede decir que el MPML es consistente si y
solo si Cyp = 0y C; =0, ya que para la consistencia se necesita que |7z — 0
cuando i — O.

Definicion 4.3. El MPML (4.1) de N pasos tiene orden g si y solo si existen
constantes positivas Q, hg y g, independientes del paso de integracién & y del
subindice k, con 0 < h < hy, tales que el error local de discretizacion satisface

max |7 < Qh.

Usando la Observacion 4.1, el MPML (4.1) tiene orden ¢ si y solo si
Co=Ci=---= q=Oqu+17éO.

Observe que para asegurar que el MPML (4.1) es consistente basta probar que
el método tiene orden de consistencia g > 1, pues al ser el método de al menos
orden 1 se verifica que Cp = C; = 0, lo cual es equivalente a demostrar que el
método es consistente.

Definicion 4.4. El MPML (4.1) de N pasos es convergente si para todo
problema de Cauchy (2.12), se tiene que

}111’_{1(1) IYien| = |y Gersn) |

para todo x € [a,b], y para toda solucion {y,,y} de la ecuacion de diferencias,
que satisfacen las condiciones iniciales |y;| = |nj(h)|, donde ;llin}) In:(h)| = |yo

parai=0,1,... . N—1.

En el capitulo anterior se observé que la consistencia era una condicion nece-
saria y suficiente para asegurar la convergencia, la estabilidad solo tenia lugar
en el caso en el que se consideraba que la condicion inicial yg del problema
de Cauchy (2.12) estuviera perturbada y aun asi, la consistencia garantizaba la
estabilidad. En este capitulo se mostrara que para asegurar la convergencia de
un MPML es necesario garantizar consistencia y estabilidad.

Para los MPML el estudio de estabilidad cobra mayor relevancia que para
los MPU, pues para un MPML de N pasos (4.1), yo esta dada por la condi-
cion inicial del problema de Cauchy (2.12), pero los demas valores de inicio
Yi,---,YN—1, usualmente son calculados aplicando MPU, usando herramientas
estadisticas e incluso de datos experimentales. En cualquier caso, generalmente
los valores iniciales estdn sujetos a grandes errores numéricos, en este sentido
es importante saber como estos errores afectaran a las aproximaciones y; para
N < k, obtenidas por un MPML de N pasos (4.1). Por lo tanto en este caso se
estudiara la estabilidad de un MPML con respecto a pequefias perturbaciones
en las condiciones de partida.

Definicion 4.5. Se dice que el MPML (4.1) es estable si existe una constante
K tal que, para cualquier par de sucesiones {yiin} V {¥iin} las cuales han
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sido generadas por la aplicacion de (4.1) pero con diferentes valores de inicio
Y0,¥1s---,YN-1Y Y0, ¥1,---,¥YN_1, T€Spectivamente, se tiene que

[¥ienv = Yern | < Kméx {[lyo— Yol , [y1 = ¥il-- s lyv—1— Y1},
para h que tiende a 0.

A pesar de que la Definicion 4.5 permite entender intuitivamente la idea de
estabilidad en el sentido en que pequefias perturbaciones en las condiciones
iniciales dan lugar a pequefas perturbaciones en los datos de salida, es muy
tedioso usar esta definicién para verificar la estabilidad de un MPML. Por es-
ta razén se estudian técnicas alternativas mas sencillas que permiten verificar
la estabilidad de un MPML. Antes de empezar es necesario definir algunos
conceptos, los cuales se enuncian para el caso escalar.

Definicion 4.6. Dado el MPML,
N N
Z Ojyerj=nh Z B fi+
j=0 Jj=0

se conocen como el primer y segundo polinomio caracteristico del MPML a
los polinomios p(z) y ¢(z) respectivamente, donde

con oy = 1.

Usando la Definicién 4.6, se presentan a continuacion algunos teoremas que
permiten verificar facilmente la consistencia y estabilidad para un MPML.

Teorema 4.1. El MPML (4.1) es consistente si y solo si
p(1)=0, p'(1) =o(1).
Demostracion. El Teorema 4.1 resulta evidente, pues
O=p()=a+0q+-+a, =Cy,

es decir Cy = 0.
Por otro lado
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Por lo tanto usando la condicién del Teorema 4.1, p’(1) = o(1), se tiene

N N
0=p'(1)~0(1)= > jo— > Bj=C1.
j=0 j=0

Se concluye que si se cumplen las hipétesis del Teorema 4.1, se tiene que Cp = 0
y C1 = 1, de donde el MPML es consistente. L]
Ejemplo 4.2. Considere el problema de Cauchy

Y =0, (4.30)

y(X()) = 07

cuya solucion exacta es y(x) = 0. Analice las condiciones de convergencia al
aplicar a este SEDOP el MPML (4.1) .

Solucion. Aplicando el MPML (4.1) al SEDOP (4.30), se tiene la ecuacién en
diferencias homogénea

N
>0y =0. (4.31)
j=0

La expresion (4.31) es una ecuacion de diferencias homogénea (ver Apéndice
A.2), por lo tanto para encontrar la solucion de esta ecuacion se deben conside-
rar las raices del polinomio

N
pulz) = D e,
j=0

el cual coincide con el primer polinomio caracteristico de la Definicién 4.6. Si
se considera que todas las raices de este polinomio son distintas, entonces la
solucion de (4.31) es de la forma

Vi = d1r1f+d21’]2€+"'+d1v}'j]§;,

donde d;, 1 <i < N son constantes y se recuerda que se conoce una raiz del
polinomio, la raiz principal z; = 1. Si se supone que el MPML que se aplico es
convergente, se cumple que

yi — y(0) =0 cuando h — 0, parai =0,1,...,N—1.
Por lo tanto, se considera y; de la forma
Vi = h(di 7% +dors + -+ dyrk).
Dado que el MPML es convergente se cumple que y; — 0 cuando 2 — 0 o

cuando n — oo, siendo x = nh. Sin embargo, dado que
k

x .
Hmhrf = Iim /5 = x lim =L = Osiy solo si |r:| <1
h—0 J  kowk / k— o0 y |=’}\ ’
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es claro que el método no serd convergente si alguna de las raices z; tiene modu-
lo mayor que uno. Si se considera el caso en el que las raices del polinomio p(z)
tienen multiplicidad m > 1 de manera similar al caso anterior, se concluye del
Apéndice A.2, la solucion de (4.31) tiene la forma

vk =[di1+diok+- +di g k(k—1)(k—=2) - (k—my+2)| hri+
+[doy +daok+ -+ do ok (k—1)(k—2) - (k—ma+2)| hr5+

i+ djoket o dj k(= 1) (k= 2) - (k—m;+2) | 1,

donde Z){:lxx =Ny

lim a7 = lim Kk = x lim &1, (4.32)
— —>00 —00

El método serd convergente si y solo si el limite (4.32) es cero, esto ocurre
cuando ‘rj| < 1.
[]

El ejemplo anterior motiva la siguiente definicion de estabilidad.

Definicion 4.7. Se dice que el MPML (4.1) es estable si ninguna raiz del
primer polinomio caracteristico

N
pla) =) a2,
j=0

tiene modulo mayor que 1 y toda raiz con médulo 1 tiene multiplicidad 1.

La Definicion 4.7 usualmente se conoce como condicion de la raiz y ofrece
una técnica sencilla para verificar la estabilidad de un MPML.

Observacion 4.2. El Teorema 4.1 establece que para que un MPML sea con-
sistente, se debe cumplir que el primer polinomio caracteristico del método,
p(z), siempre tiene que tener la raiz z = 1. Esta raiz se denomina raiz principal
y serd de suma importancia en el estudio de la estabilidad absoluta para MPML,
en adelante esta raiz serd denotada por z;.

Observacion 4.3. Si se considera un MPU consistente, se tiene que el po-
linomio caracteristico para este método es de grado 1 y la unica raiz de este
polinomio es z = 1. Por lo tanto, por la Definicion 4.7 de estabilidad, si un MPU
es consistente entonces es estable. Es decir que para verificar que un MPU es
estable basta verificar que el método sea consistente.

Teorema 4.2. La consistencia y estabilidad del MPML (4.1) son condiciones
necesarias y suficientes para que el método sea convergente.

La demostracion del Teorema 4.2 puede ser consultada en [9].
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4.6 Estabilidad absoluta

La estabilidad absoluta de los MPML al igual que en el caso de MPU tiene que
ver con el problema de elegir un tamano de paso adecuado. Aunque la teoria
asegura buenos resultados para tamafios de paso que sean proximos a cero, en
la practica tomar tamafios de paso pequefios genera errores de redondeo. Por
lo tanto, en este capitulo se presentan algunas técnicas que permiten calcular
tamafios de paso para MPML que aseguren buenas aproximaciones numéricas.

Andlogo al estudio de estabilidad para los MPU en (3.31), la estabilidad abso-
luta para los MPML se estudia en un problema de Cauchy escalar de la forma

Y (%) = Ay(x). (4.33)
Aplicando un MPML como (4.1) al problema (4.33), se tiene

N N
Z Qjyksj = Ah Z Bivi+),
oy 20

es decir

N N
Z Ayt j— Ah Z Bivi+j=0. (4.34)
=0 =0

Por otro lado calculando el error local de discretizacion, se tiene

Z]]y:o a;y(x + jh)
h

N
T, = — A ) BiAyis. (4.35)
j=

Si se multiplica (4.35) por h y a este resultado se le suma la expresion (4.34),
se tiene

N

hty, = Z oy (xx + jh) MZﬁjykﬂ Z Y+ +MZZB]W‘+J
j=0

N N
— Z y(xx + jh) — Z OjVitj | — Ah Z BijJrj - Z Bjyk+j
=0 j=0 Jj=0 J=0

N N
Doy + jh) = i) — AR D Bi(y(e+ jh) = yes )
i=0 j=0

N
= > (04— ARB) (Y (xk+ jh) — Y ))-
0

~.

~.
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Si se toma & = Ah y se supone que AT, = W es constante, entonces se tiene la
ecuacion de diferencias

—hp;) ekt j= V. (4.36)

||M2

Por el Apéndice A.2, la solucion general de (4.36) es una sucesion {e,}, donde
cada término es de la forma

N
—k
€ = ZAri + l//,
i=0

donde z; €s una raiz del polinpmio Zj}’zo_(a = hp )2/ parai=0,1,...,N. Note
que las raices z; # 1, ya que si Zi = 1 se tiene que

2 hBJ = 7
lo que implica que
N N
doaj=h) B; (4.37)
Jj=0 j=0

Para que el MPML que se aplic6 sea convergente se debe de cumplir que
Z]]y:o o; = 0, por tanto de la ecuacion (4.37) se tiene que

N N
d.Bi=0=>Jjaj
j=0 j=0

por lo tanto si z; = 1, el método no seria convergente.
Nuevamente del Apéndice A.2 se tiene que una solucion particular de la ecua-
ci6n de diferencias (4.36) es

¢
ST
Pero
N
Z (04 = 0,
j=0
por tanto
B ¢
DYEY:S
Asi, la solucion general de (4.36) es
N
g=Yar 0 (4.38)
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Esta expresion permite conocer el comportamiento del error. Se observa que
el error depende significativamente del primer sumando, de manera que si una
raiz tiene médulo mayor que 1, el error crece si N crece.

Definicion 4.8. Se denomina polinomio de estabilidad absoluta del MPML
al polinomio

N
7(z,h) = p(z) —ho(z) = > (o;—hPj)z =0, (4.39)
j=0

donde i = Ah.

Definicion 4.9. Se dice que el MPML es absolutamente estable para un valor
de h = Ah dado, si para este h todas las raices Z; del polinomio de estabilidad
absoluta (4.39) satisfacen que

zi| <1, para i=1,2,...,N.
El conjunto
Q= {ﬁe C/|zi| < 1 para toda raiz z; de n(z,ﬁ)},

se conoce como region de estabilidad absoluta y la interseccion de esta region
con el eje real se conoce como intervalo de estabilidad absoluta.

Por ejemplo, para el método de Adams Bashforth de 2 pasos (4.21) el polinomio
de estabilidad absoluta es

w(z,h) = 2° — <1+%>z+ﬁ. (4.40)
2 2

En la Figura 4.1 se muestra la region de estabilidad para el método de Adams

Bashforth de 2 pasos, la cual fue disefiada usando Matlab. Inicialmente se cal-

cularon las raices del polinomio (4.40) para un conjunto de valores de 4 en las

vecindades del origen del plano complejo, luego para estas raices se presento

graficamente las que cumplieron con la condicién |z7;| < 1.
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0,8if
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Figura 4.1: Region de estabilidad absoluta AB2.

4.7 Problemas propuestos

Para complementar un entendimiento general a los métodos de paso multiple,
se recomienda al lector la investigacion de otros métodos que se encajan en
esta categoria. Entre ellos se encuentran por ejemplo la familia de métodos
implicitos BDF, Backward differentiation formula, como los presentados en
[3]. Analizar la estabilidad para algunos de los métodos BDF en EDO. Con
el fin de verificar los conceptos de este capitulo se proponen los siguientes
problemas.

4.7.1 Problemas de practica

Problema 4.1. Siguiendo lo solicitado en el Problema 3.1, realizar una tabla
donde para & = 0.1 en cada paso de tiempo se determine el error local de dis-
cretizacion y el error global de discretizacion en la aproximacion de cada pro-
blema de Cauchy propuesto con el método del punto medio en (4.5). Analizar
los resultados y concluir sobre la convergencia en cada uno de los problemas
aproximados.

Problema 4.2. Verificar la regla de Simpson en (4.17) para integracion
numérica.
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Problema 4.3. Usando la regla del trapecio en (4.16), deducir el método AB3
en (4.24).

Problema 4.4. Analizar la consistencia de los métodos AB2 y AM2, respec-
tivamente en (4.21) y (4.23).

Problema 4.5. Realizar lo propuesto en el Problema 3.1 aplicando el método
de AB2.

4.7.2 Proyecto intermedio MPML

Un proyecto interesante para los MPML es realizar la implementacion de los
métodos de Adams Bashforth de 2 pasos. Ademads, aunque es un método implici-
to, desarrollar el algoritmo para Adams Moulton de 2 pasos. Para solucionar
ecuaciones no lineales aplique el método de Newton, ver [32]. Comparar los
resultados numéricos con un método predictor-corrector, observando los tiem-
pos computacionales. Intente concluir sobre la eficacia del método implicito
al compararla contra el método predictor-corrector que transforma el método
en explicito y evita la necesidad de solucién numérica. Aplicar lo desarrollado
al modelo de marca pasos presentado en el Proyecto inicial 2.4.2. Por ultimo,
investigar las ventajas y desventajas entre los resultados del Proyecto interme-
dio MPU 3.6.2 y los que se obtienen con la realizacidn de esta nueva actividad.
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(5. Validacion de implementaciones

En este apartado se realizan diferentes simulaciones numéricas con el objetivo
de verificar los resultados tedricos presentados en los capitulos anteriores res-
pecto a consistencia, estabilidad y convergencia de los métodos estudiados al
compararse con EDO a las que se les conoce la solucion exacta.

5.1 Problemas para estudio numérico

Algunos de los problemas con los que se han realizado las pruebas numéricas
son para EDO reales e imaginarias y otros para SEDOP, esto con el fin de
verificar las propiedades tedricas de los métodos en cada caso. A continuacidén
se presentan los problemas que se usaran para verificar las implementaciones
realizadas en Matlab, ver [17].

Problema 5.1.
Y (x) = —y(x) + 2cos(x),
y(0)=1, xe[0,1].
Con solucién exacta y(x) = sen(x) +cos(x) y y(1) = 1.3818.
Problema 5.2.

{y%x) = cos(x)y(x),
y(0) =1, xe[0,20].

Con solucién exacta y(x) = %) y y(20) = 2.4916.
Problema 5.3.

{y%x) = —15y(x),
y(0) =1, x€]0,20].

Con solucién exacta y(x) = e 1>¥ y y(20) = 5.1482 x 10~ 131
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Problema 5.4.

Y () =y(x)*+1,

y(0) =0, xe€[0,1.2].
Con solucién exacta y(x) = tan(x) y y(1.2) = 2.5721.
Problema 5.5.

Y (x) = (=14 2i)y(x),

y(0)=1, x€e]0,20].
Con solucién exacta y(x) = e(~1+2)% y y(20) = —1.3746 x 1072 + 1.5357 x
107
Problema 5.6.

u(x) —2v(x) +4cos(x) —2sen(x)
v’(x) = 3u(x) —4v(x) + 5cos(x) — Ssen(x),
1, v(0) =2, xel0,1].

Con solucién exacta u(x) = sen(x) + cos(x), v(x) = 2cos(x) y u(1) = 1.3818,
v(1) = 1.0806.

Problema 5.7.

W (x) = —2u(x) + v(x)

V(x) = u(x) = 2v(x),

u(0) =0, v(0) =2, xe[0,20].
Con solucién exacta u(x) = e —e 3, v(x) = e ¥ + e > y u(20) = 2.0611 x
1072, v(20) = 2.0611 x 10,
En las pruebas numéricas se calculara el error global de discretizacion, el cual
en el caso escalar es e, = |y(xx) — vk|, es decir la diferencia entre la solucion
exacta y la solucion aproximada. En el caso vectorial el error global es

er = |y(xx) — ¥x| «, donde se considera la norma infinito (2.36). Para calcular el
orden de convergencia p se usa la expresion

€(k,h
P = logZ ( kh) > )
€(k.h/2)

donde ey ,) denota el error global en x; obtenido con tamaiio de paso A.

5.2 Métodos de paso Unico

Cada uno de los problemas 5.1 - 5.5, fueron seleccionadas con la idea de explo-
rar ciertas propiedades como son el comportamiento de la solucién numérica
en EDO lineales, no-lineales, reales y complejas. Por otro lado, a fin de tener
soluciones exactas en el caso de SEDOP se tienen los problemas 5.6 y 5.7,
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ambos son lineales con coeficientes constantes pero se diferencian en que el
primero es no homogéneo y el segundo es homogéneo segin como se definid
en la Seccion 2.2. Las aproximaciones en un SEDOP no lineal, en el que no se
tiene una solucion analitica, se presentardn en la Seccién 6.2 con la aplicacion
de un modelo para el VIH-SIDA.

Se han implementado los métodos de Euler, Taylor 2, RK22, RK33, RK44 y
RKS56. El célculo de derivadas parciales, necesarias en los métodos de Taylor,
se realizaron analiticamente con el fin de centrarnos en los errores numéricos y
propiedades especificas del método y no de la aproximacion de estas derivadas.

En el transcurso de esta seccion se presentaran diferentes simulaciones numéri-
cas con las implementaciones realizadas, a fin de analizar ventajas y desventajas
de usar un determinado método.

La primera de las propiedades que se verificara es la convergencia y el orden
que ella tiene en cada uno de los métodos segun lo presentado en la
Seccion 3.2.

5.2.1 Convergencia

Los métodos numéricos implementados son convergentes; por lo tanto, las
implementaciones deben cumplir que a medida que se elijan tamafios de pa-
so cada vez mds pequeiios, el error global tome valores cada vez mas pequefios.
Ademas de verificar que el error esta disminuyendo es importante verificar si
estd disminuyendo con el orden esperado para cada método.

Las tablas 5.1, 5.2 y 5.3 corresponden a los errores y ordenes estimados en la so-
lucion de los problemas 5.1, 5.2 y 5.6, respectivamente, mediante la aplicacion
de algunos MPU. En los tres problemas se determind una solucién numérica
para cada uno de los métodos considerados usando un tamafo de paso inicial
de h = 27! y posteriormente para encontrar una nueva aproximacion se redujo
este tamafo de paso a la mitad. En estas tablas se puede observar que el error
esta bajando con el orden esperado para cada método.

Adicionalmente, de los resultados en las tablas 5.1, 5.2 y 5.3, también se con-
cluye que el método RK56 genera los resultados mas precisos. Sin embargo,
los errores para i = 27> se encuentran cerca a la precisién de maquina en cada
aproximacion y por tal motivo, para este método no es conveniente usar valores
de tamanos de paso muy pequefios. En contraste, el método de Euler es el de
menor precision e incluso, se debe continuar reduciendo el valor del tamafio
de paso para que el error sea adecuado. Esto también puede generar problemas
numeéricos.
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Método h Error e Orden Método h Error ex Orden
271 2.45809 x 107! 2—1 5.41752x 1073
272 1.13014 x 107! 1.12102 272 6.13386 x 107*  3.14276
Euler 273 5.44431x1072 1.05369 RK33 273 7.25708 x 107>  3.07933
274 2.67465x 1072 1.02539 274 8.81497x 1076  3.04136
275 1.32591 x 1072 1.01236 275 1.08590 x 10~°  3.02106
271 1.59322 %1072 271 6.24409 x 1074
272 271879 x 1073 2.55090 272 3.47545x 107  4.16722
Taylor2 273 5.54569 x 10~* 2.29353 RK44 273 2.04165x107% 4.08938
274 1.24872x107% 2.15091 274 1.23608 x 1077 4.04589
275 2.96060 x 107> 2.07649 275 7.60216 x 1072 4.02322
21 7.11069 x 1072 271 1.26283 x 107
272 1.58148 x 1072 2.16870 272 3.82736x 1077 5.04417
RK22 273 3.72500 x 1073 2.08596 RK56 273 1.16370x 1078  5.03955
274 9.04064 x 1074 2.04274 274 3.57799 x 10719 5.02342
27 222710 x 107*  2.02125 275 1.10846 x 107! 5.01254
Tabla 5.1: Convergencia MPU, Problema 5.1.
Método h Error ex Orden Método h Error ex Orden
21 2.31889 21 415463 x 1072
272 1.76439 0.39426 272 3.84758 x 1073 3.43269
Euler 273 1.12976 0.64316 RK33 273 4.43460x 107* 3.11707
274 6.46712x 101 0.80481 274 545722 x107°  3.02256
275 347126 x 107! 0.89766 275 6.81450 x 107%  3.00148
271 3.49363 x 1072 21 2.19803 x 1073
272 1.92863 x 1072 0.85714 272 8.34044 x 107> 4.71994
Taylor2 273 7.37975x 1073 1.38593 RK44 273 3.82879x107% 4.44516
274 2.14251 x 1073 1.78427 274 1.97936 x 107 4.27378
270 5.72599 x 10~*  1.90370 270 1.10839 x 1078 4.15848
2= 222447 x 107! 271 1.05354 x 1073
272 4.00038 x 1072 2.47525 272 3.37597 x 107> 4.96380
RK22 273 8.55285x 1073 2.22566 RK56 273 1.06307 x 107 4.98898
2% 197299 x 1073 2.11601 274 3.33351x 1078  4.99505
275 472907 x 107*  2.06075 275 1.04345x107°  4.99760

Tabla 5.2: Convergencia MPU, Problema 5.2.
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Método h Error ey Orden Método h Error ex Orden
271 2.18818 x 107! 21 194718 x 1072

272 1.20406 x 10~! 0.86181 272 1.52701 x 1073 3.67260
Euler 273 6.05322x 1072 0.99213 RK33 273 1.47435x107* 3.37256
274 3.02705x 1072 0.99979 2% 1.61565x 107>  3.18988
275 1.51303 x 1072 1.00046 275 1.89099 x 107¢  3.09490
2=l 217215 x 1072 21 299866 x 1073
272 6.56278 x 1073 1.72674 272 7.68028 x 107 5.28701
Taylor2 273 1.73316 x 103 1.92090 RK44 273 259629 x 1076  4.88663
274 4.40489 x 107*  1.97622 274 1.23637x 1077 4.39226
275 1.10771 x 107%  1.99152 275 6.76312x 1077 4.19228
21 1.18706 x 10! 2=l 330900 x 1074
272 1.97107 x 1072 2.59034 272 578134 x107% 5.83884
RK22 273 432157x1073 2.18935 RK56 273 1.27089x10~7 5.50749
274 1.03594 x 1073 2.06061 274 3.26119x 1072  5.28429
270 2.54185x 107*  2.02699 270 9.17443 x 1071 5.15163

Tabla 5.3: Convergencia MPU, Problema 5.6.

Si se consideran tamanos de paso demasiado pequefios pueden generarse gran-
des errores de redondeo que afectan a la solucion numérica. La Figura 5.1 in-
cluye el comportamiento del error absoluto al comparar la solucién numérica
y la exacta del Problema 5.1, para los diferentes métodos. A diferencia de la
Tabla 5.1 en la que el tamafio de paso se reduce de 2! a 27°, en esta figura el
tamafio de paso se reduce desde 2! hasta 2713

Log(EG)

-16

Se resalta que
de 10~ ! hasta

‘ —e— Error Euler—A—Error Taylor 2

Error RK22 —6— Error RK33 —#— Error RK44 —=— Error RK56

Log(h)

Figura 5.1: Convergencia MPU, Problema 5.1.

el método de Euler tuvo una reduccion del error desde un orden
10~4, 1o cual es una variacién pobre al compararla con la de los
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otros métodos de orden superior para los que el error llega a reducirse entre
una precisién de 1078 y 107>, Ademds, se puede concluir que efectivamente
los métodos de Taylor 2 y RK22 tienen el mismo orden, dado que las rectas
azul y verde respectivamente relacionadas con los resultados de estos métodos,
son paralelas. Incluso al comparar estos dos métodos, Taylor 2 produce un error
menor que RK22, esto se debe a que el calculo en las derivadas parciales para el
método de Taylor 2 se realiz6 de forma analitica. En la Figura 5.1, debido a las
escalas logaritmicas en ambos ejes, también es posible relacionar la pendiente
de las rectas con el orden de convergencia, entre mayor inclinacion mayor es el
orden del método.

De la Figura 5.1, también se observa que para el método RK56 no es reco-
mendable usar un tamafio de paso tan pequefio, ya que para tamafios de paso
menores que i = 278 la precisién finita del computador hace que se produzcan
errores de redondeo que afectan significativamente al error global de discretiza-
cion. De manera similar para el método RK44 no se producen buenos resultados
para tamafios de paso menores que 2~ '!. Los valores de aproximaciones obte-
nidas con estos dos métodos, luego de pasar el cero computacional de 1071° ya
no son confiables y deben ser descartados.

En las implementaciones de los métodos la eleccion de tamanos de paso dema-
siado pequenos no siempre produce buenos resultados, por tal motivo se evi-
dencia en la practica la importancia que tiene el estudio de estabilidad absoluta
para los MPU.

5.2.2 Estabilidad absoluta

Con el fin de evaluar la region de estabilidad absoluta para el método de Euler
en problemas que involucren parametros complejos, siguiendo los conceptos
presentados en la Seccidn 3.5, se considera el Problema 5.5. Dado que para este
estudio se toma como modelo la EDO (3.31), se concluye que para el Problema
5.5 se tiene A = —1 +2i y por lo tanto Ah = —h + 2hi. Para que Ah esté dentro
de la region de estabilidad absoluta del método de Euler, que es el interior de un
circulo de centro en (—1,0) en el plano complejo (3.33), se debe cumplir que

[(=h) — (=) + (2h)* < 1,

es decir que h(5h —2) < 0. Por lo tanto, para asegurar la estabilidad absoluta
al aplicar el método de Euler para aproximar la solucién de este problema, se
debe elegir h e (0,0.4).

En la Figura 5.2 se presenta el error obtenido para dos valores de A, uno dentro
del intervalo (0,0.4) y otro fuera de este intervalo. Se observa que para & fuera
del intervalo, el cual tiene el error de color azul, se obtienen grandes errores,
en este caso para x = 20 el error fue de 53.41, mientras que para & dentro del
intervalo se observa que el error disminuye considerablemente, en x = 20 el
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error fue 0.67. Con esta simulacion, se verifica numéricamente que para obtener
buenas aproximaciones numéricas se deben tomar tamafos de paso dentro de
la region de estabilidad.

| #—h=0.392—-h=0.488|
60 T T T

LN
o
\

—_—
@

) 2 4 6 8 10 12 1416 18 20

Figura 5.2: Estabilidad absoluta Euler, Problema 5.5.

Para los problemas 5.3 y 5.7 se realizaran diferentes simulaciones numéricas
con los métodos de Euler y RK33, para tamafios de paso dentro y fuera de las
regiones de estabilidad absoluta, presentadas en la Tabla 3.1 y en la Figura 3.1
del Capitulo 3.

En el Problema 5.3 se tiene que A = —15; por lo tanto, los intervalos de
estabilidad absoluta para los métodos de Euler y RK33 en este problema son
respectivamente:

m —2<—-15<0=0<h<0.1334.
m 251 < —-15%<0=0<h<0.1673.

En la Figura 5.3 se presenta en color rojo la solucion exacta del Problema 5.3,
junto con dos soluciones numéricas, de color azul, obtenidas de aplicar el méto-
do de Euler con tamaiios de paso Ay = 0.1428 y h,; = 0.1307, que estin fuera
y dentro del intervalo de estabilidad absoluta, respectivamente. Se verifica que
para h, los resultados numéricos son inaceptables ya que la diferencia maxima
entre la solucién numérica y la solucién exacta es del orden de 108. Mientras
que para h,;, aunque al inicio hay oscilaciones se tiene que la diferencia maxi-
ma entre la solucion numérica es de 1 unidad y esta diferencia disminuye con-
forme avanza el proceso de integracion. A pesar de que &, se encuentra dentro
del intervalo de estabilidad, es muy cercano al valor extremo de este intervalo
lo que justifica la inestabilidad inicial presente en la Figura 5.3 (b).



98 Validacion de implementaciones
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(a) Euler, h,;; = 0.1428.

0.5 7

0 5 10 15 20
X

(b) Euler, h,z = 0.1307.

Figura 5.3: Estabilidad absoluta método de Euler con /4 critico, Problema 5.3.

Para mejorar los resultados obtenidos usando 4., la Figura 5.4 muestra los re-
sultados de aplicar el método de Euler con tamafios de paso hsx y hyg, los cuales
estan dentro del intervalo de estabilidad absoluta y son de menor magnitud que
h,r. En esta figura, se hace un acercamiento en la region que se presenta la di-
ferencia maxima entre la solucion exacta y la solucion numérica. Se concluye
que para hyy = 0.0667, el cual se encuentra en la mitad del intervalo (0,0.1334),
la aproximacion se acerca en forma mds suave a la solucion exacta, como se
observa en la Figura 5.4 (b). Aunque h;z = 0.1000 también aproxima con
buena precision la solucion, por lo obtenido en la Figura 5.4 (a), se observa
que al ser un valor de paso mds cercano al extremo derecho del intervalo de
estabilidad para x pequefio la convergencia se da de forma oscilante.
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Figura 5.4: Estabilidad absoluta método de Euler, 4 en region de estabilidad.
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En el caso de la estabilidad absoluta para el método RK33, en la Figura 5.5 se
presenta en color rojo la solucion exacta del Problema 5.3 junto con dos solu-
ciones numéricas en azul con tamafios de paso gz = 0.1709 'y
horizs = 0.1667, que estan fuera y dentro del intervalo de estabilidad absolu-
ta respectivamente. Al igual que lo sucedido con el método de Euler, se observa
que para el tamafo de paso fuera del intervalo de estabilidad absoluta la dife-
rencia entre la solucién numérica y la solucion exacta es muy grande, mientras
que para un tamano de paso ligeramente dentro del intervalo de estabilidad, en
inicio se presentan grandes oscilaciones que disminuyen su magnitud conforme
avanza el proceso de integracion.

oX 10*

- 0 AAAAAAAN AAVAVAMAAM
Y VVVV

2 5 10 15 20
X

(a) RK33, thK33 = 0.1709.

1 T T T T

0.8t — Solucién numérica Runge Kutta 3
— Solucién exacta
0.6}

0.4

0.5 MAMMMMAMMMMMMMM/\I\AAAAAAAAA
0.2 VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

0.4
-0.6;
-0.81

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
(b) RK33, hygisz = 0.1667.

Figura 5.5: Estabilidad absoluta método RK33, valores de / criticos, Problema 5.3.

En la Figura 5.6 (a) y (c) se presentan mejores aproximaciones obtenidas de
aplicar el método RK33 respectivamente, con tamafnos de paso hszgs; = 0.1250
y harx3z = 0.1000 que estan dentro del intervalo de estabilidad absoluta y no son
tan cercanos a los extremos del intervalo. En esta figura se hace un acercamiento
de la region en la que se presenta la diferencia maxima entre la solucion exacta
y la soluciéon numérica.



Validacion de implementaciones

101

0.8}
0.6}
04
0.2

0.2
04 ‘ ‘ ‘

0 5 10 15
X

(a) RK33, h3RK33 =0.1250.

05

20

04+
0.3+
0.2+

> 041}

-0.1r
-0.21

0 05 1 15
X

(b) Zoom de (a).

0.8}
0.6}

> 04

0.2

02 5 1)‘9 15

(c) RK33, hyrgs; = 0.1000.

04

0.3}

0.2r

01+

o 05 1 15
X

(d) Zoom de (c).

20

Figura 5.6: Estabilidad absoluta método RK33, / en la region de estabilidad.
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Las simulaciones numéricas realizadas al Problema 5.3 mediante los métodos
de Euler y RK33 evidencian numéricamente la importancia del estudio de es-
tabilidad absoluta para los MPU, ya que a pesar de que los métodos implemen-
tados cumplen las propiedades tedricas de consistencia, convergencia y estabi-
lidad, es indispensable elegir un tamafio de paso adecuado para obtener buenos
resultados.

En el caso de sistemas EDO, tedricamente el intervalo de estabilidad absolu-
ta estd influenciado por uno de los valores propios del sistema, para verificar
numéricamente este hecho se considera el Problema 5.7 que es un sistema de
primer orden con dos EDO.

Segtin los valores propios del Problema 5.7, A; = —1 y A, = —3, los intervalos
de estabilidad absoluta para los métodos de Euler y RK33 en este problema son
respectivamente:

m 2<AMh<0=-2<-h<0=0<h<?2,
2 <Mh<0=-2<-3h<0=0<h<0.6667.

m 25l <Mh<0=-251<-h<0=0<h<?2.51,
251 <MHh<0=-251<-3h<0=0<h<0.8366.

Las figuras 5.7 y 5.8 incluyen las soluciones exactas del sistema del Proble-
ma 5.7 en rojo. En las figuras 5.7 y 5.8 también se presentan las soluciones
numéricas para cada una de componentes vectoriales (u#-azul, v-verde) obteni-
das de aplicar los métodos de Euler y RK33, respectivamente. En estas figuras
se han utilizado diferentes tamafios de paso, dentro y fuera de los intervalos de
estabilidad absoluta para las aproximaciones numéricas.

Estas simulaciones numéricas permiten observar que tanto para el método de
Euler como para RK33 el valor propio A = —3 es el que determina el intervalo
de estabilidad absoluta para el Problema 5.7. Esto era de esperarse ya que al
observar, por ejemplo para el método de Euler, el tamafio de paso debia cumplir
dos condiciones:

O<h<2 y 0<h<0.6667,

donde la condicion con mayor restriccion era la asociada con el valor propio
A = —3. Es decir que para garantizar la estabilidad absoluta para los métodos
de Euler y RK33, respectivamente el tamafio de paso debe pertenecer a los
intervalos (0,0.6667) y (0,0.8366).
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Figura 5.7: Estabilidad absoluta método de Euler, Problema 5.7.
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Figura 5.8: Estabilidad absoluta método RK33, Problema 5.7.
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Dado que los intervalos de estabilidad absoluta son mayores para los métodos
implicitos que para los explicitos, es interesante estudiar este comportamiento
y asi se incluye la simulacion numérica de un método implicito, se recomienda
ver [9]y [21].

Aplicando el método de Euler implicito (2.39) al Problema 5.3 se tiene que
Y1 = Yie— 15hyi41.
Luego despejando yy. 1, se obtiene la expresion

_ Yk
Yi+1 1+ 15h ’
que es una féormula explicita para aproximar el Problema 5.3.

En la Figura 5.9 se observa que para los valores de i,z = 0.1428 y h,y = 0.1307,
que estan fuera y dentro de las regiones de estabilidad del método de Euler en el
mismo problema, el método de Euler implicito ofrece buenos resultados. Esto
se debe a que las regiones de estabilidad absoluta para los métodos implicitos es
mayor que en los métodos explicitos. Sin embargo, en la practica los métodos
implicitos no son de uso comun porque no siempre se puede despejar el valor de
Vi1, por lo cual para obtener un valor de y; | de una ecuacidn implicita se debe
usar métodos numéricos para resolver ecuaciones como el método de Newton,
ver [32]. Esto puede aportar errores numéricos y una dificultad adicional en la
solucion de los SEDOP.

( —Solucidén numérica Euler implicito —Solucién exacta )
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(b) Euler, h,; = 0.1307.

Figura 5.9: Estabilidad absoluta método de Euler implicito, Problema 5.3.
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Comparando los métodos de Euler y RK33 en cuanto a las simulaciones pre-
sentadas se concluye que es mas conveniente usar métodos de alto orden ya
que estos presentan regiones de estabilidad mas grandes, es decir que se pue-
de obtener buenos resultados con tamafios de paso mayores, lo cual disminuye
costos computacionales.

5.2.3 Prueba de tiempo

El costo computacional tiene que ver con la cantidad de recursos computacio-
nales que usa un algoritmo para resolver un problema, donde los recursos de
mayor interés son la memoria que emplea el algoritmo y el tiempo que tarda
el algoritmo en ejecutarse. En este texto para comparar el desempefio de los
métodos implementados solo se considera el costo temporal.

Dado que la aproximacion numérica de los problemas tratados en este traba-
jo no demandan tiempos considerables, se considera el Problema 5.1 sobre el
intervalo de integracion [0,200] para aumentar el tiempo de computo. En la
Figura 5.10 se muestra la relacion obtenida entre el tiempo de computo (en se-
gundos ) y los diferentes errores producidos en la aproximacion a y(200) para el
Problema 5.1, partiendo de un paso de integracion inicial 2 = 2 y disminuyendo
este valor a la mitad en cada aproximacion. En esta figura los errores se tienen
en escala logaritmica para centrarnos en el exponente del error y se observa que
para disminuir el error es necesario mayor tiempo de computo.

| —e-Euler-&-Taylor 2-+-RK22-4-RK33-*-RK44 —=RK56|

2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
|

-5

2 2.5 3 3.5 4 4.5
CPU en segundos

Figura 5.10: Prueba de tiempos MPU, Problema 5.1.

Adicionalmente, se observa de la Figura 5.10 que el método de Euler es el
que toma menor tiempo computacional pero los errores son de baja precision.
Por otro lado los métodos RK44 y RK56 son los que producen resultados con
mayor precision, pero demandan mayor tiempo de computo.
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Comparando los métodos de RK44 y RKS56 en la Figura 5.10 se observa que a
pesar de que el método RK56 emplea mas tiempo en el calculo que el método
RK44, este ofrece resultados mds precisos, sin embargo la tltima aproximacion
el error global es menor en el método RK44 y esto se debe a que el RK56
alcanz¢ el orden de méaquina y los valores finales dejan de ser confiables.

Finalmente, de la Figura 5.10 se concluye que en la ultima aproximacion que
corresponde al tamafo de paso i = 0.00024, el método RK44 presenta un error
global de 4.66293 x 10~ y la aproximacién fue obtenida en 2.714 segundos.
Mientras que para el método RK56 el error fue de 9.21485 x 10~ 13 y la aproxi-
macion fue obtenida en 4.095, por tanto se concluye que para tamafios de paso
pequefios el método RK44 ofrece resultados mas precisos que el método RK56
y €n menor tiempo.

La diferencia de tiempos de célculo entre los métodos RK44 y RK56 se justifica
en el hecho de que mientras que en el método de RK44 se realizan 4 evalua-
ciones en la funcidn f por cada paso, en el método RK56 es necesario realizar
6 evaluaciones de la funcién f, lo que obviamente demanda mas tiempo de
coOmputo.

5.3 Métodos de paso miiltiple

De forma andloga a la seccién anterior, en esta seccion se muestran algunos
resultados numéricos en base a las propiedades tedricas correspondientes a los
MPML del Capitulo 4 de este trabajo.

Se han implementado los métodos de Adams Bashforth de ordenes 2, 3 y 4
(AB2, AB3 y AB4, respectivamente), que corresponden a los métodos (4.21),
(4.24) y (4.25). Las simulaciones numéricas obtenidas de estas implementacio-
nes permiten determinar ventajas y desventajas de usar un determinado método.

Antes de empezar es importante mencionar que en algunos de los resultados
que se presentan a continuacion se ha supuesto que todos los valores iniciales
para los métodos de Adams son calculados de forma exacta a no ser que se diga
lo contrario.

5.3.1 Convergencia

Para verificar numéricamente la convergencia se ha considerado los problemas
5.1, 5.2 y 5.6 partiendo de un tamafio de paso inicial # = 273 y reduciendo
este valor a la mitad en cada aproximacion. Sobre la aproximacion numérica
obtenida para estos problemas, en las tablas 5.4, 5.5 y 5.6, se puede observar que
el error estd bajando con el orden esperado para cada método, sin embargo si
se consideran tamafios de paso demasiado pequefios pueden generarse grandes
errores de redondeo que afectan a la solucion numérica.
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Método h Error e Orden
273 1.19334 x 1073
274 291899 x 107*  2.03146
AB2 270 7.17306 x 107> 2.02481
276 1.77467 x 107> 2.01503
277 441148 x10°°  2.00822
273 517271 x 1074
274 7.13303x107°  2.85833
AB3 279 928717x10°% 2.94120
276 1.18274x107% 2.97310
277 149168 x 10~7  2.98712
273 1.42537 x 107
274 944054 x 1077 3.91632
AB4 275 588113x10°%  4.00470
276 3.63915x107° 4.01442
277 225836 x 10710 4.01024

Tabla 5.4: Convergencia MPM, Problema 5.1.

Método h

Error ey

Orden

23
2—4
AB2 27
2—6
2—7

1.82998 x 102
5.34438 x 1073
1.43079 x 103
3.69455 x 10~*
9.38294 x 107

1.77573
1.90120
1.953334
1.97729

2—3
2—4
AB3 27
276
2—7

8.47887 x 1073
1.08230 x 103
1.37559 x 1074
1.73601 x 1073
2.18102 x 10~°

2.96976
2.97597
2.98620
2.99270

273
2—4
AB4 279
2—6
277

1.16350 x 103
5.37009 x 107>
2.71931 x 10~°
1.49348 x 10~
8.67899 x 10~°

4.43739
4.30363
4.18648
4.10501

Tabla 5.5: Convergencia MPML, Problema 5.2.
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Método h Error e Orden
273 4.09536 x 1073
274 1.07441 x 1073 1.93043
AB2 270 274846 x 107*  1.96686
276 694833 x107°  1.98388
277 1.74666 x 107> 1.99206
273 644371 x 1074
274 8.52866 x 1075  2.91750
AB3 277 1.08846x 107>  2.97002
276 1.37301x107% 2.98688
277 1.72358 x 1077 2.99386
273 3.66991 x 1077
274 3.07576 x 107%  3.57673
AB4 272 2.11800x 10~7  3.86016
276 1.38082x 1078  3.93910
2=7 8.80160 x 1010 3.97162

Tabla 5.6: Convergencia MPML, Problema 5.6.

La Figura 5.11 corresponde a la solucién numérica del Problema 5.1 mediante
los métodos de Adams. Aqui se observa que el método AB4, a partir de cierto

tamafio de paso el error no decrece linealmente y tiende a aumentar.

| —e— Error AB2 —&— Error AB3 —— Error AB4]

YL ;\./-\ /‘/’

_160 -4.5 44 —3.5

3 5

2.
Log(h)

Figura 5.11: Convergencia MPML, Problema 5.1.

5.3.2 Prueba de tiempos

Para realizar una prueba de tiempos a los métodos de paso multiplo implemen-
tados, se considera el Problema 5.1 sobre el intervalo de integracion [0,200].
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En la Figura 5.12 se muestran los diferentes errores producidos en la aproxima-
cién a y(200) para el Problema 5.1, partiendo de un paso de integracién inicial
h =2~ !y disminuyendo este valor a la mitad en cada nueva aproximacion.

|- AB2 —&— AB3 —— AB4|
80 T T

18'}%‘&% © - o

20 0204 05 08 1 12 14 16 18
CPU en segundos

Figura 5.12: Prueba de tiempos MPML, Problema 5.1.

De las implementaciones realizadas, el método AB4 ofrece mejores resultados
y la diferencia de tiempos entre cada uno de los métodos de Adams no es signi-
ficativa, ya que en las implementaciones de los métodos de Adams, a partir de
cierta iteracion se utiliza las evaluaciones de f de pasos anteriores, por lo cual
se recomienda hacer inicamente una evaluacién de la funcién f en cada nueva
iteracion.

5.3.3 Valores iniciales Adams Bashforth

En las simulaciones anteriores se ha calculado los valores iniciales para los
métodos de Adams usando la solucion exacta del problema, en la préctica esto
no es posible. Generalmente se suele usar un MPU para calcular los valores
iniciales de un MPML.

En la Tabla 5.7 se muestra algunos resultados obtenidos aplicando el método
de AB4 al Problema 5.2, donde el calculo de los valores iniciales se ha reali-
zado mediante los métodos de Euler y RK44. Inicialmente se usé el método de
Euler y RK44 con el mismo tamafio de paso que el método de AB4, h = 273,
Puede observarse que se obtiene mejores resultados usando el método RK44
en el célculo de los valores iniciales. A fin de mejorar los resultados de usar el

método de Euler en el célculo de los valores iniciales se usa un tamafio de paso
deh=27".
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xx  Error ex, AB4  Error ex, E-AB4  Error ex, E-AB4 h/4  Error e, RK44-AB4

0.1 0 4.98683 x 1073 1.29167 x 1073 8.46348 x 1078
0.2 0 1.03280 x 1072 2.67299 x 1073 1.82482 x 10~
0.3 0 1.58405 x 102 4.09359 x 103 2.90106 x 1077
0.4 2.48135x107> 1.75603 x 102 4.51912x 1073 2.44909 x 1072
0.5 4.89248 x 107> 1.89021 x 102 4.84841 x 1073 4.85778 x 1072
0.6 6.24625x 107> 2.06717 x 102 5.29558 x 103 6.20827 x 1072
0.7 6.34433x 107> 2.24334 x 1072 5.75005 x 103 6.30311 x 107
0.8 4.77791 x 107>  2.41420 x 102 6.20319 x 1073 4.73359 x 1075
0.9 1.21518x 107> 2.58244 x 1072 6.66437 x 1073 1.16785 x 1072
1.0 4.41085x 107> 2.74290 x 1072 7.12075 x 1073 4.46102 x 107>

Tabla 5.7: Valores iniciales AB4 con Euler y RK44, Problema 5.2.

De acuerdo al interés de la investigacion en un problema practico, si se desea
mayor precision se debe usar el método de RK44, pero si lo que se quiere es
disminuir costos computacionales, se observa que el uso del método de Euler
con tamafios de paso pequefios ofrece buenos resultados en el calculo de valores
iniciales para MPML.

5.3.4 Comparacion entre los métodos de paso Gnico y paso multi-
ple

La primera desventaja de usar los métodos de paso multiple es el calculo de los
valores iniciales, ya que en la prictica tales valores se deben calcular
mediante un método auxiliar que puede ser un MPU, pero como se observo
en los experimentos numéricos dicho método auxiliar debe tener alto orden
para que el MPML ofrezca buenas aproximaciones. Los MPU son autonomos
en el sentido de que no depende de métodos auxiliares para iniciar.

Una caracteristica particular de los MPU de la familia Runge Kutta es que
mediante la combinacion de dos métodos de Runge Kutta de diferente orden
es posible estimar numéricamente el error local de discretizacion y con ello
controlar el paso de integracion en cada iteracion, lo cual reduce costos compu-
tacionales. En los problemas de prueba se utilizé el método de Runge Kutta
Fehlberg que es una combinacion de los métodos de RK44 y RK45.

En la prueba de tiempo para el Problema 5.1, en la Figura 5.12, se observa que
los métodos de Adams son mads eficientes que los métodos de Runge Kutta.
Esto se debe a que las evaluaciones de la funcion f en los métodos de Adams
son menos tediosas que en los métodos de Runge Kutta. Por lo tanto si en un
problema préactico la funcién f es costosa computacionalmente, serd convenien-
te usar un MPML.
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5.4 Problemas propuestos

Como se presentd en este capitulo, ademas de hacer un andlisis tedrico de
los métodos numéricos que se emplean para solucionar problemas de SEDOP
que modelan aplicaciones es importante realizar un estudio computacional y
numérico sobre las implementaciones realizadas. Se debe verificar que se cum-
pla el orden de convergencia del método, este detalle ayuda a verificar errores
pequenos que a veces se pasan en las implementaciones y ayuda a entender la
diferencia entre usar métodos de orden superior a uno inferior, entre otros. Por
tal motivo los problemas propuestos son enfocados a verificar numéricamente
las implementaciones realizadas en las soluciones de problemas y proyectos de
los apartados previos.

5.4.1 Problemas de practica

Problema 5.8. Verificar el orden de convergencia del método de Euler imple-
mentado para solucionar el Problema 2.5. Iniciar cada problema con el tamafio
de paso hg = 0.1 y reduzcalo a la mitad por cuatro veces, hasta que h4 = 0.0125.
Debido a que el orden de convergencia se satisface de forma asintética, puede
ser que para alguno de los problemas de Cauchy que estd aproximando sea
necesario reducir el tamafo de paso en un factor mayor.

Problema 5.9. Repetir el anélisis de convergencia del problema anterior pa-
ra los MPU RK?22 y RK33 en la aproximacion de los problemas de Cauchy
que se solucionaron numéricamente en el Problema 2.5. Realizar el anélisis de
verificacion numérica como se hizo en las secciones de este capitulo.

Problema 5.10. Reproducir el analisis de convergencia del problema anterior
para el MPML AB2.

Problema 5.11. Comparar la eficiencia de los métodos implementados para
cada uno de los problemas que logré aproximar. Discutir la estabilidad numéri-
ca con sus resultados y realizar graficas que ayuden a sustentar sus comentarios.

5.4.2 Proyecto avanzado MPML

Implementar el método de Newton para aproximar sistemas de ecuaciones no
lineales 2 x 2, como en [32]. Luego, implementar el método de AM?2 en (4.23)
y realizar para este la validacion numérica presentada en la Seccién 5.3 para
MPML, vea el Proyecto intermedio MPML en el capitulo anterior. Repetir el
analisis desarrollado en la prueba de tiempos y discutir sobre como el método
de Newton afecta en la eficiencia de este método.
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6. Resultados numeéricos

En este capitulo se aplicaran algunos de los métodos implementados en un
modelo para el VIH/SIDA descrito en [23], el cual no posee solucion analitica.
Ademas, se presentard una aplicaciéon importante sobre como combinar méto-
dos para obtener un método adaptativo en el que el tamafio de paso varia segin
el comportamiento de variacion del problema que se estd aproximando.

6.1 Adaptatividad y estimacion para el error

En esta seccion se estudian métodos en los cuales se controla en cada paso los
errores mediante la variacion del tamafio de paso. Los métodos que tienen esta
propiedad se conocen como métodos adaptativos, ver [29].

En la practica con frecuencia se presentan problemas para los cuales la solucion
que se quiere aproximar es suave en algunas regiones, por lo tanto para evitar
costos computacionales en estas regiones no es necesario usar tamanos de paso
tan pequenos para obtener buenos resultados. Este tipo de problemas da origen
a los métodos adaptativos, los cuales eligen el tamafio de paso de acuerdo al
problema tratado. En esta investigacion se ha implementado el método de Run-
ge Kutta Fehlberg, el cual es una combinacion de los métodos RK44 y RK45
capaz de variar el tamafio de paso a fin de que el error se mantenga en una
tolerancia predefinida.

6.1.1 Estimativa del error global de discretizacion

Muchas de las técnicas para estimar el error global de discretizacion se basan
en el célculo de dos soluciones numéricas del problema de Cauchy, de manera
que la diferencia entre estas dos soluciones pueda darnos una idea de la mag-
nitud y el comportamiento del error durante el proceso de integracion. Una de
las técnicas para aproximar el error global de discretizacion se conoce como
método de extrapolacion de Richardson presentado en [9], el cual se deduce
del siguiente teorema tomado de [26].
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Teorema 6.1.1. Sea la funciéon f(x,y) con N + 2 derivadas parciales con
relacin a y continuas y acotadas en (a,b) y sea y() la solucion numérica del
problema de Cauchy obtenida por la aplicacién de un MPU de orden p, con
p < N determinada con paso de integracion h. Bajo estas condiciones la solu-
cion numérica y(;) admite una expansion asintotica de la forma

Yy = Y(x) +hpgp(x) + WP lg, 1(x) + ...+ W gy (x) +h(N+1)G(N+1)(x,h),
(6.1)
con g;(xp) = 0 para j = p,p+1,..., validas para todo x € (a,b) y para todo
h > 0.

Nétese que las funciones g; son independientes del valor de &y que Gy11(x,h)
es un residuo.

Aplicando la expansion asintética del Teorema (6.1.1), se puede escribir una
expresion para el error global de discretizacion asi

N
e = y(Xk) = Ykp) = — Z hgi(x) + N Gy (x,h) |- (6.2)
Jj=p

La expresion (6.2) serd usada para obtener una aproximacion numérica al error
global de discretizacion. El proceso es el siguiente.

Para un paso de integracion & se calcula la solucion numérica y, ) y para el
mismo x; se obtiene la solucion numérica y(,/ ). Luego para h lo suficiente-
mente pequefio se tiene que

ekn) = Y(Xk) = Yn) ~ —&p(X)h?, (6.3)
n\ P
€(kn/2) = Y(Xk) = Y(kn/2) = —8p(X) (§> : (6.4)

Restando (6.3) y (6.4), se tiene

h\? h\?
i e ~ &) |- (3) | =00 (3) @-0. ©5)

Por lo tanto

Y(k,h) = Y(k,h/2)
P~
8pl) (h/2)P ~ == =

Sustituyendo (6.6) en (6.4), se tiene una expresion para aproximar el error
global de discretizacion

(6.6)

V() ~Ykh/2)
€(kn/2) ¥ — w_1 '
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6.1.2 Estimativa del error local de discretizacion

La idea consiste en obtener una aproximacion numérica del error local de dis-
cretizacion a partir de la aplicacion de dos MPU, uno de orden n y otro de orden
n+ 1. Este método fue desarrollado por Merson en 1957 y cobra una particular
importancia al aplicarse en los métodos de Runge Kutta.

Inicialmente se consideran dos MPU, uno de orden n y otro de orden n + 1.
Luego al aplicar estos métodos al problema de Cauchy (2.30), con tamafio de
paso fijo A, se obtienen respectivamente las soluciones numéricas

Yit1 = Yk +ho (xx, k., h), (6.7)

Vi1 = Vi +ho (xe, ¥, ). (6.8)

Observe que para la aproximacion (6.7) de orden n el error local 7| = O(h"),
mientras que para la aproximacion (6.8) de orden n + 1 el error local
Tre1(h) = O(K*1). Los dos errores locales de discretizacién satisfacen la ecua-
cion (3.5), por lo tanto

1
Trr1(h) = A (Y(Xk41) = Yk+1) (6.9)
_ 1
Ter1(h) = L ()’(xk+1) —yk+1) . (6.10)

Sumando y restando y;_ | en la expresion (6.9) y agrupando términos se tiene

1
Ter = 5 |Gkt 1) =Fs1) + Frer —Var1) |
_ |
= Tk+1+ A (yk+1 _yk+1) -

Pero ;1 es O(h") y Tys1 es O(W"1), por lo tanto el término Ty, | no es sig-
nificativo en la expresion de T;.;. Si se omite este término, se obtiene una
expresion para aproximar el error local de discretizacion para el método O(h")

tal que

1

Tpr1 & Z(yk+1_)’k+l)- (6.11)

Al igual que el método de extrapolacion de Richardson este método para apro-
ximar el error local de discretizacion tiene un elevado costo computacional. Sin
embargo, si se aplica este método a los métodos de Runge Kutta es posible
calcular una expresion mas eficiente para aproximar el error local, evitando el
calculo de las dos soluciones numéricas en la expresion (6.11) tal y como se
presenta en [26].

Ejemplo 6.1. Determinar una expresion para aproximar el error local de
discretizacion del método de Euler modificado (3.24).
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Solucion. Dado que el método de Euler modificado (3.24) es un método de
segunda orden, se debe considerar para aproximar el error un método de orden
3. En este caso se toma el método RK33 de orden 3 (3.25). Luego, aplicando la
ecuacion (6.11) con estos dos métodos, se tiene

1 h
Thal ~ — [yk+ — (k1 +4ky + k3) — (yk+hk2)}

h 6
1
= 6(/(1 —2ky 4+ k3).

Por lo tanto, se determiné una expresion para aproximar el error local de dis-
cretizacion para el método de Euler modificado

1
Th+1 X 6 (kl — 2ko +k3) .

[]
La aproximacion del error local obtenida de combinar los métodos RK44 y

RK45 es muy importante en la practica ya que de esta se obtiene el método
de Runge Kutta Fehlberg, RKF, un método que controla automéaticamente el
tamafio de paso.

6.1.3 Control del tamano de paso

Tanto el método de extrapolacion de Richardson como el método de Melene
pueden ser usados para controlar el paso de integracion, el objetivo es modificar
el tamafo de paso de tal forma que no se permita un error por encima de cierta
tolerancia fijada para el problema de estudio, estos métodos se conocen como
métodos adaptativos, ver [7] y [29].

Las modificaciones en el tamafio de paso consisten en multiplicarlo por un fac-
tor adecuado &, que aumenta o disminuye el tamaifio de paso. Evidentemente el
error disminuye en la medida en que el tamafio de paso & disminuye, por tanto
si el error estimado sobrepasa la tolerancia fijada €, se debe disminuir el tamafio
de paso. Por otro lado, trabajar con tamafios de paso muy pequeios en lugares
donde la funcién que define el problema de Cauchy presenta un buen compor-
tamiento conlleva a realizar esfuerzos innecesarios, lo cual se traduce en altos
costos computacionales por lo cual en el caso en el que los errores estimados
no sean significativos se puede aumentar el tamafio de paso.

Una idea general de estas conclusiones, se presentan en los siguientes pasos
algoritmicos:

1. Estimar el error (puede ser el error global o local).

2. Si error> € (€ es la tolerancia fijada) entonces reducir el tamafo de paso
h < 0h, 0 <6 < 1yregresar a 1. Caso contrario ir a 3.
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3. Almacenar aproximacién numeérica en el vector y;, hacer x; < min {x; + h, b}
y aumentar el tamafio de paso i < 0h, & > 1.

4. S10 < x; < b entonces regresar a 1. Caso contrario parar.

Es de especial interés mantener controlado el error global de discretizacion ya
que en gran medida la validez de los resultados de la integracion numérica
dependen de este valor, sin embargo estimar numéricamente el error global de
discretizacion demanda un alto costo computacional. Por esta razén, en muchos
métodos adaptativos se trabaja con técnicas de estimaciones del error local de
discretizacion como por ejemplo el método de Melene que aplicado a los méto-
dos de Runge Kutta resulta ser mas eficiente que el método de extrapolacion de
Richardson tal y como se muestra en [7] y [26].

Usando el método de Melene para los métodos RK45 y RK56 se puede cons-
truir un método adaptativo muy usado en la practica conocido como el método
de Runge Kutta Fehlberg, RKF. La expresion para aproximar el error local de
discretizacion en este método es

1 128 2197 1 2
360" 4275 75240 T 50 T 55 (6.12)
Una ventaja de este método es que unicamente requiere 6 evaluaciones de la
funcidn f por paso, ya que para los métodos RK45 y RK56 las evaluaciones de
esta funcion ky, ky, k3, k4 y ks coinciden, por lo tanto es necesario calcularlas
una sola vez junto con kg para obtener una aproximacion numérica del error
local usando (6.12).

La forma mas sencilla de variar el tamafio de paso es duplicar o partir a la mitad
el tamafio de paso, es decir que 6 =2 0 0 = 1/2 segtin sea el caso. Sin embargo,
esta técnica no es tan eficiente y se debe analizar que por cada intento fallido
se debe repetir el proceso y esto demanda altos costos computacionales. Una
forma mas sofisticada de elegir el factor 0 segtn el cual se aumenta o disminuye
el tamafno de paso puede verse en [7]. Esta técnica se deduce del conocimiento
del orden del método utilizado. Suponga que el método tiene orden n, de modo
que T. 1 es O(h™), por tanto existe un K independiente de 4 tal que

Tk+1 =

Th+1 = Kh".
Usando el método de Melene con tamaiio de paso Oh, se tiene

6”
Ter1 ~ K(Oh)" = 0% (KH") ~ 0" Tt ~ —= (Vw1 = ks 1)-

La aproximacion del error local 7, debe de estar acotada por la tolerancia
fijada €, por tanto
61’1
Th+1 ~ I(ym—l — Yit+1) <€,
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1
5 < eh "
b ’yk+1 —)’k+1‘ '

Se calculd una cota para el factor 9, la cual es para el método de Runge Kutta
Fehlberg. Segin [7], la eleccion comiin del factor 6 es

) 1/4
§-084[_—F° .
b’k+1_yk+1|

6.1.4 Validacion numérica del método de Runge Kutta Fehlberg

es decir

Para validar la implementacion del método de Runge Kutta Fehlberg se
considera el Problema 5.4. La grafica de la solucion exacta a este problema
se muestra en la Figura 6.1.

>1.5- i

0.5+ .

Figura 6.1: Solucion exacta Problema 5.4.

En la gréfica se observa que la solucion exacta en general es suave, pero el
crecimiento de la funcién aumenta en forma un poco mas acelerada en la parte
final del intervalo.

Aplicando el método RKF al Problema 5.4 con un tamafio de paso 4 € (0.01,0.25)
y una tolerancia para el error de 107, se obtienen los resultados presentados
en la Tabla 6.1, donde a partir de x = 0.8 es necesario disminuir el tamafo de
paso para alcanzar la tolerancia fijada.
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Xk hi Yk Error ey

0.25 025 0.25534 7.11008 x 1078
0.5 025 0.54630 1.21433x107°
0.75 0.25 0.93160 9.42345x 107
0.872 0.122 1.19008 1.28408 x 107>
0.967 0.095 1.45125 1.70797 x 107>
1.041 0.074 1.70959 2.19929 x 107>
1.100 0.059 1.96845 2.76557 x 107>
1.149 0.048 2.23063 3.41606 x 10>
1.190 0.040 2.49801 4.16013 x 107
1.2 0.009 257219 4.37629 x 103

Tabla 6.1: Solucién numérica Problema 5.4, método RKF.

6.2 Aplicacion VIH/SIDA

El motivo principal por el cual se desea solucionar numéricamente SEDOP
con condiciones iniciales es aproximar modelos mateméticos relacionados con
aplicaciones reales. Para lograr este objetivo, ademas del estudio numérico para
aproximar SEDOP con problemas fijos, en este texto se obtienen resultados
numéricos para aproximar un modelo que describe la dinamica del VIH/SIDA.

6.2.1 Generalidades VIH/SIDA

El Sindrome de Inmunodeficiencia Adquirida SIDA es la fase final de la enfer-
medad producida por el Virus de Inmunodeficiencia Humana VIH. Su princi-
pal forma de transmision es por contacto sexual, sin embargo también se puede
transmitir por transfusiones de sangre, por usar un instrumento quirdrgico con-
taminado con VIH e incluso los bebes que nacen de una madre infectada pueden
infectarse durante el embarazo, parto o lactancia.

El virus del VIH ataca el sistema inmunitario y debilita los sistemas de vigilan-
cia y defensa contra las enfermedades infecciosas. El virus afecta principalmen-
te a las células TCD4™, que son células que controlan la respuesta del sistema
inmunologico. En la etapa final de la infeccion por VIH, el nimero de células
TCDA4™" funcionales disminuye y el sistema inmunoldgico falla dejando al in-
dividuo portador del virus expuesto a diversas infecciones y enfermedades que
normalmente personas con un sistema inmunitario saludable pueden combatir
facilmente.

Segun el Programa Conjunto de las Naciones Unidas sobre el VIH/SIDA,
ONUSIDA en [20], entre el 2000 y 2015 més de 40 millones de personas en el
mundo han muerto por esta enfermedad y en la actualidad el nimero de infec-
tados a nivel mundial es de 36 millones. El VIH/SIDA es un grave problema



120 Resultados numéricos

de salud publica por tanto es de suma importancia disefiar modelos matemati-
cos que permitan determinar caracteristicas generales en el desarrollo de esta
enfermedad a fin de establecer estrategias de control.

Infeccion de las células TCD4 ™ por el virus del VIH

Como los virus no son capaces de reproducirse por si mismos necesitan utilizar
a otros seres vivos para poder multiplicarse y sobrevivir, para lo cual usan a las
células de nuestro sistema inmune, especificamente a las células TCD4 ™.

Inicialmente el virus del VIH se adhiere a la superficie de la célula, una vez fijo
el virus libera su material genético en el interior de la célula, el material genéti-
co del VIH es ARN pero para poder actuar sobre la célula tiene que convertirse
en ADN, de esto se encarga la proteina viral denominada Transcriptasa, pues
esta convierte la cadena simple de ARN virico en una cadena doble de ADN.
El nuevo ADN virico entra en el nicleo de la célula y se adhiere al ADN ce-
lular formando un pro-virus, este madura y genera varias copias de virus VIH.
Terminado el proceso de formacion del nuevo virus en el interior de la célula
TCD4™ infectada, estos brotan por la superficie de la célula.

Una ilustracion de esta dindmica se presenta en la Figura 6.2, e informacion
complementaria se tiene en [5, 12] y [23].
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Figura 6.2: Ciclo de vida del VIH, segtin [34].
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Se cree que la salida de las particulas virales hace que la membrana de la célula
TCDA4™" se torne mds permeable lo cual permite la entrada excesiva de diferen-
tes sustancias que provocan la muerte de la célula. Como las células TCD4*
son esenciales para el correcto funcionamiento del sistema inmunolégico, la
muerte de estas por accion del VIH deja al sistema inmune incapaz de reaccio-
nar de forma eficiente frente a diferentes enfermedades infecciosas, esta etapa
de la enfermedad se conoce como SIDA.

6.2.2 Formulacion del modelo

Cuando se quiere determinar si un individuo esta infectado con el VIH se hace
una medicién o conteo del nimero de células TCD4 ™" presentes en un milimetro
ctibico de sangre (mm?), que para un individuo infectado suele estar por debajo
de las 200 células por mm?, el recuento de células TCD4" es indispensable
pues permite tomar decisiones importantes acerca del tratamiento y la atencion
médica del VIH como se muestra en la Tabla 6.2.

Concentracion células 7’ Diagnostico

Entre 500 y 1200 células/mm?® | Lo normal entre personas sin VIH.

Por encima de 350 células/mm?® | No se recomienda, en general, el tratamiento
anti-VIH.

Por debajo de 350 células/mm?® | Si se recomienda iniciar el tratamiento anti-VIH.

Por debajo de 200 células/mm> | Se diagnostica SIDA. Existe mayor riesgo de
infecciones y enfermedades, se recomienda

tratamiento anti- VIH.

Tabla 6.2: Conteo de células T sanas y diagnOstico, segun [25].

Para modelar esta dinamica numéricamente, se usara el modelo matematico
propuesto en [23], el cual ha sido estudiado, modificado y simulado a profun-
didad en [5, 12, 19] y [25]. El modelo presentado en [23] ha sido el punto de
partida de modelos actuales y en el se considera la variacion en la concentra-
cion de tres poblaciones T, I 'y V, que corresponden a la poblacion de células
TCDA4" sanas, células TCD4" infectadas y virus VIH libre, respectivamente.

Con el fin de describir el modelo se presentan las siguientes hipotesis:

= El nimero de células sanas T producidas por el organismo en cada instante
de tiempo es s.

= [as células sanas 7" se multiplican a una tasa p7' y mueren de forma natural
a una tasa d7.

= [as c€lulas sanas 7" mueren por accion del virus del VIH a una tasa cl.
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= Cada célula infectada I produce N nuevos virus al morir.

= La tasa de infeccion al contacto entre un virus libre V y una célula sana T
es dada por kVT.

= [os virus libres V son removidos del organismo a una tasa uV'.

Al estudiar la variacion de T, I y V en base a las hip6tesis anteriores se tiene un
modelo de EDO no lineal que describe la dinamica del VIH, dado por

T'(t) =s+pT —dT —kVT

I'(t) = kVT —el 6.13)
V/(t) = NcI —uV.

Sin embargo, a fin de tener un modelo mas acorde con la realidad, se cambia el
término que controla el aumento de células T sanas pT por el término logistico

Ty
ganismo y & es un valor constante. De aqui, al modificar el modelo (6.13), se
obtiene el modelo de interés

pT (1 - ), donde Tj; es el nimero maximo de células 7 sanas en el or-

T'(t) = s+ pT (1 - T;ﬂj") —dT —kVT

I'(t)=kVT —cl (6.14)
V'(t) = Ncl —uV.

Este nuevo modelo es mas realista pues existen limites biolégicos para la pro-
duccion de cé€lulas T, sin esta sustitucion puede pasar que el numero de células
T crezca indefinidamente, lo cual no acompaia a la realidad.

La constante «, la cual se introdujo en esta investigacion, permite que este
modelo sea versatil con la literatura dado que algunas investigaciones ignoran
el efecto de la poblacion de células infectadas en el término logistico al ser
muy pequefio, del orden de 10™* a 107, en este caso se toma & = 0 0 en caso
contrario & = 1.

6.2.3 Modelo con estrategia de control

El modelo (6.14) no tiene en cuenta el comportamiento de la enfermedad al
suministrarse medicamentos, pero es claro que al enterarse un paciente de la
enfermedad intentard combatirla. De aqui es importante el estudio de modelos
con estrategias de control. Se sigue la estrategia presentada en [12] y [23].

Suponiendo que se aplica un tratamiento anti viral que afecta la tasa de infec-
cion al contacto entre células 7'y virus V, el tratamiento consiste en la admi-
nistracion de un medicamento que impide que un virus infecte nuevas células.
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Si se denota por D la eficiencia del medicamento, se puede modelar la accion
de este médicamente en el organismo sustituyendo en (6.14) el término kVT
por el término (1 — D)kVT, obteniendo asi el siguiente modelo con estrategia
de control de la infeccion.

T'(t) = s+ pT (1 - T;—A;”) —dT —(1—-D)kVT
I't)=(1-D)kVT —cl (6.15)
V'(t) = Ncl —uV.

6.2.4 Simulaciones numéricas para el modelo VIH

El objetivo en esta seccidn se centra en presentar los resultados numéricos obte-
nidos al aplicar al modelo (6.14) algunos de los métodos numéricos implemen-
tados. Debido a que el interés es sobre los métodos numéricos, no se presentaran
detalles analiticos ni sugerencias sobre los modelos tratados.

Inicialmente se comparan aproximaciones al modelo (6.14) presentadas en [12,
19] y [25] con aproximaciones obtenidas de aplicar la implementacion RK44,
e incluso como varios investigadores usan el Toolbox ode45 de Matlab tam-
bién se realizan comparaciones con este método, los parametros usados en cada
caso se muestran en la Tabla 6.3. Luego se encuentran aproximaciones usan-
do algunos de los métodos numéricos estudiados a fin de concluir eficiencia y
coherencia en los resultados para cada método. Finalmente, se aplica el método
mas eficiente al modelo (6.15) para simular la accién de un tratamiento en la
dinamica de la enfermedad. En esta seccidon también se presenta el comporta-
miento del tamafio de paso en un método adaptativo en relacion a la variacion
de c€lulas T', I y virus libre V en una simulacion.

Parametros Valor ref[12] | Valor ref[19] | Valor ref[22] | Valor ref[25]
s (dia"'mm=3) | 10 0.1 10 10

p (dia™") 0.03 3 0.03 0.022

Ty (mm=3) 1500 1500 1500 1500

d (dia™ ") 0.02 0.02 0.02 0.02

k (mm3dia=") | 2.4 x 1073 2.7x1073 2.4 %1073 2.9274 x 1073
¢ (dia™ ") 0.24 0.3 0.24 0.3

u (dia™") 2.4 2.4 2.4 2.4

N 230 10 774 128

o 0 1 0 0

T(0) (mm=3) | 1000 0.1 1000 500

1(0) (mm=3) |0 0 0 50

V(0) (mm=3) | 1073 0.1 1073 800

Tabla 6.3: Parametros del modelo, segun [22].
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Para empezar se aplica la implementacion RK44 al modelo (6.14) sujeto a los
parametros presentados en la columna 3 de la Tabla 6.3, esto con el fin de
comparar los resultados de la implementacion realizada contra los resultados
numéricos presentados en el articulo [19]. Aunque en este articulo también
se presentan resultados de métodos que no se han estudiado, Unicamente se
considera los resultados presentados para un método de Runge Kutta de cuarta
orden.

En el articulo [19] no se da detalles sobre el tamafio de paso que se usé con
el método de Runge Kutta de orden 4, por lo tanto para comparar estos resul-
tados contra los resultados de la implementacion RK44 inicialmente se tomo
un tamafio de paso de & = 0.2. A pesar de que se observo similitud entre los
resultados con una diferencia maxima del orden 10!, al reducir el tamafio de
paso a h = 0.01 se obtuvo resultados mas similares, con una diferencia maxima
del orden 107, tal y como se puede observar en las tablas 6.4-6.6.

RK44 h = 0.2

RK44 h = 0.01

ref [19]

oded45

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0.2087153941

0.4059043039

0.7635094172
1.411837346
2.586595129

0.2088080834

0.4062405394

0.7644238893
1.414046829
2.591594801

0.2088080833

0.4062405393

0.7644238890
1.414046831
2.591594802

0.2088080843

0.4062405456

0.7644239510
1.414047303
2.591596560

Tabla 6.4: Comparaciéon numérica para T (t).

RK44 h =0.2

RK44 1 = 0.01

ref [19]

oded5

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

6.019536413 x 107°
1.312991789 x 10>
2.117812628 x 107>
3.011243552 x 1073
3.995116228 x 1073

6.032702150 x 1076
1.315834072 x 1073
2.122378507 x 102
3.017741955 x 1073
4.003781469 x 107>

6.032702150 x 10~¢
1.315834073 x 107>
2.122378506 x 107>
3.017741955 x 1073
4.003781468 x 1073

6.032702243 x 1076
1.315834121 x 107
2.122378974 x 1073
3.017744898 x 1073
4.003789327 x 107

Tabla 6.5: Comparacion numérica para [(z).

RK44 h = 0.2

RK44 h = 0.01

ref [19]

oded5

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0.06189950205
0.03831922214
0.02372713945
0.01469899971
0.00911525297

0.06187984331
0.03829488787
0.02370455013
0.01468036376
0.00910084505

0.06187984331
0.03829488788
0.02370455014
0.01468036377
0.00910084504

0.06187984323
0.03829488787
0.02370455079
0.01468036633
0.00910084895

Tabla 6.6:

Comparacioén numérica para V (z).
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Adicionalmente, en las tablas 6.4-6.6 se incluyen resultados de aplicar la
funcién ode45 de Matlab con una tolerancia de 10~'°, donde se observa que
la diferencia méaxima con los resultados de la implementacion RK44 es del
orden 107>, Por lo tanto se considera que los resultados obtenidos de la imple-
mentacion RK44 son consistentes con los resultados disponibles en el articulo
[19] y los obtenidos de aplicar la funcion ode45 de Matlab.

Seguidamente, usando la implementacion RK44 con los pardmetros de las
columnas 2 y 5 de la Tabla 6.3 que corresponden a los articulos [12] y [25]
respectivamente, se obtienen las figuras 6.3 y 6.4. En ambos casos al comparar
con las graficas incluidas en cada articulo se observa que se obtiene comporta-
mientos similares.
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Figura 6.3: Comparacion entre la solucion numérica del método RK44 y [12].
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Figura 6.4: Comparacion entre la solucion numérica del método RK44 y [25].

Los parametros de la columna 4 en la Tabla 6.3 corresponden a una persona
contagiada con VIH, aplicando la implementacion RK44 al modelo (6.14) su-
jeto a estos pardmetros con tamafo de paso & = 0.1 se obtiene la Figura 6.5,
donde se observa que el modelo describe importantes caracteristicas de la en-
fermedad para una persona infectada en el periodo de tiempo considerado.

Inicialmente el ndmero de células TCD4 ™ sanas disminuye rapidamente mien-
tras que la poblacion de virus libre en la sangre aumenta de forma exponencial.
Después de alcanzar un minimo la poblacién de células TCD4* sanas aumen-
ta lentamente manteniéndose en niveles muy bajos y el nimero de virus libre
después de alcanzar un punto maximo disminuye rdpidamente. Finalmente las
poblaciones se estabilizan y permanecen asi hasta el fin del periodo de tiempo
considerado.
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Figura 6.5: Solucion numérica para modelo VIH/SIDA, método RK44.

150

Para este mismo caso, la Tabla 6.7 presenta las aproximaciones numéricas a T
para determinados periodos de tiempo usando diferentes métodos con el mismo
tamafio de paso & = 0.1. La diferencia entre las soluciones numéricas de cada
método parece no ser significativa.

t Euler RK?22 RK33 RK44 RKS56 RK44-AB4
10 | 999.867020 | 999.780968 | 999.777113 | 999.777011 | 999.777008 | 999.778740
30 | 31.119532 | 34.396355 | 34.509947 | 34.513049 | 34.513111 | 34.634371
50 | 146.393706 | 149.122702 | 149.268031 | 149.271438 | 149.271512 | 149.484933
70 | 135912513 | 133.152404 | 133.036372 | 133.033476 | 133.033414 | 132.868112
90 | 120.987027 | 122.140415 | 122.180238 | 122.181294 | 122.181316 | 122.238010
110 | 135.659506 | 134.967235 | 134.954927 | 134.954559 | 134.954551 | 134.937244
130 | 125.985445 | 126.291317 | 126.292036 | 126.292084 | 126.292084 | 126.292926
150 | 130.439863 | 130.330041 | 130.332391 | 130.332441 | 130.332442 | 130.336054

Tabla 6.7: Solucion numérica modelo VIH/SIDA.
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Por otro lado, a diferencia de lo observado con los resultados en la anterior
tabla, en la Tabla 6.8 se observa que en el intervalo de tiempo (15,22) se pre-
sentan grandes diferencias entre las soluciones numéricas.

Euler

RK22

RK33

RK44

RKS6

RK44-AB4

15
16
17
18
19
20
21
22

980.570607
948.548818
869.393706
700.295172
436.744082
194.509817
72.397152
31.248216

959.740511
892.019087
738.070435
482.377732
230.448930
91.544408
39.654764
22.849677

958.717880
889.304917
732.311699
474.595957
224.813031
89.056851
38.756125
22.535457

958.690738
889.233252
732.161499
474.397487
224.675766
89.002172
38.739342
22.530898

958.690163
889.231730
732.158290
474.393194
224.672715
89.000859
38.738879
22.530741

960.263332
894.896136
748.753427
504.292239
246.861543
93.399884
37.786878
21.610893

Tabla 6.8: Soluciéon numérica modelo VIH/SIDA, falla Euler.

Asi, por ejemplo, considerando la interpretacion biolégica del modelo para el
método de Euler en el dia 19 de acuerdo a la Tabla 6.2 se concluye que no es
conveniente que el paciente reciba tratamiento. Mientras que si se observa los
resultados obtenidos con métodos de mayor orden como RK44 por ejemplo,
se concluye que el paciente debe recibir tratamiento anti-VIH. Por lo tanto el
método de Euler no ofrece buenos resultados en el modelo con el tamafio de
paso considerado.

Si se aplica el método de Euler con tamafio de paso 4 = 0.01 se obtiene que para
el dia 19 el numero de células T sanas es de 242.114808, por lo tanto con este
tamafio de paso el método de Euler ofrece buenos resultados. Este fendmeno
se debe a que la solucién exacta del modelo presenta un cambio brusco en el
periodo de tiempo (15,22) tal y como se muestra en la Figura 6.5, por lo tanto
se deberia usar un tamafio de paso mas pequefio en este intervalo.

El uso del método de Euler puede llevar a concluir resultados erroneos si no se
tiene cuidado con el andlisis numérico de las soluciones y regiones de estabili-
dad de los métodos. Ademas, al tomar en consideracion estos detalles sumado
a la facilidad de implementacion del método de Euler, se concluye la razén por
la cual este método atin se usa en investigaciones actuales.

Aplicando el método RKEF, en la Figura 6.6 se observa que para el periodo de
tiempo (15,22) se considera tamafios de paso mas pequefios.
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Figura 6.6: Variacion del tamafio de paso modelo VIH/SIDA, método RKF.

6.2.5 Solucion numérica del modelo con estrategia de control

Debido a los buenos resultados numéricos obtenidos en la seccion anterior para
el modelo (6.14) con el método RK44, se aplica esta implementacion con ta-
mafio de paso & = 0.1 al modelo (6.15) sujeto a los parametros en la columna 4
de la Tabla 6.3.

Tanto en los resultados que se presentan en la Tabla 6.9 como en los incluidos
en la Figura 6.7, se observan caracteristicas importantes del efecto de un medi-
camento en la dindmica del VIH. Se puede observar como el tratamiento anti
viral retrasa la infeccion de células TCDA™ sanas y hace que esta poblacién no
alcance niveles tan bajos.

Eficiencia Minimo T MaximoI MaximoV

0% 17.01 575.6  4.35241 x 10*
10% 20.99 549.2  3.49712 x 10*
50% 75.07 381.9  2.93308 x 10*
70% 233.3 214.3 1.65542 x 10*

Tabla 6.9: Solucion numérica para modelo VIH/SIDA, eficiencia tratamiento,
método RK44.

Por otro lado, de estos resultados también se concluye que como es esperado,
el tratamiento retrasa el crecimiento en las poblaciones de virus libres y célu-
las infectadas, haciendo que no alcancen niveles tan altos lo cual muestra la
efectividad.



130 Resultados numéricos

[—0%—10%—50%—70%)

Poblacion células T sanas

0 50 100 150
t (dias)

(a) Efectos tratamiento anti viral células T.

[— 0% —10%—50%—70%
600 ‘ :

500+

400¢

300+

200+

100+

oL

0 50 100 150
t (dias)

Poblacién células T infectadas

(b) Efectos tratamiento anti viral células I.

x10% [—0%—10%—50%—70%]
4.5 : :

4!
3.5¢
3!
2.5}
20
1.5+
1!
0.5¢
0

Poblacién virus libre

0 50 100 150
t (dias)

(c) Efecto tratamiento anti viral virus libre V.

Figura 6.7: Soluciéon numérica para modelo VIH/SIDA con estrategia de control,
tratamiento con 0%, 10%, 50% y 70 % de eficiencia, método RK44.
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6.3 Proyecto avanzado de aplicacion

La necesidad numérica de solucionar problemas de Cauchy que modelan apli-
caciones reales es evidente desde situaciones basicas como el sistema Lotka-
Volterra de EDO no lineales que modelan la dindmica presa-predador entre dos
especies que comparten un mismo entorno y una de ellas es el alimento de la
otra especie.

De forma introductoria el sistema Lotka-Volterra se describe por

pll(f) = opi(t)— O1p1(t)p2(t)
{P'z(f) = —Bp2(t) + &2p1(2) p2(2), (6.16)

donde p; es la cantidad de presas, p; la cantidad de predadores, & p; el aumento
natural por nacimientos de la cantidad de presas en ausencia de predadores y
—B p>(t) representa la mortandad o disminucion de predadores en ausencia de
presas. Por otro lado, — 8 p(¢)p2(t) y &2p1(t) p2(t) representan respectivamente
la interaccion entre ambas especies donde las presas disminuyen en la presencia
de predadores con tasas 8; y &;, segun el caso.

Primero, intente solucionar el sistema (6.16) tedricamente, empleando los méto-
dos de solucion para sistemas de EDO que se presentaron en los preliminares de
este libro. Luego, asignar una cantidad inicial de cada especie y aplicar inicial-
mente el método de Euler, luego RK44 y posteriormente AB2. Graficar en una
misma figura la cantidad de presas y de predadores en cada instante de apro-
ximacion hasta llegar a un tamafo de paso final. Investigar que sucede cuando
la tasa de nacimientos de presas es alta (baja), o la tasa de mortandad de los
predadores es alta (baja), incluso varie las tasas 6; y 0; que se relacionan con
la interaccion de las especies. No olvide cambiar la cantidad inicial de presas
y predadores, ademds de observar la dinamica en un tiempo final lo suficien-
temente grande para examinar los cambios entre la cantidad de individuos de
cada especie.

Finalmente, dado que este sistema de EDO no tiene solucion analitica, aproxi-
mar el error y justificar la convergencia de sus implementaciones con el fin de
garantizar que los resultados numéricos tienen sentido. Comparar con la reali-
dad biologica.

Al observar en las gréificas de las aproximaciones que obtiene la dependen-
cia sobre la cantidad de individuos al variar las diferentes tasas, es importante
detenerse a pensar en como pueden ser aproximados estos parametros en las
aplicaciones con datos reales en la cual se hace un seguimiento del nimero de
habitantes de cada especie en el transcurso de los dias. Incluso, este modulo
asume que lo unico que afecta la dindmica entre presa y predador es su inter-
accion ignorando los efectos del clima, la edad fértil y otros factores. En este
sentido, es conveniente investigar modelos matematicos mas completos para
este problema. Sobre variacion de parametros se recomienda ver [1].
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Para finalizar, analizar el comportamiento de sus resultados numéricos cuando
se tiene una alta diferencia entre los valores de los pardmetros. Es decir, un
parametro con un valor muy pequefio y el otro muy alto. Esto puede llevar a
que el sistema se comporte de forma rigida o también conocido como stiff, los
cuales presentan regiones de estabilidad con altas restricciones cuando se usan
métodos explicitos para aproximarlos y por lo tanto, necesitan de la aplicacion
de métodos implicitos para obtener su solucion numérica. Para desarrollar este
analisis se sugiere resolver estos problemas con el método de Euler implicito
(2.39), usando diferentes valores de tamafio de paso.

Aplicaciones como las relacionadas con reacciones quimicas y cadenas de
decaimientos radioactivos, usualmente son modeladas con sistemas rigidos, co-
mo puede ser visto en [21, 28] y [33]. Estas referencias pueden servir de guia
para complementar la discusion desarrollada en este libro para la solucién de
sistemas de EDO empleando principalmente métodos implicitos.
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A. Apéndice

A.1 Interpolacion

El problema de la interpolacion consiste en encontrar una funcion real g cuyo
grafico coincida con un conjunto de puntos dado (xo, f(xo)), (x1, f(x1)),---,
(Xn, f(x,)); es decir que

g(x;) = f(x;) para 0 <i<n. (A.1)

En otras palabras, se busca una funcion g que aproxime a la funcion f en el
intervalo [xg, X,].

El proceso de interpolacion es de suma importancia en diferentes topicos del
analisis numérico tales como la integracion numeérica, el calculo de raices en
ecuaciones no lineales. Incluso es frecuentemente usado en la practica para en-
contrar valores intermedios que no estdn en una tabla de datos experimentales.
En este texto se usa el concepto de interpolacion para la deduccion de MPM
para aproximar la solucion al problema de Cauchy (2.30). El método de inter-
polacion a usarse es el método de Lagrange.

Considerando que los polinomios son funciones sencillas y ampliamente
estudiadas es conveniente considerar que la funciéon g en (A.1) sea un po-
linomio. Por lo tanto el problema de interpolacion se ha transformado en la
bisqueda de un polinomio, llamado polinomio interpolador, que cumpla con
las condiciones (A.1), este tipo de interpolacién se conoce como interpolacion
polinémica.

Definicion A.1.1. Sean (xq,yo), (x1,¥1),...,(Xs,yx) un conjunto de nimeros
reales o complejos, siendo todos los valores x; diferentes. El problema de inter-
polacion polinémica consiste en encontrar un polinomio P(x) de grado m < n,
tal que

P(x;) =y;, parai=0,1,2,...,n

El siguiente teorema muestra que este polinomio existe y que es Unico.
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Teorema A.1.1. Dados n + 1 puntos distintos xg,xi,...,x,, reales, y sus
correspondientes valores yg,y1,...,V,. Existe uno y solo un polinomio, P(x),
de grado menor o igual a n, tal que

P(x;) =y, parai=0,1,2,...,n. (A.2)
Demostracion. Sea P(x) = ap+ajx+ - - - +a,x", un polinomio de grado menor

o igual a n, con los n + 1 coeficientes ag,ay,...,a, a ser determinados. Usando
la ecuacidn (A.2) se tiene

a0+a1xo+a2x3+---+anx8 = Y0,

a0+a1x1+a2x%+---+anx’f = V1,

4o+ a1Xy + apx> + -+ apx! = y,.

Este es un sistema lineal de n + 1 ecuaciones con n + 1 incognitas. En notacion
matricial este sistema se puede escribir como

Va=y, (A.3)
donde
[ 1 xo x% xg_ ao Y0
vo | by |
_i Xn x,% Xy a.n Yn

Claramente resolver el sistema (A.3) es equivalente a encontrar el polinomio
interpolador P(x). Para garantizar la existencia y unicidad del polinomio P(x)
basta probar que el sistema (A.3) tiene solucidn unica, es decir, se debe probar
que el determinante de la matriz V es diferente de 0. La matriz V es llamada
matriz de Vandermonde, y su determinante es

det(V)= || (i—xj),

0<j<i<n

y por hipétesis los puntos xg,xy,...,X, son distintos, por lo tanto se concluye
que det(V) # 0, ver [4]. ]

El Teorema A.l.1 asegura la existencia y unicidad de un polinomio interpo-
lador, sin embargo no es posible usar este teorema para obtener tal polinomio.
A continuacion se presenta una de las técnicas mas basicas que permite calcular
un polinomio interpolador, conocida como férmula de Lagrange.

El problema es construir un polinomio de grado no maximo »n cuyo grafico pase
por los n+ 1 puntos (xo,¥0), (X1,Y1),-- -, (Xn,Yn), aeste finparak =0,1,...,nse
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construye una funcién L, x(x) tal que

0, si k+#1,
Lnili) = {1 sik=i

La funcién que cumple con esta propiedad es

o (=xo) ) xgg) - (-x) P (i)
Frided) = (0 —%0) -+ (g — X 1) (W — Xk 1) -+~ (X = Xn) g (o — x;)
i

. (A4

bl

El siguiente teorema describe el proceso para obtener el polinomio de Lagrange
usando (A.4).

Teorema A.1.2. Si xg,xq,...,Xx, son n+ 1 nimeros distintos y si f es una
funcidn cuyos valores estin dados en estos nimeros, entonces existe un unico
polinomio P(x) de grado menor o igual que 7, con la propiedad

P(x;) = f(xx) paracadak =0,1,...,n.
Este polinomio esta dado por

P(x) = f(x0)Ln0(x) + f (x1) L1 () + -+ + f (xn) L n ()
(A.5)

y se conoce como polinomio interpolador de Lagrange.

Teorema A.1.3. Sean xg,x1,...x,, n+ 1 nimeros distintos del intervalo [a, ]
y f € C"! en [a,b]. Entonces, para cada x € [a,b] existe un niimero ¢(x) en
(a,b) tal que

£0) = P(2) + £t (¢(x)) ﬁ(x ),

(n+ 1)1 25
donde P(x) es el polinomio interpolador de Lagrange (A.5).

Del Teorema A.1.3 se obtiene una férmula para el error del método de
Lagrange, esta expresion es de suma importancia en la deduccion de métodos
de integracion numérica, tal y como se presenta en [7].

A.2 Ecuaciones de diferencias

Mientras que las ecuaciones diferenciales se ocupan de las funciones de una
variable continua, las ecuaciones de diferencias se ocupan de las funciones de
una variable discreta. En lugar de una féormula para la derivada de una funcion
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escrita en términos de la funcidn en si, se tienen que considerar las sucesiones
para las cuales cada miembro esté relacionado de una manera especifica con su
predecesor inmediato o varios de sus predecesores mds recientes, tal y como se
muestra en [9]. Asi se puede escribir

Yi=0;(yj-1,j=2,---,yj—k) para 0 < j <k,
donde k es el orden de la ecuacion de diferencias.

En el presente libro se usa las ecuaciones de diferencias para analizar la
estabilidad de los MPML, ya que las expresiones que definen los MPML son
ecuaciones de diferencias lineales, las cuales se definen a continuacion.

Definicion A.2.1. Se denomina ecuacién de diferencias lineal con coeficien-
tes constantes a una expresion de la forma

WYicrN + W—1VkN—1+ -+ YoYk = @ para 0 < j <k, (A.6)
donde cada y;, 0 < j < N, son constantes, con % # 0y yv # 0.

la solucién de (A.6) es una sucesion

Yis Yi+15Yk+2y -+ -

lo cual se denota {y;} ; y.

La ecuacion (A.6) se denomina ecuacion de diferencias homogénea si

¢y = 0 para todo k € N, caso contrario se denomina ecuacion de diferencias
no homogénea.

Considérese la ecuacion de diferencias homogénea

WWYk+N + IN-1YVk+N—1 + -+ Yoy = 0. (A.7)

Si la solucion de (A.7) se denota por {)7 j}j cny Y una solucion particular de la
ecuacion de diferencias no homogénea (A.6), se denota por {l//j}j - La solu-
cion general de (A.6) es entonces una sucesion {y j}jeN donde cada elemento
esta dado por

yj=Yj+ ¥ jeN.
Un caso basico para calcular la solucion particular de (A.6) se presenta cuando
¢ es constante, es decir cuando ¢y = ¢ € R para todo k € N.

Una solucién particular de la ecuacion en diferencias no homogénea viene dada
por

lljk:N—7 k:O71727"'7
20

siempre que el denominador sea diferente de cero.
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Definicion A.2.2. El conjunto de K soluciones de la ecuacién de diferencias
homogénea (A.7), denotado por {y(y )}, x = 1,2,...,K, se dice linealmente
independiente si la combinacién lineal

ayyj1+axyj2+---+agyjk =0 para jeN,

implica que a, =0 parax =1,2,...,K.

El conjunto de K soluciones {yn,x}, x=1,2,...,K, linealmente independientes,
forma un sistema fundamental y toda solucion es dada por

K
{Z d;y j,t} . (A.8)
x=1 jeN

Una técnica para calcular la solucion de la ecuacion de diferencias homogénea
(A.7) es suponer que la solucion es de la forma

ye = 2. (A.9)

Remplazando (A.9) en (A.8) se tiene
N .
> ol (A.10)
j=0

La expresion (A.10) puede escribirse como

kaN(Z)7

N :
donde p,(z) = 2. @)z’

Por lo tanto una solucién trivial de (A.10) serd z¥ = 0 y la solucién general se
presenta cuando z es una raiz del polinomio py(z). Luego la solucién general

de (A.8) es
N
Yk = Z OCjZ];'-
j=1

En el caso de raices multiples, la solucién se modifica. Si p(z) tiene raices r;,
Jj=1,2,...,p;ylaraiz r; tiene multiplicidad m, la solucion general de (A.8)
es {y,}, donde

vk =[di1+diok+ A dp g k(k—1)(k—2)-- (k—my +2)] i+
+[day +dopk+ -+ dyk(k—1)(k—2)- - (k—my+2)] 5+

+[dpy +dpok+ -+ dpm k(k—1)(k—2) - (k—mp+2)] rg.
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A.3 Implementaciones

En este apéndice se presentan las implementaciones para los siguientes
MNEDO usando el software Matlab, [17]: el método de Euler y los métodos
Runge Kutta 44, tanto para el caso real como para sistemas. Adicionalmente
se incluye la implementacion para el caso real del método de paso multiplo de
Adams Bashforth 2. Las implementaciones de los otros métodos desarrolladas
en esta investigacion pueden ser obtenidas contactando a los autores de este
texto, sin embargo se incentiva al lector para que realice sus propias imple-
mentaciones y realice las validaciones numéricas realizadas en este texto. Se
aclara que, estas implementaciones no se realizaron pensando en eficiencia de
memoria, ni de computos.

Las implementaciones de los métodos de Euler y Runge Kutta 44 resuelven el
problema de cauchy

Y (x) = fx,y(x)),
y(x0) = yo,
donde f: [a,b] x R - Ry x € [a,b].

1. Implementacion método de Euler (2.32)

1 % Método de Euler

> %

s % Pardmetros de entrada

+ % a: Extremo inicial del intervalo de integracion.

s% b: Extremo final del intervalo de integracion.

s % n: Nimero de divisiones del intervalo de integracion
7% y0: Condicion inicial.

s % f: Funcion problema de Cauchy y’=f(x,y). Esta

s % funcion se define en un archivo externo.

w % Salida

n% x: Vector de puntos del intervalo [a,b] para la
n % discretizacion .

3% y: Vector solucion numérica para los puntos x
i % considerados .

s« function [x,y]=Euler(a,b,n,y0)

18 h = (b-a)/n; % Tamaiio de paso.

19 x = zeros(1,n+1);

2 y = zeros(l,n+1);

21 Y(l) = }’0,

» x(1) = a;

24 for k = 1:n

2 x(k+1) = x(k) + h;

% y(k+1) = y(k) + h«f(x(k),y(k));
» end

28 end
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2. Implementacion método de Runge Kutta 44 (3.26)

1 % Método de Runge Kutta 44

s % Pardmetros de entrada
+ % a: Extremo inicial del intervalo de integracion.
s % b: Extremo final del intervalo de integracion.

7% y0: Condiciéon inicial.

s % f: Funcion problema de Cauchy y’'=f(x,y). Esta

s % funcion se define en un archivo externo.

10%

n % Salida

2% x: Vector de puntos del intervalo [a,b] para la
i3 % discretizacion .

uw% y: Vector solucion numérica para los puntos x
15 % considerados .

7  function [x,y]=Runge_Kutta_44(a,b,n,y0)

35
36 end

s % n: Nimero de divisiones del intervalo de integracion

19 h = (b-a)/n; % Tamano de paso.

2 Xx = zeros(1l,n+1);

21 y = zeros(l,n+1);

2 y(l) = y0;

" x(l) = a;

26 for k = 1:n

7 x(k+1) = x(k) + h;

2 kl = f(x(k),y(k));

2 k2 = f(x(k)+h*0.5,y(k)+hx0.5xk1)

30 k3 - f(x(k)+h*0.5,y(k)+h=x0.5xk2)

k4 = f(x(k)+h,y(k)+h*k3);

33 y(k+1) = y(k) + hx(kl1+2.0xk2
+2.0xk3+k4)/6.0;

” end
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3. Implementacion método Adams Bashforth de 2 pasos (4.21)

1 % Método de Adams Bashforth 2

> %

3 %9 Pardmetros de entrada

+ % a: Extremo inicial del intervalo de integracion.

s % b: Extremo final del intervalo de integracion.

s % n: Numero de diviciones del intervalo de integracion

7% y0: Condicion inicial.

s % f: Funcion problema de Cauchy y’'=f(x,y). Esta

s % funcion se define en un archivo exterior.
10%

n % Salida

2% x: Vector de puntos del intervalo [a,b] para la
i3 % discretizacion .

uw% y: Vector solucion numérica para los puntos x
15 % considerados .

7 function [x,y]=Adams_Bashforth2(a,b,n,y0)

18

w h = (b-a)/n; % Tamaiio de paso.
v X = zeros(l,n+1);

ny = zeros(1l,n+1);

» y(1) = y0;

2 X(l) = a,

w % Cdlculo de valores iniciales

7 X(2)= x(1) + h;

% y(2) = Runge_Kutta_33(a,x(2),n,y0)

v %y(2) = g(x(2));, %Valor exacto para andlisis de error

30

s for k = 2:n

N x(k+1) = x(k) + h;

W y(ﬁ:&f)f)y(k) + h/2+(3+f(x(k),y(k))—f(x(k—1),y(
» end ’

35
3 end
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La siguiente implementacion corresponde al método de Runge Kutta de 4
estados y de orden 4 para sistemas y resuelve el problema de Cauchy

y (x) = f(x,y(x)),
¥(x0) = Yo,

donde f: [a,b] x R" - R" y x € [a,b].

4. Implementacion método de Runge Kutta 44 sistema (3.26)

1 %
» %
s %
+ %
s %
s %
7 %
s %o
s %
10 %
11 %
12 %
13 %
14 %
is %o
16 %
17 %
18 %
10 %
20 %
21 %
22 %
23 %
24 %
5 %
26 %
27 %
28 %

29

31
32
33
34
35
36
37
38
39

40

42

43

» function

Método de Runge Kutta 44 para sistemas de 3 EDO.

Pardmetros de entrada

a: Extremo inicial del intervalo de integracion.
b: Extremo final del intervalo de integracion.
de integracion

n: Numero de divisiones del intervalo

yl: Condicién inicial para la primera
sistema.

y2: Condicion inicial para la segunda
sistema.

y3: Condicion inicial para la tercera
sistema.

fl: Primera funcion del sistema en el
Cauchy yl’=fIl(x,y).

f2: Segunda funcion del sistema en el
Cauchy y2’=f2(x,y).

f3: Tercera funcion del sistema en el
Cauchy y3’=f3(x,y).

ecuacion
ecuacion
ecuacion
problema
problema

problema

del
del
del
de
de
de

Las funciones fl, f2 y f3 se definen en archivos

externos .

Salida

x: Vector de puntos del intervalo [a,b] para la

discretizacion .

y: Matriz solucion numérica del sistema para los

puntos x considerados .

h
X

y

y(l,1) yl;
y(2,1) y2;
y(3,1)= y3;
x(1) = a:

(b—a)/n; % Tamarno de paso.
zeros (1 ,n+1);
zeros (3 ,n+1);

a for k = 1:n

x(k+1) = x(k) + h;

[y,.x]=Runge _Kutta_44 _Sistema(a,b,n,yl,y2,y3)
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a4 % Cdlculo vector KI

kI = f1(x(k),y(1,k),y(2,k), y(3,k));

p wl = £2(x(k),y(1.k),y(2,k), y(3.k));

: 21 = £3(x(k).y(1,k).y(2.k), y(3.k));

48 Kl = [kl; wl; z1]; % Vector Kl

50 % Cdlculo vector K2

51 k2 = f1(x(k)+0.5xh,y(1,k)+0.5xhxkl, y(2,k)+0.5%
hxwl, y(3.,k)+0.5xhxzl);

52 w2 = f2(x(k)+0.5«h,y(1,k)+0.5xhxkl, y(2,k)+0.5%
hxwl, y(3,k)+0.5xhxzl);

53 z2 = f3(x(k)+0.5xh,y(1,k)+0.5xhxkl, y(2,k)+0.5%
hxwl, y(3.,k)+0.5xhxzl);

54 K2 = [k2; w2; z2]; % Vector K2

56 % Cdlculo vector K3

57 k3 = f1(x(k)+0.5xh,y(1,k)+0.5xhxk2, y(2,k)+0.5%
hxw2, y(3,k)+0.5xhxz2);

58 w3 = f2(x(k)+0.5xh,y(1,k)+0.5xhxk2, y(2,k)+0.5%
hxw2, y(3,k)+0.5xhxz2);

50 z3 = f3(x(k)+0.5xh,y(1,k)+0.5xh*xk2, y(2,k)+0.5%
hxw2, y(3,k)+0.5xhxz2);

60 K3 = [k3; w3; z3]; % Vector K3

6 % Cdlculo vector K4

63 k4 = f1(x(k+1),y(1,k)+hxk3, y(2,k)+h*w3, y(3,k)
+hxz3) ;

64 wd = f2(x(k+1),y(1,k)+h«k3, y(2,k)+hxw3, y(3,k)
+h%xz3);

6 z4 = f3(x(k+1),y(1,k)+hxk3, y(2,k)+hxw3, y(3,k)
+hxz3);

66 K4 = [k3; w3; z3]; % Vector K4

68 y(:,k+1) = y(:,k) + hx(Kl + 2xK2 + 2xK3 + K4)
/16.0;

o end

70

7 end




Referencias






fori=1:m % ciclo de inicio, usando Ry
o =1:
£i+1) =t@) £h;

Estudio;teorico’y computacional

£ <m)

desmetodosznumerlcos para_. . ../«
ecuaclones dlferenclales ordinarias

end; -
tics = tic; % tiem

+iempo Computacl ional
: 1o principal

(Referenciqs

[1] Alpala, J. (2017). Soluciones numéricas para un modelo lineal y otro no-
lineal aplicados a la diabetes. Trabajo de grado, Universidad de Narifio,
Pasto, Colombia.

[2] Apostol, T. M. (1996). Andlisis matemdtico, 2da ed. Barcelona: Editorial
Reverté.

[3] Akinfenwa, O. A., Jator, S. N., & Yao, N. M. (2013). Continuous block

backward differentiation formula for solving stiff ordinary differential
equations. Computers & Matematics with Applications , 65(7), 996-1005.

[4] Atkinson, K., Han, W., & Stewart, D. E. (2011). Numerical solution of
ordinary differential equations. New York: John Wiley & Sons.

[5] Bevilacqua, J. S., Rafikov. M., & Guedes, C. D. (2002). Modelagem em
biomatemdtica. Sao José do Rio Preto: USP.

[6] Braun, M. (1993). Differential equations and their applications, 4ta ed.
New York: Springer.

[7] Burden, R. L., Faires, J. D., & Burden, A. M. (2017). Andlisis numérico,
10ma ed. México: Cengage Learning Editores.

[8] Butcher, J. C. (2000). Numerical methods for ordinary differential equa-
tions in the 20th century. Journal of Computational and Applied Mathe-
matics, 125(1), 1-29.

[9] Butcher, J. C. (1933). Numerical methods for ordinary differential equa-
tions. New York: John Wiley & Sons.

[10] Fatunla, S. O. (1982). Nonlinear multistep methods for initial value pro-
blems. Computers & Mathematics with Applications, 8(3), 231-239.

[11] Fatunla, S. O. (2014). Numerical methods for initial value problems in
ordinary differential equations. New York: Academic Press.



148 Referencias

[12] Grapiglia, G. N., Angelossi, K. H., & Rizzi, R. L. (2008). Modelos Ma-
temdticos da Dindmica do HIV. Anais da XXII Semana Académica da
Matematica. Cascavel: Universidade Estadual do Oeste do Parana.

[13] Grossman, S. I., & Flores, G. (2019). Algebra lineal, 8va ed. México:
McGraw-Hill Interamericana.

[14] Hairer, E., Nogrsett, S. P., & Wanner, G. (1993). Solving ordinary diffe-
rential equations 1. Nonstiff problems, 2da ed. New York: Springer-Verlag
Berlin Heidelberg.

[15] Lambert, J. D. (1973). Computational methods in ordinary differential
equations. New York: John Wiley & Sons.

[16] Loch, G. G. (2016). Sistemas rigidos associados a cadeias de decaimento
radioactivo. Tesis de Maestria, IME-USP, Sao Paulo, Brasil.

[17] MATLAB. (2017). version 9.3.0.713579 (R2017a). Natick, Massachu-
setts: The MathWorks Inc.

[18] Nagle, R. K., Saff, E. B., & Snider, A. D. (2001). Ecuaciones diferenciales
y problemas con valores en la frontera. México: Pearson Educacion.

[19] Ongun, M. Y. (2011). The Laplace adomian decomposition method for
solving a model for HIV infection of CD4+ T cells. Mathematical and
Computer Modelling, 53(5), 597-603.

[20] ONUSIDA. (2016). Programa Conjunto de las Naciones Unidas sobre el
VIH/SIDA. Disponible en http://www.unaids.org/es/dataanalysis

[21] Ordonez, C. (2021). Estudio Numérico para la Aproximacion de Sistemas
Rigidos. Trabajo de grado, Universidad de Narifio, Pasto.

[22] Perelson, A. S., Kirschner, D. E., & De Boer, R. (1993). Dynamics of HIV
infection of CD4+ T cells. Mathematical biosciences, 114(1), 81-125.

[23] Perelson, A. S., & Nelson, P. W. (1999). Mathematical analysis of HIV-1
dynamics in vivo. SIAM review, 41(1), 3-44.

[24] Perko, L. (2013). Differential equations and dynamical. New York: Sprin-
ger Science & Business Media.

[25] Ramirez, J. A., Estrada, J. L., De Leén, C. V., & Cano, M. V. (2016). Un
modelo matemdtico para el VIH/SIDA. Journal of Basic Sciences, 1(3).

[26] Roma, A. M., Bevilacqua, J. S. & N6s, R. L. (2021). Tratamento numérico
de equacoes diferenciais. Notas de aula, IME-USP, Sao Paulo, Brasil.

[27] Saldarriaga, O., & Giraldo, H. (2017). Algebm lineal con el uso de Matlab.
Colombia: Editorial Universidad de Antioquia.


http://www.unaids.org/es/dataanalysis

Referencias 149

[28] Sehnem, R., Quadros, R. S., & Buske, D. (2018). Método Numérico para
Solucdo de EDOs Rigidas na Modelagem de Reagcboes Quimicas. Revista
Mundi Engenharia, Tecnologia e Gest ao (ISSN: 2525-4782), 3(2). DOI:
10.21575/25254782rmetg2018vol3n2581.

[29] Sotolongo, A., & Jiménez, J. C. (2014). Construccion y estudio de codigos
adaptativos de linealizacion local para ecuaciones diferenciales ordina-
rias. Revista de Matematica: Teoria y Aplicaciones, 21(1), 21-53. DOLI:
10.15517/RMTA.V2111.14136.

[30] Spiegel, M. R. (1983). Ecuaciones diferenciales aplicadas. New York:
Prentice Hall.

[31] Siili, E. (2014). Numerical solution of ordinary differential equations. No-
tas de aula, Mathematical Institute, University of Oxford, Oxford, Ingla-
terra.

[32] Teran J., & Ruaa-Alvarez, C. (2018). El método de Newton para raices
complejas. Fractales en el problema de Cayley. Revista EIA, 15 (29), 97-
108.

[33] Valencia, E. (2019). Estudio numérico para ecuaciones diferenciales or-
dinarias rigidas utilizando ode45, ode23, odel5s y ode23s. Tesis de
maestria, Universidad Pontifica Bolivariana, Medellin, Colombia.

[34] Yang, H., Nkeze, J., & Zhao, R. Y. (2012). Effects of HIV-1 protease on ce-
llular functions and their potential applications in antiretroviral therapy.
Cell & bioscience, 2(1),1.

[35] Zill, D. G. (2018). Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modela-
do, 11va ed. México: Cengage Learning Editores.






Indice alfabético






for i =1 :m % ciclo de inicio, usanao

£(i + 1) = t(i) * h;

Estudio;teorico’y computacional

£ <m)

de:mét odosznumerlcos para_. . ../«
ecuaclones dlferenclales ordinarias

e HL > '
tics = tic; % tiem

[indice alfabético

Condicién de Lipschitz, 26, 27
Condiciones iniciales, 25, 56, 79, 80
Conjunto fundamental de soluciones, 30
Consistencia, 55, 78, 82

Convergencia, 55, 79, 82, 93, 107

Costo computacional, 38, 59, 106, 109, 111

Discretizacion, 38

Ecuacién caracteristica, 31

Ecuacién de diferencias, 70, 81, 137
Ecuacién diferencial de orden superior, 24
Ecuacién diferencial ordinaria, 23

Ecuacién diferencial parcial, 23

Error global de discretizacion, 41, 54, 92, 113
Error local de discretizacion, 39, 54, 77, 115
Estabilidad, 56, 82

Estabilidad absoluta, 62, 83, 96

Estabilidad MPML, 79

Estabilidad MPU, 64

Forma candnica de Jordan, 35

Funcioén incremento, 53

Integracion numérica, 72
Interpolacién, 72, 75, 135
Intervalo de estabilidad absoluta, 65, 85, 97

Lotka-Volterra, 131

Método de Adams Bashforth de 2 pasos, 76
Método de Adams Bashforth de 3 pasos, 77
Método de Adams Bashforth de 4 pasos, 77

Meétodo de Adams Moulton de 2 pasos, 77

Meétodo de Adams Moulton de 4 pasos, 77

Meétodo de Euler, 38,42, 110

Meétodo de Euler implicito, 46, 105

Meétodo de Euler mejorado, 54, 61

Meétodo de Euler modificado, 61

Meétodo de paso unico explicito, 53

Meétodo de paso unico implicito, 53

Meétodo de Runge Kutta de orden cinco con seis
estados, 62

Método de Runge Kutta de orden cuatro con
cuatro estados, 61

Meétodo de Runge Kutta de orden tres con tres
estados, 61

Meétodo de Simpson, 47, 75

Meétodo de Taylor de orden 2, 59

Meétodo del punto medio, 71

Método del trapecio, 72

Meétodo del trapecio , 46

Meétodos adaptativos, 113, 116

Meétodos de Adams Bashforth, 75, 77, 110

Meétodos de Adams Moulton, 75

Meétodos de paso tnico, 53, 92, 111

Meétodos de paso multiple, 69

Métodos de paso multiple lineales, 69, 107, 111

Meétodos de Runge Kutta, 59, 110

Meétodos de Taylor, 58

Meétodos implicitos, 46

Matriz diagonalizable, 35

Matriz exponencial, 34

Matriz no diagonalizable, 36



154

Indice alfabético

Norma infinito, 43

Orden de consistencia, 55, 62, 79
Orden de convergencia, 55, 79, 92

Polinomio caracteristico, 80, 82
Polinomio de Lagrange, 137
Principio de superposicion, 29
Problema de Cauchy, 25, 27
Puntos de malla, 39

Raiz principal, 82
Regién de estabilidad, 65

Region de estabilidad absoluta, 85, 96, 106

Regla de Simpson, 74
Regla del trapecio, 74

Runge Kutta Fehlberg, 113, 117, 128

Series de Taylor, 39, 70, 78

Simulaciéon numérica, 126, 129

Sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de

primer orden, 24, 25

Sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de

primer orden lineal, 28

Sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

homogéneo, 28

Sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no

homogéneo, 28
Sistema rigido, 132
Sistema Stiff, 132

Tamafio de paso, 39, 83, 116, 118

Valores propios, 31, 63, 96
Vectores propios, 31
VIH/SIDA, 111, 119, 123

Wronskiano, 29



Sobre los autores

Catalina Maria Rua Alvarez: Matematica, de la Uni-
versidad de Antioquia. Realiz6 estudios de Maestria en
Computacion Cientifica en la Universidad de Puerto Rico
Recinto Mayagiiez y Doctorado en Matematica Aplicada
en el Instituto de Matematicas y Estadistica de la Uni-
versidad de Sao Paulo, Brasil. Actualmente es Profesora
Asociada del Departamento de Matemadticas y Estadisti-
ca de la Universidad de Narifio. Fundadora e integrante del Comité Organizador de
las Olimpiadas Regionales de Matematicas de la Universidad de Narifio. Las areas
de interés son: mecdnica de fluidos computacional, andlisis numérico, dlgebra lineal
numérica, redes complejas, simulacion computacional serial y distribuida, modela-
cion matematica y aplicaciones; ademas del planteamiento y resolucion de problemas
matematicos en olimpiadas y concursos matematicos.

Christiam Fernando Pistala Ceballos: Licenciado en
Matematicas, de la Universidad de Narino. Realizé un
curso de verano en Métodos Numéricos para Ecuaciones
Diferenciales Ordinales en el Instituto de Matematicas
y Estadistica de la Universidad de Sao Paulo, Brasil.
Actualmente cursa Maestria en Estadistica Aplicada en
la Universidad de Narifio y se dedica a la ensefianza en niveles de educacion basi-
ca secundaria y media. Las areas de interés son: andlisis numérico, algebra lineal
numérica, programacion, machine learning, big data, estadistica aplicada, modela-
cién matematica y aplicaciones.




La modelacién matematica de una gran variedad de fendmenos
en la naturaleza se relaciona con ecuaciones diferenciales ordi-
narias, EDO. A pesar de que en la teoria se presentan algunos
métodos analiticos que resuelven diferentes clases de EDO, la
cantidad de familias de EDO que pueden ser resueltas analitica-
mente es bastante restringida, por tanto los métodos numéricos
son una opcidn para encontrar aproximaciones discretas a la
solucion. Analizar tedrica y computacionalmente métodos
numericos que aproximen sistemas de EDO es el principal inte-
rés en este texto.

Este libro se encuentra dividido en tres partes: Preliminares,
Meétodos numeéricos para EDO y Simulacién numeérica. La prime-
ra esta dedicada a introducir al lector en el temay recordar preli-
minares de la teoria general de EDO. En la segunda parte se
presenta la base tedrica de algunos métodos numeéricos para
resolver una EDO o un sistema de EDO sujeto a una condicién
inicial. Se distingue entre métodos de paso unico y métodos de
paso multiple, entre los que se destacan respectivamente la
familia de métodos de Runge Kutta y la de Adams Bashforth. Se
analiza la deduccién de estos y otros métodos, ademas se
presenta un estudio de propiedades tedricas como son la con-
sistencia, convergencia y estabilidad, entre otras, permitiendo
determinar si la solucion numeérica obtenida cuenta con buena
precision.

Finalmente, con base a la teoria y a diferentes simulaciones
numéricas realizadas, en el tercer apartado se listan ventajas y
desventajas al usar los diferentes métodos y se comparan solu-
ciones exactas con aproximaciones. Adicionalmente, se aplican
algunos de los métodos investigados para determinar aproxi-
maciones para un modelo matematico que describe la dinamica
de infeccion del VIH/SIDA. En este modelo la aproximacion
numérica es indispensable dado que no posee una solucién
analitica y esto resalta la importancia de la investigacion del
tema principal de este libro.

8-628-7

]

786287150 e Editorial
Universidad de Narino




	Índice general
	Índice de figuras
	Índice de tablas
	Abreviaturas
	Prefacio
	Parte I — Preliminares
	Introducción
	Teoría general de ecuaciones diferenciales
	Ecuaciones diferenciales ordinarias
	Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
	Introducción a la solución numérica de EDO
	Problemas propuestos


	Parte II — Métodos numéricos para EDO
	Métodos de paso único
	Forma general de los métodos de paso único
	Consistencia, estabilidad y convergencia
	Métodos de Taylor
	Métodos de Runge Kutta
	Estabilidad absoluta
	Problemas propuestos

	Métodos de paso múltiple
	Forma general de los métodos de paso múltiple lineales
	Deducción por series de Taylor
	Deducción por integración numérica
	Métodos de Adams
	Consistencia, convergencia y estabilidad
	Estabilidad absoluta
	Problemas propuestos


	Parte III — Simulación numérica
	Validación de implementaciones
	Problemas para estudio numérico
	Métodos de paso único
	Métodos de paso múltiple
	Problemas propuestos

	Resultados numéricos
	Adaptatividad y estimación para el error
	Aplicación VIH/SIDA
	Proyecto avanzado de aplicación


	Apéndices
	Apéndice
	Interpolación
	Ecuaciones de diferencias
	Implementaciones


	Referencias
	Referencias

	Índice alfabético
	Índice alfabético


