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INTRODUCCION

El libro de Lecciones de Calculo Diferencial, esta disefiado para ser utilizado
como texto guia, para los cursos de Calculo Diferencial, en los Programas de
Ingenieria Civil, Sistemas y Electronica de la Universidad de Narifio, al igual que en
los Programas de Fisica, Licenciatura en Matematicas y Licenciatura en Informatica;
también puede ser utilizado por estudiantes de otras universidades o instituciones
de educacion superior, que ofrezcan programas técnicos similares a los
mencionados.

El libro contiene, toda la tematica contemplada en los cursos usuales de
Calculo Diferencial, sin embargo, en los dos primeros capitulos, de manera puntual
y precisa, se trata las caracteristicas, propiedades y grafos de las funciones reales;
también se realiza un tratamiento resumido, de los elementos de Geometria
Analitica.

La decisién de incorporar estos temas en el texto, obedece a que, es muy
importante que los estudiantes dispongan de los fundamentos tedricos y
conceptuales para iniciar el curso, ademas, para suplir las eventuales debilidades y
desconocimiento de estos temas basicos. La experiencia de los autores por mas de
30 afios en el ofrecimiento de los cursos de Calculo, motivé la decision de incorporar
estos insumos en el presente libro.

El texto, estd escrito de modo que los conceptos y definiciones son
consistentes y claros; en cada tematica, se plantean y resuelven ejercicios de diversa
dificultad y alcance. Al finalizar cada capitulo, se proponen ejercicios y problemas
para que sean resueltos por los estudiantes; el propdsito es que los resuelvan,
comprueben y comparen con las respuestas que aparecen al final del texto.

En algunas secciones, el texto contiene y formula teoremas y proposiciones,
que para su formalizacidn, requieren una prueba matematica, lo cual contribuye a la
producciéon de consistencia y claridad conceptuales. En otras palabras, se procura
que los estudiantes se aproximen a una correcta percepcion de lo que realmente
significan las matematicas y sus multiples aplicaciones en la Ingenieria, Fisica,
Biologia, Negocios y otros campos.

El libro esta estructurado en cinco (5) capitulos. El primero, Funciones Reales,
trata las siguientes funciones: lineal, cuadratica, funcién polinémica, funcion
racional, funcion valor absoluto, funcién exponencial, logaritmica, a trozos,
trigonométricas, hiperbdlica y funciones definidas paramétricamente. El segundo,
Elementos de Geometria Analitica, contiene definiciones y conceptos relacionados
con distancia entre puntos, de un punto a una recta, angulos entre rectas, entre
otros; secciones conicas y coordenadas polares. El tercero, Limites y Continuidad,



aborda las tematicas de vecindad de un punto, limite de una funcién real de una

variable real y continuidad de funciones. El cuarto, Derivadas de Funciones, contiene
definiciones y conceptos de la derivada, dlgebra de derivadas, derivada de la funcién
compuesta, derivacién implicita, derivadas de las funciones elementales, derivadas
paramétricas, teoremas de Rolle y del valor medio, limites de formas
indeterminadas, diferencial y derivadas de orden superior. El quinto, Aplicaciones
de la Derivada, contiene aplicaciones geométricas de la derivada, razén de cambio,
maximos y minimos, trazado de curvas de funciones. El libro finaliza con una seccién
de respuestas a los ejercicios y problemas propuestos.

Finalmente, los autores confian, que esta obra constituya un recurso
pedagdgico y didactico para estudiantes y profesores que estudien y desarrollen
tematicas de Calculo Diferencial.

Los Autores.

San Juan de Pasto, Septiembre de 2020.






CAPITULO 1
FUNCIONES REALES

Una funcién real, es aquella cuyo dominio y rango estan contenidos en el conjunto
de los numeros reales R. Se define como sigue:

fiD c R->R
x—y=f(x)
1.1 FUNCION LINEAL

La funcion lineal se define como:
ffR->R
x— f(x)=mx+b

La representacion grafica de la funcién lineal es una recta, cuya pendiente es m y
corta al eje y en el punto (0, b) (ver Figura 1).

y=mx+b

b

/ m>=0

Figura 1. Recta con pendiente positiva: y = mx + b; m > 0.

Nétese que m = tg(a); a es el angulo que forma la recta con la parte positiva del
eje x. Por otra parte, en la Figura 1, se ve que a es un angulo agudo.

Se dice entonces, que dicha recta L tiene pendiente positiva,puesm = tga ytg a >
0.

En general, la recta L tiene pendiente positivasi 0 < a < 90°.

En la Figura 2, 90° < a < 180°. En este caso, se dice que la recta L tiene pendiente
negativa, pues tg a < 0.



y=mx+b

m&

Figura 2. Recta con pendiente negativa: y = mx + b; m < 0.

En la Figura 3, « = 0, por lo cual, la grafica es una recta paralela al eje y, y tiene un
valor constante b.

-

ot
]
k=

-

Figura 3. Recta con pendiente cero: y = b; m = 0.

Conviene mencionar aqui, un concepto importante de la Geometria Euclidiana, que
se refiere, a que “dos puntos determinan una tnica recta” (ver Figura 4).

En efecto, si P(x1,y1) ¥ Q(x,,y,) son puntos de la recta L, entonces, la pendiente
de la recta se calcula como sigue:

mzA_YZY1—3’2=YZ—)’1
Ax  x1—X, Xy —Xq

La ecuacion de larecta L, que pasa por los puntos P y Q, viene dada por las siguientes
ecuaciones:

y —y; = m(x — x;) o también y — y, = m(x — x,)



Figura 4. Recta que pasa por dos puntos:y — y; = m(x — x1).

Notas:

1. Laecuacion (1), y = mx + b sela conoce como Pendiente-Interseccion de larecta
L.

2. La ecuacion Ax + By + C = 0 representa graficamente una recta; se la conoce
como Ecuacién General de larecta L.

Ejemplo 1

Dada la recta L, definida como y = 2x — 3, determinar:
a) Angulo que forma con la parte positiva del eje x.

b) Interseccidon con los ejes.

Solucion

a) La Figura 5, muestra la recta L, cuya ecuacién es y = 2x — 3; pendiente es m =
2. Observe que la pendiente es positiva.

Entonces a = arctg(2) — a = 63°26'.

<

P(0,-3)

Figura 5. Recta de la ecuacién y = 2x — 3.

b) Lainterseccion del L con el eje y es (0, —3).



3
e

Cuandox=0; 2(x)—3=0: x=
De esta manera, la interseccion con el eje x es (%' 0).
Ejemplo 2

a) Determinar las ecuaciones pendiente-interseccion y general de la recta que pasa
por los puntos P(—1,5) y Q(5,1).
b) Cuales son las coordenadas de los puntos de interseccion con los ejes.
c) Valor del angulo a.
Solucion
a) Lapendiente delarectaL es:
Ay 6-1 5

m=_=__c="¢ (pendiente negativa).

Ecuacion pendiente interseccion:

Al tomar el punto P se obtiene:

y-6=—G+D O

5.5 L3
YT T T YT T T

De la expresién (1) se obtiene la ecuacion general, asi:
6(y—6)=—-5(x+1); 6y—36=—-5x—5;
5 +6y—31=0 (2)

b) Delarelacién (2):

31 L 31
x=0->y= ?; interseccion eje y: (0, ?)

31 y 31
y=0->x= ?; interseccion con eje x: (?' O).

c) Elangulo a:

5 5 5
m=tga= —gia= arctg (—g) ; a = 180° — arctyg (g) s = 140011



Pt-M

Figura 6. Recta que pasa por los puntos P(—1,6) y Q(5,1).
Ejemplo 3
En los problemas siguientes, escriba y grafique una ecuaciéon para la recta L descrita:
a) L eshorizontal y pasa por P(3,—5).
b) L pasa por P(—1, —4) y tiene una pendiente %
c) L pasapor M(4,2)y tiene un 4ngulo de interseccion de 135°.
d) L pasapor N(1,5)y es paralelaalarecta: L; = 2x +y = 10.
e) L pasaporS(—2,4)y es perpendicular alarecta: L, = x + 2y = 17.
Solucion

a) La recta pedida es y = —5, tiene pendiente m = 0; corresponde a una funcién
constante (ver Figura 7).

P(0,-5)
Figura 7. Rectay = —=5; m =0

. : 1 o .,
b) En este caso, la recta L tiene pendiente m = 3 (positiva). Su ecuacion es la

siguiente:



7

+4—1(+1)- -1
yTEEW Ty =axTy

La recta pasa por los puntos (O, — g) y (7,0) correspondientes a los puntos de

interseccion con los ejes. La representacidn grafica corresponde a la Figura 8.

P(—l_.—{/

Figura 8. Recta que pasa por P(—1,—4), m = %

c) En este caso, la pendiente es m = tg(135°) = —1.
Suecuacibnes y—2=—-1(x+4); y=—-x+6.
Los puntos de corte con los ejes, son (6,0) vy (0,6) (ver Figura 9).

b

0(0.6)

Figura 9. Representacion grdfica de la ecuaciony = —x + 6

d) De la ecuacion de la recta 2x +y = 10 se tiene que y = —2x + 10, con lo cual,
m = —2 (ver Figura 10)

La recta que se pide, tiene pendiente m = —2 y debe pasar por el punto
N(1,5), entonces su ecuacion es la siguiente: y — 5 = =2(x + 1); y = —2x +
7.
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Figura 10. Recta que pasa por N(1,5) y es paralela a la recta: L; = 2x +y = 10

e) Larecta pedida L, es perpendicularalarecta x + 2y =17,6seay = — %x + g

La pendiente de L, es entonces m = 2.

Suecuaciébnes y —4 = 2(x + 2); y = 2x + 8 (ver Figura 11).

/P(=4.0)

Figura 11. Recta pasa por S(—2,4) y es perpendicular a la recta: L, = x + 2y = 17.
Ejemplo 4

Lalongitud L (en cm) de una varilla de cobre, es una funcién lineal de su temperatura
en grados Celsius C. Si L = 124.942 cuando C = 20y L = 125.134 cuando C = 110;
expresar L en términos en C.

Solucion:



Si L es funcion de C, entonces, los puntos de la recta que relaciona estas magnitudes,

son de la forma (c,L). En este caso, los puntos son:
P(20,124.942) y Q(110,125.134).

La pendiente de la recta es:

AL 125.134—124942 0,192 12
AC 110 — 20 © 90  5625°

m =
Al considerar el punto P, la ecuacién de la recta es:

L — 124942 =2 (0 — 20) ; o bien L = 2 ¢ 4 70255875
%4 T 5625 PO DI L = w5 562500

Al realizar las operaciones, finalmente se obtiene la expresion lineal:

L =0,00213C + 124.899.
Ejemplo 5
Considerar la ecuacion general de la recta L, definida como 3x + 2y — 6 = O:
1) Graficar L.

2) Determinar los dngulos internos del triangulo rectangulo que determina L con
los ejes coordenados en el primer cuadrante.

3) Determinar el drea del triangulo.
Solucion:

1) Dado que dos puntos determinan una recta, se encuentra los interceptos con los
ejes, asi:

x=0 = 2y—6=0; y=3 = (0,3) punto interseccién con el eje y.
y=0 = 3x—6=0; x=2 = (2,0) punto interseccién con el eje x.

2) De la seleccién 3x + 2y — 6 = 0, se obtiene la ecuacién Pendiente-Interseccion,

como sigue:
-3 +3
y=-5x .

La pendiente es:
-3 tga = S a= 123941’
m=-gitga=—g;a= .

Entonces a’ = 180° — 56°18'.
El 4ngulo en el origen del sistema de coordenadas, 0 es: 90°, entonces:
B = 180° — (90° + 56°18") = 33%42’.

De esta manera, los 4ngulos interiores son 33°42’, 56°18’ y 90°.



3) Area = %(2)(3) = 3u?.

B(0.3)

N O
A12.0)
\.’»x +2y-6=0

Figura 12. Recta 3x + 2y — 6 = 0.

EJERCICIOS 1.1

iy

2)

3)

4)

5)

Tres puntos 4, By C, estdn en una misma recta si y solo si, la pendiente de AB es
igual a la pendiente de BC. Teniendo en cuenta este principio, determinar si los
tres puntos estan o no estan en la misma recta. Realizar la grafica.

a) A(-1,-2); B(2,1); C(43).
b) A(-2,5); B(2,3); C(8,0).

o) A(-1,6); B(12); C(4,-2).
d) A(-3,2); B(1,6); C(8,14).

Utilizar el concepto de pendiente para demostrar que, los cuatro puntos dados,
son los vértices de un paralelogramo. Realizar la grafica.

a) A(-1,3); B(5,0); C(7,4); D(1,7).
b) A(7,-1); B(=2,2); C(1,4); D(10,1).

Mostrar que los tres puntos dados, son los vértices de un tridngulo rectangulo.
Realizar la grafica.

a) A(—2,-1); B(2,7); C(4,—4).
b) A(6,—1); B(2,3); C(-3,2).

Los puntos A(—1,6); B(0,0); €(3,1), son 3 vértices consecutivas de un
paralelogramo. Determinar el cuarto vértice y graficar.

Mostrar que las diagonales del paralelogramo del problema 4, se bisecan entre
si.



6) La temperatura Fahrenheit F y la temperatura absoluta K, satisfacen una
ecuacion lineal. Si K = 273,16 cuando F = 32; y K = 373,16 cuando F = 212.
Expresar K en términos de F. Cudl es el valor de F cuando K = 0. Realizar la

grafica.

7) Se prevé que en la década del 2000, crezca el nimero de mujeres en la fuerza de
trabajo. Un consultor de prondsticos, se sirve de la ecuacion N = 9,6 + 0,20t
para producir el ndmero de mujeres entre 35 y 44 afios de edad, que estaran en
la fuerza de trabajo. En este caso, N es el nimero de mujeres entre 35 y 44 afios
medida en millones y t indica el tiempo medido en afios a partir de 1991. (t = 0
corresponde a 1911).

a) Interpretar el significado de pendiente e interseccion.

b) Predecir el nimero de mujeres de este grupo de edad, que perteneceran a la
fuerzalaboral en 2008,2010 y 2015.

c) Trazar la grafica.
1.2 FUNCION CUADRATICA

La funcidon cuadratica, es una funcion real, de la forma:
ffR->R
x+—y=ax’+bx+c, a#0

La representacion grafica de la funcion cuadratica, es una parabola. Para trazarla, se
debe tener en cuenta el signo del coeficiente a, asi:

Si a > 0 entonces, la parabola se abre hacia arriba.
Si a < 0 entonces, la parabola se abre hacia abajo.

El vértice de la paradbola, es el valor maximo o minimo de la funcién cuadratica. Para
a > 0, el vértice es minimo y si a < 0, el vértice es maximo. (ver Figura 13 y Figura
14).

b 4ac- bz)

Las coordenadas del vértice, son en cualquier caso V (— 22’ 2
a a

El punto de interseccidn de la pardbola con el eje y es (0, b).

Finalmente, los puntos de interseccién con el eje x, si las tiene, se calculan al resolver
la ecuacién cuadratica ax? + bx + ¢ = 0.

En la Figura 13, se puede ver una parabola que tiene en V un minimo, pasa por (0, b)
y la ecuacién cuadratica tiene dos raices r; y 1y; por otra parte, en la Figura 14, V es
un maximo y tiene dos puntos de interseccion con el eje x, correspondiente a las
raicesr; y 1.



=

a>0
1
1 X
ﬁv: r
V

Figura 13. Pardbola con a > 0; vértice punto minimo.

¥

4
by
1
1 X
A :

a<(

Figura 14. Pardbola con a < 0; vértice punto mdximo.

En la Figura 15 y Figura 16, se muestra dos parabolas que no tienen puntos de
interseccién con el eje x, por lo cual, las ecuaciones cuadraticas ax? + bx + ¢ = 0 no
tienen raices reales, sino complejas.

En cualquiera de los dos casos, se observa que las parabolas son simétricas con
respecto a una recta imaginaria que pasa por el vértice y es paralela al eje y. Por
tanto, para trazar una parabola a “mano alzada” sin recurrir a la tabulacidn, se
pueden utilizar los siguientes criterios:

a) a > 0, la parabola se abre hacia arribay si a < 0, se abre hacia abajo.
b) Pasa por el punto (0, b).

b 4ac - b?
c) Elvértice esV(—— L).

2a’  4a
d) Analizar simetria.

e) Adoptar una escala conveniente.



Figura 15. Pardbola con a<0; sin raices reales.

ax0

=

Figura 16. Pardbola con a>0; sin raices reales.

Ejemplo 1

Trazar las graficas de las siguientes parabolas:
1) y=x*—x—6.

2) 3y =4x —x% +8.

3) y=%x2+x+1.

Solucion:

1) y=x?>—x—6.Enestecaso,a=1, b =—1, c = —6.
e Comoa =1 > 0,laparabola se abre hacia arriba.

e Laparabola pasa por (0, —6).
e (Coordenadas del vértice
b (-1) 1
2 2(1) 2
4ac—b* 4(1)(-6) — (-1)*> 25
4a 4(1) 47




Vértice: V (1, — E)
2’ 4

El vértice constituye un punto minimo de la parabola.

e Interseccion con el eje x

Resolver la ecuacién cuadraticax? —x—6=0 = (x—3)(x+2) = 0.

Portanto,x =3 ox = —2.

La pardbola correspondiente, se representa en la Figura 17.

.-J,'

Figura 17. Pardbola con a > 0 y raices reales

2) 3y =4x —x*+38

_ 1,4 /8 1 . 4 8
A R R - - R )
Como a = —g < 0, la parabola se abre hacia abajo.

e Pasa por el punto (0, g)

e (Coordenadas de vértice

b3 s 4(-3)E)-0)
ST T

Vértice: V(2,4).

El vértice, constituye un punto maximo de la parabola.

e Interseccion con el eje x

. . 1 4 8
Resolver la ecuacién cuadratica — Exz tix+5=0; x%>—4x —8=0;



4+ VI6+32

X 5 y X

_4++v48

s x=24+12.

Por tanto, las raices son x; = 2 + V12 = 5,46 y X, =2— V12 = —1,46.

La paradbola correspondiente, se presenta en la Figura 18.

| G0

/\':

Figura 18. Pardbola con a < 0 y raices reales.

3) y=lx2+x+1 enestecasoazl; b=1, c=1.
2 2

1 , . .
Comoa = 3 > 0, los lazos de la parabola se abren hacia arriba.

La parabola pasa por el punto (0,1).

Interseccion con el eje x:

Resolver la ecuacion cuadratica:

1 2 2
—x“+x+1=0;, x*+2x+2=0.

2
_—2++4-8

X = ;o x=-14+2i

2

Interseccion con el eje x

Como la ecuacion cuadratica no tiene raices reales, es decir, son complejas, la
curva no intercepta al eje x.

Coordenadas del vértice

ST

E .

€ C.



1
Vértice: V (—1, E) )
El vértice, constituye un punto minimo de la parabola.

La grafica correspondiente, se presenta en la Figura 19.

' l\l 1 X

P=t=

L oT2)

13

Figura 19. Pardbola con a>0y raices complejas.
Ejemplo 2

Determinar la ecuacion de la funcién cuadratica, que pasa por los puntos A(2,—3),
B(—2,1)y C(4,-2).

Solucion:

La ecuacidn de la funcion cuadratica, viene de la forma y = ax? + bx + ¢, en donde
a, b y c son coeficientes, por el momento desconocidos. Los puntos 4, B y C deben
satisfacer tal ecuacion, asi:

A(2,-3); -=3=2(2)*+2b+c; 4a+2b+c=-3. (D
De la misma forma,

A(=21); 1 =a(-2)?+(-2)b+c;4a—2b+c = 1. (2)
Y finalmente,

A(4,-2); —2=2(4)?>+4b+c;16a+4b+c = —2. (3)
Las ecuaciones (1), (2) y (3) forman un sistema lineal de ecuaciones 3 X 3:

4a+2b+c=-3
4a—2b+c=1
16a+4b+c = -2

Al resolver el sistema, se obtiene:

a 4 Cc



En consecuencia, la ecuacion de la funcion cuadratica es:

=_x2—x-2.
y=gxt - x

La Figura 20, contiene la representacion grafica correspondiente.

\ Yy J)I.l

\\ y=2y_x_2
B2y ¢ /
\ , ‘

A

A(2.-3)

Figura 20. Pardbola conocidos tres puntos de la misma.

EJERCICIOS 1.2

1)

2)

3)

4)

Trazar los graficos de las siguientes funciones cuadraticas:
a) y = 25x%+ 8x —12.

b) y= —%xz + 24x.
1 1
c) y= Exz +—x.
d) y=0,1x% —0.01x + 1.

Determinar las ecuaciones de las funciones cuadraticas, que pasan por los

puntos dados, y trazar sus graficas.
a) P(0,10); Q(1,6); R(-24).

b) A(1,2); B(—5,—64); C(3,—8).

La ecuacién estandar de la funcién cuadratica dada y = ax?+ bx +c
esy = a(x + h)? + k, donde el punto (h, k) es el vértice de la parabola.

4ac—b?
4a '

Mostrar que h = _b s k=
2a

La poblacion de ©peces de un lago, obedece a la funcion
P(t) = 10000(50 + 23t — t2), t en afios, a partir del 1 de enero de 2020, fecha
en la que se estimo la poblacion por primera vez.
a) Para qué afio se tendra la maxima poblacidn.

b) Poblacién estimada al cabo del 4 afio y en 12 afios.

c) (En qué afio, la poblacién de peces sera la misma de enero 1 de 20207
Grafique y saque conclusiones.



1.3 FUNCION POLINOMICA

Una funcion polinémica de variable “x” se define como sigue:
ffR->R
x—y=fx)=ay+ax+ -+ ax"
Donde ag, a,x, -+, a,, son numeros reales, a,, # 0.
0 A1 n n

El mayor entero positivo n, tal que a, # 0, se denomina grado de la funcién
polinémica y los a;, se llaman coeficientes.

Elreal r es raiz o cero de la funcién polinémica f(x), si f(r) = 0.
Por ejemplo, sea f(x)=x3 — 2x% — x + 2.

Se tiene que:

f2Q=23-212)>?-2+2=8-8-2+2=0.

Entonces 2 es raiz o cero de f(x).
1.3.1 Teorema del residuo

Si f(x) es un polinomio de grado n, entonces, el residuo de dividir f(x) entre x — b
es f(b).

Demostracion:

Sea f(x)=apx"+ax"t+--+a,, a, # 0,x €R, un polinomio de grado n.
Entonces,

f(b) = aobn + albn_l + -+ a")’l ;
fG) = f(b) = ap(x™ = b™) + ay (x" 1 = b" ) + -+ + ap_4 (x — D).
Al desarrollar las diferencias de potencias se tiene:

fx)—fb) =ag(x—b)(x" 1 +bx" 2+ .-+ b" 1)
+a,(x=b)(x™ 2 +bx™ 3+ o+ HVE) 4+

Se factoriza (x — b) en cada sumando:

f(x) — f(b) = (x — b)g(x); donde g(x) es un polinomio de grado n — 1.
De aqui se obtiene:

f&x) = (x—b)g(x) + f (D).
Esto significa que el resto de dividir f(x) entre x — b es, en efecto, f(b).
Ejemplo
Sean f(x) = 5x3 + 4x2 — 3x + 10 y el binomio (x — 1).



El resto de dividir f (x) entre (x — 1) es:

F(1) =513 +4(1)2-3(1)+10=5+4—3+ 10 = 16.

Por lo tanto, el residuo es (1) = 16.
1.3.2 Teorema del factor

Sea f(x) una funcién polindmica de grado n; (x — r) es un factor f(x) & f(r) =
0.

Demostracion:

(=) Sea (x —r) factor de f(x), entonces f(x) = (x —r)g(x) + 0, pues (x — 1) es
factor. Por lo cual, f(r) = 0.

(&) Sea f(r) = 0. Por teorema del residuo:

f)=-r)gk)+f);flx)=(x-7)glx)+0; f(x) = (x —r)gx).

Esto indica que (x — r) es un factor de f(x).
1.3.3 Teorema de las raices racionales de una funcion polinémica

Sea f(x)=apx"+a,_x"1+--+ay, ay,#0; aq €EZ un polinomio con

coeficientes enteros y sea g € Q.

Si s es un cero (una raiz) de f(x), entonces, p es factor de a, y q es factor de a,,.

Demostracion:

)= vers@ s o

p p
Puesto que se supone que 4 es raiz de f(x), entonces,

p" p™t p
an, (q—n) +a,-1 <F> + -4+ aq (5) +ay,=0;
anp™ + ap_1qp™ o+ a1 g™ p + apq”
q" B
anp™ + ap_1qp™ a1 gV 'p +agq" =0;

0;

Apo1qp™ o+ @ P+ agq" = —ap™. (D)

En la relacion (1), se observa que, g esta presente en todos los términos del lado
izquierdo; entonces, divide el termino —a,p™ y por consiguiente q divide a a,,

puesto que g no divide a p, por el supuesto que s es irreductible.



Analogamente, la relacién (1) se puede escribir como sigue:

app" + an_1qp™ "t + -+ a1q" " p = —agq™ (2)

Enlarelacion (2), el factor p estd en todos los sumandos de la parte izquierda, lo que
implica que p divide al termino —ayq™; por lo cual, p divide a a, puesto que p no
divide a g.

1.3.4 Grafica de la funcion polindmica
Para trazar de manera aproximada la curva correspondiente a la funcién

polinémica, se debe tener en cuenta los siguientes criterios:

a) Dado que el dominio de definicién de la funciéon polinémica son los reales,
entonces la curva se desarrolla en R?.

b) Los interceptos con los ejes se obtienen asi: con el eje y, es el punto (0, ay); con
el eje x, corresponden a los ceros o raices de la funcidn polindmica, siempre y
cuando sean numeros reales. En este caso, se tabulan algunos valores a la
derecha e izquierda de cada raiz, para obtener puntos de la curva.

c) En el caso de que no tenga raices reales, se procede a tabular algunos valores.

d) En cualquiera de los casos, es conveniente adoptar una escala apropiada.

Nota:

Parra llevar a cabo un trazo mas preciso de la funcién polinémica, se recurre al
calculo diferencial, en lo referente a la obtenciéon de maximos, minimos, intervalos
de crecimiento y decrecimiento y concavidad. En el capitulo correspondiente, se
tratara este tema, con mas profundidad.

Ejemplo 1

Trazar aproximadamente la grafica de la siguiente funcién polinémica:
y = x3 + 4x% — 5x.

Solucion:

a) Lagrafica de la funcién polinémica, pasa por (0,0).

b) Los ceros dela funcion (raices de la ecuacién polinémica), se obtienen al resolver
la ecuacion: x3 + 4x% — 5x = 0.

x3+4x2-5x=0-> x(x2+4x—-5)=0 - x(x+5)(x—-1) =0.

Por lo tanto, las raices de la ecuacion polindmica son: x =0, x = =5, x = 1.



En consecuencia, la curva intercepta al eje X, en los puntosx =0; x =—=5; x =
1.

c) Se determina algunos valores de la funcién, localizados entre las raices o
cercanas, a izquierda y derecha de ellos, asi:

e y(—-3) =(-3)3+4(-3)>-5(-3) = -27 +36 + 15 = 24.
e y(—6) = (—6)3 +4(—6)?> — 5(—6) = =216 + 144 + 30 = —42.
e y(-1)=(-1)3+4(-1)?>-5(-1)=-1+4+4=8.
)= s s @)=ter-i=-%
e y(2)=(2)3*+4(2)*-5(2)=8+16—10 = 14.
La grafica correspondiente, se presenta en la Figura 21.
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Figura 21. Grdfica de una funcién polinémica de grado 3 conocidas tres raices.

Ejemplo 2

Trazar aproximadamente la gréfica de la funcién polinémicay = x3 + 2x2 + 4.
Solucion:

a) Lacurva se intercepta con el eje Y en el punto (0,4).

b) Con el eje x se explora la posibilidad de que tenga raices racionales. Al aplicar el
teorema de las raices racionales, se puede constatar que las posibles raices son:

+1; £2; 4.
Con las posibles raices racionales, se aplica el Teorema del Residuo:

y(0)=4;y(1)=7; y(-1)=5; y(2) =20; y(-2) = 4; y(4) = 100;
y(—4) = —28.

Se concluye entonces, que la funcién polinémica dada, no tiene raices racionales.

Noétese que y(—3) = —5; esto significa que, entre x = —3 y x = —2, existe una raiz
real.



En efecto, para x = —2,595 se cumple que y(—2,595) = 0, lo cual significa, que una
raiz aproximada de la ecuacién polinémica dada, es: x = —2,595.

En la Figura 22, se presenta la grafica correspondiente.

> 2
/- .
Figura 22. Representacion grdfica aproximada de una funcidn polindmica de grado 3.
Ejemplo 3
Considerarp(x) = x°—3x3 —kx?—-2x+1 y qx)=x-— %
Determinar el valor de k, para que resulte exacta la division de p(x) entre q(x).

Solucion:

qx) =x— % es factor, es decir, se cumple que:
5)=00(5)-() -2() -+(G) -2(5)+1-0
P\2) =7 P2)7\2 2 2 2) T T

1 3 1 1 3 1 11

Por consiguiente, x = 5 €s un cero de la siguiente funcién polinémica:
11
p(x) = x> — 3x3 —Exz —2x+1.

En efecto, p G) =0.
Ejemplo 4

En forma aproximada, trazar la grafica de la funciéon f(x) = 32x3 — 48x2 + 22x —
3.

Solucion:

Para trazar aproximadamente la curva correspondiente a esta funcion polinémica,
se tiene en cuenta el Teorema de las Raices Racionales y la observacion
correspondiente, relacionada con la adopcién de una escala conveniente.

De acuerdo al precitado teorema, las posibles raices racionales son:



1 1 1 1
+1,43, ko, ko b b,
27478716

1 3 3 3 3

t—t ottt

32'74’78°710° 32
Aplicar el Teorema del Residuo a algunas raices potenciales, se obtiene:

1

. f(z)=32(%)3—48(%)2+22(%)—3=O;x=%esraiz.
« 1)
« 1)

32 (1)3 — 48 (i)2 +22 G) —3=0; x = esraiz.

4

32 (%)3 — 48 G)z + 22 G) —3=0;x= 3 es raiz.

.V

y=32x"-48x +22x-3

L Rl

to |
|

Figura 23. Representacion grdfica aproximada de una funcién polinémica de grado 3.

Observe, que las raices son racionales positivas y curiosamente estan en progresiéon
aritmética.

La grafica pasa por el punto (0, —3).

La representacion grafica corresponde a la figura anterior.
EJERCICIOS 1.3

1) Definir la funcién polinédmica, cuyos ceros son los indicados a continuacion:

2 3
a) 5:5;0-

b) 1;-1.

c) 2;2;-2;-2;0.

d) 0,375;-1,275; +0,5.
e) a+b;a—b; a; —b.

2) Trazar aproximadamente las graficas de las funciones polinémicas que siguen;
ademas, realice una descripcion de cada una de ellas:
a) y=x*+x*+1

b) y=x*—x%+1.



) f(x)=x*—x?—-1.

d) y=4x3+10x? — 23x + 6.
e) y=24x3+46x% + 9x + 9.
f) y=x*+2x3—-2x*—-8x+8.

1.4 FUNCION RACIONAL

Una funcién racional, es de la forma f(x) = %, donde p(x), q(x) son funciones

polinémicas; se supone que p(x)y q(x) no tienen factores comunes y ademas
q(x) # 0.

En las siguientes lineas, se grafican algunas funciones racionales. En el capitulo
dedicado a la graficacién de funciones, se amplia el tema relacionado con funciones
racionales.

Ejemplo 1

Graficar f(x) = %; a>0.

Solucion:

Cuando x -» 0%, f(x) » 4+ ; cuandox —» 07, f(x) > —oo.
Cuando x - 400, f(x) - 0; cuando x » —oo, f(x) - 0.

En seguida, se tabulan algunos valores de la funcion, teniendo en cuenta que x # 0.

X 1 2 4 10 1 l i
2 5 10
2 2 ¢ 2 5 10
f(x) a > ) 10 a a a
x —1 -2 —4 -10 = ! 1
5 10
- : . 2 5 10
fx) a > 7 10 a a a

Notas:

1) La curva, denominada hipérbola equilatera, se desarrolla en el primer y tercer
cuadrante debido a que a > 0.

2) Los ejes cartesianos son asintotas; esto es: x = 0, constituye una asintota
vertical, y = 0 constituye una asintota horizontal.

3) La funcién es decreciente en (—,0) y (0, o).



4) La curva es simétrica respecto al origen de coordenadas.
5) Sia < 0,la hipérbola equilatera se desarrolla en el segundo y cuarto cuadrante.

La Figura 24 corresponde a la representacion cartesiana de la funciéon dada, para
a>0.

Figura 24. Grdfica de una funcién racional: y = %; a>0.

Ejemplo 2
Trazar la grafica de la funcién:
1-2x
fG) = :

x—1

Solucion:
En este caso: x — 1 # 0; por lo tanto x = 1 es asintota vertical.

La siguiente ecuacién expresa y en términos de x:

1-—2x
y=

(4)

x—1
Ahora, se expresa x en términos de y, asi:
x—Dy=1-2x;xy—y=1-2x;xy+2x=y+ L x(y+2)=y+1;

y+1
X =—= (B)

y+2
En consecuencia, se debe cumplirque y +2 # 0; y # —2.
Por lo cual, y = —2 es una asintota horizontal.
e Interseccion con los ejes:

De larelacion (A):

six=0; y=-—1 implicaque (0,1), es un punto de interseccion con el eje
y.

De larelacion (B):



Por otra parte:

Cuandox — 1%,y — 4o0; cuandox — 17,y — —oo.
Cuando x — o,y — —2; cuando x — —oo,y — —2.

Algunos puntos de la hipérbola, son:

Six=3;y= 1;(13) = —g implica que (3, —g) pertenece a la curva.
.3 _1—2(3)_ 2 _ : . 3
Six = S Y= @_1 =05 —4 implica que (2, 4) pertenece a la

curva (ver Figura 25).

b | o=

1—
x—1

2x

Figura 25. Grdfica de la funcién: f(x) =

e La curva es simétrica con respecto al punto (1, —2).

e Lafuncidn es creciente en (—o0,1) y (1, ).

La representacion grafica, se presenta en la Figura 25.

Ejemplo 3

En una institucion de recuperacion terapéutica, se aplica la funcién racional:

50000x

CO) =0 =%

Donde C(x) es la funcion que calcula el costo en pesos del programa terapéutico, en
funcion del porcentaje de funcionalidad recuperada.

1) Calcular el costo de la terapia, para lograr una recuperacién del 20% y 50%.

2) Paraun pago de $100.000, ;qué porcentaje de recuperacion se ha obtenido?

Solucion:



1) Costo para una recuperaciéon del 20%:

50000(20)

C) ==70"20

= $10.000.

Costo para una recuperacién del 50%: C(x) = 2222060

= $35.714,28.
120-50

2) Paraun costo de $100.000, se averigua el porcentaje de recuperacién ast:

50.000x
100.000 = ———;100.000(120 — x) = 50000x;
120 — x

12.000.000 — 1000000x = 50000x; 150.000x = 12.000.000;

12.000.000
= = 0, :
150.000 80% . (ver Figura 26).

c)sn?
60000
40008
‘ -
C(x)= 50000x
20808 120-x
X
50 % Recuperacién

. » . » 50000
Figura 26. Representacion grdfica de la funcion.C(x) = 120_5

EJERCICIOS 1.4

1) Trazar con todo el detalle, los graficos de las funciones racionales:

_x—1_ _2x+6_ _ X o
“x+2 Y T Tex+3Y Tox—a’Y "

2x — 4
y )

X

.7 e ax+b
2) Seala funcion homografica: y = rd

Realizar un analisis para llevar a cabo su grafica, para diferentes situaciones de

a,b,c,d.

3) Lapoblacién de conejos de una granja, obedece ala ley:
P() = 3000¢ .
Ct+1

> O representa el tiempo en meses, desde el principio de afio.

Determinar:

a) Poblacidn al cabo de 6 meses.



b) ;Cuantos meses deben transcurrir para tener una poblacion de 2700

conejos?

c) Después de un largo tiempo, ;Cudl sera la poblacién de conejos? Graficar y
sacar conclusiones.

1.5 FUNCION VALOR ABSOLUTO

La funcién valor absoluto, es una funcion real definida como sigue:
f:R - R* U{0}
x—y = ||

donde:

x Six=0
x| ={* S
—x Si x <0

El valor absoluto, esta relacionado directamente con las nociones de magnitud,
distancia y norma, en diferentes contextos matematicos y fisicos.

¥

Figura 27. Funcion valor absoluto.

La gréfica f(x) = |x| se puede visualizar en la Figura 27. Observe que, la grafica esta
por encima del eje x y corresponde a las funciones lineales y = x; y = —x.

También se puede definir el valor absoluto como |x| = V2.

Es interesante trazar y analizar los graficos de las funciones, cuando en ellos aparece
el valor absoluto.

Ejemplo 1

Graficar las siguientes funciones:
1) y=1|2x—1|.

2) y=2x|-1.

3) y=I|x*-x-5|



4) y=x?—|x|-5.

Solucion:

1) y=[2x-1]=
—2x+1, six<%

En la Figura 28, se ilustra la grafica respectiva.

PRt

Figura 28. Representacion grdficadey = |2x — 1|

2x—1, six=0

2x —1,

2) y=2lxl-1= {2(—x) _1, six <o ‘mplicaquey= {—Zx— 1,

Observe que, el valor absoluto opera inicamente sobre x.

La Figura 29, muestra la representacion cartesiana de la funcién y = 2|x| — 1.

-2 N\ 2

Figura 29. Representaciéon grdficade y = 2|x| — 1

2 ;o2
x“—x—05, si x*—-x—-52=20
3) y=|x*—x—5 ={ ’ ) -
)y =1 | —(x?—=x-=5), si x?-x—-5<0
La funcién y = x? — x — 5 es cuadratica.

Las raices de la ecuaciéon, son: x =3 y x = —2.

Por lo tanto, se puede escribir:



x> —x-5, si x>36x<-2
—(x?—=x-5), si —2<x<3

y=Ix?—x-5| =

La representacion grafica de la funcién y = |x? — x — 5| se muestra en la Figura 30.
¥

15

y=x"-x-51

-5 5

Figura 30. Grdfica de f(x) = |x? — x — 5.
" =x2_|x|_5={x2—x—5, si x>0 5 ={x2—x—5, si x=0
Y x> —(=x)—=5, six<0 y x> +x—5, six<0

En el intervalo [0, ), tiene validez y sentido la parabola y = x? — x — 5, parala cual,
una raiz de la ecuacién polinémica es x = 3.

En el intervalo (—oo, 0], est4 definida la parabola de ecuacién y = x? + x — 5 con una
raiz x = —3. La Figura 31, corresponde a la representacion grafica respectiva.

Figura 31.Representacién grdfica de f (x) = x? — |x| — 5.

EJERCICIOS 1.5

Con todo el detalle, trazar la grafica de las siguientes funciones:
1) y = |4x — 11].

2) 2|yl =x+5.

3) [4x -3y +12|=y—1.



4) y= %x2+8x—4.

5) y= %xz + 8|x| — 4.
1.6 FUNCION EXPONENCIAL Y FUNCION LOGARITMICA

1.6.1 Funcion exponencial

Una funcion exponencial se define, as:
f:R - R*
x—y=a"
El valor a se llama base de la funcién exponencial, el cual cumple que:a >0 y a #

1.

2x
Ejemplos de funciones exponenciales son: y = 4*71; y = G) ;Y= 5(1 + \/E)x.

Observe que, en los casos mencionados, la base es un niimero positivo.
Para realizar la grafica de la funcion exponencial, se consideran dos casos:
a) a>1.

b) 0<a<l

Ejemplo 1

Trazar las graficas de las funciones exponenciales:

1\ ¥
y=23y=(3)

Solucion:

a) y=2*

Se recurre inicialmente a encontrar puntos (x, y) que pertenecen a la curva, para lo
cual, se construye una tabla como la siguiente:

X -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
1 1 1 1
2% — - - — 1 2 4 8 16
16 8 4 16
Propiedades:

e Losvalores de la funcion son positivos, de manera que, el rango de la funcion
es R*.



e Lafuncion es siempre creciente.

e Pasapor (0,1).

e Eleje “x” es asintota en las cercanias de —oo.
e No tiene ceros.

La Figura 32. Funcién exponencial f(x) = 2*¥ corresponde a la grafica de la
funcién dada.

= a>0 2

Figura 32. Funcién exponencial f(x) = 2*

1 X
b) y=(3) -
Andalogamente, como en el caso anterior, se procede a tabular algunos valores de la
curva:

—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

l 16 8 4 2 1 1 1 l i

2% 2 4 8 16
Propiedades:

e Todos los valores de la funcién son positivos.
e Lafuncion es siempre decreciente.

e Pasa por el punto (0,1).

e Eleje x es asintota en las cercanias de oo.

e No tiene ceros (no intercepta al eje x).

La grafica correspondiente, esta representada en la Figura 33.



X
Figura 33. Funcion exponencial f (x) = (%)

Ejemplo 2
Graficar f(x) =1+ 2* y g) = -2%,
Solucion:

A partir de la grafica y = 2%, se pueden trazar a “mano alzada” las funciones

mencionadas anteriormente.

Figura 34. Funcién exponencial f(x) = 1 + 2*

Parael caso f(x) = 1 + 2%, se trata de la funcién f(x) = 2*¥ aumentada una unidad.
Larectay = 1 es una asintota horizontal de la grafica (ver Figura 34).

Para g(x) = —2%, se puede ver que la funcion es negativa; esto es, todos los valores
son negativos.

y = 0 (Eje x) constituye una asintota de la grafica respectiva (ver Figura 35).



Figura 35. Representacion grdfica de g(x) = —2*.

Cuando la base de la funciéon exponencial, es el nimero e, se obtiene la funcién
exponencial natural: y = f(x) = e*.

Ejemplo 3
Una mezcla esta compuesta por solutos (sélidos) y solventes (liquidos). Si la
cantidad de soluto, en libras, en un tanque, obedece a la siguiente ley:
x(t) =30 — 25€_§t ; t medido en minutos, determinar lo siguiente:
a) Cantidad de soluto al cabo de 10 minutos.
b) Cantidad inicial de soluto (t = 0).
c) Cantidad de soluto después de un largo tiempo.
d) Graficar y sacar conclusiones.

Solucion:

1

a) Al cabo de 10 minutos, se obtiene que x(10) = 30 — 25¢ 510 ~ 26,5 libras.

1

b) Para t = 0, la cantidad de soluto iniciales x(0) = 30 — 25e 50 ~-30-25=5
libras.

c) Seanaliza el comportamiento de x(t) para valores de t grandes.
d) Por ejemplo:

t =20min = x(t) = 29,54.

t =30min = x(t) =29,93.

t = 60min = x(t) =29,99.

Se puede ver, que en la medida en que t aumenta, x(t) se aproxima a 30. Esto
significa que x(t) = 30 es asintota de la grafica.



La funcion que permite calcular la cantidad de soluto, es una funciéon exponencial

creciente, con x = 30 como asintota horizontal (ver Figura 36).

Lib t «x (I}

il
T e

x(1)=30-25¢7""

/ 10 t [mfn]}

1
Figura 36. Representacion grdfica de la funcién x(t) = 30 — 25¢ 75",

1.6.2 Funcion logaritmica

La funcidn logaritmica, es una funcion real numérica definida como:
f:R - R*
x =y = logy(x)

El valor b se llama base de la funcion logaritmica, el cual cumple que: b >0 y b #
1.

Dado que la funcién exponencial y logaritmica son mutuamente inversas, se puede
escribir:

y =log,(x) & bY = x.

De la equivalencia anterior, se puede ver, que el logaritmo es un exponente asi, por
ejemplo:

logs(1) =0; 5% =1.

wIiN

2
log (4) ==; 83 =4.

31

l (1>_ 4. 2.4_1
°92\1¢) = "% * T 16

e Cuando la base de la funcién logaritmica es el numero e, se define como
Logaritmo Natural o Neperiano y se escribe:

loge x =Inx.



e Silabasees 10, se obtienen logaritmos decimales y se escribe:

logiox =logx.

¢ Cuando seresuelven ecuaciones exponenciales o logaritmicas, suelen expresarse
logaritmos con base diferente a “e” o 10. En estos casos, se utiliza la expresion
que sigue, para escribir logaritmos de cualquier base, en términos de logaritmos

naturales:
] _ Ina
ogp a = D
Ejemplo 1

Graficar las funciones y = log, x ; y = log1 (x) .
2

Solucion:
a) Paray = log, x, se tiene que 2Y = x.

A continuacion, se indica algunos valores de la funcién y = log, (x).

1 1
x 1 1 2 1 2 3 4
8 4 2
log,x -3 =2 -1 0 1 2 3
A }'

Figura 37. Representacion grdfica de la funcion f(x) = log, x; b > 1.
Propiedades:
e La funcion es creciente.
e Tiene un cero (raiz) en x = 1.
o Eleje “y” es asintota con las cercanias de —oo.

e Lafuncién no esta definida para valores x < 0.

La Figura 37, contiene la representacidn de la funcién analizada.



b) y=log%x; G)y=x.

En seguida, se presenta algunos puntos de la curva:

1 1 1
X - - - 1 2 3 4
8 4 2
log %x 3 2 1 0 ~1 -2 -3
Propiedades:

e Lafuncion es decreciente.

e Tiene un cero (raiz) en x = 1.

e Eleje y es asintota con las cercanias de oo.

e Lafuncién no esta definida para valores x < 0.

La representacion correspondiente, se muestra en la Figura 38.

(lr\

0<b<l
Figura 38. Representacién grdfica de f(x) = logi(x); 0 < b < 1.
2
Ejemplo 2
Con todo detalle, trazar las graficas de las siguientes funciones logaritmicas:

a) y =log,(x —3).

b) y=1—-Inx.
c) vy =log(—x).
Solucion:

a) y =log,(x—3).
Esta funcidn logaritmica, existe siempre que x — 3 > 0, es decir x > 3.

En consecuencia x = 3 es asintota vertical (ver Figura 39).



Figura 39. Representacion grdfica de f (x) = log,(x — 3)
Por otra parte, la base 2 > 0, lo que indica que la funcidn es creciente y se desarrolla
ala derecha de la asintota x = 3.
El cero (raiz) de la funcién se encuentra cuando y = 0, es decir:
log,(x—3)=0;2°=x-3;
x—3=1; x =4 (raiz). (ver Figura 39)
b) y=1-Inx.

En este caso, la referencia es el grafico de la funcién y = —In x. Luego sumar una
unidad.

e Lafuncidn es decreciente.

“ »

e Eleje “y” es asintota con las cercanias de oo.

e Lainterseccidon de la curva con el eje “x” se encuentra al resolver la ecuacion
1—Inx =0; Inx =1;x = e (ver Figura 40).

La representacion grafica de la funcion y = 1 — In x se muestra en la Figura
40.

Figura 40. Representacion grdfica de la funcion f(x) =1 —1In x



c) y=In(—x)

Esta funcion existe siempre que —x > 0, es decir x < 0. Porlo tanto, x = 0 (el eje y),
es asintota a las cercanias de —oo (ver Figura 41).

e La funcion es decreciente.
e Sedesarrolla en todos los puntos del plano para los cuales x < 0.
¢ El punto de corte con el eje x, se encuentra al resolver la ecuacion

In(—x) =0;—x=e%—x=1;x=—1.

2 (1Y)

\ -8.5

Figura 41. Representacion grdfica de f (x) = I n(—x)
Ejemplo 3
La formula matematica financiera F = P(1 + r)™ en donde
P: es el valor presente del capital.
r: tasa de interés del periodo.
n: ndmero de periodos.

F:valor futuro; permite calcular el monto futuro de una inversién en las condiciones
asi expresadas.

Con base en la formula, calcular:

a) Elvalor futuro de una inversién de $5.800.000, a una tasa del 1,1% mensual por
espacio de 8 meses.

b) ;Cuantos meses se requiere para que el capital aumente un 25%?

c) ¢Qué tasa se debe aplicar para que el capital se duplique en un plazo de 48
meses?

Solucion:
a) Segun los datos del problema:

P = $5.800.000, r =1,1% = 0,0011, n = 8.



Entonces el valor futuro es:

F =5.800.000(1 + 0,0011)8 = $6.330.488,70.

b) Elvalor futuro F es igual a 1,25P, entonces en la formula inicial se tiene que:
1,25P = P(1 4+ 0,0011)".
1,25 =(1+0,0011)".

=1 (1,25) = n (1,25) = 20,39
n= 0G0 L) F o1y T 4

Por tanto, al capital inicial de $5.800.000, a una tasa del 1,1% mensual, se convierte
en

5.800.000(1,25) = $7.250.000, al cabo de 20,39 meses.
c) Para que el capital se duplique, en un plazo de 48 meses, se requiere:

2(5.800.000) = 5.800.000(1 + r)*8;
1
1+r*® =2 1+r=218;

1
r =248 —1=0,0145455334;
r = 1,45455334 .

Se debe aplicar una tasa del 1,4545334% mensual, para que el capital inicial de
$5.800.000.00, se duplique al cabo de 48 meses.

EJERCICIOS 1.6

1) Graficar las siguientes funciones exponenciales y logaritmicas:

a) y=e?*3 by y=2"*+1
_ oy _ 5000
y=4-e DY =05+ 950005
3x—2
e) 2y=In(1—-x) ) y=log( ) )

g)y=4-In(2x—-7)
2) Resolver las ecuaciones:

x
a) 72 = 5%
10
b) =2

1+et
) log,(x? —x—2) =2

d) 2logx = log2 + log (3x — 4)



3) La formula de crecimiento natural de una poblacién de individuos, es

dependiente del tiempo, y se escribe como:
P(t) = Pyekt
donde:
Py: es la poblacion inicial para t = 0.
k: tasa de crecimiento relativa.
t: tiempo en las unidades convenientes.

Si la poblaciéon mundial para 1995 era de 5.700 millones y la tasa de crecimiento
relativa era del 2% anual y asumiendo que la poblacion sigue creciendo a esa tasa,
calcular:

a) Poblacion estimada para el afio 2010.
b) Poblacién estimada para el afio 1980.
c) En qué afio se tendria una poblacién aproximada de 6.000 millones.

d) Graficar y sacar conclusiones.
1.7 FUNCIONES A TROZOS

Una funciéon real definida a trozos, es aquella cuya definicion o regla de
correspondencia, cambia en dependencia de la variable independiente. En este caso,
la variable real x, esta definida en diferentes dominios disjuntos. Este tipo de
funciones se les conoce también, como funcién multipartes, funcién por pedazos o
también como funcién seccionada.

Concretamente, una funcion f es definida a trozos, si su regla de asignacién es
diferente para al menos dos valores de la variable independiente.

Por ejemplo, la funcidn valor absoluto es, en el fondo, una funcién a trozos.

Recuérdese que se escribe como:

xsi x=0
f(x)=|x|={_x si <0

Aqui, cuando x € [0, ) la funcién es f; (x) = x.
Parax € (—,0) lafunciénes f,(x) = —x.

Nétese ademas que, para f;(x), el dominio es [0, ) y para f,(x) es (—0, 0). Estos
dos conjuntos (subdominios) son disjuntos.

Ademas (—o0,0) U [0,0) = R.

Ejemplo 1



Trazar la funcién definida a trozos, determina los subdominios y el dominio:

—x+2si x<-1
fx)=1-1 si—1<x<1
x2—-2xsi x>1

Solucion:
En (—oo, 1] se trata de la funcidn lineal f; (x) = —x + 2.
En (—1,1) se tiene la funcion constante f,(x) = —1.

En [1, o) la funcién definida es una parabola, f5(x) = x? — 2x

Los subdominios, son:

Dfy = (=00, —1]
Df, = (-1,1)
D3 =[1, )

Por tanto, el dominio de la funciéon dada es:
La representacion grafica de la funcién analizada, se muestra en el la Figura 42.

4y
. fi(x)=+"-2x
\ 4
Si(x)=-x+2

-2 2

fa@)=-1
-2

Figura 42. Representacién grdfica de una funcién definida a trozos.
Ejemplo 2
Graficar y determinar subdominios para la funcién multipartes definida como sigue:

271 5 x < -1
fxX)=41 si —1<x<1
Inx si x=>1

Solucion:
En la Figura 43, se puede ver la funcién multipartes f(x).

En el intervalo (—o, —1] es definida la funcién exponencial creciente f; (x) = 2771,



En el intervalo (—1,1) se tiene la funcién constante f,(x) = 1.

En el intervalo [1, ©) se define la funcién creciente f;(x) = In x.
Df; = (=oo,—1]; Df; = (=1,1); D3 = [1, ).
D=DfiuDf,UDf; =R.

\\ _ y

-

o //ﬂfﬁ:

- X
-

-2 2

Figura 43. Funcién definida a trozos: f;(x) = 27*7%; f,(x) = 1; f3(x) = Inx;

Ejemplo 3

Una empresa de transporte urbano, cobra $1.000 por el primer kilémetro o fraccién
y $500 por cada kildmetro adicional o fraccion. Expresar el costo en pesos, de un

recorrido como funcion de la distancia “x” (en Km) para 0 < x < 5.
Solucion:

sea C(x) el costo del recorrido y “x” la distancia recorrida en kilémetros.

La Figura 44 muestra la representacion cartesiana de la funcién C (x).

C(x)(8)
300 e
s
e
—
100 ¢——
1 2 3 4 5 (Km)

Figura 44. Representacién la funcién C(x) = 1000 + (k —1)500;k =1,2,3,4

En el primer Km C;(x) = 1000



En el segundo Km C,(x) = 1000 + 500 = 1500.

En el tercer Km C;(x) = 1000 + 2(500) = 2000.
En el cuarto Km C,(x) = 1000 + 3(500) = 2500.
En el quinto Km Cs(x) = 1000 + 4(500) = 3000.
Por cada kilémetro adicional, k, la funcién se define como sigue:

C(x) = 1000+ (k —1)500;k =1,2,3,4
EJERCICIOS 1.7

Graficar las funciones a trozos y calcular los valores sefalados:

—x—4 si x <-4
a) f(x) ={—x?—4x si —4<x<0 £(=8), f(=2), f(0), f(v2), f(—4).

x*4+1 six=>0

1 .
—=si x< -1
X

b) fG)={-x si—1<x<1 f(O0), f(=), f(

1 .
—— six=21
X

1
100

), fle=1), fle+D).

In(—x) si x<-1

0 fr)={1-x* si—1<x<1 f(=2), f(-1), f(0),

X .
—six>1
x—1

f(¥2), (D), £ (10).
1.8 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
1.8.1 Definiciones y conceptos

Antes de definir formalmente las diferentes funciones trigonométricas, se debe
decir, que la medida natural de los angulos, son los radianes, aunque también se
pueden expresar en grados, para lo cual se parte del hecho que 27 radianes = 360°.

. . , Vs . .
Por tanto, si la medida de un angulo 6 es a®, entonces 8 = (ﬁ) radianes. De igual
. . ’ . Vs
manera, si la medida de un dngulo 6 es 8 radianes, entonces 6 = f§ (Tso) grados.
Ahora bien, se considera una circunferencia de radio 1, con centro en el origen de
coordenadas, cuya ecuacion es x? + y? = 1. La representacion grafica, corresponde

ala Figura 45.

Si el punto (0,1) rota en sentido antihorario y se desplaza hasta el punto P(x, y) del
circulo unitario, se forma un angulo positivo 6. En estas condiciones, se define como:

x=cos 0; y=senb.



En estas condiciones, cualquier punto P(x, y) del circulo unitario, llamada también
Circulo Trigonométrico, determina un &angulo 6, y, por tanto: P(x,y) =
P(cos0,sen ).

Figura 45. Circunferencia unitaria.

Dado que el punto P(x, y) pertenece al circulo de radio 1, es 16gico concluir que:
—1<cos8<1ly—-1<senf <1.

De esta manera, se puede establecer que el dominio de las funciones seno y coseno,
son los numeros reales y el rango el intervalo [—1,1].

Es interesante destacar que las funciones seno y coseno son periddicas,
concretamente:
cos(8 + 2km) = cos(8), k € z.

sen(8 + 2km) = sen(0), k € z.

Esto significa que, después de 2km, k € z, los valores de seno y coseno se repiten. El
periodo fundamental de las funciones seno y coseno es 2.

En la Figura 45, se han definido las funciones coseno y seno. El dngulo 6 esta
localizado en el primer cuadrante, en donde, la abscisa y la ordenada son positivos.
En el tercer cuadrante, coseno y seno son negativos, mientras que, en el segundo
cuadrante el coseno es negativo y seno positivo y en el cuarto cuadrante, coseno
positivo y seno negativo.

En resumen, los signos de coseno y seno en el plano cartesiano, se determinan como

sigue:
Cuadrante Signo funcion coseno | Signo funcion seno
Primer cuadrante (0 < 0 < g) cos 6 =0 sen =0
Segundo cuadrante (g <6 <m cos 8 <0 senf =0
Tercer cuadrante (7 < 0 < Z—E) cos 6 <0 sen <0




Cuarto cuadrante (377: <60 <2m cos =0 sen <0

1.8.2 Valores de seno y coseno para angulo notables

Se consideran angulos notables en radianes y en grados, respectivamente, los
siguientes:

T
0,—,—,=,0°30°45°60°90°.

64 2
Inicialmente, considérese la Figura 46, de la cual se concluye que:

cos(0) = 0; sen(0) = 1.

cos (E) =0; sen(g) = 1.

2
En dicha figura, el tridngulo PQO es isdsceles y rectangulo: 0Q = PQ = x.
y
(0.1)
/ P(x.x)
7/4 l x
Q /

. . . . . . . . . s
Figura 46. Primer cuadrante de circunferencia unitaria, indicando dngulo "

Aplicando el Teorema de Pitagoras, se tiene que:

. 1 V2
00?+PQ%?=1%x2+x2=1;2x*=1; x2=§;x=i7.

Por la ubicacion del punto P(x, x), se escoge el signo positivo para x, entonces: x =
V2

2

En consecuencia:

SIS

L) = (cos()5en ()

P(x,y) =P <
Por lo tanto:

4

4

=—, Sén —7.

cos (F) =2 5 sen(3) = 2



En la Figura 46, el triangulo OQP es equilatero y por consiguiente, es equiangulo.

Esto implica que, los &ngulos interiores del triangulo valen g cadaunoy que loslados

miden una unidad casa uno.

]

. . . . . . . . s [
Figura 47. Primer cuadrante de circunferencia unitaria, indicando dngulo 3

Por otro lado, en la Figura 47, al considerar el tridngulo rectdngulo ORP y aplicar
Teorema de Pitagoras, se tiene:

OR? + PR? = 12; pero OR = 1, entonces:

12 _ 1 . 3 __ V3
_ 2 1. 2 1 __. 2 — . =+ —
(2) +PR*=1; PR* =1—_; PR* = 7; PR =+~

En consecuencia, sabiendo que el punto P(x, y) esta en el primer cuadrante, se tiene
que:

13 s s
P(x,y)=P <§,7> =P (COS§,Sen§).
Por lo tanto,
U SRVE] SRVE]
COS(§) = 7 ; sen(g) 27.
De manera analoga, se puede deducir que:

cos (2) =2 sen () = 2.

Por otra parte, el circulo trigonométrico es simétrico respecto al origen de
coordenadas, por lo cual, es posible determinar los valores de las funciones seno y
coseno, para los angulos multiplos de los valores calculados anteriormente. La
Figura 48, presenta la situaciéon planteada.



A continuacidn, se presenta un resumen de equivalencias entre grados y radianes, y

[_07 - n

Figura 48. Circunferencia unitaria y puntos simétricos.

los valores de seno y coseno correspondientes.

Grados 0°|30° |45 |60 |90° | 120° | 135" | 150" | 180°
T T 14 T 27 3w 5
Radi 0| — — — — — — —

adianes e 2 3 > 2 n . b1

cos 6 1 ﬁ E 1 0 —1 _E _ﬁ -1
2 2 2 2 2 2

sen 0 0 1 E ﬁ 1 E E 1 0
2 2 2 2 2 2

Grados 210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315" | 330° | 360

Radianes 7—” 5—n 4—n 3—” 5_1r 7—” —11n 2T
6 4 3 2 3 4 6

cos 6 _ﬁ _Q —1 0 1 E ﬁ 1
2 2 2 2 2 2

sen 0 —l _E _\/_§ -1 _E _E —1 0
2 2 2 2 2 2

1.8.3 Graficas de las funciones seno y coseno

Las equivalencias indicadas en el resumen anterior, cuando se utilizan radianes
ayudan para la graficacion de las funciones seno y coseno, en el intervalo [0,2r]; y

en el intervalo [0, 360°], cuando se utilizan grados.

Notese que, en ambos casos, los valores maximos y minimos son 1 y —1,

respectivamente.
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Periodo fundamental

Figura 49. Representacion grdfica de la funcion f(x) = sen x

Los puntos de corte con el eje x, para la funcién seno son: 0, r, 2, mientras, que para

. 7 T 3w
la funcién coseno son: x = S X=
y ;
L i y=cosx
r..-" h, / \"\.
05 Y AN
\ /o \
1 I\:‘- / : \ X
m, - _."3 T E?_ 4 \
f R \\ / 2 : ‘-"\_
) ..f__»" ' kY \
S .
2T
Periodo fundamental

Figura 50. Representacion grdfica de la funcion f(x) = cos x

En las Figura 49 y Figura 50, se presentan las graficas de f(x) =senx y f(x) =
cos x, en el periodo fundamental 2.
Al comparar las graficas de seno y coseno, se puede ver que cos (x) = sen (x + g),

. e . V3
se dice entonces, que la grafica de seno tiene un desfase de 5 respecto al coseno.

1.8.4 Curvas sinusoidales

Las graficas de las funciones seno y coseno, se las considera ondas o curvas
sinusoidales. Estas poseen unas propiedades muy importantes como: amplitud,
periodo y desfasaje. Expresiones como las que se indican en seguida, corresponden
a curvas sinusoidales:

y=AcosBx+C; y=AsenBx +C.



Este tipo de curvas, describen eventos naturales del tiempo, como voltajes, energia,

luz y sonido. En las siguientes lineas, se ilustra la manera de graficar o trazar,
rapidamente, este tipo de curvas.

Seala curvay = Acos Bx + C,donde 4, B, y C son diferentes de cero.
En esta expresion:

A: amplitud; expresa el valor maximo (minimo) de la funcién.
2T .
ry periodo fundamental.

C: desplazamiento de la curva con respecto al eje X. Para C >0, el
desplazamiento es hacia arriba, “C” unidades; C < 0, el desplazamiento es
hacia abajo “C” unidades.

Los mismos criterios se utilizan para curvas del tipo y = Asen(Bx) + C.

En el caso de tener, por ejemplo y = A cos(Bx + @), los conceptos de amplitud y
periodo, siguen los lineamientos anteriores.

El angulo @ corresponde al desfase: si @ > 0, la curva y = A cos( Bx) se desplaza @
unidades hacia la izquierda; @ < 0, la curva y = A cos(Bx) se desplaza @ unidades
hacia la derecha.

Ejemplo 1

Graficar y describir las curvas sinusoidales:
a) y= %sen(Sx).

b) y = —3cos (g)

c) y=2-3cos (g)

Solucion:

a) y= %sen(Sx).

1 1
Amplitud: A = > ; valor maximo: > ; valor minimo: — > ; B=3.

2T

m
Periodo fund tal) —=—.
eriodo fundamental: — 3

En la Figura 51, se pueden ver los graficosde y = sen(x); y = %sen(Bx).



X

Figura 51. Representacion grdfica de la funciony = %sen(3x)
Mientras senx se desarrolla totalmente en [0,27], con un valor maximo de 1y valor
. . 1
minimo -1, la funcién y = Esen(3x) se desarrolla 3 veces en [0,27] con un valor

‘o 1 .. 1
maximo de Syun valor minimo de — >

Los ceros dela funcion y =senxson:x =0, x =m y x = 2m.

2T

. 1 12 i
Los ceros de la funcién y = Esen(3x) son: X = 333" T,

b) y = —3cos (g) .
La Figura 52, muestra la representacion grafica de la funcion analizada.

¥

N (z)
AT y=-3cos |
/ ' \ LY /'l
}- =00s8X E

ANV
2,\_,1'1'/ T .r'?' X

b | =

T ST T 52;’{
2 2 A
/ : N :
\H_'_J_/ . \\"‘“—i——/
27 - 27 '
4T

Figura 52. Representacién grdfica de la funciéon y = —3cos G)
Amplitud: A = 3 ; valor maximo: 3; valor minimo: —3; B = %
i T
Periodo fundamental: 0= 41T .
2
X =

Sus raices son: x = T, 3.



Valor maximo =3 en x = 0; x = 4.

Valor minimo = —3 enx = 2m.

La curvay = —3cos (g) se desarrolla totalmente en el intervalo [0,47].

Por otra parte, la curva y = cos x, se desarrolla totalmente en [0,2r] y en el
intervalo [0,47] se desarrolla dos veces. El valor maximoeslenx = 0,x = 2m, x =
41; el valor minimoes—lenx =m, x = 3.

, m 3w 5m 7w
Sus raices son: —,—,—,—.
2 2 2 2

c) y=2—3€05(§).

En este caso, se trata de la funcién sinusoidal, tratada en el ejemplo (b), pero
desplazada dos unidades hacia arriba.

2
El periodo es el mismo Tn = 41; la amplitud A = 3.
2
Valores maximos: 3+ 2 =5,enx =0; x =4mw.
Valor minimo: —3 + 2 = —1,en x = 2.

La representacion grafica, se muestra en la Figura 53.

¥
-

p
x

~ y=2 —3ccs| —
. \2

\
|
|

J

. £
\ x|
y="3 ccs| =
L2)
5, s X
0 T 2r 37 N 4T s

4

Figura 53. Representacion grdfica de la funcién f(x) = 2 — 3cos (E)
1.8.5 Otras funciones trigonométricas

Conocidas las funciones trigonométricas seno y coseno, se definen otras funciones
trigonométricas en términos de ellas.



1.8.5.1 Funcion tangente

Se define como:

senx
tgx = ; cos x 0.
cos x

El dominio de la funcién tangente es:

nm
D= {x ER/x # — -para todo n impar en z}.

El rango de la funcién tangente: R = R.

e C(Cuando x — g, el valor de la tangente crece indefinidamente (x — o)y cuando

s .’ s —
X =7 la funcién no esta definida.

T -7 .
e Cuando x = - la funcién tangente toma valores negativos cada vez mayores

en valor absoluto (x - —o0),yparax = — % la funcién tangente no esta definida.

e Porlo tanto, las rectas x =

NS

s ’
yx=—- E son asintotas.

e Lacurva es simétrica respecto al origen y es creciente, siempre.
e Periodo fundamental de la funcidn tangente es .

e Parael trazo de la curva, algunos puntos de referencia son:

x=7,tg(3) =1 x=—7,tg(—) = -1
B AVY A R AP

e La funcion tangente es periddica y se desarrolla totalmente en el intervalo

(-23)
2’2/
La Figura 54, muestra la representacion cartesiana de la funcion y = tg x.

¥

I
[

b3y

/y=igx

Figura 54. Representacion grdfica de la funcion f(x) = tg x



1.8.5.2 Funcion secante

Se define como:

1

y = , cos x # 0.
cos X

El dominio de la funcién es D = {x € R / cos x # 0} o bien:
nm
D= {x € R/x ;t? ; Vnimparenz}.

El rango de la funcién secante, se calcula asi:

Dado que:

<-L
cosx

—1<cosx<1; =1y

cosx

De manera que el rango se define como sigue:

R={y eR/|y| = 1}.

Por otra parte, sec x es funciéon periddica, con periodo fundamental 2.

} T _ s
Si x toma valores en (0, E)’ a medida que x se acerca a > la secante crece
. .. s ./ -
indefinidamente. Cuando x = 3 la funcién secante no existe.

. T . . 4
Si x toma valores en (— > 0), la secante crece a medida que x se aproxima a — >

s ., , .
Cuando x = — Y la funcién secante no esta definida.

Por tanto x =

NI

T , . g
yXxX=-— S son asintotas verticales de la funcion.

La funcidn secante, no tiene intersecciones con el eje x.
La representacion grafica de la secante, se muestra en la Figura 55.

| . | ¥

ra |3

., y=secx

Figura 55. Representacién grdfica de la funcion f(x) = sec x.



1.8.6 Funciones trigonométricas inversas

Para definir las funciones trigonométricas inversas, es necesario restringir los
dominios de definicién de las funciones trigonométricas.

1.8.6.1 Funcion inversa de coseno

Se denota por y = arc cos(x).

Debido a que la funcidn coseno es decreciente en el intervalo [0, ] (ver Figura 56),
se define la inversa en ese intervalo, asi: y = arcos x & x =cosy; 0 <y < m.

Para graficar esta funcién, se tabulan algunos puntos:

X cosy
1 0
vz n
2 2
-1 T

En la Figura 56, se muestra la grafica de y = arccos x para los valores principales.

Observe que y = arc cos x, es decreciente en el intervalo [—1,1].

¥

(-L7)

. Y=arccosx

e

(1;.-0]

Figura 56. Representacion grdfica de la funcion f(x) = arc cos x

1.8.6.2 Funcion inversa de seno

Se denota por y = arc sen x. Como la funcién seno, es creciente en el intervalo

T T . . . ’
[— E’E]’ entonces en este intervalo se define la inversa asi:

NI

T
y =arcsenx < x =seny; — SySE.

En la Figura 57, se muestra la grafica de y = arcsen x apara los valores principales.

Notese que la funciéon y = arc sen x es creciente en [—1,1].



Para graficar, se tabulan algunos puntos, asi:

x seny
1 s
2
0 0
1 VA
2
# T\'l
1y b2
~
) ':1':arcsenx
+ — - .
(O]

ez
(422
\ 2)

Figura 57. Representacion grdfica de la funcion f(x) = arc sen x

1.8-6.3 Funcion inversa de tangente

Se denota por y = arctg x. La funcién tangente es creciente en el intervalo (— g,g),

entonces en este intervalo se define la inversa, asf:

I T
y=arctgx ©x=tgy; —E<y<z.
Algunos puntos de la curva correspondiente a y = arctg x, son los siguientes;
x tgy
0 0
1 T
4
1 /[
4

En la Figura 58, se presenta la grafica de y = arctg x en sus valores principales.

Nétese que la funcidén es creciente en todo su dominio.



Figura 58. Representacién grdfica de f(x) = arc tg x

Vs s , .
Lasrectasy = — > ¥ ¥y =7 sonasintotas horizontales.

Nota:

Antes de realizar algunos ejercicios, es importante anotar que:
sen(arcsen x) = x; arcsen(sen x) = x; cos(arcos x) = x;
tg(arctg x) = x; arctg(tg x) = x.

Ejemplo

Calcular el valor de las siguientes expresiones:

a) cos (arcsen(g)).
b) sen (Zarccos (— 2))

c) arctg (%) + arctg (%)
Solucion:

V3 V3 Tow T
a) Seax=arcsen(7):senx=7.Comox € [_E’E] = x=7.

Luego cos (arcsen(\/z—g)) = COS X = COS (g) = %
b) asen (Zarccos (— 2)) .

2 2 T . / /
Sea x = arccos (—5) = CcoS X = -3 Endondex € (;,n), es decir, el angulo x esta

localizado en el segundo cuadrante.

Entonces: sen (Zarccos (— 2)) = sen(2x) = 2cos xsenx. (1)

2
2 NG

Dado que, sen? x + cos?x = 1;senx =V1 —cos?x = [1—(—=) ;senx =—.
3 3



Reemplazando este valor en (1) se tiene:

(mos (_g)) —2(-d) (@) s

) Seaxzarctg(g); tgng; y=arctg(§);tgy:§

2 1 tgx+tgy
arctg(3)+arctg<5)—x+y,tg(x'l'}’)—l_tgxtgy-
2,1
~ [ tgxttgy | _ 375
x+y=arctg = arctg NGEE
1—-tgxtgy 1_(_)(_)
3/\5
13
([
x+y=arctg%;x+y=arctg(1);x+yzz-
15

Por lo tanto,

2 1 T
arctg (5) + arctg <§) = e

EJERCICIOS 1.8

1) En el mismo sistema de ejes cartesianos y en el intervalo [0,2m], trazar las
graficas de:

a) y=4cosx; y=cos(4x).
X 1 x
b) y=2cos(z); yzzsen(z).
2) Hallar el valor de la constante C,siy =cos (x) +C, 0<x<2m, 0<y<4.

3) Trazar las curvas sinusoidales:
T
a) y= 3cos(x—g).

b) y=—3cos(x—%)+1.

c)y =%Sen(2x +%)

d) y=4sen(2x+g)—3.

4) Trazar el grafico de las funciones y realizar el andlisis respectivo:

) . COS X b)
a) y=ctgx = ; =(SC X =
Y g sen x y senx

; donde senx # 0.



5) Graficar las funciones trigonométricas inversas y realizar el analisis respectivo:
a) y=arcctgx; b) y=arccscx.

6) Probar:

1
a) cos [E arcsen x] =

1 s
b) arctg a + arctg (E) =3

1.9 FUNCIONES HIPERBOLICAS

Las funciones trigonométricas hiperbdlicas o simplemente hiperbélicas, se define

en términos de e* y e™*, asi:
1) La funcién seno hiperbdlico, se define como:

B e¥ —e ™
senhx =
2

El dominio y rango del seno hiperbolico, son todos los nimeros reales. Mediante una
tabulacion de algunos valores de x, se obtienen puntos de la curva. La Figura 59,
muestra la representacion grafica de esta funcion.

y = senh x es creciente en todo su dominio y no es periddica, ademas x = 0, es raiz.

¥

y=senhx

Figura 59. Representacion grdfica de f (x) = senh(x)

2) Lafuncion coseno hiperbdlico, se define como:
e¥+e™*
2

El dominio, son todos los nimeros reales y el rango, son todos los nimeros

cosh x =

pertenecientes al intervalo [1, o) (ver Figura 60).

La funcion es decreciente en (—, 1] y creciente en [1, 00).



No tiene raices y el punto (0,1), es el punto en donde existe minimo para la funcion:

y = cosh (x). Esta funcion no es periodica y es simétrica respecto al eje y.

—

N

/S y=coshx

L]

Figura 60. Representacién grdfica de la funcion f (x) = cosh x

3) La funcion tangente hiperbolica, se define como sigue:

eX —e™™*

coshx eX+ex’

El dominio, son los niimeros reales; y el rango, esta constituido por los puntos

pertenecientes al intervalo (—1,1).

(3]

Figura 61. Representacion grdfica de la funcion f(x) = tgh x

Las rectas y = —1;

origen y no es periodica. La Figura 61,
funcién y = tgh x.

y = 1 son asintotas horizontales; y = tgh x es creciente en
todo su dominio y ademads, x = 0 es raiz; y = tgh x es simétrica con respecto al

muestra la representacién grafica de la



EJERCICIOS 1.9

1) Trazary describir las siguientes funciones hiperbélicas:

_ _ cosh x

a) y—ctghx—senhx.
1

b) y=seChx=coshx'
1

) y=CSChx=senhx'

2) Trazar y describir las condiciones de existencia de las funciones hiperbolicas
inversas.

1.10 FUNCIONES DEFINIDAS PARAMETRICAMENTE

Una funcién esta definida paramétricamente, cuando los valores correspondientes
a x e y estan expresadas por una tercera variable, llamada Parametro. En general, se
escribe una funcion en forma paramétrica como:

{; : 2%’3 t: Parametro.
Usualmente, el parametro t, recorre un intervalo de nimeros reales.
Esto significa, que por cada valor de ¢, se obtiene un punto de la curva.
Ejemplo 1

Trazar y describir la curva definida en forma paramétrica como sigue:

x=2t+1
(22t ien
Solucion

Notese que las funciones definidas para x, y son lineadas. Esto que significa, que la
funcion dada es una recta. Para trazar su grafica, unicamente dos puntos:

Sit=0=>x=1, y=-7.

El punto (1, —7) esta en la recta.

Sit=2=x=5,y=-1

El punto (5, —1) esta en la recta.

La representacion grafica de la funcién, se encuentra en la Figura 62.

En algunos casos, es posible eliminar el parametro. Al despejar t de la primera
ecuacion y reemplazar en la segunda, se tiene:



_3<x—1) -

317
Y= T

. 3 . .
Entonces, se trata de una recta con pendiente 5 € intercepto con el eje y en el punto

0, =)

=

Vi X
/
o P(5.-1)
(/)
//{

Slx=2t+1

/
4 yv=3t-7

/ﬂ/Q{L -7)

Figura 62. Representacién grdfica de una funcién expresada paramétricamente.

Ejemplo 2

Trazar y describir la curva definida en forma paramétrica:

x=t+1
AR
Solucion:

Una de las ecuaciones paramétricas, es una funcion cuadratica y la otra es lineal. La
curva es una parabola.

Se tabulan algunos valores:

t 0 1 2 3
X 1 2 3 4
y 0 -1 0 3

Ahora bien, de la primera ecuacion, se obtiene: t = x — 1.




Figura 63. Representacién grdfica de la funcion {y

Al reemplazar en la segunda ecuacion, se obtiene:

y=(x-12-2(x—-1);y=x*—-2x+1-2x+2;y=x%>—4x+3

Se trata de una parabola con minimo en (2,—1), raices x =1, x = 3 y pasa por

(0,3).
Ejemplo 3

Trazar y describir la curva definida paramétricamente como

{x=3+4cost t € [0,27]

y=—1+4sent
Solucion:

Se procede a tabular algunos valores:

t X y

0 -1
2 3+\/E 1+\/E
4 2 2
z 3 3

2

3T \/Q \/j
— 3—— 1+ —
4 2 2
T -1 -1

3

°r 3 -5

2

Se elimina el parametro t:

x—3=4cost; y+1=4cost.




x=3+4Cos(t)
— T |y =-1+4Sen(t)

) . L . x=3+4cos t
Figura 64. Representacion grdfica de la funcion dada por.{y — 1+4sent b E [0,27]
Al elevar al cuadrado cada ecuacién, se obtiene:
(x — 3)% = 4%cos?t; (y + 1)? = 4%cos?t.
Al sumar miembro a miembro, resulta:
(x—3)2%+ (@ +1)2=42%.
Se trata de un circulo con radio 4 y centro (3, —1) (ver Figura 64).
EJERCICIOS 1.10
Trazar y describir las siguientes funciones:
x=et—1 {x=3cost
x=1+cost x=4t+8
<) {y=—4+256nt t €[0:27] d) {y=—2t+3 teRr
x=5t+6 x = acos3t






CAPITULO 2
ELEMENTOS DE GEOMETRIA ANALITICA

2.1 DEFINICIONES Y CONCEPTOS

La Geometria Analitica, es la rama de las Matematicas, que estudia las figuras
geométricas, utilizando los sistemas cartesianos; esta disciplina resuelve problemas
geométricos, mediante métodos algebraicos.

= Recuérdese que el conjunto de los numeros reales R, se representa
geométricamente, como los puntos de una recta, estableciéndose una
correspondencia uno a uno (1-1), entre el conjunto de los niimeros reales y los
puntos de una recta.

= Sisetrazan dos rectas numéricas en el plano, de forma que sean perpendiculares
entre si, se obtiene el sistema coordenado cartesiano. Cada punto P del plano se
puede asociar con un par ordenado de numeros reales (x,y), donde la primera
componente x (abscisa) es la distancia de P al eje vertical, mientras que la
segunda componente y (ordenada) es la distancia del punto P al eje horizontal.
Se dice, entonces que, P(x,y) es un punto del plano con coordendas x,y (justo
en ese orden).

Se puede establecer una correspondencia 1-1 entre el conjunto de todos los puntos
del plano y el conjunto de todos los pares ordenados de numeros reales. Al sistema
coordenado cartesiano se lo conoce también como R? (ver Figura 65).

¥

(-3.3)

(~4,-2)s

. (1-3)

Figura 65. Representacion de pares ordenados en el Plano Cartesiano.



2.1.1 Distancia entre dos puntos en el plano

Sean P;(x1,y1) y P,(x,,y,) dos puntos en el Plano Cartesiano, entonces, existe un
numero real denotado por d(P;, P,) = 0 llamado distancia entre P; y P,.

Inicialmente, se analiza el concepto de distancia para el caso en que los puntos
P; y P, se encuentran en una linea recta paralela a los ejes cartesianos. La distancia
entre los puntos P; y P, esigual a la distancia entre P;" y P,’ (ver Figura 66).

La distancia entre P, y P,’ es la medida del segmento que los une y por lo tanto:
d(Py,Py) = d(Py,P,) = |x; — x1] = |x1 — x,] .
y

B (%) Py(x.,)

R(:0) B (5.0)

Figura 66. Representacion de dos pares ordenados cuyas ordenadas son iguales.

De igual manera, en la Figura 67, se obtiene:

d(Py, P,) = d(P1’,P2’) =y, =yl = ly1 =yl

Ahora, considérese dos puntos cualesquiera del plano P; (xq,y,), P,(x5,v5).

Y e

B (0.) P(t ")

Figura 67. Representacion de dos pares ordenados cuyas abscisas son iguales

Se construye un triangulo rectangulo, en el que la hipotenusa, P, P,, es precisamente
la distancia entre P; y P, y como catetos, los segmentos paralelos a los ejes
cartesianos. El punto de interseccidn de estos catetos, es el punto Q (x5, y;), como se
indica en la Figura 68.



Figura 68. Representacion de la distancia entre dos puntos.

Al aplicar el Teorema de Pitagoras, se obtiene:

d(P,, P;)* = d(P, Q)% +d(P, Q)°,

d(Py, P)? = |xp — 21| + ly2 — yal?.
Dado que,

%2 — %112 = (2 = x1)?; |y2 =1l = (2 — y1)?.
Entonces,

d(Py,P)? = (x; — %)% + (2 — y1)?,

d(Py, Py) = /(xz — )% + (y2 — y1)?.
O bien,

d(Py,Py) =/ (1 — x2)% + (y1 — ¥2)2.

Estas dos ultimas expresiones constituyen la Féormula de la Distancia entre dos
puntos en el Plano Cartesiano.

Ejemplo
Calcular la distancia entre los puntos P y Q que se indican en seguida:
3 7
b) P(3,-3); Q(-3.2).

Solucion:

a) d(P,Q) =+/(=5-3)%2+ (8—4)2 =64 + 16 = v/80 = 4V/5.
La Figura 69, indica el segmento que une los punto P(3,4) y Q(—5,8).
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R(-L6]

Figura 69. Distancias entre dos puntos P(3,4) y Q(—5, 8)

B 42,0 = [-2-3 e o= (-2) + () - [2R- v,

5 3) “ 4225 5
La Figura 70, muestra el segmento que une los puntos P(3,-3) y Q(— %,g).

¥

| =l
M’

0
]
| w

P(3.-3)

Figura 70. Distancias entre dos puntos P(3,-3) y Q (— gg)

2.1.2 Coordenadas del punto medio de un segmento
Sean P;(x;,y1), P,(x,,v,) dos puntos del plano. Las coordenadas del punto medio
del segmento P, P, son:

X1tX o Vit
2 YT T2

X =
Ejemplo

Paralos puntos P(3,4); Q(-5,8) del ejemplo anterior, determinar las coordenadas
del punto medio del segmento PQ.



Solucion:

3+(=5) . _ _4+8

=T Y=

El punto medio del segmento PQ es R(—1, 6).
2.1.3 Ecuaciones de la recta

Si 4, B, C,son nimeros reales,con A o B # 0; entonces, la expresion Ax + By + C =
0 representa una recta L y se denomina Ecuacién General de la recta.

Enlaseccion 1.1, se realiz6 un analisis de la funcién lineal y = mx + b, que se puede
obtener de la ecuacion general. En esta ultima ecuacion, llamada Ecuacion
Pendiente-Interseccion, m es la pendiente de la rectay b el intercepto con el eje y.

Ahora bien, si se aseguraque A # 0y B # 0y siP(a,0) y Q(0,b) son los puntos de
interseccion de la recta L con los ejes x y y, respectivamente, entonces, la ecuacion
de larecta L se puede escribir como sigue y se denomina Ecuacion Simétrica de L:

x Yy
—+==1,
a+b

Por tanto, resulta conveniente trazar unarecta, a partir de los puntos de interseccion
con los ejes cartesianos, tal como se muestra en la Figura 71.

.
“ J
™,
2(0.0)
™~
AN TL¥
| —4==
4 b
™
1 N
™~
1 o x
P{a_.()} .
.\‘

Figura 71. Representacion grdfica de la recta de ecuacion E + 2—/ =1

[gualmente, en la seccion 1.1 se estudié las posiciones relativas de las rectas.

En efecto, sean lasrectas: Ly: y=myx+b yL,: y =myx +b.

Larecta L, es paralela alarecta L,, siy solo si, tienen la misma pendiente, esto es:
Li||L, © my =m, (Paralelismo).

Larecta L; es perpendicular a la recta L,, si y solo si, sus pendientes son opuestas y
reciprocas, es decir:



L,1L, & m;*m,=—1 (Perpendicularidad).

Sean L{:Ax+By+C=0 L,:Ayx+ B;y+ (C; =0, las ecuaciones generales
1 2041 1 1

para las rectas L; y L,, respectivamente, entonces, las relaciones siguientes, son

condiciones suficientes y necesarias, para los siguientes conceptos:

a) Paralelismo

A—B=>AB AB=20

b) Perpendicularidad
AA{ + BB, = 0.
c) Coincidencia
A=kA;; B=kB;; C=kCy; k+#0.
d) Interseccién
AB; — BA; # 0.
Ejemplo
Dada la recta L, cuya ecuacion general es 4x 4+ 5y + 20 = 0, determinar las
ecuaciones punto-interseccidn y simétrica y trazar su grafica.

Solucidn:

Para realizar la grafica, se determinan los interceptos con los ejes, as:

20 ) .
x=0;y= -z = —4; P(0,—4) es intercepto con el eje y .

y=0;x= — 7= —5; Q(0,—-5) es intercepto con el eje x.

Ahora bien, de la expresion 4x + 5y + 20 = 0 se tiene lo siguiente:

—4x-20 4
5 YT Ts¥ T

Por otra parte, desde 4x + 5y = —20, al dividir por —20, se obtiene:

4 +5 _ 20_xy_1'x_|_y_1
20 T 207 T T 20 5 4T U Ts T 4T

5y =-20—-4x;y =

., e X y
Por lo tanto, la ecuacién simétrica es: = + = =1.

La representacion grafica, se muestra en la Figura 71.



“Ne(o-4)

Figura 71. Representacion grdfica de la recta de ecuacion _15 + _14 =1

2.1.4 Distancia de un punto a una recta
Sea L una recta, cuya ecuacion general es Ax + By+C =0 y P(x,Y,) un punto

del plano, no perteneciente a la recta. La Figura 72, muestra el segmento distancia
del punto P(x,, yo) a unarecta L.

La distancia minima entre la recta L y el punto P, se obtiene mediante la expresién:

Axog + By, + C
d(P,L) = | Ax Yo | .
VAZ 1 B2
y
P(x,3)
~

.\\".. \-\ d
\\\

1 . S
1 \\\ X

\\_\\“
S

Figura 72. Distancia de un punto a una recta P(xy,yo) a una recta L.
Ejemplo
Calcular la distancia minima entre larecta L: 8x — 5y + 40 = O y el punto P(1,2).
Solucion:
En primer lugar, se debe verificar que el punto P(1,2) no pertenezca a la recta L.

En efecto, al reemplazar las coordenadas del punto P en la ecuacién dada, se tiene:
8(1) — 5(2) + 40 = 38 # 0; por lo tanto, el punto P no pertenece a la recta L dada,
tal como se muestra en la Figura 73.



Los interceptos con los ejes, se determinan de la siguiente manera:

Intercepto de la recta con eje x: y = 0; x = —5; esto es, (—5,0) € L.

Intercepto de la recta con eje y: x = 0; y = 8; entonces, (0,8) € L.
|8(1) — 5(2) + 40| _ |38 _ 3889

[ i(52 VB9 89

‘¥

d(P,L) = = 4,03

(0.8),

L

.-{:5,0]
Figura 73. Distancia del punto P(1,2) alarecta L: 8x — 5y +40 =0

2.1.5 Angulo entre dos rectas

Dos rectas L, y L, no paralelas, forman un angulo en su punto de interseccion. El
angulo que se calcula, en cualquier caso, debe ser agudo, tal como se indica en la
Figura 74.

Paralarecta L, a; es el angulo que forma esta recta con la parte positiva del eje x;
por lo cual, su pendiente es m; = tg (aq).

Paralarecta L,, a, es el angulo que forma esta recta con la parte positiva del eje x;
aqui la pendiente es m, = tg(a,).

Para el calculo del dngulo agudo, se considera como lado inicial, aquel donde se
origina el dngulo y lado final, hacia donde se dirige. Ademas, se considera como
angulo positivo, el recorrido en sentido antihorario.

Con estas consideraciones, segtn la Figura 74, se tienen las siguientes relaciones:
0=a,—a;; tgd =tg(a, —ay); 0: angulo entre L, y L,.
Por trigonometria, se cumple que:

tga —tga;  mp; —my
1+tga,tga, 1+mym;’

mz—m1]
14+ mymyl

tg0 =tgla, —ay) =

0 = arctg [



Figura 74. Angulo entre dos rectas

Ejemplo 1

Hallar el angulo agudo determinado por las siguientes rectas:
Li:2x+3y—12=0y Ly:x—3y+3=0.

Solucion:

Inicialmente se trazan las rectas:
Li:x=0,y=4; (04)€L;;y=0,x=6;(60)€L,.
L, x=0,y=1; (01)€L,; y=0x=-3; (-3,00€L,.

Las ecuaciones de cada recta en la forma pendiente-intercepto, son:

2 2
Li:y= —§x+4 = my = —3 a4 es el angulo que forma L4 con el eje x .

2
Luego, tg(a;) = -3

1 1
Ly:y= gx +1 = m, = 3 a, es el angulo que forma L, con el eje x .

1
Porlo cual, tg(a,) = 3

De la Figura 74, se tiene que:

6 = a, — a4, entonces,

1
tg(6,) = tglay — @) = —353
1+(-3)

Por tanto,

9
0, = arctg [— ?] =~ 127°52'.



Dado que 6 es el angulo entre las rectas, entonces:

6 = 180° — 9, = 180° — 127°52' = 9 = 52°8'.

y

Figura 74. Angulo entre dos rectas: L1:2x +3y —12=0 y Ly:x—3y+3=0
Ejemplo 2

Considerar el tridngulo, cuyos vértices son los puntos: A(—3,1); B(1,4) y C(6,—2)
y determinar:

a) Lalongitud de los lados del triangulo.
b) Lalongitud de las medianas.

c) Elareadel triangulo.

Solucion:

a) Lalongitud de cada uno de los lados del triangulo, se encuentra con la Férmula
de la Distancia, asi:

AB=(4—1)2+ (1+3)2=+/324+42=5,

BC=+(4+2)2+(1—-6)2=+36+25=61.

AC =/(1+2)2+ (-3 -6)2 =9+ 81 = 3V10.

b) Para determinar la longitud de las medianas, es necesario calcular los puntos
medios de los lados. La Mediana, es el segmento de recta, que une un vértice con
el punto medio del lado opuesto, tal como se muestra en la Figura 75.



/D(
A(-3.))

Figura 75. Medianas del triangulo con vértices: A(—3,1) ; B(1,4) y C(6,—2).

* D esel punto medio de AB:

_ 1-3 1 _4+1_5_D< 15)
A AL 2

* F esel punto medio de lado BC:
146 7 —4_2—rE(7Q
ST R LA A A VL

* F esel punto medio del lado AC:
__—3+6 3 o 1-2 1_F<3 1)
S L A A A VI A

* Longitud de la mediana DC:

_ 5\  [473 _ _
DC= [(6+1)2+ (—2 - E) = | = 7,69 unidades de longitud (ul).

* Longitud de la mediana BF:

5= |(3-1) 4 (-2-4) = [Braszw
—J\2 2 B

* Longitud de la mediana AE:

7 (-2 v (B e u

Para determinar el area, se requiere calcular la altura h, como se indica en la

Figura 76.



A(-3.)

Figura 76. Altura del triangulo con vértices A(—3,1) ; B(1,4) y C(6,—2)
La Longitud de la Base, es la longitud del segmento AC = 3v/10, valor calculado
en el literal (a).
La altura h, es la distancia del vértice B ala recta que pasapor Ay C.
Ahora se determina la ecuacidn de la recta que pasa por Ay C, asi:

Pendiente:

Ay -2-1 3 1

Mye = — = = =—=.
AT AT 643 9 3

El punto A(—3,1) pertenece a la recta, entonces, al reemplazar en la ecuacion

punto-pendiente, se tiene:

Yy — Yo =m(x —xp) .
1
y—1=§(x+3); 3y —1) =—x-3;

x + 3y =0 (Ecuacién de la recta).
La ecuacidn general de larectaes: x + 3y = 0.
|1+ 3(4)] 13
JZ+ (37 V10

Por lo tanto, el drea del tridngulo es:

13
V10’

h=d(L,B) =

. 1__ 1
Area=EAC*h=§*3\/E*

. 9
Area = — = 19,5 unidades de area.



EJERCICIOS 2.1

1. Calcular la distancia al origen de los puntos

A(=35); B(3,-3);C(4,4) ; D(~5,6); E(9.—7) ; F (% 7) VG (—gg)

2. Calcular la longitud de los segmentos: AB, AC, AE, AF, FG.
3. Calcular el perimetro de los triangulos ABG, BCG, BED.

4. El punto medio de un segmento es M(7,—3) y uno de sus extremos es P(12,5).
Determinar las coordenadas del otro extremo.

5. Considerar los puntos P(6,2) ; Q(—4,8) ; R(5,—6) y S(—3,—3):

a) Calcular los puntos medios de los lados del cuadrilatero determinado por P,
QRS

b) Demostrar que el cuadrilatero formado por los puntos medios, es un
paralelogramo.

c) Determinar las coordenadas del punto de interseccion de las diagonales del
paralelogramo.

6. Calcular la distancia de larecta 7x — 8y + 112 = 0 a los puntos:
P(=8,7);Q(=12,11) ; 0(0,0).

7. Demostrar que la distancia de la recta L: Ax + By + C = 0 a un punto P(xy, o),
exterior a ella es:

Axg + Byy+ C
d(P,L) = |Axg Yo | .
VAZ+ B?
Sugerencia:

a) Determinar la recta perpendicular L, ala recta dada L.

b) Hallar el punto Q de interseccion entre Ly L.

c) Ladistancia de larecta L al punto P(xy, y,) es la distancia entre P Q.
8. Calcular el area del cuadrilatero del punto 5 y determinar los angulos internos.
9. Demostrar que la distancia entre dos rectas paralelas:

Li:Ax +By+(C; =0 yL,:Ax + By + C, = 0, se calcula como sigue:
|G, — Gl

10.La Férmula de Herén, establece que el area de un tridngulo, conocidas las

d(LL Lz) =

longitudes de sus tres lados a, b, c, es:



a+b+c
> )

Area = s(s—a)(s—b)(s—c); s =

La variable s se denomina Semiperimetro.

Aplicar la Formula de Heron, para calcular las areas de los tridngulos del punto
3; ademas, comparar los resultados con los obtenidos mediante la conocida
féormula:

, 1
Area = > * base * altura.

2.2 SECCIONES CONICAS

Se entiende por Seccién Conica, a la curva resultante de la interseccién de un plano
con la superficie de un cono circular recto de dos hojas, tal como se indica en la
Figura 77.

= Si el plano 7 corta una sola hoja del cono y es perpendicular al eje vertical
que pasa por el vértice C, entonces, la curva de interseccion resultante, es un
circulo.

* Siel plano 7 corta al eje del cono en un angulo diferente a 90°, entonces, la
curva resultante, es una elipse.

= Si el plano © es paralelo a la curva generatriz del cono, entonces, la curva
resultante, es una parabola.

= Si el plano 7 corta a las dos hojas del cono, la curva de interseccion es una
hipérbola.

Circulo [ Parabola Hiperbola

Figura 77. Secciones cénicas

2.2.1 Ecuacion general de segundo grado en x, y

La ecuacidon general de segundo grado en las variables x, y, tiene la forma:



Ax?+ Bxy + Cy*+Dx+Ey+F = 0. (2.1)

Donde A, By C no pueden ser nulos, simultaneamente. La representacion grafica de
la ecuacidn 2.1, si existe, corresponde a una de las secciones conicas mencionadas, o
es un lugar geométrico extrafo.

El coeficiente B, esta relacionado con las rotaciones de las cénicas, el cual, en este

texto, siempre se toma igual acero, es decir, B = 0.

2.2.2 La parabola

La ecuacion (2.1) representa graficamente una parabola, siempreque A =0 6 C =

0, pero no simultaneamente. Las siguientes ecuaciones corresponden a parabolas:
Ax> +Dx+Ey+F=0; Cy?+Dx+Ey+F =0.

Completando cuadrados en x o en y, se tienen las respectivas ecuaciones estandar:
(x — h)? = 4a(y — k). (2.2)
(v — k)? = 4a(x — h). (2.3)

* En cualquiera de los dos casos, el punto V(h, k) es el vértice de la parabola.

= Enlaecuacién 2.2, el eje de simetria es x = h, es paralelo al eje y, y pasa por el
vértice. Ademas, si a > 0, la parabola se abre hacia arriba; si a < 0 se abre hacia
abajo. El foco de la parabola es el punto F(h,k + a). La Figura 78, contiene la
representacion grafica de la ecuacién 2.2.

N\ P

a>0 | (x-h)' =4a(y-k)

—

Figura 78. Representacién grdfica de la pardbola (x — h)? = 4a(y — k)

= Enlaecuacién 2.3, el eje de simetria es y = k, es paralelo al eje x , y pasa por el
vértice. Si a > 0, la parabola se abre hacia la derecha; ai a < 0 se abre hacia la
izquierda. El foco esta ubicado en el punto F(h + a, k), como se indica en la
Figura 79.
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Figura 79. Representacion grdfica de la pardbola (y — k)? = 4a(x — h)

Ejemplo

Trazar las parabolas cuyas ecuaciones se detallan a continuacidon; ademas,

determinar su ecuacion estandar, vértice, foco y eje de simetria:

1. x2—8x—4y +28=0.

2. y2—4x+ 14y + 61 = 0.

Solucion:

1. x2—8x—4y +28=0.

Completando cuadrados para la variable x, se obtiene que:

x? —8x =4y —28;

x> —8x+16 =4y — 28+ 16;

(x —4)%2 =4y —12;

(x —4)? =4(y - 3);

(x —4)? = 4(1)(y — 3) (ecuacién estandar) .

Al comparar con la ecuacién 2.2, (x — h)? = 4a(y — k), se tiene que,

Vértice: V(4,3); dado que, a = 1 > 0, entonces, se abre hacia arriba.
Eje de simetria: x = 4.

Foco de la parabola: F(4,3 + 1) = F(4,4).

Algunos puntos de la parabola son: P(0,7) y Q(8,7).

La Figura 80, corresponde a la representacion grafica de la parabola
correspondiente.

., . 1
Nota: la ecuacion dada, se puede escribir en la forma y = sz — 2x + 7, con lo cual,

se la puede trazar utilizando las herramientas estudiadas en la Seccién 1.2.



X —8x—4y+28=0
.//

Figura 80. Representacién grdfica de la pardbola (x — 4)? = 4(1)(y — 3)

2. y2—4x+ 14y + 61 = 0.

En este caso se completan cuadrados para la variable y:

y? + 14y = 4x — 61;

Y2 + 14y + 49 = 4x — 61 + 49;
(y +7)? = 4x — 12;
(y+7)?=41)(x-3).

Al comparar con la ecuacién 2.3: (y — k)? = 4a(x — h), se tiene que:

Vértice: V(3,—7); dado que, a = 1 > 0, se abre hacia la derecha.
Eje de simetria: y = —7.

Foco: F3+1,-7) = F(4,-7).

Algunos puntos de la parabola son: P(6,—3) y Q(6,—11).

Punto de corte con eje x: x = % = 14,25.

La representacion grafica correspondiente, se presenta en la Figura 81.



Ty x4 14y+61=0
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Figura 81. Representacién grdfica de la pardbola (y + 7)? = 4(1)(x — 3)
2.3.3 La Elipse
Al considerar la ecuacion general de segundo grado (2.1), si los coeficientes Ay C

son del mismo signo, se obtiene una elipse. Esto significa, que en la ecuacion de
segundo grado, deben aparecer Ay C.

Completando el cuadrado para x y para y, se obtienen dos ecuaciones estdndar para
la elipse, asi:

(x ;zh)z + ;2"")2 =1, 2.4)
(x gzh)z 4O ;zk)z =1, 2.5)

Para efectos de facilitar el trazado de la curva, se establece que a > b.
= En cualquiera de los dos casos: (h, k) es el centro de la elipse.
» Parala ecuacidn (2.4):

— El semieje mayor de la elipse, es paralelo al eje x y los extremos de la
elipse son:

(h+a,k)y (h—ak).

— Elsemieje menor es perpendicular al semieje mayor y es paralelo al eje y
sus extremos son (h,k + b); (h,k — b).

— Larepresentacidn grafica correspondiente, se presenta en la Figura 82.



Figura 82. Representacién grdfica de la elipse ~——

= Parala ecuacion (2.5):

— El semieje mayor es paralelo al eje y, los extremos son:

(hk+a)y (hk—a).

— El semieje menor es paralelo al eje x y los puntos extremos son:

(h+b,k); (h—b,k).

— Larepresentacién grafica correspondiente, se presenta en la Figura 83.

(h-b.k) 1

Figura 83. Representacion grdfica de la elipse =L

Ejemplos

Encontrar la ecuacién estandar, describir y trazar la grafica de las siguientes

ecuaciones:

1. x> +2y>+2x—8y+5=0.
2. 4x2+y2+6y+5=0.

3. x2+2y2—2x+4y+7=0.



Solucion:

1. x2+2y?2+2x—8y+5=0.
Al completar cuadrados se obtiene:
(x? 4+ 2x) + 2(y? — 4y) = —5;
(x2+2x+1)+2(y>?—4y+4)=-5+1+8;
(x+1)2+2(y—2)? =4;
(x+1)2_|_2(y—2)2 _ 1

1 4 ;
x+1)% 2(y—2)*
( 22) + & 2) =1 (ecuacién estandar).
(v2)

Centro de la elipse: C(—1,2); semieje mayor 2; semieje menor V2.
La representacion grafica, se presenta en la Figura 84.

LV

(12448

(x+1)?% | 2(y-2)2
Q0 Tz =
z (V2)

Figura 84. Representacién grdfica de la elipse
2. 4x?2 +y%+ 6y +5 = 0.Sereduce a la forma canénica con los siguientes pasos:
4x2% + (y®2 + 6y) = —5;
4x* 4+ (y2+6y+9)=-5+9;
4x2 4+ (y+3)2=4;

4x2% + (y + 3)? 3
4 =

(=02  (+3)?
12 * 22

1;

=1 (ecuacién estandar) .

Centro delaelipse: C(0, —3); semieje mayor 2 (paralelos al eje y); semieje menor
1 (paralelo al eje x).



Observe que no tiene intersecciones con el eje x. Esto se puede comprobar, al

resolver la ecuacién cuadrética. 4x? + 5 = 0, cuyas raices son numeros complejos.
En la Figura 85, se muestra la representacion grafica respectiva.

AV

M2 2
(=0 | g+3)? _ 4

Figura 85. Representacion grdfica de la elipse P >
3. x2+2y2—2x+4y+7=0.
x2=2x+2(y?+2y)=-7;
(x2—2x+1D)+2(y?>+2y+1)=-7+1+2;
(x—1D?+2(y+1)>=—4,

Esta tltima no tiene sentido, pues la suma de las cantidades positivas no puede ser
negativas. Por lo tanto, la expresion x? + 2y? — 2x + 4y + 7 = 0, no tiene sentido, a
pesar de que en principio, parecia definir una elipse.

2.4.4 La Circunferencia
Al considerar la ecuacion: Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = 0, para que ésta represente

una circunferencia, se requiere que A y C sean el mismo signo y ademas que A = C.

Al completar cuadrados para x, y, se obtiene la ecuacién estandar de un circulo de
radio r y centro (h, k):

(x—h)?+(y—k)=r2 (2.6)



1 c(hk) |

[.r—;ntl_.t:—k}: =r

Figura 86. Representacién grdfica de la circunferencia (x — h)? + (y — k)? =12

Ejemplo
Expresar en forma estandar, graficar y describir las siguientes ecuaciones:
a) x2+y?+6x—4y = 3.
b) x?+y?—4x+2y+5=0.
Solucidn:
a) x2+y2+6x—4y=3;
(x* +6x) = (y* —4y) = 3;
(x2+6x+9)=0O%2—4y+4) =3+9+4;
(x+3)%2 + (y — 2)? = 4%
Se trata de un circulo de radio r = 4, con centro en C(—3,2).

La representacion grafica, corresponde a la Figura 87.

(-3.6) Yy
(-7.2) o +(1,2)
R (-3:2) Y
1
, X
ey sbr-dy= 0 i i}
i (3.2)

Figura 87. Representacidén grdfica de la circunferencia (x + 3)? + (y — 2)? = 42

b) x2+y2—4x+2y+5=0.



(x? —4x) = (y* + 2y) = =5;

(x2—4x+4)=@?*+2y+1)=-5+5;
x—2)2+@+1D*=0.

Esta ecuacion estandar tiene sentido, inicamente, para x = 2, y = —1. Por lo tanto,
el lugar geométrico correspondiente a la ecuacion x? + y2 —4x +2y + 5= 0es el
punto P(2,—1), tal como se indica en la Figura 88.

Ay

. P(2.-1)

Figura 88. Representacién grdfica de la expresién (x —2)2 + (y +1)2 =0
2.5.5 La hipérbola

La ecuacion de segundo grado Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = 0, define una hipérbola
cuando A y C son de signos contrarios. En esta curva, el centro esta fuera de las dos
ramas de ella; ademas, tiene dos asintotas que se cortan en el centro de la hipérbola.

Completando cuadrados en x, y, se obtienen las dos curvas estandar siguientes:
(x—h)? (y—k)?
a2 bz

y—-k)? x-h?
2 az

= La ecuacion (2.7), es la forma estandar para la hipérbola que se abre hacia

1. 2.7)

1. (2.8)

derecha e izquierda del eje x, tal como se observa en la Figura 89.
— Elcentro es (h, k) ylas asintotassony — k = + S (x — h).

— Sus vértices estan sobre la linea horizontal que pasa por C(h, k) y tienen
como coordenadas P(h + a,k); Q(h — a, k).

— Las dos ramas de la hipérbola son simétricas con respecto al centro y a la
recta que pasa por el centro.



Zy-k=-L(x-n)
e

-

Figura 89. Representacion grdfica de la hipérbola

y-k=2(x-n) T}
OO N

Cmh? R

a? b2

= Laecuacion 2.8, es la forma estandar para la hipérbola que se abre hacia arriba
y abajo, como se muestra en la Figura 90.

— Elcentro es C(h, k) ylas asintotas sony — k = + g (x — h).

Sus vértices se ubican sobre la recta paralela al eje Y que pasa por el centro

de la hipérbola.

Las dos ramas de la hipérbola son simétricas con respecto al centro y a la

recta que pasa por el centro.

y—k=-L(x_m)
a \

Figura 90. Representacion grdfica de la hipérbola 2

(y-k)° (x- hy’ -,
7

a

-K? _ (x-h)? _
= 1



Ejemplo 1

Expresar en forma estandar, obtener centro, asintotas y trazar las graficas de las
ecuaciones:

a) 2x2—y2+12x —2y+15=0.
b) x? —4y?+6x+ 8y +5=0.
Solucion:

a) 2x2—y2+12x -2y +15=0.

Como A = 2; B =1, son de diferente signo, inicialmente, se podria decir que
esta ecuacion define una hipérbola.

Completando cuadrados para x, y, se obtiene:
2(x% + 6x) — (y2 + 2y) = —15;
2(x2+6x+9)— (y2+2y+1)=—-15+18 — 1;
2+ 32 - (y+ 1?2 =2;
(x+3)? (y+1)>
12 (ﬁ)z

=1 (Ecuacion Estandar).

n

2243 ~(3+1] =2\

(x+3)? B y+1?

o (y2)

Figura 91. Representacion grdfica de la hipérbola

= Se trata de una hipérbola que abre sus brazos hacia derecha e izquierda del
eje x, con centro en C(—3,—1).

= Las asintotas se obtienen al igualar la ecuacién estandar a cero:
(x+3)? (y+1)?
— —=
o (V2)

0;



(v + 1)? = 2(x + 3)%;

y4+1=+V2(x + 3).

—3+4+1,-1) =(-2,-1
] Vértices{g—g ' 1, —13 = E—4: —1;
= Lahipérbola tiene intersecciones con los ejes x, y.
= Larepresentacion grafica, corresponde a la Figura 91.
b) x2 —4y?+6x+8y+5=0.

Como en el caso anterior A = 1; C = —4, por lo cual, inicialmente define una
hipérbola. Al completar los cuadrados para x, y, se llega a la siguiente expresion:

(x? + 6x) — 4(y%? — 2y) = —-5;
(x2+6x+9)—4(y?+2y+1)=-54+9—4;
(x+3)2—-4@y+1)?%=0.

Esta ecuacidn estandar no corresponde a una hipérbola; sin embargo,
Y-1D2=;(x+3)5y—1=2-(x+3).
y=%x+§+1;y=%x+§;y=—%x—%+1;

11
Y= Ty

Se trata de dos rectas, concurrentes en el punto P(—3,1), tal como se puede
observar en la Figura 92.

Figura 92. Representacién grdfica de la expresién (x + 3)2 —4(y + 1)?2 =0
Ejemplo 2

En el mismo sistema de ejes cartesianos, trazar las curvas dadas en seguida; ademas,
determinar analitica y graficamente los puntos de interseccion entre ellas.

a) x>’ +y?=4;x+y=2.



b) x2+y2=1;x2—2y2=i.

c) y2+8x—16=0; y>—24x — 48 = 0.
Solucion:

a) La ecuacién x? + y? = 4, corresponde a un circulo de radio r = 2 y centro
€(0,0).

Por su parte, la expresion x + y = 2 corresponde a una recta:
x=0;y=2; (0,2) pertenece ala recta.
y =0; x = 2;(2,0) pertenece a la recta.

Graficamente, se puede ver que los puntos de intersecciéon son (0,2) y (2,0).

Analiticamente:
xX+y=2y=2-—x. (D)
x?+y?=4. (2)

Al reemplazar (1) en (2), se tiene:
x2+Q2—-x)2=4;x>+4—4x+x*>=42x2—-4x=0; 2x(x —2) = 0;

x=0o0x=2.

x:_:}‘l =4 N
K N xp

Figura 93. Representacion grdfica de las curvas x* + y> = 4; x +y = 2

Al sustituir estos valores en (1), se tiene,
x=0y=2;x=2,y=0.
Los puntos de interseccion de las curvas, son: P(0,2); Q(2,0).
La Figura 93, contiene la representacion grafica de las curvas correspondientes.

b) x2+y2=1 (1) corresponde a un circulo de radio r = 1y centro €(0,0).



1

x2—2y%= " (2) corresponde a una hipérbola, cuyos brazos se abren hacia

derecha e izquierda del eje x. No tiene intersecciones con el eje y.
Puntos de interseccion:
De la ecuacién (1) se tiene,

y2=1-x2 (3)

Se reemplaza en (2):

3
2 = 2.
y X 3’ X

~|

1
x2—2(1—x2)=z;x2—2+2x2=

e B
Il
=+

Al sustituir x en (3), se tiene:

S PR —
y_ 4_—

Por lo tanto, los puntos de interseccion de las dos curvas, son:

V31 V3 1 V3 1 V3 1
A(?'E) : B(?"E) ; C(‘?E) ; D(‘?‘z)-

La Figura 94, contiene la representacién grafica de las curvas respectivas.

N| =

(0.1)

Figura 94. Representacién grdfica de las curvas x* + y? = 1; x? — 2y? = i

c) Laecuacion y? + 8x — 16 = 0, corresponde a una parabola.

Obtencion de la ecuacion estandar:
(y—0)?=-8x—-2);—-0)?*=4(-2)[x—-2].
Por lo tanto, la ecuacion estandar es: (y — 0)? = 4(—=2)[x — 2].
De aqui se obtienen los siguientes datos:
e Vértice: V(0,2).
e Cuandox =0,y%=16; y = +4.



e Laparabola se abre hacia la izquierda del eje x.

Por otra parte, la ecuacion y? — 24x — 48 = 0, también representa una parabola.
Obtencidn de la ecuacion estandar:
(y—0)2=24x+148;(y—0)2 =24(x+2); (y — 0)2 = 6(4)[x + 2] .
Por lo tanto, la ecuacion estandar es: (y — 0)? = 6(4)[x + 2] .
De aqui, se obtiene los siguientes datos:
— Vértice: V(—2,0).
— Como a = 4 > 0, entonces, la parabola se abre hacia la derecha.
— Cuandox =0;y = +4+/3 = +6,9.
= Puntos de interseccion de las curvas:
y?+8x—16 = 0. (1)
y? —24x — 48 = 0. (2)
De la ecuacién (1), se obtiene:
y?+8x — 16 = 0;
y? = —8x + 16. (3)
De la ecuacién (2), se obtiene:
y? —24x — 48 = 0;
y? = 24x + 48. (4)
Al igualar las ecuaciones (3) y (4), se obtiene:
—8x 4+ 16 = 24x + 48;32x = -32; x = —1.
Al reemplazar el valor de x en (3) se obtiene lo siguiente:
y? = —8(—1) + 16;y% = 24;y = +V24;y = +2V6.
Por lo tanto, los puntos de interseccion de las dos curvas son:
P(-1,2v6) y Q(-1,-2V6).

La Figura 95, muestra las graficas de las dos parabolas y sus puntos de
interseccion.
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1 +8x—-16= 0 J,f:
PR
r"/ 4
7
{
!
{ N
|H 1 l'\
X
— 1 3 "
- /
|
1 ‘J(".l
| /
Y i
s
. O
¥ -24x - 48=0 _ AN
: -\l\.\

Figura 95. Representacién grdfica de las curvas y? + 8x — 16 = 0; y? — 24x — 48 = 0
EJERCICIOS 2.2

1. Identificar la conica correspondiente y trazar la grafica con todo detalle:

a) y2—4y+6x—8=0 b) x? —4x—2y+10=0

¢) 11y? — 98y — 108x + 539 = 0 d) x? +y%?—26x+ 12y + 105 =0

e) 7x® +7y? —34x + 48y + 103 =0  f) 36x% + 11y? — 144x — 44y — 208 = 0
g) x> +5y2—2x+20y +16 =0 h) 4x? —y? —4x+3y—26=0

) x2-2y’+x+8y—8=0

2. Para cada caso que sigue, trazar las graficas con sus puntos de interseccion:

2 _ 2 2 _
a) {y =x+1 b) {x +y“=4
y=x-—1 2x+y=1
-x2=0 2x2+y2=1
c) {yz 2 _ d){ }21_
x“+y =1 x—y* =0

&) {yz—Zy—4x—3=0
x+y—4=0



2.3 COORDENADAS POLARES

2.3.1 Sistema de coordenadas polares

El sistema de coordenadas polares, consta de un punto fijo O, denominado Polo y
una semirrecta que se origina en 0, llamada Eje Polar.

Para localizar un punto P en el plano, se dibuja el segmento OP.

Sean r lalongitud de OP y 6 el angulo generado desde el eje polar, medido en sentido
antihorario. La Figura 96, muestra la ubicacién del punto P(r, 9).

P(r.6)

Eje polar
Figura 96. Representacion grdfica del Plano Polar

Cualquier par ordenado en coordenadas polares, (7, 8), se puede describir por los
siguientes pares ordenados:

(r,0 +2km) 6 (-r,0+2(k—1m) keZ.

Al superponer un sistema de coordenadas polares sobre un sistema cartesiano, con
el polo en el origen y el eje polar coincidente con la parte positiva del eje x, se pueden
determinar las ecuaciones que relacionan a P(r, 8) con P(x, y), asi:

2 _ 42 2
{x=rcos€ re=xtty
y =rsenf tg 0 = Y
X
y
) P(x,y)=P(r.6)
I ,’f
f/ .}I
1
,/E?‘\ X
o X

Figura 97. Representacion grdfica de la relacién de coordenadas cartesianasy polares



La Figura 97, muestra las relaciones indicadas entre las coordenadas cartesianas

y las polares.

Ejemplo 1
T

Un punto P tiene coordenadas polares P(4,3). Determinadas las coordenadas

cartesianas correspondientes y ubicar el punto con los dos tipos de coordenadas.
Solucion:

Segun las formulas de transformacion de coordenadas:

x=rcos(g):>x=4*%=2.

y=rsen(g)ﬁy=4*?=2\/§.

T
3

En consecuencia, las coordenadas rectangulares de P (4, ) son P(2,2\/§).

La Figura 98, muestra la ubicacién del punto P en los sistemas de coordenadas

cartesianas y polares.

Figura 98. Representacion de un punto en coordenadas cartesianas y polares

Ejemplo 2

Un punto P, tiene coordenadas rectangulares P (4, —4); determinar las coordenadas

polares de P.

Solucioén:

Dado que, 72 =x2+y% y 6 = arctg G) , entonces,
r2 =42 + (=2)2 =242 = 4/2.

—4 T
0, = arctg (T) =arctg(—1) = e



T, n 7m
91:__ (0] 92:27'[__:_

4

Por lo tanto, el punto P, en coordenadas polares, se puede escribir como sigue:

7 7
P(4\/§,—%) 6 P(MZT”) 6 P<4\/§,Tn+2kn) kel

4 4

" P(4,-4)

Figura 99. Representacion de P (4, —4) y su correspondiente punto polar P (4\/5, %n) Jk€EZ

Ejemplo 3

La representacion grafica de la ecuacion 3x% + 4y? =12, en coordenadas
cartesianas, es una elipse, determinar la ecuacién en coordenadas polares.

Solucion:

Dado que, x = rcos 6 ; y = rsen 8; al reemplazar x e y en la ecuaciéon dada se tiene,
3(rcos )% + 4(rsen 0)? = 12 = r2(3co0s?0 + 4sen?0) = 12.

Por lo tanto,

2 12
" 3c0s20 + 4sen?0

La Figura 100, muestra la representacion grafica de la elipse correspondiente.

v
(0-+3)
//l/./ 1 .\-\.\\
J A
.lf \\

[ Ll x
(_z_.tm1 (0.0) IT(z,o)
\\\ x"';

\\'\ t'//
- — 1l - _,..\-
(0-—3)

Figura 100. Representacién grdfica de la elipse 3x* + 4y? = 12



Ejemplo 4

La ecuacion de una curva en coordenadas polares es r = 2sen 6. Escribir la ecuacién
respectiva en coordenadas cartesianas y trazar la grafica respectiva.

Solucion:

Al multiplicar la ecuacién dada por 7, se obtiene: 72 = 2rsen 6 .

Pero x2 + y? = 2, entonces x2? + y? = 2rsen 6.

Dado que y = rsen 6, la ecuacion anterior se puede escribir asi: x2 + y2 = 2y .

Al completar cuadrados respecto a y, se obtiene,
x2+y?2-2y+1=1=>x*+(y—-1)?=1.

Esta ecuacidn corresponde a un circulo de radio r = 1 y centro €(0,1).

La Figura 101, muestra la representacion grafica en coordenadas polares de
r? = 2rsen 6.

Eje polar

Figura 101. Representacién grdfica de r = 2senf

Nota: los puntos P, Q y R estan definidas en coordenadas polares.
2.3.2 Coordenadas polares y puntos simétricos

Un punto P(r, 8) esta relacionado e forma biunivoca con un punto P(x, y) en el plano
cartesiano.
Ahora bien, los puntos simétricos P(r, 8), respecto del eje polar, el eje 6 = g y del

polo, se ubican en correspondencia con férmulas de reduccion trigonométricas, tal
como se ilustra en la Figura 102.



R(r,x-8) P(r.8)

P(r.-8) R(r.-6)

Figura 102. Representacion grdfica de puntos simétricos en coordenadas polares.
Ejemplo
Trazar la graficader = 1 — 2sen 6.

Solucion:

Para trazar la curva, se procede a determinar algunos puntos de la misma en el

intervalo
0<60<?2m.

(7] r=1-2sen0 ) r=1-2sen@
7

0 1 n 2
6

T 4T

- 0 _

c 2 1++/3

T 3n

_ _ - 3

3 1 \/§ 2

T 5w

—_ 1 -

> 2 1443

2T 11n

— 1-+v3 — 2

3 \/_ 6

5—” 0 2T 1

6

T 1

Al ubicar los puntos en el plano, se debe tener en cuenta la simetria de los puntos.

Observe que r toma valores finitos y 8 valores infinitos, por lo cual, la curva es
cerrada, tal como se muestra en la Figura 103.
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Figura 103. Representacién grdficader = 1 — 2sen 6

Ejemplo

Trazar la graficar =6, 6 > 0.

Solucion:
s A"
e s
o S
/ N
\
_./ A\
/ 4
/ bz x) |
/ A e ll
/ V4 N272) _
! / ) 2 ! X
I (7.7)] (0.0) /(27,27)
| /
“._ ;_,f
IlI '-\ r,
\ /
\ (32 3=
" \272)

-
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Figura 104. Representacién grdfica de la ecuaciénr = 6, 6 > 0

La gréfica tiene un comportamiento diferente a los tratados anteriormente. En este
caso, en la medida que 8 crece, r también crece; en este caso, la curva es abierta.

Lacurvar = 6, 6 > 0 es abierta y su representacion grafica es una espiral, tal como
se muestra en la jError! No se encuentra el origen de la referencia..

Ejemplo

Trazar la grafica de la Lemniscata: 72 = cos 26 .

Solucion:



Se puede establecer que cos 20 no puede ser negativo. Por lo tanto, se consideran

valores de 6 para los cuales cos 26 es positivo. Al graficar y = cos 20, se puede ver

que el periodo es 22—” = 1, tal como se puede observar en la Figura 105. Ademas, los

intervalos en donde cos 26 es positivo son:

31 5
F3dly [

T N
..-'/ AN N
/ /
\ \
/ \ /
i ;r]-\ T Pz T 157
4 4| \ 2 /Ja | 4
N |
| |
|

[,u LLL ,x_,f_;_;_;_g}] |{,; LLLL J"f'_,"_,lr_,l'_,-"_]_

Figura 105. Representacidon grdfica de r? = cos (26)

No hay grafica en las regiones del plano para las cuales:

n<9<3n 57T<9<7T[
4 4 Y g 4

Ver area sombreada en la Figura 106.

1l
P

<
g=2% ~
4

Figura 106. Representacién grdfica de regién sin puntos que cumplan r? = cos 26 .

/o P . T 51 7 as
Para trazar la grafica, se toma valores de 6, iniciando en — " hasta > en multiplos

de g. La representacion grafica, corresponde a la Figura 107.

0

r = t,/cos (20)

r = t,/cos (20)

s
4

1

0
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Figura 107. Representacién grdfica de r? = cos (26)

EJERCICIOS 2.3

1. Determinar las coordenadas rectangulares para los puntos (7, 8) y realizar la

grafica:

A(4,%) ; B(z,%”) ; C(—Z,%).

. Determinar las coordenadas polares, con r > 0, 0 < 8 < 2r para cada uno de
los puntos definidos en coordenadas cartesianas:

A(=V3,2); B(—4,—-4); €(2,—2V3).
. Establecer las ecuaciones rectangulares para las siguientes ecuaciones dadas en
coordenadas polares:

1
r?2 =4cos(20); r =5 T3c0s 0 r = acos 6 + bsen 0.

. Establecer las ecuaciones en coordenadas polares de las siguientes ecuaciones
cartesianas: x2 + y? = 4x; y2 —4x =0; x = 2.

. Trazar las graficas de las siguientes funciones definidas en coordenadas polares:

r+1=sen0; r=4cos(38) ;r=1+ 2cos 6.






CAPITULO 3
LIMITES Y CONTINUIDAD

3.1 VECINDAD DE UN PUNTO

Una Vecindad o Entorno de un Punto, intuitivamente, es un intervalo de numeros
reales, en el que se ha determinado su centro y su radio. Considere el punto a € R,
a centro de la vecindad y r = 0, el radio de la misma. Entonces el externo derecho
del entorno o vecindad es a + r y el extremo izquierdo a — r (ver Figura 108).

< o)
1T vl

Ty M
a Tarr x

bl
a-rv

Figura 108. Representacidn grdfica del intervalo abierto (a —r,a + 1)

En consecuencia, la vecindad de centro a y radio r es el conjunto de ndmeros reales,
localizadas entre a + r y a —r, lo cual se denota y define por:

V(a)={xe R/a—-r<x<a+r}.

Observe, que los extremos de la vecindad no hacen parte de ella, por tanto, se trata
de una vecindad abierta.

Al restar a en cada término de la desigualdad a — r < x < a + r, se obtiene,
a—r—a<x—a<a+r—aq-r<x—a<r;lx—al<r.

Por lo tanto, la definicion de vecindad de centro en a y radio r, se puede escribir
como sigue:

V(a)={x€ R/|x—al <r}.

Recuerde, que el concepto de valor absoluto, esta ligado a la Definicién de Distancia
entre puntos. En tal sentido, V,.(a) es el conjunto formado por todos los nimeros
reales que distan de a menos de 7.

Ejemplo 1

Determinar el radio r y el centro a de los siguientes intervalos: 1) (4,7) ; 2) (O, %);
3) (—5,6; —1,4).

Solucion:

1. Centro y radio de la vecindad:

744 11 7-4 3
A= T T Ty Ty



Por lo tanto,

o -n)-fre 23

3
2
. 4*f—ﬁ—;’—ﬁ—ﬁ—ﬁ—ﬁ—ii{—f—ﬁ—ﬁ—f*-ﬁ-@? >
2
Figura 109. Representacion grdfica de la vecindad Vs (%)
2. Centro y radio:
0+% 3 %—0 3
a=—"==,r=———>-==
2 8 2 8
Por tanto,
(03) =) =tre rr -4 <3}
7)) =g/ e R/ g <5
3
8
lﬁr)‘ I .n'J.-’r," JJ.LI I .n".-’ r)’ .-'J.-'L
0 3 ’3 x
8 4

Figura 110. Representacion grdfica de la vecindad V3 (Z)

8

3. Centro y radio:

_ L4+ (=56) . —L4-(=56)
= > = o r = > =
Luego: (=5,6;—1,4) =V,,(=3,5) ={x € R/ |x —(-3,5)] < 2,1}

a 2,1

“ ﬁf{ Jf If j.' ’f fn’ ‘.'.,’ ,f ff ’f fi IF jl%
5.6 71, b

Figura 111. Representacién grdfica de la vecindad V ; (—3,5)

En general, el intervalo abierto (m, n), con m < n es equivalente a una vecindad:

v <m + Tl)
m+n > .

2
Ejemplo 2

Decidir si los puntos que se indican en seguida, pertenecen a la vecindad abierta
Vi(1):
2



e m? 155 49 +m—e

4’25799 99" 2

Solucion:

V1(1) es una vecindad de centro en x = 1 yradior = %:
2

V%(l)z{xe R/Ix—1|<%}.

§ ~ 0,679 =

e 1 e
Z_1|<E ﬁZEV%(l).

n? w?
Pyl 0,395 = 25 & V%(l) .

155 155

"y K 1,56 = gevi(l).
49 49
o~ 0,495 = s & V%(l).
. V”Z‘e ~ 0,325 = V"Z"e ¢ Vi(1).
2
49
29 155
A‘ A / o9
IZ VS R ! ;
Nr—e 2 2 3 2

2 25

Figura 112. Identificacion de puntos que pertenecen a la vecindad V1(1)
2

3.2 LIMITE DE UNA FUNCION REAL DE UNA VARIABLE

Dado que el concepto de limite de una funcién, es la idea central del calculo, antes
de establecer su definicién formal, es conveniente plantear y resolver algunos
ejemplos, que facilitan la compresion del mismo.

Ejemplo

—x+2six<1
Sean fi(x) =x?+1; f,(x) = 1six=1
x—1six>1

Calcular los valores de f; (x) en las proximidades de x = 0 y los valores de f,(x) en
las proximidades de x = 1.

Solucion:

 filx)=x%+1.



Para el efecto, se realiza acercamiento al punto x = 0 por la derecha y por la
izquierda de x = 0 y se analiza el comportamiento de f; (x) (ver Figura 113).

Aproximaciones por la Aproximaciones por la
derechadex =0 izquierdade x = 0

X f1(x) X f1(x)

0,5 1,25 -0,5 1,25

0,4 1,16 -0,4 1,16

0,2 1,04 —0,2 1,04

0,1 1,01 -0,1 1,01
0,05 1,0025 —0,05 1,0025
0,01 1,0001 —0,01 1,0001

Observe que, en la medida en que x se aproxima a cero (sin nunca ser igual a cero),
el valor de la funcién se aproxima a 1, tanto por la derecha como por la izquierda;
ademas, f(0) = 1.

[ £(x)

Figura 113. Representacidn grdfica de f;(x) = x* + 1

—x+2six<1
= fo(x) = 1six=1
x—1six>1

Se procede a analizar acercamientos por la derecha y por la izquierda de x = 1.

Cuando los valores de x se aproximan a 1 por la derecha, la funcién f,(x) se
aproxima a 1; cuando los valores de x se aproximan a 1 por la izquierda, los valores
funcionales de f,(x) tienden a 2. Sin embargo (1) = 1.

Aproximaciones por la Aproximaciones por la
derechadex =1 izquierdade x = 1

x f2(%) x f2(%)




Aproximaciones por la Aproximaciones por la
derechadex =1 izquierdade x = 1
1,5 0,5 0,95 2,05
1,4 0,4 098 2,02
1,2 0,2 0,99 2,01
1,1 0,1 0,995 2,005
1,05 0,05 0,998 2,002
1,01 0,04 0,099 2,001
1,005 0,05
1,001 0,001

La representacion grafica correspondiente, se presenta en la Figura 114.

—x+2six<1
Figura 114. Representacién grdfica de f,(x) = 1six=1
x—1six>1

3.2.1 Definicion de limite de una funcion
El limite de una funcién f(x) es L, en un punto cualquiera a, significa que al tomar

puntos suficientemente cercanos a a, el valor de la funcion f, puede ser tan cercano
a L, como se desee, siendo x # a.

En el ejemplo anterior, para la funcién f;(x) = x? + 1, se puede observar que,
cuando la variable x se aproxima a cero, tanto por la izquierda como por la derecha,
la funcién f; (x) se aproxima a 1.

En este caso, claramente se puede establecer que lirr(l)(x2 + 1) = 1y selee: el limite
xX—

de la funcién f; (x) = x? + 1, cuando x se aproxima (tiende) a cero es igual a 1.



—x+2six<1

En cambio, para la funcion f,(x) = 1 six=1 no ocurre lo mismo; pues, en
x—1six>1

la medida que x se aproxima a 1 por la derecha, la funcién se aproxima a cero; pero

cuando x se aproxima a 1 por la izquierda, f,(x) se aproxima (tiende) a 2. Dado que
se obtienen valores diferentes de f,(x) por derecha e izquierda de x = 1, se dice que
lirri f2(x) no existe.

X—

Al retomar el concepto inicial de este paragrafo, se puede definir formalmente el
limite de la funcién f(x), cuando x — a, de la siguiente manera:
}lci_r)rcllf(x) =L Ve> 0,38, >0,talque0< |x—al <= |f(x)—L|
<¢g
Esta definicién, de manera equivalente, se puede escribir, asi:

limf(x) =L © Ve>0,36e > 0,tal que |f(x) — L| < € siempre que
xX—a

0<|x—al <é.

En la Figura 115, se indica la representacion grafica de la definicién de limite de una

funcidn.
y
y=r(x)
L+ £Q:
L—aﬁ
X
e
Figura 115. Representacién grdfica del limite de una funcién
Ejemplo 1

Mediante la definicién de limite, mostrar que lirré (4x —10) = 2.
X—

Solucion:
Segun la definicion, la relacion |f(x) — L| < € es equivalente a:

[(4x —10) — 2| < €;|4x — 10 = 2| < & |4(x — 3)| < &;4|x — 3| < ¢

&
-3l <=
|x — 3| 2



Por lo tanto, al tomar § = z, se tiene que:

|f(x) —L| = |(4x — 10) — 2| < g, serequiere que |x — 3| < z.
Luego, al tomar § = ise tiene que:

Ve > 0,38 > 0, tal que |(4x — 10) — 2| < &.
Siempre que |x — 3| < 6 = z, lo cual significa que }Ci_rg(élx —10) = 2.

Para comprobar lo anterior, tomar, por ejemplo ¢ =0,1 = § = % = 0,025 y la

vecindad V} o,5(3) sobre el eje “x” es el intervalo de la grafica que sigue:

3.01

Rt

2.975 3.025

Figura 116. Representacion grdfica de la vecindad Vy g75(3)

« ”

La vecindad, con centro en 2 y radio 0,1 sobre el eje “y”, denotada como V; ; (2) es el

intervalo que se muestra en la Figura 117.

Figura 117. Representacion grdfica de la vecindad V; 1 (2)

Ahora el punto 3,01 € V; o,5(3). Entonces este punto debe tener una imagen en
Vo,1(2). En efecto:

f(3,01) = 4(3,01) — 10 = 2,04 € V,,(2).
Ejemplo 2
Mediante la definicion de limite, demostrar que }Ci_rg\/m = 3.
Solucion:

A partir de la relacién |Vx + 5 — 3] se tiene:

Vvx+5-3)(vVx+5+3 —4 —4
|Vx+5—3|=(x )(Vx )|: X |= X — 4l .
Vvx+5+3 vx+5+3 vx+5+3

Se necesita demostrar que |\/x +5— 3| es pequefio, cuando x esta cerca de 4;

entonces se puede escribir lo siguiente:
lx —4|<4;-4<x—4<4;0<x<8.

5<x+5<13 V5<Vx+5<vV13;V5+3<Vx+5+3<+V13+3.

En consecuencia:



|x — 4| [x — 4|

< \
Vx+5+3 V543
Por tanto,
|x — 4] lx — 4|
Vx+5-3| = < <e = |x—4]<eV5+3=56.
| | Vx+5+3 V543

De manera que:

Ve > 0,36, > 0 , tal que |\/x+5—3| < ¢,siempre que |x —4| < §, con
8 = min {4, eV5 + 3}.

Sea por ejemplo € = 0,15; § = min{4, (0,15)\/§ + 3}; 6 = min {4,0785}
La vecindad de centro en 4 y radio 0,785 es V 755(4) = (3,215;4,785) en el eje x.

4.5
—_ /—f—/—/—/—/—/—/—/—/—;‘-/—/-/—f-/-f—/-i—é'
3,215“' 1 '@4,735

Figura 118. Representacion grdfica de la vecindad V; 7¢5(4)

La vecindad de centro 3 y radio 0,15 es V;, 15(3) = (2,85; 3,15) en el eje y.

Por ejemplo, el punto 4,5 € V; ;55(4) debe tener imagen en la vecindad Vj 15(3) (ver
Figura 119).

En efecto, f(4,5) =/4,5+5 = 3,082 € V,,5(3) .

3.082
—2%s : 4&&@3:7:1 5

Figura 119. Representacion grdfica de la vecindad Vy 15(3)

3.2.2 Limites laterales

Antes de definir formalmente estos conceptos, analicese el siguiente ejemplo:

2 _ : <
sea s = {7 51T

Calcular lim f(x).
x—1
En la Figura 120, se observa que cuando x — 1 por la derecha, denotado por x - 17,

la funcion f(x) se aproxima a 2 y cuando x — 1 por la izquierda, denotado por x —
17, el valor de f(x) se aproxima a 0.



En este caso, se dice entonces, que los limites laterales existen y valen 2 y 0. Dado

que, limites laterales son diferentes, lirr} f(x) no existe. La Figura 120, contiene la
X—
representacion grafica de la funcién dada.

De lo anterior, se puede definir:

lim+f(x) =L & Ve> 0,36, >0,talque0<|x—al<éd= |f(x)-L|<e
X—a

lim f(x) =L & Ve> 0,38, >0,talque 0< |[x—a| <d = |f(x) - Ll <e
xX—a
De estas dos definiciones, se puede concluir que:

limf(x) = L & lim f(x) = lim f(x)

x—-1

En otras palabras, el limite de f(x), cuando x — a existe siempre y cuando los
limites laterales sea iguales.

fHi(x)=x"-1 \y
fr(x)=2x

1

N4

Figura 120. Representacién grdfica de f,(x) = x? — 1; f,(x) = 2x

3.2.3 Algebra de limites

Seanf:D c R >R ;g:D cR->R yhD c R - R funciones reales.
Sean los siguientes limites:

lim f(x) = Ly; limg(x) = L,; lim C = C (C es constante).
x-a xX—-a xX—a
1. Silim f(x) existe, éste es Unico.
X—a
2. lim[f(x) £ g(x)] = lim f(x) £ lim g(x) = Ly + L.
X—a xX—>a x—a

3. im[f(x) * g(¥)] = lim f(x) * lim g(x) = Ly * Ly,

f(x)] _ s,

4. lim [gm limg(0) Ly

Xx—a

5. lim[a f(x)] = alim f(x) = aL,; a constante.
x—a xX—a



6.

7.

3.2

lim[£ (0] = [lim FG0" =17 nez.

Sif(x) <h(x) <g(x) y)lci_r)rtllf(x) =Ly Jlci_r)rcllg(x) = L, entonces lim h(x) = L.

x—a

.4 Calculo de limites

Para calcular los limites de la forma lim f(x), se debe analizar si la funcién f esta
x—a

definida en x = a.

1.

Eje

f(a) esta definida.

Si x = a, esta en el dominio de f(x), entonces )lclrrcll fx) = f(a).

f(a) no esta definido:

Si f(x) es el cociente de las funciones i(x)

== con lim h(x) = 0, entonces el limite
) x—a

de f(x) cuando x — a depende de lim g(x).
xX—a

Silim h(x) = 0y lim g(x) # 0, entonces, lim f(x) = lim M, no existe.
x—a x—-a x—-a x—a h(x)

Observe que, NO es aplicable la propiedad del cociente de limites, puesto que el
limite del denominador es cero.

f (x) es una funcién definida por trozos.

Para hallar lim f(x), se debe calcular los limites laterales, esto es:
X—a
lim f(x) =Ly lim f(x)=L,.
x—at x—-a

Si los limites laterales son iguales, entonces, se concluye que lim f(x) existe y
xX—a

vale L, = L,; por el contrario, si L; # L, entonces NO existe lim f(x).
xX—a

mplo

Calcular los siguientes limites:

a)

Sol

" x?+2x+7 - Wx?+5 i 5x3 + 7x? 4+ 8x + 10

*o13%% — 8x +7 b) xllglz x—3 X o1 x2+1
x?+5x+6 x?2 -9 x—1

im —— im ——— lim

A, x2 -9 ®) xlir{lsx2 +5x+6 0 x—1

. x3—1 - x?—1

L ) T

ucion:



x*+2x+7  (D?+2(1)+7 10

I = =—=-5.
A M ex 47 3(1)2—8()+7 2

b) lim \/x2+5:\/(—2)2+5:\/4+5:_§.

x->-2 x—3 —2-3 -5 5
C 5x3+7x24+8x+10 5(1)*+7(1)?+8(1)+10 10 _
c) }Cl_r)q 1 = 21 =3 = oo (No existe).
. x*+5x+6 (-3)2+5(-3)+6
d) lim =
x>-3 x%2-—9 (-3)2-9

0
=3 (No existe; es una indeterminacion).

En este caso, por medios algebraicos, se buscar eliminar la indeterminacion,
asi

. x*+5x+6 (x+3)(x+2)  x+2 -3+2 -1
T x2—9 xS (x+3)(x—3) xosx—3 —-3-3 —6

1
G

Aqui es posible cancelar el factor (x + 3) en el numerador y en el
denominador puesto que x = —3 (x tiende a —3) y no se debe asumir que

x = 3.
Por tanto:
. x2+5x+6_1_ x+2 -3+2 -1 1
T k29 % _373-3 6 6
. x*=9 0 : o
e) lim —————— = — es una indeterminacion.

x—>—3x2+5x+6_0

Sin embargo, al factorizar y cancelar términos comunes diferentes de cero, se

tiene:
. x*=9 (x+3)(x—3)_—6_6
X2+ 5x+6 xos(x+3)(x+2) -1
I x—1 0 o determinacié

f) xl_r)r}\/;_l—oesunam eterminacion.

Se busca eliminar la indeterminacion al multiplicar numerador y
denominador por el conjugado del denominador, asi:

lim (x—l)(\/f—l) = lim (x—l)(\/}—l)
E-DOE-) () 1

-1 -1
=lim(x )(\E )=1+1=2.
x-1 x—1




x3-1 0

g) }Cl_r)r}xz —7 = esuna indeterminacion.
i x3—1_1_ (x-DE*+x+1) = x*+x+1 1+1+1 3
ixZ—1 1 +Dx—1) 1 x+1  1+1 2
n I x*=1 0 ndeterminacis
)xl—r}}?{/m_() €S una inadeterminacion.
3 2 1
i x2—1 I (x+13(x—-1) I (c+1D3(x+ 13(x—1)
im s —— = lim — = lim T ;
IV AL et e 1)s 1 (x +1)3

lim e + D3(x —1) = 0(=2) = 0.

3.2.5 Limites especiales

1) Probar que:

Sif(x) =

senx sen x

entonces lim = 1, x enradianes.

X x>0 X

Efectivamente, considérese la circunferencia unitaria de la Figura 121:

senx

Figura 121. Representacion grdfica para andlisis de f(x) =
Area AAOB < AreaAOCD;
LB 0f < 2x| < ~TD « OM
- * - — * :
2 2 “XIS5 ’

|sen x| * | cos x| < |x| < |tg x|.
Six > 0 (pero cercano a cero):

senx cosx <x <tgx;

sen x

senx cos x <x < .
Cos x

Al dividir por sen x # 0, se tiene,



X 1 senx 1

< = cos(x) <

cosx < < .
sen x CoSs X X COsS x

Six < 0, entonces:

senx

—senxcosx < —x < —tgx;senxcosx > x > tg x;cosx <

1
cosx

Cuando x — 0, lirr(lJ cos x =1y lim
X—

x—0 COS X
. senx
Entonces, lim— = 1.
x-0 X
. 1—cos x . 1-cosx
2) Sif(x) = ———, probar que lim ———— = 0. En efecto:
X x—0 X
 1—cosx O . L,
lim — = — es una indeterminacion.

x—0 X 0

Al multiplicar numerador y denominador por 1 + cos x, se tiene:

(1 =cosx)(1+ cosx) . 1—cos?*x)
lim =lim———
x—0 x(1 + cos x) x-0x(1 + cos x)

sen’x

= lim ———
x-0x(1 + cosx)

. sen’x
=lim—————
x~0x2(1 + cos x)

~ lim (Sen x)2 X ]

x—0 X 1+ cosx
_ senx\21
:}cl—r}(l)( X )]*}cl—r}})[1+cosx]
=) 0 )=10 =0
B 1+1/) o
Por lo tanto:
~1—cos x
lim———— =
x—0 X

3.2.6 Limites en el infinito

3x2
x2+1°

Considere la funcién f(x) =

Elaborar una tabla de valores en la que x crece sin limite a través de valores
positivos y negativos y trazar la curva respectiva.



B(e) x fx)
0 0 0 0
1 1,5 —1 1,5
2 2,4 —2 2,4
3 2,7 —3 2,7
4 2,82 —4 2,82
12 2,98 —12 2,98
30 2,996 —30 2,996
100 2,999 —100 2,999

En la Figura 122, se observa que en la medida en que x crece indefinidamente a
través de valores positivos, la funcién se aproxima a 3. Lo mismo ocurre cuando x
decrece a través de valores negativos.

y
__________ 1 _y=3
—_ 3 ———
T —_ 3x
. — 4
N\ P f(x)==
\ / x+1
LS /
\ L
Y 1 /
\
\_\ ’ x
3x2

Figura 122. Representacién grdfica de la funcion f(x) = =1

Cuando se escribe lim f(x), se trata de establecer el comportamiento de la funcién,
X—00

cuando la variable crece indefinidamente a través de valores positivos y negativos,
como en el ejemplo presente.

3x2

Por tanto, lim —— = 3.
x—00 X“+1

Formalmente, se define como sigue:
lim f(x) =L <& Ve>0,3 Ny > 0,tal que |f(x) —L| < &, siempre que |x| >
X—00
N(e).

Al considerar el limite de una funcidon en el infinito, se deben tener en cuentas las
siguientes reglas, que facilitan el calculo de este tipo de limites:

1. o0+ o0 = oo, Al sumar un nimero muy grande con otro, igualmente grande, el
resultado es otro muy grande.

2. oo — oo Indeterminado, pues no se conoce el tamafio de cada infinito.

3. 00+ k = oo, k es cualquier ndmero real.



4. —oo + k = —oo, k es cualquier numero real.

5. koo = 00; —koo = —o0; k es cualquier nimero real.
k . ,

6. —= 0 ; k es cualquier niimero real.
k . ,

7. 5= k es cualquier numero real.
oo . .

8. = indeterminado.

9. oo * 0 ; indeterminado.
10. 1% ; indeterminado.

Por otra parte:

Sir > 0,r € Z entonces, limir= 0y lim L= 0.
xX—00 X

x——00 X"
Finalmente, se hace énfasis, en que el o no es estrictamente un namero real.
Ejemplo

Calcular los siguientes limites:

L x+3_b . x*—x+8 . V8x2 —5x + 1
e T R p LN S i R
Solucion:

o 7x+3 oo _
a) Lim = — (Indeterminado).

x»ox —10 oo

Cuando se trata de expresiones racionales de este tipo, para eliminar la
indeterminacion, se divide numerador y denominador por la mayor potencia de
la variable. En este caso es la variable x; por tanto:

7x + 3 3
L X3 L 7% 7+0
ex—10 xoex—10 xse; 10 1-0
X X
by lim = T8 (1 determinado)
)xl_r)‘go 8 —5 ~ “oo ndeterminado).
, o x2—x+8 1 1 0_0+0 o
x2—x+8 T3 Ty 72t 0-040 0
L e_5  8-0 8
T3 53
X X
_ 8x%2 —5x+1 _
¢) lim (Indeterminado)

x—00 2x +1

En esta fraccion, también se aplica el criterio de dividir numerador y
denominador por la mayor potencia de x.



3.2.7 Limites infinitos

Considerar la siguiente funcion: f(x) =

8x2—5x+1
. X
T 2x+ 1
X
8x2—5x+1
I x2
xl—r>1<>lo 2x+ 1
X

X— 00 1
2+;
8—0+0 +8
e _ 7.
2+0 2
2
(x-1)2"

Se analiza los valores de f(x) de valores cercanos a x = 1, por la derecha y por la

izquierda.

En la medida en que x se aproxima a 1 por derecha e izquierda, los valores de f(x)

crecen y son cada vez mas grandes; esto es, f(x) crece sin limites para valores

cercanos a 1, tanto mayores como menores que 1.

Aproximaciones por la derecha de

Aproximaciones por la izquierda de

x=1 x=1

@(2) x f(x)
1,5 8 0,5 8

1,2 50 0,8 50
1,1 200 0,9 200
1,05 800 0,95 800
1,01 20000 0,99 20000
1,005 80000 0,995 80000
1,001 2000000 0,999 2000000




., ———— ——————— -

Y

2

Figura 123. Representacion grdfica de la funcion f(x) = o

De manera que,

. 2
M7=
Finalmente:

a) Jlci_r)r(llf(x) = 400, no tiene cota superior, se define ast:
limf(x) = +00 & VM >0, 3§ > 0tal que f(x) > M, siempre que,
xX—a

0 < |x —a| < § (por grande que sea M).

b) limf(x) = —oo, no tiene cota inferior, se define como:
xX—a
limf(x) = +00 & VM <0, 36 > 0tal que f(x) <M, siempre que
x—-a

0 < |x — a| < 6 (por grande que sea M).
c) )lcl_r)l;ll f(x) = oo, se dice que f(x) toma valores infinitamente grandes cuando x —
a.
Para finalizar este paragrafo, se debe tener en cuenta el siguiente enunciado:
Si r es cualquier entero positivo, entonces:

—o0 Si T es impar

1 1 _—
1 lim—=00; 2) lim —=+; 3) hm——{ +o0 si 1 es par

x-0 X x-0t x
Ejemplo
Calcular los siguientes limites:

. x2+5x+1_b . x*\ . 3x%2 — 2x
) xowx? +2x—3° )xlj{}o x+1 ’C)xl—r>1c>lo 3x+9 /)’




Solucion:

i x2+5x+1 o
) xl—r>1<>lox2+2x—3

Al dividir por la mayor potencia de x se tiene:

=— (indeterminacion).

5 1
y x2+5x+1_1_ I+3+72 1+0+0
wx?+2x—3 xowg 23 1+0-0
x  x2

b l- xz w d - .7
) lim 1) % (Indeterminacion).

xX—o0o \ X

x2

2 —_—
lim ad = lim x? = lim ——
x-»o\x +1 xoo| x+1 x—)ool
x? X

X—>00

o (3x%2=2x\ o L
¢) lim | —— == (Indeterminacién).

3x+9

3x% — 2x

. 3x% — 2x _ 2
sow\ 3x+9 ) xou

xX—00 3x+9

— = 00,

170
2

3.2.8 Un limite especial en el infinito - el nimero e

1 X
Considerar la funcién lim (1 + ;) )

X—00

Tabular valores de f(x) cuando x toma valores muy grandes en valor absoluto, a
través de numeros positivos y negativos de x y analizar su comportamiento.

B(a)
1 2
2 2,25
3 2,37
4 2,44
8 2,56
15 2,63
50 2,69
100 2,705
1000 2,717
10000 2,7181

x f(x)
-2 4
-3 3,375
—4 3,16
-8 2,814
—50 2,746

—100 2,732
—1000 2,719
—10000 | 2,7184




A medida en que x crece ilimitadamente en valor absoluto, a través de valores

positivos y negativos de x, los valores funcionales de f(x) se aproximan a un nimero
mayor que 2,7181 y menor que 2,7184. Entre mas valores se calcule cerca de
+00 y — oo, la funcién se aproxima al conocido nimero e, cuyo valor aproximado
es:

e =2,71828182845904523536 --

X
La Figura 124, contiene la representacion grafica de la funcién f(x) = (1 + i) .

X
Figura 124. Representacion grdfica de la funcién f(x) = (1 + i)
. 1\*

De manera que, lim (1 + —) =e (D

X—00 X
Esta constante es muy util en calculo y en matematicas en general y aparece en
variadas situaciones de la vida cotidiana. Es interesante ver que, este limite,
inicialmente tiene la forma indeterminada 1*.

. .z . . 1
Por otra parte, si en la expresion (1) se hace el cambio de variable =Y entonces,

cuando x = o, y = 0.
Por tanto, la expresion equivalente a la (1) es la que sigue, donde, evidentemente,

1
estd presente la forma indeterminada 1%: lim (1 + y)y = e.
X—>00

Ejemplo

Calcular los siguientes limites:

, 2 o x =2\ e -1
a) Ll_rg(x— 2)x=3 ; b) ;1_{210 (x+ 2) ; C) }Cl_r)r(l) pt
Solucion:

2
a) lirr% (x — 2)x=3 = 1 (indeterminacién).
X—

Seax — 3 = t, entonces, six — 3, t = 0; por tanto:



2 2 2 112
lin%(x — 2)x-3 = ltir%[(t —3) = 2]t =lim[1 + t]t = ling 1+ t)t] = e?
X— - -
x — 2 2X
b) ;l_{glo (x " 2) = 1% (indetrminacion).

Al dividir x — 2 entre x + 2, se llega a lo siguiente:

o x =2\ —4
hm( ) —hm(1+ )
x—0 \X + 2 xX—00 x+ 2

2x

2 (2x)

x+2 x_+2
1\ 8 1
. lim —— -8
= _— = S00X+2 = = —
’}:l_l;l(;lo 1+ x+ 2 grmees ¢ e8’
A A
_er -1 : B
C) }CI_I)I;IJ < -0 (indeterminacion)

Sea e* — 1 = t; entonces, cuando x = 0, t — 0; por tanto,

y e*—1 y t
0 x xSoIn(l+1)
= lim 1
x"ofln(l +1)
lim1
x—0

1
lim [ln(l + t)?]
x—0

B 1 N
= = —=7T= .
In [lim 1+ t)?] lne 1

x—0

3.3 CONTINUIDAD

Seaf:D < R - R, definida por y = f(x) una funciéonreal,y a € D.
La funcién f es continua en x = q, si:
1. f(a) existe.

2. limf(x) existe.

x—a

3. alci—E%f(x) = f(a).

Cuando al menos una de las tres condiciones no se cumple, se dice que la funcién es
discontinua en x = a.



Intuitivamente, este concepto esta ligado al hecho que, cuando se traza la grafica de

la funcién, no tiene saltos ni interrupciones.
3.3.1 Propiedades de las funciones continuas

Las propiedades de las funciones continuas, se deducen de las propiedades de los
limites de las mismas. En particular si f(x) y g(x) son continuas en x = a, también

lo son f(x)+g(x); f(x)=*gk); % cong(x) # 0. Sin embargo, existen
propiedades de las funciones continuas, que merecen destacar:

1. En la curva de la funcién polinémica y = f(x), dos puntos cualesquiera de
ella, (a, f(a)); (b, f(b)) estan unidos por un lazo continuo.

2. Si f(a) y f(b) tienen signos opuestos, la curva de la funcién y = f(x) corta
al eje x, al menos en un punto y por tanto, la ecuacién f(x) = 0 tiene al menos
unaraiz, entrex = a, x = b.

En las Figura 125 y Figura 126, se muestra la aplicacién de las propiedades
anteriores.

,r=f(-f)/1

Figura 125. Funcidn continua entre (a,f(a)) y (b, f(b))

-

y=r(x)

Figura 126. Representacién de funcién continua que toma valores positivos y negativos

3. Siuna funcién continua en un intervalo [a, b], dicha funcién toma un punto
maximo M, o un minimo Q o solo un maximo o un solo minimo.



En Figura 127 y Figura 128, se ilustran el sentido de esta propiedad.
y

Mc.f(c)) y=7(x)

Figura 127. Representacién de una funcién continua en [a, b] con punto minimo

Ay

M(e,f(c))

Figura 128. Representacion de una funcién continua en [a, b], con punto mdximo

3.3.2 Clases de discontinuidad

= Sif(a)no existe, pero lim f (x) existe y es igual a L, entonces, la funcion presenta
xX—a

Discontinuidad Evitable en x = a. En este caso, es posible redefinir la funcién y
convertirla en continua; basta asignar f(a) = L.

= Si chl_r)Ifll f(x) no existe, entonces, f presenta una Discontinuidad Esencial o también
llamada de salto.

Ejemplo

Estudiar la continuidad de las siguientes funciones, en el punto indicado:

senx

x=0.

1) fx) = "
|x|
0, six=20



x%2—4

3) f(x) = p— Si x # 2

4 six =2

Solucion:

D f&) =

senx

ot
Para establecer si es continua en x = 0, debe cumplir los tres requisitos de la
definicion:

* £(0) no existe.

w im =g

x—-0 X
Dado que no existe f(0), entonces, la funcién NO es continua en x = 0; sin
embargo, esta discontinuidad es evitable, puesto que:

. Ssenx
lim =1.
x-0 X

Entonces para que la funcién f(x) sea continua en x = 0, se puede definir de la
siguiente manera:

sen x
1six=0

Con esta definicién, se cumplen las tres condiciones de la definicién en x = 0, por
lo cual, la funcién es continua en x = 0, tal como se pude observar en la Figura
129.

En efecto:
= f(0)=1.

» limf(x) = lim et
x—0 x—0

1.

o =
= Como lirréf(x) =1 = f(0), entonces, la funcién f es continua en x = 0.
x—

Ay

=

Figura 129. Representacién grdfica de la funcion f(x) = sen(x)



Al aplicar la definicion de valor absoluto a la funcién f (x), se tiene que:

1six>0
f(x)=4-1six<0

0six=0

Se calculan enseguida, los limites laterales:
RS0 = gt =1

lim f(x) = lim (—1) = —1.
x—-0" x—-0"

y Hsi_tf-o
i f(-\']= X

0six=0
16
1 X
:.|J—1
1six>0
Figura 130. Representacion grdfica de la funcion f(x) ={—1 six <0
0six=0

Dado que lir(r)1+f(x)¢ lirgl_f(x), se concluye que, la funcién f(x) es
X— X—

discontinua en x = 0. La Figura 130, muestra la representacién grafica de la
funcién dada.

x> —4
3) f(X)= m SiL x #+2
4 six=2
= f2)=4
. x2-4  (x42)(x—2) _
x-2 x—2 =x+2

. lirr%f(x) = lirr%(x + 2) = 4 (ver Figura 131).
x— x—

Dado que lirr%f(x) = 4 = f(2), se concluye que la funcién es continua en x =
X—

2.



/

six#2

'/ x*-4
/f(ﬂ{x—z

4 s1x=2

4 X

s

Figura 131. Representacion grdfica de la funcion f (x) = {x—z

Notas:

2

x2-4

Si x #2
4 six=2

a) Todas las funciones algebraicas (satisfacen una ecuaciéon polindmica), son

continuas en su dominio de definicién, salvo aquellas que, siendo cocientes,

. . 1 . .
presenten ceros en el denominador. Por ejemplo: f(x) = .5 ©s discontinua en

x = 2.

Aqui se presenta una discontinuidad esencial.

b) Las funciones lineales, cuadratica y polinémica son continuas en todo su

dominio. Por tanto:

lim(mx +b) =mx+b;

xX—a
EJERCICIOS 3.1
1) Calcular los siguientes limites:

O i (3x — 1)?
) I G2

1 x%—4
)xl—%xz—5x+6

-2

lim(px?2 +qx+7)=px? +qx+7
x—a

x _3-x
D M3ry3s
o x2+3x +2
) 021 %2 + 4x + 3
(1 +x)3 -1
OMT 2

Vx — 4

4 —x

8) lim

x—-1
2

0 1143

(@]

0S X

12) lim

x>

2

N[

— X



2

13) li
) PAl) sec(2x) — cos(2x)
. senx+tgx
15) lim ———
x-0 x + x sec x
11
17) 1im ¥*XY7
x-7 X — 7
19) li [ . ]
) ) x(x—2) x?2-3x+2
21) i ! >
) xl—rg[l—x_ 1—x3]
cos(a+x)—cos(a—x
23) lirr(x) ( ) . ( )
xX—
o (Inx—1
25) llm( )
x-e\ X —e
ax __ ebx
27) im—

2) Calcular los siguientes limites:

X _3-x
@) M 3=

) lim(\/3x +2 - \/@)

10 1 3x — sen(4x)
) *20 x + 2sen(2x)

1 1
16 lim[ ——]
) t>0let +1 ¢

18) i hot?
) £50 3+2t714¢72

x—1)V2—x
20) lim © 25
x— —

tg(2x)
22) 1
) 20 sen(5x)

In(a + x) — lna

24) lin}) o
X—

26) lim &
)xl—rgx—l

@) lim |5
J)c—uiom x24+1 x

xX—>00
+1
& o D04 (4 2)10 4 e (x4 100)10 N =
X %10 + 1010 D) lim{1+2
.- 2
X — 3 . =
: h) lim(3* + 4%)x
) tm(35)
i lim (2x +3)3(3x — 2)? ) lim L
x—00 .')C5 +5 X— 00 10 + X\/;
fx +Vx +x
k) lim +————
J)C—>oo VX + 1

3) Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

5
@f@%?fiﬂx¢4
1six=4

—1six<0

b) f(x)={05ix=0

x six>0



_ 5 2x+3 six <1
|2x+5|51x¢—§ d) fx) ={8—-3x sil<x <2
x+3 six=2

c) f(x) =

3six=¢
2
4) ;Son continuas las siguientes funciones en cada punto del intervalo [0,2]?

_f 2xsi0<x<1 _(x?*si0<x<1
f(x)_{z—xsileSZ’g(x)_{Z—stSxSZ

x+1six<1
—kx® six>1

5) Sea f(x) = {3

calcular k, de modo que f(x) se continua. Graficar.

—2sen(x) six < —g
. Y V1
6) Seaf(x) ={Asen(x +B) si—><x <~

cos (x) six = %
Hallar los nimeros Ay B, de manera que f(x) sea continua en todas partes.

7) Enlos siguientes ejercicios, se conocen a, L y limf(x) = L.
xX—a

Determinar un nimero &, para un ¢ dado, tal que |f(x) — L) < &, siempre que
0<|x—al <é.

a)lim|4x — 1| =9; ¢ = 0,01.
xX—2

b) liml(l +3x)=-6; € =0,0012.
xX—>—

) lirri\/x =2;&=0,002.
X—>

8) Aplicando la definicion de limite, demostrar que:

. . 1
@) lim = =1 b) Im7=—==73







CAPITULO 4
DERIVADAS DE FUNCIONES

4.1 DEFINICIONES Y CONCEPTOS

Sea f:D c R — R una funcion real definida como y = f(x).

La derivada de la funcion f(x), es otra funcién denotada f'(x), definida asi:

fx+h) —f(x)
h

* Eldominio de f'(x), es el conjunto de todos los nimeros para los cuales el limite

f'(x) = }lirr(l) si existe el limite. (4.1)
existe.
» Lafuncién f(x) es diferenciable en todos los valores en que f'(x) existe.

= Elproceso utilizado para obtener la derivada de una funcion, se llama Derivacion
o Diferenciacion.

= En la literatura matematica, existen otras notaciones para la derivada de f(x),

tales como:
df dy
. D . I, .
dx '’ xf 5V dx

“«_n [ ]

= En la funcién y = f(x), “x” es la Variable Independiente y “y” es la variable

dependiente.

= (Cuando se calcula la derivada de una funcién mediante la aplicaciéon de la
definicion (4.1), siempre se va a encontrar una indeterminacién, pues la
derivada de una funcién en un punto, se obtiene mediante un limite, cuyo
denominador tiende a cero y el numerador incluye la evaluacién de la funcién en
el punto, asi:

fxo + h) — f(xg)
h

f'(xo) = }11n(1) si el limite existe. (4.2)

Al efectuar el cambio de variable: X, + h = Xx, se tiene que:

si h = 0, entonces x — Xx; por tanto,

f'(xg) = 1111rr(1) f(x°+hz_f(x°) = lim f )~ (o) si el limite existe. (4.3)

h—-0 X—Xq

De manera que, las expresiones (4.2) y (4.3), permiten encontrar el valor de la
derivada de la funcién f(x) en x = x,, los cuales también se pueden denotar por:



d
W e e yeo.

Ejemplos

a) Mediante la definicion, calcular la derivada de las siguientes funciones:

1) y=x2—-3x;2)y= .
) y=x X;2)y=3-"7

b) Aplicar la definiciéon (formulas 4.2 o 4.3) para calcular y'(1) y y'(2).
Solucion:

a) Se pide aplicar la definicién de derivadas:

1) y =x2—3x.
dy . [(x+h)?-3(x+h)]—-[x*-3x] 0 L
— = lim = — (Indeterminacién).
dx h-0 h 0

En este caso, al realizar y simplificar las operaciones indicadas en el numerador,
se elimina indeterminacién, asi:

dy . x?+2xh+h?—-3x—-3h—x%+3x
— = lim
dx h—0 h
hQ2x + h - 3)
= lim
h—0 h

= }11_r)r(1)(2x + h—3)

=2x—3.
X
2)y= 3x —1°
x+h X
dy . 3(x+h) 3x-1 L
= }Ll—% - =3 (Indeterminacion).

Al efectuar las operaciones indicadas en el numerador se obtiene:

x+hBx—-1)—x[3(x+h) —1]

dy ) [3(x + h) —1][3x — 1]
— = lim =
dx h-0 h
i 3x2—x+3xh—h—3x%>—-3xh+x
= hoo h[3(x + k) — 1][3x — 1]
~ RSOR[B(x + h) — 1[3x — 1]

-1
"Bl +0) —1][3x — 1]




-1
" [3x —1]?%°

b) Se pide, aplicar la definicion para hallar los valores de la derivada de las
funciones en un punto:

e Paray = x? — 3x, se aplica la férmula 4.2:

y . [(1+h)2—3(1+h)]—[12—3(1)]_0 .
Ir (1) = }ll_r)% A =3 (Indeterminacion).

dy(l)—l' 1+2h+h?—3—-3h+2

dx ) T RS h
i HEh
S

h(h—-1
—im D ooy
h—0 h

Observe que, se puede encontrar el valor de la derivada, al reemplazar el valor
de x = 1, en la funcion derivada obtenida en el literal a).

En efecto:
dy dy
— (1) =— =(2x—3)|y=1 =2(1) -3 =-1.
D=5 ==l =20)
e Ahora se aplica la definicién 4.3, en el punto x = 2 para la funcién y =
X
3x—1°
X 2
v fO=f@ | 3x—1 3@)—1_ L
y'(2) = }Cl_rg ——2 Ll_rg o =2 (Indeterminacion).
_x _2
I T 3x—1 5
f'@ = }Cl_rg x—2
- 5x—-23Bx-1)
= lim
x-25@x —1)(x —2)
_ i 5x —6x+ 2
T2 53x — D(x —2)
_ i —x+ 2
B 5Bx—1(x—2)
T Tx5Bx—1)
1 1

B



Observe que se puede obtener la derivada en x=2, reemplazando en la funcién

derivada obtenida anteriormente, asi:

' -1 1 1
entonces, f'(2) = o AT

Dado que f'(x) = (3x_—1)2 )

4.2 ALGEBRA DE DERIVADAS

En las siguientes lineas, se desarrollan algunas férmulas, mediante las cuales se
pueden encontrar, la derivada de cualquier funcidén elemental. El uso de estas
férmulas, evita la aplicacion del limite de la definicion de derivaday de paso, permite
economizar tiempo y produce resultados dptimos.

4.2.1 Derivada de la funcion constante

Si f(x) = C, constante; entonces f'(x) = 0,V x € D.
Demostracion:

Por definicidn, si f (x) es funcion real, la derivada de f(x),V x € D, es:

i L&t —f) . c—c 0
I i iy O

Por tanto f'(x) = 0.
4.2.2 Derivada de una potencia

Si f(x) = x™,n € Z,entonces f'(x) = nx" 1.
Demostracion:

Por definicion:

Hm h

oy _ i SO —f) - (x+ )" —x"
f10) = i =S = T

Al desarrollar el binomio de Newton del numerador, se obtiene:

x™ +nx™"1h + —n(nz— D x"2h? + -+ A —x"
fl(x) = }lm(l) 5 =nx" L

Este resultado se puede generalizar V n € R. Sin embargo, su demostracidn no esta
al alcance de este texto. Por tanto,

SineR y f(x) =x™ entonces f'(x) =nx""1.
En particular, si f(x) = cx™, con c: constantey n € R, entonces f'(x) = cnx™ 1,

Demostracion:



c(x+h)"—cx  [(x+h)"—x"

! — i - n-—1
f'(x) = }11_13(1) n = c}ll_r}(l) " cnx™ 1,

4.2.3 Derivada de la suma de dos funciones

Si f(x) y g(x) son funciones diferenciables, entonces f(x) + g(x) es diferenciable
ylfG) +g@)] = f'(x) + g'(x).
Demostracion:

fx+h) +g&+h) —fx)—gx)
h

4 [f(x+h)+ fO)]+ [glx +h) — gx)]
= 50 h

et + ] [gle+h) - g(x)]
= lim + lim
h—0 h h—0 h

= f'(x) + g'(x).
Por tanto, [f(x) + g(x)]' = f'(x) + g’ (x).

[fG) + g = lim

4.2.4 Derivada de un producto de funciones

Si f(x) y g(x) son funciones diferenciables, entonces f(x) * g(x) es diferenciable;
ademas, [f(x) * g(x)]' = f(x)g'(x) + f'(x)g(x).

Demostracion:

f+h) xglx+h) — fx) * g(x)

[fG) + g = lim

h
Al sumar y restar en el numerador, la expresion f(x)g(x + h), se obtiene:

[f ) x g ()] =
— lim fOc+h)xglx+h)— fx)glx+h)+ fx)gx +h) — fF(x)g(x)

h—-0 h
— lim glx+m)[f(x+h) = f)]+ f)[g(x + h)g(x)]

h—-0 h

h) — h) —

— lim e+ ) [f(x +0) f(x)l B [g(x +B g(x)l

=f'(x)gx) + f(x)g'(x)
=f(x)g'(x) + f'(x)g(x).

Por tanto, [f(x) * g(x)]" = f(x)g'(x) + f'(x) g (x).



4.2.5 Derivada de un cociente de funciones

Si f(x) y g(x) son funciones diferenciales, entonces % es diferenciable; ademas,

fe _ 9" - f)g’ (X)
g(x) [g(x)]?

Demostracion:

g(x) # 0.

fx+h) fx) fx+h)gx) — flx)glx +h)

fO . gx+h) g _ . g+ M) g(x)
RE]‘Mé n =i h
[ gl ~ gt )
R0 hg(x+h)gx)

Al sumar y restar restando en el numerador, la expresion f(x)g(x), se obtiene:

fO) _ fG+PgE) — 0900 + fF(Ige) — FIgCx+ )
g)| — h-0 h g(x + h)g(x)
B [f (x+h)gx) — fx)gQ)] = [f(x)glx + h) — fx)g(x)]
= oo hg(x+ h)g(x)
- lim g[fx+h) = f)] = f)[glx +h) — g(x)]
" ho hgx+ g
- lim g(x) flx+h) - f(x)
0 g(x + h)g(x)
i — L) gx+h) —gx)
h~0 g(x + h)g(x) h
_ g f)g' () g)f () - fx)g ()
— [g)]? [g(0)]2 [g(x)]?
OO g )-f(x)g’ (x)
Por tanto, [g (x)] = G002

Ejemplos

Utilizar las reglas de derivacion para calcular las derivadas de las funciones dadas:

1) f(x) =4x3®—8x%+5x—10 2) f(x)=\/§—3§/§+x—12

3) f(x)=ﬁ—%+x 4) f(x) = (Wx = 2¥x0)(x* = 1)
_(x*+x+1)° X2+ 2x+2

D f) =——g— 0 f) =2



Ve+vVx+1 1 3
7) f(x)=—x2x_x3 8) f=_+3+3
9) Flx) = (x+2)2;—3(x+1)3
Solucion:

1) f'(x) = (4x*)" — (8x?)" + (5x)" — (10)’
=4(x3) -8(x%)"+5x) -0
=4%3x2—8x2x+5x1
= 12x? — 16x + 5.

1 1
2) f'(x) =x2—3x3+x72

! !

= (x%> -3 (x%) + (x72)

1 1
3) f'(x) =5x72—3x"2+x°
EETE S S
= 5)% )% ex

5 3
=——3——Ftex

2x2  4x4
5 3
= +exe 1.

2V 4t
4) f'(x) = (Vx—23x) (0 — 1) + (Vx — 23x) (2% - 1)

e—1

- (x% - 2x%> (2x) + (x% — Zx%)’ (x*-1)

— (x% - 2x%> (2x) + (Ll— %) (x2 — 1)

2x2  3x3
3 4 1 3 2 4 1 2
=2x2—4x3+§ 2—5953——1+—2

2x2  3x3



4 14, 1 2

(x%2+x+ 1)

x—8
_x4+x2+1+2x3+2x2+2x
B x—8
_x4+3x2+2x3+2x+1
B x—8

5) f(x) =

f'(x)

(e —8)(x* +3x% +2x% +2x + 1) — (x — 8)"(x* +3x* + 2x> + 2x + 1)

(x —8)2

_ (x—8)(4x® + 6x + 6x* +2) — (x* +3x* +2x° + 2x + 1)

(x —8)2

3x* — 28x3 — 45x% —48x — 17
(x —8)2 '

6) f'(x) =

24+ 2x =) +2x+2) — (k2 +2x—2)' (x> + 2x + 2)

(x%2 + 2x — 2)2
_(?+2x—2)2x +2) — (x* + 2x + 2)(2x + 2)
B (x2 + 2x — 2)2

3 x+2)(x2+2x—2—x%2-2x—-12)

B (x2 4+ 2x —2)2

2+ 1)(-4)  -8(x+1)
S (2 42x—-2)2 (x242x-—2)%"

1 1
x3+x2+1
NI =55

1 1 ! 1 1
(2x—3)<x§+x5+1) —(2x—3)’(x§+x§+1)

f'(x) = 2x —3)2

1 2 1 _1 1 1
(2x—3)<§x 3+5x 2)—2(x3+x2+1)
- (2x — 3)2

_2 1 1
—X 3—x2— 2—2

(2x — 3)2

Wl

X

w|

jx




S N N

(2x — 3)2
8) g(x) =x"1+2x72 +3x3
=—x"242(-2)x3+3(-3)x*

X2 4+2x4+14+x3+3x2+3x+1
_x3+4x2+5x+2
= =

1242
x x%2 x3

=1+4+4x1+5x"2+2x73.
Entonces, g(x) =1+ 4x~ 1 +5x72 + 2x73 .,
g (x) =4(—-Dx2+5(-2)x3+2(-3)x~*

4.3 DERIVADA DE LA FUNCION COMPUESTA

Si y es una funcién de u definida por y = f(u), f diferenciable por u,y asuvez u es
funcién de x, definida por u = g(x) y u diferenciable por x, entonces, y depende de
x através de u.

Bajo estas condiciones, la derivada de y con respecto a x se calcula, como sigue:
dy dy du
_— = — —
dx du dx

Esta expresiéon es conocida como la Regla de la Cadena o también como Regla de

6 D) = D) « D¥ .

Derivaciéon de la Funcién Compuesta.
Ejemplo

Calcular las derivadas de las siguientes funciones compuestas:

— 3(x2+2x+ 2 (3x%2 — 2x + 1)?
Dy=Ve-xt-x-1; 0 y= G Dy="




Solucion:

Dy=+x3—x2—-x—-1.

Método 1. Se realiza el cambio de variable: u = x3 —x* —x — 1 = y = \/ﬂ

Dado que,
dy dy du
—_—= % —,
dx du dx
donde,
1 o _ 43 32 5 _1)=3x%—2x — 1
du_zx/ﬂydx_dx(x x*—x —1) = 3x* — 2x — 1; entonces,

dy dy du 1 d
_— = —k — = * —
dx du dx 23/u dx
d 1 3x2 —2x—1

—yz (3X2—2x_X)= .
dx  2vx3 —x2—x—-1 2Vx3 —x2 —x—1

(x3 —x? —x—1);

Método 2. Para derivar la funciéon compuesta, inicialmente se deriva la raiz cuadrada
y luego se multiplica por la derivada de la expresién subradical.

d 1 d

2= *— (% —x% —x — 1);
dx  2¢/x3—xZ2—x—-1 dx

dy — 3x*-2x-1

dx 23 —x2—x—1

Nota:

En general, para la derivacion de la funciéon compuesta, se puede utilizar cualquiera
de los dos métodos.

1
2 _3x2+2x+2:> 3 x% +2x+2\3
Y= x2+2x—2 Y= x2+2x—-2/)

dy 1 d<x2+2x+2>

Tx 2 * o \2 1 2x -2/

dx (x2+2x+2)§ dx \x* +2x — 2
x*+2x—2

2
dy (x?+2x-2)3 —-8(x+1)
= = *

7

dx ;.o 20 2
3(x2+2x+2)3 (x2+4+2x—2)3

dy —-8(x+1)

dx ’

2 4
3(x?2 + 2x +2)3(x% +2x —2)3



dy -8(x+1)

dx 3 3G+ 2x + 2)2(x2 + 2x — 2)*

(3x% — 2x + 1)?
3) y= > .
x*+1

d d
dy _ (2 + 1) = [(3x% — 22+ 1] = Ba? = 20+ 1)2 3= (% + 1) |

dx (x%2 +1)2 ’
dy (x* +1)*2(3x* = 2x + 1)(6x — 2) — (3x* — 2x + 1)*(2x)
dx (x2+1)2 ’
dy 2(3x*—2x+1)(3x + 5x — 2)

dx (x2 + 1)2 '

4.4 DERIVACION IMPLICITA

Una funcién de la forma y = f(x), se dice que es Explicita con respecto de x; esto es,
la variable y como variable dependiente se expresa en términos de x como variable

d .
independiente. Cuando esto ocurre, es posible calcular y' y ﬁ de manera directa.

Cuando en una ecuaciéon que relaciona dos variables x, y, donde no es posible
expresar y en términos de x, se dice que y esta definida Implicitamente como una
funcion de x.

Para derivar implicitamente, se debe considerar a la variable y como funcién de x,
luego, secuencialmente:

1. Derivar los dos miembros de la expresion, para lo cual, se aplica regla de la
cadena y las reglas de derivacion.

. ay
2. Despejar e

Ejemplo 1
ay . a4 3 2
Calcular T S +3x =y° —3y* +y.
Solucion:
d d
(4 3 — — (3 — 3 2 .
&30 =7 =3y +y);

d d d
dy . dy dy

4x3 + 3 = 3y? ;
X ydx ydx dx

dy
3 — 2 1 :
4x3 +3 = (3y*—6y + )dx



dy — 4x°+3
dx 3y2—6y+1°

Ejemplo 2

d - . R
Calcular ﬁ para las siguientes funciones implicitas:

1
1) xzy—xy2=m;2) xJy + yvx = x%y?%; 3)

Solucion:

1

1) x2y —xy?2 = ——.
) x°y —xy .

-1

d d/ 1
2., _ 2y — .
ax &Y ) ( )

dy
22
x dx

(x? —

dy

dx

dy
dx

Tdx\x—1

d
+2xy—2xyd—3:—y2 =

dy 1
2 T T moD

1
o Y

(x2 — 2xy) ’
1— 2xy(x — 1)?

(x —1)2(x% = 2xy)

2) x/y + yVx = x?y?.

3)

(5
5
5

14

nyz—\/_—%

+yvx) = (?y?)';

Vx

+\/§—2x2y>y’ =2xy?— [y -

y_

X

X Vx—2x%y

2\[y
, \P(‘Pxﬁyz — 2Vxy—y

Y T x+2\/x—y—4x2y\/§

2x —y
x+ 2y

= 5(x + y).

)

e

> —2xy +y?;

y' +\/§+2L+\/§y’ = 2x%yy’ + 2xy?;
x

A
2Vx

2x —
x+ 2y

y

=5(x+y).



()Zcx_l__zi)l =[5+

(x+2y)2x—y) — (x+2y)'(2x —y)

(x + 2y)? =5 +5y
(x+2y)2—-y)—-(1+2y)(2x —y) ,
=5+4+5y;
(x + 2y)?

2x+4y —xy' —2yy' = 2x+y —4xy' =50+ 2y)? + 5(x + 2y)?y’;
5y —5xy’ —2yy' =5(x + 2y)? + 5(x + 2y)?y’;
[-5x — 2y — 5(x + 2y)?]y’ = 5(x + 2y)? = 5y;

_ 5(x+2y)*-5y
- —5x—2y —5(x +2y)%’

4

y

, 5y —5(x+2y)?
Y © 5x 4+ 2y +5(x + 2y)?°

4.5 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

4.5.1 Derivadas de las funciones trigonométricas

: dy
1) Siy = sen x entonces dr COS X.
: dy
2) Siy = cosx entonces —— = —sen x.
dx
: dy
3) Siy = tg x entonces —— = sec?x.
dx
: dy
4) Siy = ctg x entonces Ix —csc?x.

d
5) Siy = secx entonces d_ic] =secxtg x.

d
6) Siy = cscx entonces % = —cscxctg x.

Demostracion:

Para demostrar formalmente estos resultados, conviene recordar que:

. senx . 1—cosx T i
lim =1; llm—=0;sen(——x)=cosx; cos(——x
x—0 X x—0 X 2 2

= sen x.

1) y=senx.

)



dy y sen(x + h) —senx 0

— = lim = — (Indeterminacion).
dx  h-0 X 0

dy . senxcosh+cosxsenh—senx

— = lim ;

dx h—0 h

sen x(cosh— 1) + cosx sen h

= lim

h—0 h
dy . (cosh—1 ~ (senh
— = sen x lim (—) + cosx lim ( ) ;
dx h—0 h h—-0
dy
T (sen x)(0) + (cosx)(1) = cosx.
Por tanto,

o (senx) = (senx)’' = cosx.

Nota: senx y cosx son constantes respecto de h, por lo cual, salen del limite.
2) y=cosx

Se aplica el mismo procedimiento anterior y se obtiene:

d !
§(cosx) = (cosx)’ = —sen x.
3 vyt _ senx
)y =tgx = cos x

Se aplica la regla de derivacién de un cociente, asi:

Q B (cosx)(senx)" — (sen x)(cos x)' _

)

dx cos?x

Q B (cosx)(cosx) — (sen x)(—sen x) '

dx cos?x ’
dy cos?x + sen’x 1 X
— = > = 5= = sec’x.
dx COS*Xx COS*x

Por tanto,

d
— = ! = 2
Ix (tg x) = (tg x)' = sec?x.

cos x

4) y =ctgx = .
)y = ctgx senx

Se aplica la regla derivacion de un cociente y se obtiene que:

d
_ — P — _ep2
P (ctg x) = (ctg x) cscix.



5) y =secx =

CoSXx

Se aplica la regla de derivacion de un cociente, con lo cual, se obtiene:

dy (cosx)(0) — (1)(cos x)’ _
dx cos?x ’

dy 0 — (—senx) _ senx

dx cos?x cos?x’

dy senx 1
_— = *
dx cosx cosx

=tg x secx.

Por tanto,

d
a(secx) =(secx)' =secxtgx.

6) y = cscx.

a(cscx) =(cscx)' x = —cscx ctg x.

Se aplica la regla de derivacion de un cociente.

Ejemplo

Calcular la derivada de las siguientes funciones:
1) y =+senx + cos?x — x3tg x .
2) y=cosx —1)+tg(x*+x +1).

Solucion:

Se aplica las reglas de derivaciones y la Regla de Cadena, con lo cual se obtiene:

1) y =+/senx + cos?x — x3tg x.

dy CoS X
— =———+42cosx (—senx) — (x3sec?x + 3x?%tg x);
RN ( )—( gx)
dy cos x
— =————2cosx (senx) — x3sec?x — 3x%tg x.
dx 2+/senx ( ) g
2) y=cos(2x — 1) + tg(x? + x + 1).

dy 20,2

= [—sen(2x — 1)][2] + [sec?(x? + x + D)][2x + 1];

dy

dx

= —2sen(2x — 1) + 2x + Dsec?(x? +x +1).



4.5.2 Derivadas de las funciones trigonométricas inversas

) y ) 2 —_— y —_— 2 ) ! [ 2
) 1 x, 2 —_— — 2 ) n n S l 2"
) 4 y ) ! ] I 2

5) Siy = arcsecx,y € (—n E]U(O E] entonces ﬂ:;
Y & "2 2l dx x\Jx2—1

6) Siy=arccscx,y € [—n E) U [OE) entonces ﬂ=_—1
y )y 72 2 ) dx x '—xz_l.

Demostracion:

Para demostrar los resultados anteriores, se utiliza la inversa de cada funcién y la
derivacion implicita.
2)Siy =arccosx (0 <y < m), entonces, cosy = x.
Luego,
dy 1

d d dy
P (cosy) = a(x), (—seny) i 1; dx = seny (D

Se sabe que cos?x + sen?x = 1; sen?y = 1 — cos?y, entonces,

seny = +4/1 — cos?y.

Dado que 0 < y < m, entonces sen y > 0, por lo cual, se toma: seny = V1 — x2.

d 1
Al reemplazar en (1), se tiene, 2= .
dx 1-x2

Por lo tanto:

-1
arccos x)' x = ——.
( ) x = —
4) Siy = arc ctg x,0 < y < m, entonces, ctg y = x.
Luego,
d(ct d(x d d 1
(ctgy) _ ()-—csczy*—y=1, Y _ @

X dx ’ dx .E__csczy'



Dado que, 1 + ctg?y = csc?y, entonces, 1 + x? = csc?y.

Al reemplazar en (2), se obtiene:

dy 1
dx  1+x2’
Por tanto,
? (aretg ) = arctg x) = ——
I arctg x) = (arctg x)' = T2

5)Siy = arcsecx,y € [—n, g) U [Og), entonces, secy = Xx.

Luego,

dy 1

d d dy
a(secy) = a(x), (secytgy)a =1; dx  secyigy

Puesto que, 1+ tg?y = sec?y, entonces, tgy = +./sec?y — 1.

Ahora bien, como tg y > 0, entonces, tgy = Vx? — 1.

Al reemplazar en (3), se obtiene:

dy 1
dx  xxZ—1
Por lo tanto,
d 1
P (arc sexc x) = (arcsecx)’ = ek
Ejemplo

. dy I :
Determinar -, para las siguientes funciones:
X

1
1 y= arccos(\/ﬂ — arcsec (;) .
) _ . (a+x)
) y =arctg T —ax)

3) xseny + x3 = arccosy .

Solucidn:

cadena y derivacion implicita.

1) y= arccos(\/}) — arcsec <%> .

(3)

Para encontrar las derivadas, se deben aplicar reglas de derivacién, regla de la



d d d 1
2= (arccosvx) — — (arcsec —) ;
dx X

dx dx
dy 1 1 1 1
E:_ *2\/;_1 1\ 2 *<_x_2>;
2
J1- () &) -
dy 1 1 (1)
dx 2\/;\/1—3( l\/I_l x2
X\ x2
dy 1 1 1
dx 2\/x(1—x) p*’l—xz X
dy 1 4 1
dx 2x(1—x) V1I—-x%
2 v = arct (a+x)
) y =arctg o)
dy_d[ , (a+x)]_
dx  dxlTI\T " ax/)’
dy 1 d fa+x
—_— = *_ .
dx a+x\? dx(l—ax)'
1-I_(l—ax)
dy 1 [(1—ax) —(a+x)(—a)]
= " :
dx 1+ (a + x)? (1—ax)? ’
(1 — ax)?
dy (1 —ax)? [1—ax + a? + ax]
2 " :
dx (1 —ax)?+ (a+ x)? (1 —ax)? ’
dy 1+ a? _
dx 1-2ax + a?x? + a? + 2ax + x2’
dy 1+ a? _
dx  (1+x2)+a2(x2+1)’
dy 1+ a? _
dx  (1+x2)(1+a?)’
dy 1
dx  1+x2°

3) xseny + x3 = arccosy.

da
Se deriva en los dos miembros y luego se despeja é (derivacion implicita).



d d
- 3] = — .
P [xseny + x3] . [arccos y];
dy - 1 (dy)
X cosy dx+seny+3x = =5 ax)’

1 dy 352
XCOS}/-l-\/l?y2 a——seny— X<,
dy ~ —seny—3x* dy (y1-y?)(seny+3x?)

dx 4 cosy + 1 dx x(y/1=y2%)cosy + 1

T

4.5.3 Derivadas de las funciones exponencial y logaritmica

4.5.3.1 Funcion exponencial

., . d
Sea y =a*, a>0, a # 1, una funcién exponencial con base a; entonces, d—i =

a*Ina.
Demostracion:
dY_l. a*th —a* 0 Indeterminacis
o h1_r)r(1) o i (Indeterminacion).
dy . a*a" —a* . a*(a" -1) o (a"-1)
dx s o hSe n YRS T
dy x
—Z = a*l
I a*lna

Por tanto, (a*)’ = a*Ina.
Nota: si la base del logaritmo es el nimero e, entonces y = e*; en este caso,

d
—yzaxlnazexlnezex.

dx

Esto es, (e*)' = e*.

4.5.3.2 Funcion logaritmica

Sea y =log,x, b >0, b # 1, una funcién logaritmica de base b, entonces:

dy 1l
dx x 09pe
Demostracion:

Dado que y = log,x, entonces, por definicion se tiene que bY = x.



Al derivar implicitamente, se tiene:

dy_l'dy_ 1 _
dx dx bYInb’

d bY —d()'bylb
dx( )_dxx' n

dy 1 1 dy 1l
—_— = —— — = — .
dx _x Inb’ dx x 9v€
Por tanto: (logpx)' = %logbe :

Nota: si la base es e, entonces:
l "= "=—1 =—,
(logyx)' = (Inx)' = ~Inee = —
Esto es,
d l _q , 1
dx(nx)—(nx) =

Ejemplos

Determinar la derivada de las siguientes funciones:

X —-X
1) y = In(x3e?¥) 2) v = e-e- 3) y = logs(x? + e?*)
)y ) Y= | ) y = logs
y34x
4) = 28 5) logs[loge(x? + 2%)] 6) y = arctg(lnx)
x2+3 2
7 = l = = ptg(x"+1)
) ¥y =logsllog;x] 8) y e 1)l 9 y=e
Solucion:
1) y =In(x3e?¥).
dy d 320y _ L d 3 o
dx  dx [in(x”e™)] = x3e?*  dx (%e™);
dy 1 5 dy e** dy 3
- — 2 2x 2(,2xy1. 22 — 2 3 2y, 2 — 2 —
Ty x362x[x(e ) + 3x4(e )]’dx x3e2x(x +3x),dx +x

ex _e—x
2 = |—.
)y eX+e*

dy 1 (e*+e™)(e*—e™) —(e*+e ™) (e*—e™) _
dx 2JeX —e—x (eX + e—X)2 ’
Ve*X +e~x

dy Ne*+e™ (e*+e ™ )(e*+e™)—(e*—e ™) (e*—e™)|
dx Zwlex—e_xl (e* + e™¥)2 l’



3) y=

dy VeX+e* [(eX+e¥)? — (e¥ —e™)?
dx  2eX —e*| (e* + e—x)2
dy VeX+e ™ [(e*+e*+eX—eX)(e*+te ¥ —e*+ e‘x)] _
dx 2ve*—e=xl (e + e~*)2 ;
dy VJeX+e™* 1(2e¥)(2e7¥)1 dy 2 1
_— = L = * .
dx 2Ver—e*l(e*+e™)? ] dx” Ver—e® [(erte )
dy 2
dxJ(e¥ - e™)[(e* + )]
logs(x? + e?*).

dy _d dy 1 d
= dn —[logs(x? + e?¥)]; = T oy [x2 + e?*] * logpe;
dy 1 dy _2x+ 2e%x
dx = w7y e X+ 2 xlogues B = = moa logues

34X 34X X
YA oYY 3<f) _

7X - 28) 7x —_ 28, y 7 —_ 28 .

Procedimiento 1:

Al aplicar derivacion implicita y la regla de la cadena, a los dos miembros, se

tiene:

dy x
dx

|
{

0] = o ) (B (@) =0

) bn)rov] -0 2= o)
v ==gun(3)iy ==Y ()i = (3)

y

W[

Procedimiento 2:

y34x 3 4 * 32X x
7 =28y (;) = 28;y°4* = (28) 7*.

Se aplica logaritmos naturales en los dos miembros de la expresion:

In(y?*4%) = In[(28)7%];
Iny3 + In4* = In28 + In7%;
3lny + xIn4 = [n28 + xin7 .

Al derivar implicitamente y simplificar, se obtiene:



y
3’+l4 0+l73’l7l4’l(7)5
yy y)’ y 4

5) logslloge(x? + 2¥)].

Seav = logeu, conu = (x? + 2%), entonces, y = log;v.

dx  dvdu’ dx logGe ulogge (2x + 2¥In2);
dy_[ L H . ][2 + 2%In2];
dx ~ \logaaz 1 20 [096¢| |3z = l0gse| [2x + 2% In2];

dy (2x +2*In2)(logee)(logse)
dx  [loge(x? + 2%)][x2 + 2*]

6) y = arctg(lnx).

dy 1 ( ) 1 1 dy 1
dx 1+ (Inx)2dx Whax T + (nx)?2x’ dx x[ln?x + 1]

7)y = log;[log,x] .

S l ¢ I luego, & = Y I
ea u = log-x, entonces, y = log-u; luego, — = ——
g7 y g7 g dx du dx

Entonces,

i = (gt007e) Groe):s = (g oe) 5 towre)
dx  \u 0g7¢ X 0g7¢|; dx ~ \log,x 0g7¢€ x 0gze|;

dy _ (log,e)?
dx  x(log,x)’
Vx2 43
x(x2-1)|"

8) y= l

Esta funcidn, presenta dificultades para su derivacion de manera directa. Se

procede entonces, a tomar logaritmo natural en los dos miembros, luego se
aplica propiedades de los logaritmos y se deriva implicitamente la expresion

resultante.

( > )l Iny =1n (\/xz + 3) —In[x(x? - 1)];

Iny =

1
Iny = In(x? + 3)2 — Inx — In(x? — 1); Iny
1
= Eln(x2 +3)—Inx—In(x?-1).

Al derivar implicitamente, se obtiene lo siguiente:



d ol
—lny = —[Eln(x2 +3) — Inx — In(x? — 1)];

dx dx

ldy 2x 1 2x
ydx 2(x2+3) x x2-1’
dy 1 2x

X
a_y[(x2+3) x x2-10
dy |[vx?2+3 [ X _
dx  |x(x2-=D|lx2+3) x x2-11
dy — 2x*+9x*-3
dx  x2(x2—1)2Vx2+3

tg(x2+1)

9) y=e
Seau = tg(x? + 1), entonces, y = e*.

Al derivar implicitamente, se obtiene:

dy dydu

dx  dudx’

DY ucoc?ey (52

a=e (sec®x)(x* + 1)(2x);
dy

o 2xet9(*+1) (sec?x) (x2 + 1).

4.5.4 Derivadas de las funciones hiperbdlicas

Recuérdese que las funciones hiperbdélicas, se definen en términos de las funciones
exponenciales e* y e™*. A partir de la definicién de cada uno de ellas y mediante la
aplicacion de la regla de la cadena, se obtienen las correspondientes férmulas:

d
1) E(senh x) = cosh x.
d
2) a(cosh x) = senh x.
d
3) a(tgh x) = sech®x.
4) %(ctgh x) = —csch®x.
d
5) Tx (sechx) = —sechx tgh x.

d
6) T (cschx) = —cschx ctgh x.



Demostracion:

d d je*—e™* 1 eX+e™*
1) d—x(senh x) = a(—) _

Por tanto,

% (senh x) = (senh x)" = cosh x.

d d (senhx (coshx)(senh x)" — (coshx)'(senh x)
3) —(tghx)z—( ):
dx dx \ cosh x

cosh?x — senh®x 1

cosh?x

= sech?x.

cosh?x cosh?x

Por tanto,

d
o (tghx) = (tgh x)' = sech?x .

d d 1
>) dx (sechx) = dx (cosh x)

B (coshx)(0) — (coshx)'(1)
B cosh?x

—senh x

cosh?x

_ senhxx 1 - —tah B
T T coshx | coshx | gnmxsechx.

Por tanto:
d !
I (sechx) =(sechx)' = —tgh x sechx .
Nota: las otras formulas se demuestran utilizando procedimientos similares.
Ejemplo

Determinar las derivadas de las siguientes funciones:

1) y =tgh (3x2— 1) 2) y =In(tghx)
3) y = e*coshx 4) y = arctg(cosh x)
5) y = xSenhx 6) senh x + coshy = xy

Solucion:



1) y=tgh< >

2)

3)

4)

5)

3x—1>

dy
'l % —
dx 2 dx

dy , (3x—1\/3
2~ s (=) (3)

_ 2
sech ( >

3x—1> d (3x—1

)

1

dx 2 2

y = In(tgh x)

dy 1 d

dx " tghxdx LI

dy 1 ) cosh x
= tghx(seCh x) =

dy 1 1

= E3
dx senhx coshx

y =e*coshx.

dx
dy _ x .
— = e*senh x + e* coshx;
dx

it A e*(senh x + coshx) .
dx

y = arctg(coshx) .

dy 1 d (coshx)
—_— = — % —— .
dx 1+ (cosh?x) dx coshxs
dy 1

dx 1+ (cosh?x) (senh x);
dy  senhx

dx 1+ (cosh?x)’

y = yxSenhx

Conviene tomar logaritmos naturales a los dos miembros, aplicar
propiedades de los logaritmos y derivar, as:

Iny = In(x%¢""*) = Iny = (senh x)(In x).

d(Iny) B d((senh x)(Inx)) _
dx dx '

= e*(coshx)' + (e*)' cosh x;

. )
senhx cosh?x’

dy
= cschxsechx; Ix = csch x sech x .



1
;y’ = (senh x)(Inx)" + (senh x)'(In x);

1 senh x
Zy' = + cosh x (Inx);
y
senh x
y' =y[ +coshx(lnx)]:
senh x
y' = xsenhx [ + cosh x (In X)]

6) senhx + coshy =xy.
Al derivar implicitamente, se tiene:
coshx + senhy(y') = y + xy’;
senhy(y') —xy' =y — coshx;

y — coshx

!

Yy = senh(y) — x

4.6 DERIVADAS PARAMETRICAS

[a, b] una funcién definida paramétricamente; t: parametro.

x = @(t)
Sea {y — (0 t e

Siy y @ son diferenciables por t,y x = @(t) es funcién continua y estrictamente
creciente, entonces posee la inversa t = ¢~1(x), la cual también posee derivada.

Entonces:
y=9®) =y9@'®)
Al aplicar la regla de la cadena, se tiene que:

dy
dy_dydt_a_
dx dtdx dx’

dt
dy
dy _ dt
dx dx’
dt

Ejemplo

Determinar las derivadas de las siguientes funciones definidas paramétricamente:



_ 42t
1 {x=tet_2) x—2t te . 3) {xztlnt
y=e "V ly=33+ @ -Det’ Ty =@t + 1)
Solucioén:
x = tet
SN g
d
dy @ _ —et _ et 1
dx dx tet +et et(t+1) e2t(t+1)’
dt
dy -1

dx  eZ(+ 1)

x=t%+et
2 2 :
) y==t3+(t—1)e*

3
2
dy_§t3+(t—1)et+et_2t2+tet—et+et_t(2t+et)_ '
dx 2t + et B 2t + et ~ 2t+et 7
dy
— =1.
dx
3 {x=tlnt
) y=t?QInt +1)°
dy gelt*Q@int+ D] ¢ (;)+2t(21nt+1)_2t+4tlnt+2t_4t+4lnt_
dx d B 1 B 1+ Int T 1+nt’
7= (tint) t(7)+ nt
dy 4t(1+ Int) dy
L= T gy =4t
dx 1+ Int " dx

EJERCICIOS 4.1
A) Definicion de derivada

A) Por medio de definicion, calcular la derivada de las siguientes funciones:

1) f(x) = 3x— = 2) f) = — 3) y =V

2 x2

1 _
9 )= 5) f00) = 5t 6) () =\3x =7



5
7) f(x) = 1x ) 8) f(x) =senx 9) f(x) = sen(2x)
2

B) Reglas de derivacion

Aplicar las reglas de derivacidn, para determinar la derivada de las siguientes
funciones:

Funciones algebraicas

1 1
1) y=Z—§x+x2 —0,5x* 2) y=at™+bt™™m
a+ bx T
3 = 4 =—+41In2
)y c+dx )y x
1++z ax®+b
5)y= 6) y=———
1—+z Vaz +b
1 1
= — = 23/,2
Ny 1 x 8) y=x*Vx
9) y = @« b 10) y = (2x? — 3x)%(x3 — 2x)
SFlRa: g

Funciones trigonométricas y trigonométricas inversas

1) f(x) = 5cos (2x) + 3sen(3x) 2) f(x) =xarcsenx

senx + cosx
3) flx) =—m 4) f(x) =2tsent— (t> — 1) cost
senx —cosx

5) f(x) = ctgxcscx —3sen x 6) f(x) =2tgx —3ctg x

1
7) f(x) = arctg x + arctg;

Funciones exponencial y logaritmica

1) y=x"e* 2) y=(x—1)e*
e* x?
Ny=23 DY=1%
5) y =e*cosx 6) y= x3lnx—§ln(2x— 1)

1 Inx
7)y:(x2_x_1)exCOSX 8)y=;+21nx—7



Funciones hiperbdlicas e hiperbélicas inversas

1) y = xsenhx 2) y=arctgx —arctghx
3 x? D y= coshx —1
)y = cosh x YE T
3ctgh x
5) y="—2 6) y = (tghx — 1)e*

Inx

7) y = (arcsen x)(arcsenh x)

Funciones compuestas

3
1) y= (ax t b) 2) y = (2a + 3bx)?
c
3 1 1

_ _ _ —J1— 2
Y = g zx =17 26(2x—1)7  40(2x = 1)° Hy=vl-x

= (3 — 2sen(2x)° 6) y=—7r
5) y = (3 — 2sen(2x) )y arctgVx
7) y = [ctg x —\/sen(2x) 8) y=vxe*+1
9) y = In(e* + 5sen x — 4arcsen(2x)) 10) y = arctgl

} x
11) y = Jarctg(Inx) 12) y = cos?xe?* + sec®x
13) y = ,/1 +Vinx +1
Derivacion logaritmica
3 1—x 2

) y= \/F(l = x2> sen3xcos®x 2) y = [sen(2x)]*"*1
3) y=x* 4 y=x"*
5 L2 6) x—1

=x y=

)y VYx+ 1 (x + 1)5
X
7) y = xSenzx 8) y= (1 + 1)
x

9 y=*x

Derivacion implicita

: dy - . : -
Determinar Ix de las siguientes funciones implicitas:



Darctg(x +y) =x+y 2) Inx+ex=1

3) xY = y* 4) Jx3+y3=xy

x+y
5) Vx+,fy =Va 6) y'=—
7) tg(xy) = x% + y? 8) coshx + coshy = sen(x + y)

9) e%e"¥* 4 e5MY = cosy

Derivacion paramétrica

da
Determinar d—i: para las siguientes funciones definidas paramétricamente:
b f£22

2at
1+t2
2) { a(l — t?)

1+t2

Y= t2+1

) {x = a(cost + tsent)
y = a(sent — tcost)

R
II

4

5) {x =a(Iln tg + cost — sen t)

= a(sen t + cost)
ay -7 4.
6) Calcular L parat = -, si:

{x = a(t — sent)
y = a(1 — cost)

4y -1 ci-
7) Hallar S parat = 1, si:

x = tint
{ _lnt
Y=

Funciones diversas

. (X _ 11 4
1) y = sen®(5x)cos (3) 2) y 2c—2)2 x-2

8 x3

x —
3) Y= g =) DIy = 3/(1 + x2)3




) y = S Y107~ VA + 27

7) y =+ (x+a)(x +b)(x +c)

9) y =\ asen?x + fcos?x

arccos x
V1 — x?
13) y = In(arcsen x)

11) y =

15) y = gSen2x+yx

17y y = (asen(Bx) — B cos(Bx) e**)

a’+p

19) y = VcosxaVeos*

2) y = e + arctg(Inx)

L TR 4 x
)y = x2+a%?—x

sen(ax) 1 sen3(ax)
25 =3cos(bx) 4 —— ~ ~
)y 3 053 (o)

1++/senx
1—+/senx

29) y = e*™ coshx ++/tgh3x

C) Otros ejercicios

27y y=lIn

4|11+ x
6) y= 1

1
8)y=§tg3x+tgx—x

x2—1
10) y = arcsen 2

12) y = x/a? — x? + a%arcsen (g)

xsen a )

14) y = arctg (1

—Xcos a

16) y = 2ma™ + b)P
18) y = xna~*

20) y=ln(x+ x2+a2)

(x —2)°
22) y = lnm

24) y = %ln (tg g)

1
26) y = In(arcsen x) + Elnzx

+ arcsen(In x)

28) y = 2arctgvsen x

_1.2 . ., . .
1) Probar que la funcién y = xe™2* satisface la ecuacién diferencial

xy' =(1-xy
2) Probar que la funcién y =

xy' =y(ylnx — 1)
3) Siy=tg?3 %, calcular y'(2)

x+inx+

satisface la ecuacion diferencial

4) Dadala funcién y = e~*, hallar £(0) + xf'(0)
5) Dadala funcién y = V1 + x, hallar f(3) + (x — 3)f'(3)

y x =t + arsent . o .
6) Probar que la funcién y = %tz ) satisface la ecuacion diferencial:



x =y'+ arcseny’

x=t>+¢et

7) Probar que la funcién {y _ §t3 + (¢t — et

4.7 TEOREMAS DE ROLLE Y DEL VALOR MEDIO
4.7.1 Teorema de Rolle

Sea f(x) una funcién continua en [a. b] y diferenciable en (a, b).

Si f(a) = f(b) = 0, entonces existe al menos un punto x, € (a, b) tal que f'(x,) =
0.

Demostracion:

Antes realizar la demostracion del teorema, conviene interpretar el enunciado del
mismo.

Si una curva continua corta al eje x en dos puntosx = a y x = b, existe al menos un
punto x, en el intervalo (a, b), de modo que la recta tangente a la curva es paralela
al eje X; tal como se indica en la

\ '

Figura 132.

Figura 132. Interpretacion geométrica del Teorema de Rolle

Ahora bien, si f(x) = 0, en (a, b), entonces f'(x) = 0y por tanto, el teorema queda
demostrado.



En cualquier otro caso, en algun punto del intervalo f(x) es positivo o negativo, por

tanto, existe algin x, € (a, b) donde f'(x,) = 0, lo que origina un maximo relativo
o un minimo relativo para f(x).

4.7.2 Teorema del Valor Medio

Si f(x) es una funcién continua en [a, b] y diferenciable en (a, b), entonces:

existe x, € (a, b) tal que f'(xy) = w.

Demostracion:

Geométricamente significa, que si P y Q son dos puntos de una curva continua,
entonces, existe al menos un punto x, comprendido entre P y @, de manera que la
recta tangente que pasa por el punto (xg, f (x)) es paralelo a la recta que pasa por
los puntos Py Q (ver Figura 133).

La ecuacion de la recta que pasa por Py Q, estd dada por: y — f(a) = m(x — a)

b) — f(a
m= % ; donde m pendiente de la recta.

Ahora bien, en algin punto cualquiera del intervalo (a, b), la distancia vertical de la
recta tangente a la recta que pasa por los puntos Py Q es:

F(x) = f(x) — f(b) — m(x — b).
La funcidén F(x) satisface las condiciones del Teorema de Rolle, entonces:
F'(x) = f'(x) —m = 0 en algin punto x, € (a, b).

En consecuencia:

b —_
m = f'(xo) = % '
R - Tangente
N
P(a,

Figura 133. Interpretacion geométrica del Teorema de Valor Medio

Nota:



El Teorema del Valor Medio, se puede escribir de otras formas, que resultan muy

utiles, como las siguientes:
1) f(b) = f(a) + (b —a)f'(x0) ; xo € (a,b).
2) f) =fl@)+ (x—a)f'(x0) ; x0 € (a,b).
Ejemplo

Para las funciones que siguen, determinar un valor de x, que cumpla las condiciones
del Teorema de Rolle:

1) f(x) = 4x® — 72x en [-3V2,0].
2) f(x) =senx en|0,m].

Solucion:

1) En primer lugar, dado que f(x) es una funcién polinémica, entonces es continua
en el intervalo [—3v2, 0] y diferenciable en (—3v2,0).

Enestecasoa = —3v2 y b = 0, paralos cuales se cumple que f(a) = 0y f(b) =
0.

En efecto:

£(=3v2) = 4(=3v2)’ — 72(—3v2) = —216VZ + 216v2 = 0.
£(0) = 4(0) — 72(0) = 0.

Por lo tanto, en el intervalo [—3\/5, O] se tiene que la funcién cumple las

condiciones del Teorema de Rolle; en consecuencia, existe x, € (—3\/7, 0) para
el cual

f,(xO) = O
Para determinar x, se resuelve la ecuacién f'(x) = 0, asi:

fl(x) =12x%2 =72 = 0; 12(x2 — 6) = 0;x2 — 6 = 0; x2 = 6; x = +/6.

Dado que el valor buscado debe pertenecer al intervalo [—3\/7, 0], se deduce que

XO = —\/6

—3.2 -6 0 x

Evidentemente, se cumple que: f'(x,) = f'(—V6) = 0.



2) f(x) =senx es continua en el intervalo [0, ]; ademas, sen 0 = 0;senm = 0,

por lo cual, cumple las condiciones del Teorema de Rolle, en consecuencia, existe
xo € (0,m) tal que (sen x)'|,=,, = 0.

f'(x) = cosx =0;cosx =0;x = arccos 0.

/s
En el periodo fundamental, se tiene que: X = > X =—.

T
Por lo tanto, el valor buscado es x5 = p

St e e
LN i

! Sy TSERRERRS

- -
H-

3) f(x) =2xz_¥ en [—1,3]

En este caso, se puede establecer que la funciéon es discontinua, con una

discontinuidad esencialen x; = 1y x, € [— %, 3].

[n’n’.’n’.’.’.’n’.’n’.’.’.’.’.’.’.’n"l
[ N A A N A A A Y B A A A A | '{

-1/2

., . 1
La funcién se anula en los valores extremos del intervalo [—5,3], como se

observa en seguida:

1\2 1 1 5
n 2(-5) -5(-5)-3 5+5-3 o
p(2CD) s D e o

3
-2 1 2 72

2(3)2—5(3)—3_18—15—3_0
3—-1 B 2 -

f'3) =

Como la funcién no es continua en el intervalo dado, entonces NO cumple las
condiciones del Teorema de Rolle, por lo tanto, Zx, para el cual f'(x,) = 0; es
decir, no existe un punto en el intervalo donde la recta tangente a la curva sea
horizontal.

Ejemplo 1

Determinar el valor de x, que cumpla las condiciones del Teorema del Valor Medio
para la siguiente funcién: f(x) = x3 — 9x + 1 en [—3,4] respectivamente.

Solucion:



Por tratarse de una funcién polindmica, es continua y diferenciable en todo R; en

particular, lo es en el intervalo [—3,4] y (—3,4).

Enestecasoa = -3, b = 4.

Entonces:
fl@)=f(-3)=(-3)3-9(-3)+1=-27+27 + 1.
FD)=f(4) =(4)3-9(4)+1=64—36+1=29.
b—a=4-(-3)=7.

Ademas, f'(x) = 3x2 — 9.

Como la funciéon dada satisface las condiciones del Teorema de Valor Medio,
entonces, existe x, € [—3,4], tal que:

f (xo) = h—a .
Al reemplazar los valores correspondientes, se obtiene:
3x7 —9 =2 322~ 9= 4;3x,2 = 13, %7 = 2 g = £ |2 = 22

b
ﬁ
R ]
L,
7S] %j; -
=0 Ny
e
W

Ejemplo 2

Hallar el valor de xyque cumpla las condiciones del Teorema del Valor Medio para
la funciéon dada; ademas, trazar la grafica y la recta tangente que pasa por

(0, f (x0)):
fx) =

en [4,7].
x —

Solucion:
La funcion dada es continua en [4,7] y diferenciable en (4,7).

Enestecaso:a=4, b=17.

fl@) = f&) = =2

) = () =2 =2,

b—a=7—-4=3.

Entonces:



1 3
f)—f(@) 272 _~3__1
- .

b—a 3
-2
(x—3)%"°

Por otra parte: f'(x) =

Dado que se cumplen las condiciones del Teorema del Valor Medio, entonces, existe
X, € [4,7], tal que:

-2

=—1;(xo—3)2=4;x0—3=12;x0=2+3=5éx0=—2+3=

(XO—3)2 2
-1.
Entonces, xo =56 xy = —1.

Por lo tanto, el valor buscado es x, = 5.

f(xo) = SZTB =1= (xo,f(xo)) = (5,1).

La pendiente de la recta tangente en el punto de coordenadas (5,1) es:

-2 2 1

O =E3E="1""7

La ecuacidn de la recta tangente es,

y = f(xo) = f'(xo)[x — xo];

1
y—1=—§(x—5);

_ L2
Y=gty Th

Por lo tanto, la ecuacion pedida es:y = — %x + % .
Ejemplo 3
Utilizar el Teorema del Valor Medio para calcular de forma el valor de V/17.
Solucion:
Sean f(x) =%Yx ; a=16, b =17, x, = 16.
Segun el Teorema del Valor Medio, se cumple lo siguiente:
f(b) = f@)

b—a '’
De aqui se obtiene que:

f) =fl@+bB-af (x) (1)

Al derivar f(x) se obtiene:

f'(x) = Xo € [a, b].



fFW=—. @

Al reemplazar los valores correspondientes en las expresiones (1) y (2), se obtiene:

1

4‘:/(16)3;

V17 = V16 + (17 — 16) —

1
4
T7=24— .
41/ (2%)3
4
7 =24+ —
TS

1
4 _ — ~ .
17_2+32 24 0,0315;
Y17 = 2,03125.
4.8 LIMITES DE FORMAS INDETERMINADAS

= Las formas indeterminadas, son operaciones a las que no se les puede aplicar
ninguna regla operatoria y por tanto no tienen ningun significado numérico.

. 0 oo
Expresiones de la forma 5’_’00 — 00,0 — 00,1%, entre otros, son formas
o0
indeterminadas.

= Muchos limites funcionales, conducen a estas formas indeterminadas, por
ejemplo,

x2=1 0  3x+4 o

}cl—r}}x—l :6; xl—>nolo8x—7:oo'

= Laregla de L’'Hopital, permite calcular este tipo de limites, con la ayuda de las
derivadas de las funciones implicadas.

4.8.1 Teorema de Cauchy

Si f(x)y g(x) son funciones continuas en el intervalo [a, b] y diferenciables en
(a,b), con g(x) # 0, existe al menos un valor x, € (a, b), de manera que:

fb) —f(a)  f'(xo)
gb) —gl@  g'(x)’

Demostracion:

Supongase que g'(b) = g'(a).

Segun el Teorema de Rolle, g'(x) = 0 para algin valor x, € (a,b), lo cual es
contrario a la hipétesis.



Entonces: g'(b) # g'(a).

f(b)—f(a)
9(b)-g(a)

Por otra parte, sea F(x) = f(x) — f(b) — M[g(x) — g(b)].

La funcién F(x) satisface las condiciones del Teorema de Rolle; esto es, F(x) es

Ahora bien, sea = M; donde M es constante.

continua en [a, b] y diferenciable en (a,b); ademas, F'(x,) = 0, para algin x, €
(a,b).

F’(xo) = f’(xo) - M[g’(xo)] = 0.
Entonces:

) f) — f(@)
g (x)  gb) —g(@)’

4.8.2 Regla de L’Hopital

Dadas las funciones f(x)y g(x), derivables en el intervalo 0 < |x —a| <& y
g'(x) # 0 para todos los valores del intervalo, y tales que limf(x) =
x—-a

0 y limg(x) = 0.

!

. X
Si existe o es infinito lim & , se cumple que,
x—09'(x)

lim @ = lim Y
x=ag(x) x-a g'(x) '

Demostracion:

Al sustituir b por x en el Teorema de Cauchy y teniendo en cuenta que
f(a) = g(a) = 0, se cumple que:

D)= F@  F@)  f(x)
gb)—gla) gx) g'(x)
Cuando x, = a, x — a, por tanto:

lim Lx) = lim G
xsag(x) xoag'(x)

para algun x, € (a, x)

Notas:

o0
= Forma—.
(0]



La Regla de L'Hopital sigue siendo valida para el caso:

" flx) oo
mlX _2

xl—>ag(x) oo

= Formas(Q — oo yoo— o0,

18

0
Estas formas se las puede transformar a las formas 0 €5

* Forma 0° 009 1,

Si lim ( y) conducen a uno de estos tipos }clngl [Iny] es de la forma 0 * oo.
x-a -

Ejemplos

Calcular los siguientes limites:

O x* — 256 1 e* — e?
)xI—I}}L x —4 )xl—rg X —
N xe* o 1 8x — 2%
)xlir(l)l—ex )xl—r}(l) 4x
5 1 5x + 2Inx & i x* + x?
)xl—{?o x + 3lnx )x—lgloo eXx+1
1 ; cosx
7) lim x7=1 8) lim, (tgx)
x—1 x=\3
Solucion:
) g XL 256 _ 44256 0
I = T 4=z "0
i x4—256_1_ (x4—256)’_l_ 4x3_443_256
Im——s ~img gy Tlm =47 =25
N 1 ex—ez_ez—ez_O
L e R T
I N G S
w3 x—2 e (x—2) k21 ¢
3 1 xe* 0
)xl—r>r(1)1—ex_0'
I xe* i (xe*)"
xl—r>r(1)1—ex_xl—r>r(1)(1—ex)"
. xe* +e*
= lim ;



ex(x+1)_

)

= lim
x—0 ex

=lim(x+1)=0+1=1.
x—0

8*—2* 80-2° 0

VIm— =720 "o
L oBT-2 (@ -2)
;E% 4x _-;E% (4x)" "’
- 8%In8 — 2¥In2
= lim ;
x—0 4
8
_8°ln8—2°ln2_ln8—ln2_ln(j)_ln4_2ln2_ln2
B 4 4 4 4 4 27
N Sx +2lnx oo
)xl—{gox+31nx_oo'
2
. 5x+4+2lnx . (5x+2lnx)" 5—} 5—-0
lim ——=lim———=1lim—5=——-=5
x—0 x + 3lnx  x-o (x + 3inx) x—>ool+§ 1+0
X
PR x*+x? o
)x—l>Tooex+1_;'
x* + x? _ (x4+x2)’_

im = lim ———
xo+0 X +1  xotw (e¥41) 7

4x3 + 2x
X—+00 ex ’

(4x3 + 2x)"

)

xobe (X))
(12x% + 2)"
X0 (ex)/ ’
(24x)"
X400 (ex)/ )
24

= lim —=0.
x—+o0 gX

1
7) limxx-1 = 1%,
x—-1
1

Sea y = xx-1. Al tomar logaritmos naturales en los dos miembros se tiene:

1
Iny =1In (xﬁ) ;



1 Inx
lny = (m) ln(x) = X .

-1
Inx 0
Por tanto, hm[lny] = hm —| =5
1
liminy] = I Un) | _ymx Loy
im[iny im a1 xl_rgl =1

Entonces, si Iny — 1 cuando x - 1, entonces, y — el = e.
1

Por tanto, limxx-1 = e.
x—)

8) lim (tgx)©os* = o0,
x~(%)"

2

Sea y = (tgx)?s*. Al tomar logaritmos naturales en los dos miembros, se llega
a:

Iny = In[(tgx)os*];

Iny = cosxIn(tgx).

In (tgx 00
lim+(lny) = 11m [cosxln(tgx)] 1im+[ (t9%) =—.
" (@) [ seer 170
—— sec?’x 2
t
lim _(iny) = g ad im_ —
x~(Z) secx tgx x_,(g) secx tg?x

. cosx €0S 2
= lim =0.

x—(%)” senx  gon (%)

Como Iny — 0 cuando x = (g) ,entonces y - e? = 1.

Por tanto, lim+(tgx)“’5x =1.
(3)

4.9 LA DIFERENCIAL

4.9.1 Definiciones y conceptos

Sea y = f(x) una funcién derivable en todos los puntos del intervalo (a, b) y sea
x € (a, b), entonces, existe f'(x) V x € (a, b).

Por definicidn de derivada, se puede escribir lo siguiente:

f(x+Ax) —f(x) lim flx+Ax)—f(x) lim Ay
Ax—>0 x+Ax —x  Ax-0 Ax © AxS0AX

f'(x)=li



De aqui, se tiene:

A
A—z = f'(x) + a(Ax) donde a(Ax) — 0 cuando x — 0.
Entonces,
Ay
— = f'(x)A A Ax).
A f'(x)Ax + Ax a(Ax)

Esto significa, que la expresion |Ay — f'(x)Ax| se puede hacer tan pequefio como se
quiera, tomando |Ay| suficientemente pequefio.

Por tanto, f'(x)Ax es una aproximacién para el valor de Ay para |Ax|
suficientemente pequeiio y se escribe:

Ay = f'(x)Ax.
4.9.2 Definicion de diferencial de una funcién
Sila funcién f se define por y = f(x), definidaen D c R, entonces la diferencial de
y, se denota y define como sigue:
dy = f'(x)Ax.
Donde x pertenece al dominio de f'(x) y Ax es un incremento arbitrario de x.
4.9.3 Definicion de diferencial de x
Sila funcién f se define por y = f(x), definida en D C R, entonces la diferencial de x,
se denota y define por:
dx = Ax.

Donde Ax es un incremento arbitrario de x, y x esta en el dominio de definicion de
f'(x).
De los anteriores resultados se puede escribir: dy = f'(x)dx.

En la Figura 134, se muestra la representaciéon geométrica de la diferencial; se
destaca la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto cuya pendiente es f'(x).

Se puede notar que, el valor de dx disminuye en la medida que el punto Q se acerca
al punto P, con lo cual, el segmento SQ se hace mas pequefio (ver Figura 134).

Observe que:

SQ = Ay — dy.



Figura 134. Interpretacion geométrica de la diferencial de una funcién

Ejemplo

Seay = 3x% — 4x.

Determinar Ay y dy, para los siguientes casos:

a) Cualquier Ax y dx.

b) x=2,Ax=0,1; x=2, Ax=0,01; x =3,Ax = 0,01.

Solucion

a) y+ Ay = 3(x + Ax)? — 4(x + Ax);

3x% —4x + Ay = 3[x? + 2 + Ax + (Ax)?] — 4(x + Ax);

3x% —4x + Ay = 3x? + 6xAx + 3(Ax)? — 4x — 4Ax;

Ay = (6x — 4)Ax + 3(Ax)2.
Por otra parte:

dy = f'(x)dx;

dy = (6x — 4)dx;

dy = (6x — 4)Ax.

b)
X Ax Ay dy Ay —dy
2 0,1 0,83 0,8 0,03
2 0,01 0,0803 0,08 0,0003
3 0,001 0,00803 0,008 0,00003




En la tabla se observa que, en tanto Ax esta cercano a cero, la diferencia Ay — dy

es mas pequefio. Cuando x cambia en una pequefia cantidad Ax, el cambio
correspondiente en y es aproximadamente dy.

4.9.4 Reglas para calcular diferenciales

Sean f y g funciones de x, derivables y ¢ constante.

Las férmulas para calcular diferenciales son de alguna manera, similares a las que
se utilizan en el calculo de derivadas, asi:

1) d(c) = 0; c constante.

2) d(x™) = nx" dx.

3) d(cf) = cdf.

4) d(f +g) =df +dg.

5) d(f xg) = f dg + g df.

6) d(§> =fdgg—zg af

Nota: debido a que si y = f(x), se sigue que dy = f'(x)dx, por lo cual, si f es una
funcién compuesta, de modo que x = g(u), entonces:

dy = f'(u) *u'(x)dx esdecir dy = f'(u)du.
Ejemplo
Calcular dy para las siguientes funciones:

x> +4x+1
Dy=—fa_5 "

2) y =tg(2x) + sen?x.

3) y =e* + arc sen(3x).

Solucion:
N oye X2 +4x+1
) y - xz _ 5 .
x?2=-5)dx?+4x+1)— (x> +4x+1)d(x*-5)
dy = 2 —5)2 dx;

(x?=5)2x+4)— (x?+4x + 1)(2x)
dy = l xZ_5)2 dx;

_ (x*+2x% —12x% — 22x — 5)dx
- (<2~ 5)? |




2) y = tg 2x + sen?x.

dy = [d(tg2x) + d(sen?x)]dx;
dy = [(sec?2x)(2) + 2sen x cos x]dx;

dy = 2(sec?2x) + 2sen x cos x dx .
3) y = e** + arcsen(3x).
dy = [d(exz) + d(arcsen(3x))]dx;

3
]dx.

dy = [erxz + —
Y V1 —9x?2

Ejemplos

. dy I .
Determinar -, para las siguientes funciones:
X

5
1) xy2+x2y—;=0.

) {x=3t—t2
y=t+2

AR 24 .2
3) arctg (x) = In(x?* + y2).
Soluciodn:
1) xy2+x2y—z= 0.
5
d (xy2 + x%y — ;) = d(0);
5
d(xy?) + d(x?y) + (— ;) = 0;

5
x(2y)dy + y?dx + x2dy + 2xydx + Fdx =0;

5
(yz +2xy+ﬁ) dx + (x? + 2xy)dy = 0.
x =3t — t?
2) {y=t+2

{dx =d(3t —t?)
dy = dt '

dx = 3dt — 2t dt = (3 — 2t)dt = (3 — 2t)dy; entonces,

dy 1
dx 3-—2t




3) arctg (%) = In(x? + y2).

d [arctg (%)] = d[In(x? + y?)];

1 [xdy—ydx 1
) yz[ = ]:x2+y2 [2x dx + 2y dy];
Tz

! d)—( 2x )d+( 2y )d-
xZye YTV Gy T G y2)
2x+y 2y—x> _
(x2+y2>dx+<x2+y2 @y =0

2x+y _ 2y—x> _
(x2+y2>dx— (x2+y2 a;

(2x+y>d _(x—Zy)d'
x2 + y2 x= x2 + y2 Y

dy 2x+y
dx x—2y’

4.10 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Sea y = f(x) una funcién definida en D < R. La funciéon f'(x) es la primera
derivada de f conrespectoax, Vx € D.

fx+h) —f&)
h

f'(x) = }lll‘% si el limite existe.
Se puede observar que f'(x) es otra funcién dependiente de x, por lo cual, la segunda
derivada, denotada f"'(x), se define asi:

f'x+h)—f'(x)

"(x) = lim si el limite existe.
f ( ) h—-0 h

Y asf sucesivamente, se puede obtener: '’ (x), f ™ (x), -, f ™ (x).

Se debe recordar que, la derivada de un orden determinado en un punto, existen si
todas las derivadas de orden inferior son derivables en dicho punto.
Otras notaciones para las derivadas de orden superior son las siguientes:
2 3 n
Ey_ By, Ay
dx? " dx3 T dxm

Al proceso de obtener derivadas de orden superior, también se lo denomina

(n)

Derivacién Sucesiva; a la derivada n-ésima, también se la denomina Derivada de
Orden n.



Ejemplo 1

Calcular las segundas derivadas de las funciones dadas:

1) f(x) =x°—4x3+2x2+10.
2) g(x) = x3vx + 8x.

@f®=ﬁ+%.

NG
1
4) g(s) = =7
1—+x
5 f(x) = T
Solucion:

1) f(x) = x5 — 4x3 + 2x2% + 10.

2)

3)

4)

f'(x) =5x* —12x% + 4x; f"(x) = 20x3 — 24x + 4.

1 7
g(x) = x3vVx +8x; g(x) = x3xz + 8x; g(x) = xz + 8x .
dy 7 5 d’y (7 s "d?y 35 3 d?y 35
b=t g = (3 s) g =T ga = o
O =Vi+—; f() =24t
=vt+—; FO =tz +t 2.
f NG f
2
ﬂ=1t_%_lt_%;ﬂ=i<g)=i<lt_%_lt_%);
dt 2 2 dt?2 dt\dt dt \2 2
d? 1 3 3 _5 d? -1 3 d? -1 3
z§=‘ﬂ7+ﬂ“a§=?*—?aﬁiﬁ+MW?
t2 4tz
) 1
9(s) = —= ;9(s) =(s*—1)2.
S —

' (57— DB (52— 1); /() = —5 (57— )2 42
= —— —_ * — — . = —— _ * :
g'(s) 25 dss ; 9 (s 25 S;

g'(s) = (25—)3; g'(s) = s(s? — 1)%.
s¢?—1)2

g'(s) = [S(S2 - 1)%],; g''(s) =sx(s?— 1)_75(25) + (s? — 1)"%;

252 1 252 1

g"(s) = + 3 9" (s) =

+
(s2 — 1)% (s2—1)2 Js2=15  J(s2-1)3



1—+x 1—x2

5) f(x)=1+\/§:f(x)=m-
) = (1 + x;> <—%x_%> —(1- x%) (—x ;>,
<1 + x%>2
') 23 o ==X
X) = ; = ;
(1 +x%)2 <1 +x;)2
(1 + x%>2 (—%x_%> — x_% (2 (1 + x%) %x_%>
e L) |
(4]
1(1 +x%) x_%+x_1 Jx
s (142) s 2xV1§(+13+ 53
Ejemplo 2

Determinar la derivada n-ésima de las siguientes funciones:

1
1) y = F .
2 = )
)Y =372
Solucion:

En ambos casos, se trata de establecer o determinar una formula de recurrencia para

calcular la n-ésima derivada.

D y=x?

y'=-2x73;

y" = (=2)(=3)x74

y" = (=2)(=3)(-Dx~5;
y" = (=12 *3*4)x75;

_(=1)°(2=*3x4)
= e :

nr

(—D*(n+1)!

Se deduce que, en general, y ™ = et



Donden! =n(n—1)(n — 2) ...2 * 1 se llama Numero Factorial.

Por ejemplo:

©) (=15 + 1)! 6%5%x4%3x2x1 720
y© = == ==

x5+2 - x7 x7
2) y=0CBx+2)"L
y' = (=1)(3x + 2)2(3);
y" = (=1D(=2)(Bx +2)73(3%);
y" = (=1)(=2)(—3)(3x + 2)~*(33);
Y= (131 %2 3)(3x +2)"*(3%);

(=131 %2 3)(3%)
B (3x + 2)4

!

Se deduce que la n-ésima derivada esta dada por la siguiente formula:

(-1)"n! 3"

m o (ZDmS
Y (3x + 2)n+1

Ejemplo 3
Calcular y" para las siguientes funciones:
Dx+xy+y=2
2) b%x? + a?y? = a?b?.
Solucion:
1) x+xy+y=2
Realizando derivacion implicita, se obtiene lo siguiente:

1+xy'"+y+y ' =0;1+y=y"(x+1);

,_y+1
Y T+
. d (y+1)_(x+1)y’+(y+1)(1)‘
Cdx\x+1/) (x + 1)? ’
y+1
y”_(x+1)x—+1+y+1.
(x + 1)2 '
. 2y +1)

T+ D



2) b*x?% + a?y? = a?b>.

Mediante derivacion implicita, se obtiene:

b%x

2b%x + 2a’yy' = 0; y' = ———.

a’y

A partir de 2b%x + 2a”yy’, se deriva implicitamente otra vez:

14 14 14 ! 144 _bz B azylz
b®+alyy" +a’y"; alyy" = bt —afy®; Yt = — 5
, bZx i ,
Dado que: y' = —E , entonces, reemplazar en la expresion para y'’ se
obtiene:
2 \2
o ar (- 2)
"no_ _ ay
y - azy )
b*x?
b? + (_a2 2)
yn - _ Yy i
a’y ’
. b2a2y24_b4x2
y == atys ’
. bZ(aZyZ +-b2x2)
y =- 3 .

a*y

Teniendo en cuenta que a?y? + b?x? = a?b?, entonces,

b?(ab?) b

14

144

y=

Ejemplo 3

a4y3

b4

a2y3'

2

a2y3’

. a‘y . s - .-
Determinar 2z para la siguiente funcién, definida paramétricamente:
X

{x = Int
y=t?-1
Solucion:

Se debe aplicar derivacion paramétrica, asi:

dy
dy _4dt
dx_d_x_



d? d (d d 4t
—yz—(—y)z—(th): dt  _ = 4¢2;
dx

dx?  dx \dx dc 1

dt t
d?y "
w = 4t~
EJERCICIOS 4.2

1) En los siguientes ejercicios, verificar las condiciones del Teorema de Rolle y
hallar el valor de x, apropiado en el intervalo indicado:

a) f(x)=x3—2x2—x+2; [1,2].
b) f(x) =x3—2x* —x+2; [-12].
¢) f(x) =x3—12x; [0,2V3].

d) f(x) =x?—16x; [04].

3
e) f(x) =4x3+12x%2 —x — 3; [5,3].
2) Se puede aplicar el Teorema de Rolle para las funciones a) y b):

()_x2—16x b ()_x2+16x
Q) f)=——3"" V) ==
3) En los siguientes ejercicios, verificar las condiciones del Teorema del Valor

Medio y encontrar el valor adecuado para x,.

a) flx) =x>+x*—x; en[-21].  b) f(x) =xz%+x5_4; en [—1,4].
¢) f(x) =vx+2; en[4,6]. d) f(x) = zxzx_# en [—%,3].

e) f(x) = Inx; [1,2e].

4) Obtener un valor aproximado para las siguientes expresiones:
1
3 . 3. il
a) V31 ; b) (5001)%; ¢) 999

5) Calcular los siguientes limites, por medio de la Regla de L’'Hopital

e — T3 . cos (2x) — cosx
a) lim ———. b) lim >
x—0 senx x—0 sencx

c) }Ci_r)r(l)(x cS Xx). d) }Ci_r}(l)(l —eX)e"



e) lim <i #) f) lim e t9%,

x>0\x2 1 —cosx x=0
~ In(ctg x) _ 1\*
9 My geserx W im(1+7)
e*(1—¢e*
i) lim ( )

x>0(1+x)in(1—x)"

6) Hallar dy para las siguientes funciones:

a) y= se: ad b) y = arccos(2x) .
c) y =1In(tg x). d)yz%.
x“+1
& y=1r. fy=22.
Vx 2x +1
7) En los siguientes ejercicios, encontrar para los valores dados: Ay, dy y Ay —
dy:

1
@) y=x*>—3x; x=2; Ax=0,03. b)y=—; x=2; Ax=0,0L
x

) y=x3+1; x=1; Ax=—05 DY=G-0% x=3; Ax

= 0,01.
dy :
8) Hallar 2 para las funciones dadas:
a) 2xy3 +3x%y = 1. b) xy = (x — y).
¢) x*Iny +y?Inx = 2. d) cosx + cosy = xy.

9) Para las funciones dadas calcular la derivada que se indica en cada caso.

1

a) f(x) = T—%° O ). b) f(x) = arctg x; f"(1).
¢) f(x) =x3Inx; f*(x). d) y=1;§; y@
e) y=lInx; y™ ) y=xe*; ym,

10) Hallar las segundas derivadas de las siguientes funciones:

a) y =1+ x?)arctg x. b) y= i

c)y= : —J1 — x2
)y @+ vx d) y 1 —x? arcsen x.



e)y=ln(x+ 1+x2). ) y=+a%—x2.

. . x=3 . — iy
11) Demostrar que la funcién y = vy satisface la siguiente relacion:

2y12 — (y _ 1)yu.

12) Demostrar que la funcién y = eVx + e V¥ satisface la relacién que sigue:

n __ 1 ! + 1 — O
Xy = 2 y 4}’ =0
13) Paralas funciones dadas, determinar la derivada indicada:

d3 1
a) y=tg(x+y); d—x}; b) y =sen(x +y); y".

c) eXtV =xy; y". d) x> +y3—3axy=0; y".

14) Determinar la derivada indicada de las funciones que siguen, definidas en

forma paramétrica:

{xzacost _ dz_y
a) y=asent’ gx2’

b {x=a(t—sent)_ @
) y=a(l—cost)’  dx2’

{x = atcost d?y
) 1y = atsent’ gxz-
15) Demostrar que se cumple la relacion indicada para la siguiente funcion:

{x=31:2

y=3t_t2;36y”(y—\/§)=x+3.






CAPITULO 5.
APLICACIONES DE LA DERIVADA

5.1 APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA DERIVADA
5.1.1 Tangente de una curva

Sea y = f(x) una funcién diferenciable en x,. La pendiente de la recta tangente a la
curva de ecuacién y = f(x) en el punto (x, yo) esm = f'(x,) (ver Figura 135).

y=1(x)

Tangente

Figura 135. Grdfica de la tangente a una curva.

La ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto (xq,y,) es:
Y=o = f'(x0) (x — xp).

5.1.2 Direccion de una curva

Sea « es el angulo que forma la recta tangente a la curva y = f(x) con la horizontal
en el punto x,. Como su tangente trigonométrica es precisamente f'(x,), entonces
es claro que:

tg a = f'(xo).

Por lo tanto, la direccion de la curva en el punto (xg, y,) es:
a = arctg[f'(xo)].

5.1.3 Recta normal a una curva

La ecuacion de la recta normal a la curva cuya ecuacion es y = f(x) en el punto
(x9,y0) viene dada por la expresidon:



-1
Y —Yo =f,—xo)(x—xo)-

Esta recta es perpendicular a la recta tangente en el punto (xg, y,)-
5.1.4 Angulo entre curvas

El 4ngulo formado por las curvas de ecuaciones y=fi(x) y vy = fo(x)
diferenciables en el punto comun P(x,,y,) es el formado por las tangentes a esas
curvas dicho punto. De la Figura 136 se tiene que: @ = a, — a4; entonces,
_tga—tga

S l+ttga,tga;

tg @ =tg(a, — a;)

De aqui se obtiene que,

f2(x0) — fi'(x0)
1+ 15 (xo)fi'(x0) |

@ = arctg

y=f(x) y=A(x)

Figura 136. Representacion grdfica del dngulo entre curvas.

NOTA:

Sitg @ > 0, el angulo en el punto de interseccion es @.

Sitg @ < 0, el angulo en el punto de interseccién es 180° — @.
Ejemplo 1

Determinar las ecuaciones de la recta tangente y de la normal a la curva en el punto
dado:

a)y— x x 2; 12 )

4
\/§1>_

2 2 _1. (X2 =
b)yx*+y ,(2,2

c)y =log,x; (4,2).



Solucion:

1y +5
a)y—4x X >

!

1
y'=5x=2 y'(0)=-2.

5
Recta tangente a la curva en (0, E):

> 2x—=0); y=-2 +5
y-3= x Jy=-2x 43

5

Recta normal a la curva en el punto (0,2):}1— S =

|
N |-
~
=
I
(e
—
<
Il
N | =
=
+
N | v
~~
<
)
=

Figura 137).

2
Figura 137. Representacion grdfica de la funcién f(x) = x: —2x + ;

b) x*+y?=1.

Al derivar implicitamente, se obtiene:

X V31
2x + 2yy' = 0; y’=—;;y’< >=— = —/3.

22

N|r—x|l\>|$|

2 ; V3 1
Ecuacidn de la recta tangente al circulo en el punto (7 , E) es:

1 V3
y—§= —V3<X—7> Yy = —V3x + 2.
31
Ecuacion de la recta normal al circulo en (g, E) es:

1 1 V3 V3
<x—7>;y=?x.



Figura 138. Representacidén grdfica de la funcién x* + y? = 1y la tangente en (?,%).

c) y=log,x:
1 1
y _xan'y(4'2)_4ln2'
Recta tangente
2= 33697 = (i) (- 1d)
YT e T m2 Y T Y T Gme)” 2/
Recta normal:

y—2=—-4In2(x —4);
y=(—4In2)x + (161In2 + 2).

v

x f 1 A __,,-/
p=—| 2 -— | ~
T 4In2is In2) -~
.--"'/
-

Figura 139. Representacién grdfica de la funcion y = log, x, y la tangente en (4,2).

Ejemplo 2

a) Determinar los angulos que forma la curva y2 = x + 1, en los puntos de

interseccion con los ejes cartesianos.



b) Determinar 4ngulo que formanlas curvasy = (x — 2)%, y = —4 + 6x — x% enel
punto de interseccién

c) Demostrar que las hipérbolas x? — y? = 1, xy = 1 se cortan entre si, formando

un angulo recto.

Solucion:

o : 1
a) Alderivar implicitamente, se obtiene, 2yy' =1;y' = 2
Los puntos de corte de la parabola con los ejes coordenados son:

Eje y: A(0,1) y B(0, —1); eje x: C(—1,0).

, 1 1 0o
1) y'(0,1) =m=§=tga1; a, =arctg(§) ; g = 26°33.
2) y'(-1,0) = LI t ;
) y ’ - 2(_1) - 2 =1gay;
1 1
a, = arctg (——); a, = 180° — arctg (——);
2 2
a, = 180° — 26°33'; a, = 153°47" .
] 1 0
3) y'(-1,0) = 2000 = o; tgas = ©; az = arctg «; az; = 90°.

Figura 140. Grdfica de y? = x + 1y dngulos en los puntos de interseccion con los ejes.

b) Los puntos de interseccion de las parabolas son P(1,1) y Q(4,4).

Los angulos @ y @, son iguales (ver Figura 141).

Las derivadas:

y=@x=-2)5y =2(x-2) y(®) =4



y=—4+6x—x%y =6—2x;y'(4) =2.
Por tanto,

—2-4 -6

YOI @

—6'(25— t (6)~40°36’
=7 @=arctg|z)~ .

v

y= —4+6x-x°

Figura 141. Grdficade y = (x — 2)%; y = —4 + 6x — x2, y dngulos en los puntos de
interseccion

c) Puntos de interseccién de las hipérbolas x? —y%2 =1, xy = 1.

Se debe resolver la ecuacién x* —x? —1 = 0.

Las raices de la ecuacién anterior son: x = +-+/2 4 2v/5 . Por lo tanto, los puntos de

N | =

interseccion de las dos curvas, son:

P(% /z+2\/§,#> y Q(—% /2+2\/§,—#>.

2+2V5 2+2V5
Estos puntos son simétricos respecto al origen de coordenadas.
Al derivar xy = 1, se obtiene, y' = xiz; por lo tanto,

"( ) =—
X1, .
Yy X1, )1 e

Al derivar x? — y? = 1, se obtiene, 2x — 2yy’ = 0; de donde, y’ = g; por lo tanto,

1++/5

y (X1:3’1) = 2 .

De modo que:



1++/5 2

2
tg @ = 1+45 ; tg @ = oo; entonces, § = 90°.

1+ (25) (- 20)

Figura 142. Grdfica de x*> — y? = 1; xy = 1y dngulos en los puntos de interseccién

5.2 RAZON DE CAMBIO

El concepto de Razén de Cambio, también conocida como Rata de Cambio o Tasa de
Cambio, se refiere, a la medida en la cual una determinada variable se modifica con
relacion a otra.

Siy = f(x) es una funcién de x, la razén de cambio de y por unidad de cambio de x
en x,, es precisamente f'(x,), si esta existe.

Para resolver problemas de variaciones de magnitudes con respecto al tiempo, se
propone el esquema siguiente:

1) Entender el problemay determinar las variables intervinientes.

2) Establecer la relacion funcional entre las variables y la variaciéon que se
desconoce.

3) Derivar con respecto al tiempo, reemplazar datos y obtener la variacion
desconocida.

4) Concluir.
Ejemplo 1
Una lamina metalica en forma de triangulo equilatero, se calienta y cada lado se

dilata a una tasa de % cm/h. Calcular la velocidad con que se dilata el area del

triangulo, cuando los lados miden 20 cm.

Solucion:



Inicialmente se calcula el area del triangulo en funcidon del lado.

h

B

Figura 143. Representacion del tridngulo del problema

Sea x la longitud del tridngulo, medida en cm; entonces, el area es:

A=Lan 1
=5 xh. (1)

De la Figura, se tiene que:

X\ 2 x? 3x?
2 _ (2 2. p2 — 2 _ 2~ p2 2% |
x—(2)+h,h—x 4,h—4,
V3
h=7x. (2)
Al sustituir (2) en (1), se obtiene,
a1 ().
=zx{5x);
V3
AZTXZ. (3)

Al derivar la expresion (3) respecto a t, se obtiene,

dA_\/§(2 )dx_\/i( 4%

dx 4 a2 War

Dado que, x = 20 cm ; %=%cm/h; entonces,
dA 3 1
— == -) = = 8,67.
= (20)(2) 5V3 = 8,6

Por tanto, el 4rea se dilata a una velocidad de 8,67 cm?/h.

Ejemplo 2



Dos lados paralelos de un rectangulo, se alargan a una tasa de 3 cm/seg, en tanto

que los otros dos lados se acortan de manera que la figura resultante, es en todo el
tiempo, un rectangulo de area constante igual a 60 cm.

Calcular la variacién que experimenta el perimetro, cuando la longitud de los lados
que se alargan llega a:

a) 6cm.
b) 10 cm.

c) Determinar las dimensiones del rectangulo cuando el perimetro deja de
disminuir.

Solucion:

Sean:
x: longitud en cm de los lados que se alargan.
y:longitud en cm de los otros lados en t.

P: perimetro.

A: area.
y
X
Figura 144. Representacién grdfica del problema
Entonces:
P=2(x+y). (D

Al derivar la expresién (1) con respecto a t, se obtiene:

P (dx d
2(S+2)-

e ta )

Ahora bien, el drea se calcula como sigue:
A = xy. 3)

Al derivar la expresion (3) con respecto a t, se obtiene:



dA dy+ dx
dac Ydr YA

Como A = 60 (constante), entonces

AL 4
*ac T Yar T )

a) Cuando x = 6 cm y = 10 c¢m, se tiene que:

dx 3
P cm/seg.

Al reemplazar en (4), se obtiene:

dy _ dy _
(6)E+ (10)(3) = 0; i 5cm/seg.

Se reemplaza en (2):

dP
E—Z(S—S)——4cm.

Aqui el perimetro disminuye.
b) Cuandox = 10cm, y = 6 cm, % = 3 cm/seg.

La sustitucion en (4), produce lo siguiente:

(10)% +(6)(3)=0 ;% = —1,8 cm/seg.
Se reemplaza en (2):
d—P =2(3-18) =24cm.
dt
Aqui el perimetro aumenta.
c) Elperimetro deja de disminuir cuando Z—f = 0. Esto ocurre cuando % = % = —3.

Por tanto, x(—3) + y(3) = 0, entonces x = y. De esta manera, se obtiene un
cuadrado de lado x.

A = x? = 60 cm?; x = V60 cm; entonces, dado que x =y, se obtiene que,
x=y=2V15cm.

Ejemplo 3

De un recipiente de forma cénica invertida, sale agua a razén de 2 cm3/seg. Si el
radio del cono es 5 cm y la altura 10 cm, determinar:

a) Lavariacion que experimenta el nivel del agua, en el instante en que la superficie
libre ésta a 8 cm de la base del recipiente.



b) Lavariacién que experimenta la superficie libre del liquido.

c) Lavariacion del perimetro de la superficie libre.

Solucion:

El volumen del cuerpo de agua en el cono de radio r y altura h es:

1
V= §nr2h. (1)

Por semejanza de tridngulos, se tiene la siguiente relacién:

0_h _1
5 _r'r_Z '

Al reemplazar r en (1), se obtiene:

s Lella)h
—3™\2 '
o 2

12' ()

—5 —

Figura 145. Representacion grdfica del problema

Al derivar la expresion (2) con respecto t:
dav _m ,dh 3
dt 4 dt’ 3)

3
a) Dado que Z—‘: =20m /seg , h = 8 cm, entonces al reemplazar en (3) se
obtiene:

L _Mgdh dh_ (D@ dh_ 1 _ o ocm
4 dt'dt  64m ' dt  8m ' seg’

El nivel de la superficie libre del liquido, disminuye a una tasa de 0,0397 cm/seg.

1
b) El area de la superficie libre es A = r? yr=- h, entonces:



1 \? mh?
A=7T(Eh);A=—. (4

Derivamos (4) con respecto a t:

dA _m dh .
dt 2 dt’ ©

dh 1 .
o = g entonces al reemplazar en (5) se obtiene:

Como h = 8cm,
dt

dA_n(S)( 1)_ 1 0.5 cm?
dt 2 gr) = T2~ O emi/seq.
El 4rea de la superficie libre, disminuye a una tasa de 0,5 cm?/seg

c) Elperimetro de la superficie libre es:

P=2nr=2 (h)
=2nr =27 5);

P = mh. (6)
Al derivar (6) con respecto a t:

ar dh_dP_ ( 1)_ 1 0.125
at - "ardr T "\ Tag) T g~ TOl25em/seg.

El perimetro de la superficie libre, disminuye a una velocidad de 0,125 cm/seg.
5.3 MAXIMOS Y MINIMOS
Para la resolucion que involucra la obtencion de maximos y minimos, se debe

seguir los siguientes pasos secuencialmente:

1) Formular la funcién que se desea optimizar (obtener maximo o minimo), la cual
se debe expresar en términos de una sola variable y = f(x).

2) Calcular la primera derivada de la funcion f'(x).

3) Igualar a cero la primera derivada y resolver la ecuacion resultante para
obtener puntos criticos: f'(x) = 0; x*: puntos criticos.

4) Calcular la segunda derivada de la funcién f"'(x).

5) Sustituir los puntos criticos en la segunda derivada y decidir el tipo de punto
critico:

f"(x*) < 0 entonces x* define un maximo.

f"(x*) > 0 entonces x* define un minimo.



En cualquiera de los casos, f(x*) es éptima.

Ejemplo 1

Un rectangulo tiene dos de sus vértices sobre el eje x y los otros dos sobre las

rectas:
y=x+1,y=—-x+6.

Determinar el area maxima que puede tener el rectangulo.

Solucion:

P(x+].y)

y=—x+6

M(x+1,0) N(-x+6.0) X

Figura 146. Representacion grdfica del problema

El area del rectangulo MNPQ es:
A= MN * MP .

Esto es:
A=[(—x+6)—(x+1)]*xy;A=(-2x+5)(x + 1);
A= —-2x%+3x+5. (1)

Al derivar (1) con respecto a x se obtiene:

aa 4x + 3
— = —4x .
dt
Al igualar a cero la derivada, se obtiene los puntos criticos:

dA 3 -
— =0; —4x + 3 =0; x =— (Punto Critico).
dx 4

Se calcula la segunda derivada:



dZA— 4 <0
dx? '

Dado que la segunda derivada es menor que cero, entonces:

3
x = 1 maximiza la funcion A.

Ahorabien,y = x + 1; y=%+1=£.

Por lo tanto, la altura del rectangulo es %y labase es (—2x +5) = -2 G) +5= %

De manera que, las dimensiones del rectdngulo con drea maxima son:

7 7 7 7 49
MN:E; Pzz;AméxZ—X—Z—u.

Ejemplo 2

Se requiere construir un recipiente cilindrico con tapa de 100 cm® de volumen.
Determinar las dimensiones del cilindro, de manera que la cantidad de material
utilizado en la construccion del cilindro sea la minima.

Solucion:

Figura 147. Representacion grdfica del problema

Sean h y r las dimensiones del cilindro; su volumen es:
V =nr*h = 100;
mr?h = 100. (D
La cantidad de material utilizado en la construccion del cilindro, es el area total del
cilindro, esto es:
A = 2mr? + 2nrh. (2)
Al despejar h de la ecuacion (1), se obtiene:

100

nre’

(3)



Al sustituir (3) en (2), se obtiene:

_ ) 100
A =2nrc + 2nr — )
r

(4)

La derivada de (4) con respecto a r, es:

dA 200
— = 4uar + —5 -
r

dr

Al igualar a cero la derivada, se obtiene los puntos criticos:

200 50 350 B
dnr+—=0;1r’=—;1r= |— (Punto critico).
r T s

La segunda derivada es:

d?A 400 d? [3]50 O

=4+ —; —
dr? r3 ' dr? T

3,50 . .
Por lo tanto, r = — minimiza el drea.

Al reemplazar r en (3), se obtiene,

100 350
h=———;h=2| |— |
(6
ol 22
Jis
. - 300 5
Por lo tanto, el &rea minima es, A,,i, = e U
Ejemplo 3

Como se debe cortar un alambre de 1m de longitud, para forrar una de las partes de

un cuadrado y con la otra un circulo, de modo que la suma de las areas de las figuras

obtenidas sea minima.

Solucion:

[
=
e

4x

Figura 148. Representacién grdfica del problema



Sean:

x:longitud del lado del cuadrado en metros.
y:longitud del lado del circulo en metros.
Area del cuadrado, 4; = x2.
Area del circulo, A, = my?.

La suma de las areas es:

A= x?+ my?. (D
Dado que, el perimetro del cuadrado es 4x y el perimetro del circulo es 2my,
entonces,
4x + 2my = 1. (2)
De la ecuacion (2), se tiene:
_1—-4x 3

Al reemplazar (3) en (1), se obtiene:

2

)

1—4x>

A=x*+ (
X T o

1
A=x*+ 5(1 — 4x)2. (4)

Al derivar (4) con respecto a x, se obtiene lo siguiente:

dA 2
— =2x——(1 — 4x).
dx T

Al igualar a cero la derivada, se llega a lo siguiente:

2
2x ——(1—4x) =0;
T

x = —— (Punto critico).
T+ 4 ( )

La segunda derivada es,

dZA—2+8>0
dx? T~

1 . ..
Entonces x = —, minimiza la funcién A.

La sustitucion de x en (3), conduce a:



Por lo tanto:

1\ 1y
tnin=(57) +7 (o)
Apmin = 1 m2.
™A+ 4)
Ejemplo 4
Hallar dos niimeros positivos, cuya suma sea 20 y ademas:
a) Su producto sea maximo.
b) Lasuma de sus cuadrados sea minima.
c) Elproducto del cuadrado de uno de ellos por el cubo del otro, sea minimo.
Solucion:

a) Seax y 20 — x los nimeros cuya suma es 20; sea P = x(20 — x)
dP
P =20x—x%; —=20—2x.
dx

Al igualar la derivada a cero, se obtiene:
20 —2x = 0; x =10 (Punto Critico).
La segunda derivada de P con respecto a x, es:

d*p =-2>0

dx? '
Por lo tanto, x = 10, maximiza P. El otro numeroes y = 20 — 10 = 10.
En consecuencia: P35, = 10 * 10 = 100.

b) SeaC = x? + (20 — x)2.

dc
— =2x — 2(20 — x) = 4x — 40.
dx

Al igualar a cero la derivada, se obtiene:
4x — 40 = 0; x = 10.

La segunda derivada es:
d°c =4>0
dx? '

Por lo tanto, x = 10 minimiza a C; el otro niimero es 10.



En consecuencia, Cy,i, = 10% + 102 = 200.

c) D =x%(20 - x)3.

dD
- —3x2(20 — x)? + 2x(20 — x)3 = 0;

—3x2(20 — x)? 4+ 2x(20 — x)® = 0; —=5x% + 40x = 0; =5x(x — 8) = 0.
Puntos criticos: x = 0; x = 8.
Puesto que x = 0, es inadmisible; entonces, el punto critico es x = 8.

Se calcula la segunda derivada:
2

dx?

2D

dx?

= 1600x — 3600x2 + 240x3 — 5x*%;

(8) = —5760 > 0.

Por tanto, x = 8 maximiza a D; el otro nimero es 20 — 8 = 12.

En consecuencia, Dy,s, = 82(12)3 = 110592.

5.4 TRAZADO DE CURVAS DE FUNCIONES

Para trazar la grafica de la funcién, cuya ecuacién es y = f(x), se procede de la

siguiente manera:

a) Encontrar las intersecciones de la grafica con los ejes x y y para lo cual se hace

x = 0y y = 0 respectivamente.
b) Determinar el dominio de definicién de la funcién.

c) Determinar (si existen) las asintotas de la funcion asi:

e y = c es asintota horizontal si ;l_r)glo fx) =c.

e Para hallar una asintota vertical, se consideran los valores de x para los
cuales f(x) no esta definida. Si f (x) no est4 definida en x = a entonces x =

a es Asintota Vertical.

e Sif(x)= % es una funcién racional, en la cual, el grado de p(x) es mayor

en una unidad que el grado de q(x), entonces al dividir p(x) entre q(x) se

obtiene:

f(x) =mx + b+ r(x) donde ;im r(x) = 0.

De esta manera y = mx + b es Asintota Oblicua.

En general y = mx + b es asintota oblicua si:



f)

lim——==m y lim[f(x) —mx] = b.
x—-o0o X X—00

d) Calcular la primera derivada de f(x) con respecto a x, f'(x).

e) Igualar a cero esta derivada y resolver para x, esto es: f'(x) = 0. De aqui se
obtienen puntos criticos.

f) Criterio de la Primera Derivada. Determinar regiones de crecimiento y
decrecimiento de la funciéon f(x) y establecer maximos y/o minimos (Criterio de
la Primera Derivada), asi:

Si x, es punto critico, se pueden presentar los casos, que se muestran en las
siguientes graficas:
f(x0) <0
AY AY Ay
Maximo Pto inflexion
E fll(x0)<0 f‘I(XC;)}O E ‘f"(xa)‘O
Minimo |
+ i - R S i 5
Xo X Xo X Xo %
Fig. 4.a Fig. 4.b Fig. 4.c
e Sif'(x) cambia de positiva a negativa al pasar por x,, entonces (x,, f(xg)) es
Mdximo Relativo. (Fig. 4.a).
e Si f'(x) cambia de negativa a positiva al pasar por x,, entonces (x,, f (x,)) es
Minimo Relativo. (Fig. 4.b).
e Si f'(x) es positiva (o negativa) en los dos lados de x,, entonces (x, f(xy))
no es ni maximo ni minimo; es punto de Inflexién. (Fig. 4.c).

g) Calcular la segunda derivada f"'(x). Resolver la ecuacion algebraica f''(x) = 0
para x, permite obtener puntos de inflexion, si falla el criterio de la primera
derivada.

h) Criterio de la segunda derivada. Si x,, es punto critico y:

e f"(x9) <0, entonces, existe Mdximo Relativo en (x,, f(x,) y f(x) tiene
concavidad negativa.

e Sixgespunto criticoy f''(x,) > 0, existe Minimo Relativo en (x, f (x,) y f(x)
tiene concavidad positiva.

i) En algunos casos conviene tabular para algunos valores de x.

Ejemplo 1

Construir la gréfica de la funciéon f(x) = x3 — 6x2.

2

Solucion:

Intersecciones con los ejes: si x = 0; f(x) = 0 = (0,0) pertenece a la curva.



f)=0=x3-6x2=0=x*(x—-6)=0=x=0y x =6.

Por lo tanto, (6,0) pertenece a la curva.

* Dominio de definicion: por tratarse de una funcién polinédmica, el dominio de la
funcién son los nimeros reales.

= Asintotas: no tiene asintotas verticales ni horizontales, por tratarse de una
funcién polinémica.

= Intervalos de crecimiento, decrecimiento y puntos criticos:
f'(x) = 3x% — 12x.
Al igualar a cero la primera derivada, se obtienen los puntos criticos:
3x2 —12x = 0;3x(x —4) = 0;x = 0y x = 4 son puntos criticos.
Estos dos puntos criticos permiten establecer los intervalos (—o, 0); (0,4); (4, ).

Se toman los puntos de prueba —1 € (—0,0); 1€ (0,4)y 7 € (4, %)y se analiza el
signo de la primera derivada.

f'(=1) =15> 0 = en (—x,0) f es creciente.
f'(1) =-9< 0= En(0,4) f esdecreciente.
f'(7) =63 >0 = En (4,0) f escreciente.
Por tanto, por el criterio de la primera derivada se cumple lo siguiente:
(O,f(O)) = (0,0) es punto maximo relativo.
(4,f(4)) = (4, —32) es punto minimo relativo.
= Puntos de inflexion y concavidad.
Se calcula la segunda derivada y se iguala a cero.
f'(x)=6x—12;6x—12=0;x = 2.
(Z,f(Z)) = (2,—16) es punto de inflexidon.
Ademas,

f"(1) = —12 < 0; la curva tiene concavidad negativa en (—oo, 2).

f"(3) = 6 > 0; lacurva tiene concavidad positiva en (2, ).



2

Figura 149. Representacidn grdfica f (x) = x3 — 6x

Ejemplo 2
Trazar la grafica de la funcion:

6x
e
Solucion:
= Intersecciones con los ejes:

Si x = 0,entonces, f(x) = y = 0 = (0,0) punto de interseccién con los ejes.

Si x = 0, entonces, f(x) =y = 0; por lo tanto, el punto (0,0) es el punto de
interseccion con los ejes.

* Dominio: esta constituido por los reales a excepciéon de x = —1.

= Asintotas: x = —1 es asintota vertical. No tiene asintotas oblicuas. y = 0 (eje x)
es asintota horizontal en las cercanias de —oo y + co.

= [ntervalos de crecimiento, decrecimiento y puntos criticos.

La derivada de f(x) igualada a cero produce puntos criticos y determina
intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.

6(1—x)

T

Se encuentran puntos criticos al igualar a cero la primera derivada.

6(1—x) B

f'(x)=0; m—o.

De donde, x = 1 es el Unico punto critico.

. . . . 1
Se analiza el signo de la primera derivada en los puntos de prueba: x = —=2; x = 7

x = 2, que pertenecen respetivamente a los intervalos (—oo, —1); (—1,1); (1, +0).



f'(=2) = -18 < 0 = f'(x) es decreciente en (—oo0, —1).

1\ 8 .
f' (E) =5 > 0 = f'(x) es creciente en (—1,1).

2
f'(2) = ~9 < 0 = f'(x) es decreciente en (1, +).

Por lo tanto, segtin el criterio de la primera derivada, se presenta un maximo relativo
en el punto, (1,f(1)) = (1,%).

Por otra parte, se debe tener en cuenta que en x = —1 la funcién no esta definida,
ademas, que x = —1 es asintota vertical.

= Puntos de inflexion y concavidad:
vy 12(x—2)
IO =G

La segunda derivada igualada a cero, produce puntos de inflexién

12(x—2)

=0, x=2
o+t

fll(x) — O

Entonces el punto de inflexion es (Z,f(Z)) = (2,3).

Por otra parte:
f"(—2) = —48 < 0; se presenta concavidad negativa en (—oo, —1).

f"(0) = —24 > 0; se presenta concavidad negativa en (—1,1).

3
f"(3) = — > 0; se presenta concavidad positiva en (1, +o0).

64
; ¥
\'.’=—].i fl 37

: — | At

i L'EJ (Li

i T3/

P x

_1.
| flx)=—=

6Xx

Figura 150. Representacién grdfica f (x) = P

Ejemplo 3

Trazar la grafica de la funcién que sigue:



x%2 —2x+2
2—-x

flx) =

Solucion:
= Interseccién con los ejes:
Six = 0, entonces, f(x) = y — 1; por tanto, el punto (0,1) es intercepto con el eje
y.
= Dominio: R — {2}.
= Asintotas:
Verticales x = 2.
Oblicuas: y =mx + b

o f) o x2—-2x+2
m = lim — = lim ——— = —1.
X—00 X X—00 x(z —X)

_ o [x2—-2x+2 _ 2
b = lim[f(x) —mx] = lim | ————+ x =11m( )=0.
X—00 X—00 2 —x x>0 \2 — X

Por lo tanto, la asintota oblicua es: y = x.

* Puntos criticos, intervalos de crecimiento y decrecimiento:

ooy XA+ Ax =2
f(x)——(x_z)2 ;
f’(x)=0;%=0;x=2—\/§;x=2+\/§.

Puntos criticos:x =2 —v2 ; x =2+ /2.

Se toman los puntos de prueba x =0; x =1; x = 3; x = 4 que pertenecen a los
intervalos (—00,2 — \/f), (2 — \/7,2); (2,2 + \/E), (4,00) respectivamente y se
analiza el signo de la primera derivada.

1
f'(0) = —3 < 0; f decrece en el intervalo (—00, 2 — \/E)

1
') = 5 > 0; f crece en el intervalo (2 -2, 2).
f'(3) =1 > 0; f crece en el intervalo (2,2 + \/E)

1 .
f'(4) = -3 < 0; f decrece en el intervalo (4, ).

Por el criterio de la primera derivada, se tiene:

(2 — \/f,f(Z — \/7)) = (0.5857,0.8284) punto minimo relativo.



(2 + \/7,]‘(2 + \/7)) = (3.4142,—4.828) punto maximo relativo.

= Concavidad y puntos de inflexion:

—(x —2) ; = 0.

f!(x) = f"(x) =0;

(x-2)°
De aqui se concluye, que no hay puntos de inflexion.
Por otra parte:
f"(0) = % > 0, entonces, en el intervalo (—oo, 2) se presenta concavidad
positiva.

f"(3) = —4 < 0, entonces, en el intervalo (2, ) se presenta concavidad
negativa.

(0.5857;0,8284)

—4 P (3:4142;-4,828)

x%—2x42
2—x

Figura 151. Representacidn grdfica f(x) =
EJERCICIOS 5.1

1) Determinar las ecuaciones de las rectas tangente y de la normal a la curvas
dadas, en los puntos indicados; ademas, trazar las graficas respectivas.
a) x2—y2=7;, (4-3) -

b) x = 4y?; (1,%).

c) 4x?>—8x —2y=175; (2,;).

d) 4x2+y2+6y+5=0; (1,-3).
e) y=e™; (0,1).

f) y = senx; G,g)

8 y=57% (0-3)




2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

Determinar los puntos de la curva y = x> — 20x? donde la tangente es
horizontal.

Hallar los angulos que forman las curvas dadas en los puntos de interseccién

1 2
a)y = x? x=§(y2—3y); byy?—x—1; x2+y?= 13;c)x=;; x
= log,y.
De un recipiente de 3m de radio y 10 de profundidad sale agua a una tasa de
4 m3 /min.
a) Calcular la variacion que experimenta la altura de la superficie y el radio
cuando la profundidad del agua es 6m.

b) Calcular la variacién que experimenta el area de la superficie libre y el
perimetro de la superficie libre, cuando la profundidad es de 6m.

Considerar un tetraedro regular, con arista 10cm. Si las aristas aumentan de
longitud arazén de 0,1 cm/min. Calcular con qué velocidad aumenta el volumen
y el area total.

De un depésito de forma de prisma recto, cuya seccién es un triangulo equilatero
con lado 1m y altura 10m, sale agua a velocidad de 800 cm3 /min; calcular:

a) Velocidad de diminucidn del nivel del agua.
b) Tiempo después del cual, el depdsito esta vacio.

Una caja abierta de base cuadrado, debe tener un volumen de 6400 pg3. Si el
costo del material de la base es de $75 por pg? y el costado $25 por pg2.
Determinar las dimensiones de la caja, de manera que el costo de los materiales
de fabricacion de la misma, sea minimo.

Determinar las dimensiones del cilindro recto de area lateral maxima, que se
puede inscribir en una esfera de 8 cm de radio.

Determinar la ecuacion de la recta, que al pasar por el punto P(3,4) determina
con los ejes coordenados, un triangulo de area minima en el primer cuadrante.

Calcular los valores aproximados de las siguientes expresiones:

. 3 1
a) 3/8,02; b) send2’; ¢) (8,9)2 + T+5.
(8,9)2







RESPUESTAS DE EJERCICIOS PROPUESTOS

CAPITULO 1
FUNCIONES REALES

EJERCICIOS 1.1

1) a) Y
-3 * C(ﬂfa]
" B(2,1)
3 0P 2 3 7
- t+-2
A(4,-2)
b) ANY
&4
A(-2,5)
21 B(2,3)
20 4 c(8,0) %
ANY
c) A
(18
J . B(1,2)
. Y
2 0 2 ;
b " C(4,-2)




ANY

d) C(4,14)
L 14 -
+10
« B(1,8)
14
A(-3,2)
+ ' t >
-4 0 2 4 %
EJERCICIOS 1.2
1) ) NY b) ANY
a
¥ =25%248%-12 00t
104
1,2
\ sl / | y=-=x2+24%
4 3 + >
-1 1 % 100
54
-10 4 : ; N
-10 0 40 60
| / \ x
) M Y
= 1 1 d)
Y= —=xi- L
5 me 1a ¥ =082 40,018 +1
0,01 \/
1
> ; >
0,4 of~.02 0 0,2 x 2 1 1 2 %
0,008

7 5
2) a)y=—§x2—§x+10; b) y=—2x%2+3x+1

4) @) 11,5 afios ; Ppge = 1.822.500.

b) P(4) = 1.260.000; P(12) = 1.820.000.

¢) 23 anos.



Y

N Py 10000

200+

140

S0+

P =10000(50+ 23t —12)

EJERCICIOS 1.3

e) p(x) =x*+ (-3a + b)x3 + (3a? — 3ab — b?)x? + (—a® + ab? — b3)x

1)
13
a) p(x) = x3 —?xz + x
b) p(x) = x* —5x% + 4
¢) p(x) = x5 —8x3 + 16x
d) p(x) = x* +0,9x3 — 0,728125x2% — 0,225x + 0,11953125
+ ab® —a3b
2)
ﬂ MNY
¥=x44+x2+1
1 2 ;
b)

L]
-
(==
-
L]
a4




f(x)=x4-x2-1

2
d Y
) . f)=4x3+200°-23%+ 8
- : >
1 1
: 4
ANY
1) ¥=24x3+46%%+3%-3
e)
6..
1 0 ?
Tox
54
D y
T f(x)=x4+2x3-2x2-gx-8
10+
51

10+

204



EJERCICIOS 1.4

1)
a)
>f=-2r\‘f
:
X 4
: T2 y=1
______________ T
2 & -4 . L 2 3 -
-1 §
Y=xvz /T
1
1
b)
A1
Y X—2

c)
Y o X=?
]
|
21 |
1
. ! . N
.2 0 | 5 ;
|
! X
24 N
D V=R

d)



AY
gl
________________ 2l o _____
/‘—'—‘(—‘__'_ S
-4 0 g ;
ol 22 —4
%
3)
A P(t)
3000
2700 —
I
1
15004 i
I
1
1
1
|
— >
3 10
d t (meses)

a) P(6) = 2571; b) 9meses ; c) 3000

EJERCICIOS 1.5

a)

™Y v =]ax—11]

b)

=Ny



/- ZI¥l=%+5

(-a/a1)

=
]
N

(=
]
N

-20

h
N

Y

B yv= L +al-4

-10 10 20

[
N

04




EJERCICIOS 1.6

1 MY
) a)
0,2}
y=p2%X-3
0,1t
_J'/ A
2 0 1 2 s
X
0,14
ANY
b)
}}:‘T---Y:‘]
. T
-2 0 2 4
X
c) YA
“:\&—‘ --------- Y=4
y=4-£2%
12
N
R -2 0 \1 2z 7
X
d) ANY
10000 ===-==========---==->= =
6000 5000

2000

0,5+9,5e " %04*

0 100

200

Ead g



2y=In({1-%)

-2 -1

g)

2)

3)

d)

H N

===
wlh

|

Eadh g

=
Nt
L

Y=Iug[3x4_2]

y=4-In(2x-?)

" . N
20 20 2 —40_ §

a) x =0,623235084 ; b) x=—In4 ; c) x=3,x=2; d)x=4,x=2



 P(t)x (1000.000)

+15000

P(t)= 57002002t

20 0 20 a0 :i
t {afiog)
EJERCICIOS 1.7
a)
ANY
Y
i Tg-x +1
== it-4 YFohe 5
B 2 0 ?
-4 ] :

b)
Y
24
1
Y===
1 ]
//Nz -
s " Ny
] [i] 2 L4
_ 1
NE
24

£ =0; f(155) = ~100; £

100
1

e+1

1 1
100)=100;f(e—1)=1Te;f(e+1)



EJERCICIOS 1.8

1 AY
a)
a Y=4cos¥
A 2N
Y=cos4Xx
1
VAN /N yAAN
VANV VYAV
_q--
o1 -
b) ANY
A y=2c08%

f=2)=1n2; f(~1) =0 F(O)=1; f(\2) =%  F(10) = 2

2) C=3

am

>N



;' ' 5’=3cns(x-g) |~
_1._\5\ —~— ¥ =COSX

of w 21 2m i

A F 3

21
b) ANY
al Y:-acos(x-%)ﬂ
24
. ¥ =CO0SX

N

0] . 2m 4
\f/\—/ \ "
24 ; N
2m
N
c) ™Y
14+
_1 o ¥=genx
1] ¥ =5sen(2x+3)
// / AN
m m
.-.1‘{2
L -1
‘ 2T
AY
d) !u"=4sen(2x+%)
1+ !l'_
A A
71 \/ AN :
2m




4)

¥=ctgx

-
=W

o
dj-

b) ANY
¥ = CSCX

+ o
18]
3

v

e - ————————

x

5)

a)

]

®WV

J N‘Jﬂ N g :




b)

JCI‘
njR
>N

EJERCICIOS 1.9

1) 2) ~Y
¥ =ctghx
14 - - v
_____________ °, X
b)

v



c)

2)

b)

N Y

¥=cschx
? >
z X
a) Ay
24
¥ = arcsenhx
M M M N
rd
2 2 4 2
24
ANY
2
¥ =arccoshx
[] 1 >
y X
-2
ANY
. :
1 "
+ y=arctghx
' 24 :
]
1 1
i ]
' '
+ ' >
N 0 %




d)

e)

N Y

¥=arcctghx

—=4 -2 -1

=y

()
nt

=W

ANY
2
y=arcsechx
) >
X
7
-2 ‘_."
:
ANY
24
Y=arccschx
Y
- 1] [
] 2 2




EJERCICIOS 1.10

1)

X=I-1
3) : ™Y
1
' 14
: [x= 911-1
: 5 LY=eTH
b ~~—
;?%:"'T """""""" ¥=1
w NG 3 })(
[}
I
I +2
I
b) ANY
X =3cost
2 {y: zsent
\ \
) 0/3 §
2
ANY
-1 1 2
c) ' 5 ' } >
X
X =1+cost
24 {Y=-4 +2sent
4@
-6+
d)
ANY
&1 [)r = 2t+3
LY
% 0 5 10 \§




e) NY X =5t+6
[y=3t2+st+1

o
L]

Ny
—s
o

b

o

N

1.8




CAPITULO 2

ELEMENTOS DE GEOMETRIA ANALITICA

EJERCICIOS 2.1

1)

d(A4,0) =3V6 ; d(B,0) =3v2 ; d(C,0) =4V4 =38

1
d(D,0) =61 ; d(E,0) =+/130 ; d(F,0) =§\/1234;d(G,0)
=—41
= 306

2)

_ _ _ 2 — 1

AB =10; AC =5V2 ; AE =5 ; AF = g\/106 . FG = E\/15024
3)

_ __ 4 2

AB = 10; AG = E\/181 . BG = E‘/Z339

4 2

P=10 +E\/181 + E‘/2339 = 20,036

_ 2 |

BC =5V2 ;BG = 1—5\/2339 - CG = 1—5\/5386

2 1

P=5V2+ 1—5\/2339 + 1—5\/5386 = 18,412

BE = 2V13 ; BD =145 ; ED =+/2194

P = 2V/13 + V145 + /2194 = 66,093
5)

_ 75
Punto medio lado SQ: (— 53

— 9
Punto medio lado SB: (1, — E)

, — 11 25
Punto medio lado PR: (— - 7)

Punto medio lado PQ: (1,5)



6)

8)

14 5
mAB=_?=mDC ) mAD=§=mBC

1
Punto de interseccion de diagonales: (1, Z)

112113 60113 112113
d(L,P) =———7— ;dL,Q) =——7— ;d(L,0) =————
113 113 113

érea=% ; angulos internos: 76°34' ; 113°50’ ; 54938’ ; 114°58’

EJERCICIOS 2.2

1
a)

ANY

yz:me

'f
Mt
=W

¥2—4x-2y+10=0

[N}

=)

e
N



d)

AY
10
1" ‘_'."2-88]."—108)( +539=0
54
5 + + >
¢ \ x
AY
¥24 Y2 2BX+12Y+105=0
sl
m >
o X
+
-10
ANY
2]
2 4
o ' —
by
%2+ 7y2-34%+48Y+103 =0
2]




™

Y

3632411y2-144)- 44y - 208 =0

g) N

B
_/

Y

N

h)

e

H245y2 =2 +20¥ +16=0

>

NY

481/ f ax2-y2-4x+3y-26=0
.

o 2

5



2)

a)

X2-2y2 +X +8y-8=0

2+ y =1

7

X2+y2=4

v
N

®WV

N



MY

wE+y2 =1

/:
-
N

d)

¥2-2y-4%-3=0

EJERCICIOS 2.3
iy

a) (x,y) =(22V3) ; b) (x,y) = (V2,—V2);¢) (x,y) = (0,-2)
2)



3)

4)

5)
a)

b)

a) (r,0) =| V7, arctg (—¥> ; b) (r,0) = (4\/7%) c; (r,0)

a) (x2+vy2)2=4(x%2—-y2); b) 4x>-5y>+6y—1=0

5t
=)

= (4
(’3

¢) x2+y?=ax+ by

a) r=4cosf ; b)) r=4ctgfcsch ; c) r =2sech

(2,3)
r+1=5en3
Eje polar
LY
(-1,0) (1,0)
I'=4C0S36
Eje polar
"

(4,0)



CAPITULO 3

LIMITES Y CONTINUIDAD

EJERCICIOS 3.1

PUNTO 1

11
6) 3
11)
)3
16) —
) =3

21) — 1
26) e
PUNTO 2

a)l
2
g)e s
PUNTO 4
a) NO
PUNTO 5

k=1

PUNTO 6

2) 0

7) 2

12) 1

27)a—»b

c)0

i) 72

b) SI

A=-1, B=1

18) — 1

24) —2sena

d) 0

J) o

e) 100

k) 1

5)0

wIN

10) e

15) 1
20) =
) 3

251
)e

N1



CAPITULO 4

DERIVADAS DE FUNCIONES
EJERCICIOS 4.1

A) Definicion de derivada

1
1)3 2) -~
1 c 4
R ) @t 12
—10
7) m 8) COosS x

B) Reglas de derivacion

Funciones algebraicas

1
1) — -+ 2x — 2x3
3
bc —ad
(c + dx)?
1
5) 5
Va(~1+2)
2 4 1
(2x —1)%  x2

3)

7)

2
3 —_
) 3%/2x

3
6) —— —
)2\/3x—7

9)2 cos 2x

2) amt™ 1 + b(m + n)t™tn1

s

Yo

6 6ax>
va? + b2

8) ng;

10) 28x°® — 72x° + 5x* + 96x3 — 52x2

Funciones trigonométricas y trigonomeétricas inversas

1) —10sen(2x) + 9cos (3x)

2
2senxcosx —1

3)

5)zarctg z

7) —ctg®xcsc  x —csc3x — 3 cosx

9) 0

> + arcsen x
1—x

4) sent + t’sent

6) ctg x — xcsc?x

8) 2sec?x + 3csc?x



Funciones exponencial y logaritmica

1) (x7 + 7x%)e*
12y
(-3¢

5) — (senx + cosx)e*

2) xe*
x 2x
Y- In?x ' Inx
2
6) x + 2xlnx — m

7) [(2x — 1)cosx + (x? — x — 1)cosx — (x? — x — 1)senx]e*

8) % (1 - Inx)

Funciones hiperbdlicas e hiperbdlicas inversas

1) xcoshx + senhx

3 2x x%senhx
) coshx coshx
) 3(1 — ctghx) 3ctghx

Inx Inx

arcsenhx N arcsenx
V1 — x2 V1 + x2

Funciones compuestas

3a
1) = (ax + b)?

-3 1
42x — 18 ' 2(2x — 1)7
1

3)

+ 4(2x — 1)®
5) 20cos2x(3 — 2sen2x)*

—ctgxcscx  cos2x
2 /ctgx  Vsen2x

e* + 5cosx — 84/ (1 — 4x?)?!

9)

e* + 5senx — 4arcsen(2x)

1
11)
x(1 + In?x),/arctg(lnx)

1 1
1+x%2 1—x2
senhx

2)

2
2 3 (coshx — 1)

6) [-tgh’x + tghx — x]e*

2) 6b(2a + 2bx)

—X

R V1 — x?

-1
) 9vVx(1 + x) [arctg\/ﬂ2
(x + De*

2Vxe* + 1
-1

2(x2+1) /arctg (i)

12) [2cosxsenx + 2cos?x]e®* + 2sec’xtgx

6

8)

10)




1

13)

4x1++Vinx +1

Derivacion logaritmica

2 1 2x
Dy (_ - - + 3ctgx 2(x? + 1)cos2x
3x 1—x 14#x? 2) leln(senZ(x)) + ( 2) l
- Ztgx) sen(2x)
Vx  Inx
3) y(1 + Inx) 4 —+—
)y )y< x T ov
5) y(x + 2xInx) 6)y| L L > |
)yl Zxlnx VoG- 3G+D) 2G+D
; sen2x 2052l 8)y’ = x2+x+1
)y[ . + 2cos xnx] y =y i+ D)
1—Inx
Ny [ x? ]
Derivacion implicita
n Y
X+ ye x
-1 2) Ly
xe x
3 y(=xy + y*xlny) 4) 3x2 —2y\/x3 +y3
x(—=xYylnx + xy*) —3y2 + 2x/%3 + y3
y 6 Y
) ~\% )xzy—nyZ—x+y3
Y ytg?(xy) + 2x cos(x + y) — senhx
) x + xtg?(xy) — 2y senhy — cos(x + y)
9 e cosx
) eS¢ cosy + seny
Derivacion paramétrica
a)
1 > t? 2
) 2 ) t2 -1
2t(t + 1)?
- 7 Ytgt
(t2 +1)? )t
S5)tgt 6)1



7)1

Funciones diversas

2 2 X 2 s X on X 11
1)15sen*(5x)cos 3 cos(5x) 3 sen (5x)cos 3 Sens 2) TEE
L4
(x — 2)*
x7 x° x2
3 + 4) 5
) a—r ta—aoe 2+ 1)
-3 1

5 w—— 6)

20V1 + x3 2\/(1+x)3(1—x)5

x+b)x+)+x+a)x+c)+(x+a
7) 8) (tg?x — Dsec?x — 1

2\/(x +a)(x+b)(x+c)

(a — B)sen xcos x 2
9) £ 10) ———

Jasen2x + Bcos2x xV2x?—1

—V1 — x? + xarcos x

11 12) 2/ a? — x2

) (1—-x2)Vv1—x2 )
13 1 14 sena

) arcsenxV1 — x2 ) 1 — 2xcos a + x%cos?a + x?

1 16) 2m?a™p(2ma™*
senx+vx p

15) (cosx + —2\/}) e + b)Plina

17) e**sen(fx)

18) x" 1" (n — 2x2Ina)

1 1
19) — =yt 1+ 1 20) ———
) 24 g x(1 ++/cosxIna) ) N
91 -2 + 1 3
) xln3x  x(1+ In2x) 22) x—2 x+1
N )
23) 2x+Vx*ta xcos?(Inx — In2) + 2senx
(x — \/xz + a2)VxZ + a2 xsenxcos?(Inx — In2)
sen(ax) sen?ax\ acosaxcos(bx) + bsen(ax)sen(bx
25) (3205 B3 + (bx) (ax)sen(bx)
cos?bx cos?bx
1 Inx

26) +—+

V1 —x2arcsenx X  xV1—In?x

Cos x

27) (senx —1)Vsenx

CoOS Xx

28
) (senx + 1)vsenx




3
29) e**(acosh x + senh x) + E(l — tgh®x)./tgh x

C) Otros ejercicios

3) 61 4H1-x 52453

EJERCICIOS 4.2

1)

2+7 gy 2TV3 247
Y3 ) T3 3
c)2 d) No satisface

e) No satisface
2)
a) f(x)=0,parax =0,x = 16, pero f(x) es discontinuaenx =4 - 4 €
(0,16). No es posible aplicar T de Rolle.
b) f(x) =0,parax =0,x = 16,como x = —4 & (0,16). Se puede aplicar T de
Rolle. xq = 12.

3)

3 3
3+ 43 )1
2
2e —1
1+ In2

c)

e)
4)

a) 1,5875 b) 125,075 ¢) 0,001001

5)

e) =2 f)o g)0 h)e



6)

(xcosx — senx)dx —2dx 2dx
a) x? b) V1 — 4x2 ©) sen2x
) —2xdx &) —dx f) 4dx
(x2 + 1)2 33x? (2x +1)2
7)

a) Ay = 0,0309; dy =0,03; Ay —dy = 0,0009

b) Ay = —0,00248; dy = —0,00250; Ay —dy = 0,00002
c¢)Ay =-0,875; dy=-15; Ay—dy =0,625

d) Ay = —0,0399; dy = —0,04; Ay —dy = 0,0001.

8)
—2y(y? + 3x)
3x(2y? + x)

—y(Q2x*Iny +y?)
x(x? + 2y2?Inx)

o)
9)
120
Va0
2(—1)"n!
d) (1 + x)n+1
10)

a) 2arctgx +

3Wx+a
’x3(\/§+ a)3
—X

(14 x2)3

X
1+ x2

c)

e)

13)

—2x
D) T 2
(D" (- D!
le

f) xe* + ne*

e)

6x(2x3 —1)
(1 +x3)3

xV1 — x? + arcsenx
(1-—x2)V1 —x2

d)

—a?

(a? — x2)Va? — x2

)

—2(5+ 8tg?(x + y) + 3tg*(x +y)

a)

tg(x +y)



—sen(x + y)

b)

4 — 4 cos(x +vy) —3sen?(x + y) + cos(x + y) sen?(x + y)

y — yex+y + xeXty — Xty

i —X + eX*tV + xeXtV — yeXxty
4 2xy(y® — 3axy + x3 + a3)
) —y6 + 3axy* — 3a?x%y? + a3x3
14)
-1 b) _—1t 2 + t?
@) asen3t 4asen* (7) ) a(cost — tsent)3



CAPITULO 5

APLICACIONES DE LA DERIVADA
EJERCICIOS 5.1

1)
a) 4x+3y—7=0; 3x—4y—24=0
b) 2x -8y +7=0; 4x+y—-3=0
c) 8x+2y—-21=0; x—4y+8=0
d =x=1, y=-3
e) x+y—1=0, x—y+1=0
f) 4V2-8y+4V2-nV2=0; 4x+2V2y—-2-m =0
g) 17x+4y+6=0; 8x—34y—-21=0

(0,0); (2,—48)

a) 54°9’; 33%41’
b) 70°20’
c) 62022’

a) —0,393—=—;—-0,1179 m/min
min

b) —1,33 m?/min; —0,74 m/min

cm3
4,535—— ; 3,4641 cm? /min
min
6)

—0,18 cm/min; 0,2 h 30'aprox
7)

20,20y 16 pg
8)

h=8V2cm; r=4V2cm



9)

4x +3y—-24=0
10)
a) 2,001666667
b) 0,6700927
c) 31,2
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Editorial
Universidad de Narino



El libro de Lecciones de Calculo Diferencial, esta disenado para ser utilizado como texto guia para
los cursos de Célculo Diferencial en los programas de Ingenieria Civil, Sistemas y Electrénica de
Universidad de Narino, al igual que en los programas de Fisica, Licenciatura en Matematicas y
Licenciatura en Informatica; también puede ser utilizado por estudiantes de otras universidades o
instituciones de educacion superior que ofrezcan programas técnicos similares a los mencionados.
El libro contiene toda la tematica contemplada en los cursos usuales de Calculo Diferencial; sin
embargo, en los dos primeros capitulos, de manera puntual y precisa se trata las caracteristicas,
propiedades y grafos de las funciones reales; también se realiza un tratamiento resumido de los
elementos de Geometria Analitica. La decision de incorporar estos temas en el texto, obedece a que
es muy importante que los estudiantes dispongan de los fundamentos tedricos y conceptuales
para iniciar el curso; ademas, para suplir las eventuales debilidades y desconocimiento de estos
temas basicos. La experiencia de los autores por mas de 30 anos en el ofrecimiento de los cursos
de Calculo, motivé la decision de incorporar estos insumos en el presente libro.

El texto esta escrito de modo que los conceptos y definiciones son consistentes y claros; en cada
tematica, se plantean y resuelven ejercicios de diversadificultad y alcance. Al finalizar cada capitulo,
se proponen ejercicios y problemas para que sean resueltos por los estudiantes; el propésito es que
los resuelvan, comprueben y comparen con las respuestas que aparecen al final del texto.

En algunas secciones, el texto contiene y formula teoremas y proposiciones que, para su formal-
Izacion, requieren una prueba matematica, lo cual contribuye a la produccion de consistenciay clar-
idad conceptuales. En otras palabras, se procura que los estudiantes se aproximen a una correcta
percepcion de lo que realmente significan las matematicas y sus multiples aplicaciones en la inge-
nieria, fisica, biologia, negocios y otros campos.

El libro esta estructurado en cinco (5) capitulos. El primero, funciones reales, trata las siguientes
funciones: lineal, cuadratica, funcion polindmica, funcion racional, funcion valor absoluto, funcion
exponencial, logaritmica, a trozos, trigonomeétricas, hiperbdlica y funciones definidas paramétrica-
mente. El segundo, elementos de geometria analitica, contiene definiciones y conceptos relaciona-
dos con distancia entre puntos, de un punto a una recta, angulos entre rectas, entre otros; secciones
conicas y coordenadas polares. El tercero, limites y continuidad, aborda las tematicas de vecindad
de un punto, limite de una funcion real de una variable real y continuidad de funciones. El cuarto,
derivadas de funciones, contiene definiciones y conceptos de la derivada, dlgebra de derivadas,
derivada de la funcion compuesta, derivacion implicita, derivadas de las funciones elementales,
derivadas paramétricas, teoremas de Rolle y del valor medio, limites de formas indeterminadas,
diferencial y derivadas de orden superior. El quinto, aplicaciones

de la derivada, contiene aplicaciones geométricas de la derivada, razon de cambio, maximos y mini-
mos, trazado de curvas de funciones. El libro finaliza con una seccion de respuestas a los ejercicios
y problemas propuestos.

Finalmente, los autores confian que esta obra constituya un recurso pedagégico y didactico para
los cursos de calculo diferencial.

ISBN: 978-958-5123-76-2 digital
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