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PREFACIO

El trabajo que aqui se presenta fue escrito con el propdsito de que sirva como
complemento o consulta para estudiantes universitarios de los cursos de Calculo
Diferencial de los programas de Licenciatura en Matematicas e Informatica,
Fisica, Quimica y las ingenierias de Sistemas, Civil y Electronica de la
Universidad de Narifio.

Es la segunda edicion, corregida y aumentada, del libro de texto editado en
1999. En esta edicion se plantea y resuelve un mayor numero de ejercicios
y problemas en cada capitulo, asi como también se ha mejorado la redaccion, la
calidad de las graficas y, en general, la presentacion del texto.

En cada capitulo se presentan enunciados y definiciones de conceptos
matematicos que el lector debe conocer, pero de todas maneras se constituyen en
un referente obligado para entender los ejemplos y problemas desarrollados. En
este punto conviene decir que, en este texto, no se llevan a cabo demostraciones
matematicas de conceptos muy puntuales, pues se da por hecho que tales
demostraciones, acompafiadas del rigor matematico del caso, ya fueron estudiadas
con detalle por el lector.

Por otra parte, se hace hincapié en que la utilizacion de este texto supone, por
parte del lector, el conocimiento y manejo de las técnicas basicas de derivacién
para funciones de una variable. Ademas, al final de cada capitulo, se plantea una
serie de ejercicios, que tienen como objetivo el afianzamiento de las diferentes
tematicas tratadas.

HERNAN ALBERTO ESCOBAR J.






1. APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA
DERIVADA

1.1 TANGENTE A UNA CURVA

Sea y = f(z) una funcion diferenciable en z,. La pendiente de la recta tangente a

. d .
la curva de ecuacion y = f(z) en el punto (z,,y,) es m= d—y\ o bien
T

m = f'(z,). 0

N y = f(x),
normal

y

tangente

-

Entonces, la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto (z,, y,)
€s:

XV

Fig. 1.a.

Y=Y = f/(‘ro)( L= xo)'

1.2 DIRECCION DE UNA CURVA

Sea a el angulo que forma la recta tangente a la curva y = f(z) con la horizontal
en el punto z,. Como su tangente trigonométrica es precisamente f'(z,), entonces
es claro que :

tga = f'(x,)

Por tanto, la direccion de la curva en el punto (z,, y,) es:

a = arctg [f’(mo)}

1.3 RECTA NORMAL A UNA CURVA

La ecuacion de la recta normal a la curva cuya ecuacion es y = f(x) en el punto
(z,,y,) viene dada por la expresion :
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1.4 ANGULO ENTRE CURVAS

El angulo formado por las curvas de ecuaciones y = f (z) y y = fy(x) en un punto

comun P(z,, y,) es el formado por las tangentes a esas curvas en dicho punto. De
la Figura 1.b, se tiene:

b= a,— .

Entonces,
tg o, —tg «
tgp =tg(a, — o) = 2 L.
gQS g(z 1) 1—|—tga/2tga/1
y y =1, (x) y =f;(x)
X
Fig. 1.b.

Por tanto,

_ o) = fi(wo)

0 = @) ()

PROBLEMA 1.1

Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la parabola de ecuacion
f(z) = 2? +2 enel punto A(2,6).

SOLUCION

y=x%+2

Fig. 1.1
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fl@)=a>+2; f(z)=2z; f'(2)=2(2) =4
Luego, la ecuacion de la tangente a la curva en el punto (2,6) es :
y—6=f(2)(x—-2),
y—6=4(x —2),
y=4x — 2.

Y la ecuacion de la recta normal es :

—6= T —2),
Y f/q)( )
y_6: _Z(x_Q)v
1 13
PROBLEMA 1.2
1
Hallar los angulos agudos en los puntos de corte entre las curvas y = x—:tQ (a) vy
T
1
y = —(2* + 4z + 8) (b).
16
SOLUCION
y
1 24 +
6 (X2 +4X +8)
15
P(-6,5/4) oy
g Q(0,)1/2) Y= X472

Fig. 1.2
Inicialmente, se encuentran las intersecciones entre las dos curvas asi:

Al igualar las ecuaciones de las funciones dadas se obtiene:
r+1 1

2
= — 4 8

e A TG

16x + 16 = 23 + 622 + 16z + 16,

z3 + 622 = 0.

Al resolver para = :
r=02x= —6.
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Los puntos de corte son:

Q(0,1/2); P(—6,5/4).
En seguida, se calculan las derivadas de las funciones y, luego, se evaluan en los
puntos de interseccion:

De la funcion (a): ¢ = (x% De la funcion (b): 3/ = et L

+2) 8" 4
— En el punto Q(0,1/2), estas derivadas toman los siguientes valores :
1 1 1 1 1
— @y = = S (6)
V=wap e VY =g0 =g m
m, (@ — m. (@ 11
Luego : tgp = —1 2 =4 1
» o Em@my@ 14 (D= )
¢, =0°.
— Enelpunto P(—6,5/4), las derivadas valen :
R e IV oL
Y= Torap - 16 Y v =m0 = sy =me
1 1
%+3 18
Entonces : tgp, = —H0 2 —
P14+ 4(—5) 31

¢, = arctg(;—f) —=30°8'28".

Las curvas se cortan en los angulos de 0°y 30°828". (Ver Figura 1.2)
PROBLEMA 1.3

El cable de suspension de un puente colgante esta anclado a dos pilares de soporte
separados entre si 300 m. El cable cuelga en forma de parabola, con su punto mas
bajo situado a 25m de los puntos de suspensién. Hallar el angulo formado por el
cable y cada uno de los pilares de soporte.

SOLUCION
La parabola que pasa por (0,0) y abre sus brazos hacia arriba tiene como ecuacion:
y = ka? (1)
Como (150, 25) es punto de la parabola, entonces
25 = k(125)2,
= 25 -
(125)2 ~ 625

Al reemplazar este valor en (1), se tiene:
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Y= T (2)

- (150,25) /
AN A

X v

300 m
Fig. 1.3
La derivada de la funcién (2) es :
dy 2
% = @x

Al evaluar la derivada en el punto (150, 25),se llega a :
dy

o2 12
dx (150,25) — 25

(150) = .

El angulo que forma el cable (la parabola) con el eje horizontal es :
12 .
a= arctg(%) = 25,64100582°.

Y el angulo que forma el cable con el pilar de soporte es :
8= 90° — 25,64100582°,
= 64, 35899418,
8= 64°21'32".

Por consiguiente el cable y cada uno de los pilares de soporte forma un angulo de
64°21'32". (Ver Figura 1.3).

PROBLEMA 1.4

Dada la funcidon y = 3%, hallar:
a) El angulo que forma la curva con la horizontal en el punto de corte con el eje y.
b) Coordenadas en las cuales la curva forma un angulo de 60° con la horizontal.



6 Aplicaciones de calculo diferencial

SOLUCION
a) El punto de corte de la curva de ecuacion y = 3* coneleje y es (0,1).
Al derivar la funcién y = 3%, se tiene :

dy _ ox

(0.1)

—/

Fig. 1.4
dy _ o0 _
%\(071) =3"In3 = In3,
Por tanto,
tga = In 3,

a = arctg(In3) = arctg (1,098612289),
a = 47,6900875 = 47° 41'25".

La curva y = 3* forma un angulo de 47°41'25” en el punto (0, 1).

b) En este caso, se conoce el angulo que forma la curva con la horizontal; es decir:

] = 600

En consideracion a que :
W _ gy y Wi = ig60°
dl' d,fL' (Ivy) ’

entonces,

tg60° = 3% In 3;
~1,732050808
N n3
T = logg( 1,576580588) = 0, 414;

3" = 1,576580588;

y consecuentemente :
y = 30414 = 1,576.

Por lo tanto, en el punto (0,414;1,576) la curva y = 3* forma angulo de 60° con la
horizontal.
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PROBLEMA 1.5
Hallar las coordenadas de los puntos en los que las tangentes a la curva
f(z) = 2% — 32° — 9z + 5 son paralelas al eje z.

SOLUCION
La derivada de la funcion es f'(x) = 32% — 6z + 9.

Como se pide calcular que la recta tangente a la curva en esos puntos sea paralela
al eje =, entonces el angulo formado con la horizontal es cero; y, por consiguiente,
su tangente trigonométrica también es cero.

Al igualar la derivada a cero y resolver para x, se obtiene:

322 —6x +9=0,

3(x—3)(z+1) =0,

r=3r=—1
20-y

(3,-22)

Fig. 1.5

Ahora bien, f(3) =3%*-3(3)>-9(3) +5= — 22,
f(=1)=(-1P%-3(-1)2-9(-1)+5=10.

De esta manera, en los puntos (—1,10) y (3, — 22), las tangentes a la curva dada
son paralelas al eje z(Ver Figura 1.5).

PROBLEMA 1.6

. . 1
Hallar los angulos agudos que forman las curvas cuyas ecuaciones son f,(z) = 5:152

8
y f,(z) = PR

SOLUCION

Los puntos de interseccidn entre las curvas se obtienen al igualar sus respectivas
ecuaciones y luego, resolver para x asi:
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Fig. 1.6

(22 +8) (2% —4) =0,
22 —4=0;, = £2.
Las derivadas de las funciones son, respectivamente:
1 J — — 16z
’ (22 + 4)2
Al evaluar estas derivadas en el punto P(2, 1), respectivamente, se obtiene::

J i@ 1w, = ﬂ__l:mm_

: ((2)? +4)? 2
El angulo que forman las curvas en el punto P(2,1) se calcula asi :
m(P) — mgp) _|_

+ 1(

= 3.

|w|>~\-

)

Nln—'|w|w

D=

Por tanto, el angulo es:
¢ = arctg3 = 71° 33,

Notese que, por simetria, en el punto Q( — 2,1), el angulo también vale 71°33'.

PROBLEMA 1.7

Hallar el angulo agudo de interseccion de la interseccion de las curvas y? = 4z (a)
y 222 =23 — 5y (b).

SOLUCION
Las intersecciones entre las curvas se obtienen asi: de la ecuacion (a):
_ L9
T = 1 Y
Al reemplazar en (b):
1
2(_y2) =12 - 5?-/7

y* — 8y — 96 = 0.

Las raices de esta ecuacion de cuarto grado son :
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Yy, =2; y,= —4 y, =1+ /111 y, =1—-+/114

y2:4x
P, (1,2)
/ P
X
. P, (4,-4)
2x° =1z -5y A
Fig. 1.7
Al considerar las raices reales y =2 y y, = —4, se obtiene que los puntos de
corte son Pi(1,2) y Py(4, —4).(Ver Figura 1.7).
Ahora bien, las derivadas respectivas son :
De (a) : 2yy’ =4, entonces ' = S;
y(1,2) =5 =1=m;
/ i _ _2 _ 1 . (b)
Y (4, 4)—_4— 5= M
De (b) : y = — %x;
4 4 a
y(1.2)= - ()= - =my;
4 16 b
Y -9=—s= s =m

Los angulos se calculan de la siguiente manera :

De la Figura 1.7 y con los datos anteriores, se tiene :

4

a a 1 —I_ -

1My 1- =

5

Entonces : ¢ = arctg9 = 83°39' 35",
(b) ®) . + 10
m —m
tg$2 = 1+1m1(b>.7~;2<b> - 21+§5 = 1,0385;
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83°39' 35" 'y 46°4' 55".
PROBLEMA 1.8

Hallar los puntos de la curva f(z)= z'+ 723+ 1322 + 2z + 1, en los cuales la
tangente forma un angulo de 45° con el eje .

SOLUCION
La pendiente de la tangente en el punto x, viene dada por
f(x,) = 4a? + 2122 + 26z, + 1.

Segun los datos del problema, la tangente forma un angulo de 45° con el eje =z,
entonces,

4?4 2122 4 26z + 1 = 1g45°,
4x? + 21x? + 262, +1 =1,
x,(4x? + 21z, 4 26) = 0.
Al resolver para z,, se obtiene que
z, = 0; r,= —2; x, = —13/4.

Fig. 1.8

En consecuencia, los puntos de la curva en los que la pendiente de la tangente vale
uno (1), es decir que forma un angulo de 45° con el eje z,son :

(0, £(0)) = (0, 1);
<_27f(_2)) :(_2711);
(—13/4, f(—13/4)) = (— 13/4, 1621/256).

Finalmente, conviene aclarar que, de acuerdo a la Figura 1.8, las tangentes en los
puntos P,Qy Rson paralelas entre siy, ademas, tienen pendiente uno (1). Nétese,
ademas, que la escala utilizada no es uno a uno.

PROBLEMA 1.9

Un proyectil se mueve de acuerdo a una trayectoria cuya funcién se define como
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B 6 22
Y= 5% 120

Si la distancia se mide en metros, hallar :
a ) Angulo de salida del proyectil.

b) Angulo de impacto contra un muro vertical situado a 90 m de distancia del punto
de salida.

¢) Angulo de caida sobre una azotea horizontal de 15m de altura.

SOLUCION

La derivada de la funcién en cualquier punto (z,y) es:

N y
<o
401
201
s
0 20 40 60 80 100 120 140
Fig. 1.9.a
6=
Y75 60
a) En angulo de salida ¢, se calcula asi:
. 6
Siz=0=19y (0) = g:tggzbs
6 6 "
tgps = —; ¢y =arctg — = 50°11'39 .
) )
b) Angulo de impacto a 100 m (Figura 1.9.a)es :
. 6 100 7
_ / - - _ v _ L
Si =100, ¥ (100) = -~ 5 2
Dendtese como ¢, el angulo que forma la curva con la horizontal .
7
Entonces: tgon = — 5

7 7
on = arctg( — g) = 180° — arctg(g),

én = 154°58'59" .
y el angulo que forma con el muro es :

é; = 154°58' 59" — 90°,
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Si y = 15m, entonces

Al resolver para « :

Cuando z = 130,172, 3 (130,172) = —

401

20T

$; = 64°58' 59."
c) El angulo de caida sobre la azotea se calcula asi : (Figura 1.9.b)
6 x?
xr = 130,172 m.
6 130,17
— ’ = —0,969533 = tg ¢;
3 50 ; g ¢;
\4)\‘
15-|- :
20 40 60 80 100 120~ 140 X
Fig. 1.9.b

¢ = arctg( —0,969533) = 135° 52" 59”.

El angulo de caida sobre la azotea es de 135° 52’ 59”.

PROBLEMA 1.10

Hallar los coeficientes de la parabola y = ax? + bx + ¢, dado que su grafica pasa
por los puntos (2,3) y (0,1), siendo la tangente a la misma en el punto de abcisa 1
paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

SOLUCION

1
—_

y

y= 3x 2 _Bx+1
(2.3)
y=X-2
2
X
Fig. 1.10

La curva pasa por el punto (0, 1), entonces a(0)* + b(0) + ¢ = 1; es decir ¢ = 1.
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La curva pasa por el punto (2,3), entonces a(2)? + b(2) + ¢ = 3. Por tanto,
da+2b+c=3 (1)

Como la bisectriz del primer cuadrante forma un angulo de 45° con la horizontal,
entonces tg45° = 1.Por otro lado,la pendiente de la tangente a la curva pedida en
cualquier punto es :

y = 2ax + b.

La pendiente en el punto z =1 es:
y (1) = 2a(1) + b,
y (1) = 2a + b.
Puesto que la tangente es paralela a la bisectriz del primer cuadrante, entonces se

tiene que :
20+b=1 (2)

Al resolver el sistema de ecuaciones lineales (1) y (2), y teniendo en cuenta que
¢ = 1, finalmente se llega a :

a=3;b= —5;c=1.
En consecuencia, la parabola tiene como ecuacion:
y = 32> — 5x + 1.
Facilmente se puede ver que la tangente en el punto x =1 es:

y=x—2.

PROBLEMA 1.11

En una feria de diversiones, la montafia rusa obedece a la funcién y =

x+1 y. en

un momento dado, el carro va descendiendo. Si el carro esta en el punto P de
1 .

coordenadas (1, 5), determinar :

a) Cuanto debe avanzar para que su angulo con la horizontal cambie en 10°su

direccion.

b) Cual sera el cambio de direccidon cuando se desplace horizontalmente una unidad

de longitud.

SOLUCION

a) La derivada de la funcion es:
1
/

y= - (x+1)%

El valor de la derivada en el punto P(1, %) es:

N e = -1 _ L

¢ = arctg( — i) = 180° — arctg(i);
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¢ = 180° — 14°2’ 10,48" = 165° 57" 49,5".
Ahora bien, si el angulo ¢ aumenta 10°, el nuevo angulo ¢ se calcula como
= ¢+ 10° = 175°57 49,5".

Por tanto,
opr/ n _ 1 .
tg(175°57 49,5") = Tk
1
—0,0705625 = — CESIEk
Ty
0 0,5 1 1,5 2 X
Fig. 1.11
Al despejar = : x = 2,76455.

En consecuencia, el carro debe avanzar 2, 76455 unidades de longitud para variar en

10° su direccion.

b) Si la longitud horizontal aumenta en una unidad, el nuevo valor de la derivada es:
1 1

- = — =~ =tgd;

(1 +$)2 |x:2 9 g 9;

entonces,

6 = arctg( — é) = 180° — arctg(é) =173°39" 35, 3,
6 =173°39" 35, 3.

La diferencia de angulospara z=1y =z =2 es:
173°39" 35,3” — 165°57" 49,5" = 7°41' 45,81".

Por tanto, el angulo de direccién con la horizontal aumenta en 7°41’ 45,8 al
aumentar la coordenada =z en una unidad.
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PROBLEMA 1.12

Dada la funcion f(z) = az® + ba? + cx + d, determinar los valores de a, b, c y d sila
curva pasa por los puntos ( — 1,2) y (2,3) y que las tangentes a ella en los puntos
deabcisasx =1y x = — 2 son paralelas al eje z.

SOLUCION

Fig. 1.12

La curva pasa por el punto ( — 1,2), entonces,

a(— 12 +b(—12+c(—1)+d =2

—a+b—c+d=2 (1)
También pasa por (2, 3), luego,

a(2)? +b(2)? 4+ ¢(2) +d =3,

8a+4b+2c+d=3 (2)
La pendiente de la tangente a la curva en cualquier punto es :

f'(z) = 3az® + 2bx + c.

Puesto que en los puntos de abcisa x = —2, =1 la tangente a la curva es
paralela al eje x,entonces,

f'(—=2)=3a(—2)*+2b(—2)+c=0,

124 — 4b 4+ ¢ = 0. (3)
(1) = 3a(1)* +2b(1) + ¢ =0,
3a+2b+c=0 (4)

De las ecuaciones (1) a (4) se forma el sistema de ecuaciones lineales 4x4 :

—a+b—c+d=2
8a+4b+2c+d =3
12a —4b+c¢c =0
3a+2b+c¢c=0
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Al resolver el sistema anterior se obtiene los valores de las incégnitas:
a= —2/9b= —1/4; c=4/3;d=31/9.
De esta manera, la funcion buscada tiene como ecuacion:

2, 1, 4 31
flx) = 5% ~ 1% —|—3:U+9.

PROBLEMA 1.13

En qué punto de la curva y = Inx, la tangente es paralela a la cuerda que une los
puntos (1,0)y (e, 1).

SOLUCION
La pendiente de la cuerda que une los puntos (1,0)y (e, 1) es:
1-0 1
m = = .
e—1 e—1
.1
Pero ¢ = —, entonces,
X
1
- = ; r=e—1
x e—1

De esta manera,

0 (1,0) 2 3 x

1t Fig. 1.13

En consecuencia, el punto de la curva en el que su tangente tiene la misma
pendiente de la cuerda que une los puntos (1,0) y (e,1) es:

(e — 1, In(e — 1)).

Y, por supuesto, la ecuacion de la recta tangente en dicho punto es :

(e~ (e~ 1),

1
l —1)— 1
6_1x+ n(e )—e+1,

y—In(e—1) =

y:
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)+ 1.

1 -1
y = lx—i-ln(e

e— e
PROBLEMA 1.14

Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes a la elipse 922 + 16y*> = 52 paralelas
alarecta 9x —8y=1.

SOLUCION
Al derivar implicitamente la ecuacion de la elipse se obtiene :
9
18z +32yy =0 = ¢ = T
16y
y/ e
g

Ahora bien, si (z,, y,) es punto de la elipse, entonces,

! - 9360
y(xm yo) - 16y0'

Por otra parte, la recta dada tiene pendiente igual a %, luego,

9z, 9
== g, =2y,
16y, 8 ~ Yo

Al reemplazar este valor en la ecuacion de la elipse, se llega a :
9(—2y,)* +16y; =52; y, = £1;

Y, por consiguiente, z, = F 2. De esta manera los puntos de la elipse por donde
pasan tangentes paralelasalarecta 9x—8y=1 son : (—2,1)y (2, —1).

. . . 9
Finalmente, las ecuaciones de las rectas tangentes con pendiente 3 son :



18 Aplicaciones de calculo diferencial

9 . 9 13
y+1— §($—2),0b|en, Yy = g.%'—z

9 9 13
—11= - 2); o bien = — —.

PROBLEMA 1.15

Hallar los angulos agudos en los puntos de interseccion de las circunferencias
2’ —dx+y*=0(a) y 22+ y? =8 (b).

SOLUCION
2 2=
xz+yz=8 P(2,2)

(x2)°+y*=4

B 4 Ty

Q(2,-2)

Fig. 1.15

Los puntos de interseccion se encuentran facilmente al reemplazar (b) en (a) :
8 —4xr=0; x=2; y= +2. Entonces, los puntos de
intersecciénson: (2,2)y (2, —2).

Ahora, al derivar implicitamente la expresion (a), se obtiene:

2(r—2)+2yy' =0; ¥ = —x;Q;

2—-2
Y(2,-2)= — —— =0=m,.

2
Al derivar implicitamente la expresion (b), se llega a :
2x +2yy = 0; y = —
?/(27 _2): _—2 =1=my.

El angulo agudo entre las circunferencias en el punto (2, — 2) se calcula asi :
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— 1-0
tg¢_mb ma_

= = = 1; entonces,
1+ mpym, 1+0

¢ = arctgl = 45°.
Por la simetria entre las circunferencias, el angulo agudo en P(2,2)también es de 45°.

PROBLEMA 1.16

Mostrar que la elipse 4z%+9y> =45 (a) vy la hipérbola 22 —4y>=5 (b) son
ortogonales.

SOLUCION

Los puntos de interseccién de las conicas dadas se obtienen asi:

Al despejar de la ecuacion (b) z?, se obtiene z2 = 4y? + 5. Al reemplazar en (a), se
llega a :
4(4y* +5) + 9y = 45.

Al resolver para y, se obtiene que, y = +1 y, porende =z = =+ 3.En consecuencia,
los puntos de interseccion de la hiperbola y la elipse son (£ 3, 4+ 1).(Ver Figura 1.16)

y
4x2+ Qy2=45 [2V2
S(-3,1) P(3,1)
X
R(-3,-1) Q(3,-1)
X2-4y?=5
-2V2
Fig. 1.16

Ahora bien, dos curvas son ortogonales si el angulo que forman en el punto de
interseccion es recto; osea, de 90°.

Al derivar implicitamente la ecuacion (a) respecto a z, se obtiene:

4
8x + 18y = 0; y = — -2
9y
/ _ B8 4
y(?’vl)— 9(1) - 3 = Myg.

Al derivar implicitamente la ecuacion (b) respecto a z, se obtiene:
T

2z —8yy' = 0; v=1,
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/ _ B _3_
y(3,1)= 1)~ 1 = my.
El angulo en P(3,1), se calcula asi:
Me — My —4/3-3/4 _ 25/12 _ ~

99 = T, 1+ (—4/3)(3/4) 0
Entonces :

¢ = arctgoo = 90°.
Idénticos resultados se obtienen en los puntos Q, R,y S.

De esta manera, se ha probado que la elipse y la hipérbola son ortogonales en sus
puntos de interseccion.

PROBLEMA 1.17

Demostrar que la ecuacion de la recta tangente a la parabola y? = 4pz en el punto
(z,, y,) perteneciente aella es yy, =2p(z+ z,).

SOLUCION
Si se supone que p > 0, entonces la Figura 1.17 ilustra la situacion.
y
(Xo,Yo)
X
y?=4px
Fig. 1.17

Al derivar la ecuacion de la parabola implicitamente respecto a z, se obtiene:
) 2p
Yy

Puesto que (z,, y,) pertenece a la parabola, entonces la pendiente de la recta
tangente es :

2y =4p; Y

2p
y/(xm yo) = -
Yo
En consecuencia, la ecuacion de la recta tangente a la parabola en el punto (z,, y,)

es :
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2p
y—Y, = y_(x - xo)a

0
Yy, — Yo =2px —2pz,,
yy, =2pr — 2px, + Y2.
Pero y? = 4pz,, entonces,
yy, =2px —2px, +4pzx,,
Yy, =2px+2px,,
vy, =2p(z+ x,).

PROBLEMA 1.18

Hallar los puntos en los cuales la tangente a la curva y = 2® +5 es paralela a la
recta 12z —y = 17.

SOLUCION
Al derivar respecto a x la funcion y = 2® +5, se obtiene 3 =32°.Si (z,,y,) es
punto de la curva, entonces,
v(z,, y,) = 333(2).

Ahora bien, la tangente debe ser paralela a la recta 12z — y = 17, cuya pendiente
es 12.Por tanto,

32 =12, xy= +2.
Para xr =2, y=2+5=13.Si 2= -2, y=(—-2) +5= —3.

y

20

y = 12X + 21
(2,13)

(2-3)

-10

Fig. 1.18
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En consecuencia, en los puntos (2, 13) y (-2, -3) las tangente a la curva
y =23+ 5 son paralelas a la recta 12z —y = 17.(Figura 1.18).

Las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = 2% + 5 en esos puntos son
respectivamente :
y—13=12(zx — 2); y = 12z — 11,

y+3=12(x+2); y=12z+ 21.
PROBLEMA 1.19

Demostrar que la ecuaciones de las rectas tangentes de pendiente m a la hipérbola
b2x? — a’y? = a®b? son y = mx + \/a?m? — b2.

SOLUCION
Al derivar implicitamente respecto a z la ecuacion de la hipérbola, se tiene:
b’z
20 92000 () r_ 7%
2bcx —2a”yy =0; y e
. , b2$o
Si (z,,y,) espuntode lacurva, entonces y'(z, y,) = 5—.
a yO

Pero la pendiente de la tangente es m, entonces

b2z, b2z,
— =M Yy =

2 ) 0 2
a=y, a

m .

Al reemplazar el valor de y, en la ecuacion de la hiperbola se obtiene que :

2
b2z b2x2
2.2 2 o| _ 272. 2 _ o _ 2.
bxs —a {% =a"b%; Ty =55 =@
2 2,,2 _ p2
x2|1— b =a? a2 7am—b = a?;
0 a2m2| — 7 0 a2m? - Y
22— a*m? o — +a’m
O_CLsz—bQ’ 0o — a2m2—b2'
bz, b? a’m
Como y, = ——, entonces y, = + — [ ];
a*m a’m | \/a2m?2 — b2

B +b°
Yo = Vazm2 — b2

De esta manera, los puntos de tangencia de la hipérbola en términos de la
pendiente m son :

2
( * )
a2m?2 — b2 a2m?2 — b2

Finalmente, las ecuaciones de las tangentes son :
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+ b2 +a’m
Y- = - ———);
a’m? — b2 a?m? — b2
22 _ b2
y:mxi\;T—Qilﬂ;y:mxﬂ: a2m? — b2.
a’m? —

PROBLEMA 1.20

Determinar las ecuaciones delas tangentes a la curva y = 223 + 1322 + 5z + 9 que
pasan por origen de coordenadas.

SOLUCION
La derivada de la funciéon dada respectoa = es:
y = 622 + 26z + 6.
Si (z,,y,) espunto de la curva, entonces
y'(z,, y,) = 62 + 26z, + 6.

Como las tangentes deben pasar por el origen, entonces sus pendientes son de la
forma
Yo — 0 _ Y,

Ly — 0 L,

m =

En consecuencia,
2 2
6z + 262 + 6y, = y,,

62> + 26z, + 6 = 627 + 26z, + 6,
4x} +1322 —9 = 0.

[y
y = -15X 57 y _ 27)(
=.2/ T 12

y 3 X
160
140
+20

6 4 -2 2 X

T20

Fig. 1.20

Las raices de esta ultima ecuacion cubicason: z, = —1; z, = —3; z, =3/4.

0

De esta manera, los puntos de tangencia de la curva son :



24 Aplicaciones de calculo diferencial

(—1,15); (—1,57); (3/4, 337/16).

Finalmente, las ecuaciones de las tangentes que pasan por el origen son
respectivamente :

BT 337

= —15z; y= — — =2
y Ty AT

PROBLEMA 1.21

Determinar los puntos de la curva z? + 4zy + 16y> = 27 en los cuales la tangente es
horizontal y vertical.

SOLUCION

Al derivar implicitamente la ecuacién de la curva, se obtiene:

2z + 4(zy' +y) + 32yy = 0;

P 2z + 4y
y= dr + 32y
a) Tangente horizontal : al igualar a cero la expresiéon de la derivada, se obtiene
x = — 2y. Al reemplazar en la ecuacion de la curva, se llega a:

4y — 8y +16y° = 0; y = £3/2.
Luego, los puntos de la curva donde la tangente es horizontal son:

y
(-3,3/2)
3/2
1
(-6,3/4)
6 4 2 0 2 4 6 \X
(-6,-3/4)
-1
-3/2
(-3,-312)
Fig. 1.21
b) Tangente vertical: al igualar a cero el denominador de la fraccién de la derivada
de la funcion, se obtiene x = — 8y. Al reemplazar en la ecuacién de la curva, se
llega a:

64y? — 32y* + 16y> = 0; y = +3/4.
Luego, los puntos de la curva donde la tangente es vertical son:
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Una linea eléctrica de alta tension, sujeta a dos torres, tiene la forma de una
catenaria de ecuacion
y = 30(6.7:/60 + 6_'77/60).

Si las torres distan entre si 120 m, hallar:

a) Angulo que forma el cable con cada una de las torres.

b) Direccion del cable en el punto medio entre las dos torres.

c) Direccion del cable, cuando una de las torres dista 40 m.

d) Punto donde el cable forma con la horizontal un angulo de 30°.

2) Hallar el angulo en el punto de interseccion entre las curvas cuyas ecuaciones
1 1
son y=In(— 5@’2 +3x—-1)y y= ln(§x3 —1).
3) Hallar los angulos en los puntos de interseccion entre las curvas definidas como

1
y=2a’y x=§(y2—3y)-

4) En qué puntos la recta tangentea la curva y =

X
es paralela a la recta de
2¢ + 3

ecuacion 3z — 2y + 15 = 0.

5) Hallar el punto en el que la tangente a la curva definida como y = 2>+ 5 es :
a) Perpendicular a larecta = + 3y = 2.

b) Paralela a larecta 122 —y = 17.

6) Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes a la elipse 4z% + 9y? = 40 que

: 2
tengan como pendiente m = — g

7) Dada la hipérbola b?z% — a*y? = a*b? demostrar que :

a) La ecuacion de la recta tangente en su punto P(z,,y,) tiene como
ecuacion
2 2 _ 4212
b*x,x — a*y,y = a°b*.
b) Las ecuaciones de las rectas tangentes de pendiente m son
y = mx +  a?m? — b2

8) Demostrar que las curvas definidas como y = 23 +2y y = 22% + 2 tienen una
tangente comun en el punto (0, 2) y que se cortan en el punto (2,10) formando un
angulo ¢ = arctg (4/9).






2. RAZON DE CAMBIO

Si y = f(x) es una funcioén, la razén de cambio instantanea de y por unidad de
cambio de z en z es f'(z,), 0, equivalentemente, la derivada de y con respecto
a z en z, , Siésta existe en ese punto.

Si la variable independiente de la funcion es el tiempo, entonces y = f(t). Por
ejemplo, f podria ser:

- El tamafo de una poblacion.

- La cantidad de pesos en una cuenta de ahorros.

- La distancia recorrida ¢ horas después del comienzo de un viaje.
- La cantidad de agua en una represa con flujo variable.

- El volumen de un globo que esta siendo inflado.

Hay gran variedad de problemas relacionados con razén de cambio de dos o mas
variables afines con respecto al tiempo t. Para estos casos, es necesario aplicar,
en el proceso de derivacion, la regla de cadena.

PROBLEMA 2.1

Una escalera de 7 m de largo se apoya contra una pared vertical. Si la base de la
escalera se tira horizontalmente, alejandola de la pared a 1 m/seg,iqué tan rapido
resbala la parte superior de la escalera, cuando la base estd a 4 m de la pared?

SOLUCION

Sean :

t = tiempo en segundos que ha transcurrido desde que la escalera comenzé a
resbalar de la pared;

y = distancia en metros desde el piso a la parte superior de la escalera en t
segundos;

x = distancia en metros desde la base de la escalera a la pared en ¢.
Al aplicar el Teorema de Pitagoras (Figura 2.1), se tiene:

2 +y* = 49 (1)
Al derivar los dos miembros con respecto a ¢ :

dz dy
20 — + 2y — = 0.
T T

De donde,
dy xdr

Y _ T 9
dt y dt (2)
dr

Segun los datos del problema, 5

1 m/seg.
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N\

_y —
Fig. 2.1

Ademas, cuando = = 4, de la ecuacién (1) se obtiene que :

y=+/49 — 16 = /33.

El reemplazo de estos valores en (2)da como resultado :
dy 4 4

@ " ymT T s

Por lo tanto, la parte superior de la escalera resbala por la pared a razén de 0, 6963
m/seg, cuando la base se encuentra a 4 m de la pared.

= —0,6963 m/seg.

NOTA: El signo negativo se debe a que y decrece, cuando t crece.

PROBLEMA 2.2

Se esta vaciando arena sobre un montén de forma conica a razén de 12 m?/min. La
altura del montdn es siempre igual al radio de la base. Cuando el montdn tiene 2,5
m de altura, ¢con qué rapidez esta aumentando su altura?

SOLUCION

Fig. 2.2

El volumen de un cono de altura h y radio r (Figura 2.2) viene dado por la
expresion :

V = §7T'I"2h/.
Como r = h, entonces:
V= %wh?’.
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Al derivar con respectoa t:

dv. _  ,dh
) dv .
Segun los datos del problema, o = 12m’/min cuando h = 2,5m. Al reemplazar
en (1), se obtiene:
_ 2dh
12 = m(2,5)"—,

entonces
, dh 12 m3imin

En consecuencia, la altura estda aumentando a una tasa de 0, 611 m/min.

PROBLEMA 2.3

Un avién vuela a 6 millas de altitud en linea recta hacia la posicion de un radar.
Sea S la distancia en millas entre el avién y el radar. Si S esta decreciendo a
razon de 400 millas/hora, cuando S es 10 millas, ¢ cudl es la velocidad del avion?

SOLUCION
=2

E F 1 XI
Fig. 2.3

De acuerdo a la Figura 2.3, por Teorema de Pitagoras, se tiene:
2?2 + 6% = S? (1)
Al derivar implicitamente respecto a t, se tiene:
dx ds

de S ﬁ

dt  z dt

Cuando S = 10millas, x =/ S? — 36; es decir:

r = +4/100 — 36 = 8.
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Luego, si S = 10mullas, x = 8 millas, y 2—3; = — 400 millas/hora.
Al reemplazar en (2) :

dx 10 .

i g( —400) = — 500 millas/hora.

Por lo tanto, el avion se desplaza a una velocidad de 500 millas/hora.

PROBLEMA 2.4

Una lamina metélica en forma de triangulo equilatero se calienta y cada lado se
dilata a una velocidad de 1c¢m/hora. ¢ A qué velocidad se dilata el area cuando los
lados miden 40 c¢m?

SOLUCION

Fig. 2.4

De la Figura 2.4, el area del triangulo es:

A= %x*h (1)
o h
Puesto que tg60° = pyoE entonces,
h = gt960° = ?m (2)

Al reemplazar (2) en (1), se obtiene:

A= @ﬁ (3)
Al derivar (3) con respecto a ¢ :

dA /3 duz

@t ()

Segun los datos del problema, C;—f = lem/hora, © = 40 cm.

Al sustituir en (4), se llega a:
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% = \/75(40)(1) = 34,64 cm?/hora.

Por lo tanto, el area de la lamina metalica en forma de triangulo equilatero aumenta
a razon de 34,64 cm?/hora.

PROBLEMA 2.5

Un obrero eleva material por medio de una cuerda que pasa por una polea (Figura
2.5). El peso cuelga verticalmente a una altura de 10 m y la cuerda tiene una
longitud de 25 m. Si el obrero se desplaza horizontalmentea una velocidad de 9
m/min, ¢{a qué velocidad sube la carga cuando estd a 4 m de altura?

SOLUCION
A partitr de la Figura 2.5, se pueden establecer las siguientes relaciones matematicas:
24+y=25 —2=25—y,
h+y=10 —y=10—h,
z? + (10) = 22
Por otro lado,
x? +100 = (25 — y)?,
r? 4100 = (25 — 10 + h)?,

22 +100 = (15 + h)? (1)

ﬂ =9 m/min
dt

] X

Fig. 2.5

Al derivarimplicitamente la relacion (1) se llega a:

dr dh

dh €T dx
or kil ; 2
o = (5yn) g ™/min (2)

Cuando h = 4 m, de la ecuacion (1), se obtiene que :

x = 4/(19)2 — 100,
xr = 16,16 m.
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d . i s
Dado que d—f = 9m/min, x = 16,16 m, entonces la sustitucion de estos valores en

(2) conduce a:
dh 16,16

7= 19 9)m/min = 7,65 m/min.

Por tanto, el peso se eleva a razén de 7,65 m/min.

PROBLEMA 2.6

Considerar un tanque abierto por su parte superior, cuya seccidn transversal es un
trapecio isésceles con base mayor 8m, base menor 6m, altura 6m, largo 12m
(Figura 2.6.a). Si entra agua al tanque a razon de 3m?/min, ¢a qué velocidad sube
el nivel del agua cuando la altura de ésta es de 4 m?

SOLUCION
El volumen de agua del tanque es el producto de la seccién transversal y la longitud.
Al aplicar semejanza de triangulos en la Figura 2.6.b, se obtiene que:

—8——

K 7\ Tl } :jj/T
N 1l \ !

— 34
Fig. 2.6.a Fig. 2.6.b
Y 6 _
r—3 4-3 6
entonces, r =3+ % (1)

Ahora bien, el area de la seccién transversal del agua (trapecio) es:

A= (2x2—1—6)y,
A= (z+3)y 2)

El reemplazo de (1) en (2) da como resultado :
_ Y — y
A=[3+ g +3]y=[6+ G}y.

Y el volumen es:
V=124 = 12[6+ %]y,

V = T2y + 2y? (3)



Razén de cambio 33

La derivada con respectoa t es:

A% dy
— = (712 4+ 4y)—;

entonces,

[ L)
dt — L7244yl dt -

Cuando til_‘t/ =3m?®/min y y=4m, se obtiene que :

% = [m] (3) = 0,034 m/min.

Por tanto, el agua sube a razén de 0,034 m/min.

PROBLEMA 2.7

Una camara de TV sigue desde el suelo el despegue vertical de un cohete,que se
produce de acuerdo con la ecuacion S = 50t% con S en metrosy t en sequndos. Si
la camara esta a 650 m del lugar de despegue, hallar la razén de cambio del angulo
de elevacion de la camara 10 seg después del despegue.

SOLUCION

A0
K = 650

Fig. 2.7

Puesto que S = 50t2, entonces % = 100t (velocidad) y, ademas, 6 es el angulo
de elevacion en radianes. De la Figura 2.7, se obtiene que :

S
-2 1
tg0 = o= (1)
Al derivar esta ultima expresién respecto a ¢ :
do 1 dS
2940 _ 1 4»
S0 T = 650 dt
. as :
Al despejar Z—f y reemplazar el valor de = se llega a:
do cos?0 @ cos?0

2t = 650 \ar) = g0 (100 (2)
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Cuando ¢t =10, S = 50(10)% = 5.000.
650 650

6502 1 5.0002  5.042,073

Finalmente, cuando ¢ = 10seg,la razon de cambio del angulo de elevacién se
obtiene al reemplazar los anteriores valores en (2) :
de

1
— = (0,1289)?(——)(100)(10) = 0, 02557 rad .

El angulo de elevacion cambia a una tasa de 0, 02557 rad/seg.

De esta manera, cosf = =0,1289

PROBLEMA 2.8

En la Figura 2.8, se observa un brazo de 7 pulg que conecta un piston con una biela
de 3 pulg de radio,la que gira en sentido antihorario,a un ritmo constante de 200
rev/min. Hallar la velocidad del piston cuando 6 = 60°.

SOLUCION

Dado que una revolucion completa corresponde a 27 radianes, entonces

% = 200( 27) = 400 7 radianes/min.

Por otra parte, aplicando la Ley de cosenos en la Figura 2.8, se tiene:
7 =32+ 2% —-2(3)zcos 0,
40 = 22 — 62 cos 0 (1)

Fig. 2.8

La derivada de la relacion (1) con respecto a ¢ es :

deé dx
0—21}—6[—.286719E+ 605(9%],
T
(6 cos — 2x) = 6:L'senHE,

d_x_ 6x sen 0 (d_H)
dt  6cosf — 2z dt

Al reemplazar 0 = 60° = 7/3, en (1) se obtiene :
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40 = 2? — 6x cos (1/3),
x? —3x —40 = 0.
Al resolver para = :

L= 87 r= —25.
Al tomar la raiz positiva = = 8, para 6 = 60° = 7/3 en (2), se tiene:
1
dr  6(8)sent/3 B (6)(8)5\/5 o |
dt ~ 6cos /3 — 16(40070 = 6(}) oy (4007) = — 4,018 pulg/min.
2

De modo que el piston se mueve a una velocidad de 4,018 pulg/min cuando el
angulo 6 = 60°.

PROBLEMA 2.9

Una arandela de caucho esta siendo comprimida por una prensa. En
un determinado momento, la arandela tiene las siguientes medidas: el
diametro externo es de 4 c¢m, diametro interno de 2,0 ¢m. El grosor de la
arandela disminuye a una tasa de 1/56 cm/min y el diametro externo esta
aumentando a una tasa de 1/2 e¢m/min. Si el volumen de la arandela se mantiene
en 3,2cm? en todo momento, calcular la tasa a la que esta cambiando el diametro
interno en el instante en que se toman las medidas.

SOLUCION

Dendtese por D el diametro externo, H el diametro interno y G el grosor de la
arandela (Figura 2.9), entonces su volumen se expresa como:

TG, 9
V=—-(D"-H) (1)

Al derivar la expresion del volumen respecto a ¢, se obtiene :
v om d, s 9. dG
dt 4Gdt<D )+ H)dt’

™

W
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v T dD dH, 7 dG

dt 4G(2Ddt 2Hdt)—ir4(D H)dt (2)
Segun los datos del problema, % = —1/5 cm/min, pues el grosor esta
disminuyendo. Ademas, % =1/2cm/miny D=4cm; H=2,0 cm.
El valor de G en ese momento se obtiene de (1) :
G
V= WT(DQ ~H?).
Como V = 3,2cm?, entonces:
TG
2= —{(42 -2
37 4 ( )7
O A8,2)
RO 0, 34.

av . .
Como e 0, debido a que el volumen siempre permanece constante, al
reemplazar en (2) se llega a :

_T Ly o) @) LT gy Ly,

0= 700.30) [200)(5) —22) 7| + T8 = 2))( = 2);
de donde,

dH .

e — 0,76 cm/min.

Luego, el diametro interno disminuye a una velocidad de 0, 76 cm/min.

PROBLEMA 2.10

Un triangulo rectangulo esta inscrito en la circunferencia z? + y*> = 16. Dos de sus
vértices estan localizados en los intersectos de la circunferencia con el eje z y el
tercer vértice (z,y) se mueve en sentido horario sobre la circunferencia con una
velocidad de 0,5m/seg. Calcular con qué velocidad cambia el area del triangulo
cuando z = 3m.

SOLUCION

Fig. 2.10
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Segun la Figura 2.10, el area del triangulo es:

A= 02)(y),

A=uxy (1)
Como z?+ 9% =16, entonces,

y =116 — z? (2)
Al sustituir (2) en (1), se obtiene:
A=12v16 — 22 (3)

La derivada con respecto al tiempo de la relacion (3) es
dA 16 —22° dx
dt /16 — z2 dt
0,5m/seg en (4):
dA 16 —2(3)?

dt /163

Luego, para x = 3, el area del triangulo disminuye a razon de 0,378 m?/seg.

d
Al reemplazar x = 3m, d—f =

(0,5) = — 0,378 m?/seg.

PROBLEMA 2.11

Considerar un tanque hemisférico de 50 c¢m de radio, al que llega agua a razén de
250 cm?/seg.

a) Calcular la velocidad del nivel de agua cuando la altura del mismo es de 35 c¢m.
b)Calcular la velocidad a la que aumenta la superficie mojada en el mismo
momento.

SOLUCION
50

Fig. 2.11

a) El volumen de un casquete esférico de radio » y altura h estd dado por la
relacion :

1
V= 7r7“h2—§7rh3.



38 Aplicaciones de calculo diferencial

En la expresion anterior, r es constante. Por tanto la derivada de V' con respecto a

tes:

dv dh
2= —(2 _ 2
o (2mhr — wh )dt

. dh
Al despejar ik

dt | 2rhr —Th? | dt
av
dt
dh 200

@ — 0,035 .
dt ~ 7[2(35)(50) —352] cm/seg

dh_{ 1 ]dV

Al reemplazar h = 35cm, = 250 cm?/seg en (2) :

Por tanto, el nivel del agua sube a razon de 0,035 cm/seg.
b) El area de la superficie de un casquete esférico corresponde al area mojada que
menciona el problema, y es igual a :

A = 2mrh (3)

Como el caso anterior, r» es constante. La derivada de la relacién (3) con respecto
ates:

— = 2mr—. (4)

Como % = 0,035 e¢m/seg, entonces, al reemplazar en (4):

9L = 2(m)(50)(0,035) = 10,99 em? /seg.

El area mojada aumenta a razon de 10,99 cm?/seg.
PROBLEMA 2.12

Un disco metalico circular se dilata con el calor. Si su radio aumenta a razén de
0,01 em/min, hallar la rapidez con que aumenta el area y el perimetro del disco
cuando el radioes 12 m.

SOLUCION
a) El area de un disco de radio r viene dada por la relacion :
A =mr.

Al derivar esta relacion con respecto a t, se obtiene:

d . ,
Puestoque r=12 y d—: = 0,01, entonces, al reemplazar en la expresion anterior, se
llega a :
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A
‘;—t = 27m(12)(0,01) = 0, 754 em? /min.

Por tanto, el area del disco aumenta a razon de 0,754 ¢cm?/min.

dilatacion

Fig. 2.12

b) El perimetro o longitud del disco de radio r se calcula por medio de la relacién
P = 27ar.

Al derivar esta relacidon con respecto a t, se obtiene:
dP 5 dr
— = ZTT——.
dt dt

dr

Como pri 0,01, entonces,
ar _
dt

Asi, el perimetro aumenta a razén de 0, 0628 cm/min.

27(0,01) = 0,0628 cm/min.

PROBLEMA 2.13

Un proyectil balistico, al ser disparado, sigue una trayectoria dada por las
ecuaciones :

x = (v, cos a)t,

y = (v, sen )t — %th,
Donde:
v, = velocidad inicial
« = angulo de disparo
g = aceleracion de la gravedad
t = tiempo
Si v, = 100m/seg, a = 60°, g =9,8m/seg?, calcular la variacion de la altura y y

el desplazamiento horizontal x del proyectil al cabo de 3seg de haber sido
disparado. No debe tenerse en cuenta el rozamiento ni la accion del viento.
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SOLUCION
My
P dx
at
Vo dy
at
Fig. 2.13 X

La trayectoria del proyectil, segun los datos del problema, viene dada por las
expresiones :
z =100 cos60° = 100(1/2)t = 50¢ (1)

= (100 sen 60° )t——98 = (50/3)t — (4,9) ¢ (2)

Al derivar las relaciones (1) y (2) con respecto a ¢ :

dx

= = 50 (m/seg) (3)

% =503 — 9,8t (m/seg) (4)
Si t = 3 seg, entonces, al reemplazar en (3) y (4), se obtiene:

dx

pri 50 m/seg,

szf =50 /3 (9,8)(3) = 57,2 m/seg.

Por tanto, el proyectil se eleva a 50m/seg y se desplaza horizontalmente con una
velocidad constante de 57,2m/seg.

NOTA: la velocidad real del proyectil en ese instante puede hallarse mediante
descomposicidn vectorial :

— 2 g2
V=4/V; T,

v=1/(50)2 + (57,2)%0 = 75,97 m/seg.
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b) Velocidad con que aumenta la superficie libre del liquido.
c) Velocidad con que aumenta el perimetro de la superficie libre.
d) Velocidad con que aumenta el area mojada.
SOLUCION
a) De la Figura 2.14, el volumen del liquido es :
V=2 mh (1)
Por semejanza de triangulos :
30 A 4
P entonces r = ﬁh (2)
/L/
— ==
e/ L/
30 \ [
L h
Fig. 2.14
Al sustituir en (1) :
_ LA
V= 3 7r(15h) h
I
-~ 3(225) )
Al derivar la ecuacién (1) con respecto al tiempo ¢ :
AV _ 167 ,dh
A 25 (4)

Ahora bien, %/ =1 cm?/seg, h = 15cm, entonces,

167 dh
= — (15)*=—

225 (15) dt’
dh

dh 1 cm/se
dt ~ 167 g

1

. I . 1
El nivel del liquido sube a razon de Tor cm/seg.
m

b) El area de la superficie libre del liquido vale:

4
2 2
S=mr 7r(15h)

Y
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167w

La derivada de (5) con respecto al tiempo ¢ es :

dS  2(16)zh dh
dt 225 dt

cm?/seg (6)

dh 1
Puestoque h=15cm vy == T cm/seg,, entonces al reemplazar en
™

en (6), se obtiene:
dS  2(16)r(15) 1 2

dt 225 16 15

. i . 2
La superficie libre del liqguido aumenta a razén de T cm?/seg.

c) El perimetro de la superficie libre se calcula mediante la expresion :
4
P =2mr = 27?(1—5h)

8T
P=3h 0
La derivada de P con respecto al tiempo ¢ es:

dP 8w dh
T ®)
Al reemplazar dh 1 cm/seg en (8), se llega a:
Plazal 3 = 16x g , sefiegad.

dP 1

1
S =am () = o (em/seg).

607"~ 30
, e . 1
El perimetro de la superficie libre aumenta a una velocidad constante de 30 cm/seg.

d) El area mojada del liquido vale:
A, = mrl = mry/r? + h?

4 4
A, = W(Bh) (1—5h)2 + R’

414/ 241
An = — h? (9)

Al derivar la expresion (9) con respecto al tiempo ¢ :
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dA,  8m/241 15

dt 225 167
dA,,

—™ —0,517.

dt ’

El area mojada aumenta a razén de 0,517 cm?/seg.

PROBLEMA 2.15

Considerar un tanque en forma de prisma recto dispuesto horizontalmente (Figura
2.15.a)cuyas tapas son triangulos equilateros, de lado 4m vy longitud 8 m. Si se
extrae agua del tanque por medio de un bomba a razén de 2m?/min, calcular la
velocidad con que baja el nivel del agua, cuando la altura de este es 1,5m.

SOLUCION

&7 23 [

Fig. 2.15.a Fig. 2.15.b

Sea h la altura del agua en el tanque (Figura 2.15.b) y H la altura del tridngulo.
Como el triangulo es equilatero, entonces,

H=+42-22=/12=2./3.

Ahora bien, por semejanza de triangulos,

EZQ_\/g. $=\/§h.

h 2
El area de la seccién correspondiente al agua en el tanque es :

A= %.Qx.h — (V3h)h,

A= \/§h2 m2.
Y el volumen del cuerpo de agua es :
V =8A =8v/3h2 m3.

Al derivar la expresion del volumen con respecto a t se obtiene :

dv dh
- =1 h —
dt 6‘/§ dt’



44 Aplicaciones de célculo diferencial

dh 1 dv
dt  16/3h dt’
av .,
Puesto que Friaie 2m’/min, h = 1,5m, entonces,
dh 1

=~ (-2)= —0,048m/min.
dt 16J§<1,5>( ) /

En consecuencia, el nivel del agua desciende a razon de 0,048 m/min.

PROBLEMA 2.16

Considerar un triangulo rectangulo variable asi: el punto A en el origen de
coordenadas, el angulo B es recto y esta sobre el eje y y el punto C esta sobre la

grafica de la funcién exponencial y = ie“‘ (Figura 2.16). Si el punto B comienza en

(0,1) y se mueve hacia arriba a una velocidad constante de 2cm/seg,éicon qué
rapidez esta aumentando el area del triangulo cuando ¢ = 5 segundos?

SOLUCION
Y
/
o ,

C(X,Y)

(0,1/2)

7

A
Fig. 2.16 X

El érea del triangulo ABC de la Figura 2.16 es :

A= %xy (em?) (1)

1
Pero y = 5e‘”", entonces,
x =In2y.

El area de dicho triangulo es, entonces

A= %y In2y (2)
Al derivar la expresién (2) respecto al tiempo ¢ :
dA 1 dy
E_Q[l—i_any]dt (3)
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d 1 1
Como d—?z = 2cm/seg, entonces y = 3 cuando t = 0,Y, engeneral, y = 2t + 3

Por tanto, cuando ¢t =5, y = 2(5) + % = 12—1
Al sustituir en (3) :

dA 1 11

dA 9

= 3,4 em”/seg.

Por tanto, el area del triangulo crece a razén de 3,4 cm?/seg.

PROBLEMA 2.17

Un depdsito tiene forma de piramide truncada invertida, con base menor abajo y
base mayor arriba, con seccion transversal cuadrada. La base menor tiene 2m de
lado y la base superior 4 m de ladoy altura 4 m. Sillega agua al depdsito a razon de
5m?/min, encontrar la velocidad a la que sube el nivel de agua,cuando la
profundidad de la misma es 40 cm.

SOLUCION

T X _
2 1

Fig. 2.17.a Fig. 2.17.b

Teniendo en cuenta que el volumen de una piramide (Fig 2.17.a) de base cuadrada
de lado z y altura h se calcula mediante la expresion:

V = %th.

Entonces, el volumen del agua en el tronco de piramide se calcula por diferencia
entre los volumenes de dos piramides :

V= %(2x)z — %(1)2h
V= gxzz — %h (1)

Ahora bien,por semejanza entre triangulos (Figura 2.17.b), se puede establecer
que :
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Al reemplazar (2) en (1) :

Por otra parte,

La sustitucion de h = 4 en (3) conduce a :
122 4
“ a3 @
La derivada de la relacion (4) con respecto a ¢ es:
v 1 ,dz
av _ 1 2%
dt 47 dt’
dz 4 dV
@7 (5)

Conz=h+0,4=4+0,4=4,4my % = 5m?/min, al sustituir en (5), se obtiene:

dz  A(5) .
R Tw i 1,033 m/min

El nivel del agua sube a razén de 1,033 m/min.

PROBLEMA 2.18

En un parque de diversiones, la "montafia rusa" obedece a la funcion y = 3/(z* + 1)
para valores positivos de xz. El carro se desplaza en la bajada a una velocidad
variable de 5m/seg en el punto de la trayectoria que dista horizontalmente 2m de la
parte mas elevada del recorrido. Calcular la velocidad horizontal y vertical en ese
punto.

SOLUCION

7

Y =2+

Fig. 2.18
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El vehiculo se desplaza con una velocidad que sigue la direcciéon de la recta
tangente a la curva en el punto considerado. De acuerdo al enunciado, la trayectoria
del carro es :

3
Al derivar con respectoa = :
dy — 6x
A el 2
de (2?2 +1)? (2)

En correspondencia con lo mencionado anteriormente, esta derivada es igual a la
tangente del angulo formado con la horizontal; esto es :

too — 0T
9 - ($2+1)2'
Para =z = 2,
12
/— — —
tg o = o7
o/ = 154°21; a = 180° — o/;

a=25°39"y B =64°21".

Ahora bien, por descomposicion vectorial, los desplazamientos horizontal y vertical
son respectivamente :

r = Rcos 25° 39 (3)
y = Rcos64° 21’ (4)
Al derivar (4) y (5) respecto al tiempo ¢ :
de 0 20/ d_R
- = (cos 257 39 )dt (6)
dy _ 0911 41t
i (cos64°21") = (7)
dR o
Con e 5 m/seg, la sustitucién en (6) y (7) conduce a :
dx

- = 5(cos 25°39") = 4,5m/seg.

% =5(cos 64°21") = 2,16 m/seg.

En consecuencia, el vehiculo se desplaza horizontalmente a 4,5m/seg y
verticalmente a 2, 16 m/seg.

PROBLEMA 2.19
Un cohete es lanzado verticalmente a 1.200 m de un observador. Por fallas en el

despegue, el cohete sube formando un angulo de 75° con la horizontal. Calcular a
qué velocidad aumenta el angulo de vision del observador 5seg después del
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lanzamiento, si el cohete se desplaza en su trayectoria a 500m/seg alejandose del
observador.

SOLUCION
Al considerar el triangulo de la Figura 2.19, por la Ley de los senos se tiene :

sen¢  sen105°
z oy
Por tanto: send = = sen 105° (1)
Y

La derivada de la relaciéon (1) con respecto al tiempo tes :

do _ o,
cos ¢ 5 = sen 105°;

d¢

dt

Si t = 5 seg, entonces :
z = 500m/segxb seg = 2.500 m;

dz
i 500m/seg.

Al aplicar la Ley de los cosenos :
y? = 1.200% + 2.500% — 2(1.200)(2.500) cos 105°,
y = 3.040, 22 m.

Por otra parte, de (1) se obtiene que :

z sen 105°

y= 2 )

sen ¢

Al derivar la expresion (3) con respecto al tiempo ¢ :
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sen (bdz Zcos ¢ dé
dy _ o dt dt
o = sen 105 [ o ] m/seg (4)
z o 1 _
Como sen ¢ = ;sen 105° = 3.010.22 (0,965925) = 0, 794289 y
cos ¢ = 0,607539, entonces, al reemplazar en (4), se obtiene:
% = 0,965926 | (0, 794289)(500) — (2.500)(0, 607539) % ,
dy = 383,612 — 1.467,094 @
dt dt

. d d .
Finalmente, al reemplazar los valores de y, z, —Z, cosp y d_gz en (2), se obtiene:

dt
d¢

” (3.040,22)(500) — 2.500(383, 612 — 1.467,094 —
%2 = 0,965926 dt
dt (3.040,22)2(0,607539)
99 _ (,961477 — 0, 164965 + 0, 630895+ 2.
dt dt
De donde,
d$  0,096512
2t = 0.360104 0,261476 rad/seg

Como un radian es igual a 57,29577... = Cfl—f = 14°5853".

Entonces, el angulo de visién aumenta a razon de 14°58 53 /seg.

PROBLEMA 2.20

Considerar una piscina rectangular de 24 m de longitud por 12m de anchura. La
profundidad va aumentando en forma constante desde 0,6m hasta 3m en una
distancia horizontal de 18 m, siendo el resto del fondo horizontal (Figura 2.20.a). Si
se vierte agua en la piscina a razén de 4m?/min,calcular la velocidad con que
sube el nivel del agua a 1,2 m del fondo.

SOLUCION

a) El volumen del agua es igual al producto de la seccién longitudinal (un trapecio)
por su anchura (Figura 2.20.a) :

r+6

V= (—-)(h)012) m,

V = 6h(z +6) m? (1)

Ademas, de las Figuras 2.20.a y 2.20.b, se obtiene que :
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24

F—w —

/\\ 06
= o . —
12 Ih et

—6— —6—+— 18 ——

Fig. 2.20.a Fig. 2.20.b

2,4
tga = o 0,1333

a = artg(0,1333) = 7°35'40".
Por tanto: 8 =90° — 7°35'40" = 82°24' 20".

Luego, el valorde z es:

r =06+ htg(82°24'20"),

r=6+7,5h. (2)
Al sustituir (2) en (1):

V =6h[6+7,5h + 6],

V = T2h + 45 h? (3)

La derivada con respecto al tiempo ¢ de la expresién (3) es :

av dh
— = (724 90h) —

de donde,
dh 1 av
dat {72+90h]%' (4)
. dv . o .
Si h=1,2m vy = = 4 m/min, al sustituir en (4), se obtiene:
dh 4

Por tanto, el nivel del agua sube a razén de 0,022 m/min.

PROBLEMAS PROPUESTOS

1)Sea R el radio de una esfera en el instante ¢. Hallar dicho radio cuando su
incremento en la unidad de tiempo es igual, numéricamente, al de la superficie.

2) Las dimensiones de un recipiente en forma de paralelepipedo son, en metros: 8 de
largo, 2 de ancho y 4 de profundidad. Si se vierte agua a razon de 2m?/min,
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hallar la variacion de la altura del nivel, con respecto al tiempo, cuando la
profundidad del agua es de 1m.

3) Una escalera de 20m se apoya contra un edificio.

a) Hallar la velocidad a la que se mueve el extremo superior cuando el inferior se
aleja del edificio a una velocidad de 1m/seg.

b) Hallar la velocidad a la que disminuye la pendiente.

4)Un depdsito conico circular recto,de 8 m de diametro y 16 m de profundidad, se
llena de agua a razén de 10m?/min. Sabiendo que el depdsito en cuestion tiene
una fuga y que,cuando la profundidad del agua es de 1m, el nivel se eleva a razdn
de 0,33 m/min, hallar la cantidad de agua que abandona el depdsito en la unidad
de tiempo.

5)Dos lados paralelos de un rectangulo se alargan a razén de 2 cm/seg, mientras
que los otros dos se acortan de manera que la figura resultante, en todo momento,
es un rectangulo de area constante e igual a 50 cm?. Calcular la variacion en la
unidad de tiempo del perimetro P, cuandola longitud de los lados extensibles es
de :

a) bcem b) 10cm
c) Hallar las dimensiones del rectangulo cuando el perimetro deja de disminuir.

6) Dos lados de un tridngulo son iguales en un principio. Estos crecen a razén de 2
ecm/min y el angulo entre ellos crece a razon de 0,5 rad/min. Hallar el cambio que
experimenta el tercer lado en el momento en que los otros lados miden 10c¢m vy el
angulo entre ellos es de 90°.

7) Una persona sube por una rampa que forma un angulo de 24° con la horizontal a
una velocidad constante de 0,6m/seg. Calcular las velocidades vertical y horizontal
en cualquier momento.






3. MAXIMOS Y MINIMOS

3.1 OPTIMIZACION DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE

Optimizar una funcién de una variable es el proceso mediante el cual se determinan
los valores de la variable z, para los cuales la funcién dada toma un valor maximo o
minimo. Con frecuencia,a la funcién que se pretende optimizar se la suele llamar
FUNCION OBJETIVO. Para optimizar funciones de una variable de la forma
y = f(x),se procede de la siguiente manera:

a) Calcular la primera derivada de f(z); estoes, f'(z).

b) Resolver para z la ecuacion algebraica f'(x) =0, delaque se obtienen puntos
criticos o estacionarios z*.

c) Determinar la segunda derivada de f(x);es decir, f"(x).
d) Tomar la decision asi:

e Si f’(z*) <0, entonces z* define un MAXIMO LOCAL, y
fmaz = f(z*) en el punto z*.

e Si f’(z*) >0, entonces z* define un MiNIMO LOCAL, y
fmin = f(z*) en el punto z*.

e Si f(z*) =0, no se puede concluir nada respecto de la
naturaleza de ese punto critico.

PROBLEMA 3.1

Dividir el numero 8 en dos sumandos, tales que la suma de sus cubos sea la menor
posible.

SOLUCION
Sean z, y los sumandos; entonces
rT+y=28 (1)
Se pide que la suma de los cubos de los dos sumandos sea la menor. Sea, entonces,
S =23+ (2)
De la relacion (1) : y = 8 — z. Al reemplazar en (2), se obtiene :
S=2>+8—-x) (3)

De esta manera, la relacion (3) es la funcion objetivo.

= La derivada de la funcion (3) con respecto a zes :
@ _ 2 . 2
= 3z° —3(8 — )~

= Al igualar a cero esta derivada y resolver para x:
322 —3(8 —x)? =0,
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2 — 64+ 162 — 2> =0,
x = 4. (Punto critico).

» La segunda derivada de la funcién objetivo es :

d*S
= El valor de la segunda derivada de la funcion objetivo en el punto critico = =4
es:

d*S

. d*S , -~ -
sDecision: como —(4) > 0, entonces z= =4 define un minimo local o minimo

2
x
relativo. Ademas, el otro sumandoes y=8 —x =8 —4=4.
Conclusién : los numeros buscados son 4 y 4, Y, por supuesto.

Spin = 4% + 4% = 64 + 64 = 128.

PROBLEMA 3.2
Hallar el numero positivo que sumado a su inverso produzca la suma minima.

SOLUCION
Sea z el numero buscado, = > 0; entonces, la funcion objetivo se define como
1
S = - 1
T+ - &

= La derivada de la funcion (1) con respecto a zes :

a5 _ 1

dx x2

= Al igualar a cero esta derivada y resolver para = :
1 1
1-—==0 =1, z==+1.
x2 T2 ’
Se toma z = 1 (Punto critico), pues el numero buscado es positivo.

= La segunda derivada de la funcion objetivo es :

e _ 1
dz? 223
= El valor de la segunda derivada de la funcion objetivo en el punto critico = =1
es:
d*S 1

W(D T 218 2

2

s d-S . - .
s Decisiéon : como F(l) > 0, entonces z = 1 define un minimo relativo.
T
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., . . 1
Conclusion : el numero buscado es 1. Ademas, S,,;, = 1 + 1= 2.

PROBLEMA 3.3

Se quiere construir una caja de base cuadrada y abierta por la parte superior,
al utilizar para ello una lamina de carton de 12 ¢m de lado, recortando cuadrados
iguales en las esquinas y doblan los lados. Determinar la longitud de los lados
para obtener una caja de volumen maximo.

SOLUCION

Sea z la longitud en centimetros del lado del cuadrado que se debe cortar. Las
dimensiones delacajason: =z, 12 -2z y 12 — 2z.

Por lo tanto, el volumen es (Figura 3.3) :

12-2X

12-2X X

12-2X

12-2X

Fig. 3.3

V =2(12 — 22)(12 — 2x),

V =42 — 4827 + 144z (em?) (1)
sLa derivada de (1) respectoa z es:

awv 2

- =122 — 96z + 144. (2)

» Al igualar la derivada a cero y resolver para z :
1222 — 962 + 144 = 0,
12(x — 2)(z — 6) = 0.
Entonces, los puntos criticos son x =2 y z = 6 (inadmisible).
= La segunda derivada de la funcion (2) :
V. 94z — g6 (3)

dz?
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s Al evaluar esta segunda derivada en el punto critico :

d*v

dz?

= 24(2) - 96 = — 48 < 0.

r=2

2

. d*V
s Decision : como —
dz?

) < 0,entonces, para z = 2, la funcion V' toma un valor
€r =

maximo.

Conclusion : Las dimensiones de la caja son 12 — 2x,12 — 2z y z; es decir, 8, 8 y
2 cm. Ademas,
V. =4(2)% — 48(2)? + 144(2) = 128 cm?.

maxr

PROBLEMA 3.4

Hallar las dimensiones del cilindro recto circular,de maximo volumen, que puede ser
inscrito en un cono circular de radio 5¢m y altura 12cm.

SOLUCION

El volumen del cilindro circular recto de radio r»y altura h viene dado por la
siguiente expresion :

V =7r*h (cm?) (1)
De la Figura 3.4.b, por semejanza de triangulos, se tiene:
12—-h 12 12
r _ga h—g(B_T) (2)

12-h

Fr

—r—
—5—
Fig. 3.4.a Fig. 3.4.b
Al reemplazar (2) en (1) se obtiene la funcion objetivo :
V=2 (i) (3)

nLa derivada de la ecuacién (3) conrespectoa r:
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res 10 .. 10
Luego, los puntos criticos son =0y r= 3 Solo es admisible r = 3 pues
r = Oimplica la no existencia de cilindro alguno.
= Al derivar (4) por segunda vez :

2V 127
o — 22010 - 6r).
a7~ 5 (10—67)

. . . 10
nLa evaluacién de la segunda derivada en el punto critico r» = Y da como resultado :
a*v 127

10 247

— —fo-6(=)]=-=—<0o.
a7, 10 = 5 [10=6(3)] 5 °
3
. ., . L. 10
» Decision : la funciéon V' tiene un maximo para r = 3
Las dimensiones del cilindro circular recto de volumen maximo son :
10 10
r=—cm Yy h=—(5-r)=4cm.
3 )
L 1 4
El volumen maximoes: V.. = w(£)24 = %w em?®.

PROBLEMA 3.5

De una hoja de carton de 8x5 ¢m, deben recortarse cuadrados iguales, de modo
que al doblarse la hoja, siguiendo las lineas punteadas, resulte una caja sin tapa,
con la mayor capacidad posible. Hallar las dimensiones de la caja.

SOLUCION

5-2X

8-2X X

8-2X

5-2X
Fig. 3.5

Sea z la longitud en centimetros del lado del cuadrado esquinero que se debe
cortar. En estas condiciones, las dimensiones de la caja son: z, 5 — 2z y 8 — 2.

Por lo tanto, el volumen es (Figura 3.5) :
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V =ux(5-2z)(8 - 2z),

V =4a® — 260> + 40z (cm?) (1)
sLa derivada de (1) respectoa z es:

dav. 2

- =122" = 520 + 40, (2)

s Al igualar la derivada a cero y resolver para z :
1222 — 52z + 40 = 0,
(. —1)(3z — 10) = 0.
Entonces, los puntos criticos son = =1y z = 10/3 (inadmisible).

» La segunda derivada de la funcion (2) :

2
YV oge - 52, 3)

dz?

s Al evaluar la segunda derivada en el punto critico :

d?v
v
s Decision : como ) 1< 0, entonces, para z =1, la funcién volumen V se
e lr =

maximiza.

Conclusién : Las dimensiones de la caja son 5—2x,8 -2z Yy x; esdecir,3,6 y 1
cm. Por otra parte,

V. =36.1=18cm?

maxr

PROBLEMA 3.6

El perimetro de un triangulo isosceles es 2p. Hallar las dimensiones de los lados
para que el volumen del cuerpo engendrado por la rotacidn del triangulo en torno a
la base sea el mayor posible.

SOLUCION

En correspondencia con la Figura 3.6, sean z, y, y los lados del triangulo isésceles.

Por el Teorema de Pitagoras, su altura es:

Y L 1)

2 2
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El volumen del solido engendrado por la rotacion del triangulo alrededor de su base
se calcula como:

1
V= 2%*1(4y2 — xQ)*g,
T 2 2
V = —12x(4y x%) (3)

Al reemplazar (2) en (3), se obtiene la funcién objetivo :

V= 520 - 94y - 200~ )]

2T
V=§(—p3+3p2y—2py2) (4)
Y
y y
h ..................................
X/2 X/2 X
Fig. 3.6

= La derivada de la relacién (4) con respecto a y es :

dVv 2r .
— = (3t -4 5
i 3 (3p° — 4py) (5)
= Al igualar a cero la derivada (5) y resolver para y, se obtiene:
3p* —4py =0,
p(39 — 4y) = 0; Y= Zp (Punto critico).
= La segunda derivada de la funcién objetivo es :
a’V. - 2r 8mp
—— =" (—4p)= — —.
=La evaluacién de la segunda derivada (6), en el punto critico, conduce a:
d’V 13 8mp
T lit) = 5 <O
.y d*V 3 3 . .,
» Decision : Puesto que ) [Zp} < 0, entonces y = 1P maximiza la funcién
X
V.Ademas, z = 2(p — y) = g
Conclusion : las dimensiones de los lados del triangulo isdsceles de perimetro 2p

p 3p 3p
son £ 28y Z2E x
2' 1 Y
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SpLPP_ T i
3 %1% = 1P Unidades de volumen.

PROBLEMA 3.7

Se debe construir una caja con tapa, cuyo volumen sea de 72 ¢m?; los lados de la
base deben estar en relacién 1 : 2. Hallar las medidas de las aristas para que la
superficie total sea la menor posible.

SOLUCION

2X y y 2X

Fig. 3.7

Sean z, 2z y y las dimensiones en c¢mde la caja. Su volumen es:

z(22)y = 72; 20y = 72 (1)
Ahora bien, la superficie total de la caja es:

S =2(2x)z + 2zy + 2(22)y;

S = 42% + 6zy (2)

De la relacion (1), se tiene y = %.AI reemplazar el valor de y en (2), se obtiene la
Xz
funcién objetivo :

S =442 4 Zﬁ (3)
nLa derivada de la funcién objetivo con respectoa z es:
dS 216
mAl igualar a cero la derivada y resolver para z, se obtiene:
893—226:0; 8% — 216 = 0;
xr
¥ = 27, z = 3 (Punto critico).

= La segunda derivada de la funcién objetivo es :

2s g 132
dz? 3
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nEl valor de la segunda derivada calculada en el punto critico siempre sera mayor
d*S 432

ro; est , —(3) = — .
que cero; esto es dm2(3) 8+ o >0

2

. d=s C .,
nDecisién : Puesto que @(3) > 0, entonces = = 3 minimiza la funciéon S.

36 36
Porotra parte, y= - = — =4.
T 9

En conclusién, las dimensiones de la caja son z,2x, y; es decir,3,6,4 cm.
Ademas,

Smin = 4(3)2 + 23ﬁ =108 cmg.

PROBLEMA 3.8

El perimetro de un triangulo isosceles es 2p. Hallar las dimensiones de los lados
para que el cono engendrado por la rotacion del triangulo en torno a su altura bajada
sobre la base sea el mayor posible.

SOLUCION

x/2 | X2 X

Fig. 3.8

En correspondencia con la Figura 3.8, sean =z, y, y los lados del triangulo isosceles.
Por el Teorema de Pitagoras, su altura es:

b= - 2] - L= &

Puesto que el triangulo es isosceles, entonces,
2y + x = 2p,
z=2(p-y) (2)
El volumen del solido engendrado por la rotacion del trianguloen torno a su altura es:
N 0 e
V—S*{Q] *2 dy* — x2,

V= ;—43:2 4y? — 22 (3)

Al reemplazar (2) en (3), se obtiene la funcion objetivo :
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_ T 2 Al — )2
V= o4y -4 —y)%
™
Vi=2(p—y)Vapy - p* (4)
= La derivada de la relacién (4) con respecto a y es :

v _ Z[M_Q(p_y)m];

dy 3 [\/2py—p?
v _ z[5py2—8p2y+3p3] 5)
dy 3 v 2py — p?

= Al igualar a cero la derivada (5) y resolver para y, se obtiene:
5py* — 8p*y + 3p® = 0,

3 .
p(y — p)(5y — 3p) = 0; y=:p (Punto critico).
» La segunda derivada de la funcién objetivo es :

d*V._ wp(15y* — 189y + 5p?)
dz® (2 - p)v/2py — P

=La evaluacion de la segunda derivada (6), en el punto critico, conduce a:
d*v

3
— [gp] = —0,894427191 p < 0.
- d*V 13 3 - .
nDecision : Puesto que T [5p] < 0, entonces, y = P maximiza la funcién

V.Ademas, z =2(p—y) = %p.

Conclusion : las dimensiones de los lados del triangulo is6sceles de perimetro 2p
3 3 4 .
son —p, P y =P Y ademas,

b}
2 2 2
‘/ma,,r = 1* @ 4 % - @ )
24 | 5 ) )

47T\/g 3

unidades de volumen.
375 ¥

vaaw =

PROBLEMA 3.9

Hallar el radio y la altura del cilindro circular recto de mayor volumen inscrito en una
esfera de radio R.
SOLUCION

Sean h y r la alturay el radio, respectivamente, del cilindro circular recto inscrito en
la esfera de radio R.

En el triangulo rectagulo de la Figura 3.9, por el Teorema de Pitagoras, se tiene :
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h =2V R? — r? (1)
El volumen del cilindro de radio r y altura h = 2v/ R? —r2 es:

V =7r*h = 1% [2¢/ R? — r?],

V =2mr2/R2 — 2. (2)

De esta manera, la funcion objetivo es V' = 2mr2y/ R? — 12,

h /o

S

Fig. 3.9

= La derivada de la funcion objetivo con respecto a r es :

av r2(—r) 5 5
E —27T|:\/ﬁ+27“ R — T,
_ 3 2 2
a :2F[M] (3)
dr R2 — y2

s Al igualar la derivada (3) a cero y resolver para r, se obtienen puntos criticos:
_ 3 2
27?[ 3r* + 2rR ] o,
RQ _ 7“2
-3 +2rR?2 =0, r(—3r*+2rR) = 0;

. - 2 -
De manera que el unico punto critico es r= gR, pues r = 0 no origina
cilindro alguno.

= La segunda derivada de la funcién objetivo es :

d*V _ 2m[2R' - 9R?r* 4 6r']
dr2 (R2 —2)3 ’

sLa evaluacion de la segunda derivada de la funcién objetivo, en el punto critico
2
r= \/;R, da como resultado :
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@V [2) _ 2m[2R - 9R?[2R]’ +6[2R]"]
dr? 3 2 ’
SRR (72~ [3R]')
VI o[2 ]
—[\/=R| = — R <0.
a7 | 3R_ 87T\/§ <
.y 2 2 2 -
» Decisién: Puesto que % [\/;R] < 0, entonces r = \/;R = \/TER maximiza la
funcién objetivo.
. - . . 2 2 2v/3
Ademas, la altura del cilindro inscritoes h =2{/R? - -R? = —R = —\[R.
3 \/§ 3
) . . . V6 2v/3
Asi, pues, el radio y altura del cilindro son respectivamente TR y TR.

El volumen méximo se obtiene al reemplazar los valoresde ry h en (2):

4 R? )
Viaw = \/gT” unidades de volumen.

PROBLEMA 3.10

Se necesita cortar un alambre de 2m de longitud en dos partes: conla primera se
forma un triangulo equilatero y con la otra un circulo. Calcular la longitud de cada
una de las partes, de manera que la suma de las areas de las figuras obtenidas sea
la menor.

SOLUCION

o

@

X ¥ Xp —
Fig. 3.10

Sean : z lalongitud en metros del triangulo equilatero;
y la longitud en metros del radio del circulo.

De la figura 3.10, se puede calcular el area total como la suma de las areas del
triangulo A; y del circulo A :
A — Al + A27

A= %xmy? (1)

La altura hen funcion de z se calcula como :
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h= o [te] =2,

\/§$

h==5 (2)
la sustitucién de (2) en (1) da como resultado:
A= @xQ + 97 (3)
Segun los datos del problema :
3z + 2my = 2. (4)
De la relacién (4), al despejar y, se obtiene que:
2 -3z
y=—_ (5).
Al reemplazar (5) en (3), se obtiene la funcién objetivo:
V3, [2-3z]7
A= [7] (6)
= La derivada de la funcién objetivo con respecto a = es :
dA /3 3
s Al igualar a cero la derivada (7) y resolver para z, se obtiene el Unico punto critico:
V3

3
St 5o(2-32) =0,

(V374 9)z = 6,

6
r=—— =~ 0,41547.
\/§7T+9

sLa segunda derivada de la funcion objetivo :

d’A /3 9
dz2 ~ 2 o
= Se puede ver que la evaluacion de la segunda derivada de la funcién objetivo es
positiva para cualquier valor de z;esto es:
d’A
dz?

2

L, d=A s
» Decision: Puesto que e > 0, entonces, el punto critico z =

la funcién area A.Ademas, de la relacion (5) :

> 0.

6 minimiza
\/§7T +9

Y= 2 — 3(0,41547) ~0,12.
2T

Conclusién : El alambre se debe cortar asi :
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Para formar triangulo 3z = 3(0,41547) ~ 1, 24641 m.
Para formar circulo 27y = 27(0,12) ~ 0, 75398 m.

Y, ademas, Amin = @(0,41547) +(0,12)* = 0,225 m>.

PROBLEMA 3.11

Una tina abierta por la parte superior tiene la forma de un cilindro circular recto. Si su
volumen es igual a V, calcular las longitudes del radio y su altura para que su
superficie total sea la menor posible.

SOLUCION
2TCr

Fig. 3.11

Sean r elradioy h la altura de la tina en forma de cilindro circular recto.

El volumen del cilindro es :

V =mnr’h (1)
La superficie total de la tina es igual a la suma del area de la base y el area lateral :
S=mr+2nrh (2)
De la relacion (2) :
b=V
ot

Al reemplazar esta ultima igualdad en (2), se obtiene:
S =mr? +27TT[L2],
Tr

S=nr4 ¥ (3)

r
La relacion (3) constituye la funcion objetivo.
= La derivada de la funcion objetivo con respectoa r es:

%:2777"—?



Maximos y minimos 67

m Al igualar a cero la derivada de la funcidn objetivo y resolver la ecuacién para r, se
obtiene el unico punto critico :
2V

27TT_T_2:O,

r= \3/Y (Punto critico).
T

= La segunda derivada de la funcién objetivo es :

a5, v
alr_7r r3

= La evaluacion de la segunda derivada en el punto critico es :
: 4
dS[S 4 } :27r+—V=67r>0.

dr [V« V/m
L ds |V . SV
» Decision : Puesto que Vi > 0, entonces el punto critico » = {/ — minimiza
T m
la funcion objetivo.
. V 5|V
Por otro lado, la altura esiguala h= ———— = ¢/ —

“[i/%]
s == {5 [ e liT ] o5 ]

Smin = 3V V2 unidades de superficie.

Ademas,

PROBLEMA 3.12

Calcular el radio y la altura del cilindro circular recto de mayor area lateral inscrito en
una esfera de radio R.

SOLUCION
Sea r elradioy h la altura del cilindro circular recto inscrito en la esfera de radio R.

Al aplicar el Teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo en la Figura 3.12, se
tiene :

h =2V R? — r? (1)
Ahora bien, el area lateral del cilindro es :

S = 2nrh (2)
Al reemplazar (1) en (2), se obtiene la funcion objetivo:

S =dnr\/ R? —r? (3)

sLa derivada de la funcidn objetivo con respecto a res:
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a2
ds :47T|:7r + vV RQ—T2:|,

ar ——

ds [ —2r2 + RQ]
dr R2 — 42

h /o R h/2

S W

Fig. 3.12

s Al resolver para r la ecuacién algebraica resultante de igualar la derivada (4)a

cero, se obtiene que :
-9 2 2
47{7“7“%} o,

1/1’:52_742

— 212 + R? = (; r= R.

De esta manera, el unico punto critico es r= R.

IS S

= La segunda derivada de la funcién objetivo es :
r(—2r? + R?)
R2 — y2 ]

—Adr/R? —r? +

2
dS:47r[

dr? R2 — 2

S [ =3R4+ 27
dr? (R2 — r2)3

= La evaluacion de la segunda derivada en el punto critico conduce a :
3
3 [\/75}%] R?+2 [@R]
273 ]’
L]
d2S [\/5

S V2R = —16v <0
dr? ZR} v

oz |2 B

-
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L, d*S 2 " 2 -
nDecision : Como e [7\[}{} < 0, entonces el punto critico r = 7\[}2 maximiza la

funcion objetivo.

2
Por otra parte, h = 2y/R? —r? = 24/ R? — [?R] — \/§R.

En consecuencia, las longitudes del radio y altura del cilindro circular recto inscrito

en la esfera de radio R son respectivamente, g}% y \/ER. Ademas,
Sinar = 27r*\/T§R*\/§R = 27 R% unidades de superficie.

PROBLEMA 3.13

2 2
Calcular el punto de la elipse %+g—8 =1, de modo que el area del triangulo

engendrado por la tangente que pasa por ese punto y los intersectos de la misma
con los ejes coordenados sea la menor posible.

SOLUCION

Yo 4 1XE (Xo,yo)

2v2 ’ X

X
7%

Fig. 3.13

Se va a considerar la parte de la elipse localizada en el primer cuadrante. Al derivar

2 2
implicitamente la ecuacién 5 + 32}—8 = 1 con respecto a z, se tiene :

rLwo . g T
1T T VT Ty
Si (z,,y,) es el punto de tangencia, entonces la pendiente de la tangente en ese

Tz,
puntoes — — .
2y,

Ahora bien, la ecuacion de la recta tangente a la elipse en el punto (z,,y,) es :



70 Aplicaciones de calculo diferencial

r—z, Tz,
Yy—Y, 2yu .
2
En esta ultima expresion,si ¢ = 0, entonces y =y, + 2—“
yll
. . 2y?
De igual manera, si y = 0, entonces =z =z + 7—0
xz

0

En consecuencia, el area del trangulo rectangulo formado por la recta tangente y sus
intersectos con los ejes coordenados es :

2= 2] 2,
2 Tz, 2y,
a1 { Ta? + qu [mf + 2yf].
2 Tz, 2y, ’
2
2 2
1 |:7x() + 2yl|:|
0 yO
. oy .
Pero (z,,y,) es punto de la elipse; entonces, §° + Z—“S = 1; es decir,

282 + 8y? = 224;

Ta? 4 2y7 = 56. (2)
Al reemplazar (2) en (1),se tiene que la funcion objetivo es:
1 (56)> 112
Lo 1w @
[ly[] x()yﬂ
56 — T2
De la relacion (2): y, = Tx“ Al sustituir en (3) :
Ao 1 (56)
~ 28 56—7x,
T\ —5
A=112,/2 ! (5)

7 T,/ 8 — 1,
De esta manera, la relacién (5) constituye la funcion objetivo.

= La derivada de la funcion objetivo con respecto a z, es :

dA  32V/14(4 - 2?) ;
dz, 2 /8 -z, (6)

mAl igualar la derivada a cero y resolver para z,, se tiene:
T, = L2

Se toma x, = 2 como punto critico, por estar en el primer cuadrante.
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=La segunda derivada de la funcion objetivo es :

dA  324/14(3z! — 2027 + 64)
de? w3/ (8 —,)

= La evaluacion de la segunda derivada en el punto critico z, =2 da como
resultado :

A4 g 32f[ 1-20(2)? + 64])
daf <8 2)° ’
dA
d_xg(Q) =2+/56 > 0.
L dA . o
s Decision : Puesto que W(Q) > (, entonces el punto critico z, = 2 minimiza la

funcion objetivo. Ademas, y, = 1/ 20— 4 7 _ /14

De esta manera, el punto de tangencia es (2,1/14) y el area minima posible es

Apin = 2 44/ 14 unidades de area.

2v/14

PROBLEMA 3.14

Hallar las dimensiones del rectangulo de mayor area que puede inscribirse en un
triangulo equilatero de lado L.

SOLUCION

L L h L
y
— X/o—
—
L/o
Fig. 3.14

Sean z, y las dimensiones del rectangulo inscrito en el triangulo equilatero.
En correspondencia con la figura 3.14, el area del rectangulo es :

A=uxy (1)
De igual manera, la altura del triangulo equilatero es :
1 2
2 _ 712 _ |2
h? =1L [24 ,
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Por semejanza de triangulos, se puede establecer que :

h Y )

L2 L)2—x/2

2h _ 2y

L L-z’

h

y=7(L-2)

En consecuencia,
3

y= L) (3)
Al reemplazar (3) en (1), se obtiene la funcién objetivo :

A= @x(L — ),

A= @(Lx — ) (4)
= La derivada de la funcién objetivo con respectoa zes :

dA /3

= Al igualar a cero la derivada de la funcién objetivo, y resolver para x, se obtiene el

unico punto critico :

x—L
=5

= La segunda derivada de la funcion objetivo :

d’A
et
2

.y d*A . "
= Decision: Como — < 0, para cualquier valor de z,entonces el punto critico

dz?
r = 7 maximiza la funcion objetivo. Ademas, de la relacion (2),
_ V3 Ly _ V3,
YT 2/ T a4

Conclusion :  las dimensiones del rectangulo de mayor area que se puede inscribir

V3

en el triangulo equilatero de lado L son 5 y TL; y el area maximaes:

1 3 3 . ,
Apar = =L % = %LQ unidades de area.

PROBLEMA 3.15

Hallar las dimensiones del rectangulode mayor area que se puede inscribir en la
2 2
. T ¥y
elipse o + i 1.
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SOLUCION

Para resolver este problema, se considera la porcion de elipse localizada en el
primer cuadrante (Figura 3.15).

b

Sean «z,, y, las dimensiones del rectangulo inscrito en la elipse. Entonces, el area
del rectangulo es:

(Xo0,¥o)

—
Xo a X

Fig. 3.15

A= oYy (1)

Como (z,, y,) es punto de la elipse, entonces,

2 2

) yi b
a—;+b—;:1; Yy =~ a? — a3} (2)
Al reemplazar (2) en (1),se obtienela funcién objetivo :
b 2
A= —Z, a* — T <3)
a

sLa derivada de la funcién objetivo respecto a x, es :

dA  b(—a®+2f)
dz, a,/a® —x} .

s Al'igualar a cero esta derivada y resolver para x,, se obtiene un tnico punto critico:

=0; —a*+222=0; z,= \/ﬁa'

0
a,/a® — x? 2

b(—a® + 222)

= La segunda derivada de la funcién objetivo es :
d?A b(—3a’z, + 2b2?)
dx? N 3
a [a2 - :1:(2)}
= La evaluacion de la segunda derivada en el punto critico conduce a :

d?A[\/ia]

da?| 2

4b
-—<
a

0.
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2
=Como % [\/ga] <0, entonces z, = @ maximiza la funcion objetivo.
2
Por otra parte, de (2) y, = % a? — [\/ga} = \/256.

= Conclusion : Las dimensiones del rectangulo de mayor area son 2z,y 2y, es
decir, \/2a'y \/2b.ademas,

Apur = (ﬁa) (\/56) = 2 abunidades de area.
PROBLEMA 3.16

Una ventana de forma rectangular estd rematada en la parte superior por un
triangulo equilatero. El perimetro de la ventana es P. Hallar las dimensiones de la
ventana para que tenga la mayor area posible.

SOLUCION

X

Fig. 3.16

Sean z, y las dimensiones de la parte rectangular de la ventana y =z el lado del
triangulo equilatero que la remata (Figura 3.16).

El perimetro de la ventana es :
3r+2y="P (1)

El area de la ventana es igual a la suma de las areas de la parte rectangulary el
triangulo equilatero; esto es :

A \/g 2 (2)

W

De la relacion (1), se obtiene que:

Al reemplazar (3) en (1) se obtiene la funcién objetivo:
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4 Y

A::U[P_?)x} + \/§$2

A= %(Pm _ 30 4 @:ﬂ (4)

s La derivada de la funcion objetivo respecto a = es :

dA 1 V3
A _Lpbr)+ V0,
gz, ~ 2P 60+ e

» Al igualar a cero esta derivada y resolver para x se obtiene un unico punto critico:

1 V3 P
—(P— Ylr=0; z= .
2( 6:1:)+24$ 0; = 6= 3
= La segunda derivada de la funcion objetivo es :
d’A
¢A V3
dx? 2

= La evaluacién de la segunda derivada en el punto critico es negativa; esto es :

ea e ),
dz* |6 — /3 ’

entonces, z, = maximiza la funcion objetivo.

P
6—/3
P 5o

2 22

= Conclusién : Las dimensiones de la ventana de mayor area son :

P 543
PR A

Por otra parte, de (3) y =

Para el rectangulo : z =

. s P

Para el lado del triangulo equilatero: =z = ——.
6—1/3

El area maxima se obtiene al sustituir los valores de =, y en (2):

A = %(6 ++/3) P2 unidades de area.

PROBLEMA 3.17

En una pagina de un libro, el texto impreso debe ocupar S cm?.Los margenes
superior e inferior deben ser iguales a a c¢m y los de izquierda y derecha iguales a
bcm. Si se toma en consideracion solo la economia del papel, hallar las
dimensiones de la pagina mas ventajosa.
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SOLUCION B
a
y
2]
: b I X I b:
Fig. 3.17

Sean z, y las dimensiones del textoen cm y a, b las dimensiones de los
margenes (Figura 3.17).

De esta manera, el area en cm? de la pagina es :
A = (x + 2a)(y + 2b)

De igual manera, el area del texto es :
xy=.>9
De la relacion (2) :
Yy=—
x

Al sustituir (3)en (1), se obtiene la funcién objetivo:

A= (z+2a)(2 +2b),

2aS
x

A=S+ + 2xb + 4ab

La derivada de la funcién objetivo con respectoa = es:

%__QaS
dr T

+2b

s Al igualar la derivada a cero y resolver para z, se obtienen puntos criticos:

—2a25+2b:0; = +4/%
T b

Setoma z = ,/ﬁ como punto critico, pues el negativo no tiene sentido.
xXr

= La segunda derivada de la funcién objetivo es :
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dA _tas
dz? 3

. . I aS
= La evaluacion de la segunda derivada en el punto critico x =4/ — da como
T

dA | [aS 4aS /b

dA al foe as
—[1/—1| > 0, entonces el punto critico =z =4/ —
dx? b b

resultado :

n Decision : Puesto que

minimiza la funcidon objetivo. Ademas, y =4/ ﬁ. Asi las dimensiones de la
a

. . L. aS bS . .
pagina mas economica son 2a + > y 2b+ — y Su area es:

Apin = [2a+ ﬁ] [2b+\/§],
b a

Appin = 4ab + 4v/abS + S cm?.
PROBLEMA 3.18

Una ventana rectangular coronada por un semicirculo tiene un perimetro de 5m.
Determinar las dimensiones de la ventana de manera que su area sea la mayor.

SOLUCION

. . y xr . . .
Sean z y y las dimensiones del rectangulo y 5 el radio del semicirculo (Figura
3.18). Entonces, el area en m?es :

Area ventana = Area rectangulo + Area semicirculo.

A=uxy+ W(%)Q,

A=zy+ %wa (1)

X o

Fig. 3.18
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El perimetro de la ventana vale 5m, entonces:

x+2y+7rg:5,

O—x—m/2x
y= o Q)
Al sustituir (3) en (1), se obitene la funcion objetivo:
1 T
A= -(bx —2* - =2? 4
5 (52 — 27 — 2a7) (4)
sLa derivada con respectoa z de la funcién objetivo es :
dA 1 T
n Al igualar a cero la derivada y resolver para z, se obitene un unico punto critico :
1 s 10
5(5—2.%— 5.%) =0; x= g

= La segunda derivada de la funcion objetivoes :

d’A 1 T
= (=92 = )
gz 2l T H o)
‘x . rye 10
» La evaluacion de la segunda derivada en el punto critico z = it es:
T
d’A 1 10 s
— = -2-- <0
dx? [4—1—7?} 2 <
L d’?A 1 10 s 10 -
» Decision : como — [—] < 0, entonces el punto critico = = maximiza la
dz? L4+ 7 447
funcién objetivo. El valor de y es:
10 m, 10
5—2 - —(——
_ 3 + 23 + ) 5
2 4+ 7
El area maxima es :
10 5 1 7110 1> 50+257 )
Amax = |:— [ - |: = ~ 2; 52
4+7r} 4+7r]+47T i+n 4+ )2 m

PROBLEMA 3.19

Hallar las dimensiones del cono circular recto que circunscribe a una esfera de radio
R, de manera que el volumen del cono sea maximo.

SOLUCION

El volumen del cono de altura k y radio r(Figura 3.19)es :

V = %777“211 (1)
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(h-R)2-R2

—r—
Fig. 3.19

Por triangulos semejantes, se establece que:
r R

h (h —R)? — R?’

R?h
2 _
" T hIoR (2)

Al sustituir (2) en (1), se obtiene la funcion objetivo:

7Rh?
3(h —2R) (3)

= La derivada con respecto a h de la funcion objetivo es :

V=

dV. 1 _,12(h —2R)h — h?
W lp
dh 3 (h — 2R)?

s Al igualar a cero esta derivada y resolver para h, se obtienen puntos criticos:

R_Q[(h2 —4Rh)} o,

3 L' (h—2R)?
2h2 — 4Rh — h2 =0,
h(h —4R) =0,

h=0 y h=4R son puntos criticos.

El valor h = 0 no tiene sentido. Asi, el unico punto critico es h = 4R.

nLa segunda derivada de la funcion objetivo es :
2voo4, 1

dh? ~ 37 (h—2R)*
= Al evaluar la segunda derivada en el punto critico, se llega a:
d*V R
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2
= Decision : Puesto que %(4]%) > 0, entonces el punto critico h = 4R minimiza

la funcion objetivo. El valor del radio del cono es:

 [RGR) [R5
T_\/4R—2R_ °R = V2R

El volumen del cono circunscrito de volumen minimo es :

1 _ 8 ;3 ni
Vinin = 37 (V2R) (4R) = ;7R unidades de volumen.
PROBLEMA 3.20

Se desea construir una tienda de campana de forma de cono circular recto, sin piso,
de una pieza de lona de forma circular de radio 2 m. Calcular las dimensiones de la
tienda y el angulo del sector que se debe eliminar a fin de obtener un volumen

maximo.
SOLUCION

El volumen en m? dela tienda de radio r y altura h es :

V= %m“Qh

h=+/4—1r?

Al sustituir (2) en (1), se obtiene la funcién objetivo:

V:17r7“2\/4—7“2

3

La altura del cono formado es :

mLa derivada con respecto a r de la funcién objetivo es :

d_V:ﬂ'(87“—37"3>

dr 3 NI

(o0

Fig. 3.20

= Al igualar la derivada a cero y resolver para r, se obtienen puntos criticos:
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r(8r —3r)=0; r=0y r—2f

El valor de »r = 0 no tiene sentido. Asi,el unico punto critico es: r =

21/6
-

» La segunda derivada de la funcién objetivo es :
&’V = [ 6rt + 32 }
drr 3 L[4 =)

= Al evaluar la segunda derivada en el punto critico, se llega a:

2
v M] =ZTVE 50 =20~ 1633 m

dr2[ 3 3
[\f 21/6

-Como — —} > (, entonces r = 5 maximiza la funcién objetivo.

dr 2

El valor de la alturaes h = /(4 — g) = \/g ~ 1,15 m.

Ahora bien, la superficie lateral del cono vale:
S =mnrl = W(Q\[) = §7T\/8 m?.

Este valor sera igual al area del sector remanente inicial :

S = 2¢.
4 2
¢:§7T\/g ) ¢:§7T\/g~

Y el angulo 6 vale:
0=2m— g7r\/7

0=2m(1— —\/_
h=1, 152985987 (Rad),
0 = 66,0612° ~ 66°3' 40"

Entonces,

Las dimensiones de la tienda de volumen maximo son: radio de 1,633 m, altura de
1,15 m y se debe recortar un sector circular con un angulo central de 66° 3’ 40”.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1) Hallar la relacion entre el radio Ry la altura H de un cilindro circular recto que
tiene la menor superficie total posible, conociendo su volumen V.

2) Hallar la altura del cono circular recto, de menor volumen posible circunscrito en
torno a una esfera de radio R.

3) Se quiere construir un recipiente cilindrico metalico de base circular y de 64 cm?
de volumen. Hallar las dimensiones que debe tener para que el area total sea
minima, cuando :

a) El recipiente sea abierto.
b) El recipiente sea cerrado.

4) Hallar las dimensiones del rectangulo de mayor area que se puede inscribir en la
porcion de parabola y? = 4z, limitada por la recta = = 3.

5)Hallar las dimensiones de una caja rectangular abierta de 6400 cm® para que
resulte la mas econdmica, teniendo en cuenta que el costo de la base es de $7500
por cm? y el de las superficies laterales de $ 2500 por cm?.

2 2
6) Se traza la tangente en un punto de la elipse Z Y- 1, de forma que el

25 16
segmento de ella interceptado por los ejes coordenados sea minimo. Demostrar que

la longitud de este segmento es de 9 unidades de longitud.

7) Hallar la ecuacién de la recta que, pasando por el punto P(3,4), determina en el
primer cuadrante un triangulo de area minima.

8) Un depdsito abierto, de hojalata, con fondo cuadrado, debe tener capacidad para
V litros. Hallar las dimensiones de dicho depdsito para que en su fabricacion se
necesite la menor cantidad de hojalata.

9) Un recipiente abierto esta formado por un cilindro, terminado por su parte inferior
en una semiesfera. Si el espesor de las paredes es constante, hallar las
dimensiones que debera tener dicho recipiente para que, sin variar su capacidad, se
gaste la menor cantidad posible de material en su fabricacion.

10) Hallar las dimensiones de un trapecio isésceles, de area S, de manera que
tenga un perimetro minimo, si el angulo en la base es «.



4. TRAZADO DE GRAFICAS DE FUNCIONES

Para trazar la gréfica de la funcion cuya ecuacién es y = f(z), se procede asi:

a) Encontrar las intersecciones de la grafica con los ejes =z y y, para lo cual se
hace y =0 y = = 0, respectivamente.

b) Determinar el dominio de definicién de la funcion.

c) Determinar (si existen) las asintotas de la funcion, asi

» y = c es asintota horizontal si lim f(z) =c¢

r—00

» Para hallar una asintota vertical, se consideran los valores de z para los cuales
f(z) no estd definida. Si f(x) no estd definida en = =a, entonces = =a es
asintota vertical.

n Si f(z) = % es funcion racional,en la cual el grado de p(xz) es mayor en una

unidad que el grado de ¢(x), entonces al dividir p(x) entre ¢(x) se obtiene :
f(z) =mz+ b+ r(z) donde wlggor(a:) =0
De esta manera, y = mx + b es asintota oblicua.
En general, y = mx + b es asintota oblicua si:
f(z)

lim =2 =m y lim [f(z) —mz] =b

d) Calcular la primera derivada de f(z) con respecto a z, f'(x) .

e) Igualar a cero esta derivada y resolver para z; esto es: f'(x) =0. De esta
manera, se obtienen puntos criticos.

f) Determinar regiones de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(z) y
establecer maximos o minimos (Criterio de la primera derivada), asi:

Si z, es punto critico, se pueden presentar los siguientes casos :

f'(x0) <0
y AY Ny

Maximo

Pto inflexion

f'(x0) < 0 f1(xo) > 0
Minimo
- i +

Xo X Xo X Xo X

Fig.4.a Fig. 4.b Fig. 4.c

» Si f'(z) cambia de positiva a negativa al pasar por z,,entonces (z,, f(z,))es
Maximo Relativo. (Figura 4.a).
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«Si f'(x) cambia de negativa a positiva al pasar por z,, entonces (z,, f(z,))es
Minimo Relativo.(Figura 4.b).

«Si f'(z) es positiva (o0 negativa) en los dos lados de z,, entonces (z,, f(z,))no es

ni maximo ni minimo. Es punto de inflexion. (Figura 4.c).

g) Calcular la segunda derivada f”(z). Al resolver la ecuacion algebraica f”(z) = 0,
para x permite obtener puntos de inflexion, si el criterio de la primera derivada falla.

h) Criterio de la segunda derivada.Si xz, es punto critico y

»f"(z,) < 0, hay Maximo Relativoen (z,, f(x,)) y existe concavidad negativa.
» f"(x,) > 0, hay Minimo Relativo en (z,, f(z,)) y existe concavidad positiva.
h) Conviene, en algunos casos, tabular algunos valores de .

PROBLEMA 4.1

Trazar la gréfica de la funcion f(z) = 222 — 23.

SOLUCION
y
4 32
(%)
K 0.0) ] 2 ’
14
Fig. 4.1

Intersecciones : Si =0, f(z) =0.

Si f(x) =0, 222 — 23 =0;

?2-2)=0; z=0y x=2.
Los intersectos con el eje = son: (0,0) y (2,0).
Dominio : por tratarse de una funcién polindmica, el dominio son los reales (R).
Asintotas : No tiene asintotas horizontales ni verticales.

Puntos criticos : Se calcula la primera derivada, se iguala a ceroy se resuelve para
xI .

f'(z) = 4z — 322 = 0.
Es decir, z(4—3z)=0; =0 y x=4/3 son puntos criticos.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento : Se toman como puntos de prueba los
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puntosz = — 1,z =1y z =3/2 pertenecientes a los intervalos (— c0,0), (0, 4/3)
y (4/3, + co) para determinar el comportamiento de la funcion :

f(-1)=4(-1)-3(-1)?%= —-7<0.
Por tanto, f es decreciente en ( — 0, 0).
f(1)=4(1) = 3(1)>=1>0.

Luego, f es creciente en el intervalo (0,4,
f(3/2) = 4(3/2) — 3(3/2)* = —3/4 <.
Por tanto f es decreciente en el intervalo

Puntos de inflexién, Maximos y Minimos. La segunda derivada de la funcion es :

f'(z) =4 - 6z.
Al igualar esta segunda derivada a cero y resolver para z, se obtiene :
f"(z) = 0;es decir 4 —6z =0, = = §

Entonces,

) 2 16 . -
(57 f(g)) = <§’ 2—7) es punto de inflexion.

Al evaluar la segunda derivada en los puntos criticos, se decide si estos son
maximos 0 minimos :

f7(0)=4>0= (0, f(0)) = (0,0) es Minimo Relativo.
(5 = —4<0= (43, F(5) = (5.5

3 2—7) es Maximo Relativo.
Por otra parte,
f"(—=1) =24 >0 hay concavidad positiva en (~ oo, 2/3).
f"(1) = — 2 <0 hay concavidad negativa en (2/3, + c0).
PROBLEMA 4.2
Trazar la grafica de la funcion  f(z) = 2% — 92% + 15z + 3.

SOLUCION

(5,-22)

Fig. 4.2
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Intersecciones : Si =0, f(z)=3.

El intersecto con el eje y es (0, 3).
Si f(z) =0, 2* —92° + 15z + 3 = 0.
Las raices aproximadas de esta ecuacion polinébmica son:
xr = —0,1804; r=2,489; =z =6,69.
Entonces, los intersectos con el eje = son: (—0,1804, 0); (2,489, 0) y (6,69, 0).

Dominio : Como es una funcion polindmica, el dominio es los reales (R).

Asintotas : No tiene asintotas horizontales ni verticales.

Puntos criticos : Se calcula la primera derivada y se iguala a cero :

f'(x) =32 — 182 + 15 = 0.
Es decir : 322 =52 +6)=0, 3(x—5)(rx—1)=0; =1 y x=>5 son puntos
criticos.
Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Se toman como puntos de prueba los
puntos 0, 3 y 7 y se calcula el valor de la primera derivada en esos puntos :

f(0) =15 > 0. Por tanto, f es creciente en (— oo, 1).
f'(3)=3(3)?-18(3)+15= —12<0.
Luego, f esdecreciente en el intervalo (1,5).
f'(7) = 3(7)? —18(7) + 15 =36 > 0.
Por tanto f es creciente en el intervalo (5, o).
Puntos de inflexion, Maximos y Minimos. La segunda derivada de la funcién es :
f"(x) = 6x — 18.

Al igualar esta segunda derivada a cero y resolver para z, se obtienen puntos de
inflexion :

f"(x) =0;es decir 6z —18=0, z =3.

Entonces,
(3, f(3)) = (3, —6) es punto de inflexion.

Al evaluar la segunda derivada en los puntos criticos, se decide si estos son
MAaximos 0 Minimos :

f"(1) =6(1) — 18 = — 12 < 0. Entonces, (1, f(1)) = (1,10) es Maximo Relativo.
f"(5) = 6(5) — 18 = 12 > 0.De esta manera, (5, f(5)) = (5, — 22) es Minimo Relativo.
Por otra parte,

f"(1) — 12 < 0, hay concavidad negativa en (— oo, 3);

f"(5) =12 > 0, hay concavidad positiva en (3, + o).
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PROBLEMA 4.3

Trazar la gréafica de la funcion  f(z) = 32° — 12523 + 2160x.
SOLUCION

Intersecciones : Si =0, f(z)=0.

Si f(x) =0, 32° — 1252° 4 2160x = 0; x(3z* — 1252% + 2160) = 0; = = 0.
Asi, el unico punto de corte con los ejes es (0,0).

Dominio : Como es una funcién polinémica, el dominio es los reales (R).

Asintotas : No tiene asintotas horizontales ni verticales.

y (x109)
18
{6
Ly P
i) Q.
6 -4 2 ls > 4 6 X
12
P, .

a,
16
{8

Fig. 4.3

Puntos criticos : Se calcula la primera derivada y se iguala a ceropara obtener
puntos criticos :

f'(x) = 152* — 37522 + 2160 = 0.
Es decir : (x+4)(x+3)(x—3)(xr—4) =0;
xr= —4;x= —3; x=3; x =4 son puntos criticos.
Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Se toman como puntos de prueba los

puntos —5, —3,5; 1; 3,5; y 5 y se calcula el valor de la primera derivada en
esos puntos :

f(
(
(
(

5) = 2160 > 0. Por tanto, f es creciente en (— co, —4).

—

—3,5) = —182,8 < 0.Luego, f es decreciente en (—4, —3)
f'(1) = 1800 > 0, entonces f es creciente en el intervalo (— 3, 3).

~

'(3,5) = — 182,8.Luego, f es decreciente en (3,4).
f'(5) = 2160 > 0. Por tanto, f es creciente en (4, c0).

Puntos de inflexion, Maximos y Minimos. La segunda derivada de la funcién es :
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f"(x) = 60z — 750.
Al igualar esta segunda derivada a cero y resolver para x, se obtienen puntos de
inflexion :
f"(x) = 0;es decir, 60z* — 750z = 0.

Las raices de esta ecuacion son:x = 0; x =

En consecuencia los puntos de inflexion son :

(- ) (- - 2,
WL L) 1 (),

I (o,f(0)> = 1,(0,0).
Al evaluar la segunda derivada en los puntos criticos, se decide si estos son

maximos 0 Mminimos :

f'(—4)= —840 < 0. Entonces, P( —4, f(—4)) = P (—4, —3712)) es Maximo
Relativo.

f"(—3) =630 > 0.De estamanera, Q,(—3, f(—3))=0Q,(—3, —4320) es Minimo
Relativo.

f"(3) = — 630 < 0.De esta manera, P, (3, f(3)) = P,(3,4320) es Maximo Relativo.
f"(4) =840 > 0. Entonces, Q2(4, f(4)) = Q2(4,3712)) es Minimo Relativo.

Concavidades.

Como f”( —4) = — 840 < 0, entonces hay concavidad negativa en (— oo, — 52—2);

5;/5’ 0)5
3,
2

f"(—=3) =630 > 0, entonces hay concavidad positiva en (

f"(3) = — 630 < 0, se presenta concavidad negativa en ( 0,

Y

f"(4) = 840 > 0, hay concavidad positiva en (5‘2/5, + 00).

PROBLEMA 4.4

Trazar la grafica de la funcion f(z) = iz J_r 1

SOLUCION

Intersecciones: Si r=0=>y= —1.
Sif(x)=0 = 2>-1=0;

r= =+ 1.

Luego, las intersecciones con los ejes son: (—1,0), (1,0) y (0, —1).
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Campo_de definicion. Como z? +1# 0 para cualquier valor de x, entonces el
denominador de f(z)nunca se anula. En consecuencia, el dominio es los nimeros
reales.

Ay
y=1
2 x
(0-1)
Fig. 4.4
Asintotas. No hay asintotas verticales. Por otra parte,
o2t -1
xll»rgo .IQ + 1 1
Luego, y =1 es asintota horizontal.
Puntos criticos. La primera derivada de la funcién es :
, B 4o
fe) = (22 +1)%
Al igualar a cero esta derivada y resolver para z, se obtienen puntos criticos :
4x "
m = 0, entonces = = 0 es punto critico.
Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Se toman como puntos de prueba
xr= —2,r=2.La evaluacién de la primera derivada en estos puntos da como
resultado :
4(—-2) 8
"(-2)= ———-"~2 _ = — — <0.Portanto, r n (- .
f(—2) (L 25<0 or tanto, f decrece en (— oo, 0)
4(2
f(2) = _42) _ 8 > 0.Entonces, f crece en (0, o).

((22+1)2 25
Puntos de inflexion. Maximos y Minimos. La segunda derivada de f es :

noy A—1227
Fix) = (22 4+1)3"

Al igualar a cero la segunda derivada, se obtienen puntos de inflexion :

4_712962:0-4_12:52:0- xzﬁ x:_ﬁ
(x24+1)3 ’ ’ 37 37
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V3 VBl VBl V3 VB V31
Luego, (3= £(5)) = (%57 3) ¥ (= 57/(57) = (=5~ —3) son puntos de
inflexion.
Por otra parte, f”(0) = 4-12(0° =4 > 0. Esto significa que (0, f(0)) = (0, — 1) es
’ ((0)2 +1)8 ' ’ ’

Minimo Relativo.
Concavidades.

1 H H \/g
f"(—=1)= —1<0, hay concavidad negativa en (— oo, — 7).

f"(0) = 4 > 0, hay concavidad positiva en (— g, g).

" i i \/g
f"(1) = —1 < 0, hay concavidad negativa en (T’ + 00).
PROBLEMA 4.5

- ‘s 2 +1

Trazar la grafica de la funcion y = T
SOLUCION
Intersecciones. Si x =0, y = — 1. Entonces, (0, — 1) es punto de corte con el eje y.

Siy=0, 2+ 1=0. No existe valor real que cumpla z?> +1 =0, luego la gréafica
no corta el eje x.

Dominio_de definicién. La funcion se define para todo numero real que cumpla
r? —1+#0; esdecir, z # £ — 1.

Asintotas
Asintotas verticales: t =1y =z = — 1.
, . | , .
Asintotas horizontales : lim L= 1. Luego, y = 1 es asintota horizontal.
r—00 T —
. | .oz 1
Ademas : lim = 4 o00; lim = —
r—1T T — =1z —1
: 24+1 . 2+1
llmxjL = + o0; llmxjL = —00
r——17 T — s—1t T —1

Puntos criticos. La primera derivada de la funcion es :

, R
f(ﬁ)—m

Al igualar a cero esta derivada y resolver para z, se obtienen puntos criticos :

—4x

@17 0; entonces, z = 0 es punto critico.
x f—

Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Se toman como puntos de prueba
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1

r= —2,r= — 35, x =2 La evaluacion de la primera derivada en estos puntos da
como resultado :
x=-1 y x=1
21
----------------------------------------------- y=1
2 0 2 X
(0-1)
24
Fig. 4.5
()= _ —H=2 _8 > (. Por tanto, f creceen (— oo, —1).
=2 = s f (—o0, —1)
1 —4(-1 32
"(— =)= ————22_="">(.Luego, f creceen (—1,0).
1 —4(h 32
(=) = ——2—~ = — == < 0. Entonces, f decrece en (0, 1).
f'(2) = -4y 8 < 0. Por tanto, f decrece en (1,00).

[(@2-1) 9

Puntos de inflexion. Maximos y Minimos. La segunda derivada de f es:

1'2 3
(=) = (129;—1)4 ‘

Al igualar a cero la segunda derivada, se obtienen puntos de inflexion :
(@ +1°
1202 -4

Como z?+1 =0, no tiene solucidén en los nimeros reales; entonces, se concluye
que no existen puntos de inflexion (Figura 4.5).

2 3
Por otra parte, f”(0) = 71(20(0;1_)4 = - i <0.

Por tanto, (0, f(0)) = (0, — 1) es un Maximo Relativo.

Concavidades. Se analiza el signo de la segunda derivada asi:
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f'(=2)= % > 0, hay concavidad positiva en (— oo, — 1).
7(0) = — i < 0, se presenta concavidad negativaen (—1, 1)
f'(=2)= % > 0, hay concavidad positiva en (1, + c0).

PROBLEMA 4.6

Trazar la grafica de la funcién y = e’

SOLUCION

Fig. 4.6

Intersecciones. Si x = 0, y = 1. Entonces (0, 1) es punto de corte con el eje y.

Siy =0, e =0. No existe valor real = que satisfaga e** = 0. Luego, la gréfica
no corta el eje .

Dominio de definicidn. La funcién se define para todo numero real.

Asintotas.
Verticales: No tiene.
2 1 . ,
Horizontales: 1lim e™ = T o = 0. Portanto, y=0, (el eje z), es asintota
T—00 m e’

T—00

horizontal.
Puntos criticos. La primera derivada de la funcién es :
fl(z) = - 206"
Al igualar a cero esta derivada y resolver para z, se obtienen puntos criticos :

—2ze~*" = 0; entonces,z = 0 es punto critico.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Se toman como puntos de prueba

x = —1, x =1.La evaluacion de la primera derivada en estos puntos da como
resultado :

2

2
fl(=1)= —2(-1e "V = ;>0 Por tanto, f crece en (— co,0).
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fl() = —20)e W = — g < 0.Luego, f decrece en (0,00).

Puntos de inflexion. Maximos y Minimos. La segunda derivada de f es:

f(z) = (42 — 2)e™"".
Al igualar a cero la segunda derivada, se obtienen puntos de inflexion :
(42? — 2)e™" = 0;

pol Lo gV2
2
Asi, los puntos de inflexion son: (72, f(g)) = (?, e )y

R )

Por otra parte, f”(0) = (4(0)2—2)e " = —2 < 0.
Por tanto, (0, (0)) = (0, 1) es un M&ximo Relativo.

Concavidades.
f'(=1)= Z > 0, hay concavidad positiva en (— oo, — 72).

I . . 2 \/5
f"(0) = —2 <0, se presenta concavidad negativa en (— 5 7)

V2

(1) = % > 0, hay concavidad positiva en (T’ + 00).

PROBLEMA 4.7
Trazar la grafica de la funcion  f(z) = In(z* — z — 2).
SOLUCION

Dominio. La funcién logarimitica existe siempre que su argumento sea mayor que
cero; estoes:

2?—zx—-2>0
Al resolver la inecuacion, se obtiene que el dominio es: (— oo, — 1) U (2, 00).

Intersecciones con los ejes. Puesto que z no puede tomar valores en (—1,2),
entonces la curva no intercepta al eje y.

Si f(z) =0, entonces In(z*—z—-2)=0; 2?—x—2=1; ?—2-3=0.

1+4/13

2

Al resolver la cuadratica, se obtiene que = =
Asintotas. No hay asintotas horizontales.
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Como el dominio de definicion excluye al intervalo [— 1,2 ], entonces existen dos

asintotas verticales: = — 1y z=2.
y
T2
1
113 1 0 1 2: [ 1413 )%
2 2
-1
-2
Fig. 4.7
Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
20 — 1
! —
Al igualar a cero, para obtener puntos criticos:
20 — 1 1
Iiz(); 20 —1=0; z=3.

2 —x—2
Pero E € [— 1,2 ] Por tanto, no existen puntos criticos.

como puntos de prueba para determinar el

Se toman xz= —2, =3
comportamiento de la curva dentro del dominio de definicion :
, 2(—-2)—1 5 E
-2) = = — - . En(- - .
(=2 (27— (—2) 2 4<0 (- 00, — 1) la curva decrece
28=1  _ 5 En ( —2, 00) lacurva crece.

I® =gr-m-—271

Puntos de inflexion. Maximos y Minimos.

202 —2x +5
1 _ 4 ==
f (III) - (.1'2—.1‘—2)2'

Al igualar a cero la segunda derivada, se obtienen puntos de inflexion:

22 — 22+ 5 9

Esta ecuacion cuadratica no tiene raices reales. Por tanto, la curva carece de
puntos de inflexion.
Concavidades.

f'(=3)= - % < 0, hay concavidad negativa en (— oo, —1).
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f'3)= — % < 0, hay concavidad negativa en (2, + oo).

PROBLEMA 4.8

T
T I Afi la funcid = :
razar la gréfica de la funcién  f(x) o
SOLUCION
Intersecciones. Si =0, y=0.
Si y=0, x=0.

Entonces, (0,0) es el punto de interseccion con los ejes.

Dominio de definicion.

El denominador nunca se anula. Por tanto, el campo de definicién esta constituido
por los reales.

Asintotas
No hay asintotas verticales.

. xr xr
Por otra parte : | = li - =0.

Luego, y = 0; es decir, el eje = es asintota horizontal.

Ny

0,5t

xW

+-0,5

Fig. 4.8

Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y Minimos.

1 — 22
, —_—
Al Igualar a cero, se obtienen puntos criticos :
1—2?

s =0; 1-2"=0;

(14222 7 ! ’

x = =+ 1son puntos criticos.

1 1 ,
Setomanz= -2, 2= — 3 T=5 = 2 como puntos de prueba para determinar

el comportamiento de la curva.
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f'(=2) <0. En(—o0, —1) lacurva decrece.

(- %) >0. En( — % 0) la curva crece.

1
f’(%) >0. En (0, 5) la curva crece.

f'(2) <0. En (1, + o0) la curva decrece
En consecuencia,en (- 1,f(—-1))= (-1, — %) hay un Minimo Relativo y enel
punto (L, f(1)) = (1,

Puntos de inflexion

5 ) hay un Méaximo Relativo. (Criterio de la primera derivada).

vy 2z(z*=3)
e =y

r=0, z= i\/g.

Al igualar a cero la segunda derivada, se obtienen puntos de inflexion :
(0, £(0)) = (0,0).
V3
(V3, f(V3) = (V3,%7).

<—ﬁ,f<—ﬁ>>:<—ﬁ,—§>.

Concavidades.
f'(=2)= - %5 < 0, hay concavidad negativa en ( — oo, — /3).
f'"(=1)= % > 0, hay concavidad positiva en (— /3,0 ).

()= — % < 0, hay concavidad negativa en (0, /3 ).

f'(2) = %5 > 0, hay concavidad positiva en ( /3, + o ).

PROBLEMA 4.9
Trazar la grafica de la funcion y = 223 — 922 + 122 — 2.
SOLUCION

Intersecciones. Six=0,y= —2.
Siy=0, 223 —922+122 —-2=0
La unica raiz real es aproximadamente igual a 0, 193.

Los puntos de corte con los ejes z, y son, respectivamente, (0, —2) y (0,193; 0).
Dominio de definicién. Los numeros reales.
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Asintotas : No tiene asintotas horizontales, ni verticales ni oblicuas, por tratarse de
una funcién polinébmica.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y Minimos.

dy
X

= 62° — 182 + 12

Los puntos criticos se obtienen al igualar la primera derivada a cero :
62 — 18z + 12 = 0.
(x—2)(x—1)=0; = =2, = 1son puntos criticos.

Se toman z =0, x=3/2, x =3 como puntos de prueba para determinar los
intervalos de crecimiento y decrecimiento.
dy

T (0) =12 > 0. En (— o0, 1) la funcion es creciente.

4

/- -2
Fig. 4.9

ﬁé) -3 < 0. En (1,2)la funcién es decreciente.
dx "2 2
dy

y (3) =12 > 0.En (2, o0) la funcion es creciente.
X

Por el criterio de la primera derivada, en (1, f(1)) = (1, 3) hay un Maximo Relativo y
en (2, f(2)) = (2,2) hay un Minimo Relativo.

Concavidad y puntos de inflexion.

2
372 = 122 — 18;
d*y . . .
E(l) = — 6 < 0, hay concavidad negativa (Maximo);
d*y

5(4) = 6 > 0, hay concavidad positiva (Minimo);

Al igualar la segunda derivada a cero y resolver para x,se obtienen puntos de
inflexion:
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122 — 18 = 0; m:;

,Por tanto,(g, f(§))

3 5 . .
- = nt inflexion.
5 (2, 2)espu o de inflexio

PROBLEMA 4.10

4xr+3
3r—2

Trazar la gréfica de la funcion y =

SOLUCION

Intersecciones. Si =0, y= — g Si y=0, z= — %.

=)

).

. . . 3 3
Luego, las intersecciones con los ejes son (0, — 5) y (— 7

[GCN )

Dominio de definicidon. Todos los reales, a excepcion de = =

, e . , . 2
Asintotas: La grafica tiene una asintota vertical en x = 3

Ademas:
. dx+3 . 4+ 3 4
lim —— = lim = -

t—o03r —1 1—-c03x—2 3

4 , .
Luego, y = 3 ©s asintota horizontal.

Fig. 4.10
Intervalos de crecimiento y decrecimiento

dy _ 17

dr  (3v —2)2

Al igualar a cero esta derivada, se obtiene una ecuacion algebraica sin solucion. En
consecuencia, no existen puntos criticos.
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Al tomar z = — 1 y x =1 como puntos de prueba para determinar los intervalos de
crecimiento y decrecimiento, se tiene:
dy 17 . ., .
- (-1) = — 75 < 0. Enelintervalo ( — oo, 2/3) la funcion es decreciente.
X
dy 17 . L, .
F (1) = — 55 < 0. Enelintervalo (2/3, o) la funcion es decreciente.
T

Ademas, debe notarse que:

. 4dr + 3
lim =

—oo y lim 2rE3_
r—(2) 3z —2 y

r—(2)+ 3r—2

La funcién no tiene ni maximo ni minimo.(Figura 4.10).

Puntos de inflexion. Maximos y Minimos

d*y 102

de?  (3z —2)3"
Al igualar a cero, se encuentra una ecuacion sin soluciéon. Se concluye, por tanto,
que no existen puntos de inflexion.

2
No obstante : &y (— 1) < 0, hay concavidad negativa.

dx?
d*y . "
d—(l) > 0, hay concavidad positiva.
Xz
PROBLEMA 4.11
Trazar la gréafica de la funcion y = e* — e?*.

SOLUCION

Intersecciones. Si x =0, y=0. Siy=0, x=0.

El unico punto de corte de la curva con los ejes es (0,0).

Dominio de definicion : Los numeros reales.

Asintotas : No existen asintotas verticales.
Por otro lado :

lim (e"—e*) =00 y lim (e”—e*)=0.

r—+00 T——00

Luego, y = 0; 0 sea que el eje z= es asintota horizontal izquierda. (Figura 4.11).

Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

2
- =e"-2e .
dx
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Al igualar a cero esta derivada, se obtienen puntos criticos :
e’ —2e* =0; e*(1 - 2e") = 0;
e_ 1o
e’ =3 J:—ln(2), r= —In2.

Es decir, x = —In2 es punto critico.

4716
/\' 0,2

3 2 -1 0 X
Fig. 4.11
Se escogen arbitrariamente dos puntos a lado y lado de z = —In2 para
determinar intervalos de crecimiento y decrecimiento: z = — 2, = = 1.
j—g( —2) = e ?—2e*> 0. La funcién es creciente en ( — co, — In2);
3—3/(1) = e —2e % < 0. Lafuncion es decreciente en ( — In2,c0).
X

Por tanto, (—in2, f(—In2))=(—In2, i) es Maximo Relativo. (Criterio de la

primera derivada).

Concavidad y puntos de inflexion

d*y 2
Y _at _ 4 T
Tz = © e
d?y : .
) (—1In2) < 0 (concavidad negativa).
X
Ademas : e’ — 4e* = 0; es decir, z = — In4.

Entonces, (—In4, f(—In4))= (—In4, 1—36) es punto de inflexion.

Py e

—— (= 2) = == > 0 (concavidad positiva).

En consecuencia, hay concavidad positiva en (— oo, — In4) y concavidad negativa
en el intervalo (— in4, + o0,).

PROBLEMA 4.12

Trazar la grafica de la funcion f(z) = z%e”.
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SOLUCION

Dominio de definicidon. Los niumeros reales.

Intersecciones con los ejes. Si x =0, y = 0. El Unico punto de corte es (0, 0).

Asintotas. No existen asintotas verticales. Ademas,

lim z’¢* =00 y lim z%e® =0.
T—+00 T——00

Por tanto, y = 0 es asintota horizontal izquierda.

y
. 1y
(-2-\2, /(-2-2)) (22)
2 S
-4 2 / (0,0) N
(-2h2,/(-2+\2))
Fig. 4.12 -1
Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
f(x) = (x + 2) ze®.
Al igualar a cero esta derivada, se obtienen puntos criticos :
(x+2)ze”*=0; =0, x = — 2.
Se toman como puntos de pruebaa z= -3, 2= — 1,z = 1.

f(=3)=(-34+2)(-3)e? = % > 0. La funcion crece en ( — oo, — 2).

f(-)=(-1+2)(-e'= - é < 0. La funcién decrece en ( — 2, 0).

F)=>01+2)(1)e?= % > 0. La funcién crece en (0, + c0).

Por el criterio de la primera derivada, (—2,f(—2)) = (-2, 4/¢?) es un Maximo
Relativo y (0, f(0))= (0,0) es un Minimo Relativo.

Puntos de inflexién.

f"(x) = (2% + 4z + 2)e”.
Al igualar a cero la segunda derivada, se obtienen puntos de inflexion :
(2> +42+2)e”" =0; = —24+/2.

De esta manera, los puntos de inflexién son :

(—2-1/2, f(—2—1/2)) ~ (- 3,4142; 0, 3835);
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(—2+ /2, f(—2+/2)) = (- 0,5657; 0,191).

Concavidades. Para determinar las concavidades de la curva, se analiza el signo de
la segunda derivada, asi :

f'(=5)= % > (. Hay concavidad positiva en ( — oo, — 2 — \/5).
ff(=2)= — é < 0.Hay concavidad negativaen ( — 2 — V2, -2+ \/5).

#"(—2) = 14e% > 0. Hay concavidad positiva en ( — 2 + /2, + c0).
PROBLEMA 4.13

- s 1
Trazar la grafica de la funcion f(z) =z + —.
T

SOLUCION

Dominio de definiciéon. Los numeros reales, excluyendo el cero: R — {0}.

Intersecciones con los ejes. No hay interseccion con el eje x.

: 1 241 , .
Si f(x) =0, entonces =z+ — =0; vl . z24+1=0no tiene solucidn en los
X X

numeros reales. Por tanto, la curva no tiene interseccion con el eje y.

Asintotas. No tiene asintotas horizontales.
Eleje y, esdecir z = 0, es asintota vertical.

1 2
G T T

Ahora, lim ——= = = s— =1=m.
r—oo I %r,‘joo T r—oo I
. . 1 ) 1
lim [f(z) — ma] = lim [z + - —z] = lim [;] =0=".

En consecuencia, la recta y = mx + b; es decir, y = x es asintota oblicua.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y Minimos.

fw) =1~

x?’

Al igualar a cero esta derivada, se obtienen puntos criticos :

1 —
2

1— 0; 22—1=0; 2= +1

1 1
Se toman como puntos de prueba los puntos =z = —2; 2= — P T= g = 2y,

posteriormente, se analiza el signo de la primera derivada en esos puntos :

f(=2)=1- = % > 0. La funcion es creciente en (— oo, —1).



Trazado de graficas de funciones 103

1 .
f'(= 1) =1- (—1p = — 3 < 0. La funcion es decreciente en (—1,0).
T2

" 1 ., .

f (5) =1- —1)2 = — 3 < 0. La funcién es decreciente en (—1,0).
2

/ 1 3 ., ]

f2)=1- =i 0.La funcién es creciente en (1, + co).

N

y

(_1 72)

Fig. 4.13

Por el criterio de la primera derivada, (— 1, f( — 1)) = ( — 1, — 2) es Maximo Relativo
y (1, f(1)) =(1,2) es Minimo Relativo.

Puntos de inflexion.

2
E.

f'(w) =

Al igualar a cero la segunda derivada, se encuentra que no existen puntos de
inflexion.

Concavidades.

f"(—=1) = —2 < 0.Hay concavidad negativa en ( — o0, 0).
f"(1) =2 > 0.Hay concavidad positiva en (0, + oo, ).

PROBLEMA 4.14

X

Trazar la gréfica de la funcion f(z) = T

SOLUCION

Intersecciones. Siz=0,y=0; y siy=0, z=0.

El punto (0, 0) es el unico punto de corte con los ejes.

Dominio _de definicién. La funcidén esta definida para cualquier valor real, excepto
r= =£1
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Asintotas. La grafica tiene asintotas verticales = —1y z = 1.

Ademas : xljrnlll_ﬁ}—Jroo yIEmﬁ[l—ﬂ]__oo’
lim|—"—| =00 y lim|—2—|= — 0.
z—1- |1 — x2 a—1| 1 — 22

Por otra parte : lim i = lim ° =0
z—oo | 1 — a2 a——oo |1 — 2?2

De manera que y =0 (el eje z) es asintota horizontal. (Figura 4.14)

Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y Minimos

/ . 1 + .’172
f ('T) - (1 —$2)2'
y
2+
2 > X
24
X =-1 X=1
Fig. 4.14
Al igualar a cero esta derivada se obtienen puntos criticos :
1 2
AT
(1 —x2)?

No existe valor real que satisfaga esta ecuacion. Por tanto, no existen puntos
criticos.

Para determinar intervalos de crecimiento y decrecimiento se toman puntos de

prueba: v = —2; z= — L x =2 que pertenecen a los intervalos (— oo, — 1),

27
(=1,1) y (1, c0), respectivamente.

f(=2) = g > 0. En ( — 0o, — 1) la funcion es creciente.
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(= %) = % > 0.En (-1, 1) lafuncion es creciente.

2 = g > 0. En (1, + o0) la funcién es creciente.

Luego, la funcion es creciente en los intervalos donde esta definida y no existen
Maximos ni Minimos.

Concavidad y puntos de inflexion

d*y  2z(2® +3)

iz = (-2 =0; dedonde z =0.

Entonces, (0, f(0)) = (0,0) es punto de inflexion.
Ademas:

f"(x) >0,paraz en ( — oo, — 1) (concavidad positiva).

f"(z) >0,para z en (0,1) (concavidad positiva).
f"(z) <0,para z en (—1,0) (concavidad negativa).

f"(z) <0 para = en (1, co) (concavidad negativa).

PROBLEMA 4.15

—22—22+3

Dibujar la grafica de la funcién y = 5

T
SOLUCION

Intersecciones. Si y =0, —2? — 2z +3 = 0.

Obien: 22 +2z -3 =0. Entonces, z =1,z = — 3.

La variable z no puede tomar el valor cero. Luego, las intersecciones con el eje x
son (—3,0) y (1,0).

Dominio de definicidon. La funcion no esta definida = = 0.

Asintotas. x = 0 es asintota vertical. Por otra parte :

. =2 =22 +3 . —x>—2x+3
lm ———=lm ——M = —1.
T——00 :CQ T——+00 .CI;'2
Luego, y = — 1 es asintota horizontal.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.
dy 2 — 6

= 3

de =z

Al igualar a cero la derivada y resolver para z, se obtiene = = 3.
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Fig. 4.15

Se toman los puntos de prueba z = —4; =z =2; x =5 que pertenecen a los
intervalos ( — 00,0), (0,3) y (3, + o0) respectivamente.

d . L
%( —4) > 0. Enelintervalo ( — o0, 0) la funcion crece .

3—3(2) < 0. Enelintervalo (0, 3) la funcién decrece.

3—y(5) > 0. En elintervalo (3, 4+ c0) la funcién crece.
xT

En consecuencia, al aplicar el criterio de la primera derivada, se concluye que el
punto (3, f(3)) = (3, — %) es Minimo Relativo.

Concavidad v puntos de inflexion.
d?y — 4z + 18

dz? x4
Al Igualar a cero esta segunda derivada y resolver para z, se obtiene:

—4z+18 =0; m:g.

Luego, ( ; y(g) )= (g, — g) es punto de inflexion.
&y
dx?
d*y 9 . .

pre 0 para zen (0, 5) (concavidad positiva).
&y
dx?

Ademas: > (0 para z en (— o0,0) (concavidad positiva).

<0 para zen (g, o0) (concavidad negativa).

PROBLEMA 4.16

2 —2r+1

Trazar la grafica de la funcion y =
z+1
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SOLUCION

Intersecciones. Si x =0, y = 1. Entonces (1,0) es punto de corte de la gréafica con
elejez. Siy=0, 22 -20+1=0; (x —1)>=0; v =1.

Dominio de definicion. La funcion esta definida para todos los puntos = # — 1.

y
15

10

Fig. 4.16

Asintotas. = = — 1 es asintota vertical.

Ademas: xlg?xz%ﬁ = — o0
P4l

m
r——1* z+1

Como se trata de una funcién racional impropia, al realizar la divisién formal, se
obtiene que :

2 _2rx 41 4
ek O SR
rz+1 z+1
Puesto que
li =
:IJLIEO r+1 0’

entonces, y = — 3 es asintota oblicua. ( Figura 4.16).

Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.

@ _1‘2—2x—3
de — (z+1)?

Al igualar a cero y resolver para z, se obtiene:
2?2+ 22 —3=0; r=1, = —3.

Se toman los puntos de prueba z= —4, r= —2, x =0, x = 2, que pertenecen
respectivamente a los intervalos (— oo, —3), (=3, — 1), (—1,1) y (1, + c0) para
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determinar intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d . ,

d—y( —4) > 0. En (— o0, — 3) la funcién es creciente;
T

d 9 ,

d—y( —2) <0.En (-3, —1) lafuncién es decreciente;
T

dy

y (0) <0. En (—1,1) lafuncién es decreciente;
T

d_y<2) > 0. En (1,00,) lafuncién es creciente.
T
Por lo tanto,( — 3, f(—3)) = (—3, — 8)es Maximo Relativo.

y (1, f(1)) = (1, 0) es Minimo Relativo.

Puntos de inflexidén y concavidad.

Py 8 _0
de?  z(x+1)3

Puesto que no existe ningun valor real que satisfaga la ecuacion anterior, se
concluye que no existen puntos de inflexion.

Por otra parte,

2

5732/ (—4) < 0. Se presenta concavidad negativa en ( — oo, — 1).
2

372 (2) > 0; es decir, hay concavidad positiva en (— 1, + ).

NOTA

Si la funcién no es racional, la determinacion de la asintota oblicua (si la tiene) no
obedece a la técnica empleada en este ejemplo.

PROBLEMA 4.17
Trazar la grafica de la funcion y = ze™".
SOLUCION

Intersecciones. Si z =0, y = 0. Luego, (0,0) es el unico punto de intersecciéon con
los ejes coordenados.

Dominio de definicidon. Los niumeros reales.

Asintotas. No tiene asintotas verticales.

Por otra parte,

lim ze™® = lim ze * =0.

T—00 T——00
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Por tanto y = 0(eje =) es asintota horizontal.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.

dy —z
—Z = 1—2z).
o —e (1-2)

Al igualar a cero esta derivada y resolver para z, se obtiene:
e’(l—z)=0; z=1.

y

0.6+
(1.1)
0.44 e (2%)
0.21
1 0 1 2 3 4 X
+ -0.2
Fig. 4.17
Los puntos de prueba = = — 1, x = 3, pertenecientes a los intervalos (— oo, 1) y

(1, 4+ oo) respectivamente, determinan el comportamiento de la funcién en dichos
intervalos :

2 L. .
;l—i( -1) = o > 0. En ( — o0, 1) la funcion es creciente.
dy 2 . .
5(3) =-a < 0. En (1, + o) la funciéon es decreciente.

Por tanto, en el punto (1, f(1)) = (1, é) existe un Maximo Relativo.

Puntos de inflexion y concavidad.
&y
dx?

Al igualar a cero esta derivada y resolver para z, se obtiene:
—e"2—-2)=0; x =2.

Luego, (2, f(2)) = (2, %) es punto de inflexion.

= —e "(2—ux).

&y
dz?
&y
dz?

Ademas : (0) = — 2 < 0: concavidad negativa en ( — oo, 2).
(3) = e% > 0 : concavidad positiva en ( 2, + o).

PROBLEMA 4.18

e g 2
Trazar la gréafica de la funcion y = —+ 62°.
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SOLUCION

. . 2 .
Intersecciones. Si y =0, = + 62? = 0; es decir, z = —
X

V9
3
Por tanto, (— \?, O) es punto de interseccidén con el eje . No hay interseccién

con el eje y.

Dominio de definiciéon. R — {0}.

Asintotas. El eje y (z = 0) es asintota vertical.

Ademas :
fim [3+6x2} — +ooy lim [3+6x2] —

r—0t LT —0- LT
Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.

dy 2
%— —E ‘|‘12LE.

Al igualar la derivada a cero y resolver para z, se obtienen puntos criticos :
\/ 36
o

Se toman x = —2¢€ (—00,0) y 2€ (0, +00) para analizar el signo de la primera
derivada vy, de esta manera, determinar el comportamiento de la funciéon en esos
intervalos. (Figura 4.18):

—241222=0; ==

2 s .
Z—y( -2)= 35 < 0. En(—00,0) lafuncién es decreciente.
T
dy 25 L, .
d—(2) =5 > 0. En (0, +o0) lafuncién es creciente.
T
3/ 3 3/
En consecuencia, en ( 36, y( 36)) = ( 36, 3/ 36) hay un Maximo Relativo.
6 6 6
y
104
°T 3
5| FRet)
1 > 0 1 x
-5+

Fig. 4.18
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Concavidades y Puntos de inflexion.

d?y 4
W = E + 12.
Al igualar a cero esta derivada y resolver para z, se obtienen puntos criticos:
4 V9
= +12=0; =z = 3
Por tanto (— ﬁ, y(— \/§>) = (— (/5, 0) es punto de inflexion.
3 3 3
2 3
Por otro lado : 57‘3( — 2) > 0. Hay concavidad positiva en ( — oo, \f).
d*y 1 : , V9
W( - 5) < 0. Hay concavidad negativa en ( — 3 0).
2
3712/(2) > (0. Hay concavidad positiva en ( 0, + c0).

PROBLEMA 4.19

Trazar la grafica de la funciéon y = ﬂ
¢ vy= x?2—4x+3

SOLUCION

Intersecciones. Si =0, y = % . Entonces, (0, % ) es punto de corte con el eje y.

Siy=0,

22 +1
x? —4x 43
Esta ultima ecuaciéon no tiene solucion en los reales. Entonces, la curva no tiene
interseccion con el eje y.

Dominio de definicion. El denominador z? — 4z + 3 = (z — 3)(x — 1) se anula para
z =1y z = 3. Por tanto, el dominio de definicion es R — {1,3}.

=0; 22 +1=0.

Asintotas. = = 1, x = 3 son asintotas verticales.

Por otra parte :

i 2+ 1 . y 2241

m|—-——F———=| = ;o lim | ————| = — o0

1|22 — 4+ 3 %05 z—1+| 2?2 —4x + 3 o0
i’ 22 +1 i x2+1 N
im|-————-= —o0; lim|5———=| = .
s |2 — 4z + 3 s M 4z +3 o0

, . 2+ 1 . 2 +1
Ademas s tim | 5"y = i ] <

De esta manera, y = 1 es asintota horizontal.
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Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.
;=A@ -+ 1)
Y= -4z r3y

Al resolver para z la ecuacion algebraica proveniente de igualar a cero la anterior
derivada, se llega a :

—4($2—$+1> 2

(2 — 4z + 3)° 0; - —x ;
Esdecir,x=%(1+\/5)z1,61 y a:z%(l—\/g)% —0,618.
Se toman los puntos de prueba z= -1, =0, z= ;, x:g, x =4,

pertenecientes a los intervalos (%(1 —V5),1); (1, %(1 +/5)); (%(1 +5),y
(3, + o), respectivamente, para determinar el comportamiento de la funcion.

Yo
5
(-0,618,0,23)
......................................................... y:‘]
(—1,816,1),317) ! 3 6 ),(
(1?,61,4,23)
x=1 xl=3
Fig. 4.19
dy 1 .
%( —1)>0.En (— oo, 5(1 — \/5)), la funcién decrece.
1 .
5—y(0) >0. En(- oo, 5(1 — /5)),la funcion decrece.
X

1
5—5(3/2) > 0.En (1, 5(1 + \/5)), la funcion crece.

11
3—5(5/2 < 0. En (5, 5(1 - \/3)), la funcion decrece.

5—5(4) < 0. En(3, + o0), lafuncion decrece.

Por tanto, por el criterio de la primera derivada, se puede concluir que :
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(11— +/5), FE(1—+/5)) =~ (—0,618; 0,23) es un Minimo Relativo;
(L(1+/5), FE(1y/5)) = (1,61; — 4,23) es un Maximo Relativo.

Concavidad y Puntos de inflexion.

d’y  4(22% — 32 — 6z + 11)
de? (22 — 4z + 3)3

Al igualar a cero esta derivada y resolver para z :
4(22° — 32% — 62 + 11)

(22 — 4z + 3)3 =0
223 — 322 — 6z + 11 = 0.
La unica raiz real es aproximadamente x = — 1, 816.

En consecuencia, (— 1,816, f( —1,816)) = ( — 1,816; 0,317) es punto de inflexién.

Ademas: % (—2) < 0.Concavidad negativa en ( — oo, — 1,816).
% (0) > 0. Concavidad positiva en ( — 1, 816; 1).
% (2) < 0. Concavidad negativa en ( 1, 3).
% (4) > 0. Concavidad positivaen (3, + o0).

PROBLEMA 4.20

2-=)°

Trazar la grafica de la funcién y = 3.
Xz

SOLUCION

Dominio de definicion. R — {0}.

Intersecciones.Si y = 0, x = 2. Luego, (2,0) es el punto de corte de la grafica con el
eje z. Desde luego, no existe punto de corte con el eje x.

Asintotas. x = 0 es asintota vertical. No existen asintotas horizontales.

Como se trata de una funcién racional impropia, al realizar la division formal se
obtiene que:

eoaf 1, 1,8
32 3 T 3x2
Ahora bien,
4 8
fim (=243 =0,
entonces,

y= — %m + 2 es asintota oblicua. (Figura 4.20).
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’
N/
.
’

24

-2

Fig. 4.20

Intervalos de crecimiento vy decrecimiento. Maximos y minimos.

dy _ 1 4 16
de 3 22 323
Al igualar a cero y resolver para « :
3
—x°+ 12z — 16
33 =0 z=2y = —-4.
Se toman puntos de prueba = —5, x= —1, x =1, x = 3,que pertenecen

respectivamente a los intervalos ( — oo,

- 4)7 ( - 470); (Ov 2)

determinar el comportamiento de la funcion :

dy
dr
dy
dr
dy

dx
dy

dx

(=1)>0. En(—4,0) la funcion crece.
(1) < 0. En (0,2) la funcién decrece.

(3) < 0. En (2, + o0) la funcion decrece.

En(—4, f(—4)=(—-4, g) hay Minimo Relativo.

y

(=5)<0.En(—o00, —4) lafuncién decrece.

(2, +00) para

El criterio de la primera derivada no sirve para determinar qué tipo de punto critico

es xz = 2.

Concavidad y Puntos de inflexion.

d*y 16 -8z

dz?

T4

Al igualar a cero esta derivada y resolver para z :
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16—48x 0 =2
T
Por tanto (2, f(2)) = (2,0) es punto de inflexion.
2
Ademas : 37@2/( — 1) > 0. Concavidad positiva en ( — oo, 0).
d*y . o
?(1) > (0. Concavidad positiva en (0, 2).
d*y . .
W(@ < 0. Concavidad negativa en ( 2, o).

PROBLEMA 4.21

3

Trazar la grafica de la funcion y = 396 )

A x>+ 1
SOLUCION
Intersecciones. Si y =0, x = 0.
Dominio de definicién. R — { — 1}.
Asintotas : * = — 1 es asintota vertical. Ademas :

i z3 y x?
m—{r—nl|:x3+1:| - e yg,._{r_nﬁ{xhrl] -

Por otra parte,

) x3 ) x3
lim = lim =1
r—oo| 3 + 1 r——oo | X3 +1

Por tanto, y = 1 es asintota horizontal.

X.='1 y
4
2f (1]
------------------------------------- i_—_ y=1
4 2 (0,0) 2 4 X
-2
Fig. 4.21
Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.
dy _ 3
dr (a3 +1)%

Al igualar a cero y resolver para «x :
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2
L —
(@ + 1)
Es decir £ = 0 es punto critico.
Como, ;l—y > 0 para cualquier valor de z (excepto z = — 1), se concluye que la
xz

funcién es creciente y no existe punto maximo ni minimo.(Figura 4.21)

Concavidad y Puntos de inflexion
d*y  6x(—223+1)

de? (234 1)2

Al igualar a cero y resolver para z :

J1 V4
x—ny—\/;_ 5

Luego, (0, f(0)) = (0,0) es punto de inflexiony ademas,

(Go(5)) = (54

2 2 273

) también es punto de inflexién.

d?y

Por otra parte : )

(—2) > 0. Concavidad positivaen ( — oo, — 1);

2
d—g( - l) < 0. Concavidad negativaen (—1,0);
dx 2
Vi

W(? > 0. Concavidad positiva en (0,

2 3/ 4
5732/(2) < 0. Concavidad negativa en ( Vi

PROBLEMA 4.22

e 'z senx
Trazar la gréafica de la funcion y = ——.
1+senx

SOLUCION

Intersecciones. Si y =0, senxz = 0 es decir x = 2k, k es un nimero entero.
Los puntos de corte son : (0,0); (r,0); (—,0); (27,0) etc..

Dominio de definicidn : Esta constituido por todos los numeros reales,a excepcion
de aquellos que satisfacen la ecuacion :

1+senx=0

Es decir : as:§7r+2/m:w

5 , k es un numero entero

Asintotas : Las asintotas verticales son de la forma :
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(4k + 3)m .
T = T; k es un numero entero.
. . 3 , . . 7
Por ejemplo si k=0,z= oT es asintota vertical. Igualmente si k=1, z = 37
también es asintota vertical.

Por otra parte:

. { sen T ] . { senx ]
lm |[——| = lim |———| = — o0,

e—(-1m | 1+ senz a—(-1r |1+ senx
y, también,
lim [7‘96”1‘ ] = lim [—Sem ] — — .
a—(Em |1+ senx e—(3n |1+ senx

No existen asintotas horizontales.
Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.

dy cosx

de — (14 senz)?
Aligualar a cero esta derivada y resolver para z gg gbtiene:

cosx
(1+ senx)?

X=-7 X=

Fig. 4.22

4k 4+ 1
Esto se cumple cuando coszx =0y 1+senz#0; 0 sea, x = %; k es

entero.

1 3 . .
Se toman los puntos de prueba =z = Ty r=gm pertenecientes a los intervalos

1 1 1 3 . : .
(— 37 57r) y (§7r, §7r), respectivamente, para determinar el comportamiento de la
funcién en esos intervalos.

dy 1 1 1 ., .
—Z (= . En (= =x, =7) la funcién es creciente.
T (471') >0 ( 271', 271')
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dy 3 1 3 . .
%(ZW) < 0. En (§7r, 57r), la funcion es decreciente.
. o , 1 1 1 1
Por tanto, existe un Maximo Relativo en el punto (§7T, f(iw)) = (§7r, 5).

1 5 1 9 1

., L. . 3
También, son maximos relativos los puntos: ( — 37 5); (iw, 5); (§7T’ §)etc.

Concavidad y Puntos de inflexién

d*y = 2cos x
dz?  (1+senz)?
— 2cos’x .
Como 0T sena) < 0, para cualquier valor de z, excepto para los valores que
Senx

satisfacen la ecuacion 1+ senx = 0,entonces existira concavidad negativa siempre.

No existen puntos de inflexion.

NOTA:
Obsérvese que la funcion es periodica . El periodo es 2.

PROBLEMA 4.23

Trazar la grafica de la funcion f(x) =

SOLUCION

Dominio de definicion. Esta constituido por todos los numeros reales, a excepcion de
r= —1.

(z+1)2

Intersecciones. Si x = 0, y = 0; es decir, la curva pasa por el punto (0, 0).

Asintotas. Las asintota verticaleslarecta z = — 1.
Por otra parte,
. X .
mETm[m] =0y I;IEOO{@H)Q] =0

En consecuencia, y = 0 es asintota horizontal.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.
1—=x
!
Xr) = ———.
f(z) (x+1)3

Al igualar a cero esta derivada y resolver para z, se obtiene:

1—=z
m = O, r=1.
Se toman los puntos de prueba z» = —2, :z::1 y = = 2 pertenecientes a los

2
intervalos (— oo, — 1), (—=1,1 ) y (1, + o0), respectivamente, para determinar el

comportamiento de la funcién en esos intervalos.
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X = -1

! y

1
1 2
. , ) g
2 4 X
-2
-3
Fig. 4.23

f'(=2)= —3<0. En (— o0, —1)),lafuncion es decreciente.

1 . ,
f/(§) = ;7 > 0. En (0, 1), la funcion es creciente.

(2= - 2% < 0. En (1, + o0), la funcion es decreciente.

Por tanto, existe un Maximo Relativo en el punto (1, f(1)) = (1, i).
Concavidad y Puntos de inflexién.

2(x — 2
f”(.iL’) = (i:_'_ 1)2
Al igualar a cero esta derivada y resolver para z, se obtiene:
2w=2) _ o  _
@) =0; z=2.

2
Por tanto, (2, f(2)) = (2, 9 ) es punto de inflexion.
Por otra parte : f"( —3) = — g < 0. Concavidad negativa en ( — oo, — 1).
f'(0) = — g < 0. Concavidad negativaen ( — 1, 2).

f"(3) = % > (0. Concavidad positiva en (2, + o0 ).

PROBLEMA 4.24

Trazar la grafica de la funcion f(x) =

(x+1)%
SOLUCION

Dominio de definicidon. Esta constituido por todos los numeros reales, a excepcion de
r= —1.
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Intersecciones. Si = = 0, y = 0, es decir, la curva pasa por el punto (0,0).

Asintotas. Las asintota verticaleslarecta z = — 1.

Por otra parte,

. X
Tlirfoo {(H 1>2] =1,y, por otra parte,

. T
e [m] =1

En consecuencia, y = 1 es asintota horizontal.

X=-.1 y
' 4
113
dl 12
g e/,g)
5 (0,0) 5 X
Fig. 4.24

Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.

, . 2x
fi(z) = Tr1)

Al igualar a cero esta derivada y resolver para x, se obtiene:

2
@+ 1) =0; x=0.

1 1 .
Se toman los puntos de prueba z= -2, z= — 3 ¥ r=35 pertenecientes a los

intervalos (— oo, —1),(—=1,0) y (0, + c0) respectivamente, para determinar el
comportamiento de la funcion en esos intervalos.

f[(=2)=4>0. En (— o0, — 1), lafuncioén es creciente.

1 . ,
(- 5) = —8<0. En (-1, 0), la funcion es decreciente.

1 . ,
f/(§) = 2% > 0. En (0, 4 00), lafuncion es creciente.

Por tanto, existe un Minimo Relativo en el punto (0, f(0)) = (0, 0).
Concavidad y Puntos de inflexion. La segunda derivada de la funciéon dada es :
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” =22z -1)
filz) = (x4 1)4
Al igualar a cero esta derivada y rtesolver para z, se obtiene:
-2(2z-1) 1
W = O, xr = 2
1 1 11 . C
Portanto, (3, f(3)) = (5. 5 ) es punto de inflexion.

Ademas,
f"(—=2) =10 > 0. Concavidad positiva en ( — co, — 1).

f/l( _

%) = 64 > 0. Concavidad positiva en ( — 1, %).

(2 = - % < 0. Concavidad negativa en (%, + 00).

PROBLEMA 4.25

I‘Q

Trazar la grafica de la funcién =

SOLUCION
Dominio de definicion : Esta constituido por todos los niumeros reales.

Intersecciones. Si =z = 0, y = 0; es decir, la curva pasa por el punto (0,0).

sintotas. No existen asintotas verticales.
Por otra parte,

im |2 ] =1

x—l>I—I|—loo|:£E2-|-2x+2:| -
2

lim v =1.

T ——oo| 2 + 22+ 2

En consecuencia, y =1 es asintota horizontal.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.
2z(x +2)

/ J—
=)= (22 + 2z +2)2°
Al igualar a cero esta derivada y resolver para z, se obtienen puntos criticos:
20(x+2) _ e
Tt r 2l 0; x=0y =z = — 2son puntos criticos.
Se toman los puntos de prueba z= —4, = —1 y =z = 2 pertenecientes a los

intervalos (— o0, —2), (—2,0) y (0, + c0), respectivamente, para determinar el
comportamiento de la funcién en esos intervalos.
4

f(—4) = % > 0. En (— o0, — 2),lafuncion es creciente.
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f(-=1)= —2<0. En (—2,0), lafuncién es decreciente.

(2 = TR 0. En (0, 4+ ), la funcion es creciente.

Por tanto, existe un Maximo Relativo en el punto (-2, f(—2))=(—2,2) y un
Minimo Relativo en (0, f(0)) = (0,0).

ArY
(-2,2)
(1-NB./(-13)) 2
....................................................... =1
GO\ | (1+VB(-1+03))
8 6 4 ) (0,0) 2 4 )\(
Fig. 4.25
Concavidad y Puntos de inflexion.
— 4% + 32% - 2)
" —
(@) (x4 22+ 2)3
Al igualar a cero esta derivada y resolver para =z, se obtiene:
—4(z® 4322 —-2) 0:
(2 +2z+2)33
Esta ecuacion tiene como raicesa x = — 1 — \/5; r=—-lLz= —1+ \/§

De esta manera, son puntos de inflexion:
(—1—/3,f(—1—+/3) ~ (—2,732; 1,911);
(-=Lf(=1)= (=11
(=143, f(—1+/3) = (0,732; 0,134).

Por otra parte,

f(—4) = 18 > 0. Concavidad positivaen (—oo, —1— \/5).

T 25
2
(- g) = — :13—25 < 0.Concavidad negativaen (—1—+/3, —1).
1. 352 | -
f'(=3) = 155 > 0-Concavidad positivaen (-1, —1+ V3).
1
@) = - 18 _ 0. concavidad negativaen (—1+ /3, + o).

25
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PROBLEMA 4.26
T

Trazar la grafica de la funcion f(x) = e
nx

SOLUCION

Dominio _de definicion. Esta constituido por todos los numeros reales positivos, a
excepcionde =z = 1.

Intersecciones. No existen intersecciones con los ejes.

Asintotas. La recta x = 1 es asintota vertical.

y x=1

(e.e) 2

Fig. 4.26

Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.

Inzx —1
/ p—
fi(z) =

Al igualar a cero esta derivada y resolver para z, se obtiene:

Ine —
Ll:0; Int—1=0; x=e.
In%x

1 .
Se toman los puntos de prueba z=—-, =2 y x =4 pertenecientes a los

intervalos (0, 1), (1,e)y (e, + ), ?espectivamente, para  determinar el
comportamiento de la funcién en esos intervalos.

f'(3) = —3,52<0. En (0, 1) la funcién es decreciente;

f(2) = —0,639 < 0. En (1,e) lafuncién es decreciente;

f'(4) =~ 0,383 > 0. En (e, + oo) la funcién es creciente.
Por tanto, existe un Minimo Relativo en el punto (e, f(e)) = (e,e).

Concavidad y Puntos de inflexion.

f'(x) =

1 n 2
xinlzx  zilndz
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Al igualar a cero esta derivada y resolver para x, se obtiene:
1 n 2
zin’z  xzlnx

—1 2
et 2 =0; lnz =2; z=e’
xlndx
: : . e’
De esta manera, el unico punto de inflexion es (e?, f(e*) ~ (2, 3).

Por otra parte,
F(
f"(2) ~ 1,96 > 0.Concavidad positiva en (1, e?);

)~ — 16,17 < 0. Concavidad negativa en (0, 1);

N | =

f"(9) =~ — 0,02 < 0.Concavidad negativa en (e*, + o).

PROBLEMAS PROPUESTOS

Estudiar las funciones y construir sus graficas :

y=a*—2z+10 2) y=e1/*
+3 +4
3)y=$x2 4)y=$x3
3

5) fl) = 6) f(x) = re~
7) f(z) = In(2® + 1) 8) f(z) =z + senx
9) y=(z+1)*(z —2) 10) y = log(cos x)
1) y=— 12) y = !

)y_l—el“ )y—l’Jrﬁ
13) f(&) = o + — 14) f(@) = 5

T 2+ 1



5. INCREMENTOS, DIFERENCIALES Y APROXIMACION
LINEAL

Sea la funcion y = f(z).

Si z se incrementa en A, la funcion se incrementa Ay. En la Figura 5.a, se
observa que elvalorde Ay es:

Ay = f(z + Az) - f(z) (1)
y y=Ff(x) y y=f(x)

f(x +ax) T y +ay T

Ay ; Ay

Z |
fx) AX l y dy=ay

X X +AX X X X +AX X

Fig. 5.a Fig. 5.b

De acuerdo con la Figura 5.b, el cambio que podria ocurrir en g, si continuara
cambiando con razon fija f'(z), es:

dy
tga = f'(x) = Ag’

es decir :
dy = f'(x)Az; (2)

dy se denomina la diferencial de y.

Cuando Az es pequefio (Az — 0), f'(x)Ax ~ f(x + Az) — f(z).
Como Ax = dx, entonces:
f'(z +dz) =~ f(z) + f'(z)dz (3)

La expresion (3) es una buena aproximacion lineal de la funcion f(z),cuando z se
incrementa en Az, para Az — 0.

De esta ultima afirmacion

Aproximaciones : Az =dz; Ay ~dy.
Errores pequenos: Ay ~ dy: Error absoluto.
A .
2Y @: Error relativo.

Y Y



126 Aplicaciones de calculo diferencial

dy

Ay %Y 4100.

Porcentaje de error 7*100 ~

PROBLEMA 5.1
Calcular aproximadamente los valores de /48,8 y /49, 2.

SOLUCION
y
////////;;‘ﬁz T
dy>0
dy<0
y=7
-0,2 | 0,2
0 488 4,9 4972
Fig. 5.1

Se considera la funcién y = \/5 . Al diferenciar en ambos miembros :

1

dy =
4 2\/x

dx (1)

a) Alreemplazar x =49, dv = 0,2 en (1), se obtiene:

1
dy = ——(0,2) = 0,0142857.
T (0,2)
Luego : V49,2 = /49 + 0,2 ~ /49 +0,01428575 ~ 7 + 0,01428575;

/49,2 ~ 7,01428575.
b) Altomar x =49, dx = — 0,2 y reemplazaren (1) :
0,2

dy = = —0,0142857.
Y 24/49
Luego: V48,8 = /49 — 0,2 ~ /49 — 0,00625 = 7 — 0,01428575,

/48,8 = 6,9857143.

El valor aproximado de /49,2 es 7,01428575.
El valor aproximado de /48,8 es 6,9857143.

PROBLEMA 5.2

Calcular aproximadamente el valor de tg (45°15).
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SOLUCION

y=tgx

dy>0

15'

y=1

0 45° 45°15' X

Fig. 5.2

Sea y =tgx. Al diferenciar en los dos miembros, se obtiene:

dy = sec’ z dx

— 45° 15 = (Byeo (Lo, m o7
Con z=45°y dz =15 _(60) = ("= T"Izg = 70
™
dx—%(md).

Al sustituir en (1) :

dy = 8602(45°)*%0 = 0, 008726646.

Luego : tg45°15 =~ tg45° + dy,
tg45°15' ~ 1+ 0, 008726646,
tg45°15" ~ 1,008726646.

El valor aproximado de tg45°15" es 1,008726646.

PROBLEMA 5.3
Calcular aproximadamente el valor de (1,01)* — (1,01)% + 8(1,01)?

SOLUCION

Setoma y=z*— 2%+ 822 (Figura 5.3).
Al diferenciar en los dos miembros, se obtiene:
dy = f'(z)dz,
dy = (423 — 32* + 16x)dz.
Con z =1, dz = 0,01, se llega a:
dy = [4(1)* — 3(1)* 4 16(1)] d=,
dy =17(0,01) =0, 17.
Ademas, y(1) = 8.
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y
ls dy>0
y=8
|
0 1 1,01 X
Fig. 5.3
Por tanto : (1,01)* — (1,01)% +8(1,01)? = y(1) + ¢/ (1)(0,01)

=8+0,17 =8, 17.

El valor aproximado de (1,01)* — (1,01)® +8(1,01)> es 8,17,

PROBLEMA 5.4

Calcular aproximadamente el valorde — 4/(4,01)3 o1 + 20.
SOLUCION
. . 1 .
Se considera la funcion y= — v a3 + T + 20. (Figura 5.4).
T
y
15 1
1275,_____________x
10 4 dy<0
0,01
0 4 4,01 X
Fig. 5.4

Al diferenciar en los dos miembros :

Con x =4, dx=0,01, se obtiene :
3
dy = [ SV -

dy = — 0,030625.

(0,01),

_
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Ademas, y(4) = — V& + —— +20 = 12, 5.

V4

1 1
—4/(4,01)3 + +20 = /(4 + —= + 20+ dy,
V0 + — VWP + y

= 12,5 —0,030625 = 12, 469375.

Luego :

El valor aproximado de — /(4,01)3 + ﬁ +20 es 12,469375.

PROBLEMA 5.5

En un tambor cilindrico recto con tapa, de radio interior 40 ¢m y altura interna 80 c¢m,
se envasa aceite lubricante para motor. Al vaciar el tambor, permanece adherida
una pelicula uniforme de 1 mm de espesor en toda la superficie interna del tambor.
Calcular el volumen de aceite que se pierde por adherencia al vaciar el tambor.

SOLUCION

Fig. 5.5

El volumen de un cilindro circular recto de altura h y radio r es:

V = 7r?h (1)
Al diferenciar en ambos miembros :

dV = w(r*dh + 2rh dh) (2)
Alreemplazar dr= —1mm = —0,001lm; r=0,4m;

h=0,8m; dh= —(2)(1)mm= —0,002(m) en (2):
dV = w[(0,4)*( — 0,002)) + 2(0,4)(0,8)( — 0,001)]
dV = —0,00301529 m? = — 3.015,29 cm?
El volumen de aceite perdido por adherencia es aproximadamente de 3.015, 29 cm?.
PROBLEMA 5.6

Calcular el peso aproximado de un tubo metélico de 2,5 m de longitud, radio interior
3 cmy radio exterior 3,2 cm, si la densidad del metal es 9, 85 grs/cm?.
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SOLUCION

El volumen del tubo es:
V =mr?h (m?).

El peso del tubo es: P = VxDensidad
P =7r*h (9,85) (grs).
Con h = 250 ¢cm, se obtiene que el peso del tubo es :
P = 7r?(250)(9, 85) = (2.462, 5) 712 ,
P = (2.462,5) 772 . (1)
Al diferenciar la relacion (1), se llega a :

dP = 2m(2.462,5) r dr (2)
Como el radio exterior es 3,2 c¢m, entonces dr = 0,2 cm.
Alreemplazar r =3cm, dr=0,2cm en(2):

dP = 27(2.462, 5) (3)(0,2),

dP =9.283,4.

El peso aproximado del tubo es 9.283,4 grs.

PROBLEMA 5.7

El alcance horizontal en m de un proyectil balistico no auto-propulsado, en un
medio sin rozamiento, viene dado por la expresion:

2
v()
= [ — 2
x (g )sen 10}

Donde es v, la velocidad inicial de disparo en m/seg y g es la aceleracion de la
gravedad en m/seg’. Dado que v, = 180m/seg, g=9,81m/seg®y ¢ = 30°,
calcular aproximadamente la variacion que experimenta el alcance del proyectil si,
por error, fue medido en 30°30’.

SOLUCION

Segun los datos del problema, la funciéon que describe el movimiento es:
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2

T = (j)sen%ﬁ (1)

dé

o)

O —

dx
Fig. 5.7

XN

Al diferenciar (2) con respecto a ¢, considerando v, constante, se obtiene:

vl
dr = 2(?) cos2¢ do (2)

Puesto que d¢ =30 = % rad, v, = 180m/seg, g =9,81m/seg’, entonces, al

sustituir en (1), se llega a:
2(180)?
9,81

™

360

dr =

(cos60°)(—=) = 28,82m.
En consecuencia, el alcance se ha aumentado en 28,82 m aproximadamente.

PROBLEMA 5.8

. v/3,95+1
Calcular el valor aproximado de 7+.
V3,95 -1
SOLUCION
y
dy>0
0,05
y=3
0 395 4 X
Fig. 5.8
Considerar la funcion:
1
fla) = YIEL
Vr—1
entonces,
1
fil@)= -
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Altomar x =4; dy = — 0,05, se tiene:

V3,95+1 \/Z+1+ B L oo,
V3% -1 Vi L Vaa-ny )
1, 5 1
BRI TE

— 340,025 = 3,025.

VITLL g 5m

El valor aproximado de

PROBLEMA 5.9

Calcular por medio de diferenciales el valor aproximado de:

/3(0,99)* + 4(0,99)3 + 1.
SOLUCION

dy<0

-0,01

0 0,99 1 X

Fig. 5.9

Se considera la funcion f(z) = v/3z* + 423 + 1.

La derivada de esta funcioén es :

4(z® + 22
f/(x> = 3 (4 3 ) 2'
/(31 4 423 + 1)
Al tomar los valores = = 1; dx = — 0,01, se llega a:

/300,997 40,997 71 = /A T A7 1+~ D000

VB + AT+ )
6 1 3
-V -l -t

=2-0,03=1,97.
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El valor aproximado de /3(0,99)* +4(0,99)* + 1 es 1,97.
PROBLEMA 5.10

Calcular aproximadamente la altura de un edificio por medio del angulo de elevacion
con la horizontal. Si la medida del angulo tomada a 300 m de la vertical del edificio
es de 30°, pero, por error se estimé en 30° 30", calcular la variacion que

experimenta la altura del edificio.

SOLUCION
dh>0—

E

h de

E
i T

300
Fig. 5.10

En correspondencia con la Figura 5.10, la altura del edificio es:
h =300tg6 (1)
Al diferenciar la relacién (1), se obtiene:
dh = sec*d df (2)
1

Al reemplazar 6 =30°y df = 30' = (5)0 = % rad, en la ecuacion (2), se llega a:

dh = 300 8662(%) (%),

dh = 300(1, 333333398)(0, 008726646 );
dh = 3,49 m.

En consecuencia, la altura del edificio se aumenté en 3,49 m aproximadamente.

PROBLEMA 5.11

Considerar un recipiente en forma de cono circular recto invertido,de radio 1m,
altura 3m vy la altura del agua contenida en él 2m. Si se invierten en el recipiente 5 cm?
de agua, calcular aproximadamente el incremento de la altura del nivel del agua.

SOLUCION

De acuerdo a la Figura 5.11.a, el volumen del cuerpo de agua es :
1

V= §7T7"2h (1)

Por semejanza de triangulos (Figura 5.11.b) :
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1 T 1
_ = — = — 2
=5 r=3h (2)
Al reemplazar (2)en(1):
1—11
I1—|
3-[h
4 r
3
h
Fig. 5.11.a Fig. 5.11.b
V= %w(%h)%h,
V= Lohdom (3)
27

Al diferenciar los dos miembros de (3) y despejar dh, se obtiene:

1o _ 9(dV)
dV = geh’dh; dh= =15 (4)
Al sustituir dV = 5c¢m3; h = 2m = 200 cm; en la relacion (4), se llega a:
_9G)
dh = 007 0,000359 cm.

El nivel del agua sube 0,000359 ¢m aproximadamente.

PROBLEMA 5.12

Segun el Problema 5.7, el alcande horizontal em m de un proyectil balistico no auto-
propulsado en un medio sin rozamiento se expresa mediante la relacion:

V.2

r = —sen2¢p

Donde x es alcance en metros, v, = velocidad inicial del proyectil = 180 m/seg
y ¢ = angulo de disparo = 30°, g = aceleracion de la gravedad = 9,81 m/seg>.
Calcular la variacion que experimenta el alcance horizontal del proyectil, cuando:

a) La velocidad inicial aumenta a 182m/seg.

b) El angulo de disparo disminuye a a 29°45'.

SOLUCION
2

. . Vo . . .
a) Al diferenciar x = — sen 2¢, considerando v, variable y ¢ constante, se tiene:
g
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2
dx = ZD sen2¢ dv,.

Con v, = 300m/seg, g=9,81m/seg?, ¢ =30°y dv, = 2m/seg, se obtiene:

dz = 2512(1)) (sen 60°)(2) = 63,56 m.

Por tanto, el alcance se aumenta en 63, 56 m.

2
. . . ' Vo .
b) Considerando v, constante y ¢ variable, al diferenciar z = —sen2¢ se tiene :
a

y
db_—
o R
—
° Fig. 5.12 -dx X
UO2
dr = ;(2)005 20 d¢
Si v, = 180m/seg, ¢ =30°, g=9,81m/seg’ ydo = — 15 = — %
Entonces,
~ 2(180)2 oy T
T="gg1 00 (60°)( 720) = —14,41.

En consecuencia, el alcance del proyectil se disminuye en 14,41 m.

PROBLEMA 5.13

Determinar la variacién del volumen de una esfera, cuando se comete un error
relativo cualquiera al medir su radio.

SOLUCION

Fig. 5.13 r

El volumen de la esfera de radio r se encuentra mediante la expresion:

4
V=—ar

: (1
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Al aplicar logaritmos naturales a los dos miembros de la anterior relacion, se
obtiene :

[
an—ln[gwr },
InV=In4d—-m3+Inm+3inr (2)

Al diferenciar en los dos miembros de (2) se llega a :

dVv dr
v - 37.

Esto quiere decir que el error relativo al estimar el volumen de la esfera es tres veces
mayor que el error relativo al medir su radio.

PROBLEMA 5.14

Considerar un sector circular de radio 2,5m con un angulo central de 315°. Calcular
aproximadamente el incremento del area del sector si el angulo central cambia de
315% a 316°.

SOLUCION

Fig. 5.14

El area de un sector circular en funcion del radio y el angulo central (en radianes) se
expresa como :

1
A= §r29 (1)
Al diferenciar (1) con respecto a ¢, considerando r como constante, se obtiene :
dA = %r2d0 (2).
Al reemplazar r =2,5m; 0 =1° = % rad en (2), se llega a:

_ 1 21 ™| _ 2
dA = 5(2,5) [@] — 0,00545415 m2.

Por tanto, el area del sector circular aumenta 0, 00545415 m?.
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PROBLEMA 5.15

Calcular el incremento que experimenta arctgx cuando x cambiade 1,73 a 1,74.

SOLUCION

y y=arctgx

/

dy>0

0,01

0 1,73 1,74 X

Fig. 5.15

Se considera la funciéon y = arctgx. Al diferenciar los dos miembros de esta

relacion, se obtiene:
1

1+ 22

Si z= 1,73y dx = 0,01, entonces, al reemplazar estos valores en la anterior
relacion, se llega a:

dy = dx.

dy = [
Al convertir a grados, se obtiene:

dy = (0,0025)(57,295779513),
dy = 0,14349415 = 0° 8 36, 58" .

1

Esto quiere decir que el angulo se incrementd en 8 36, 58" aproximadamente.

PROBLEMA 5.16

Un recipiente en forma de cilindro circular recto con tapa debe tener un radio
interior de 0,5m y altura de 2,0 m. Si la lamina con que se va a fabricar el recipiente

tiene un espesor de 3 mm,

a) Calcular aproximadamente el volumen del material de manufactura.
b) Calcular el valor exacto del material de manufactura.

c) Calcular el error entre el célculo aproximado y el exacto.

SOLUCION

a) El volumen de un cilindro circular recto de radio r y altura hes:
V = 7r2h.
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Al diferenciar la anterior relacion, se obtiene:
dV = w(2rh dr + r*dh).

dV;, en realidad,calcula el volumen aproximado de material de manufactura. Al
reemplazar r = 0,5m; h =2,0m; dr = 0,003 m; dh = 2(0,03) = 0,06 m en la
expresion del diferencial, se obtiene:

3mm

lT|

Fig. 5.16

dV = m[2(0,5)(2,0)(0,003) + (0,5)(0, 006];
dV = 0,0075 7 m®.

b) El volumen de material se puede obtener por la diferencia entre el volumen
externo y el volumen interno, asi:

Vewr = m[(0,5 + 0,003)?][2 4 2(0,003)],
Vet = m((0,503)%] [2, 006)],

Vet = 0,507536m m3.
Por otra parte,

Vit = m[(0,50)%][2,0],

V;nt = 0, 57rm3.

Por tanto, el volumen exacto es :
V=Vear = Vi
V = (0,507536 — 0,5);
V =0,007536 T m?>.

c) El error cometido entre el calculo aproximado y el exacto es :

V —dV

E% = x100% = 0, 0478 %.

PROBLEMA 5.17

En relacion con los Problemas 5.7y 5.12, el tiempo de vuelo, es el tiempo en
segundos durante los cuales el proyectil permanece en el aire. Se calcula por medio
de la relacion :
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t= %semﬁ (1)

a) Calcular el tiempo de vuelo para v, = 180m/seg; ¢ = 30°; g = 9,81 m/seg>.
b) Calcular aproximadamente el incremento en el tiempo de vuelo si ¢ = 30° 30'.
c) Calcular el error cometido entre el calculo aproximado y el célculo exacto.

SOLUCION
a) El tiempo de vuelo exacto se obtiene al aplicar la ecuacion (1), asi:

~2(180)
9,81

t sen 30° = 18, 349 segy.

b) Al diferenciar la relacion (1) con respecto a ¢, permaneciendo v, constante, es:

20,

dt = cos ¢ do.
Y
Puesto que 30° = % rad, entonces,
~2(180) o T
dt = 081 cos (30 )*(—360),

dt =0,27734 seg.
Esto significa que el tiempo total de vuelo es :
18,349 4 0,27734 = 18, 62634 seg.

c) Ahora, el tiempo total de vuelo por aplicacion directa de la ecuacion (1), para
¢ = 30°30, es:

2&2&” sen(30°30') = 18, 62526 seg.

En consecuencia, el error cometido entre el célculo aproximado y el célculo exacto
es .

tqg =

E%:t—td

«100% = 0, 00419%.

PROBLEMA 5.18

Considerar un domo semiesférico con radio = 100m. Si se comete un error por
exceso de 1c¢m al estimar el radio,

a) Calcular el maximo error resultante en el area de superficie del domo.

b) Determinar aproximadamente el area de superficie total del domo.

c) Calcular el area exacta.

d) Determinar el error entre el calculo exacto y el aproximado del area del domo.

SOLUCION
El area de superficie del domo se encuentra mediante la expresion :
A =2mrr?m? (1)
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a) Al diferenciar con respecto a r, se obtiene:

dA =4nrdr (2)
Al reemplazar r = 100m; dr = 1 mm = 0,01 men la expresion (2), se llega a:

dA = 47 (100)(0,01) = 47 m?.

El maximo error al estimar el area es 47 m?.

Fig. 5.18 r
b) El area de superficie aproximada es :
Ay = A(100) + dA,
Ay = 27 (100)* + 4,
Ay = (20.000 + 4)7 = 20.004 7 m?.
c) El area de superficie exacta se obtiene por aplicacion directa de la ecuacion (1):
A, = 27 (100,01)% = (20.004, 0002 )7 m?2.

d) El error entre el caculo exacto y aproximado del area de superficie del domo se

obtiene asi :
Ae - At

_ -7
T = 9,898x 107",

E% =

PROBLEMA 5.19

En relacion con el Problema 5.14:

a) Calcular el incremento que experimenta el area del sector circular cuando el radio
aumentade 2,5 a 2,6m.

b) Determinar el area aproximada total del sector.
c) Determinar el area exacta.
d) Estimar el error cometido entre el calculo aproximado y el exacto.

SOLUCION

a) El area del sector circular de radio r y angulo central @ se calcula mediante la
expresion :

A= 1% (1)
Al diferenciar la relacion (1) respecto a r, permaneciendo € constante, se obtiene :
dA =10 dr (2)
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- 7
Al sustituir r =2,5m; 6 = 315° = i en (2) sellega a:

dA = (2,5) [Zw] (0,1) = 1,37444 m2.

dar S
Fig. 5.19
b) El area total aproximada es :
1 7
Ay = =(2, 2[— } dA,
2( 5) i +

A, = 17,18058 + 1,3744 = 18, 55502 m?.
c) El area exacta se obtiene por calculo directo de la ecuacion (1) :

1 7
Ao = A= 5(2,6) [Zﬂ — 18,58252 m2.

d) El error cometido entre el célculo exactoy el aproximado es:

A, — A,
E% = o ¥100% = 0,14798%.

e

PROBLEMA 5.20

El radio de una bola esférica se estima en 10 pg, con un error maximo por exceso

1
de 679

a) Determinar el error maximo resultante en el volumen calculado.

b) Determinar el valor del radio para garantizar un error maximo de 1 pg® en el

volumen calculado.
SOLUCION

a) El volumen de una esfera de radio r se calcula mediante la relacion :

4
V= _nr
37
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dr

Fig. 5.20

Al diferenciar con respecto a r, se obtiene:
dV = 4w ridr

1 C
Al reemplazar r = 10 pg; dr = g boen la expresion (2),se llega a :
dV = 4 (10)2 [i]
161’
dV = 257 pg’.
En consecuencia, el error maximo en el volumen calculado es 257 pg?.

b) De la relaciéon (1), al despejar 7% se obtiene:
5 1 1 4

" T dmdr T Ar (35) B

En consecuencia, el mayor radio que garantiza un error maximo de 1pg es

[T
= ng-
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1) Hallar el valor aproximado de las cantidades dadas por medio de diferenciales.

_ -1
a) tg44°. ) VAL - (4,007 1
2,/4,01 +3(4,01)"1 -7
‘ 2
b) v/126. e) 3(8,99)%2 + ———— —
sen(41°) + cos(41°)
c) log999 f) To(41)

2) El volumen de agua que pasa por unidad de tiempo (gasto) por una tuberia de
seccién circular de radio interior 5c¢m a una velocidad de 38 ¢m/seg es el producto
del area de la seccion por la velocidad.

a) Si la velocidad aumenta 1 mm/seg, calcular aproximadamente el aumento del
gasto.

b) Si la velocidad disminuye en 1,5mm/seg, estimar aproximadamente la
disminucién del gasto.

3) Se estima el radio de un globo esférico y se comete un error de + 0,05 cm. Si el
radio es de 30 cm , calcular el error cometido al estimar el volumen total del globo.

4) Considerar un recipiente esférico de 50 ¢m de radio interior, que contiene agua
hasta una altura de 15cm.Si se vierten en el recipiente 20 cm? de agua, calcular
aproximadamente el incremento en el nivel de agua.

5) El espacio recorrido por un cuerpo que cae libremente, sin considerar el
rozamiento, se calcula mediante la expresion:

S = %th.
a) Si g=29,81m/seg?, calcular aproximadamente cuanto recorre el cuerpo desde
t=5a t=>5,1seg.
b) Calcular el desplazamiento aproximado total desde t =0at = 5,1 seg.

c) Determinar el desplazmiento total exacto desde ¢t =5a ¢t = 5,1 seg.
d) Calcular el error cometido entre el célculo exacto y el aproximado.
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