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Prdlogo

En la actualidad, debido a la velocidad con la cual avanzan la ciencia y la tecnologia, se le dificulta a
la sociedad adaptarse y acostumbrarse a los diferentes cambios que aparecen en el dia a dia. Uno de los
factores que influyen de manera directa en esos resultados, es que las personas tienen como predileccién
el uso de rutinas que les impiden acceder a nuevos conocimientos y dar un paso hacia el cambio, es claro
que se sienten a gusto dado que cuestionar procesos o buscar alternativas les genera ansiedad e incomo-
didad. Sin embargo, confrontar al cerebro genera nuevas neuronas para responder a esos cambios y e€so
proporciona salud fisica y mental. La matematica, parece ya estigmatizada como uno de los ‘cocos’ para
el aprendizaje, es un campo de investigacion que el comun de las personas evita estudiar, y si lo hacen,
se quedan en la descripcion o reemplazo de férmulas bésicas.

Se observa como evaden los procesos que incluyen demostraciones, interpretaciones y soluciones de pro-
blemas; como también la biisqueda de nuevos modelos sin tener en cuenta los ya descritos en textos. No
obstante, cuando la persona se enfrenta a estos retos, se motiva y alcanza logros que le generan motivacién
y una mejor percepcion de si mismos. Por lo general, los procesos dindmicos que se involucran en el curso
de ecuaciones diferenciales, permiten que un gran porcentaje de los estudiantes alcancen cierto tipo de
resultados que fortalecen su formacion integral.

Tres siglos después de su invencién, las ecuaciones diferenciales siguen siendo una fuente inagotable de
soluciones a problemas en el drea de la matematica pura y aplicada, posibilitan la formulacién y analisis de
modelados matematicos. A través de pardmetros, variables, relaciones, cambios o variacién de variables,
diferenciales ordinarias, diferenciales parciales, series de potencias, series de Fourier, ecuaciones integrales,
teoremas de existencia, justificacion rigurosa de procesos analiticos y/o cuantitativos, las ecuaciones dife-
renciales describen la dindmica aproximada de fenémenos en diferentes campos tales como: la ingenieria,
medicina, economia, ciencias naturales, entre otros.

Sin embargo, en el ambito escolar ain es frecuente encontrar estudiantes y profesionales de areas afines,
que cuestionan la utilidad y el uso de las ecuaciones diferenciales en la vida practica. En este sentido,
tanto los profesores como los matematicos, tienden a dar respuesta a esta inquietud por medio de apli-
caciones de las ecuaciones, olviddndose que esta no es la respuesta a la pregunta ;para qué sirven las
ecuaciones diferenciales?, lo cual deja el siguiente interrogante en el ambiente o en la mente del estudiante
Jpara qué estudio ecuaciones diferenciales, si realmente no es practico o no puedo utilizarlo? Ante este
cuestionamiento, Sdenz, (2013) en su mondlogo “Las matemadticas son para siempre”, manifiesta que los
profesores y matematicos se dividen en dos grandes grupos: aquellos que van al ataque y aquellos que
estan a la defensiva.

De esa manera, si su profesor de matematicas da una respuesta como: “esa pregunta no tiene sentido,
la matemaética tiene una légica que se construye y no hace falta mirar las posibles aplicaciones, es como
preguntarse y jpara qué sirve la poesia?, jpara qué el amor?, pero que pregunta...joven”..., este profesor
estd al ataque, y aquél que esta a la defensiva, respondera: “aunque no te des cuenta, la matematica esté
detras de todo, y nombra los puentes y las computadoras, las tarjetas de crédito y el baloto, si no sabes
matematicas el puente se te cae, estas seran las respuestas; también se encuentran aquellos los llamados
pedagogos, quienes mencionan, “en el transcurso de la vida, vas haciendo una cajita de herramientas para
avanzar a temas mas altos, y te van a servir para que te vaya bien en exdmenes de posgrado”. Y aunque
todos tengan razén, quienes descubren la belleza de las matemadticas encuentran su verdad, encuentran
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12 Indice general

que sirve en el disefio y construccion de edificios modernos, de puentes, es verdad que estan en las compu-
tadoras, en los algoritmos y en diferentes campos, pero también es verdad que aunque lo permean todo,
hay que ir més alla de lo palpable.

Es de esta verdad, que la ciencia tiene sentido porque nos hace entender el mundo y nos ayuda a sortear
los hechos que ocurren en él. Hay ciencias que se pueden tocar como la ontoldgica y otras no, como la
matematica, pero, todo lo que hace ser ciencia a la ciencia, es el rigor de la matematica, ademas, la
ciencia funciona por la intuicién y creatividad, y la matemética doma la intuicién y la creatividad; y ese
rigor inspirado en la intuicién y la creatividad lo tienen las matematicas porque son “para siempre”, y
los teoremas son para siempre, “los teoremas son verdades eternas”. Los matemaéticos se dedican a forjar
teoremas, pero para hacer teoremas no hace falta una conjetura, hace falta una demostracién, de alli,
un modelo basado en ecuaciones diferenciales requiere no quedarse en conjeturas que expliquen cambios,
requiere de teoremas que generen teorias para que asi el modelo le permita predecir eventos futuros o dé
explicaciones a fenémenos validados de manera cientifica.

Las ecuaciones diferenciales son consideradas el tema mas significativo de estudio de la matematica, al
confluir en ella, todas las tematicas vistas por los estudiantes desde su formacién béasica hasta los cursos
previos a las ecuaciones diferenciales; asi mismo, se consideran importantes por la transversalidad con
otras ciencias y cursos presentes en el curriculo en su formacién profesional, ademéas, porque estan pre-
sentes en las cuestiones més profundas que suscitan ideas y teorias que conforman el analisis avanzado;
asi por ejemplo, en el control de procesos, un ingeniero desea que las cosas no cambien, no obstante, para
él estar en capacidad de disenar el controlador apropiado, debe investigar cémo varia el comportamiento
de un proceso quimico ante los cambios de los disturbios externos y de las variables manipuladas, de esta
manera, siempre el proceso obedece a ecuaciones diferenciales que implican cambios. Es dificil apreciar
del todo los capullos de las plantas en floracién, sin un conocimiento razonable de las raices, tallos y hojas
que los nutren y soportan, el mismo principio es valido en matematicas, en particular, en un curso de
ecuaciones diferenciales.

El presente texto Fcuaciones diferenciales y aplicaciones, es el resultado de la investigacion “Influencia de
temas y préacticas pedagdgicas en estudiantes de ecuaciones diferenciales de las Universidades Francisco
de Paula Santander y de Narino”, en el cual se determinan qué temas y practicas tienen mejor percepcion
por parte de los estudiantes, y cudles les generan mayor motivacién”; incluye entonces, ademas de éstos,
temas basicos y modelos matemdticos generados por estudiantes y profesores.

Ecuaciones diferenciales y aplicaciones, tiene como objetivo extender los conocimientos de calculo dife-
rencial, integral y vectorial a la descripcién de procesos méviles mediante ecuaciones diferenciales, dar
a conocer herramientas matemdticas para resolver ecuaciones diferenciales, aumentar la capacidad de
plantearlas y analizarlas, asi como dar a conocer los teoremas que soportan métodos de solucién y plan-
teamientos de ecuaciones que den lugar a modelos matematicos aplicados en otras ciencias. Se espera que
el lector logre un equilibrio entre metodologia, aplicaciones y fundamentos tedricos, y cree en su mente y
en la préctica, modelos matematicos de situaciones de la vida real.



Capitulo 1

Generalidades de las ecuaciones
diferenciales

1.1. Momentos historicos

Genios con una fuerte intuicién, apasionados, rebeldes e inadaptados brillantes, son caracteristicas de
los cientificos con una visién diferente de la matematica, la fisica, la astronomia, se atrevieron a enfrentar
desafios, con ego muy fuerte que los llevaba a decir puedo resolver esto, puedo descifrar el mundo y
poner de manifiesto la belleza y singularidad del universo. El campo de las ecuaciones diferenciales, se
constituye en el corazon del andlisis en matematicas, originado hace mas de 300 anos por Isaac Newton y
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) en el siglo XVII; sin embargo, realmente el campo de las ecuaciones
diferenciales inicia con Galileo Galilei.

Galileo era de caracter engreido con amigos muy intimos y muchos enemigos, tenfa una mente privi-
legiada, seguro de si mismo, le dio un vuelco al mundo; a sus 25 anos fue profesor de matematicas, pero
insolente se mostraba frente a sus compaifieros, quienes segin €él, pensaban en teorias cientificas absurdas,
manifestaba que siempre miraban en el lugar equivocado, la intuicién le dice que los cuerpos se mueven
no por deseo sino por leyes matematicas que describen el movimiento; comienza entonces estudiando
experimentos desde dejar caer pesos, observaciones imperfectas llevé a muchos a no ver las leyes, Galileo
en cambio alterd la aceleracion de la gravedad a través de un plano inclinado, introduce el concepto de
aceleracion, supuso un avance clave al entender el movimiento en esos términos.

Al ser el primero en realizar experimentos se le llamé el padre de la fisica moderna, y fue él quien
indujo a Newton a buscar cémo resolver estos enigmas; en 1609 Galileo buscd cémo fabricar lentes y
construye el telescopio, impresiona y se siente fascinado al utilizar el instrumento noche tras noche, hasta
descubrir otras lunas y generar teorias hasta contradecir la Biblia lo cual no quiso hacer; en 1615 acude
a Roma para exponer su caso pero ello fue su error, tenté la suerte y nueve anos mas tarde le permiten
escribir un libro en el cual demuestra que es posible utilizar las matemdticas para analizar el movimiento.

De manera extrana, el ano en que fallece Galileo en 1642, a 1500 Km de distancia nace Isaac Newton
(1642-1727), solitario, incapaz de conversar, obsesionado y consumido por su trabajo, criado por su abuela,
no superé el olvido de su madre, muy susceptible a la critica, construyé desde nifio aparatos como molinos
de viento; en Cambridge obsesionado con el pecado era reservado, puritano, creen fallecié virgen, veia el
mundo de manera geométrica, grafica. En la facultad se dedicé solo al estudio de la matematica, crea
matematicas nuevas para analizar el movimiento inventando el Calculo, fascinado por la puesta del sol,
elipses, espirales, trayectorias, guarda no obstante sus descubrimientos para si mismo; a los 24 anos,
revoluciona la fisica desvelando el misterio del movimiento de los planetas, al observar una manzana
y se preguntd: ;Si una manzana cae de igual manera cae la luna? Y se la imaginé cayendo sobre la
tierra, estudiando la gravedad para mover planetas y astros, demostré que las leyes que rigen los suelos
son los mismos de los de la tierra, la caida libre la resuelve suponiendo la existencia de una relacion
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14 Capitulo 1. Generalidades de las ecuaciones diferenciales

entre la aceleracién a cada punto de la trayectoria y la fuerza que en cada punto actia sobre el cuerpo.
Una vez conocidas las condiciones iniciales, pero al tratar de develarlo, la matematica con problemas sin
solucion le impidié seguir avanzando, porque la ecuacién diferencial no tenia solucién en cuadraturas y
solo aproximaba. Sigue investigando entonces en matematica, sistemas dindmicos y astronomia, en 1672
es admitido en la Asociacién inglesa de cientificos destacados, permitiendo que publiquen un articulo; a
sus 42 anos busca cémo describir la trayectoria de los planetas alrededor del sol, guiado por una fuerte
intuicién continia su tarea, dos anos después incomunicado, sin dormir, solo escribe y revoluciona con su
obra “Los principios”, devela como la masa interactiia con la inercia, la masa y la aceleracién, define la
gravedad como fuerza a distancia y consiguiendo avances establece las leyes que determinan el movimiento.
Pero tenia una personalidad fragil o mandaba o se enfadaba, su susceptibilidad a la critica fue cuestio-
nada. Al observar los Principia escritos en 18 meses, completa la bisqueda de Galileo y aunque Newton
trabajé relativamente poco con ecuaciones diferenciales en si, su desarrollo del cdlculo y la dilucidacion
de los principios basicos de la mecanica constituyeron la base para sus aplicaciones en el siglo XVIII, més
notablemente por Euler. Newton clasificé las ecuaciones diferenciales de primer orden en las formas

dy

dr f(z)
dy

dr f(y)
dy

dr f(l‘,y)-

Para la tltima ecuacién desarrollé un método de solucién mediante series infinitas cuando f(x,y) es un
polinomio en x y y. La activa investigacion de Newton en la matematica cesé a principios de 1690, excepto
por la solucién de “problemas desafiantes” ocasionales y la revisién y publicacién de resultados obtenidos
mucho tiempo antes.

El término aequatio differentialis, por primera vez fue utilizado en 1676, pero es en una memoria de
seis paginas de Leibniz, en el Acta Eruditorium de 1684, que aparece el cédlculo con una definicién de
la diferencial y donde dio reglas sencillas para su calculo en sumas, productos, cocientes, potencias y
raices. Leibniz incluyé también pequenas aplicaciones a problemas de tangentes y puntos criticos; este
matematico y filésofo nacié en Leipzig y concluyd su doctorado en filosofia a los 20 afios de edad en la
Universidad de Altdorf, llegé a los resultados fundamentales del calculo de manera independiente; Leibniz
estaba muy consciente de la conveniencia de una buena notacién matematica y la notaciéon actual para
la derivada (dy/dz) y el simbolo de la integral se deben a él. Descubrié el método de separacién de
variables en 1691, la reduccién de ecuaciones homogéneas a ecuaciones separables en el mismo ano, y el
procedimiento para resolver ecuaciones lineales de primer orden en 1694.

Es importante destacar que las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) surgen préacticamente con
la apariciéon del Célculo. En la célebre polémica Newton-Leibniz se tiene un gran hito cuando Newton
comunica (por medio de Oldenburg) a Leibniz el siguiente anagrama:

6 accaellde ff Tiel In 4o 4q rr 4s 9t 12 v x.

El cual en latin quiere decir “Data aequetione quotcunque fluentes quantitaes involvente fluxiones invenire
et veceversa”, o bien: “Dada una ecuacion con cantidades fluentes, determinar las fluxiones y viceversa”.
Este fue, como seniala Arnold (1994), el descubrimiento fundamental de Newton, que consider6 necesario
mantener en secreto, y el cual en lenguaje matematico contemporaneo significa: “Es 1til resolver ecuaciones
diferenciales”. Curiosamente, Ince afirma que la fecha de aparicion de estas es el 11 de Noviembre de 1675,
cuando Leibniz escribié la ecuacion ydy = y—; La primera clasificacién de las EDO de primer orden (en
lenguaje de la época ecuaciones fluxiales) fue propuesta por Newton. El primer tipo estaba compuesto
de aquellas ecuaciones en las cuales dos fluxiones 2/, 9/, ¥ un fluente z o y estén relacionados, como por
ejemplo Z—; = f(x) 6 Z—; = f(y), o bien % = f(x), % = f(y); el segundo tipo abarcaba aquellas ecuaciones
que involucran dos fluxiones y dos fluentes Z—: = f(x)?, y finalmente, el tercer tipo abarcaba a ecuaciones
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que involucran mas de dos fluxiones, las cuales en la actualidad conducen a ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales. En la Teoria de Fluxiones, Newton resuelve dos problemas principales, formulados
tanto en términos mecanicos como en términos matematicos:

1. Determinacién de la velocidad del movimiento en un momento de tiempo dado. De otro modo:
determinacién de la relacion entre las fluxiones dada la relacién entre los fluentes.

2. Dada la velocidad del movimiento, determinacion del espacio recorrido en un tiempo dado. En
términos matematicos: determinacion de la relacién entre los fluentes dada la relacién entre fluxiones.

El primer problema, llamado problema directo, representa el problema de la diferenciacin implicita de
funciones, en el caso general, y obtencién de la ecuacion diferencial que expresa las leyes del fenémeno. El
segundo, el problema inverso, es el problema de la integracién de las ecuaciones diferenciales presentadas
en su forma mas general. En particular, en este problema se trata de la busqueda de las funciones
primitivas. Los enfoques de Newton para la solucién de un problema tan general y los procedimientos
de su resolucién se construyeron paulatinamente. Ante todo, la simple inversiéon de los resultados de
la busqueda de fluxiones le proporcioné una enorme cantidad de cuadraturas. Con el tiempo, advirtio
la necesidad de agregar, en esta inversién, una constante aditiva. Después resulté que la operacon de
inversién, incluso de ecuaciones comparativamente sencillas como Mz’ + N3/ = 0, obtenidas en el célculo
de las fluxiones, no siempre era posible y no se obtenia la funcién original. Newton advirtié esto, en
el caso en que M = M(z,y) y N = N(z,y) fueran funciones racionales enteras. Cuando la inversién
inmediata del método directo no conducia al éxito, Newton acudié al desarrollo de funciones en series
de potencias como medio universal de la teoria de las fluxiones. Resolvié ecuaciones dadas, por ejemplo,
respecto a % o (poniendo z = 1) respecto a y, desarrollé la funcién del miembro derecho en series de
potencias, integrando a continuacién la serie término a término. Este método lo comunicé mediante otro
anagrama, el cual dice lo siguiente: “El primer método consiste en la extraccién de una cantidad fluente
de la ecuaciéon que contiene su fluxion; el segundo en cambio consiste en la sustitucion de una serie en
lugar de una cantidad incégnita cualquiera, de la cual pueden deducirse las otras, y en comparacién
de los términos homélogos de la ecuacion resultante para obtener los términos de la serie supuesta”. Los
hermanos Bernoulli, contribuyeron también al desarrollo de métodos para resolver ecuaciones diferenciales
y a la expansién de su gama de aplicaciones; Jackob (1654-1705), te6logo, profesor en Basilea y, Johann
(1667-1748) Bernoulli, médico, profesor en Groningen. Johann fue quien instruyé a L’H’opital, quién a su
vez, preparé a Huygens. El mismo Johann, entre 1691-1692, prepar6 dos libros, uno de calculo integral
publicado en 1742, y otro de cédlculo diferencial, casi doscientos anos después. Los matemaéticos de la
época buscaban resolver ecuaciones de primer orden en forma de funciones algebraicas o trascendentes
elementales, reducian el problema a la busqueda de funciones primitivas, tendiendo a separar variables.
Los Bernoulli introducen el término “integrar una ecuacién diferencial” y “separacién de variables”; el uso
de factores integrantes fue utilizado también por Cauchy, Leibniz y después por Johann Bernoulli, quien
utiliza sustituciones de la forma y = wux para resolver ecuaciones diferenciales homogéneas; partiendo
de allf Leibniz en 1693 contintia su obra. Jackob resolvié la ecuacién diferencial 3/ = [a3/(b*y — a®)]/?
en 1690 y es en 1694, que Johann pudo resolver la ecuacion Z—x = %, determina ademas el factor z”
para la ecuacion lineal. Jackob también hace aportes a la mecanica, geometria, astronomia, probabilidad,
calculo de variaciones y problemas de la braquistécrona y Johann en 1697 plantea otras sustituciones
como v = y!~" para resolver la ecuacién:

dy

—= +aP(x)y = bQ(x)y".

Tr (z)y = bQ(2)y

El teorema de Bernoulli fue propuesto por Jackob, en 1695, pero resuelto de modo independiente por
Leibniz y su hermano Johann; éste resuelve también problemas de cadena colgante (catenaria) trayec-
torias ortogonales en 1698, mecdnica, el problema tautécrono; propuso y resolvié el problema de la ba-
quistrécona (también resuelto por su hermano Jackob). En 1692 Johann encontré la multiplicacién por
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factor integrante para ecuaciones como azxdy — ydx = 0. Daniel Bernoulli (1700-1782), hijo de Johann,
emigro en su juventud a San Petersburgo. Utiliza el factor integrante para resolver ecuaciones de la for-
ma P(z,y)dx + Q(z,y)dy = 0. Se interesaba principalmente en las ecuaciones diferenciales parciales y
sus aplicaciones. Por ejemplo, es su nombre el que se asocia con el principio de Bernoulli en mecanica
de fluidos %ZT";‘ = 02%. También fue el primero en encontrar las funciones que, un siglo mas tarde, se
conocerian como las funciones de Bessel. Otros mateméticos destacados en este siglo (fines del XVII y
comienzos del XVIII) son el inglés Brook Taylor (1685-1731) quien hace aportes al analisis matemético; el
método de series de Taylor, soluciones singulares, vibraciones de resortes, movimiento de proyectiles, opti-
ca. Por su parte, Hoene Wronski, matematico polaco, (1778-1853) estudia las determinantes, e introduce
el wronskiano. Y Jacobi Riccati (1676-1754), matemaético italiano que considerd ecuaciones de la forma
f(y,v',y") = 0 o la ecuacién no lineal que lleva su nombre, soluciones a través de series de potencias, como
xy’ = y?, descubre el método Hamilton-Jacobi, que permite integrar un sistema de ecuaciones canénicas
de Hamilton por medio de una integral completa de una ecuacién en derivadas parciales de primer orden;
Ricatti extendié el método de Charpit-Lagrange a dimensiones superiores a dos, resolviendo ecuaciones
donde aparecen jacobianos.

La segunda etapa (1728) de la historia de las ecuaciones diferenciales estuvo dominada por el ma-
temdtico Leonhard Euler (1707-1783), quien identificé la condicién para la exactitud de las ecuaciones
diferenciales de primer orden entre 1734-1735, desarrolld la teoria de los factores de integracion, dio la
solucion general de las ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes y, entre 1750-1751 ex-
tendié estos resultados a las ecuaciones no homogéneas. Euler hizo uso frecuente de series de potencias y
métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales. En este siglo, un italiano, fisico, matemético y
astrénomo, nervioso y timido, preferido por el Rey en Berlin, evitaba la controversia y dio crédito a otros,
de sus obras. Este matemético fue Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), quien demostré en 1762-1765 que
la solucin general de una ecuacion diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden es una combinacion li-
neal de soluciones independientes. Mas tarde, en 1774-1775, realizé un desarrollo completo del método de
variacion de parametros. Lagrange transforma la ecuacion en derivadas parciales en un par de ecuaciones
diferenciales ordinarias, obtiene los multiplicadores de Lagrange, y en el calculo de variaciones, encuentra
la relacién funcional y = f(z) para que una integral f; g(x,y,y")dx tome un valor maximo o minimo; por
ejemplo en isoperimetrias o problemas de descenso mas rapido, estudia la teoria de propagacién del soni-
do, descubre un error de Newton y obtiene la ecuacion diferencial general del movimiento, resolviéndola
para el movimiento en linea recta, hace entonces aportes a la mecanica analitica con ecuaciones gene-
rales del movimiento de un sistema dindmico, realiza publicaciones sobre mecanica de sélidos y fluidos,
serie infinita, puntos de Lagrange donde se han encontrado asteroides troyanos y satélites troyanos de
Saturno. Para Lagrange la matematica era un arte que justificaba su existencia. En la misma época,
Pierre-Simén de Laplace (1749-1827) obtiene la ecuacién de Laplace, fundamental en muchas ramas de la
fisica matemadtica como hidrodindmica, elasticidad y electromagnetismo, y Laplace la estudié de manera
extensa con relacion a la atraccién gravitacional. La transformada de Laplace también se llama asi en
su honor, aunque su utilidad para resolver ecuaciones diferenciales no fue reconocida sino hasta mucho
tiempo después. Para Laplace la naturaleza era esencial y la matematica solo una herramienta. Monge
(1746- 1818), inventor de la geometria descriptiva, contribuye con la visién geométrica que da a las ecua-
ciones diferenciales de primer y segundo orden mediante el método de la ecuacién caracteristica; introdujo
transformaciones de contacto para reducir ecuaciones a otras cuya solucién sea conocida, observé ademds
que ecuaciones de la forma P(z,y, z)dz + Q(z,y, 2)dy + R(z,y, z)dz = 0 pueden resolverse si se obtiene
como soluciones de variedades de orden inferior (como curvas), estas se generalizaron después por Pfaff
y se aplican en termodindmica o mecénica clésica, por lo cual fueron estudiadas después por Grassmann,
Frobenius (establece cudndo un sistema general de ecuaciones de Pfaff admite factores integrantes), Lie,
Darboux, y Caran. Hacia finales del siglo XVIII, siglo de integracién elemental, se habian desarrollado
muchos métodos elementales para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias. En el siglo XIX, el interés
se volvié mas hacia la investigacion de cuestiones tedricas de existencia y unicidad y el desarrollo de méto-
dos menos elementales, como los basados en desarrollos en series de potencias. De esta manera, Friedrich
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Wilhelm Bessel (1784-1846), alemén, hace aportes en astronomia, calculd la érbita del cometa Halley;
introdujo las funciones de Bessel y en 1817 estudié el trabajo de Kepler. De otra parte, el ruso Pafnuti
Liwovich Chebyshev (1821-1894) trabaja en teoria de nimeros (nimeros primos), probabilidad, funciones
ortogonales, polinomios de Chebyshev. El francés Alexis Claude Clairaut (1713-1765) hace aportes a la
geometria, establece la ecuacién de Clairaut y soluciones singulares (1734); Clairaut también trabajé en
astronomia, en el problema de los tres cuerpos (imposibilidad de encontrar ecuaciones de las trayecto-
rias, inestabilidad del sistema), calculé con precisién (1759) el perihelio del cometa Halley. Asi mismo, el
francés, Jean D’Alembert (1717-1783) hace aportes a la mecdnica incluyendo el problema de la cuerda
vibrante aplicado a la musica, dindmica de fluidos, y ecuaciones diferenciales parciales, publicé tratados
de dinamica, equilibrio y movimiento de los fluidos, trabajé en el teorema fundamental del algebra o
principio de D’Alembert. Fourier con su trabajo de difusién del calor (1768-1830), obtiene la ecuacién del
calor con distintas condiciones de contorno, desarrollando el método de variables separables y representa
soluciones en series trigonométricas, prueba la convergencia de sus series correspondientes a funciones pe-
riédicas, hoy dia formuladas por teoria de distribuciones. El primer resultado en estas series fue obtenido

por Dirichlet en 1829, t = k (% + g—;é %) , Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), alemén, hace

aportes ademads en teoria de niimeros, mecdanica de fluidos, andlisis matematico; establecié las condiciones
para la convergencia de las series de Fourier. El principe de las matemadticas, nace también en esta época,
Carl Friedrich Gauss (1777-1855), y su influencia en ecuaciones diferenciales es minima e indirecta, estu-
di6é ecuaciones hipergeométricas y funciones elipticas e hizo estudios en geometria diferencial o variable
compleja, su teorema de la divergencia es fundamental para la teoria del potencial y la fisica.

La etapa siguiente (1820) fue una etapa de formalizacién o edad del rigor, y en ella, hay dos perso-
najes importantes Niels Henrik Abel (1802-1829), quien hizo aportes en ecuaciones integrales, funciones
elipticas, y al dlgebra (probé que las ecuaciones polindmicas de quinto grado no tienen soluciones exac-
tas) y Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), matematico francés pionero en el andlisis matemadtico, hace
aportes en céalculo de probabilidades, cdlculo de variaciones, Optica, astronomia, mecanica, elasticidad,
ecuaciones diferenciales, series infinitas, determinantes, probabilidad y fisica matematica Para Cauchy
no todas las ecuaciones diferenciales se pueden resolver, pues nada garantiza que una serie converge o
sea hacia la funcién deseada. Estudié los métodos que permiten probar la existencia de soluciones del
problema de valor inicial ¢ = f(z,9);y(z0) = yo que se denomina problema de Cauchy, adaptando el
método del poligono de Euler. Creé la teoria de la variable compleja (1820) y aplicé su teoria a las ecua-
ciones diferenciales. Durante los anos 1839 y 1842 el método més utilizado es la analitica, aplicado en
campo complejo. En 1842 Cauchy aplica el método de la mayorante en ecuaciones diferenciales parciales,
denominandose teorema de Cauchy-Kovaleskaya, extiende el teorema de existencia a ecuaciones de orden
superior, ecuaciones ordinarias y ecuaciones de primer orden en el plano complejo, trabajo que realiza
junto a la matemadtica rusa Sofia Kovaleskaya (1850-1891), obtiene resultados en ecuaciones con datos en
forma normal sobre una superficie no caracteristica, presenté un ejemplo de una ecuacién que no cumple
hipotesis del teorema y no posee solucion analitica alguna; los métodos utilizados proporcionaron algorit-
mos para obtener aproximaciones de la solucién con el grado de exactitud para servir de fundamento en
procesos de integraciéon numérica. A Cauchy se debe la memoria sobre la propagacion de ondas 6pticas en
1815, relaciona la variable compleja y las ecuaciones diferenciales, manifiestos en estudios llevados a cabo
por Fuchs, Kummer, Riemann, Painlevé, Klein, Poincaré, Hilbert, sobre puntos singulares de soluciones
de ecuaciones diferenciales. Los hallazgos de Cauchy permitieron en 1854 que Briot y Bouquet simplifica-
ran la demostracién de Cauchy y analizaran el caso en f(z,y) singular en un punto del plano complejo,
comprobando que el radio de convergencia es el maximo posible hasta que se alcanza la singularidad. El
que la solucién no sea unica contradijo la idea de Laplace y se utiliza la aleatoriedad en el contexto de las
ecuaciones diferenciales.

Importantes mateméticos franceses hacen aportes a las ecuaciones diferenciales en este siglo (XIX), por
ejemplo, Charles Emile Picard (1856-1941) generé el método de Picard y teoremas de existencia-unicidad
para ecuaciones diferenciales, trato las aproximaciones sucesivas e impulsé las condiciones de Lipschitz,
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hace ademds aportes a la geometria algebrdica, topologia, variable compleja. Vallé Poussin asoci6 a la
ecuacion diferencial la suma superior y la suma inferior, método que admite alguna discontinuidad de
la funcién f importante en control. Jules Henri Poincaré (1858-1912) hace aportes a las ecuaciones dife-
renciales no lineales y estabilidad; topologia, mecanica celeste incluyendo el problema de los 3 cuerpos,
geometria no euclideana, filosoffa de la ciencia. Simedén Denis Poisson (1781-1840) fue un fisico matemaético
que hace aportes a la electricidad y el magnetismo, su ecuacién de Poisson, férmula de Poisson, proba-
bilidad, calculo de variaciones y astronomia. El aleman Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866),
alumno de Gauss, Jacobi y Dirichlet, obtuvo la solucién general de la ecuacién hiperbdlica no lineal de
segundo orden de dos variables, reduciéndola a una ecuacién lineal de segundo orden, resultado utilizado
en dindmica de gases, estudio soluciones discontinuas para estas ecuaciones y traté de resolver problemas
de onda de choque pero no llegé a la solucién correcta porque supuso que la entropia era constante a
lo largo de la discontinuidad. Variable compleja, geometria no euclidiana, funciones elipticas, ecuaciones
diferenciales parciales. Olinde Rodrigues, matematico francés, (1794-1851) hace aportes al andlisis ma-
tematico, en su tesis sobre atraccién de los esferoides expone la férmula de Rodrigues y el movimiento de
rotacién de un cuerpo de revolucién pesada. El alemdn Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) estudia
el calculo de variaciones, teoremas de existencia para ecuaciones diferenciales parciales, desigualdad del
suizo Jacques Charles; Francois Sturm hace aportes al dlgebra (nimero de raices reales de ecuaciones
algebraicas), geometria, mecédnica de fluidos, actstica, problemas de Sturm-Liouville, trabaja problemas
de contorno de geometria diferencial. Dos siglos después de Galileo, otro arrogante probaria que las leyes
de Newton no se cumplen. Einstein nace en 1879, judio de clase media, callado, introvertido, perseverante,
tardo en empezar a hablar, le gustaban los rompecabezas; a los 9 anos construye una torre de cartas de 14
pisos, se burlaban de él, vivia aislado en el mundo de las ideas, era capaz de ver en una imagen fisicamente
lo que los demas no podian ver, era distraido, egoista, confesado como desastre en la esfera emocional,
a los 16 afios se pregunta qué pasaria si la velocidad corriera a la velocidad de una onda de luz, la luz
pareceria estar quieta?, imaginaba mundos que no existian, veia lo que los demés no podian ver. A sus
17 anos le admiten en la Eidgendssische Technische Hochschule (ETH), perspicaz, rebelde con sentido
del humor, fisico tedrico, aprueba examenes y se gradiia con notas normales; le negaban el ingreso como
docente de la universidad, dado que Heinrich Weber, su profesor, profesaba antipatia por él, le escribia
recomendaciones que no le permitian ingresar como catedratico. Emite una tesis sobre teoria cinética de
los gases a Zurich para obtener su titulo de Doctor, pero no obtiene respuesta. Dos anos después logro in-
gresar como empleado en una oficina de patentes en Berna; casado con la fisica Mileva, dado su trabajo sin
esfuerzo, se dedica a analizar la naturaleza de la vida, investiga sobre cémo usar el movimiento browniano
para medir el tamano de los 4tomos; para Newton, la velocidad de un rayo de luz deberia ser més lenta
que alguien corriendo. Einstein sostenia que un rayo de luz se aparta de ti a la velocidad de la luz, y para
él no es posible que se alcance un rayo de luz, por mucho que aceleres, el rayo de luz seguird apartandose
de ti a la misma velocidad; cuestiona supuestos, si la velocidad de la luz nunca cambia entonces debe
haber algo més, entonces deduce que el tiempo es relativo, depende de la velocidad a la cual te mueves,
descubre que cuando los cuerpos viajan a una velocidad cercana a la velocidad de la luz, el sentido comun
no funciona, las distancias se alargan y el reloj avanza lentamente. “Newton perdéoname”, escribe a los 26
anos, nace la teoria de la relatividad con preguntas e imégenes sencillas, cambiando la visién del mundo.
En 1907 aborda nuevos retos pero se encierra en si mismo, no le afectaban las normas y en 1914 separado
se casa con su prima Elsa, y a sus 35 anos persigue como objetivo comprobar aquello que su intuicién le
dice, piensa que debe haber una teoria de la relatividad que explique la fuerza de la gravedad; se sumerge
en la matematica, sufre depresién nerviosa, no comia perdiendo demasiado peso; en 1915 demuestra ma-
tematicamente que la masa y la energia curvan el espacio-tiempo, un cuerpo inmenso como el sol deforma
el espacio-tiempo, que un planeta cercano deforma una trayectoria curva, para Newton se atraen pero un
planeta cercano se mueve alrededor a través de una trayectoria curva, fue ilusién la atraccién por una mis-
ma fuerza., los cuerpos que parecen atraidos por una fuerza gravitatoria estan realmente viajando por un
espacio deformado, cambia entonces la idea del espacio-tiempo. Llega a ecuaciones que rigen la curvatura
espacio-tiempo, unas simples lineas describen el movimiento de las galaxias; el movimiento de los cuerpos
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celestes se resume en una ecuacién de cinco centimetros, siendo impresionante. A los 40 afios completa
su obra. En 1918 Constantin Carathéodory (1873-1950), utilizé la integral de Lebesgue; Lipschitz fue el
primero en abordar los criterios de unicidad, Jordan los simplificé y Perén con su método en 1926 unificd
y mejoré los métodos anteriores. Carathéodory realizé importantes contribuciones a la teoria de funciones
de una variable real, al calculo de variaciones y a la teoria de la medida, el teorema de existencia que
lleva su nombre trata sobre la solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias, en teoria de la medida,
el teorema de extensién de Carathéodory es fundamental en teorfa moderna de conjuntos. En teoria de
funciones de variable compleja, demostré un teorema sobre la extensién de una aplicacién conforme a la
frontera de un dominio de Jordan: este estudio motivé el inicié de la teoria de compactificaciones por
finales primos. Se le atribuye la autoria de la conjetura de Carathéodory, que afirma que una superficie
cerrada y convexa admite al menos dos puntos umbilicales. La formulacién del concepto de independencia
lineal de un sistema de funciones, en términos del determinante llamado wronskiano fue introducido por
Wronski (1775-1853), y utilizado como herramienta dentro de los métodos de solucién de ecuaciones dife-
renciales. Galileo aplicé las matematicas al movimiento, Newton las perfeccioné en la cotidianidad, pero
Finstein descubrio las leyes que rigen el espacio-tiempo. Al lado de estos genios se tiene que mencionar a
Stephen Hawking (fallecido el 14 de marzo de 2018 en Cambridge —RU-), quien ocupé el puesto en esta
ciudad que tuvo Newton y trabajo en la teoria de la relatividad de Einstein; admirador de Galileo, nace
en 1942 en Oxford (Inglaterra), fascinado por cémo funcionan las cosas, Hawking no estudia, confia en la
facilidad que tiene en las matematicas, sale con amigos, no era aplicado, pero si aburrido y apéatico, para
él no valia la pena esforzarse por nada; pero en 1962 inicia estudios de Cosmologia en Cambridge, pero
los sintomas de su enfermedad empiezan a aparecer, padece esclerosis lateral amiotroéfica, se le atrofian
las neuronas que controlan el movimiento, se deprime, soné que le ejecutarian y se propone hacer cosas si
no muere; trabaja gustoso en 1970 como Cosmélogo; obstinado tiene hijos (tres) e intenta desarrollar la
teoria de la relatividad de Einstein, predice el movimiento de cuerpos muy grandes como galaxias, pero no
explica el comportamiento de las particulas subatémicas desde el campo de la teoria cuantica. Hawking se
pregunta, jqué pasaria si observamos un agujero negro, una prediccién extrana de Einstein y observamos
las particulas diminutas? Una bola en el espacio a su alrededor se deforma tanto que la gravedad impide
que se escape la luz, es como una membrana donde las cosas entran pero no pueden salir, intenta utilizar
las ecuaciones de la teoria cudntica para analizar las particulas en los margenes de los agujeros negros,
descubre que éstos emiten pequenas particulas llamadas radiaciéon de Hopkins, los agujeros se desvanecen
poco a poco como el agua en ebullicién evaporandose lentamente; la relatividad y la teoria cudntica se
combinan con éxito, los agujeros brillan como cuerpos incandescentes; su teoria explicaria el origen del
universo. En los 1ltimos anos se ha desarrollado la mecanica no lineal a través de los estudios de Euler,
Lagrange y otros geémetras, se amplia la gama de aplicaciones de las ecuaciones diferenciales en todas
las ciencias y artes. Otra caracteristica de las ecuaciones diferenciales en el siglo XX fue la creacion de
métodos geométricos o topoldgicos, en especial para ecuaciones no lineales. El objetivo es comprender al
menos el comportamiento cualitativo de las soluciones desde un punto de vista geométrico y analitico.
Entre los matematicos del siglo XX se encuentra Edward Moore quien en 1908 estudia las ecuaciones con
un numero infinito de variables; la matematica Olga Arsenievna Oleinik (1925-2001) activa y entusiasta
docente e investigadora, supervisé méas de 50 tesis doctorales y lleva a cabo un trabajo pionero en teoria
de ecuaciones en derivadas parciales, teoria de la elasticidad y teoria matemética de capas limite, estudia
para analizar la variacién de velocidades en la zona de contacto entre un fluido y un obstdculo que se
encuentra en su seno o por el que se desplaza, donde la presencia de esta capa es debida principalmente a
la existencia de la viscosidad, propiedad inherente de cualquier fluido. Mujtarbay Otelbayev afirma haber
encontrado una solucion “satisfactoria y tnica”para la ecuacion Navier-Stokes,
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uno de los siete problemas ’del milenio’. El trabajo del kazajo queda a expensas de la comunidad cientifica
que ahora debe determinar si ha encontrado correctamente la solucién para el enigma. En caso de confir-
marse, el estudio permitiria avanzar en muchos ambitos de la fisica y de la ingenieria, como es el caso de
la aerondutica. Aunque constituyen un tema antiguo del que se sabe mucho, en el siglo XXI las ecuaciones
diferenciales siguen siendo una fuente inagotable de problemas fascinantes y decisivos por resolver.

1.2. Una sencilla ecuacion diferencial

Tomado de: Acta de Mathematica. Bartolomé Lopez Jiménez “Va un coche por la carretera y encuentra
una senal: “REDUZCA A 40 km/h 7. El conductor reduce a esa velocidad y contintia. Cuando lleva
recorrido cierto trayecto, una nueva senal apunta: “REDUZCA A 30 km/h”. El conductor reduce y
continta; al cabo de un rato otra senal anuncia: “REDUZCA A 10 km/h”. El conductor reduce y continta,
y cuando ha recorrido un trayecto encuentra un cartel que informa: “BIENVENIDO A REDUZCA”.

Bartolomé ya tenia suficiente formacion como para plantearse un pequeno problema basado en este
chiste. Supongamos que el coche va por la carretera a 100 kilémetros por hora y en un momento dado
que estd a 100 kilémetros de su destino. A partir de ese momento el conductor va reduciendo la velocidad
de modo que sea igual (en kilémetros por hora) a la distancia (en kilémetros) que le falta para llegar a
su destino. La pregunta es: jcudnto tiempo tarda en llegar?. Aun conociendo la nocién de derivada (o
al menos conociendo la existencia de esta nocién), yo tendia a resolver este tipo de problemas utilizando
un concepto mas primitivo: el de limite de una sucesion. Y de este modo usé la siguiente estrategia
para resolver el problema. Se representa en un segmento la distancia de los 100 kilémetros y se divide el

segmento en n partes iguales; designo los puntos que dividen el segmento por ai,as,...,an+1 donde ay

100(n — 1)

representa el punto que esta a 100 kilémetros del destino as el punto que estd a kilémetros, a; el

100(n — 2)

punto que esta a kilémetros, y asi sucesivamente hasta a,y1, que es el punto de destino. Ahora

se calcula el tiempo ql?lle tarda el coche en recorrer cada tramo, determinado por dos puntos consecutivos,
a; ¥ ait+1, si lo recorre a una velocidad igual (en kilémetros por hora) a la distancia (en kilémetros) entre
el punto a; y el destino (representado por el punto a,41); después se suman los tiempos recorridos en los
n tramos. Por ejemplo, si divido la distancia en 2 partes iguales, tengo 3 puntos, a1, a 100 kilémetros del
destino, as, a 50 kilémetros del destino, y a3, que es el destino. El coche recorre el primer tramo a 100
kilémetros por hora, y el segundo a 50 por hora; el tiempo pues que tarda es 50/100=1/2 de hora para el
primer tramo y 50/50 = 1 hora para el segundo tramo; en total (1/2) + 1 horas.

Si divido la distancia en 3 partes iguales, tengo 4 puntos, ai, a 100 kilémetros del destino, az a (2/3)
- 100 kilémetros del destino, a3, a (1/3) - 100 kilémetros del destino, y a4, que es el destino (Figura 1).

El coche recorre el primer tramo a 100 kilémetros por hora, el segundo a (2/3)- 100 kilémetros por hora
1%100

y el tercero a (1/3) - 100 kilémetros por hora. El tiempo que tarda es o0 = % de hora para recorrer el
. L4100 14100
primer tramo, - 0 = % de hora para recorrer el segundo tramo, y 100 1 hora para el tercer tramo.
3 3

El tiempo total es pues (1/3) 4+ (1/2) + 1 horas. Si divido la distancia en n partes iguales, como en los dos
casos anteriores, puedo calcular el tiempo que tarda el coche en recorrer los 100 kilémetros; compruebo

que este tiempo es
1 1 1

ﬁ + m + ...+ 5 +1
horas. En resumen, si se calcula el limite de esta expresiéon cuando n tiende a infinito, tendrémos la
respuesta al problema planteado. Pero...poco después de todas estas reflexiones empezaron a explicarme
en la carrera las ecuaciones diferenciales. No fue inmediatamente cuando me di cuenta de que podia aplicar
esta nocién nueva para mi al problema anterior, pero no tardé mucho tiempo. No tenia muy presente la
Fisica del bachillerato, pero recordaba al menos que la velocidad era la derivada del espacio con respecto
al tiempo. El problema se reducia entonces a resolver la sencilla ecuacién diferencial z/(t) = 100 — z(¢)
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donde ¢ es el tiempo y z(t) el espacio recorrido por el coche en el instante ¢. Dado que suponemos que
z(0) = 0, la solucién de esta ecuacién diferencial es x(t) = 100(1 — e~*). Como se puede ver, una de las
ventajas del calculo diferencial es que da respuesta completa al problema, es decir, permite calcular el
espacio que ha recorrido el coche en el instante t. Se observa ademas lo siguiente en la expresién de z(t):
parat =0, e ? =1, y cuando t crece, e~! decrece y se aproxima a 0. Por tanto el espacio que recorre el
coche, a medida que el tiempo pasa, se aproxima a 100 kilémetros, es decir, el coche estd cada vez mas
cerca del destino; sin embargo no llega nunca, porque e~f > 0, aunque ¢ sea muy grande.

La frustracién que quiza produzca el hecho de estar tan cerca del destino y no llegar nunca puede ser
superada si se resuelve el siguiente problema. Supongamos que una persona va caminando por un sendero
a una velocidad de 3 kilémetros por hora y en un momento dado esta 9 kilémetros de su destino; a partir
de ese momento el caminante va reduciendo su marcha de modo que su velocidad sea igual (en kilémetros
por hora) a la raiz cuadrada de la distancia (en kilémetros) que le falta para llegar a su destino. La
pregunta es: jcuanto tiempo tarda en llegar?

1.3. Definicion y clasificaciéon de las ecuaciones diferenciales

Una ecuacion es una igualdad matematica entre dos expresiones algebraicas, denominadas miembros,
en las que aparecen valores conocidos o datos, y desconocidos o incégnitas, relacionados mediante opera-
ciones matemadticas. Las ecuaciones son un pilar clave y fundamental de la ciencia y la ingenieria que han
permitido entender mejor el mundo que nos rodea. Algunas ecuaciones relevantes son, por ejemplo:

Fl teorema de Pitagoras, desarrollado por Pitdgoras de Samos en el 530 a.C., su archiconocido teorema
establece que, en todo tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa (el lado de mayor longitud del
tridngulo rectdngulo) es igual a la suma de los cuadrados de los catetos (los dos lados menores del tridngulo,
los que conforman el dngulo recto)

a4+ b =2

La ley de gravitacion universal es una ley fisica clasica que describe la interaccidon gravitatoria entre
distintos cuerpos con masa. Esta fue presentada por Isaac Newton en su libro Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica, publicado en 1687, donde establece por primera vez una relaciéon cuantitativa
(deducida empiricamente de la observacién) de la fuerza con que se atraen dos objetos con masa. La ley
de la Gravitacién Universal predice que la fuerza ejercida entre dos cuerpos de masas mi y mo separados
una distancia r, es proporcional al producto de sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de la

distancia, es decir:
mimsa

F=G

r2
La segunda ley de la termodindmica, es una de las leyes mas importantes de la fisica que, aun pudiéndose
formular de muchas maneras, todas llevan a la explicacion del concepto de irreversibilidad y al de entropia.
Este ultimo concepto, cuando es tratado por otras ramas de la fisica, sobre todo por la mecanica estadistica
y la teoria de la informacién, queda ligado al grado de desorden de la materia y la energia de un sistema.
La segunda ley de la termodindamica dictamina que, si bien la materia y la energia no se pueden crear
ni destruir, si que se transforman, y establece el sentido en el que se produce dicha transformacién. Sin
embargo, el punto capital del segundo principio es que, como ocurre con toda la teoria termodinamica, se
refiere tinica y exclusivamente a estados de equilibrio

ds > @

T
La ecuacién de onda es una importante ecuacién lineal de segundo orden que describe la propagaciéon de
una variedad de ondas, como las ondas sonoras, las ondas de luz y las ondas en el agua. Es importante
en varios campos como la acustica, el electromagnetismo y la dindmica de fluidos. Histéricamente, el
problema de una cuerda vibrante como las que estan en los instrumentos musicales fue estudiado por
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Jean le Rond d’Alembert en 1746 por primera vez, seguido de Leonhard Euler en 1748, Daniel Bernoulli
en 1753 y Joseph-Louis Lagrangeen 1759

Pu 62

a2z = o
Como puede observarse, las dos dltimas ecuaciones ademas de variables, muestran que existe variacién de
una variable respecto a la otra u otras, contienen entonces derivadas, razén por la cual se les denomina
ecuaciones diferenciales.

Definicién 1.3.1. (Ecuacion diferencial)

Una ecuacion diferencial es aquella que contiene derivadas de una funcion, de una o mds variables. La
ecuacion se demomina ordinaria cuando las derivadas que aparecen en ella, corresponden a una funcidon
en una variable independiente y(x).

Ejemplos 1.3.1. Las siguientes ecuaciones son ecuaciones diferenciales ordinarias

d
1. —y—|—4my:5.

dz

a2y d
2.—y+d—y+y=10.
3( ) f—|—5y:n
4o Lem=F
CLEm=F.

5. (%) + dt w — ().

Son ecuaciones diferenciales ordinarias. En el ejemplo 1 aparece la primera derivada y la funcién y(z);
en el ejemplo 2 aparecen la primera y la segunda derivada de la funcién y(z), ademds la funcién y(x).
El ejemplo 3 es similar al 2, sélo que la segunda derivada de y(z) aparece elevada al cuadrado. En el
ejemplo 4 aparece la segunda derivada de la funcén z(t) con respecto a t. y finalmente en el ejemplo 5
se muestra la primera y segunda derivada de la funcién w(t). De otra parte, la ecuacién diferencial se
denomina parcial, cuando las derivadas que aparecen, corresponden a una funciéon de dos o mas variables
independientes.

Ejemplos 1.3.2. Asi por ejemplo, las ecuaciones:

5 () P, (P
C\ ot o3 ~\owot)
son ecuaciones diferenciales parciales.

En la primera ecuacion de los Ejemplos 1.3.2 aparecen las primeras derivadas parciales en = y de la
funcién z(z,y) y en la segunda ecuacién, aparecen la segunda derivada parcial cruzada de la funcién u(zx, y)
con respecto a x e y, elevada al cuadrado; y la primera derivada parcial de la ecuacién u(z,y) con respecto
a y elevado al cubo. En la tercera ecuacion aparecen la primera, segunda y tercera derivada parcial de
X (t,v), con respecto a t y v respectivamente. El orden de una ecuacién diferencial es determinado por el
numero de la derivada maés alta que aparece en la ecuacién y el grado es el exponente de la derivada que
determina el orden.
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Ejemplos 1.3.3. Ecuaciones diferenciales.

% + 4xy = 5. La ecuacion diferencial es ordinaria de primer orden y primer grado EDO(1,1).

%ﬁi + % +vy = 10. La ecuacion diferencial es ordinaria de sequndo orden y primer grado EDO(2,1).

dx?

EDO(2,2).

3
<di"i> — x% + 5y = 0. La ecuacion diferencial es ordinaria de sequndo orden y sequndo grado

g—"; + 2$yg—z = 5y. La ecuacion diferencial es parcial de primer orden y primer grado EDO(1,1).

2 2
(;5:;;) — (g—’;) = ux. La ecuacion diferencial es ordinaria de seqgundo orden y segundo grado
EDO(2,2).

% = x% — %y-l—yQ. La ecuacion diferencial es ordinaria de primer orden y primer grado EDO(1,1).

up = 4ugy —3(u—1). La ecuacion diferencial es parcial de primer orden y primer grado EDO(1,1).

La Figura 1.1 muestra la diferentes formas de representacion de una ecuacién diferencial de orden n.

q
dy d?y d" d"y dy dly
F 4 T e I T =f 7Y S R T
dx'dx?" " 'dx" dx™ gy gyl
v "
5 dy 5
3y"4+5y—6x=0 ‘ y”=2x—§y | IR
' 5 d%y 5
. “_ 1.5 &Y _ _ Zriga moa
3y +50)° 4 6y = y =260~ 2 =207~ ‘
h .
| 1 5 3 2,02
30 +5(v)} + 6y =0 Yy === (R -2y o I |
2 6 dx3 2\dx? 6
.
Figura 1.1: Ejemplo de formas de representar una ecuacion diferencial.
1.4. Ecuaciones diferenciales segin su linealidad
La ecuacién diferencial F(z,y,7 ,...,4") = 0 es una ecuacién lineal de orden n si y,7 ,...,y" son

linealmente independientes. Cualquier ecuacion diferencial que no sea de la siguiente forma

an(2)y™ + ag -1y (@)y" Y + .+ az(2)y” + a1(2)y + ao(z)y = 0, con an(z) # 0,

recibe el nombre de ecuacién diferencial no lineal.
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Ejemplos 1.4.1. Ecuaciones diferenciales lineales y no lineales.
1. 322" —5ay” + 6y — Ty =0, ecuacidn diferencial lineal de orden 3.
4y” — 5y + 6y = 0, ecuacion diferencial lineal de orden 2.
(cosx)y — 3y =0, ecuacion diferencial lineal de orden 1
—2y// + 4yl — Ty?> =0, no es una ecuacion diferencial lineal
) y/ + 3y +5e*tY =0, no es una ecuacién diferencial lineal

.y + 3y +5e*tY = 0, ecuacion diferencial lineal de orden 1

NS L

’ ., . . .
.y =sen(x +y), no es una ecuacion diferencial lineal.

1.5. Solucion de una ecuacion diferencial

Se dice que la funcién ¢ definida en el intervalo I es solucién de la ecuacién F (x, Y, y', e ,y(")) =0,

. ’ ., . . . . .
si al reemplazar ¢, , ..., en la ecuacién diferencial, esta se reduce a la identidad, es decir que:

F (x,¢,¢’,...,¢<”>) —0
Obsérvese que
a) La funcién ¢ estd definida en un intervalo I.
b) La funcién ¢ es n veces diferenciable.

.7 s 7 .7 . . 1" .
La funcién y = ze® es solucién de la ecuacién diferencial y — 2y + y = 0 en el intervalo I= (—o0, 00).
., Cémo se comprueba si es solucién? Dado que la ecuacion es de orden 2, se deriva dos veces y se reemplaza

la solucién en la ecuacion, es decir, para y = ze® se tiene que y/ = e 4 xe® = e*(1+x), y” = e+ 1e"+xe”
yy = e*(2+ ). Reemplazando en la ecuacién diferencial tenemos:
v =2y +y = e"(z+2)—2e"(x+ 1)+ xe”
= ((z+2)—2x+1)+x)
= €%(0)
= 0.

Ejemplos 1.5.1. Verificacion de solucion de ecuacion diferencial

1. Demostrar que

y(z) = c1e" 4 cpe (1.1)
es la solucion general de la ecuacion diferencial
d*y

en donde ¢y y co son constantes arbitrarias. Para llevar a cabo la demostracion, se deriva dos
veces la funcion y se reemplaza en la ecuacion diferencial para verificar una igualdad. Entonces, si

y(x) = c1eP? 4 coe™F | se sigue que:
d d?
di = ke — coke™FT y d:(:z = c1 k%€M 4 coke e, (1.3)

Reemplazando y(x) definido en (1.1) y d*y/dx? definido en (1.3) en la equacion (1.2) se verifica

c1k?el® 4 cok?e R — k2 (clex + C2€_x) =0.
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cre’

1+ cre®
solucion con respecto a x, Que reemplazando en la ecuacion diferencial, se tiene:

c1k2eF® 4 coke kT — k2(clekx + CQe_kI) =0,

2. La funcion y = es solucion de la ecuacion diferencial % =y(1 —y) ya que si derivamos la

se tiene
dy  c1e®(1+ c1e”) — cre(cre”)
de 1+ cre®]? ’
es decir,
@ _ cre’ + 0%6236 — 0%62” _ c1e*
dx [1+ cie?]? (1+ cre®)?’
Remplazando el valor de la funcion y y su primera derivada en la ecuacion diferencial se tiene
xr xr X
ci1€ _ c1€ 1 4 cl€
(14 c1e*)?2 1+ cre” 1+ cre®

Efectuando operaciones dentro del paréntesis se tiene

cie”  cre®[l 4 cre” — cie”]

(1+cre*)? (14 c1e®)? ’

simplificando llegamos a la igualdad

xZ T

cie ce
(14 cre®)2 (1 + crer)?’

es la solucion de la ecuacion diferencial dada en (—o00,00).

. g2t g2 _ . o ‘
3. Siy=cet fo e dx+cret es solucion de la ecuacion diferencial %—I—%y =1, entonces reemplazando

la funcion y(t) y su primera derwada y (t) = %zt/ en la ecuacion diferencial debemos llegar a una

identidad. En efecto, derivemos y(t), es decir y = et [ (fex2dx —1—01} derivando respecto a t se

dy d | _p b s
dt—dt|:€ <A€ d.’B+Cl>:|

Aplicando la regla del producto se tiene

t t
% — 9t (/0 e du + c) —i—% (/0 e dx + cl) e_tQ,

dy 42 t 22 £2
= = e =2t [ ¥ dxr+2tcy + e
dt 0
t2 t 2 t2
= e~ —2t/ ev dxr +e" — 2tcy | .
0
Remplazando en la ecuacion diferencial se tiene

t ¢
et {—215/ e dx + et — 2tc1] + 2t [e_tQ/ e da + cle_tQ] =
0 0

t t
—ote / 22dr + et et — 2t61€_t2 + 2tet" / e dx + cle_t2 2t =
0 0

¥ — 2tcleft2 +e — 2t61€7t2 =1.

tiene,

es decir

., _ 42 t 2 _ ., ., . .
Lo cual da por hecho que la funcion y = e~ o€ dr+ce t es solucion de la ecuacion diferencial
dada.
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Teorema 1.5.1. Si b es un nimero real dado, existe una y solo una funcion f(x) que satisface la ecuacion
diferencial y'(x) — y(z) = 0, para todo = real, y, ademds satisface la condicion y(0) = b. Esta funcion
viene por f(z) = be* para todo x real.

Demostracion. Comprobaremos que la funciéon f asi definida satisface las condiciones del teorema, es
decir, y/(z) — y(x) = 0, y, y(0) = b. En efecto, como f(z) = be®, luego f'(x) = be®, entonces f'(x) —
f(z) = be® — be® = 0 para todo = real, ademas f(0) = be® = b,1 = b. Entonces f(x) = be® satisface
la ecuacién diferencial y la condicién dada, probemos que esta funcién es unica, sea g una funcién que
verifica ¢'(z) — g(z) = 0, y; g(0) = b; definimos: h(z) = g(x)e™" para todo z real, luego h es diferenciable
en R. Entonces

W(z) = g'(z)e™ —g(x)e™
= ¢ ’[¢'(x) — g(x)]
e *,0=0, para todo x € R.

Luego h es una funcién constante, y, h(x) = h(0) = g(0)e~" = b para todo z real, luego, h(x) = g(x)e ™ =
b, o sea g(x) = be” para todo x real, a donde desedbamos llegar. O
Teorema 1.5.2 (Teorema de existencia y unicidad). Sea R una region rectangular del plano xy definida
pora<x<byc<y<d que contiene al punto (xg,yo) en su interior. Si f(z,y) 50 Son continuas en
Y
R, entonces existe un intervalo Iy : xo —h < x < g+ h,h > 0 contenido en a < x < b y una funcion
unica y(x) definida en Iy que es una solucion del problema de valor inicial
y' = f(z.y), y(zo) = yo.

Un problema de wvalor inicial tiene mds de una solucion. Si la ecuacion diferencial satisface algunas
condiciones donde x = xg y y = yo, la solucion es unica.

Ejemplos 1.5.2. Determine si el Teorema de Existencia y Unicidad garantiza la unicidad de la solucion
en los siguientes problemas de valores iniciales

1.
y' =y, y(0)=0.
o of
En este caso f(x,y) = vy, lo cual implica que 50 = 1 y (zo,y0) = (0,0). Observemos que tanto
Y

f(z,y) como g—i son continuas en R?, dado que (0,0) € R?, el teorema de existencia y unicidad

garantiza la existencia de una unica solucion del problema de valor inicial y/ =y,y(0) =0 en el
intervalo I = R = (—00,00).

2. )
y' =y, y(0)=0.
1
En este caso f(z,y) = y§ o1 L y (z0,y0) = (0,0). Observemos que tanto 9L es continua
’ oy 2y ’ ’ %y

en R = {(:U,y) e R%y > 0} como (0,0) ¢ R dado que el Teorema de existencia y Unicidad no

garantiza la existencia de una unica solucion del problema.
3.

1

y =y2, y(1) =0. (1.4)
L (@o.90) = (1,0) OB tanto 2 b

— vy (z0,y0) = (1, servemos que tanto == es continua en

2y oy

R ={(z,y) € R?:y > 0} como (1,0) ¢ R dado que el Teorema de Existencia y Unicidad no

garantiza la existencia de una unica solucion del problema.

0
En este caso f(x,y) = y%, 673]; =
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1.5.1. Solucién de ecuaciones diferenciales por anti-derivada

Se quiere encontrar una funcién en una variable independiente y(z) tal que su segunda derivada sea
la constante 10. En otras palabras hallar la solucién de la ecuacién 327‘3 = 10. Es claro que el estudiante
puede resolver este ejercicio, buscando qué funcién al derivarla dos veces su resultado es 10, luego la
primer derivada serd 10z + A y al buscar que funcién da esta derivada llega a 522 + Az + B 6 integra dos
veces. Es decir, la ecuacién anterior se puede reescribir en la forma

dy

—~ = 10d=z.
e Odx

Para obtener el diferencial del lado izquierdo integramos miembro a miembro, asi
dy
— = [ 10d
/ dx / o
d
(di) =10z + ¢,

la constante de integracién ¢, se aniade por aquello de la integracion indefinida. La 1ltima ecuacion es otra
ecuacién diferencial, que se puede reescribir como

cuya solucion es

dy = (10z + ¢1)dx.

Integrando de nuevo, miembro a miembro se obtiene

/dy = /(10x+cl)da:,

de donde y = 522 + c1x + ¢ es solucién general de la ecuacién dada. La solucién general se dice que es una
familia de curvas solucién de la ecuacion, ya que al darle valores a las constantes, se obtienen distintas
curvas. {Cudntas soluciones se obtienen si se dan condiciones iniciales?

l

Figura 1.2: Gréfica de la funcién y(z) = 522 + c1x + c2 para diferentes valores de ¢ y ca.



28 Capitulo 1. Generalidades de las ecuaciones diferenciales

Ejemplos 1.5.3. Calcular la anti-derivada, es decir, solucione la ecuacion diferencial.
1. Dada
dy _ 1
de 14 2?2’

se procede a encontrar la solucion aplicando las técnicas para encontrar integrales, es decir

dx

dy = ——
Y 1+ 22

luego

d
y(x9 = / ﬁxﬂ = arctang(x) + ¢,

donde c es una constante de integracion arbitraria.

2. Dada

d
4 _ z?senx dz,
dz

multiplicando esta expresion por dx, se tiene dy = x
la integracion por partes se tiene

2sin zdx resulta ser, fo sin zdx, asi aplicando

w=2a? dv=senzdr du=2zxdr, v=—cost,

es decir
Yy = —m2008x+2/a:cosa:dx,

nuevamente aplicando la integracion por partes se tiene:
u=x,dv=dxr dv=coszdz,

es decir
V= senx.

Ast
Y = —z?cosx + 2 <wsenx — /senw, dx) + c.

Finalmente, la solucion de la ecuacion diferencial dada es

y=—a?cosx + 2xsenz + 2cosx + c.

1.5.2.  Solucién particular de una ecuacién diferencial

Para la ecuacién diferencial de la Seccion 1.5.1, halle la solucién particular que satisface las condiciones
iniciales y(0) = 1y ¢/(0) = 1. Las condiciones iniciales indican que de la familia de curvas solucién, interesa
aquella funcién que pasa por el punto (0,1) y cuya derivada en x = 0, vale 1. Entonces, se reemplazan los

valores y = 1 y = 0 en la ecuacién y = 522 + c1 + ¢z, obteniendo: 1 = 5(0)2 4 ¢1(0) + ¢2. Lo anterior
dy

implica que ¢o = 1. Como y(0) = 1, entonces en la ecuacién % = 10x 4 ¢1, hacemos x = 0y — = 1,

dx
para obtener 1 = 10(0) + c1, y asf ¢; = 1. Luego la solucién particular es y = 5z 4+ x + 1.

Como se vio en el ejemplo anterior, la solucién general de una ecuaciéon diferencial es una funcién
que contiene tantas constantes arbitrarias independientes como el orden de la ecuacién, es decir, que si
la ecuacion diferencial es de segundo orden, su solucidn general debe tener dos constantes de integracion
independientes, como en el ejemplo ¢ y co.
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y =5+ x[+1

Figura 1.3: Gréfica de la funcién y(x) = 522 + z + 1.

Ejemplos 1.5.4. Solucion general y solucion particular
1. Encontremos la solucion general y la solucion particular de la ecuacion diferencial

dy

— 82 =1.
dx v

3

d
Si se cumple que y(0) = 10, en efecto 3d—y —8z% =1 entonces 3dy = (1+ 8x?)dx. Integrando ambos
x

3 8
miembros se llega 3y = x + % + c1,¢1 = cte. Despejando y = g + 234 ¢, conc= a € R que

corresponde a la solucion general de la ecuacion diferencial dada. Ahora bien, si y(0) = 10 = ¢ asi

8 d
se tiene una solucion particular a saber y = g + §a:3 + 10 de la ecuacion diferencial Bd—y —82% =1.
T
- dr 1/2 . : o o dr 1/2
2. La solucion general de i Or+/< se obtendrd mediante el siguiente procedimiento: 0= or
6
tenemos que r~Y2dr = 0df. Integrando ambos miembros se tiene 2r'/2 = 5 + k donde k es la
0 k
constante de integracion; asi rt/? = T +c con c= 3 € R que corresponde a la solucion general de
dr
la ecuacion diferencial 0= 0'/2 Una solucidn particular de la ecuacién diferencial esta dada por
la expresion:
02\* o
r:<4> =1 para c = 0.

1.6. Estrategia de solucién

Como se muestra en el diagrama de bloques 1.4, se define una de las curvas, soluciéon que se conoce
como la solucién particular de la ecuacion y es aquella que cumple condiciones iniciales o de frontera.
Las condiciones iniciales son aquellas que se dan para la curva y sus derivadas en un mismo valor de la
variable independiente y las condiciones de frontera en cualquier otro valor de la variable independiente
por donde pasa la curva solucion.
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Ecuacion Técnica de Solucion Solucion
diferencial solucion general particular

Condiciones
iniciales o de
frontera

Figura 1.4: Este diagrama de bloques muestra las estrategias a seguir para solucionar una ecuacién
diferencial.

1.7. Ejercicios

1. Determine si las siguientes expresiones son ecuaciones diferenciales, y las que corresponden a este
tipo de ecuaciones, clasifiquelas en lineales o no lineales.
a) 3x2y" — 5xy™ + 6y — Ty = 0.
b) 4y” — 5y + 6y = 0.
¢) (cosz)y” — 3y =0.
d) —2y" + 4y’ —Ty* = 0.
)y + 3y + 5tV = 0.
£) y7 + 3y + pertiny = o,

(&

2. Clasifique las siguientes ecuaciones diferenciales segiin el tipo, orden, linealidad e indique cudl o
cudles son las variables dependientes o independientes.

d? d
a) ?ZZTQy + \/2£+./ﬂey:senm.

0%z ov Ov
22020 4 U 22
D) 8m iy TV, TGy =T Y
0%x 0%
) 5z T gz =0
1
d3y 3 dy 6_ 5
9) (ms) _<dx> =y

©) a2 oy? 022
f) % =at+3.

NI
gdaz2 dx? =y
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3. Determine si la funcién dada es o no solucién de la ecuacién diferencial asociada.
a) y=e"+e* y —y=0.
1
b) y= zy +y=0.

d
c) x =3t d—:yc:tl/Qa:.
2 2 dy
dx
1+4sinz, d%y
= _ In|——|, —% — —— =0.
) (cosz) In| cosz | dz? cothm+y

dy
g) ylx) = %e‘x - %6_436, j;; + 5d7 + 4y = 0.

—r, sir<0

h) = ’ . dT 2y — 0
r2,  otherwise.’

D) r=et IN e dt + cre dryort =t

4. Encontrar la solucién de la ecuacién diferencial dada y grafique la familia solucién.

a) % = senh z.
d

b) % — 224 2 + 3.

o W _ere
de — @*+V2a+te)’
dr
> __¢

) g = @
G2 2

e) 7 = k*®sen” k.
du

f) —=0.

) i

5. Determine si el Teorema de Existencia y Unicidad garantiza la unicidad de la solucién en los si-
guientes Problemas de valores iniciales

a) ¥ =y, y(0)=1, 29=0 yo=1donde (x0,%0) = (0,1).
b) y' =y% y(0) = 1.
)y —sen(rc+y) y(m) = 0.
d) y' =In(2), y(1) = 1.
6. Encontrar la solucion de los siguientes problemas de valores iniciales.

dy

a) . — 223 =1, y(0) = 0.

b) <Zi> —sin?z =0, y(7/2) = 10.
2

c) (32) =1-22 v(1) =0.

0 Y0 ya0) =4

dzx



Capitulo

Ecuaciones diferenciales de primer orden

Analice la siguiente situacién de la Figura 2.1.

Figura 2.1: Situacién problema.

La policia descubre el cuerpo de una profesora de ecuaciones diferenciales. Para resolver el crimen es
decisivo determinar cudndo se cometié el homicidio. El forense llegd al medio dia y de inmediato observa
que la temperatura del cuerpo es de 30° grados Celsius. Espera una hora y observa que la temperatura
del cuerpo ha disminuido a 29° grados Celsius. Asi mismo, observa que la temperatura de la habitacién es
constante a 27° grados Celsius; suponiendo que la temperatura de la victima era normal en el momento
de su fallecimiento (37° grados Celsius). Responde

a) A qué hora se cometié el crimen?

b) Qué planteamiento realizé para determinar la hora de muerte de la profesora?

2.1. Teoremas

Dado el operador diferencial lineal L, de C'(I) en I, definido por L(y) = y'+P(z)y , donde y, pertenece
a CY(I) , y, P es una funcién continua en I. Se estd interesado en hallar la solucién de L(y) = Q(x),
donde @ es una funcién continua en I. Para ello, se presentaran dos teoremas, en el primero se solucionara
la ecuacién y' + P(z)y = 0, y, finalmente se buscard la solucién de y' + P(z)y = Q(x).

Teorema 2.1.1. Sea P una funcion continua en un intervalo I. Sea a un punto de I y b un numéro
real dado. Existe una y solo una funcion y = f(x) que satisface la ecuacion y'(x ) + P(x )y = 0 pam todo
x € I, ademds y(a) = b. Esta funcion viene dada por f(z) = be=4®) donde A(x =/ P

32
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Demostracion. Sea f(x) = be~4®) donde A(x = [F P(t)dt, se verifica que f'(z) + P(z)f(z) = 0 para
todo z en I, y, f(a) = b. En efecto, como

f(z) = be™ ),

y
f(z) = —=bA'(z) = —bP(z)e 4™,
Entonces
f(x) + P(z) f(z) = —bP(x)e 2@ 4+ P(x)be4*) = 0 para todox € 1.
Como A(a f P(t)dt = 0, entonces f(a) = be=A@) = p. Se prueba ahora que esta funcién es tnica,

para ello sea ¢ una fun(n(')n que satisface las condiciones dadas, entonces ¢'(x) + P(z)g(z) = 0 para x en
Iy g(a) = b; definiendo
h(z) = g(z)e*® para z en 1.

Derivando A se obtiene

W () = ¢ (@)™ + A'()g(x)e™) = A [¢/(2) + P(z)g(x)] = 0,

para x en el intervalo I. Luego h es una funcién constante en I, h(z) = h(a) = g(a)ed® = b; es
decir,g(m)eA(””) = b para todo z en I, entonces g(z) = be=A@) para todo z en I, lo cual verifica que la
solucién es tunica. O

Teorema 2.1.2. Sean P y @ funciones continuas en un intervalo I. Sea a un punto en I, y b un nimero
real dado, entonces existe una y solo una funcion f que satisface la ecuacion diferencial y' (x)+ P(x)y(z) =
Q(x), y, la condicion y(a) = b. Esta funcion es

(@) = beA@) 4 AW / Qt)eA®

donde A(x f P(t

Demostracion. Es facil verificar que f, asi definida, satisface las condiciones del teorema, se prueba que
esta funcién es tunica, para ello suponga una funcién g que satisface las condiciones dadas. Definimos
h(z) = g(z)e®) para z en I, derivando h se tiene
W) = g(@)e™ + A)g(w)e™
e“@[<>+A<><w“ﬂ
= [¢'(2) + P(z)g(z)]
= A@Q@»

Por el primer teorema fundamental del Célculo se tiene h(z) — h(a) = [ e Q(t)dt para x en I. Luego

h(z) = hla)+ /zeA(t)Q(t)dt

para x en I. [
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Ejemplo 2.1.1. Hallar la solucion del siguiente problema de valores iniciales
zy' =2y =a° y(1) =1, (2.1)

para x > 0. Como x es diferente de cero, entonces la ecuacion se puede escribir como

2
y/ - 7?/ = .’E4,
x
—2
luego P(z) = — v Q(x) = 2*. Aplicando el Teorema 2.1.2, se obtiene la siguiente solucion

y(z) = y(1)e AW 4 =A@ / treA®qr,
1

donde r
Az) = —/ —dt = —2Inz.
1t

Luego
z 2
y(x) — 1'621nx+€21nz/ eflnt dt
1
xT
= a:2—|—x2/ tho 2t
1
X
= x2—|—x2/ t2dt
1
3
_ o2y 2|v 1
= vt [3 3}
22 2P

= ?+§pamtodox>0.

Figura 2.2: Gréfica de la curva solucién del problema de valores iniciales (2.1).
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En el punto anterior, se vio que si se tiene el operador lineal de primer orden L definido por L(y) =
y'+ P(z)y, donde P € C(I). Entonces la ecuacién L(y) = Q(x) donde Q € C(I), tiene una tinica solucién
f, que verifica la condicién f(a) = b, para a un elemento de I, y, b un real dado, esta funcién viene dada
por

(@) = beA@ 4 AW / Qe D,

donde A(z) = ff P(t)dt. Graficamente esto significa que para la ecuacién L(y) = Q(x), y para cada punto
(z0,y0) € I x R, existe f que es solucién de la ecuacion y satisface la condicién f(zg) = yo , es decir, se
llena la franja dada por I x R.

S i N/ N i

Figura 2.3: Iséclinas de y = senxz con (zg,yp) € I x R. Apps Graphmadtica- VisualDSolve [2'[t] ==
Sin[tm[t]], {ta _17 6}5 {fL‘, _17 7}]

2.2. Métodos de solucion para ecuaciones de variables separables de
primer orden

Una ecuacién diferencial de la forma y = f(x,y) se denomina de variables separables si y/(z) =
flx,y) = Q(x)R(y), donde @ y R son funciones dadas, es decir, se puede expresar como un producto de
dos factores, uno dependiente de x inicamente y el otro solamente de y, luego la ecuaciéon se puede escribir
ast: P(y)y' = Q(z), si R(y) #0, y, P(y) = [R(y)]~!; la solucién a dicha ecuacién viene caracterizada por
la siguiente proposicion.

Teorema 2.2.1. Sea y = Y (x) una solucion cualquiera de la ecuacion diferencial

P(y)y' = Q(z), (2.2)

para todo x € I, donde y verifica
h(y) = /Q(m)d:z: +c, (2.3)
para un valor c. Ademds, siy satisface (2.3) entonces y es solucion de (2.2).

Demostracién. Supongamos que y = y(z) para x en I es solucién de P(y)y’ = Q(x). Luego P[Y (2)]Y'(z) =
Q(x) para x en I. Como h'(x) = P(z), entonces h'[Y (z)]Y'(x) = Q(x). Utilizando la regla de la cadena,
se tiene que [(hoY)(x)] = Q(z), luego

hIY (2)] = / Q(z)dz + c.
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Para un cierto valor de ¢, como y = Y (x) entonces

hY) = /Q(x)dx+c,

derivando [V (y)]y’ = Q(z), o sea P(y)y’ = Q(z) para = € I. Lo cual prueba: y satisface (2.3), entonces y
es solucién de (2.2). Es importante notar que como y = Y (z) para x € I, luego dy = Y'(z)dz, entonces

P(y)y = PIY (2)]Y'(z)dz = Q(z),

e integrando con respecto a x se tiene:
[ P = [ Py = [ @iz +c

d
Dado ¢/ = d—y, cociente, se tiene la relacién P(y)dy = Q(x)dz, integrando a ambos miembros de esa
T

ecuacién y sumamos una constante obtenemos (2.3), lo cual muestra la eficacia de la notacién de Leibniz.

O]

Ejemplos 2.2.1. Ejemplos ecuaciones de variables separables.
1. Halle la solucion general de la ecuacion diferencial
(zy? — z)dz + (x*y + y)dy = 0.
Solucion: Factorizando se tiene
z(y? — 1)dz + y(2? + 1)dy = 0.
Dividiendo todos los términos por el factor (y?> — 1)(x? 4 1), siempre que y # +1; se llega a la
ecuacion
z Y

d dy=0
2 +1 x—|—y2_1y ’

la cual es, una ecuacion de variables separables. Integrando término a término

T = Y
/x2+1dx— /y2_1dy.

Integrando por sustitucion, se reemplaza z = x> + 1, en la primer integral, dz = 2xdx. Sustituyendo

1 fdz 1
— [ —==In|z|.
2 z 2

La misma técnica se aplica a la sequnda integral y se llega a la solucion de la ecuacion diferencial,

%1n(w2+1)+%1n(y2+1) =c.

Multiplicando por 2 se obtiene
In (:U2 + 1) +1In (y2 — 1) = 2c.
Aplicando propiedad de los logaritmos Ina + Inb = In(ab) se obtiene

In(z? +1)(y* — 1) = 2¢.
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Para obtener el argumento de la funcion logaritmo, se aplica antilogaritmo a la ecuacion

Ln(z2-1)(y?-1) 2c

e =€

Inu

luego por propiedad e™™ = u se tiene

('1"2 + 1)(y2 - 1) = Ka
siendo €2 = K. De la iltima ecuacion se despeja y, para obtener la solucidn general

K

A =t

+ 1.

2y =1Ddx +y(xi+ Ddy =0

y{x) = +1

241

Figura 2.4: Ecuacién diferencial y su solucion gréfica obtenida de apps Graphmatica.

2. Halle la solucion general de la ecuacion diferencial

dy
%—av—l—xy.

. d
Solucion: Observe que d—y = x + xy, entonces
T

d
%:/mdx-l-c.

Luego
2

x
ln(l—i—y):E—i-c,

. 2 . . . .
en consecuencia y(r) = Ae® 12, con ¢ y A constantes arbitrarias a ser determinadas por las condi-
ciones iniciales.

8. Halle la solucion general de la ecuacion diferencial

d
% = ze”’. (2.4)

Solucion: A partir de (2.4) se obtiene dy = ze*dx, luego [dy = [xe®dx. Por el método de
integrando por partes se obtiene u = x, du = dx, dv = e*dx,v = e*. En consecuencia

y(x) = e — /exda: =uze’ — e’ +ec.
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Out(1208)=

- = = S
{{vlx]=eC[1]1}}

Figura 2.5: Gréfica de la funcién y = e®, Mathematica 10.

Nota 2.2.1. Recuerde que una ecuacion diferencial de primer orden y primer grado se puede escribir
en una de las siguientes formas

1. M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0.

dy

Observe que si en la forma 2) f solo depende de x o es una constante, entonces la ecuacion diferencial
se puede resolver aplicando las técnicas de integracion directas ya vistas.

2.2.1. Solucién de ecuacion diferencial utilizando software Mathematica

‘ Cédigo Mathematica 10‘

Infl] s = DSolvel{y'[r] == ylz].y[0] == 1} ,ylz]. ]

‘ Salida Mathematica 10 ‘

Out[l]  {{[z] = "}
In[2]  Plotly[z]/.s,{z,—3,2}]

Las ecuaciones diferenciales se han resuelto aplicando técnicas de integracién directas. Sin embargo, no
siempre es posible encontrar la solucién aplicando anti-derivadas. En lo que sigue se analizan métodos para
resolver ecuaciones diferenciales de primer orden y primer grado cuyas soluciones no pueden obtenerse
aplicando anti-derivadas (Ver Figura 2.5).

2.3. Meétodos de sustitucion

2.3.1. Ecuacién diferencial homogénea

Una ecuacién diferencial homogénea M (x,y)dz + N(x,y)dy = 0 puede resolverse a través de métodos
de sustitucion, si cumple la propiedad de homogeneidad. ;Qué dice esta propiedad?

Propiedad 2.3.1. La funcién f(x,y) es homogénea de orden n si

f(tx7ty) = tbf(x7y)'
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La Propiedad 2.3.1 se llama propiedad de homogeneidad.
Ejemplos 2.3.1. Ejemplos de funciones homogéneas
1. f(x,y) = 2% +y? es una funcién homogénea de sequndo orden. En efecto,
fltz,ty) = (t)” + (ty?) = (2% + y?) = £ f(z,y).

2
2. flx,y) = J/ry + Y s una funcion homogénea de orden 1 ya que
x

ftx, ty) = Vix.ty

F+—t<\ﬁ+ )

Ejercicios 2.3.1. Determine si las siguientes funciones son homogéneas

Lo flay) ="
2. flz,y) =2y +y*.
3
3. f(ﬂc,y)zzvy+x+y-
_ sin(wzy)
4' f('r7y)_ COS T ‘
5 f(z,y) =8(ny — Inx).
6. f(x,y) =3.

Teorema 2.3.1. La ecuacidn diferencial
M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0,
es una ecuacion diferencial homogénea si
M(z,y) y N(z,y),

son funciones homogéneas del mismo orden; es decir, si se verifica la propiedad de homogeneidad en M y
N.

Demostracion. Consideramos la ecuacién de primer orden

y' = f(z,y). (2.5)

La cual verifica la propiedad de homogeneidad; es decir, f(tx,ty) = f(x,y), para todo z,y con t # 0.
Aplicando esta condicién para x = % a 4.1 se obtiene

Y
v =7(1L2). (2.6)
Sea u = Q7 luego y = ux derivando con respecto a = y sustituyendo en (4.5), se tiene
x

vr+u= f(1,u), (2.7)

de donde
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la cual es una ecuacion de variables separables de primer orden. Sean M y N funciones homogéneas del
mismo orden n. Es decir:

M(tz,ty) = t"M(z,y) y N(tz,ty) =t"N(z,y).

Aplicando esta condicién para t = — entonces M y N se tiene:

M (1%) - <;>RM(m,y).

Es decir

<

M(l,—) = x "M(z,y)

()

“"N(z,y).

8

En consecuencia

M(x,y) =a"M (1, %)

N(z,y) =2"N (1, %) .

Reemplazando en la Ecuacién Diferencial homogénea
"M (1, 9) dz + "N (1, g) dy = 0.
x x
Factorizando ™ se obtiene
" [M( )d +N( )dy} —0.
Como z™ # 0, entonces
M(1,Q) dm+N(1,Q) dy = 0. (2.8)
x x

Se realiza cambio de variables, siendo u = %; es decir, y = ux , ¥y = v/x +u Observe que dy = xdu + udzx.
Reemplazando en (2.8) se tiene

M(1,u)dx + N(1,u)[zdu+udz] = 0
M(1,u)dx + 2N(1,u)du +uN(l,u)de = 0
M(1,u)dx + uN(1,u)dx + xN(l,u)dy = 0

aN(Lu)du = —[M(1,y)+ uN(1,u)]dz
N(1,u)du —dx
M(1,u) +uN(1,u) "
dy  M(1,u)+uN(1,u) —1
dx N(1,u) “x
= g(u).h(x),
donde u N1
g(u) = [ (1’32(1“)( )l y h(z) = —%-

Por lo tanto, la ecuacién diferencial (4.1) es separable. O

1
Ejercicios 2.3.2. Repita el proceso definiendo t = —, y reduzca la ecuacion diferencial homogénea a una

ecuacion diferencial de variables separables.
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Teorema 2.3.2. La ecuacion diferencial M(x,y)dx + N(z,y)dy = 0 es homogénea si y solo si M y N
son funciones homogéneas del mismo orden.

Demostracion. Suponga que M y N son funciones homogéneas del mismo orden. Entonces
M (tz,ty) = t"M(z,y)
N(tz,ty) = t"N(z,y).

1
Sea t = — entonces M y N se escriben como
Yy
x 1\"
M ~ L)={(- M(:Ea y)
Y Y
1 n
N (x,l) = () N(z,y).
Y Y

M(z,y) = y"M (‘; 1>

En consecuencia

N(z,y) = y"N (“yj 1) .

Reemplazando en la ecuacién diferencial homogénea

Y M <$ 1) dz +y"N <$ 1) dy =0
Y Y
" [M (”” 1> dz + N <$ 1) dy] —0.
Yy Yy

M<$,1> d:c+N<x,1> dy =0, (2.9)
Yy

)

Puesto que y™ # 0 entonces

realizando cambio de variable. Sea u = %, x = u gy, entonces dr = udy + ydu, sustituyendo en (4.6) se
obtiene

M (u, 1)[udy + ydu] + N(u,1)dy = 0
uM (u,1)dy + yM (u, 1)du + N(u,1)dy = 0

[uM(u,1) + N(u,1)]dy = —yM(u,1)du
=1 [uM(u,1)+ N(u,1)| _ du
y M(u,1) o dy’
luego
du
=
dy (y)g(u),
esta Ecuacion Diferencial es separable. Con
uM (u,1) + N(u, 1)
= hy) = —=
9(u) =
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Ejemplo 2.3.1. Determine si la siguiente ecuacion diferencial es homogénea, en caso positivo resolverla
(2% 4 y?)dz + (2% — zy)dy = 0.
En este caso M y N estan dados por
M(z,y) = 2° + 4%, N(z,y) = 2% — xy.
Luego
M(te,ty) = (tz)’+ (ty)?
= *(a® +y?)
= "M (z,y)
N(tz,ty) = (at)* - (at)(ty)
= (at)? — t?zy
= *(2® — xy)
= *N(z,y),
por lo cual, la ecuacion diferencial es homogénea. Sea y = ux entonces

dy dy
%—u—i—xdx,

o equivalentemente
dy = udx + xdu.

Reemplazando y, dy, en la ecuacion diferencial se obtiene

(2% + (ux)?)dz + (2 — z(uz)) [ude + xdu] =
(2% + v?a?)da + (2° — ua®)udz + (2 — ua?)zdu =

multiplicando y asociando dx se obtiene
(2% + u?2? + 2%u — v?2?)dz + (2° — uz?)zdu = 0,

simplificando
(2% + 2%u)dr = —z2*(1 — u)du,

o equivalentemente
22(1 +u)de = —23(1 — u)du.

Separando variables

x? —(1—u)

—dxr = d

23 u+1 ’
como x #0 yu # —1, entonces

d —(1 -

g ( u)du

z u+1

d -1

@ _ (u ) du

z u+1

Integrando
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luego

2
Inzx+C = (1—>du—u—21n|1—|—u|.
1+u

Dado que u = 2, entonces

con ¢ =In(ey). En consecuencia

2 2
g:1n<1+g) +ln(c:p):1n[cx<1+y>],
x x x

con ¢ € R.

Ejemplo 2.3.2. Determine si la siguiente ecuacion diferencial es homogénea, en caso positivo resolverla
dx
2 2
x4 =2y ) — ==z
con condicion inicial y(—1) = 1. A partir de la ecuacion se obtiene

(22 — 2% dx = zydy
(22 — 2yH)dx — xydy = 0, (2.10)
luego
M(z,y) = a® = 2%, N(z,y) = —zy.

En consecuencia

Mt ty) = (1) + 2(ty)?
= (@ +2°%)
= t*M(z,y)

N(tx,ty) = —taty
= —tgmy
= t*N(z,y),

ast la ecuacion diferencial dada es homogénea. Sea u = Y entonces y = ux, derivando se obtiene dy =
x
udx + xdu. Reemplazando en la ecuacion (2.10) se obtiene

(2% — 29 dx — zydy =
(2% — 2u*2?)dx — 2uz [udz + xdu)

z? [(1 - 2u®)dz — ufudr + zdu]] = 0,

como 2 # 0, entonces

(1 —2u?)dx — vPdx —uzdu = 0

(1—2u* —u?)de —uxdu = 0

(1 -3u?)dz —uxdu = 0
(1-3u?)dz = wuxdu,

luego

dx udu

x 1 — 3u?

dj B / udu
x 1 — 3u?’
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1
sea p =1 — 3u?, entonces dp = —6udu, lo anterior implica —gdp = udu. En consecuencia
1 [dp
Inz = —— [ —
6 p

1
= —61n|1 —3u?| +1Inc,

o equivalentemente

1
lnx+éln|1—3u2\ = lInc
In|z(1 —3u?)YS| = Inc
lz(1 —3u®)V0] = ¢
|21 = 3u?)| = 8
(1= 3u?)] = 27,

A partir de la ecuacion anterior se obtiene

—3u? = 27 %5-1
3u? = —27 58 +1
u? = —a°c + 1
N 3 3
2 — 2666 1
- =
x 3 3
6

6
# = (55 r)

wo) - wfa (L)

2.3.2. Ecuaciones de la forma Z—y = f(Az + By + C)
T

Teorema 2.3.3. Una ecuacion diferencial de la forma Z—y = f(Axz + By + C) donde A, B y C son

constantes, se puede reducir a una ecuacion diferencial separable.

Demostracion. En efecto, haciendo el cambio de variable u = Az + By + C se obtiene

du dy
A4 B
dz + dz’

dy 1 [du
dx_B(d:x_A)'

despejando

Reemplazando la ecuacién diferencial

luego
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sea g(u) = Bf(u) + A, entonces

du
@ - g(u)a
es una ecuacion diferencial separable. ]
Ejemplo 2.3.3. Resolver la ecuacion
dy 2
—= = (=2 - 7.
5, = (F2z+y)
En este caso u = —2x + y, en consecuencia
du dy
= —_94 7
dx + dz’
luego
dy du
= =—42.
dr dzx *
Reemplazando en la ecuacion diferencial inicial
du 9
—+2=u"-71,
dx + “
o equivalentemente
du 9
b -9
dx “
Integrando la ecuacion anterior se obtiene
du
/u2 g = /dx
1 | u—3 +
—In = xz+c
6 u+3
1 —2z+y—3
~In|——— .
GH[—2x+y—|—3] T+c

Ejemplo 2.3.4. Resolver la ecuacion diferencial

dy = (22 + 3y + 1)%dx.
du dy ) d .
Sea uw = 2x + 3y + 1, entonces — = 2+ 3—=. Despejando d—y se tiene
dx dx v

@_1du 2
dr  3dr 3

ldu 2 9
s =W
3dx 3
es decir,
du 9
— =3 2,
dx u
que corresponde a una ecuacion diferencial en variables separables, de este modo
du

_m g
3u2 + 2 s
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integrando la ecuacion anterior se obtiene

1 du
2% i ceR 9.11
3/u2+2/3 THe ce (2.11)

Sea u = +/2/3tant, entonces du = /2/3sec?t dt. Sustituyendo en la ecuacion (2.11) se obtiene

3
2t(m2 t % 2 3V3 N
Como u = \/gtan(t), entonces t = tan™! (\/gu) , asi
5 <\/§ )
T+ c = tan iu,

pero u = 2x + 3y + 1. Finalmente la solucion general de la Ecuacion diferencial dada es;

3
T +c=tan"! [\2[(2:1: +3x+1)

Ejemplo 2.3.5. Encontrar la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial

do 3 N
—gou+dfr Sm<5z >9+F (2.12)

con ¢ y u constantes. La ecuacion (2.12) se reescribe como

do . (37 VT
gr = sin <5gp> 0+ ?F + opu. (2.13)

NZs

3
Sea h = sin <57T<p> 0+ —T + pu, derivando respecto a ' se tiene
e

dh 3m \do 7w
Czr—se“(s*”>dr+e'

do
Despejando aT 5 obtiene

Remplazando h y % en (2.13) se tiene;

1 dh NG
sen (37“”) ar esen <3g@>

que corresponde a una Ecuacion diferencial en variables separables

@ = sin <37TSO> h + ﬁ
e
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Separando variables se obtiene

luego

donde ¢1 € R. Sea

5 e
entonces
dv _dh
sen (2 ¢) ’
luego
1 dv
son(Fg) ) v A

En consecuencia

3
Inv =I'"sen <57Tg0> + co,

com ¢y = sen (3%’) c1 como

luego

2.4. Ecuacion diferencial exacta

Sea z = f(x,y) entonces el diferencial de z es

_of of
dz = 8xdx+ 8ydy.

Definicién 2.4.1. Una expresion diferencial M(x,y)dz + N(z,y)dy es una diferencial exacta en una
region R del plano xy, si corresponde a la diferencial exacta de alguna funcion f(zx,y).
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Ejemplo 2.4.1. Sea 3z2y%dx+ 223ydy, una expresion diferencial, verificar si es exacta. En este caso, si
M(z,y) = 32%y? y N(x,y) = 223y, comparando al determinar la funcion z tal que sus derivadas parciales
corresponden a

af _ 2, 2
or 3y
of 3
= 2 2.14

se tiene que, para la funcion z = f(x,y) = 23y? el diferencial estd dado por dz = 3z%y?*dx + (2z)3ydy. En
consecuencia es una expresion diferencial exacta. Ahora bien, si esta expresion se iguala a cero entonces
la ecuacion diferencial es una ecuacion diferencial exacta.

A partir del cdlculo de varias variables se tiene que las derivadas cruzadas satisfacen

0% f B 0% f
oyoxr  O0xdy’

De otra parte, sea z(t) = f(x,y) = ¢ solucién de la ecuacién diferencial, donde x = x(t) y y = y(¢),
funciones con parametro t, f(z,y) = f(x(t),y(t)), por regla de la cadena

dr + 8ffdy.

G _ojde 0fdy _0f
dt  Oxdt Odydt Ox oy

Comparando esta ecuacién con la ecuacién diferencial

M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0,

0
se verifica que M (z,y) = or y N(z,y) = g—i lo cual implica que:

oz
oM o (of 0% f 0% f o (of 0 ON
= ()= = 2L = 2 () = vy =5
oy oy \ Oz Ooyoxr  Oxdy Ox \ Oy oy ox

Propiedad 2.4.1 (Criterio para una ecuacioén diferencial exacta). Sean M(z,y) y N(z,y) funciones en
x yy con derwadas parciales continuas en una region R rectangular definida por a < xb y ¢ < y < d,
entonces una condicion necesaria y suficiente para que M (x,y)dx+ N (x,y)dy sea una ecuacion diferencial

exacta es
OM _ ON

oy Oz’
Ejemplos 2.4.1. Ecuaciones diferenciales exactas

1. Determinar si la siguiente ecuacion diferencial 3z2y?*dx + (2z)% y dy = 0 es evacta? Si, en efecto,
sean M (z,y) = 322y y N(z,y) = 223y, entonces

oM, ON o
a—y—ny Y B = 627y,
lo cual tmplica que
oM _ N
oy Oz’

Asi la ecuacion 3x2y*dx + 2z3ydy = 0 es una ecuacion diferencial exacta.
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2. Determinar st la siguiente ecuacion diferencial

(zy? — coszsenz)dx — y(1 — z2)dy = 0,

oM
es exacta? Sean M (z,y) = wy? — coszsenz y N(z,y) = —y(l — x?), entonces S0 = 2y y
Y

ON
— = 2yx = 2xy por lo tanto la ecuacion diferencial es exacta.

ox

3. Determinar si la siguiente ecuacion diferencial
(er — ycos(zy)) dz + (2x62y — zcos(zy) + 2y) dy = 0,

es exacta? En este caso M(x,y) = €Y —ycos(zy) y N(z,y) = 2ze?Y — x coszy + 2y, sus derivadas

satisfacen

oM
o = 2e%Y — cos(xy) 4+ rysen(zy) =
Y

por tanto la ecuacion diferencial es exacta.

o
ox’

2.4.1. Solucién de una ecuacién diferencial exacta

Una vez determinada la exactitud de la ecuacién diferencial, dado que se tiene la derivada parcial de

0 0
la solucién f respecto a cada derivada, donde M (z,y) = a—i y N(x,y) = 85/0

derivadas, en busca de la funcién tal que al derivarla parcialmente se obtuvo la expresiéon M o N. Por
ejemplo, sea
of

ox

Se toma una de las dos

M(z,y).
Integrando respecto a = se obtiene

of .
%dx = /M(x,y)dx—i—K,

donde K es una funcién respecto a la variable contraria a la cual se integra. Por el Teorema Fundamental
del calculo

flz,y) = /M(wvy)dx +9(y)-

Por otro lado, al derivar parcialmente respecto a y se obtiene

‘;ch _ 3y </M(:n,y)dx +g(y)> :

N(z,y) = aay (/ M(x,y)dx) +9' ().

Es decir que

Despejando ¢'(y) se obtiene

9'(y) = N(z,y) - ;y (/ M(m,y)dw) :

o) = [ [N - 3 ([ ar6epas) | an

Una vez encontrado g(y) se reemplaza en la expresion que define f, obteniendo la solucién o primer
integral f(z,y) = ¢, donde ¢ es una constante. La solucién o primera integral f(z,y) = ¢ donde ¢ es una
constante.

Por lo tanto
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2.4.2. Otra forma de resolver las ecuaciones diferenciales exactas

0
Al repetir el método de solucién anterior pero determinando f a través de N(x,y) = 8—f, se tiene
Y

of

N(z,y) = 3y

Integrando respecto a y se tiene

of

dy = [ N(z,y)d
Byy/ (z,y)dy,

luego
fo.) = [ Ny -+ ho).

g£ - (/nydy—l—h(x))

g% _ a% (/ N(m,y)dy) + 1 (2).

De otra parte,

lo cual implica que
Despejando h'(z) se tiene

Por lo tanto

o [ 2 2 [ wtana)

Finalmente reemplazando h(z) en f(z,y) = [ N(x,y)dy + h(z) y recordando que f(z,y) = c se tiene la

siguiente solucién
f(w,y)z/Nder/[gJC—(/Nx ydy)]d:v
x

Ejemplos 2.4.2. Ecuaciones diferenciales exactas
1. Resolver la ecuacion diferencial
(zy? — coszsenz)dx — y(1 — x2)dy = 0,

al ser ecuacion diferencial exacta, entonces

0
of = M(x,y) = xy* — coszsen z.

ox

Siguiendo el método se obtiene
flzy) = /M(x,y)dl’

= /(ﬂn‘y2 — cosx senz)dx + g(y)

2,2 2
_ TTy"  sen’x
= 5 5 +9(y)-

Deriwando con respecto a y, se obtiene

afinyQ / .
Oiy —T—i—g(y)—N(;E,y),
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puesto que N(x,y) = —y(1 — x2), entonces x>y + ¢'(y) = —y + x2y. Por la propiedad conmutativa
d'(y) = —y lo cual implica g(y) = — [ ydy = dfracy®2. En consecuencia

Lo anterior implica que la familia de curvas solucion estd dada por

2( .2 2
ye(ze —1) — sen“x
flz,y) = ( 2) =c

2. Resolver el PVI
(62y — ycos(ay)) do + (2xe2y — zcos(zy) +2y) =0, y(0) = 2.

Observe que
g‘i =% — ycos(zy).

Ahora, integrando tenemos

flay) = / (e — ycos(xy)dz + g(y)
= / e2dx — / y cos(zy)da + g(y)
_ / My — %sen(my) +9(y)
= ¥z —sen(xy) + g(y).

Derivando f con respecto a y se obtiene

of

3y = 2ze® — zcos(zy) + ¢ (y)

= 2ze® — zcos(zy) + 2y
Despejando g’ se obtiene
g = 2
luego

9(y) = /2ydy =y’

En consecuencia f(x,y) = e?Yx — sen(zy) + y2, lo cual implica que la familia de curvas solucion
estd dada por

f(a,y) = ¥z —sen(ay) +y* = ¢
Dado que y(0) = 2, entonces ¢ = 22 = 4. Luego
fla,y) = ez —sen(ay) +y° = 4,

es la solucion del PVI.
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2.4.3. Ecuaciones diferenciales reducibles a exactas

En algunas ocasiones ciertas ecuaciones diferenciales se pueden reducir a ecuaciones diferenciales
exactas (al multiplicar por un factor integrante). Por ejemplo, en la ecuacién diferencial

zydr + (22% + 3y — 20)dy = 0. (2.15)

oM ON oM | ON

En este caso M (z,y) = 2y y N(x,y) = 2224+ 3y?>—20 luego — = vy — = 4. Por lo tanto —— # —.
oy ox oy Ox

Por lo tanto no es exacta, sin embargo, al multiplicar la ecuacién diferencial por y> se obtiene
yPleyde + (222 + 3y* — 20)dy] = 0,
o equivalentemente
zytdz + 2 (222 + 3y — 20)dy = 0.
En consecuencia, para la nueva ecuacién diferencial se obtiene M (z,y) = zy* y N(z,y) = 3>(222 + 3y% —
20), las cuales satisfacen
ON
—— =dayP = ——
Oy Y ox’
que la trasnforma en una ecuacién diferencial exacta. Suponga que la ecuacién diferencial M (z,y)dx +

N(z,y)dy = 0 no es exacta, como la ecuacién (2.15), algunas veces se idea un factor, p(z,y), con el cual
al multiplicar la ecuacién diferencial, esta se convierte en una ecuacién diferencial exacta. Observe el PVI

d
ﬁ =e ? —ay, y(0) =2,
donde a es una constante. La ecuacién anterior se reescribe como
dy .
—= = . 2.16
e +ay=ce ( )
Multiplicando (2.16) por la funcién u(z) se obtiene
d
) () = utaye. 2.17)

La pregunta es si existe un factor u(x) tal que el lado izquierdo de la ecuacién (2.17) satisfaga
dy _ d(z)y(z)]

Para este caso, por inspeccién, se podria pensar en una funcién exponencial pu(z) = e**, es decir

ax @
dzx

—x _axr

e +aye®™ = e %e

d(eazy) _ (a—1)x
= e .
dx
Integrando en ambos lados de la ecuacién con respecto a x, se obtiene

e(afl):v

ey = /(e(“_l)wdx +c= + ¢,

a—1
donde ¢ es una constante. Utilizando la condicién inicial y(0) = 2 en la ecuacién anteror se obtiene

(a—1)-0
a-0 €
0 pu—
e”"y(0) T +c
! +
= c.
a—1

2a — 3
a—1"

Despejando ¢ a partir de la ecuaciéon anterior se obtiene ¢ =



Capitulo 2. Ecuaciones diferenciales de primer orden 53

Nota 2.4.1. Un par de comentarios son pertinentes:

El factor p puede depender tanto de x como de y; es decir, p(z,y).

Se llama al término p(x,y) factor integrante de la ecuacion diferencial, el cual, estd relacionado
con propiedades de simetria de la ecuacion

La solucion general de esa ecuacion diferencial toma la forma de yy(x) = e + ce™* donde el se-
gundo de los términos ygn(x) = ce™** corresponde a la solucion general para la ecuacion homogénea
asociada a esa ecuacion diferencial dy/dz + ay = 0. El otro término ynon(x) = €% corresponde
a la solucion particular de la no homogénea dy/dx + ay = e~ *. Esta serd una propiedad general
para ecuaciones diferenciales lineales de cualquier orden, donde se resuelve la ecuacion homogénea
y luego la solucion de la no homogénea o particular, y la solucion general serd la suma de ambas
soluciones.

Para ecuaciones homogéneas con coeficiente constante se tienen soluciones de la forma y = ce™*.

Generalizando, entonces existe en algunos casos un factor integrante u(z, y) que convierte o transforma
la ecuacion anterior en una ecuacién diferencial exacta

ulM (z,y)dx + N(z,y)dy]
uM (z,y)dx + uN(xz,y)dy = O.

Dicha ecuacién diferencial es exacta si y sélo si

0 0
@(UM) = %(UN)
ou oM ou ON

A partir de la anterior ecuacién se obtiene

oM  ON ou ou

La ecuacién (2.18) es una ecuacién diferencial parcial que no siempre tiene solucién analitica por tal razén
nos conscentraremos en casos particulares.

w depende solo de z: En este caso u(x,y) = p(z) lo cual implica que du/0y = 0. Por lo tanto la

ecuacion (2.18) se reduce a

<8M 8N> O
i _ on

Oy or )  0Ox
luego
oM  ON
on, . 9y oz
%(ﬁ) = TM(@“% (2.19)

Dado que p depende unicamente de x, entonces su derivada también depende unicamente de z. Lo

OM /9y — ON/Ox solo depende de x. Sea ®(z) = oM [0y ]:7 ON/o entonces

anterior implica que

la ecuacién (2.19) se reescribe como

@) = (a)u(a). (2.20)
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entonces
flayy) = [ xy'de+gly
2 y
= 5+ (2.24)
Derivando f definido en (2.24) con respecto a y, se obtiene
of _ 9 (z7y 23 .
= =2 ) 2.25
o (o) — 2w (2.25)
Dado que
0
5Tf = N(z,y) = 222> + 3¢° — 20", (2.26)
Yy
entonces igualando (2.24) y (2.26) se obtiene
22°y° + ¢'(y) = 22%y° + 3y° — 20y". (2.27)
Despejando ¢'(x) de (2.27) se obtiene
d'(y) = 3y° — 20y". (2.28)
Integrando con respecto a y en ambos lados de (2.28) se obtiene
_ Y 5
g9(y) = 5~ 4y° +c. (2.29)
Reemplazando (2.29) en (2.24) se obtiene
2204 2
flz,y) = Ty +yf—4y5+c.
2 2
Por lo tanto la familia mono paramétrica de soluciones estd dada por
22yt 4P
L4 4 =C
9 + 5 Y )
donde C' = —
Ejemplo 2.4.3 (Factor integrante de la forma p(x)). Resolver la ecuacion diferencial
(2% + y* + x)dx 4 zydy = 0. (2.30)
En este caso M(z,y) = 2> +y* +x y N(x,y) = zy, por lo tanto
o — o 2y—y oy 1
oy ox -
O(z) = = == == 0.
De esta forma el factor integrante serd
u(y) = el wlo = gl — e _ o (2.31)

multiplicando el factor integrante u(x) definido en (2.31) por la ecuacion diferencial (2.30) se obtiene

z((x* +y° + 2)dr + zydy) = 0
(23 + zy? + 2¥)dx 4 2?ydy = 0,

(2.32)
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las funciones M y N para la ecuacion (2.32) estan dadas por
M(z,y) =2 +ay* + 2> y N(x,y) =2’y

En consecuencia

oM _, N _,

Como %]\j %—JX entonces (2.32) corresponde a una ecuacion diferencial exacta. Observe que
of
— = N(z,y) = z? ,
3y (z,y) = 2y

entonces

flzy) = z?ydy + g(z

B x2y2
2

+ g(x). (2.33)

Derivando f definido en (2.33) con respecto a x, se obtiene

of 0 y 2 ’
R e = . 2.34
5 (9:1:( 5 Ty )) zy” +9g () (2.34)
Dado que
or _ M(z,y) = 23 + zy® + 22, (2.35)
ox
entonces igualando (2.33) y (2.35) se obtiene
zy? + ¢ () = 23 + 2y + 2% (2.36)
Despejando ¢'(x) de (2.36) se obtiene
J(z) = 2> + 2% (2.37)

Integrando con respecto a x en ambos lados de (2.37) se obtiene

4 3
yt
=L+ 4. 2.
g(x) 1 + 3 +c (2.38)
Reemplazando (2.38) en (2.33) se obtiene
222 gt B
f(x,y) —T+Z+§+C.

Por lo tanto la familia mono paramétrica de soluciones estd dada por

2,2 4 3
Ty T T
L AT Ao
st T3 =0

donde C = —c.



Capitulo 2. Ecuaciones diferenciales de primer orden o7

2.4.4. Ecuaciones diferenciales de la forma yf(z,y)dr + xg(x,y)dy = 0
Si M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0 se puede escribir en la forma

yf(z,y)dr + xg(zx,y)dy = 0, (2.39)

donde f(z,y) # g(x,y), entonces .
M) = T ay) — a(ew) (240

es un factor integrante.
Ejemplo 2.4.4. Resolver la ecuacion diferencial

y(x2y? 4 2)dx + (2 — 22%y?)dy = 0. (2.41)
Observemos que la ecuacion (2.41) tiene la forma de la ecuacién diferencial (2.39) con f(x,y) = (zvy)?+2
y g(z,y) =2 —2(xy)?, lo anterior implica que

1 1

ay((zy)2 + 2 — (2 — 2(zy)2))  323y3’ (2.42)

p(z,y) =

es un factor integrante de la ecuacion diferencial (2.41). En este sentido, multiplicando u(x,y) definido
en (2.42) por la ecuacion diferencial definida en (2.41) se obtiene

1

35 [y(x2y2 +2)dz + x(2 — 2x2y2)dy] =0
y(z?y? + 2)d N x(2 — 2x2y2)d 0
€T =
333 3133
22y? 42 2 — 222y
dy = 0. 2.43
32342 x 32243 Y (2.43)
En este caso M y N estin dados por
x2y2 + 2 2 — 2x2y2
M = —"—— N = 2.44
(z,9) 3037 Y (z,9) 322y (2.44)
A partir de (2.44) se verifica que
oM 4  ON
oy  3a3y3 Oz’
Por lo tanto, la ecuacion diferencial (2.43) es exacta. En consecuencia
22y? + 2
flz,y) = /Wda:+g(y)
1 2
= —d ——d
/3$ x+/3$3y2 z+9(y)
Ly L o) (2.45)
= —lnzx— —— . .
3 3222 9\

Derivando f definido en (2.45) con respecto a y se obtiene

of 2 /
87y - 3$2y3 +g (y)v

igualando la ecuacion anterior a N(x,y), se obtiene

2 — 222y

+ 9’(.@) = Tnga

3x2y3
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luego
2
/ —_
lo cual implica que g(y) = —2/3Iny. En consecuencia la primitiva de la ecuacion diferencial (2.41) es
1 1 2

2.4.5. Factor integrante por inspeccién

Existen algunos casos donde después de agruparse los términos convenientemente en la ecuacion, se
reconocen cierto grupo de términos formando parte de una ecuacién diferencial que permite reconocer el
factor integrante. En la Tabla 2.1 se presentan algunos casos.

Grupo de término | Factor integrante Diferencial Exacta
1 dy —

vdy — yde z Ty (%)
931 xd = x m

xdy — ydx - # =d (Q)
i ay 7

xdy — ydx — —y——x:d[ln (E)}
Ty . y x x
i -

xdy — ydz -5 % =d [arctan (Q)]

e +y - +y T

Cuadro 2.1: Factores integrantes.

Ejemplo 2.4.5. Resolver la ecuacion diferencial
xdx + ydy + 493 (2* + y?)dy = 0. (2.46)

El dltimo término de la ecuacion sugiere que p(x,y) = Zra es factor integrante. Multiplicando la
€T Yy

ecuacion (2.46) por p(z,y) se tiene

xdx + ydy 3
————— 4+ 4y°dy = 0. 2.47
2z T (2.47)
A partir de (2.47) se verifica
Mz,y)= 55 4 N@y) = +4y° (2.48)
) 22 + y2 22 + y2
Derivando M con respecto a y y N con respecto a x se obtiene
oM 2zy _ ON
oy (224922 Oy’
Dado que la ecuacion diferencial (2.47) es exacta, entonces
_ x _ 11 2, .2 4
f(z,y) = mdx =5 In(@” +y°) +g(y). (2.49)

Deriwando f definida en (2.49) con respecto a y y utilizando la igualdad Of /0y = M se obtiene

of _ vy
oy 2+ y?

+9'(y) + 4y°. (2.50)

_ Y
$2+y2
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Despejando ¢'(y) de la ecuacion (2.50) se obtiene
J(y) =4y’ (2.51)
Integrando (2.52) con respecto a y, se obtiene
9(y) = y* +c. (2.52)

Reemplazando (2.52) en (2.49) se obtiene
1 2 2 4
flz,y) = iln(az +y ) +y° +c.
Por lo tanto la familia mono paramétrica de soluciones estd dada por
1
an(x2+y2) +yt=C,

donde C = —c.

2.5. Ecuacién diferencial lineal
Definicion 2.5.1. Una ecuacion diferencial de la forma

(@) %+ ag(a)y = g(a). (25

donde ag(z), a1(z) y g(x) funciones que dependen de x y ai(x) # 0, recibe el nombe de ecuacion diferencial
lineal.

Nota 2.5.1. Cuando g(x) = 0 se dice que la ecuacion lineal es homogénea. Si g(x) # 0 entonces la
ecuacion diferencial es no homogénea.

Ejemplo 2.5.1. En la ecuacion diferencial lineal no homogénea
dy

3222 =2’Inzx,

e sen(z)y =z“Inz

se verifica que a1(z) = 322, ap(x) = —senz y g(z) = 2* Inz.
Definicion 2.5.2. La forma estindar de la ecuacion diferencial lineal es

% + P(x)y = Q(x). (2.54)

A partir de (2.53) se verifica que

2.5.1. Meétodo de variacién de parametros

Esta ecuacién tiene solucién por diferentes métodos, uno de ellos es el método de variacién de parame-
tros. En este método la solucién general de la ecuacion lineal (2.54) estd dada por

y(z) = yn(x) + yp(), (2.55)
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donde yj, es la solucién general de la ecuacién diferencial lineal homogénea asociada a (2.54); es decir, es
la solucién de

dy
~Z4p =0 2.56
Ie T (r)y =0, (2.56)

y Pp es una solucién particular de (2.54). Observe que (2.56) es una ecuacién diferencial separable, en
consecuencia

dy

—~=-P .

. (z)y
A partir de la ecuacién anterior se obtiene

d

W _ —P(z)dz,

Yy

luego
dy /
— =— | P(x)dx.
" ()

Por lo tanto
Z/h(x) _ effP(x)dx+lnc _ CeffP(x)d:c' (2'57)

Para encontrar una solucién particular y, que sea linealmente independiente de yy,, es decir, y, no es
multiplo de yj, entonces se busca

Yp(x) = u(@)yn(z), (2.58)

para lo cual se debe determinar u(x). Como yp es solucién entonces, y, satisface la ecuacién no homogénea
(2.54); es decir

yp + P(@)yp = Q(2).
A partir de (2.58) se verifica que la derivada de y, esta dada por
Yp(z) = u'(2)ynz + u(z)y, (). (2.59)
Reemplazando (2.59) en (2.54) se obtiene
u'(@)ynz + u(@)yy(x) + Pe)ulz)yn(r) = Q(z). (2.60)

Factorizando u(z) en (2.60) se obtiene

/

o (2)yn(@) + u(@)[yy () + P(x)yn(@)] = Q(x). (2.61)

Recuerde que yp, es solucién de la ecuacién diferencial homogénea (2.56) lo cual implica que

yp(x) + P(2)yn(z) = 0,

reemplazando la ecuacién anterior en (2.61) se tiene

u'(2)yn(z) = Q(x), (2.62)
a partir de (2.62) se obtiene
yn(x)
A partir del Teorema Fundamental del cdlculo se concluye
u(z) = Q) dzx.

Yn(x)
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Por lo tanto

Yp(z) = u(@)yn(x)
e [P@de [ Q)
= ce ce—fP(a:)da: dz
_ — [ P(x)dx ({L‘)

Reemplazando (2.57) y (2.63) en (2.55) se obtiene

y(x) = yn(x) +yp(z)
= Ce—fp(m)dz‘ 4 e—fp(x)dx/Q(x)ef P(x)dxdx

= ¢ Jp@)ds [c—i— /Q(m)efp(x)dxdx] . (2.64)
Ejemplo 2.5.2. Resolver la ecuacion diferencial
2 dy 3 _ 2
3x i (senz)y = z°In|x|. (2.65)
x

La forma estdndar de la ecuacion diferencial (2.65) es

d 1 1
ﬁ - (33: senx) y=3 In |z|. (2.66)

Se inicia resolviendo la ecuacion lineal homogénea asociada a (2.66)

d 1
% - (gas senx)y = 0. (2.67)

Dado que la ecuacion diferencial (2.67) es separable, entonces siguiendo el procedimiento se obtiene

1 1
—dy = (390 sen £L'> dx,

Y

luego

1 1

—dy = = d

/y Yy 3/(acsena?) x

Inly| = g(—xcosx+sena§)+ln]c|.

Por lo tanto
yh(ff) — Ce(—:ccos:c—&—senx)/?)‘ (268)

Ahora se determinard una solucion particular de la forma
Z/p(l') _ u(x)e(fxcostrsenx)/S. (269)

Sustituyendo y,(x) definido en (2.69) en la ecuacion diferencial (2.66) se obtiene

% (u(l,)e(—xcosx-i—sena:)/i%) _ <i1)):rsen x) u(x)e(—a:cosx+senx)/3 _ %ln |$’ (270)
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A partir de la ecuacion (2.70) se obtiene

u/(x)e(fxcostrsen:c)/S + u(x)e(fxcosx+senx)/3(_ cosx 4+ rsenz + cos .%')

1 1
- (3:0 senx) u(x)el~Teosztsena)/3 3 In|z|. (2.71)
Simplificando la ecuacion (2.71) se obtiene
S 1
u' ()l T eosTHsena)/3 3 In |z|. (2.72)

Separando variables e integrando en (2.72) se obtiene

B 1 In |z|
u(x) = /du =3 / (rcosarsena)/3 dx. (2.73)

Por lo tanto

y(@) = yn(@) + yp(x)

_ In |z|
_ (—x cosxz+senx)/3
= ¢ (c+/e(—wcosx+senx)/3dx>'

Nota 2.5.2. Cabe resaltar que la integral que aparece en (2.73) no tiene solucion explicita.

Ejemplo 2.5.3. Resolver la ecuacion
22y + 6zy + 42% = —day + 27 (2.74)
Para x # 0, la forma estindar de la ecuacion diferencial (2.74) estd dada por
v+ y=a -4 (2.75)
Se inicia resolviendo la ecuacion lineal homogénea asociada a (2.75)
Y + %y =0. (2.76)

Dado que la ecuacion diferencial (2.76) es separable, entonces siguiendo el procedimiento se obtiene

1 1
—dy = ——de. (2.77)
Yy x
Por lo tanto la solucién de (2.77) es
yn(z) = cx 10, (2.78)

Ahora se detrminard una solucion particular de la forma
(@) = u(z)a 1. (2.79)
Sustituyendo y,(x) definido en (2.79) en la ecuacion diferencial (2.75) se obtiene

% (u(z)z™ ) + %u(m)x_w =% — 4. (2.80)

A partir de la ecuacion (2.80) se obtiene

10

u ()27 — 10u(z)z™ + —u(z)z™1% = 2° — 4. (2.81)
x
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Simplificando la ecuacion (2.81) se obtiene

u'(z)z ™0 = 25 — 4. (2.82)
La solucion de (2.82) es
le 4 1
=— - —x . 2.83
uw) =75~ ” (2:83)
Reemplazando (2.82) en (2.79) se obtiene
r6 4 0 2% 4z
(= -0 _ = 2.84
up(@) (16 1" >x 16 11 (2:84)
Finalmente la solucion general de (2.74) es
_ 25 4z
y(z) = yn(z) + yp(z) = cz™ 0 + 61
Ejemplo 2.5.4. Resolver la ecuacion diferencial
y' + (tanx)y = 22 cos x + sec , (2.85)

donde 0 < x < /2. Se inicia resolviendo la ecuacion lineal homogénea asociada a (2.85)
Y + (tanx)y = 0, (2.86)

Dado que la ecuacidon diferencial (2.86) es separable, entonces siguiendo el procedimiento se obtiene

1
;dy = —(tanz)dz, (2.87)
luego
1
/ydy = —/(tanx)da:.
Por lo tanto
yn(z) = emleoszl — | cosz| = cosz, 0 <z < /2. (2.88)

Considere una solucion particular de la forma y,(x) = u(x) cosz, entonces
yp(x) = u'(x) cosz — u(x) sen . (2.89)
Sustituyendo y,(x) definido en (2.89) en la ecuacion diferencial (2.85) se obtiene
v/ (x) cosz — u(x) senz + (tan z)u(x) cosx = 2z cos x + sec , (2.90)
Simplificando la ecuacion (2.90) se obtiene
u'(x) cosz = 2x cosx + sec x. (2.91)

La ecuacion (2.91) es equivalente a

u'(x) = 2z + sec? . (2.92)
La solucion de (2.92) es

u(z) = 2 + tanx,

luego

2

yp(z) = (2* +tanz) cosz = 2 cos  + sen x.

Finalmente la solucion general de (2.85) es

?/(»T) = yh(fL') + yp(:v) =ccosx + 2% cosz + senx.
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2.5.2. Meétodo de factor integrante para resolver ecuaciones diferenciales lineales

Sea la ecuacion diferencial lineal
y'(z) + P(x)y = Q).
Como se vio en el método de factor integrante, las ecuaciones lineales tienen soluciones de la forma

y = ce®”, luego se puede considerar por factor integrante a u(z) = el P (@)dz myltiplicando entonces la
ecuacién diferencial por este factor, se tiene

ef P(m)d:py/(x) + ef P(:p)de(I)y _ ef P(:r)de(x)
d
% (efP(m)dx) + P(l’) (efP(a:)dx) y = efP(x)de(x)
<efP(:v)dac> dy + P(:E) (efP(m)d;r) yd:p _ efP(ac)de(m)daj
d
. (ef P(l’)d“ry) = ¢ P(gc)sz(:p)dx. (2.93)

Integrando la ecuacién (2.93) con respecto a x se obtiene.
el Ple)de, /ef P(m)de(x)d:L‘ + K.

Por lo tanto

2) = [ el P@drQ(z)dr + K
Yy B ef P(z)dx ’

Nota 2.5.3. e P@de ¢4 factor integrante para las ecuaciones lineales de primer orden.
Ejemplo 2.5.5. Resolver por medio del método del factor integrante la ecuacion del siguiente PVI

dy
= =4. 2.94
o Ty =2 y(0) (2.94)

Como la ecuacion (2.94) estd en su forma estandar con P(x) =1, entonces el factor integrante es
el & — ¢,

Ahora multiplicamos la ecuacion diferencial por e* se obtiene

d
ey e’y = ze”,
dx
o equivalentemente
d
%(exy) = ze”. (2.95)

Integrando (2.95) con respecto a x se obtiene
e’y =xe” —e® + C. (2.96)
Depejando y en la ecuacion (2.96) se obtiene

zet —e*  (C
v = et

= z—14+Ce™. (2.97)

Reemplazando la condicion inicial y(0) = 4 en la ecuacion (2.97) se obtiene y(0) =0 — 14+ Ce ™" =4 lo
cual implica que C = 5. Por lo tanto la solucion de PVI (2.94) es

y(x) = —1+5e ",
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Nota 2.5.4. En general, el factor integrante para la ecuacion diferencial

y' +ay = g(z),
es p(x) = e, y la solucion general estd dada por
x
yg(x) = Ce " + e_“x/ g(t)edt, (2.98)
o

donde el primer término de (2.98) corresponde a la solucion general de la ecuacion homogénea y el sequndo
término corresponde a la solucion particular de la ecuacion no homogénea.

Para finalizar, el siguiente esquema muestra el mapa de ruta para la resolucién de las ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales.

Explicitas Implicitas
y'(x) = Hly(x),x] Flx,y(x),y'(x)] =0
Lineales No Lineales
y'(x)+ f)y(x) = g(x) y'(x) = H[y, f(x), x]
' l v
Integracion Directa Lineales Homogéneas Lineales No homogéneas
y(x) = g(x) y'(x)+ f(x)y(x) =0

Vv (I) = J-dl’ f(X) +C v (x) = Cef;xduf(u)
¥y () + fldyle) = g(x)

1 x
y (x) = T rwa (J dx([, duf@g(x) +C)

Figura 2.6: Mapa de ecuaciones diferenciales de primer orden.

2.6. Ecuacion diferencial de Bernoulli

Definicion 2.6.1. La ecuacidon de la forma

dy

o TPy =Q)y", (2.99)

donde n es una constante, con n # 0 on # 1, se denomina ecuacion diferencial de Bernoulli de orden n.

Para resolver la ecuacién diferencial de Bernoulli se busca un operador que la reduzca a una ecuacion
diferencial lineal, es decir, inicialmente se busca eliminar el término y”. Esto podria lograrse multiplicando
la ecuacién por y~ ", para ello, se busca una funcién tal que su integral sea y~". La funcién que cumple
esta condicién es y'~". De esta manera, se realiza el cambio de variable z = y' ™", en efecto. Dividiendo
entre y" la ecuacién de Bernoulli se obtiene

y L+ Pl = Qo). (2:100)
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Sea z = y!™", derivando z respecto a x se obtiene

dz _,dy
(1 - n2d

o equivalentemente
1 dz _ndy

— = . 2.101
1-ndr 7 dz ( )
Reemplazando (2.101) en la ecuacién diferencial (2.100), se tiene
1 dz
. p -
—— T+ P(): = Q).
o de manera equivalente
dz
T +(1—n)P(x)z=(1—n)Q(x),
la cual es una ecuacion diferencial lineal.
Ejemplo 2.6.1. Resolver la ecuacion diferencial
dy 2,2
= = . 2.102
zo Ty=ay (2.102)
Dividiendo la ecuacion entre x se obtiene la ecuacion de Bernoulli de sequndo orden
dy 1 9
Ly = 2.103
ge T Y= (2.103)
En este caso n =2, por lo tanto z = y' =2 =y~ 1, luego
dz _ody
- — _y .
dx dx
Ahora multiplicando la ecuacién diferencial (2.103) por —y~2 se obtiene
dy 1
) -1
_ =~ _Z —— 2.104
vy Y @ (2.104)
Reemplazando z y dz/dx en (2.104) se tiene
dz 1
PV 2.1
i x (2.105)
El factor integrante de (2.105) es
e e = gminlal — g1 (2.106)
Multiplicando (2.106) por (2.105) se obtiene
dz 1
-1
- - 1
dw ~ 22”
d
. (z7'2) = -1 (2.107)
Integrando (2.107) se obtiene
iz =—x+ c,
luego
z(z) = (—x + ¢)x.
Dado que z = y~', entonces
1
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Ejemplo 2.6.2. Resolver la ecuacion diferencial

d
xﬁ +y=y*lnz. (2.108)

Dividiendo la ecuacion entre x se obtiene la ecuacion de Bernoulli de sequndo orden

dy |1 Inz 5

—y=—y". 2.109
dx + e z Y ( )
En este caso n =2, por lo tanto z = y* =2 =y~ 1, luego
dz _ody
dz Y 4z
Ahora multiplicando la ecuacién diferencial (2.109) por —y~2 se obtiene
dy 1 Inz
-2 -1
— - — — = ——. 2.110
v oY . (2.110)
Reemplazando z y dz/dx en (2.110) se tiene
dz 1 Inz
L Ty = 2.111
dr 1~ x ( )
La ecuacion (2.111) es lineal con P(x) = —1/x y Q(x) = —Inx/x, en consecuencia su solucion estd dada
por
K+ [ Q(z)e) P@)1d g
Z(:L') - e P(a)dz
1 1
K+ [ (_nz) —dx
B x )
- 1
x
1
=z (K — / nfdx)
T
1 1
. <K+ nw+ )
x
Dado que z =y~ 1, entonces
1
y(z) = [2(2)] 7 = :
1 1
(e 250)
Ejemplo 2.6.3. Determinar la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial
1d
;d—;—f—lzxseny. (2.112)
Multiplicando (2.112) por x=1 se obtiene
d
J:_Qd—i + 271 = seny. (2.113)
Sea t = 3:*1, entonces g—; = —x*2% o equivalentemente
d dt
a2 o 8 (2.114)

dy  dy



68 Capitulo 2. Ecuaciones diferenciales de primer orden

Reemplazando (2.114) en (2.113) se obtiene

dt
- @+t:seny. (2.115)

) = (10 [erem)

= &Y (K—i—e*y(cosy—i-seny))
= KeY 4 cosy + seny.

La solucion de (2.115) es

1

Dado que t = x~+, entonces

1
~ KeY +cosy+seny’

z(y) = [t)] ™

2.7. Ecuacion de Ricatti

Definicién 2.7.1. Una ecuacion de la forma

% — P(2) + Q(@)y + R(z)y?, (2.116)

se llama ecuacion de Ricatti.
El siguiente teorema establece el método de solucién para la ecuacién de Ricatti.

Teorema 2.7.1. Siy; es una solucion particular de la ecuacion de Ricatti (2.116), entonces y = y1 + u
es una familia de soluciones de (2.116), en donde u es la solucion de la ecuacion asociada

du

- — Q@) + 2R(@)n]u = R(x)u”. (2.117)

Demostracidn. Seay = y1 +u es la solucién general de la ecuacién de Ricatti (2.116), entonces y' = y| +u/
también satisface (2.116). Reemplazando y y ¢’ en (2.116) se obtiene

Q) (y1 + u) + R(x)(y1 + u)?
= P(z)+ Q) (y1 + u) + R(x) (47 + 2y1u + u?)
= P(x)+ Q(z)(y1 +u) + R(x)yi + 2R(x)y1u + R(z)u?
= y; +Q(x)u+ 2R(x)y1u + R(w)uQ. (2.118)

yi+u = Px)+

P
P

Simplificando (2.118) se obtiene la ecuacién de Bernoulli de orden 2 (2.117). Por medio del cambio de
variable Z = u™! la ecuacién (2.117) se reduce a la ecuacién lineal

dz

prag [Q(z) 4+ 2R(z)y1]z = —R(x). (2.119)
Una vez obtenida la solucién de (2.119) entonces u = z~! y por lo tanto la solucién de la ecuacién de
Ricatti serd y = y1 + w. O

Ejemplo 2.7.1. Resolver la ecuacion diferencial

dy

o= e 4 (14 2%y + 2, (2.120)

xT

st y1(x) = e™* es una solucion particular de (2.120).
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En este caso

P(x) =e*, Q) =1+2¢) y R(z)=1. (2.121)
Sustituyendo (2.121) en la ecuacion (2.119) se obtiene
dz . .
— 4+ (142" +2(—€")(1))z = -1
dx
dz
o = —1. 2.122
o T (2.122)
La solucion de (2.122) es
z(x) = —14ce™”. (2.123)
Dado que uw = 2z, entonces
@ =—
u(z) =
ce™* —1

2.8. Meétodo de las Isoclinas

Una funcién y = f(x) es diferenciable en un punto z, si localmente se puede aproximar por una
recta tangente L(x) en xq, y las soluciones a las ecuaciones diferenciales son diferenciables. La Figura 2.7
muestra las lineas tangentes en cada punto de la funcién f(z) = sen (0,2372).

0.5

1 2 1 H] ]
0.5

Figura 2.7: Lineas tangentes en puntos de la funcién.

G

Este método se basa en la idea de campo y curvas integrales que se estudia en campos vectoriales.
La idea es bien simple, los campos de vectores (también llamados los campos de direccién) son una
herramienta para obtener grificamente las soluciones a una ecuaciéon diferencial de primer orden. En
general una ecuacién diferencial de primer orden (explicita respecto a la derivada) se podré representar
como y' = f(x,y). Ahora bien, el lado derecho de esa igualdad representa una funcién de dos variables, la
cual tendra un valor en cada punto (x,y). Ese valor (por la igualdad que representa la ecuacién diferencial)
serd el valor de la derivada en ese punto y el valor de la derivada en un punto, no es otra cosa que la
pendiente de la recta tangente a ese punto. Con eso, al construir una grafica se recuerdan las curvas
integrales de los campos vectoriales y se reconstruyen las curvas solucién a partir de sus tangentes.

Ejemplo 2.8.1. Considere la ecuacion diferencial
y = —2zy. (2.124)

Se determina la pendiente, y'(x), de las soluciones y(x) de (2.124). Una vez se conozcan los valores para
x yy, por ejemplo, siz =1 yy = —1, la pendiente de la solucion y que pasa a través del punto (1,—1) es
—2(1)(—1) = 2. Lo cual se representa grdficamente, insertando un segmento de linea en el punto (1,—1)
de pendiente 2.
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¥ 3
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Figura 2.8: Segmento de linea en el punto (1, —1) de pendiente 2.

Ast, la solucion de la ecuacion diferencial con la condicion inicial y(1) = —1 se asimila a este segmento
de linea mientras se estd cerca de x = 1. Por supuesto, hacer esto en apenas un punto no da suficiente
informacion sobre las soluciones. No obstante, al realizar este procedimiento simultdineamente en muchos
puntos en el plano, se obtienen trazos de lineas tangentes a las soluciones de la ecuacion diferencial
conectando los puntos, en la Figura 2.9 se muestra una idea cercana a la solucion de la ecuacion diferencial

y' = —2zy. La Figura 2.10 contiene cuatro ejemplos de estas construcciones. Especificamente, muestra
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Figura 2.9: Campos de vectores tangentes a la solucién de ¢y = —2zy.

las isoclinas de las siguientes ecuaciones diferenciales

dy .y
1. dx_e 3"
dy y
2. I 2
d
3. Y- 2%
dx Y
d
4. —yzl—i—xy.

dx
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Figura 2.10: Isoclinas para cuatro ecuaciones diferenciales.

La Figura 2.10 muestra la representacion grdfica para las tangentes de las ecuaciones diferenciales
definidas anteriormente. Es importante senalar que este método permite obtener las posibles soluciones
de una ecuacion diferencial no importa lo complicada que sea. En la region I se muestran las grdficas de
las soluciones particulares para diferentes condiciones iniciales de la ecuacion fily =e*— % La region I
corresponde a las tangentes generadas a partir de la ecuacion % = Y. Notese que son curvas integrales
radiales, para el punto x = 0 no estd definida la curva integral. La region III representa las tangentes de la
ecuacion gy = —2. La region IV contiene las tangentes a la ecuacion g = 1+ay en ella se han indicado

las curvas mtegmles para las soluciones particulares correspondientes a diferentes condiciones iniciales.

2.8.1. Puntos ordinarios y singulares

Un punto ordinario de orden n, es un punto zg en el cual la funcién y sus n-derivadas estdn definidas,
esto es y(zo0), ¥ (z0), ¥ (20), - .., y™ (x0) estén definidas. En contraste a un punto ordinario llamaremos
punto extraordinario o singular a un punto x tal que la funcién o alguna de sus derivadas no se encuentran
definidas en éste.

Para ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, los puntos ordinarios y singulares tienen que
ver con la funcién y su primera derivada. Notese que en las regiones I y IV de la Figura 2.10, todos los
puntos son ordinarios de orden infinito. En la regién II la funcién no esta definida para x; = 0 con lo cual
es un punto singular, y en la regién III, la funcién estd definida para x; = 0 pero no asi su derivada por
lo cual es un punto singular.
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Figura 2.11: Isoclinas solucién y/(z) = e™v.

2.8.2. Ecuacion diferencial Auténoma
Definicion 2.8.1. La ecuacion diferencial

Y= ) (2.125)

se llama auténoma porque la funcion f no depende de la variable independiente x.

Considere la ecuacién diferencial y/(z) = e™¥, el lado derecho de la ecuacién diferencial depende sola-
mente de la variable dependiente y, no de la variable independiente x, es decir, es una ecuacién auténoma.
Las ecuaciones diferenciales auténomas son siempre separables y sus campos son horizontalmente inva-
riantes, es decir, a lo largo de una linea horizontal la pendiente no varfa (ver Figura 2.11). El hecho de
que la ecuacién auténoma (2.125) sea de variables separables implica que existe una tnica solucién de la
ecuacién que satisface y(zo) = yo si f(yo) # 0. Asi mismo, si y(x) es la solucién tal que en xy toma el
valor o, entonces y(z + X) es la solucién que en z; toma el valor yp, donde X = xy — x1. Graficamente
esto significa que una solucién se obtiene corriendo la otra X unidades hacia la izquierda.

Definicién 2.8.2. Una solucidn constante y(x) = yo dey' = f(y) se llama punto de equilibrio o solucién

estacionaria de la ecuacion diferencial.
Nota 2.8.1. Observe que si yy es un punto de equilibrio, entonces f(yo) = 0.

En este caso, la solucién que en algin instante x toma el valor de yg, serd necesariamente constante
igual a yg. Si se tiene un modelo poblacional, el hecho de que y sea punto de equilibrio significa que, si
la poblacién inicial es yg, entonces se mantendra este valor en el futuro.

La Figura 2.11 muestra las isoclinas de la ecuacién diferencial y'(x) = 0,3(1 — y/15), mientras que la
Figura 2.12 muestra simultdneamente tanto las isoclinas como las curvas solucién de la anterior ecuacién
diferencial. Como se puede observar, el campo vectorial bosquejado por las isoclinas muestran la direcciéon

o el flujo que siguen las soluciones de la ecuacion diferencial.
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Figura 2.12: Isoclinas de la ecuacién diferencial ¢/(z) = 0,3(1 — y/15).

Puede suceder que el modelo considerado sufra una pequena alteracién en cierto momento (por ejemplo
una guerra o una repentina inmigracién), y se desee saber si después de esta perturbacién la poblacién
vuelve a estabilizarse en el valor g, o si toma otro rumbo. Para ello, se considera que si la funcién es
positiva en y toda solucién que en un cierto valor x sea igual a y tendra que ser creciente en el instante x,
por tanto, si y(zp) = 0y f positiva es un semi-entorno izquierdo de yp, entonces para cualquier y en ese
entorno, se tiene que la solucién que pasa por y crece, y por tanto se mantiene en el entorno y tendera
a yo. Sl en cambio es negativa en un semientorno izquierdo de yg, entonces la solucién que tome el valor
Yy decrecerd, alejandose de yg. Si en un entorno reducido de yq el signo de f es constante, entonces yg es
inestable.

X a\ /@
Estable f Inestable

Figura 2.13: Criterio de estabilidad para yg

\/

Inestable

Inestable

Figura 2.14: Criterio de inestabilidad para yg

Proposicién 2.8.1 (Criterio de estabilidad). Un punto de equilibrio yo es estable si f(y) es positiva en
un semi-entorno izquierdo de yy y negativa en uno derecho.



74 Capitulo 2. Ecuaciones diferenciales de primer orden

Proposicién 2.8.2 (Criterio de inestabilidad). Un punto de equilibrio yo es inestable si f(x) es negativa
en un semientorno izquierdo de yg o positiva en uno derecho.

Si f es una funcién derivable, la condicién de la Proposicién 2.8.1 es verificada siempre que f(yg) < 0,
y entonces se tiene el siguiente corolario

Corolario 2.8.1. Un punto de equilibrio yy es estable si f'(yo) < 0.
Corolario 2.8.2. Un punto de equilibrio yo es inestable si f'(yo) > 0.

Cuando una ecuacion auténoma no pueda resolverse por lo complicadas que puedan ser las integrales
involucradas, de todos modos es posible calcular el limite de una solucién cuando z tiende a +oo. En
efecto, se tiene determinado el signo de la funcién f y que y es una solucién cuyo valor en algin instante
x pertenece a un intervalo (a,b) donde f es positiva y que f(b) = 0. Entonces x es una funcién creciente,
y solo dejaria de ser creciente si en algin momento y(x) se pasa de b. Pero esto no es posible porque el
punto b es de equilibrio, y si y alcanza alguna vez el valor b quiere decir que es b para todo z. Se concluye
que la solucién es creciente para todo x > 0, y resta ver hasta donde llega, es decir, se desea saber el
lim,_,0 y(x) que existe porque la y(x) es creciente. El limite es precisamente b: en efecto, si fuera menor,
serfa algiin o < b donde la f es positiva, y entonces y/(z) es mayor que una constante positiva a partir de
un cierto z, y eso es absurdo ya que implicaria que la y(z) tiende a +oo (ver Figuras 2.13 y 2.14).

Ejemplo 2.8.2. Para verificar esto, sea el modelo para la temperatura de un fluido estd dado por
v = =3y +2)e?,

Integrado la ecuacion anterior se obtiene

dy - B
/(y2—3y+2)e‘y _/dx_x+c'

Si el interés es averiguar si la temperatura llegard a cero o mo, y cudles son los estados de equilibrio
estables del sistema. Es factible determinarlo estudiando el signo de la funcién f(y) = (y*> — 3y + 2)e ¥
(ver Figura 2.15). Los puntos equilibrio (o sea las raices de f) son x = 1 y x = 2; se tiene que [ es

+ 0 - 0 +
1

Figura 2.15: signos de f(y).

negativa entre 1 y 2 y positiva fuera del intervalo [1,2]. Por tanto

1. Como f es positiva a la izquierda de 1 y negativa a su derecha, resulta que 1 es punto de equilibrio
estable.

2. Como f es negativa a la izquierda de 2 y positiva a su derecha, resulta que 2 es punto de equilibrio
inestable.

Si la condicion inicial es yg < 1 entonces la solucion tenderd al punto de equilibrio 1.
Si la condicion inicial es yo € (1,2) entonces la solucion tenderd al punto de equilibrio estable 1.

Si la condicion inicial es yo > 2 entonces la solucion tenderd a +oo.

S oo e

St la temperatura inicial es positiva, entonces se mantendrd positiva en el futuro.
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2.9. Ecuacion de Clairaut

Definicion 2.9.1. La ecuacion diferencial de la forma

_dy dy
y=x—+f (dg:) ; (2.126)

se llama de Clairaut.

La solucién de (2.126)se efectia realizando la sustitucién p = %, en la nueva variable (2.126) se

reescribe como

y=xp+ f(p). (2.127)
Derivando (2.127) con respecto de x se obtiene
dy dp , df dp
A, . e 2.12
dx p+xd:p erpd:v ( %)
Dado que p = dy/dx, entonces (2.128) se reduce a
dp  df dp _ dp df
_,dp  dfdp _ dp . 2.12
0 xda:+dpd:c dx x—i_dp ( 9)
A partir de (2.129) se establece que dp _ 0Oox+ 4 = 0.
dx dp

Caso 1: Si g—g = 0, entonces p = ¢ con ¢ constante. Reemplazando el valor de p en (2.127) se obtiene

y = px + f(c) que corresponde a una familia de rectas.

df

Caso 2: Si z = —%, entonces (2.127) se reescribe como y = P + f(p) la cual corresponde a la
p
ecuacién de la curva envolvente de la familia de rectas y = cz + f(c).

Ejemplo 2.9.1. Resolver la ecuacion

dy dy
=z—+1—In(-—"=]. 2.1
y=zo+ n(daz) (2.130)
Sea p = %, entonces (2.130) se reescribe como
y=zap+1—1In(p). (2.131)
Derivando (2.131) con respecto a x se obtiene
dy dp 1dp
— = _— = . 2.132
dx p+xd:c pdx (2.132)
Dado que p = dy/dx, entonces (2.132) se reduce a
dp 1dp dp 1
e At S 4 P I 2.1
0 xdx pdr dzx . P (2.133)
. dp 1
A partir de (2.133) se establece que — =0 0 x = —.
dx P
= 5 o _ 0, entonces p = ¢ con ¢ constante. Reemplazando el valor de p en (2.127) se obtiene

x
y=cr+1—1Inc.
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Figura 2.16: Grafica de la solucién de (2.130).

1
» Six = —, entonces (2.127) se reescribe como
p

1 1 1
y=x+1—ln<):2—ln<>.
x x x

Ejemplo 2.9.2. Resolver la ecuacion diferencial

dy dy
=z— —1t — . 2.134
V=T <dw) ( )
Sea p = %, entonces (2.134) se reescribe como
y=xp—tan(p). (2.135)
Derivando (2.135) con respecto a x se obtiene
dy dp 2.\ 9P
& _ & v 2.1
e P+ T sec (p) 12 (2.136)
Dado que p = dy/dx, entonces (2.136) se reduce a
d d d
0= x£ — sechﬁ = £ (z —sec?p) . (2.137)
, dp 2
A partir de (2.137) se establece que i 0 o © = sec”p.
x
_dp :
= S i = 0, entonces p = ¢ con ¢ constante. Reemplazando el valor de p en (2.127) se obtiene

Y = cx — Ssecc.
= Si x =sec?p, entonces (2.127) se reescribe como
Yy = psech — tanp,

que representa la ecuacion de la envolvente de la familia de rectas y = cx — tanc.
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Ejemplo 2.9.3. Resolver la ecuacion diferencial

y=axy +24/1+ (y)2 (2.138)

Sea p = %, entonces (2.138) se reescribe como

y=ap+2y1+p (2.139)
Derivando (2.139) con respecto a x se obtiene

Zpdp
d d .
YW pr ey —dr (2.140)

dx de  \/1+p?

Dado que p = dy/dx, entonces (2.140) se reduce a

dp
2 =
dp Py dp 2p
O=g— 4+ 0T _ Z (4 = |, 2.141
dl‘ 1/1+p2 dl‘ 1/1+p2 ( )

d
A partir de (2.137) se establece que L 0oxr=-—

dx 1/1+p2.
d
-5 L

i 0, entonces p = ¢ con ¢ constante. Reemplazando el valor de p en (2.127) se obtiene
x

y=cx+2v1+ 2.

2
s Siz=——L _ cntonces (2.127) se reescribe como

V1+p?
—2p2
y = —F—=+2V1+p?

1+ p?

—2p? + 2 4 2p?
NEre
2

1+ p?

Lo anterior implica que

. - __ 2

2
Vi

son las ecuaciones paramétricas de la envolvente de la familia de rectas dada por y = cx+2v/1 + 2.
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2.10. Ejercicios

2.10.1. Ecuaciones de Variables Separables

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales

L W_ Y
Cdxr VT
dy
2. L =y—y3
dx
dr s+ 1 2
3 slnrz( >
ds r
4 dﬁ_ zy+3r—y—3
“dr  wy—2x+4y—8
d
5. %zsenflx.
6 74%__(:059
“dr senf’

7. (L+y2)de = (y — V14 y2) (1 +22)2dy.
8. (V2++/2y)dy = (y + 1)ds donde y = y(s).

d
9. il —ytanz = 0.
dx

d
2.10.2. Ecuacién de la forma d—y = f(Az+ By + ()
T

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales
1. 4% = 8z + 2y +4)3/% + 3.

9 dy _ (\/ix—i—ﬂ'y—‘re)?"

Codz 10

3. dx = (t + 2z + 4)%/*dt + dt.

d

4 ﬁ — 54+ Y2 —3r 7.
dy

5. =~ _9 r+y+1
dx

2.10.3. Ecuaciones diferenciales exactas

En cada problema determine si la ecuacién diferencial es exacta. Si es exacta resolverla.

1. <g —1ny) dx + (lnm — x) dxy = 0.
T Y

2. (2z — 1)dx + (3y + 5)dy = 0.
3. 2z +y)dx + (z + 6y)dy = 0.
4. 2z + y)dx — (z + 6y)dy = 0.
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5. (a: 3 —y senx) dr = (3xy? + 2y cos x)dy.
- (

=2

3z?y + €e¥) da + (23 + ze¥ — by) dy = 0.

1 t
-+ = dt v+ — =0.
<t+t y) +<ye +t2+y2>dy 0

d
+ cosx — 2my> d—y

\]

1+ — y(y + sen z).

d d
plotady |

©

1— 22y
10. 2z (1 + /2?2 —y) dr = \/x? — ydy.

2.10.4. Ecuaciones reducibles a diferenciales exactas
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales
1. (39U2 — y2) dy — 2xydx = 0.

e?dx + (e* coty + 2y cscy) dy = 0.

(xlny — 2zy)dr + (x + y)dy = 0.

(y? + 2y + 1)dz + (2® + 2y + 1)dy = 0.

xdy — ydz = (1 + y*)dy.

(y +x)dy = (y — z)dx.

S A e

7. dy + Yy = sen xdzx.
T

2
8. coszdr + <1 + ) sen xdy = 0.
Y

2.10.5. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales
Ly+y=el
2. 23y +xy = 8.

3. (1+:c)%—a:y:m+x2.

dy
4. 2)2—= =
(@ +2)"—

5.9 +2zxy =y +4x —2

5 — 8y — 4xy.

dr
6. @—FrsecO—cosG

d
7. (1+x)£—xy:x+a:2.

d
8. 3°Y 4 19y = 4.
dx

dy 2x+1
. r—= =z - 1.
9xdaz+x+1y T




Capitulo 3

Aplicaciones para ecuaciones
diferenciales de primer orden

“Es dificil apreciar del todo los capullos de las plantas en floracién sin un conocimiento razonable
de las raices, tallos y hojas que los nutren y soportan. El mismo principio es valido en matematicas, en
particular, en un curso de ecuaciones diferenciales”.

Autor: Desconocido

Uno de los problemas que un cientifico encuentra en su investigacion diariamente es resolver la pregunta
“;Como traduzco un fenémeno a un sistema de ecuaciones que lo describa? Es generalmente imposible
describir un fenémeno totalmente, se centran los esfuerzos generalmente para un sistema de ecuaciones
que describa el sistema o una situacion aproximada y adecuada.

En general, una vez que se construye la ecuacién o el sistema de ecuaciones, se comparan los datos
generados por las ecuaciones con los datos verdaderos recopilados del sistema (por la medida). Si los
dos sistemas de datos “convienen el” estan cercanos, podria pensarse que el sistema describe de manera
eficiente, algunas veces efectiva constituyéndose en un modelo matemaético si es validado. Por ejemplo, es
factible utilizar las ecuaciones para hacer predicciones sobre el comportamiento a largo plazo del sistema.
Si una prediccién conduce a algunas conclusiones que no estan cerca del comportamiento futuro del mundo
real, deben modificarse, corregirse o no tenerse en cuenta las ecuaciones subyacentes.

Los pasos bésicos en la construccién de un modelo son:

Paso 1: Indique claramente las suposiciones en las cuales el modelo esta basado. Estas suposiciones deben
describir las relaciones entre las cantidades que se analizaran.

Paso 2: Describa totalmente los pardmetros y las variables a utilizar en el modelo.

Paso 3: Utilice los supuestos (del paso 1) para derivar las ecuaciones matematicas que relacionan los
pardametros y las variables (del paso 2).

3.1. Crecimiento y decrecimiento

3.1.1. Ecuacién de Malthus

El crecimiento poblacional o dindmica de poblaciones, fue uno de los primeros intentos de modelar
matematicamente el crecimiento demografico humano. El economista inglés Thomas Malthus en 1798 logro
describir la curva de crecimiento de la poblacién de un pais. En esencia la idea del modelo malthusiano es
la hipétesis de que la tasa de crecimiento de la poblacion de un pais con indices constantes de nacimiento
y mortalidad, crece en forma proporcional a la poblacién (si dos cantidades u y v son proporcionales, se
escribe uaw, esto quiere decir que una cantidad es multiplo de otra: u = kv). Para el caso de la poblacién
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total P(t) de ese pais en cualquier momento ¢, es
dP
— =kP. 3.1
ke (31)

donde K es la constante de proporcionalidad. Dado que (3.1) es una ecuacién de variables separables,
entonces P

— = [ kdt. 3.2

%=1 (32)

In|P| =kt + C,

Integrando (3.2) se obtiene

luego

Pl — kt+C _ kit C

En consecuencia
P(t) — ekt—{-C’ — ektec.

Sea Py, la cantidad de poblacién inicial, es decir, en un tiempo ¢t = 0,
P(0) = el = ¢ = P,
Por lo tanto, la solucién de (3.1) sujeta a la condicién inicial P(0) = Py es
P(t) = Pye. (3.3)

La funcién P definida en (3.3) define una familia de curvas segin el valor inicial Py. k indica la velocidad
de variacién de P con relacién a t. A partir de (3.1) se verifica que si la constante de proporcionalidad k,
y, P(t) son positivas, entonces P’(t) es positiva y P(t) es creciente, en este caso se dice que el problema
es de crecimiento. Pero, si k es negativa, y, P(t) es positiva, entonces P’(t) serd negativa, lo cual implica
que P(t) es decreciente, y el problema es de decrecimiento.

Ejemplo 3.1.1 (Crecimiento del cultivo de bac-
terias). Suponga que la poblacion de una colonia de
bacterias crece de manera proporcional a la poblacion
en el tiempo t, que la poblacion inicial de bacterias
fue de 1000 y después de tres horas de observacion,
desde el inicio del proceso, se detectan 2000 bacte-
rias.

Figura 3.1: Bacterias.

Solucién: A partir de la informacién disponible se establece P(0) = 1000 y P(3) = 2000. Dado que es un
problema de crecimiento P(t) satisface la ecuacion diferencial (3.1) cuya solucién estd dada por (3.3).
Evaluando (3.3) en ¢ = 0 se obtiene P(0) = Pye*0 = Py, lo anterior implica que Py = P(0) = 1000.
Por otro lado, reemplazando t = 3 en (3.3) se obtiene P(3) = Pye®* = 1000e%*. Reemplazando
P(3) = 2000 en la ecuacién anterior se obtiene

2000 = 1000, (3.4)
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lo cual permitiré conocer el valor de k. En efecto, la solucién de (3.4) es equivalente a 2 = e3* luego
In2 = 3k lo cual implica que k =1In2/3 = 0,347. Asi entonces, la ecuacién que modela el fenémeno
es

P(t) = 1000347,

Observe que ekt = n2(t/3) — (em)t/ 5 ot/ 3 por consiguiente la solucién de (3.1) se reescribe como
P(t) = 1000 <2t/3> .

Con esta ecuacién podemos determinar, por ejemplo, la cantidad de bacterias que habria al término
de 4 horas; ella seria P(4) = 1000 (24/ 3) = 4000 ; note que con la primera ecuacién, el valor es

P(4) = 3999,999996.

Ejemplo 3.1.2 (Crecimiento del cultivo de bacterias). Un cultivo tiene una cantidad inicial Ny de
bacterias. Cuando t = lhora, la cantidad medida de bacterias es %N(). Si la razén de reproduccion es
proporcional a la cantidad de bacterias presentes, calcule el tiempo necesario para triplicar la cantidad
inicial de los microorganismos.

Solucién: Sea N(t) la cantidad de bacterias en el tiempo t, entonces a partir de los datos se obtiene

N(0) = No y N(1) = 3Ny/2. Se desea establecer el tiempo t = t* para el cual la cantidad inicial de
bacterias se triplica; es decir, se debe encontrar t* tal que

N(t*) = 3Np. (3.5)

Dado que la razon de reproduccion es proporcional a la cantidad de bacterias presentes, entonces el
fenomeno es modelado por la ecuacion diferencial

dN
— =kN .
dt ’ (3.6)

donde k es la tasa de crecimiento poblacional constante. La solucion de (3.6) estd dada por
N(t) = Ce, (3.7)

donde C' es la constante de integracion. Reemplazando N(0) = Ngo en (3.7) se obtiene N(0) =
CeF0 = C = Ny, lo cual implica que C = Ny. Por lo tanto (3.7) se reescribe como

N(t) = Noe*t. (3.8)

Evaluando en t =1 la expresion para N definida en (3.8) y utilizando la condicion N (1) = 3Ng/2
en (3.8) se obtiene la siguiente igualdad Noe* = 3Ny /2, a partir de la ecuacion anterior se despeja

k; 0015(377,’ltind0
( )

N(t) = Noe195¢, (3.9)

Por lo tanto

Ahora, utilizando la ecuacion (3.5) se obtiene
N(t*) = Noe®1%"" = 3Ny, (3.10)

In3

0,405
poblacion de bacterias es de 2,71 horas.

a partir de (3.10) se despeja t* =

= 2,71. Por tanto, el tiempo necesario para triplicar la
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3.1.2. Crecimiento Logistico

Ejemplo 3.1.3. Halle la solucion de la ecuacion diferencial que describe el hecho de que cuando los
factores ambientales imponen un limite superior sobre su tamano, la poblacion crece a un ritmo que es
conjuntamente proporcional a su tamano actual y a la diferencia entre su limite superior y su tamano
actual.

1

3
]
Y

Figura 3.2: Alusién al crecimiento.

Solucidén: Sea P(t) el tamano de la poblacién en el tiempo ¢, y L el limite superior impuesto a la poblacién
por el medio ambiente. Entonces, el ritmo de crecimiento de la poblacién es ‘fi—f, y la diferencia
entre el limite superior y la poblaciéon es = L — P. Como “conjuntamente proporcional”significa
“proporcional al producto”, entonces la ecuacion diferencial que modela el problema es,

P

—r =kP(L—P), (3.11)

siendo k, la constante de proporcionalidad. Ajustando las variables, la ecuacién queda % = kdt

o en la forma general kdt = % = 0, integrando término a término se tiene

/kdt—/P(IiUi)P) e (3.12)

La primera integral es inmediata, la segunda se puede resolver aplicando fracciones parciales asi:
1 A n B
P(L-P) P L-P

luego 1 = A(L — P) + BP. la ecuacién anterior implica que 1 = AL y A = B lo cual implica que
A = B =1/L. De esta forma, la ecuacién (3.12) se reescribe como

i~ [ lam+ m=ml = ©

1 1
——-lP+ (L -P) = C.

Multiplicando por L la ecuacién anterior, se obtiene K Lt —In P+1n(L — P) = C'L. Ahora aplicamos
las propiedades de los logaritmos y simplificando se obtiene

L—-P
P

In

= L(C — kt),
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luego
L—P ek
Iz .
Despejando P a partir de la ecuacién anterior se obtiene

1
P(t) = s
0 = TGt

donde Cy = e“L.

Ejemplo 3.1.4 (Propagacién de un virus). Suponga que
un alummno es portador del virus de la gripe y regresa a su
escuela donde hay 1000 estudiantes. St se supone que la
razon con que se propaga al virus mo solo a la cantidad
x de alumnos infectados, sino también a la cantidad de
alumnos no infectados, determinar la cantidad de alumnos
infectados seis dias después si se observa que a los cuatro
dias habian 50 alumnos contagiados, x(4) = 50.

Figura 3.3: Estudiantes.

Solucién: Suponiendo que nadie sale de la escuela durante la epidemia, debemos resolver la ecuacion
diferencial logistica

d

O kx(1000 — ). (3.13)
dt

donde z(t) representa la cantidad de alumnos infectados en el tiempo ¢ y k es la tasa constante de

crecimiento de la poblacién de infectados. Separando variables e integrando por fracciones parciales,

se tiene
dx
— = kdt
(1000 — x)
_1 _1
1000 1000 dr = kdt. .14
<x +1000—x> . (3.14)

Integrando en ambos lados de la ecuacién (3.14) se obtiene

1 1
1000 1000 _
/( x +1000—x)dx - /dt

L $ — kit
1000 1000 — | “r
de donde se obtiene
x — (e 000kt
1000 — = '

Despejando la variable x como funcion de t, se tiene

~ 1000c;e 000kt 1000cy

w(t) = 1 + cpel000kt — —1000kt | ¢, (3.15)
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Dado que al inicio de la infeccién solo un alumno es portador del virus de la gripe entonces x(0) = 1,
reemplazando la ecuacién anterior en (3.15) se verifica que 1 = 1&2%22, por lo tanto co = 1/999.
Reemplazando el valor de c en (3.15) se obtiene

1000

e 1000kt + 399

Reemplazando la segunda condicién inicial z(4) = 50 en (3.16) se obtiene

1000

50 = —_9% (3.17)
— 1
4000t 4 I

luego

(355)
k= =yl = 0,0009906.

Reemplazando el valor de k en (3.16) se obtiene

1000

e 0,9906t + 999

Ahora, evaluando (3.18) en ¢t = 6 se obtiene

e 0,9906-6 + 595

Por lo tanto después de 6 dias habran 276 estudiantes infectados con la gripe.

Ejemplo 3.1.5 (Uso de sistemas computarizados bajo formula dada). La cantidad N(t) de supermerca-
dos del pais que estdn usando sistemas de revision computarizados se describe por el problema con valores
imiciales
dN
T N(1—-0,0006N), N(0)=1. (3.19)

Se debe predecir cudntos supermercados se espera que adopten el nuevo procedimiento en un periodo de
tiempo largo. Resuelva el problema con wvalores iniciales ;Cudntas companias se espera que adopten la
nueva tecnologia cuando t=107

Solucién: Siguiendo un procedimiento similar al realizado en el Ejemplo 3.1.4 se calcula la solucion del
PVI definido en (3.19), la cual estd dada por

2000¢*

N(t)= —.
®) 1999 + et

Ahora, para t = 10 se tiene
2000e'°

Por tanto, se espera que 1834 empresas opten por la nueva tecnologia en 10 anos.
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3.1.3. Vida media

La vida media es una medida de estabilidad de una sustancia radioactiva, es simplemente el tiempo
que transcurre para que se desintegre o transmute a la mitad de los dtomos de una muestra inicial, Ao,
y se conviertan en atomos de otro elemento. Por ejemplo, la vida media del Radio (Ra — 256), atomo
muy radioactivo, es de aproximadamente 1700 anos. En este lapso de tiempo la mitad de determinada
cantidad de atomos Ra — 256 se transforma en dtomos Radén, Rn — 222. El Uranio (U — 238) tiene una
vida media de 4500 millones de anos, tiempo que tarda para que la mitad de sus atomos se transformen
en atomos de Plomo, Pb — 206.

Ejemplo 3.1.6. Un reactor de reproduccion convierte el Uranio (U-238) relativamente estable en
Plutonio (Pu-239), isétopo radioactivo. Al cabo de 5 arnos se tiene que se ha desintegrado 0,043 % de
la cantidad inicial de una muestra de Pu-239. Calcule la vida media de ese isétopo. Si la rapidez de
desintegracion es proporcional a la cantidad restante.

Figura 3.4: Reactor.

Solucidén: Sea A(t) la cantidad de plutonio restante en el tiempo t, entonces

dA
—r = kA, A0) = Ao, (3.20)

la dindmica del Pu-239. Dado que al cabo de 5 anios se ha desintegrado 0,043 % de la cantidad inicial
de una muestra de Pu-239, entonces

A(5) = Ay — 0,043 %Ay = 0,99957 Ay

Sea t* la vida media del Plutonio, entonces

La solucion del PVI (3.20) es
A(t) = Ager®).

Utilizando la condicidon inicial A(5) = 0,99957Aq se obtiene
A(5) = Age®* = 0,99957 Ao,

lo cual implica que

|
o DO _ o

luego .
A(t) = Age 8010771, (3.21)

FEvaluando (3.21) en la vida media t* se obtiene

5t* o AO

A(t*) _ A06—8,6$107 5

(3.22)
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Despejando t* a partir de (3.22) se obtiene

L In(z)
t = soe s = B0

Por lo tanto la vida media del Pu-239 es de aproximadamente 8.1 anos.

3.1.4. Método del carbono C-14

El método del carbono C-14 se debe al quimico Willard Libby cuyo descubrimiento le valié el Premio
Nobel de Quimica en 1960. La teoria se basa en lo siguiente; la atmoésfera terrestre es continuamente
bombardeada por rayos césmicos, los cuales producen neutrones libres que se combinan con el nitrégeno
de la atmésfera para producir el isétopo C-14 (carbono 14 o radiocarbono).

Este C-14 se combina con el biéxido de carbono presen-
te en la atmdsfera, el cual es absorbido por las plantas
y estas a su vez son alimento para los animales. Asi
es como se incorpora el radiocarbono a los tejidos de
los seres vivos. El cociente de la cantidad de C-14 y la
cantidad de carbono ordinario presentes en la atmésfera
constante, y en consecuencia la proporcién de is6topo
presente en todos los organismos vivos es la misma que
en la atmésfera. Cuando un organismo muere, la veloci-
dad de incorporacion de radiocarbono a él se hace nula y
entonces comienza el proceso de desintegracién radioac-
tiva del C-14, que se encontraba presente en el momento
de su muerte.

Figura 3.5: Fésil.

Asi comparando la proporcién de C- 14 que hay en un fésil con la proporcién constante encontra-
da en la atmoésfera es posible obtener una estimacién razonable de su edad. Para expresar el ritmo de
descomposicién de un elemento se utiliza el concepto de vida media t* tratado en la Seccion 3.1.3.

Ejemplo 3.1.7. Sea y = f(t) la cantidad de sustancia existente de un cuerpo en un tiempo t, entonces
la ecuacion diferencial

f'(t) =kf(1), (3.23)

la dindmica de crecimiento o decrecimiento de la sustancia quimica. Si el proceso es de desintegracion,
entonces k es menor que cero. La solucion de (3.23) es f(t) = f(0)e*, en ningin tiempo t se anula,
puesto que e*t es siempre positiva, por tanto no se puede hablar de “tiempo total de vida” de una sustancia
radiactiva. Pero es posible determinar el tiempo necesario para que se desintegre una fraccion parcial de la
muestra. Generalmente se elige la mitad de la sustancia, es decir f(t*) = 1f(0), siendo t* la vida media
de la sustancia tal que:

£(6) = FO)H = L 5(0),

luego eFt = %, tomando logaritmo natural en ambos lados de la ecuacion anterior se tiene In e = In (%),
o equivalentemente kt =€ (%) En consecuencia,

g1 (L) 2 _n2
ok 2/ k7

donde k < 0. La Figura 3.6 muestra la grdfica de f(t) = f(0)e* con k menor que cero es:

Ejemplo 3.1.8. La vida media del radio es de 1700 anos, qué porcentaje de radio quedard al cabo de
50 anos, y al cabo de 2000 anos?
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£

L2y

Figura 3.6: Curva solucién de la ecuacion f'(t) = kf(t) bajo las condiciones del Ejemplo 3.1.7.

Solucién: Sea y = f(t) la cantidad de radio existente en un tiempo t, como y' = —ky con k mayor que
cero, entonces la ecuacidén diferencial que determina la dindmica del fendmeno es y' + ky = 0, cuya
solucion es f(t) = f(0)e™*. Hallemos k, utilizando la vida media del radio la cual es de 1.700 arios.
Lo anterior implica f(1700) = f(0)e=170% = 2£(0), luego 5 = e~ 1% tomando logaritmo natural
se tiene In(1/2) = Ine 7% = —1700k, por lo tanto k = In(2/1700). La solucién de la ecuacion

diferencial dada es f(t) = f(0)e T0't. La ecuacidn anterior implica que el porcentaje de radio que
resta después del tiempo t estd dado por

t n
porcentaje(t) = iG] = ¢~ 1700t (3.24)

(0)

Evaluando (3.24) en t = 50 se obtiene
porcentaje(50) = e~ 170650 — 0,9798,

lo anterior implica que despues de 50 anos queda aprorimadamente el 98% de radio. Ahora eva-
luando (3.24) en t = 2000 se obtiene

porcentaje(200) = e~ 17602000 — 0,4424,
en consecuencia después de 2000 anos queda aprozimadamente el 44 % de radio.

Ejemplo 3.1.9. Se analizé un hueso fosilizado y se encontré que contenia la centesima parte de la
cantidad original de C-14 determine la edad del fosil.

Figura 3.7: Hueso fosilizado.

Solucién: Sea A(t) la cantidad de C-14 en el tiempo t, entonces el PVI

A
%t — kA, A(0) =0, (3.25)
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describe la dindmica de degradacion de C-14 en el tiempo. Sabemos que la solucion de (3.25) es

A(t) = Age™.
Ahora, dado que la vida media del C-14 es 5600 anos, entonces
A
A(5600) = Age®00%k — ?0 (3.26)

a partir de (3.26) se obtiene k =1n(1/2)/5600 = —0,00012378. Por lo tanto
A(t) — A0€_0’00012378t.
Como el fosil contenia la centésima parte entonces su edad es la solucion t* de la siguiente ecuacion

A0670,00012378t* _ ﬂ’
100
la cual estd dada por
o_ _ mim_____ Inl00
—0,00012378  0,00012378

es decir que el fosil tiene una edad aproximada de 37204 anios.

= 37204,

Ejemplo 3.1.10. Los arquedlogos utilizan piezas de madera quemada o carbon vegetal, encontradas en
un lugar para datar pinturas prehistoricas de paredes y techos de una caverna en Lascaux, Francia. Precise
la edad aprorimada de una pieza de madera quemada, si se determind que 85,5 % de su C-14 encontrado
en los drboles vivos del mismo tipo se habia desintegrado.

Figura 3.8: Arquéologa.

Solucién: Sea B(t) la cantidad de C-14 presente en la madera que quedd a través del tiempo. Siguiendo
el mismo procedimiento del Fjemplo 3.1.9 se establece que la funcion que rige la dindmica es

B(t) — Bo€_0’00012378t. (3'27)

Como se desintegré el 85,5 % del C-14, entonces resta un 14,5 %. Sea t* la edad aprozimada de una
pieza de madera quemada, entonces

B(t*) = 0,145By. (3.28)
Evaluando (3.27) en t*, e igualando las ecuaciones (3.27) y (3.28) se obtiene

Boe~0:00012378¢ _ 1458

_ In(0,145)
luego t* = ~20,00012378
15.600 anos.

= 15597,91. Por lo tanto, la madera hallada en la caverna data de hace
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3.2. Ley de enfriamiento de Newton

Esta propiedad establece que la variacién de la temperatura en un determinado medio es proporcional
a la diferencia entre la temperatura ambiente y la temperatura presente. Si T'(t) es la temperatura en el
tiempo t y T}, la temperatura del medio entonces

T
= k(T = Ty). (3:29)

Ejemplo 3.2.1. Al sacar un pastel del horno su temperatura es 300°F, después de 4 minutos su
temperatura es de 100°F ;En cuanto tiempo se enfriard hasta la temperatura ambiente de 70°F7.

N |
e 555
TSI
7 | )

Figura 3.9: Pastel a 300°F'.

Solucién: Al sacar un pastel del horno su temperatura es de 300°F, lo cual es equivalente a T(0) =
300°F'. Después de 3 minutos su temperatura es de 200°F; es decir, T(4) = 100°F. En este caso,
la temperatura ambiente o del medio es T,, = 7T0°F. Lo anterior inplica

% — k(T —70) (3.30)
T(0) = 300 (3.31)
T(4) = 100. (3.32)

Observe que la ecuacdn (3.30) es separable y también lineal, su solucion estd dada por
T(t) = 70 4 ¢t (3.33)
Reemplazando (3.31) en (3.33) se obtiene,
T(0) = 70 + 179 = 300,

luego
70 4 ¢1 = 300,

lo cual implica que ¢; = 230. Reemplazando el valor de ¢1 en (3.33) se obtiene
T(t) = 70 4 230e*. (3.34)
Ahora, reemplazando (3.32) en (3.34) se obtiene
T(4) = 70 + 230¢** = 100,

In(3/23)

l k=
ueqo 4

= —0,51. Por lo tanto

T(t) = 70 4 230e 21, (3.35)
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Tiempo | Temperatura
10 71.4
11 70.8
12 70.5
13 70.3
14 70.2
15 70.1

Cuadro 3.1: Ley de enfriamiento.

Observe que

lim T'(t) =70

Jim T() =170,
lo cual implica que la temperatura alcanza los T0°F en co. Sin embargo, en la Tabla 3.1 se verifica
que después de 15 minutos la temperatura es muy cercana a los T0°F.

Ejemplo 3.2.2. Se calienta agua hasta su punto de ebullicion 100°C, se retira del fuego y se mantiene en
un recinto que se encuentra a una temperatura constante de 60°C'. Al final de 8 minutos la temperatura
del agua es de 90°C. Calcular la temperatura del agua al final de 6 minutos y el tiempo en la cual la
temperatura del agua serd de 75°C'.

Figura 3.10: Agua a 100°C.

Solucién: Sea y = f(t) la temperatura de un cuerpo en un tiempo t; la velocidad de variacion de y con
respecto al tiempo t es proporcional a la diferencia entre su temperatura y la del medio ambiente
(Ley de Enfriamiento de Newton). Sea M la temperatura del medio ambiente. Luego la ecuacion
diferencial que sirve de modelo a este problema esy' = —k(y — M) o equivalentemente

y + ky = kM, (3.36)

donde k es una constante positiva, esta ecuacion es diferencial lineal de primer orden, luego su
solucion viene dada por

ft) = fa)e™ + e / t kMe*dt, (3.37)

a

donde f(a) es la temperatura del cuerpo en un tiempo t = a. Para nuestro problema se tiene
f(0) =100, la cual es la condicion inicial dada, ademds M = 60. Reemplazando estas condiciones
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en (3.37) se tiene

t
f(t) = 1007 4 e F / k60e"* dx
a

= 100e~* + e~ *[60er — 60]
= 100e " — 60e~** + 60

= 40e " +60.

(3.38)

Hallamos k utilizando la condicion de f(3) = 90. En efecto, evaluando f definido en (3.38) ent =3

se obtiene

f(3) = 40e~3F 4+ 60 = 90,

lo anterior implica que k = %ln (%) Entonces la solucion a la ecuacion diferencial (3.36) es

F(t) = 40e~3(3)t + 60.

Hallemos la temperatura al final de 6 minutos, calculamos

F(6) = 40e~3m(3)®) 160
— 40¢21(3) 4 60
10e~"(5") 1 60

45

= — :2
2—1-60 82,5

Por lo tanto, después de 6 minutos la temperatura serda de 83°C' aproximadaente. El instante en el

cual la temperatura es de 75°C', lo podemos calcular asi:

75 = f(t) = 40e~(/IME) 4 60,

luego

75 = 40e~#/3)n(4/3) 4 6o

15 = 40et/3)m4/3)

la solucion de la ecuacion anterior es t = 10 minutos.

Ejemplo 3.2.3. La policia descubre el cuerpo de
una profesora de ecuaciones diferenciales. Para re-
solver el crimen es decisivo determinar cuando se
cometio el homicidio. El forense llego al medio dia y
de inmediato observa que la temperatura del cuerpo
es de 30 grados Celcius. Espera una hora y obser-
va que la temperatura del cuerpo ha disminuido a 29
grados Celcius. Asi mismo, observa que la tempera-
tura de la habitacion es constante a 27 grados Cel-
cius. Suponiendo que la temperatura de la victima era
normal en el momento de su fallecimiento (37 gra-
dos Celcius), determinar la hora en que se cometio
el crimen.

Figura 3.11: Lugar del crimen.
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Solucién: Para determinar la hora del crimen, hacemos uso de la ley de enfriamiento de Newton que
establece que la tasa de cambio de la temperatura T'(t) de un cuerpo con respecto al tiempo t es
proporcional a la diferencia entre T y la temperatura A del ambiente. La ecuacién que rige esta ley
se formula

ar
dt

con k constante real. En nuestro caso tenemos que la ecuacion diferencial viene dada por

= k(T — A),

dr

& k(T -2
= (T~ 27),

y puesto que se trata de una ecuaciéon de variables separables, es facil calcular su solucién general,
la cual viene dada por

T(t) = 27 + CeM.

Ahora bien, observando las condiciones del problema, y considerando el medio dia como t = 0, se
tiene que 7'(0) = 30 y T'(1) = 29. De aqui se obtiene que C = 3 y k = In(2/3)/3 = —0,4056. Por
tanto,

T(t) =927+ 06_0’4055t.

Teniendo ahora en cuenta que en el instante de su muerte, la temperatura de la victima era de 37
grados Celsius, entonces

37 = 27 4 3¢~ 440,
luego

1
= — In(1 ~ —3.
t 0.4055 n(10/3) 3

Lo que traduce que la victima murié tres horas antes del medio dia, esto es, a las 9:00 horas.

3.3. Mezclas

Estos modelos se caracterizan por entradas y salidas de voliumenes de fluidos por lo general cuando se
mezclan dos compuestos, estos generan un nuevo compuesto. Por ejemplo, cuando describimos la mezcla
de dos salmueras la razén con que cambia la cantidad de sal, A’(¢t) en el tiempo de mezcla esta dada por

dA

i Rapidez con que entra la sal-Rapidez con que sale la sal

= Rp— Rs. (3.39)
Ry y Rg también son llamados razén de entrada y razon de salida, respectivamente, y se definen como

Ry = ceve (3.40)
Rs = csvs, (3.41)

donde ¢, es la concentracién de entrada y, ve es la velocidad de salida, ¢, es la concentracion de salida y
vs es la velocidad de salida.

Ejemplo 3.3.1. Supongamos que un tanque mezclador grande contiene 300 galones de salmueras, otra
solucion de salmuera se bombea al tanque a razon de 8 galones por minuto, la concentracion de sal en
este efluente es de 2 litros por galon, la solucion bien agitada se desaloja a la misma razén. Si habia 50
libras de sal disueltas en los 300 galones iniciales, ;cudnta sal habrd en el tanque pasado mucho tiempo?
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Solucién: A partir de la informacion del ejemplo se establece que ve = 3 gal/min, cc = 2L/g, vs =

3.4.

Alt) _ A

3gal/min y cs = =~ = 555- Sea A(t) la cantidad de sal en el tiempo t entonces
- _ Cele — C5
dt - eve SYSs
A
= (2)(3) —3—
(2)(8) ~ 355
A
= 6——. 42
0 100 (342)
La solucion de (3.42) estd dado por
A(t) = 600 + ke 100", (3.43)

Evaluando (3.43) ent = 0 se obtiene A(0) = 600 + ke~ 1000 = 6000 + k. Por otro lado, utilizando
la condicion inicial A(0) = 50 se obtiene 600 + k = 50, luego k = —550. Reemplazando el valor de
k en (3.43) se obtiene

A(t) = 600 — 550 100" (3.44)

Dado que
lim A(t) = lim (600 - 550e*ﬁt) = 600,

t—o00 t—o0

entonces pasado mucho tiempo habrdn 600 libras de sal.

Aplicaciones a la mecanica

Ejemplo 3.4.1. Una gota de aceite, cuya masa es de 0,2 g cae partiendo del reposo. Cuando su velocidad

es de

40cm/s, la fuerza debida a la resistencia del aire es de 160 dinas. Suponiendo que dicha fuerza es

proporcional a la velocidad instantdanea:

a) Hallense la velocidad y la distancia recorrida en funcion del tiempo.

b) Determinar la velocidad limite.

masa = 0,2g

Figura 3.12: Gota de aceite de masa 0, 2g.

Solucién: La gota estd afectada por dos fuerzas una debida a su peso w, la cual obliga a la gota a ir

hacia abajo y otra que se opone a esta y es la resistencia del aire r, la cual es proporcional a la
velocidad instantdnea. Consideraremos positivo hacia abajo y negativo hacia arriba. Entonces segun
la sequnda ley de Newton tenemos F' = w — kv, donde k es la constante de proporcionalidad y es
positiva, luego la ecuacion diferencial correspondiente es mv' = mg — kv, siendo m la masa, v la
velocidad, g la gravedad, esta ecuacion se puede transformar en v’ + %’ = g. La cual es una ecuacion
diferencial lineal de primer orden, su solucion es

t
v(t) = v(0)e™ AW 4 =AM / ge @z, (3.45)
0
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donde

luego

= v(O)e_% tem [@e% - %]
= U(O)e_% + % [1 - 6_%} . (3.46)

Siv(0) =0, como en nuestro caso entonces:

gm kt

v(t) = [1 - eiﬁ} :

De acuerdo a la condicion dada que la resistencia al movimiento es de 160 dinas cuando la velocidad
es de 40 centimetros por sequndo y dicha fuerza es proporcional a la velocidad instantdnea, entonces
podemos hallar el valor de k, ya que 160 = 40k, luego k = 4. Reemplazando este valor en la solucién
final tenemos que v(t) = 49[1 — e~2%]. Para hallar la distancia recorrida en funcion del tiempo
podemos emplear la condicion que v(t) = % luego:

ds
— =49 — 49¢720,
di €

FEsta es una ecuacion de variables separables, entonces

s t t
/ ds = / 49dt — / 49¢7205 5
0 0 0

49
s(t) = 49+ —[e 2" —1].
(1 +oole 1]
La velocidad limite se tiene cuando t se hace tan grande que podemos decir que t — oo, entonces en
este caso e 2% tiende a cero, luego la velocidad limite es 49 centimetros por sequndo.

Ejemplo 3.4.2. Un dia comenzé a nevar a una
tasa pesada y constante. Una mdquina quitanieves
comenzo a trabajar a medio dia, avanzando a 2 millas
la primera hora y a una milla la seqgunda hora. ;A qué
hora comenzd a nevar?

Figura 3.13: Dia nevado.

Solucién: En primer lugar, los datos del problema estan de acuerdo con la idea de que el quitanieves se
movera mas lentamente a medida que la capa de nieve aumenta. Sin pretender determinar cudles
asunciones pueden ser buenas o malas, asumimos que el quitanieves quita la nieve a una tasa
constante de K metros cibicos por hora. Luego t serd el tiempo medido en horas a partir del medio
dia, y x denotard la profundidad en mm de nieve en un tiempo t. Ademads y denotara la distancia que
se mueve el quitanieves con respecto al tiempo. Luego % es la velocidad de quitanieves y nuestra

. , d - - ,
asuncion sera w:rd—f{ = K, donde w es la anchura que da el quitanieves. Para encontrar cémo x
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depende del tiempo, ty sera el nimero de horas antes del medio dia cuando comenzo6 a nevar, y S
serd la tasa constante en mm en la cual la profundidad de la nieve se incrementa. Luego usando
t>—t,

Tr = S(t + to)a

y obtenemos la ecuacién diferencial:
dy k
dt — ws(t+t,)

k
Esta ecuacion diferencial tiene la forma % = f(t), y vemos que y = —[In(t + t9) + C] donde C es

una constante. Se puede sospechar o especular que el conocimiento de muchos pares de valores de y
y t deben permitirnos determinar ¢y y asi obtener una solucién para el problema. En y = 0 cuando
t = 0 encontramos que en la ecuacién anterior C' = — In ty. Entonces:

k
y:ln(l—i-t).
ws to

Luego usamos el hecho de que y = 2 cuando t = 1, y y = 3 cuando t = 2 para obtener:

22 1\
1+2) =(14+=2) .
(+2) =(+2)

Expandiendo los exponentes y simplificando la ecuacién t2 + t, — 1 = 0, donde ¢, > 0, obtenemos

to = (_1_'2_\/5) = 0,618 horas = 37 min.

Por lo tanto, la hora en que empezo6 a nevar fue a las 11:23 a.m.

Ejemplo 3.4.3. Una particula se mueve en linea recta hacia un punto fijo 0, bajo la accion de una
fuerza atractiva en 0 que varia directamente con su distancia a 0. Cuando t = 0 la particula dista /
cms de 0 y se mueve hacia 0 con una velocidad de 6 centimetros por sequndo, y una aceleracion de 16
centimetros por sequndo cuadrado.

a) Hdllense su posicion y velocidad de particula en funcion del tiempo.
b) Obténgase la amplitud, el periodo y la frecuencia del movimiento.

¢) Determinese la velocidad y aceleracion mdzima.

Solucién: Tomemos un punto fijo 0 como origen de un sistema de coordenadas, supongamos que la
particula inicia su movimiento en un punto A, tomemos 0A como sentido positivo. Sea P la posicion
de la particula en un instante t. Como la magnitud de la fuerza de atraccion F' hacia 0 es proporcional
a su distancia a este punto tendremos F = kx, con k > 0. Supongamos x > 0, luego la magnitud
de la fuerza es kx. Como la fuerza F estd dirigida hacia 0 (en sentido negativo) tendremos que
F = —kx con x mayor o igual a cero. Si x < 0, luego la magnitud de la fuerza es —kx, como
la fuerza F estd dirigida hacia la derecha (en sentido positivo) luego F = —kx con x menor que
cero; luego la ecuacion diferencial que describe este fenomeno fisico es m‘fl% = —kx. Para nuestro
caso la velocidad y la aceleracion estd dirigida hacia O, cuando la particula dista 4cm o sea para
t = 0 tendremos z(0) = 4, v(0) = —6, a(0) = —16, cada una con sus respectivas unidades del

sistema CGS, ahora podemos calcular el cociente % ya que —16 = —%4, luego % = 4. La ecuacion

. . . 2 .
diferencial original se transforma en Calng = —4x. Para resolver esta ecuacion de sequndo orden la
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transformamos en una de primer orden, mediante el siguiente cambio de variable, como v(t) = ‘fl—f
de modo que

2

A2z B dv dv dz dv

- Y= = . — = v —.
dt dt dx dt dt
Luego la ecuacion diferencial de sequndo orden se convierte en:

dv
= g
v T z

La cual es una ecuacion diferencial de variables separables, su solucion estd dada por

/vdv:—/ 4z dzx.
—6 4

FEntonces:
v (t) 36
- = —22? 432
2 > z°+3
v2(t) = 4(25—2?)

) = +2v/25 — 22

Como v(t) = d—f, reemplazando en la dltima ecuacion tenemos una ecuacion de variables separables.

d
S N (3.47)

dt
Cfl—f = —2/25 — 2. (3.48)

La solucion de la ecuacion diferencial (3.47) es

T t
/ ;l; - / 2dt (3.49)
4 - 0

. X .

arcsin — — arcsin — = 2t. (3.50)
5 5

Definimos u = arcsin %, luego sinu = % , Y, CoOsSu = %, luego la ecuacion (3.50) se transforma en

arcsin g = 2t + u.

Aplicando la funcion seno tenemos:

xz(t) = bsin(u+ 2t)
= 5cos2tsinu 4 sin 2¢ cos u.
Luego
r = 4cos2t+ 3sin2t
= —8sin2t + 6cos 2t.
Podemos definir el signo, tanto para x como para v, usando la condicion dada de que v(0) = —6, lo

cual implica que:

x(t) = 4cos2t—3sin2t
—8sin 2t — 6 cos 2t
a(t) = —16cos2t+ 12sin2t.

c
—~

~+~
S~—
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Para calcular la amplitud, periodo y frecuencia del movimiento recurrimos a la formula x(t) =
5sin(u — 2t). Luego v(t) = —10cos(u — 2t) y a(t) = —20sin(u — 2t). Es fdcil ver que la amplitud
es 5, el periodo es m y la frecuencia es %, cada uno con sus respectivas unidades. La velocidad
mdzima es de 10 centimetros por sequndo y la aceleracion mdzxima es de 20 centimetros por sequndo
cuadrado.

Ejemplo 3.4.4. Para movimientos de gran rapidez en el aire, como el que realiza un paracaidista, que
estd cayendo antes de que se abra el paracaidas la resistencia del aire es cercano a una potencia de la
velocidad instantdnea v(t). Determinar una ecuacion diferencial para la velocidad v(t) de un cuerpo de

masa m que cae, si la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la velocidad instantdnea (ver
Figura 3.14).

mg

Figura 3.14: El paracaidista.

Solucién: En la dindmica del movimiento actian dos fuerzas f1 el peso y fo la resistencia del aire. A
partir de las leyes de la fisica se establece que la fuerza total es

Y f=h+h

El peso actia sobre el cuerpo hacia abajo (direccion positiva). La resistencia (kv?) con k > 0 actia
para impedir el movimiento, va hacia arriba (direccion negativa).

Zf:mgfk‘vz.

Zf:ma.

mg — kv? = ma,

Utilizando la sequnda ley de Newton

Igualando las sumatorias de fuerzas

donde
dv
a=—.
dt
Sustituyendo en la ecuacion anterior se obtiene
dv
mg — mg — kv? = m—

Ejemplo 3.4.5. Un paracaidista cuya masa es de 75kg se deja caer desde un helicoptero, que estd a 4000
m de altura. La fuerza debida a la resistencia del aire es proporcional a la velocidad instantdnea de caida,
siendo k = 15kg/s la constante de cuando el paracaidas estd cerrado y k = 105kg/s cuando estd abierto.
Si el paracaidas se abre un minuto después de saltar. Calcular la velocidad v(t) y la correspondiente
posicion s(t) en cada instante. ;Cudnto tarda en llegar a la superficie?
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Solucién: Podemos observar que tenemos dos situaciones diferentes una (Py) antes de abrir el paracaidas
y otra (Py) después de abrir el paracaidas, al cabo de 60 s. Esto da lugar a dos problemas de valor
wnicial diferentes:

d
md—: =mg—15v v(0) =0 (3.51)

dv
My = Mg = 1050 v(60) = vy. (3.52)

ElPVI (3.51) corresponde a Py y el PVI (3.52) corresponde a Ps. La solucion del problema Py, que
es valida para 0 < t < 60, viene dada por:

Haciendo uso de esta expresion, obtenemos que v(60) ~ 49m/s = vi. Podemos ahora resolver el
problema Ps, obteniendo que

5
u(t) = 79(1 +6e84F),

para t > 60. Si calculamos el desplazamiento s(t) = [wv(t)dt, tenemos que, para 0 < ¢t < 60, y
teniendo en cuenta que s(0) =0 (se mide a partir de la posicion del helicoptero), se obtiene que

s(t) = bg(t +5e5 —5),

para 0 < t < 60. Cuando t = 60, al abrir el paracaidas, se tiene que el espac72t'0 recorrido es
s(t) = 5g(55 4+ 5e712) ~ 2695m. Para t > 60 la solucion es s(t) = 579(25 — 56e%75) + 2305. Por
dltimo, cuando llega al suelo debe ser s(t) = 4000. Por tanto, resolvemos la ecuacion en t,

579 <t - 57)66847;) +2305 = 4000

5 7t
t——6e375 = 242
7°¢ ’

y cuando t > 60 se verifica que t — %66847% ~ t, luego el paracaidista tarda en llegar a la superficie

t~ 242 s

Ejemplo 3.4.6. Un cuerpo de 8 lb de peso cae partiendo del reposo desde una gran altura. Conforme cae,
actia sobre él la resistencia del aire a la que supondremos (en libras) numéricamente igual a 2v, siendo
v la velocidad (en pies por sequndo). Hallar la velocidad y la distancia recorrida al cabo de t sequndos.

Solucién FElegimos el eje x positivo como vertical y hacia abajo, a lo largo de la trayectoria del cuerpo
B, el origen en el punto en que el cuerpo inicia su caida. Las fuerzas que actian sobre el cuerpo
son:

1. Fi, su peso, 8lb, actuando hacia abajo y, por tanto positiva.

2. F5, la resistencia del aire numéricamente igual a 2v, actuando hacia arriba y por lo tanto
negativa y con valor de —2v.

La segunda ley de Newton F' = ma se transforma en m = % = F1+ F2. Tomando g = 32 y

utilizando m = % = §8,32 = i, y puesto que el cuerpo se encontraba inicialmente en reposo se
obtiene

1dv
- — —9 .
1q 8 v (3.53)

v(0) = 0. (3.54)
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0 A
X f2=-2‘|.'r
[ ]
Bl __ v
Fl =8
Y
Y

Figura 3.15: Geometria.

La ecuacion (3.53) es separable. Separando variable tenemos

dv

= 4dt.
8 — v

Integrando hallamos que

1
—§ln |8 — 2v] = 4t + ¢o.

Que se reduce a

8 — 2v = cre .
Aplicando la condicion de (3.54) encontramos que ¢1 = 8 por lo que la velocidad en el instante t
viene dada por

v=4(1 — e 5. (3.55)

Para determinar ahora la distancia recorrida hasta el instante t escribimos la ecuacion (3.55) en la
forma
dx
— =v=4(1-e"
I ( )

Observe que x(0) = 0. Integrando la ecuacion anterior tenemos

1
Tz =4 <t+ 86_8t> + co

Puesto que x = 0 cuando t = 0 encontramos que co = % por lo que en definitiva, la distancia
recorrida viene dada por
1 g 1

x=4 <t + 3¢ 2> . (3.56)
Interpretacién de Resultados: La ecuacion (3.54) demuestra que cuando t — oo, la velocidad v se
aprozima a la velocidad limite 4(pies/s). Observamos también que esta velocidad limite se alcanza
aprozimadamente en un tiempo muy corto. La ecuacion (3.56) demuestra que cuando t — oo,
x — 00. sImplica esto que el cuerpo penetrard en la tierra y continuard eternamente? Por supuesto
que no, ya que cuando el cuerpo alcance la superficie de la tierra detendrd su movimiento. ;Cdmo
reconciliar este final evidente del movimiento con lo que enuncia la ecuacion (3.56)? Es bien sencillo,
cuando el cuerpo alcanza la superficie terrestre la ecuacion diferencial (3.53) vy, por lo tanto, la
ecuacion (3.56), dejan de ser aplicables.
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Ejemplo 3.4.7. Una persona P, a partir del origen, se mueve en direccion del eje x positivo tirando un

peso a lo largo de la curva C, llamada ‘tractriz”, como se muestra en la Figura 3.16. El peso, se encuentra
inicialmente ubicado en el eje y en (0,s), se aleja mediante una cuerda de longitud constante s, que se
mantiene tensa durante el movimiento. Determine una ecuacion diferencial para definir la trayectoria del
movimiento. Asumir que la cuerda siempre es y tangente a C.

:ﬁ-l

(0, s)

Figura 3.16: Grafica del problema.

Solucién: De acuerdo con la grifica tenemos que:

tanm — tan 6

tan(m — ) = ——— = —tan#.
(m ) 1+ tanwtané
También se tiene que:
tan(m — 0) = N
/52 — 42
Pero, tanf = %, puesto que tan 6 es la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto
P(X,Y), reemplazando obtenemos finalmente:
d _
tanf = Y_ Y
dz s2 —y2

3.4.1. Soluciones quimicas

Ejemplo 3.4.8. A un tanque que contiene 400 litros de agua fresca, se le incorpora salmuera que
contiene % de kilogramo por litro de sal a razon de 8 litros por minuto y la mezcla se mantiene uniforme
por agitacion, abandona el tanque por un orifico a razén de 4 litros por minuto. Encontrar:

a) La cantidad de sal presente en el tanque cuando este contenga 500 litros de salmuera.

b) La concentracion de sal en el tanque al final de una hora.
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ENTRADA

| 118 kgt por litro de sal

a razon de 8 liros
o i

SALIDA “@F Orificio

A litros por
ik

Figura 3.17: Grafica alusién al planteamiento.

Solucién: Sea y = f(t) la cantidad de sal existente en el tanque en un tiempo t, luego la rapidez de
cambio de la cantidad de sal con respecto al tiempo depende de la sal que entra menos la cantidad de
sal que sale. Como entran 8 litros por minuto y cada litro contiene é de kilogramo de sal, entonces
la sal que entra en el tanque en 1 minuto es 1 kilogramo; como entran 12 litros de salmuera por
minuto y de la mezcla salen 8 litros por minuto, luego el numero de litros del tanque aumenta 4
litros por minuto de manera que en un tiempo t el volumen de salmuera en el tanque es de 400 + 4t,
la cual contiene m kilogramos de sal por litro, y de esta mezcla salen 8 litros por minuto. Luego
en cada minuto la cantidad de sal que sale del tanque es (mﬁ kilogramos. Entonces el fendmeno

esta definido por la ecuacion diferencial
2
y=1-t
100+t
luego

2y
r—1— 0) = 0.
y TETARAS

La cual es una ecuacion homogénea lineal de primer orden y su solucion estd dada

T
£ = FO) A0+ A0 [ Qa)et s,
0

donde,

100 +¢
100 '

Luego,

dzr

T
A(t):/ 2d:r :2ln(100+t)—ln100:21n(
0
100+t>2

100 4 x
t 100 + 2\ ?
t) = —1 . l
f®) emp[ n( 100 /Oemp[n( 100 )
100 \? /t 100 + 2\ ?
= dx
100+ ¢ 0 100
1 \? )
= 100 d
(100+t) /0( +a)'de
1 )2 3
= 10% + 1022 + — |
<100 + t) [ + + 3 ]
Deseamos hallar la cantidad de sal existente cuando el tanque contenga 500 litros, como el volumen

del tanque estd dado por 400 + 4t, para un tiempo t, luego los 500 litros se tendran para t = 25

minutos, ahora f(25) = %. Para hallar la concentracion de sal al cabo de una hora, hallamos el

valor del cociente % = 3755 = 0,072 kilogramos de sal por litro.
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Ejemplo 3.4.9. Suponga que en principio un gran depdsito de mezclado contiene 300 galones de agua
en la que se han disuelto 50 libras de sal. Otra solucion de salmuera se bombea hacia el depdsito a razon
de 3 galones por minuto, y cuando la solucion estd bien agitada, se bombea hacia afuera sélo 2 galones
por minuto. St la concentracion de la solucion entrante es 2 libras por galon, determine una ecuacion
diferencial para la cantidad de sal A(t) que se encuentra en el tanque en el instante t.

Flujo de entrada

3 gal/min de solucion
2 Ib/gal de conccentracion

300 gal de agua
+ 50 |b de sal

. Cual es la cantidad de sal
(A) en el tanque en un

Flujo de salida N
tiempo?

3 gal/min de solucion

Figura 3.18: Grafica del problema.

Solucién: Sabemos que la cantidad de sal (A) que se encuentra en el tanque en un tiempo t, estd dado
por la cantidad de sal que entra al recipiente y la cantidad de sal que sale de este; matemdticamente
esto es expresado como

dA
dt

donde la cantidad de sal que entra (Reptrada) €std dada por

= Rentrada - Rsalz’dav

gal lb lib
Rentrada = 3—— *2— = 6—,
min  gal min
donde el primer término de esta expresion es la velocidad de entrada de la solucion, y el seqgundo es
la concentracion de este flujo. Y la cantidad de sal que sale es

R = ( A lzb) 5 gal 2A b

300 + t gal min) = 300 + t min’

En esta expresion el primer término es la concentracion de sal en el flujo de salida, la concentracion
de esta, estd dada por la cantidad de soluto (sal) sobre la cantidad de solvente (agua), y estd ultima
varia con el tiempo porque el flujo de salida es menor que el de entrada. Retomando tenemos que

dA

e Renraa_Rsaia

dr trad lid
b 2A b

= 6 — .
min 300 4+ ¢t min

Para resolver esta ecuacion diferencial, entonces tenemos que:

dA 6 2A

dat 3004t
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Llevando la ecuacion a la forma estdndar se obtiene

dt 300+t
entonces,
2
Plr)= — = 6.
(@) = 307+ f (@) =6

Factor Integrante
el P@dw — o mogedt — Ani300+t) _ (300 4 ¢)2,

Eaxtrapolando con la solucion estandar encontramos que

c 1
Al) = 2 T 3001 0)

30070 5 /6(300+t)2dt

c 2(300 + t)3
(300 + )2 ' (300 +1)2

Simplificando
c

Alt) = (300 + t)2

+2(300 + t).

3.4.2. Modelamiento matematico de procesos industriales

Para investigar como varia el comportamiento de un proceso quimico ante cambios en los disturbios
externos y las variables manipuladas y estar en la capacidad de disenar el controlador apropiado, puede

usarse dos enfoques:

a) Enfoque experimental: este enfoque se aplica cuando el equipo fisico del proceso industrial esté dispo-
nible. El método consiste en cambiar deliberadamente las variables de entrada del proceso (disturbios
externos y variables manipuladas) y medir cuidadosamente las variables de salida (temperatura, pre-
sién, flujo, etc.) para observar como varian estas con el tiempo.

b) Enfoque tedrico: se aplica generalmente cuando se requiere disenar un controlador para un proceso
industrial cuya planta atin no ha sido construida. La representacion del proceso se hace mediante ecua-
ciones mateméticas (algebraicas y o diferenciales), cuya solucién permite conocer el comportamiento

dindmico del proceso.

Necesidad del modelamiento matematico para el control de procesos:

» Para disenar un sistema de control es necesario conocer la dindmica de la planta ante cambios en
las variables de entrada y perturbaciones externas. Si la planta no estd construida entonces para
conocer su dindmica es necesario tener el modelo matematico de la planta y en el caso de que la
planta fisica exista la aplicacién del método experimental es muy costosa por lo que también es 1til
tener el modelo matematico de la planta.

Generalmente lo que el disenador necesita es una descripcion sencilla de cémo reacciona el proceso
ante cambios en la variable de entrada y esto es lo que el modelo matemético provee al diseniador
del sistema de control.

Ejemplo 3.4.10. Diseno de un controlador de accion pre-calculada para un proceso.

Con el objetivo de mantener la salida en un nivel deseado, es necesario cambiar el valor de la variable

manipulada de tal forma que elimine el impacto que el disturbio podria ocasionar en la salida. ;En qué
cantidad habrd que variar la variable manipulada para eliminar el efecto del disturbio?
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Disturbio

Controlador

Y

Processo ——
Variable Manipulada Salida

Figura 3.19: Configuracién de un control de Accién Precalculada.

Salida = f1 (disturbio)
Salida = fo (variable manipulada).

Las relaciones matemdticas f1 y fo , son previstas por el modelo matemdtico del proceso. Si queremos
que la salida permanezca sin variacion, la variable manipulada debe cumplir la siguiente relacion

fi(disturbio) — fa(variable manipulada) = 0. (3.57)

Aqui puede verse la importancia del modelo matemdtico en el disenio de sistemas de control de accion pre-
calculada (feedforward). Por otro lado tan importante como tener el modelo matemdtico es que el modelo
sea preciso, pues de lo contrario serd imposible obtener disenos eficientes de los sistemas de control de
accion pre-calculada.

Variables y ecuaciones de estado de un proceso.

Con el objetivo de caracterizar un proceso (tanque de calor, reactor, columna de destilacion etc.) se
requiere lo siguiente:

a) Un conjunto de variables, las cuales describen el estado natural del sistema.

b) Un conjunto de ecuaciones que relacionen las variables mencionadas y que describan como el estado
natural del sistema cambia con el tiempo.

Las ecuaciones que relacionan las variables de estado (variables dependientes) a las variables independien-
tes, se derivan aplicando el principio de conservacion y se denominan ecuaciones de estado. El principio
de conservacion de una cantidad de estado S, establece que:

Acumulado de S en el sistema  Flujo de S que entra al sistema

Periodo de Tiempo N Periodo de tiempo
Flujo de S que sale del sistema

Periodo de tiempo
Cantidad de S generada por el sistema

Periodo de tiempo
Cantidad de S consumida por el sistema

Periodo de tiempo
La cantidad S puede ser cualquiera de las siguientes cantidades fundamentales:

= Masa total.
s Masa de los componentes individuales.

s Energia total.
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1 Frontera que define

T—a e:ll sistema.
Flujo de
entrada 2 ’

i—* 2 Flujo de
. . salida
L]
L]

Figura 3.20: Un sistema general y su interaccién con el externo.

Las ecuaciones son:

» Balance total de masa

WY S wm- Y nE, (3.58)

i=ent j=ent
= Balance de masa en el componente A:

d(na) d(caV)
dt dt

= caiF; — cajFj£rV. (3.59)
b >

i=ent j=ent

» Balance total de energia

dE d(U + K + P)
dt dt
= Y PFhi— Y PFh+Q+Ws. (3.60)

i=ent j=ent

Por convencidn se toma como positiva la cantidad si fluye entrando al sistema y negativa si sale del
sistema. Las ecuaciones de estado con las variables de estado asociadas, constituyen el modelo matemdtico
del proceso, el cual representa el comportamiento estdtico o dindmico del proceso.

Ejemplo 3.4.11 (Ecuaciones y variables de estado para el tanque con calentador y agitador). Consi-
deremos un tanque con calentador y agitador, las cantidades fundamentales dadas como datos son

1. La masa total del liquido en el tanque.
2. La energia total del material en el tanque.
Las variables de estado para el tanque calentador son

= La masa total en el tanque:
Masa total = pV = pAh, (3.61)

donde p es la densidad del liquido, V' el volumen del liquido, A la seccion horizontal del drea del
tanque, y h la altura del nivel del liquido.

= La energia total del tanque es:
E=U+K+P (3.62)
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Como el tanque no se mueve, la energia cinética K y la potencial p permanecen constantes, entonces,
derivando la ecuacion encontramos

dE  dU

E —_— E. (3-63)
Para el sistema del liqguido

dU dH

— .64

dt dt’ (3.64)
donde H es la entalpia total del liquido del tanque. Ademds,

H = pVe,(T —Thep) = pAhcy(T — Trey), (3.65)

donde c, es el calor especifico del liquido del tanque, T,.c; es la temperatura de referencia, donde la entalpia
especifica del liquido se asume cero. Las variables de estado: h y T, y los pardmetros constantes: p, A, cp,

Thref.
= Balance total de masa
[masa total acumulada)  [masa total de entrada] =~ [masa total de salidal
tiempo N tiempo tiempo
d(pAh
L2 bR~ (3.66)

donde F, y F son la tasa de flujo que ingresa y sale del tanque. Asumiendo la densidad constante,
la ecuacion se transforma en

dh

AS = F.—F. (3.67)
= Balance total de energia
[acumulacion de energia total]  [energia total de entradal
tiempo N tiempo
[energia total de salida/
B tiempo

[energia dada por el calor]

tiempo
d [pAhcy(T — Trey)]
dt
donde @ es la cantidad de calor suministrada por el vapor por unidad de tiempo. La ecuacion se
simplifica, si asumimos que Tr.y = 0 y la agrupacion convenientemente, a la forma

AT Q
Ah—— = F.(T, - T) + . .
5T ( )+ e (3.68)

= pFecp(Te — Tref) — pFCp(T - Tref) + Q?

Las variables de las ecuaciones diferenciales pueden clasificarse asi:

e Variables de estado: h, T.

e Variables de salida: h, T.

e Perturbaciones: T, F.

e Variables manipuladas: Q y F (para el control por retroalimentacion), F. (para el control por
accion precalculada).

e Pardmetros: A, p, cp, Trey.

Consideraciones en el modelamiento para procesos de control:

o FEl modelo entrada - salida:
e El modelo deberia tener la siguiente forma general:

Salida = f(variables de entrada).
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3.4.3. Grados de libertad

Usando la Figura 3.21, la relacion se expresaria:
yi:f(m17m2a"'7mk7d17d23-~-adn)a (369)

donde i = 1,2, ...,m. Cada modelo que describe directamente la relacién entre las variables de entrada y
salida de un proceso, se llama modelo entrada-salida.

Disturbios
d1 d2 dn
‘ ml—) —p ¥1

Uar_lables m2 \ L »¥2

Manipuladas « :

L

L

mk———» — ¥m

Figura 3.21: Un proceso y sus variables de entrada y salida.

Se denomina grados de libertad de un proceso, a las variables independientes que deben ser especifi-
cadas para poder definir un proceso en forma completa. Por lo tanto, los interrogantes sobre el control
de un proceso, pueden darse por aclarados si y sélo si todos los grados de libertad del proceso hayan sido
especificados.

Ejemplo 3.4.12 (Grados de libertad del tanque con calentador y agitador). El modelo matemdtico del
tanque con calentador y agitador, tal como se dedujo en el ejemplo 2, estd dado por:

dh

Ae = F.—F (3.70)
ar Q

Ae = F—(L-T)+ — (3.71)

Solucidén ;Las ecuaciones tienen solucion? Si, la solucion es posible, ;cudntas soluciones existen? Estas
prequntas se responden analizando el nimero de ecuaciones y de variables.

= Numero de ecuaciones = 2,
s Numero de variables = 6; h,T,Fe,F.,Te y Q.

Se ha asumido que A, p, y,Cp son parametros que permanecen constantes. FEvidentemente: el nimero
de variables es mayor que numero de ecuaciones. Las variables que pueden especificarse arbitraria-
mente son los grados de libertad y el nimero viene dado por la siguiente relacion

f = (numero de variables) — (nimero de ecuaciones). (3.72)

Para especificar completamente un proceso el nimero de grados de libertad debe ser igual a cero.

Nota 3.4.1 (Grados de libertad y el control de proceso). Un proceso industrial cuidadosamente
modelado tendrd, en general uno o mds grados de libertad. Por lo tanto desde que f > 0 el proceso
tendrd un infinito numero de soluciones y nace la prequnta:
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¢ Qué se debe hacer para reducir el nimero de grados de libertad a cero, tal que se logre tener un
sistema completamente especificado con comportamiento unico?

Ezisten dos fuentes que nos proveen de ecuaciones adicionales 1) el mundo exterior al sistema y 2)
al sistema de control.

3.4.4. Circuitos eléctricos

Los circuitos eléctricos estan descritos en su comportamiento por la Ley de Kirchhoff, en realidad, la
teoria eléctrica estd regida por un conjunto de ecuaciones conocidas en la teoria electromagnética como
ecuaciones de Maxwell, que se salen de nuestro alcance, y para nuestro estudio es suficiente por ahora la
Ley de Kirchhoff, la cual describe una ecuacion diferencial lineal de primer orden. Estudiaremos circuitos
eléctricos en serie tan elementales como los que se muestran en la Figura 3.22. Los elementos del circuito

E (i) %?L Eft) o

Figura 3.22: Circuito.

son:

= La fuerza electromotriz que produce un voltaje, F, el cual “origina” una corriente eléctrica que
recorre el circuito.

= La resistencia que utiliza dicha energifa, R.
= La inductancia, que se opone a la variacion de la intensidad de corriente, L.
= El condensador, C', que es un elemento que almacena energia.

Para el circuito de la izquierda, Figura 3.22, su modelo matematico es

di
L— +RI=E. 3.73
prias (3.73)

Para el circuito de la derecha en la Figura 3.22 su modelo matemaético es

dQ @
R—+==F. 3.74
i T (3.74)
Ejemplo 3.4.13. Un generador cuya fem es 100 voltios, se conecta en serie con una resistencia de 10
ohmios y una induccion de 2 henrios. Si el interruptor se cierra cuando t=0. Hallar la intensidad de la

corriente en funcion del tiempo.

Solucién: FEl esquema grdfico del circuito estd dado por la grdfica del lado derecho de la Figura 3.22, la
ecuacion diferencial que modela la dindmica es

dr
2— 4+ 107 = 100
dt * ’

luego

dl
— 1 =50. .
i +5 50 (3.75)
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La solucion de (3.75) es

t
I(t) = 1(0)e A®) 4 ¢=4®) / 50e4@) dzz,
0

donde,
t
A(t) = / 5dx = 5t, I1(0) = 0.
0
Luego,

t
I(t) = 50e! / edr = 10(1 — ™).
0

Su grdfica se muestra en la Figura 3.23.

1 AN

In_—_—_‘____

T =10(1-e")

W

Figura 3.23: Grafica circuito.

Ejemplo 3.4.14. Una fem decreciente, E = 200e™°! | se conecta en serie con una resistencia de 20
ohmios y un condensador de 0.01 faradios. Supongamos que la carga es cero en un tiempo cero; hallar la
carga y la intensidad en cualquier tiempo t, hallar la carga mdzrima y el tiempo necesario para alcanzarla.

Solucién: Su esquema grdfico estd dado por la grdfica de la derecha en la Figura 3.22, y su ecuacion
diferencial es

d
2099 4 1000 = 200e-,
i
luego
d@ 5t
a4 — 10e75,
T +5Q Oe

Su solucion es:

t
Q1) = Q(0)e—AD 4 AD), / 10657 AW gy
0

donde
t
Alt) = / 5dz — bt
0
= 10te™™
Q) = o
La intensidad de la corriente en un instante cualquiera es:
d
1) = 99 _ 1905t 50,

o dt
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Para determinar el mdximo de carga, hacemos % = 0. Es decir, 10e7" — 50te™® = 0, de la cual
deducimos que t = % sequndos, y el valor de la carga mdzrima es Q% = %eil = 0,74 coulombs.

Ejemplo 3.4.15. En la Figura 3.2/ se muestra un marcapasos de corazon, que consiste en un inte-
rruptor, una bateria, un capacitor y el corazéon como un resistor. Cuando el interruptor S estd en P, el
capacitor se carga; cuando S estd en Q) el capacitor se descarga, enviando estimulos eléctricos al corazon.
Durante el tiempo que se estan aplicando estimulos eléctricos al corazon, el voltaje E que atraviesa el
corazon satisface la ecuacion diferencial lineal.

dE 1

= rek (3.76)

a) Suponga que el intervalo de tiempo de duracion 0 < t < ti. El interruptor S, estd en la posicion P
como se muestra en la Figura 3.24 y el capacitor se estd cargando. Cuando el interruptor se mueve a la
posicion Q al tiempo t1 el capacitor se descarga, enviando un impulso al corazon durante el intervalo de
tiempo de duracion ty con t1 <t < t1+1ty. Por lo que el intervalo inicial de descarga es 0 < t < t1+1ts.
El voltaje en el corazén se modela realmente por la ecuacion diferencial definida por tramos

@_ 0,0§t<t1
dt — | —meB. t1 <t <ti+to

Corazon

Conmutador | I

Figura 3.24: Circuito 2.

Al moverse S entre P y @Q, los intervalos de carga y descarga de duraciones t1 y ta, se repiten inde-
finidamente. Suponga que t1 = 4s, to = 2s, Fg = 12V, E(0) = 0,E(4) = 12, E(6) = 0, E(10) = 12,
E(12) =0, etc. Determine E(t) para 0 <t < 24.

b) Suponga para ilustrar que R = C = 1. Utilice un programa de graficacion para trazar la grdafica de la
solucion del PVI del inicio a) para 0 <t < 24.
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Solucién parte a) Para 0 <t < 4,60 <t <10,12 <t < 16 y 18 <t < 22, el voltaje no estd siendo
aplicado en el corazén y E(t) = 0. Para los otros tiempos 4 <t <6, 10 <t < 12,16 <t < 18 y
22 <t < 24 la ecuacion diferencial estd dada por

dE 1
— =——F. 3.77
dt RC ( )
Por medio de separacion de variables tenemos:
dF 1
— = ———dt
r - | w
1
InlEF| = ——t+K
n|E| 7ol
B —pat+in K
E(t) = Ke 7o,

Solucién parte b) Se deja como ejercicio para el lector.

3.4.5. Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales en los modelos econémicos

= Macro Modelo de Domar
En este modelo se consideran las siguientes variables: S(t) es el ahorro, () es la inversién, y (¢) la

renta, todas las funciones del tiempo. S(t) = ay(t), I(I) = B%, S(l) = L(t), a > 0, § > 0. Hallar

la solucién particular y,(L), Ly(t) y Sp(t) si y = yo cuando t = 0. Realizar un grafico.
= Modelos de Deuda de Domar

D es una deuda nacional y y,(t) la renta nacional

dD

ar ay(t) , D(0)= Do
dy
a B, y(O) = Yo

a>0 , >0
Analizar la relacion entre la deuda nacional y la renta nacional en t — oo.
= Un segundo modelo de deuda de Domar

D es la deuda nacional y y(¢) la renta nacional.

dy
5 =Py y(0) =y
DO0)=Dy , a>0,8>0.
Analizar la relacion entre la deuda nacional y la renta nacional en cuanto ¢ — oo.

= Modelo de ajuste del precio de Evans

d(t) = ap + ai1p(t) Demanda
s(t) = Bo + Bip(t) Oferta

dp
£ — ~(d -
g =~ d—s)
ag > 0,a1 > 0,81 >0,v>0.
a1 — fBo

Hallar p(t) si p(0) = Py. Tenga en cuenta que p; = es el precio de equilibrio.

B1— a1
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= Modelo de Demanda y Oferta

La demanda y la oferta (por unidad de tiempo) de un articulo estdn dadas respectivamente por x
v y, siendo p el precio unitario:

r=ap+b y=cp+d.

Supodngase que el precio cambia de tal manera que el exceso de la demanda sobre la oferta decrece a
una tasa proporcional a dicho exceso. Encuentre p(t) si p(0) = Py. Demostrar que el precio unitario
d

tiende al valor de equilibrio dado por p. = F—a

Ejemplo 3.4.16. La relacion entre el costo de manufactura por articulo, C, y el numero de clases de
articulos fabricados, x, es tal que la tasa de incremento del costo de manufactura, a medida que aumenta
el numero de clases, es igual a la razon del costo por articulo mds el nimero de clases, dividido todo entre
el numero de clases de articulos que se manufacturan. Obtener la relacion entre el costo de fabricacion
por articulo y el numero de clases de productos fabricados si C = Cy cuando x =1

dC _ C+z
x

Solucién La ecuacion diferencial que modela el problema es que se puede reescribir en la forma

% == €11, yasi, f(u) =u+1. Aplicando la formula, tenemos: Inkz = [ (u+1) - = [du=u=¢.
Luego la solucion general es C(x) = xlnkx siendo k la constante de integracion. Como C = cy

Cuando x =1 entonces, al reemplazar en la solucion general tenemos
Co = (i)Ink(I).

De donde se obtiene para K = e©0. Reemplazando este valor de k en la solucion general, tenemos
la solucidon particular, C(x) = azlneCOm =x(co — Inz) = x(Cy + Inx).

Ejemplo 3.4.17. El valor de reventa de cierta maquinaria industrial decrece durante el periodo de 10
anos a un ritmo que depende de la antigiiedad de la maquinaria, cuando la maquinara tiene t anos, el
ritmo al que cambia su valor es 220(t — 10) ddélares por ano. Exprese el valor de la maquinaria como una
funcidn de su antigiiedad y del valor inicial. Si la maquinaria valia originalmente US $12.000 =z;Cudnto
valdrd cuando tenga 10 anos?

Solucién: Sea v(T) el valor de la maquinaria al cabo de t anos, entonces la ecuacion diferencial que

modela el problema es,

dv
— = 220(t — 10).
% ( )

De donde se obtiene v(t) = [220(t — 10)dt = 110t*> — 2200t + C. Como v(0) = 12,000 entonces
v(t) = 1102 — 2200t 4 12000 y el valor de la maquinaria después de 10 arios es.

v(10) = 110(10)% — 2200(10) + 12,000 — 1,000.

US$1,000 Después de 4 anos. ;Cudnto valdrd la maquinaria cuando tenga 8 anos? Para cierto bien
las ecuaciones de oferta y de demanda son las siguientes

D :p+2x, =25

S:p+2x,=05.

Supongamos que si el mercado no estd en equilibrio (z, + ), entonces el precio cambia en razon
proporcional al exceso de demanda sobre la oferta % = k(xp — x5). Sustituya x, y xs, y resuelva la
ecuacion diferencial resultante para p(t). Pruebe que no importa cudl sea el precio inicial, el mercado
se aproxima eventualmente al equilibrio en p = 17.
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Suponga que la tasa de crecimiento proporcional y'(t), y(t) de la poblacion de la tierra es una
constante. La poblacion en 1930 era de 2 mil millones de habitantes y en 1975 fue de 4 mil millones.
Considerando a 1930 como t = 0, determine la poblacion y(t) de la tierra en el instante t. De acuerdo
con este modelo, ;Cudl debio ser la poblacion en 19607

El ritmo al que se propaga una epidemia en una comunidad, es conjuntamente proporcional a la
cantidad de residentes que ha sido infectada y al numero de residentes propensos a la enfermedad
que no ha sido infectado. Exprese el nimero de residentes que ha sido infectado como una funcion
del tiempo.

3.4.6. Aplicaciones a volimenes

Supongamos que el recipiente es el de la Figura 3.25,
donde A(y) es el area de la seccién recta del depdsito
a una altura y y B es el area del orificio con bordes
perfectamente pulimentados.

Figura 3.25: Volumen 2.

Si no existiera rozamiento no hay pérdida de energia potencial, toda se convertiria en energia cinética
la cual seria la tnica que apareceria en este fenémeno fisico. Luego

1 2
magy = §7TLU y

donde y es la altura de caida, luego la velocidad de salida seria de (2gy)% metros por segundo. Como el
area de orificio es B entonces el producto B (ng)% representa el nimero de metros ctbicos por segundo
de liquido que sale por el orificio. Sea c el coeficiente de rozamiento, es decir, el chorro no es completo por

el orifico, luego la velocidad de descarga es cB (2gy)% metros cibicos por segundo. Sea V' (y) el volumen
del liquido que estd en el depdsito a una altura y entonces:

Vi) - | " A(u)du,y, T = AG),

Luego

dv
— = —cB(2 .
3 = By

Este resultado es negativo porque el volumen decrece con el tiempo. Usando la regla de la cadena tenemos:

dv dv dy dv
— =Al)—,
dt

N =

dt  dy dt
entonces combinando la dos tltimas ecuaciones tenemos la ecuacién que describe nuestro suceso

AW = B2yt

La cual es una ecuacion de variables separables de primer orden.

=

Ejemplo 3.4.18. Un embudo tiene la forma de un cono circular recto, cuyo vértice estd hacia abajo y
estd lleno de agua. Si la mitad del volumen se desocupa en un tiempo T, encontrar el tiempo requerido
para vaciarse completamente.
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Solucién: El grdfico del recipiente y sus elementos son: H la altura del cono, R el radio mayor, r el
radio de la seccion recta A (y) a una altura y del vértice, como la altura depende del tiempo, sea
y = f(t) la funcion que determina la altura del liquido en el recipiente, de acuerdo a la condicion
dada que la mitad del volumen sale en un tiempo T, podemos hallar la altura del liquido que queda

en funcion de H. Tenemos que Viptar = ”R;H, Y, %mel = “RGQH. De acuerdo a la semejanza de
tridngulos, tenemos que: = % Luego, Igi—?{ = 2—33 como la razon entre los dos volumenes es de
1:2, entonces
1 n
2 H?
Luego
H3 = 2h3,
de donde o
T)=h=—.
1@y =h=—
Como -
9 TRy
Ay) = mr = e
Luego la ecuacion diferencial A(y) = % = —CB(ng)% se transforma en
TR?y%dy 1
———= = —¢cB(29y)2
TT2dr cB(2gy)?,

cuya solucion viene dada por
TR? /y 3 t
— y2dy = —/ cBdt.
H2\/29 Ju 0

27 R?

Para y = 0 tenemos el tiempo total, entonces

Luego,

orR2H >
————— = ¢Bt total.
5H2\/2g
Luego,
2rR2VH

t = .
total 563@

El cual aparece en funcion de H, R, ¢ y B, y lo importante es dejarlo en funcion unicamente de T,

pero la condicion dada de que f(T) = %, luego podemos reemplazar esta condicion en la solucion
a la ecuacion diferencial y tenemos
2rR?Hz [ 1
T —1| = —¢BT
5¢B+2g | /32

2wR2\/ﬁ_T V32
beBy2g T V321

Luego,
total = 2, 28T
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—

7 O Orificio

. Circular

V)

Figura 3.26: Tanque con agujero circular.

Ejemplo 3.4.19. Suponga que estd saliendo agua de un tanque a través de un agujero circular de
drea Ao que estd en el fondo. Cuando el agua sale a través del agujero, la friccion y la contraccion de
la corriente cerca del agujero reducen el volumen de agua que sale del tanque por sequndo a cAgv/2gh
donde ¢ donde 0 < ¢ < 1 es una constante empirica. Determine una ecuacion diferencial para la altura h
del agua al tiempo t para el tanque cubico, que se muestra en la figura. El radio del agujero es de 2 pulg
g = 32%, el drea del dgujero es Ah = m(2pulg)?, el drea de la base es Aw = 100, c es la constante que
depende de las propiedades fisicas del liquido. Partimos de: 2% = —Ah\/2gh . En primer lugar, podemos
obtener el volumen del tanque v = 100h. Como la altura y el volumen varian con respecto al tiempo,

tenemos

dv _gpdh o dh _ 1 dv
dt dt dt 100 dt”

Pero
W = cAny/agh & & = ex (VIR AR

d—v—mr 1 2\/64h
dt 6

dv 1

- dv dh -
Sustituyendo 77 en ‘i se obtiene

dh _ 12  n
dt 1009

@ B cemvh
dt 450 °
Pero como el nivel del agua estd disminuyendo concluimos

dh B _CT('\/E

dt 450 °

3.4.7. Trayectorias ortogonales

Supdéngase que se tiene una sola familia infinita de curvas. Considérese una segunda familia compuesta
de todas las curvas que intersectan a todas las curvas de la familia dada en dangulos rectos. Cuando dos
familias estan relacionadas en la forma que se ha descrito, se dice que las curvas de una familia son las
trayectorias ortogonales de la otra. Si se diferencia la ecuacion de la familia de curvas dadas y se elimina



Capitulo 3. Aplicaciones para ecuaciones diferenciales de primer orden 117

el pardmetro, se obtiene la ecuacién diferencial de la familia dada, una ecuaciéon que da la pendiente g—g
de cualquiera de las curvas, en funcién de las coordenadas x, y de un punto de la curva. Ahora bien, la
pendiente de la trayectoria ortogonal en el punto (x,y) debe ser la reciproca negativa de la pendiente de
la curva dada, con objeto que se cumpla la condicién de perpendicularidad. La ecuacién diferencial de las
trayectorias ortogonales se obtiene entonces escribiendo %, e igualando a la reciproca negativa del valor

que tiene en la ecuacion diferencial de la familia dada.

Ejemplo 3.4.20. Hallar las trayectorias ortogonales de las hipérbolas xy = c.

Solucién: la familia dada es la solucion general de la ecuacion diferencial % = —2, luego la ecuacion
diferencial de las trayectorias ortogonales es: % = %, la cual es una ecuacion de variables separables,

cuya solucion es y? = 2% + ¢, donde ¢ es una constante.

3.5. Curvas determinadas de propiedades geométricas

A menudo se tiene una familia de curvas caracterizada por una propiedad geométrica indicada en
funcién de las coordenadas de un punto en una de las curvas y de la primera derivada de una de las
coordenadas con respecto a la otra. Tal enunciado serd una ecuaciéon diferencial de primer orden cuya
solucién general representa la familia de curvas, cada una de las cuales posee la propiedad dada. Si se da
una condicién adicional, tal como que la curva contiene un punto fijo dado, se puede usar dicha condicién
para determinar la constante en la soluciéon general.

Ejemplo 3.5.1. Hallar la familia de curvas de tal manera que la proyeccion de la normal al eje x tiene
una longitud k.

Solucién: En la Figura 3.27 se observa la curva, su tangente y su mnormal en un punto P(x,y), luego
para nuestro caso tenemos que DB mide k, luego ytanu = y%. Para P en cualquiera de los cuatro

cuadrantes dy/dx ya sea obtuso o agudo, la longitud de DB es siempre y% , 0, —y%. Luego la
ecuacion diferencial para la familia pedida es

dy

La cual es una ecuacion de variables separables cuya solucion es

k.

y? = +2kz + ¢,

donde ¢ es una constante.

3.6. Técnica moderna avanzada para la cuantificacion del riesgo de
terrorismo: ecuaciones Lanchester modificadas

En el articulo llamado Lanchester resurgent? The mathematics of terrorism, escrito por Michael Powers
(2008), se hace un anélisis de la aplicabilidad de las ecuaciones de Lanchester de combate militar en el
modelaje de los riesgos financieros asociados con los ataques terroristas contemporaneos. El ensayo inicia
describiendo el modelo original de Lanchester y su espacio de aplicacién. Las ecuaciones de combate
militar tradicionales Lanchester datan de la primera guerra mundial (1916), y se escriben a continuacién
(Powers, 2008, p. 227).

dA

— = —k  AM DO (3.78)
D

D aD,

dt
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Figura 3.27: Grafica del problema.

donde A = A(t) y D = D(t) denota, respectivamente, los tamanos de las fuerzas de los atacantes y de
los defensores en el tiempo t > 0 ; k1, ko son parametros positivos reales denotando, respectivamente, las
tasas de destruccién efectivas de los defensores y los atacantes; y a1, ag y 01, d2 son parametros reales
reflejando la naturaleza fundamental del combate bajo andlisis. En su formulacion original, Lanchester
(1916) considera dos casos considerados: uno para guerra “antigua”, en el cual a1 = 1; 61 = 1; a1 = 1;
a9 = 1, y uno para la guerra “moderna’” en el cual, a1 = 0; §; = 0; a3 = 0; as = 0. La deduccién para el
modelo original surge del combate mano a mano, en el que el niimero potencial de micro-enfrentamientos
es dado por el producto de las fuerzas de los dos ejércitos, asi que la tasa de atricién de cada uno de los
ejércitos en cualquier momento t es proporcional a su producto. Resolviendo los sistemas de ecuaciones
diferenciales bajo este supuesto da la siguiente condicién (Powers, 2008, p. 227)

ko D(0)

s <] A0)° (3.79)

para que los atacantes (defensores) puedan ganar. El tltimo modelo trata de reflejar un tipo de combate
en el cual los dos ejércitos se disparan uno a otro de cierta distancia, con lo que la tasa de atricién de
cada uno de los ejércitos en un momento determinado t es proporcional al tamano de las fuerzas del
ejército oponente. Bajo este supuesto, el sistema de ecuaciones diferenciales obtiene la siguiente condicién
(Powers, 2008, p. 227)

k2 <] [D(O)} 2 , (3.80)

k1 A(0)
para que los atacantes (defensores) puedan ganar. La principal conclusién obtenida del anélisis original
es que la proporcién de las fuerzas de los ejércitos oponentes iniciales (i.e. D(0) = A(0)) juega un papel
m4és importante en el combate “moderno”, al evaluar el cuadrado en la condicién (3.80), que en combate
“antiguo”, en comparacién a la primera (3.79) elevado solo a la primera potencia. A pesar de su aplica-
bilidad exitosa, las ecuaciones de Lanchester han presentado ciertas debilidades que les han hecho perder
terreno frente a técnicas como la simulacién y técnicas de juegos de rol. Esas debilidades se expresan a
continuacién:

» El supuesto de las fuerzas homogéneas (es decir; tanto A(t) y D(t) cambian continuamente a través
del tiempo, asi la pérdida de un tanque no se diferencia de la pérdida de un soldado).

» La formulacién meramente deterministica (es decir; el ejército con fuerzas mayores asegura la vic-
toria).

» La presencia de componentes dificiles de cuantificar (especialmente terreno, clima y moral).
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» La falla de reconocer ciertas asimetrias entre ejércitos (es decir; especificamente las diferencias en
objetivos, informacién y armamento).

Combate de terrorismo

;Por qué intentar un enfoque de Lanchester hacia el terrorismo cuando la naturaleza del conflicto no
necesariamente debe ser deterministico, donde los terrenos inexplorados juegan un papel vital, y cuando
las asimetrias de los objetivos, informacién y armamento son tan extremos? La respuesta es simple. La
ventaja principal del enfoque de Lanchester es el tratamiento analitico. Por lo tanto, asumiendo que la
motivacion de nuestra discusién es calcular la probabilidad condicional de la destrucciéon de un objetivo,
dado el objetivo seleccionado para ataque; esto representa una oportunidad de intentar sobreponerse a las
debilidades expuestas anteriormente. Estas debilidades pueden ser abordadas al sustituir las ecuaciones
(3.78) por un sistema de ecuaciones diferenciales estocdsticas (Powers, 2008, p. 228)

k
dA = —U—iADdt+aldz1 (3.81)
dD = —kQAdt+02dZQ7

donde dz1, dzz, son movimientos estandares Brownianos; o1 = §1 (A, D,t) > 0, 09 = 02 (A, D,t) > 0
son las desviaciones estandar infinitesimales asociadas; v denota el volumen tridimensional del objetivo
bajo ataque; y ¢ denota un parametro potencia-transformacion usado para reconocer el campo apropiado
de combate (e.g. ¢ = % si un edificio puede ser atacado a través del perimetro del primer piso, ¢ = %
si el edificio puede ser atacado por cualquier parte de su superficie, como un avion lleno de kerosene, y
g = 1 si una bomba puede ser colocada en cualquier parte del edificio). Aunque cualquier formulacién
con valores continuos de A y D, se modelaran fuerzas homogéneas solo de forma aproximada, el sistema
de ecuaciones (3.81) posee una serie de mejoras en relacién al modelo de Lanchester original. Primero,
este introduce una estructura estocéstica especifica en un esquema deterministico. Segundo, este captura
el papel del terreno hasta cierto grado a través del parametro ¢, y casi no es afectado por cambios en el
clima y la moral debido a que los ataques terroristas son generalmente cortos en duracion. Tercero, éste
captura la informacién asimétrica asociada con un ataque sorpresa sobre el objetivo a través de las formas
funcionales de los cambios infinitesimales en el lado derecho de las ecuaciones (3.81).

3.7. Ejercicios

3.7.1. Crecimiento y Decaimiento

1. Si se sabe que la poblacién de cierta comunidad aumenta con una rapidez proporcional a la cantidad
de personas que tiene en cualquier momento ¢. Si la poblacién se duplico en cinco afios, jen cuanto
tiempo se triplicard y cuadruplicara?

2. La poblacion de una comunidad crece a razon proporcional a la poblacién en cualquier momento ¢.
Su poblacién inicial es de 500 y aumenta un 15 % en 10 afios. jcudl serd la poblacién en 30 anos?

3. Cuando pasa un haz vertical de luz por una sustancia transparente, la rapidez con que decrece su
intensidad I es proporcional a I(T'), donde ¢ representa el espesor, en pies, del medio. En agua de
mar clara, la intensidad a 3 pies bajo la superficie es de 25% de la intensidad inicial Iy del haz
incidente. ;Cudl es la intensidad del haz a 15 pies bajo la superficie?

4. El Pb-209, Is6topo radioactivo del plomo, se desintegra con una rapidez proporcional a la cantidad
presente en cualquier cuerpo t y tiene una vida media de 3.3 horas. Si al principio habia 1 gramo
de plomo, ;Cuanto tiempo debe transcurrir para que se desintegre un 90 %?
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5. Al inicio habia 100 miligramos de una sustancia radioactiva. Al cabo de seis horas, esa cantidad
disminuyé 3 %. Si la rapidez de desintegracion, en cualquier tiempo t, es proporcional a la cantidad
de la sustancia presente calcule la cantidad que queda después de 24 horas.

3.7.2. Fechado con carbono

1. Muchos creen que el Sudario de Turin, que muestra un negativo de la imagen de un cuerpo de un
hombre crucificado, es la mortaja de Jesis de Nazareth. En 1988, el Vaticano otorgd autorizacién
para que fechara el carbono del manto. Tres laboratorios cientificos independientes, que analizaron
la tela, llegaron a la conclusion que tiene unos 660 afios, edad que coincide con su aparicién histérica.
Con esa edad, determine qué porcentaje de la cantidad original de C-14 quedaba en la tela en 1988.

3.7.3. Ley de enfriamiento y calentamiento de Newton

1. Un termoémetro se saca de un recinto donde la temperatura del aire es 70°F y se lleva al exterior,
donde la temperatura es 10°F'. Después de % minuto el termdémetro indica 50°F. ;Cudl es la lectura
cuando t=1 min? cudnto tiempo se necesita para que el termémetro llegue a 15°F.

2. Siuna barra metéalica pequeiia, cuya temperatura inicial es de 20°C se deja caer en un recipiente con
agua hirviente, ; Cuanto tiempo tardard en alcanzar 90°C si se sabe que su temperatura aumenté
2°C' en un segundo? ;Cuanto tiempo tardara en llegar a 98°C.

3.7.4. Mezclas

1. Un tanque contiene 200 litros de agua donde se han disuelto 30 g de sal y le entran 4 L/min de
solucién con un 1 g de sal por litro; bien mezclado, de él sale liquido con la misma rapidez. Calcule
la cantidad A(t) de gramos de sal que hay en el tanque en cualquier instante ¢.

2. Un tanque tiene 500 galones de agua pura y le entra salmuera con 2 libras de sal por galén a razén
de 5 7%‘;51 El tanque esta bien mezclado, y de él sale la solucién con la misma rapidez. Determine la
cantidad A(t) de libras de sal que hay en el tanque en cualquier instante ¢ ;Cudl es la concentracién
de la solucién en el tanque cuando t = 5 min?

3. Un tanque esta parcialmente lleno con 100 galones de salmuera, con 10 1b de sal disuelta. Le entra
salmuera con % Ib de sal por galén a razon de 6%. El contenido del tanque esta bien mezclado y
de él sale a razén de 4 gal/min de solucién. Calcule la cantidad de libras de sal que hay en el tanque
a los 30 minutos.

3.7.5. Ejercicios Generales

1. Una piedra que pesa 4 lbs cae hacia la superficie terrestre partiendo del reposo desde una gran
altura. Conforme cae, el aire ejerce sobre ella una resistencia que es numéricamente igual a %v (en
libras), donde v es la velocidad (en pies por segundo).

a) Hallar la velocidad y distancia recorrida en ¢ segundos.

b) Hallar la velocidad y distancia recorrida al final de los 5 segundos.

2. Desde un punto situado a 6 pies por encima de la superficie terrestre y con una velocidad inicial de
20%’3;, se lanza verticalmente hacia arriba una bola que pesa %lib. En su ascension encuentra una
resistencia por parte del aire que es numéricamente igual 6—141) (en libras), donde v es la velocidad

(en pies por segundo).;Cudl serd la altura alcanzada por la bola?
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3. Dos hombres navegan en una lancha motora, siendo 640 1b el peso combinado de los hombres,
motor, lancha y equipo. El motor ejerce una fuerza constante de 20 1b sobre la lancha en el sentido
del movimiento, mientras que la resistencia (en libras) es numéricamente igual a una mitad de la
velocidad (en pies por segundo). Si la lancha partié del reposo, hallar su velocidad al cabo de (a)
20 seg, (b) 1 minuto.

4. Una bala de 2 onzas de peso se dispara verticalmente hacia abajo desde un helicéptero detenido en
el aire con una velocidad en la boca del arma de 1200 pies/seg. La resistencia del aire (en libras) es
numéricamente igual a 107502, donde v es la velocidad (en pies por segundo). Hallar la velocidad
de la bala como funcion del tiempo.

5. Supongamos que el coeficiente de variacién instantdnea con que se desintegra un nicleo radioactivo
es proporcional al nimero de tales niicleos, presentes en una muestra dada. En una cierta muestra,
el 10 % del nidmero original de nticleos radioactivos ha sufrido desintegracién en un periodo de 200
anos.

a) ;Qué porcentaje de los nicleos radioactivos originales quedard al cabo de 1000 anos?
b) (En cudntos anos quedard solamente un cuarto del niimero original?
c¢) Realice el diagrama de fase.

6. Una reacciéon quimica convierte un cierto compuesto en otro, siendo la razén de conversién del
primer compuesto proporcional a la cantidad de éste presente en cualquier instante. Al cabo de una
hora quedan 50 gr. del primer compuesto, mientras que al cabo de las tres horas so6lo quedan 25 gr.

a) ;Cuédntos gramos del primer compuesto existian inicialmente?
b) ;Cudantos del primer compuesto quedardn al cabo de 5 horas?
c¢) ¢En cuantas horas quedaran sélo 2 gramos del primer compuesto?
7. La poblacién de una ciudad aumenta con un coeficiente de variacién que es proporcional al nimero

de sus habitantes en cualquier instante t. Si la poblacién de la ciudad era 30000 en 1960 y 35000 en
1970 ;Cuél sera su poblacion en 19807



Capitulo 4

Ecuaciones diferenciales de orden
superior

4.1. FEcuacion diferencial lineal de orden n

La teoria general de ecuaciones diferenciales lineales, en realidad comienza con los teoremas que hallan
la solucién a las ecuaciones de orden n; hasta el momento dnicamente lo hemos hecho para orden uno,
para el caso de orden n la existencia y unicidad de la solucién es mucho méas compleja de probar, debido
a ello nos limitaremos a enunciarlo y al final en el apéndice segundo lo demostraremos, para el lector
interesado.

Teorema 4.1.1. Sea L un operador diferencial lineal normal de orden n, definido en un intervalo I, y
sea xg un punto arbitrario de I. Si ag, a1, ..., an—1 son reales arbitrarios, entonces la ecuacion L(y) = h,
con h € C(I), y y(zo) = ao, ¥ (x0) = a1, ..., y" *(zo) = an_1 tiene una unica solucion.

Luego este teorema caracteriza la existencia y unicidad de la solucién de una ecuacion diferencial lineal
normal de orden n. Ahora probemos que la dimensién del espacio solucién a dicha ecuacién es igual al
orden de la ecuacion.

Teorema 4.1.2. Dada la ecuacion diferencial lineal normal homogénea de orden n
an(2)y"™ + an_1(2)y" Y + .. + ag(z)y =0, (4.1)
definida en I. entonces el espacio solucion de esta ecuacion es un sub-espacio n-dimensional de C™(I).

Demostracion. Para un punto fijo zg de I, y las siguientes n-etuplas

(1,0,0,...,0)
0,1,0,...,0)
(0,0,0,...,1),
existen y1(x), ya(x), ..., yn(z) que son soluciones de la ecuacién (4.1) y satisfacen las condiciones dadas.
Entonces (n-1)
yi(zo) =1 yi(xo) =0 ... " ’(z0)=0
vale0) =0 whle) =1 o 95" (wo) =0
N0 o (o) = (=) )
Yn(x0) =0 yh(x0) =0 ... yn (x0)=1,

122
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(n—1)

o sea (yi(xo),vi(z0), ...,y (o)), para i = 1,2,...,n son vectores de R™ y forman una base de éste.
Probemos que estas soluciones son una base para el espacio solucién de (4.1). Sean ay, as, . .., a, n-reales
tales que

a1y1(x) + agy2(x) + ... + apyn(z) =0,

para z en I. Luego hallando las n — 1 derivadas, tenemos

a1y1(z) + azy2(w) + ... + apyn(z) =0
a1yy () + agyh(z) + ... + any,(z) =0

alyinfl) (x) + agy(nfl)(m) + ...+ any(nfl)(g@) =0.
Haciendo = = x¢, obtenemos

a1y1(zo) + azy2(xo) + - .. + anyn(xo) =0
a1y (wo) + azys(xo) + ... + anyy,(x0) = 0

a1y§n_1)(930) + agyén_l)(:co) +...+ anyfln_l)(xo) = 0.

Entonces a1 = a3 = ... = a, = 0, lo cual implica que y1, y2,..., yn son linealmente independientes en
C(I), lo tinico que falta para poder concluir que (y1 (), y2(z), ..., yn(x)) es una base del espacio solucién
de la ecuacién (4.1), es que cualquier solucién de dicha ecuacién se puede expresar como combinacién
lineal de las n-funciones dadas. Sea y una solucién arbitraria de la ecuacién (4.1) y supongamos que
y(xo) = c1, ¥ (x0) = ¢, ...,y D(xg) = ¢pn. Por el Teorema 4.1.1, sabemos que esta solucién es tnica.
Definimos h(z) = c1y1(z) + cay2(x) + ... + cpyn(x) para x en I. Luego h es solucién de (4.1) y satisface las
condiciones dadas, pero el teorema 5 asegura que dicha solucién es tnica, luego y = c1y1 + caya + ... + CnYn,

de donde podemos concluir que y1, ya, ..., yn generan el espacio solucién de la ecuacién (4.1), luego este
conjunto de funciones es una base a dicho espacio generan el espacio solucién de la ecuacién (4.1), luego
este conjunto de funciones es una base a dicho espacio. O

Al observar la demostracién del Teorema 6, vemos que establece un método para comprobar la inde-
pendencia lineal de funciones, el cual lo podemos caracterizar asi.

Corolario 4.1.1. Sea y1, Y2, ..., Yn, n-funciones de C(I), cada una de las cuales posee derivadas hasta
del orden (n — 1) inclusive en todo I, y supongamos que existe un punto xo en I tal que los vecto-
res y(zo), ¥'(zo), - - ., y(”_l)(xo) , para i = 1,2,...,n Son linealmente independientes en R"™. Entonces
Y1, Y2,y - - -, Yn linealmente independientes en C(I).

4.1.1. El Wronskiano

Acabamos de mostrar cuando n-funciones son linealmente independientes en C(I), pero esto también
lo podemos caracterizar a través de la idea del Wronskiano de y1, 49, ..., y, para n-funciones de C (”_1)(I ),
el cual notaremos asi

W(yl(x)va(x)ﬂ"'7yn(x))7 (4'2)
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y estd definido por el siguiente determinante

y1(z) y2() Yn ()
() Ya(x) Yn ()
Wy (2),y2(2), s yn(2)) = | - |=0
-1 -1 -1
R CONE S €O B €
En el apéndice uno, se demostrard que si a1, as, ..., a, son n-vectores linealmente independientes entonces
a1 a2 ... Qip
Gg1 a2 ... Qa2p
D(ay,ag,...;an) = | T T #o
anl Aanp2 ... Qpp

Con base en este enunciado tenemos el siguiente resultado

Teorema 4.1.3. Dadas las funciones yi, Yo, . . ., Yn, n-funciones de C=(I) tal que W (y1 (), yo(), ..., yn()) #
0 para x en I, entonces yi, Y2, .- ., Yn Son linealmente independientes en C(I).

T

Ejemplo 4.1.1. Hallemos el wronskiano de las funciones e* y e™*, y determinemos si las funciones

son linealmente independientes.

Solucion:
" z x e*[l'
W(e,e ): 2 _ga =2,
luego €* y e™* son linealmente independientes en R.
Ejemplo 4.1.2. Dadas las funciones x> y \$|3, ya que si c1x> + co ]:13\3 =0parax =1,y = -1,
tenemos que ¢y = co = 0. Pero
(a3 1l 2B 23
(1: 1l ) 1322 322 =0,
st x es mayor o igual a cero. El wronskiano satisface
3 3
3 3 x —X
w (x 3k ) 1322 —322| 0,

st x es menor de cero.

Lo cual demuestra que el reciproco al Teorema 4.1.3 es falso, o sea no podemos deducir dependencia
lineal de un conjunto de funciones en C(I) del hecho de que su Wronskiano sea idénticamente cero en I,
pero si condicionamos estas funciones a ser soluciones de una ecuacién diferencial lineal normal homogénea,
podemos concluir el siguiente resultado

Teorema 4.1.4. Sean yi1,y2,...,Yn, n-funciones de C™(I) que son soluciones de la ecuacion diferencial
lineal homogénea normal de orden n.

n—1)

an(ac)y(”) + an,l(x)y( + ...+ ap(x)y =0,

tales que W (y1(z),y2(x),...,yn(x)) = 0 sobre I. Entonces y1,Yy2,...,Yn, son linealmente dependientes en

(D).
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Demostracion. Sean cq,ca,...,c, n incdégnitas tales que

c1y1(w) + caye(x) + ... + cpyn(x) = 0,

para = en I. Entonces
c1y1(wo) + c2y2(wo) + - + cayn(o)
1y (o) + c2ys(wo) + - + cnyy (o)

(4.3)

eyt (wo) + caps" ™ (w0) + .+ eayll ™ (a0),
Dado que W (y1(x), y2(x), ..., yn(z)) = 0 para x en I, entonces y1, Y2, . . ., Yn, son linealmente dependientes
en C™(I) O

Ahora, el determinante de (4.3) es cero y el sistema tiene una solucién no trivial (¢y, ¢z, ..., ¢,) en base
al siguiente teorema.

Teorema 4.1.5. Si los vectores aq, ..., a, son linealmente dependientes entonces D(ay, ...,a,) = 0.

Demostracion. Luego la funcién y(z) = D7, cly;(x) es solucién de la ecuacién diferencial y satisface las
condiciones y(zo) = 0,7 (z0) = 0,5 !(x¢) = 0. Como la funcién y(x) = 0 para x en I es solucién a la
ecuacién con esas condiciones, entonces por el teorema de existencia y unicidad de la solucion la ecuacién
diferencial lineal normal homogénea de orden n, tenemos ¢1y1 () + éay2(x) + ... + Epyn(x) = 0, para x en I.
Luego y1,%2, ..., Yn, son n-funciones linealmente dependientes ya que no todas las ¢; parai=1,2,...,n,
NO SoOn Cero. O

Al observar la demostracién vemos que solamente se hace uso del hecho de que el Wronskiano de
Y1,Y2,---,Yn Se anula en un solo punto de I. Luego podemos deducir

Teorema 4.1.6. Un conjunto de soluciones de una ecuacion diferencial lineal homogénea normal de
orden n es linealmente independiente en C™(I), y por consiguiente una base para el espacio solucion de
la ecuacion, si y solo si, su Wronskiano nunca se hace cero en I.

Ejemplo 4.1.3. El Wronskiano de uy,us es nulo para todo x en un intervalo abierto I, demostrar que

el cociente Z—f es constante en 1.
u2 ()

u1 ()

Para ello tomemos el cociente y derivamos, obtenemos:

() (2) — oy (e)ua(e) _ W (@), un(@)) _
ui () Wi ()

u2

Para todo x en I, luego 3% es constante en I.

Ejemplo 4.1.4. Sea w el Wronskiano de uy,us, soluciones de la ecuacion diferencial y” + ay’ +by = 0,
siendo a y b constantes.

1. Demostrar que W satisface la ecuacion de primer orden W'+aW = 0 y por tanto W (x) = W(0)e **.

2. Suponiendo que uy no es idénticamente nula, demostrar que W (0) = 0 si y solo si uy,ug es constante.
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Solucion:

1. Como W (ui(x),us(x)) =

Entonces

W' (ur(2), uz(2)) + aW (ur(x),uz(2)) = (@), us(x) — uz(), uf () + au (x), up(x)
—auy(), v} (z)
= i (2) [ug(z)auy(z)] — up(x) [uf ()au) ()]
= i (x) [buz(2)(2)] — uz(z) [~bus (z)]
= 0.

Que era lo que desedbamos probar. Aplicando la solucion de la ecuacion diferencial lineal homogénea
de orden uno, a

W' +aW =0,
tenemos que W(z) = W(0)e=4®) | donde A(x) = Jy adt = ax, entonces W (xz) = W(0)e~o®),

2. Siwuyi(x) es diferente de cero para todo x en I, y suponemos que W (u1(0),u2(0)) = 0, probemos que

Z—f es constante, para ello derivemos dicho cociente, y obtenemos

d[uz(x)] _ Ué(w)ul(w)g—u’l(x)uz(fv)
dr |ui(x) ui(z)
W (@), us()
uf(z)
_ W(0)e™
ui(z)
= 0.

Luego el cociente 2 es una funcion constante en I. Ahora, supongamos que Z—i es constante para

todo elemento de I, derivando este cociente tenemos:
d (ug(x)\ _ up(@)u(z) -y (x)us(x)
dz \ u(z) u?(z)
W lur (), ua ()]

=0.

Luego,
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4.2. Ecuaciones diferenciales de segundo orden

Algunas ecuaciones de segundo orden se pueden resolver por procesos de integracién inmediata o por
reduccién de orden.

d2
4.2.1. Ecuaciones del tipo d—‘g = f(x)
x

La solucién general se obtiene integrando dos veces, asi

Z—i = /f(:l:)dercl

y(z) = /[/f(m)qu] dz + ¢,

Ejemplo 4.2.1. Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial

d*y 2
Solucion: Integrando la ecuacion diferencial con respecto a x dos veces obtenemos
d
- /15x2dac =523 + ¢
dx
3 ) 4
y(r) = (52 + c1)dx = Vi +c1x + ¢
5 4
y(z) = 1 + 1z + co.
Ejemplo 4.2.2. Hallar la solucion de la siguiente ecuacion diferencial
d%y 1
A
conn e Z". ,
d d d
Solucion: Como dT:z; = %(ﬁ) = af%, entonces

d
ﬁ = /:Calcda:

25
= +c
1
—=+1
n—1
€Tr n
= n—1 +c
n
. n n—1 +
= e 1)33 c
Integrado la ecuacion anterior se obtiene
n n—1
Yy = m xr n dl‘ + cx + Co
n ot
= (n—1) 21 + cx + ¢p
n
B n? .
T m-Den-1)" e

donde c,cy € R.
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Ejemplo 4.2.3. Resolver la Ecuacion diferencial

d?y

m _ ,.n\2
X

Solucion: Sabemos que

d mo_ m)\2
dy / @m—a"”
dx NI
/ x?m _ Q:Em—i-n 4 x2n
= dx
Nz

= / <m2m_% — 9gmtn—3 + :EQ”_%) dx

p2m—s+1 9 pmtn—z+1 p2n—1
= - + +c
2m—%+1 m—i—n—%—i—l 2n —1
2m+L m+n+1 2n—1
T 2 2x 2 x
= + +c. (4.4)

om+ 1 2m+n)+1 2n—1
Integrando (4.4) se obtiene

9 2m+35 Jgmrnt3 9220+

V) = s T ma 1 dntd

+ cx + cp,

con ¢, co € R.
Ejemplo 4.2.4. Resolver la siguiente ecuacion diferencial

d2x

W = tan(t)Q.

Solucion: Integrando la ecuacion diferencial se tiene

d

d% N / [(sect)? — 1] dt + 1 = tant —t + ¢y,
luego

2
T = /tantdt -3 + c1t + co.
Por lo tanto,
2
x(t) = —In|cost| — 5 + c1t + ¢,

con c1,c2 € R,
4.2.2. Ecuaciones del tipo 32732’ = f(x, %).

En estas ecuaciones se utiliza el cambio de variable z = d—g para llevarlas a una ecuacion diferencial
de primer orden de la forma

d
== f(x.2).
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Ejemplo 4.2.5. Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial

d? d
-1 Y Y

dz?  dr 0-

dz Ay

Solucion: Haciendo el cambio de variable z = % se obtiene = = 5, por lo que la ecuacion dada se

transforma en
dz
—1)— =0

o equivalentemente

cuya solucion es
Inz+In(z —1) =Iney,

con c¢1 constante. Aplicando las propiedades de logaritmos se obtiene
In(z — 1)z =1ncy,

luego
(r—1)z = ¢,

en consecuencia

C1
z =
r—1
Ahora deshacemos el cambio de variables
y G
de x—1’

de donde se obtiene

y(:c):/xc_lldx.

y(z) = 1 In(x — 1) + co.

Finalmente la solucion general es

Obsérvese que la solucion general tiene las dos constantes c1 y co ya que la ecuacion diferencial es de

sequndo orden.

Ejemplo 4.2.6. Hallar la solucion general y particular de la ecuacion diferencial.

d?y 1dy_0
dz?  xdx

con las condiciones iniciales y(1) = y'(1) = 0. Haciendo el cambio de variable z =

por lo que la ecuacion dada se transforma en

dz 1 dz dx
— ——2=0=>——=lnz—Inciz = z=cix.
dr «=x zZ T

Deshaciendo el cambio
d 2
di:clxé/dy:/clxdmiy(m):q;—|—02

dy dz _ d%y
dz » entonces 7= = -5,

La solucidén general es y(z) = c12? + ca, y la solucién particular serd y,(z) = 2% + 1.
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4.2.3. Ecuaciones de los tipos Py fly) y 32732’ = f(vy, Z—Z)

dz? —
Para reducir el orden de estos dos tipos de ecuaciones, hay que considerar la y como la nueva variable

. . . o dy .
independiente, por lo que el cambio z = 3. se completa asi

d’>y dz dzdy dz
—_— = = —— = Z—,
dz? dx dydx dy

Al realizar el cambio de variable en estos tipos de ecuaciones, las nuevas ecuaciones diferenciales de primer
orden quedan asi

d d
s =10 v e =I2),
Ejemplo 4.2.7. Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial
d?y
— —y=0.
a2 Y
Solucion: Aplicando los cambios
dy dz d*y
z = — = —_—
de 7 dy  dx?
tenemos
dz
z— =
dy y’
o equivalentemente
zdz — ydy = 0,

luego
2=y 4= 2=V +cr.

Deshaciendo el cambio

dy \/27 dy / dy /
dx \ y2 + 2V, y2 +c

La integral de la izquierda se realiza con un cambio de variable como que sigue. Sea y = \/c1 tan 6, entonces
dy = /c1sec? 8df. En consecuencia

_ \/aseCQHde

| e
y2 + ¢ V/c1sect

= /sec 0do

= In|secf + tan¥|,

luego
In|sech + tanf| = = + ca,

luego
sec + tan 6 = coe”.

De acuerdo al cambio de variable en 0 (ver Figura 4.1 ), se obtiene

2

c1+
v Y =ce’ = ety +y=ce’ = Ve +yt=ce” —y.
Nz \/c1
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/C,+y2
secd = 1
Vv Cy
y
il
tanf = e

Figura 4.1: Diagarma de la integral.

FElevando al cuadrado en ambos lados de la ultima ecuacion

22_ x 2 2 _ 2x x 2
[\/Cl—i-y} —(626 —yY)* =1+ y© = e — 2c0ye” + Y7,

entonces
c1 = ce?® — 2cye”.

En consecuencia
2coye” = coe” — cy.
Por lo tanto "
y = Qfa_ cze” + cue™ ",
2c9e®
Luego la solucion general es

y(x) = c1€” + coe™ ",

Ejemplo 4.2.8. Resolver
d?y
pro i seny = 0.

i ; ; "_ - —dy dz _ d’y _ dz dy
Solucion: La ecuacidn anterior es equivalente a y" —seny = 0. Sea z = 7, entonces = = 5 = dy do
dy

d2y . dz , dy o . . _
Por lo tanto, -5 = 2y Ast zg; —seny =0, lo cual implica 2z, = seny. Por lo tanto

zdz = sen(y)dy,

[ #dz = [ senty)a,

Z2
z

luego

lo anterior implica
+c = —cos(y),

luego

22 = —2cos(y) + 2c,

o equivalentemente

22 = —2cos(y) + c1.
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Despejando z se obtiene

2z =+/—2cos(y) + c1,
es decir p
Y
e A ) .
o cos(y) + 1
Resolviendo la ecuacidon anterior se obtiene
d
Y = duz,
—2cos(y) + ¢

luego

| yrres
T+c= .
—2cos(y) + 1

4.2.4. Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes constantes

Estudiaremos la solucién a la ecuacién
v + ay’ + by = R(x). (4.5)

Donde a y b son constantes reales y R € C'(I). Si R(x) = 0 para todo x en I, la ecuacién (4.5) se denomina
homogénea, consideremos en principio esta ecuacién y hallemos su solucién, para ello, supongamos que
a = 0, es decir, la ecuacién homogénea se transforma en

y" + by =0. (4.6)
Consideremos tres casos

1. Sea b = 0, luego la ecuacién (2) se transforma en y” = 0, luego las funciones y = 1, y y = z son
solucién a la ecuacion diferencial dada, estas funciones son linealmente independientes porque

1 z

0o 1| "

W (1,z) :‘

Entonces cualquier solucién de y” = 0, viene dada por
Yy =c1 + oo,
donde c; y c2 son constantes, en base al Teorema 4.1.6.

2. Sea b mayor que cero, entonces existe un real k tal que b = k? y la ecuacién (4.6) se transforma en

y" = —k? y son soluciones a esta ecuacién las funciones y = cos(kx) y y = sen(kx), las cuales son
linealmente independientes, lo cual se puede demostrar usando el Wronskiano de estas funciones.
Entonces cualquier solucién a y” + by = 0, para b mayor que cero estd dada por y = ¢ cos(kx) +

cosen(kx) donde ¢; y cg son constantes y k = V.

3. Sea b menor que cero, entonces existe un ntimero real k tal que b = —k?, entonces la ecuacién (4.6)
se transforma en " = k%y, son solucién a esta ecuacién las funciones y = €**, y, y = e7**, las cuales
son linealmente independientes, ya que al calcular el Wronskiano de estas funciones, obtenemos —2k,
el cual es diferente de cero, implica que cualquier solucién de la ecuacién y” + by = 0 para b menor
que cero, es y = c1eF* 4 c3e7 %7 donde ¢; y c2 son constantes y, k = Vv —b.

Teorema 4.2.1. Sean y y u funciones en C(I) tal que y = ue™z , entonces y es solucion de la ecuacion

y" +ay +by =0 si y solo si, u satisface la ecuacion u” + % =0.
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Demostracion. Siy =ue 2 es solucién de la ecuacién y” + ay’ + by = 0, entonces la satisface. Ahora, la
primera y segunda derivada de y estan dadas por

’ ) —az a —ax
y = ue 2 — —-ue 2
2
” ) —ax a , —az a , —az + a —ax
Yy = uez2 —ue 2 ———-ue 2 —ue 2 .
2 2 4

Reemplazando v’ y v’ en 3" + ay’ + by = 0 se obtiene

2 2

—azx —ax a —azx —ax a —ax —azx

/= ! =z [ ==z =z
u'ez2 —aue 2 +Zue2 +aue 2 —?ue2 +bue 2 =0,

0 equivalentemente
—ax a2 CL2
ez (u”—au’+zu—|—au’—§u+bu) =0.

Como e 2 # 0 para todo = € R entonces

2
n @
- — bu = 0.
() 4u—|—u

az . —a?
Que era lo que se deseaba demostrar. Ahora, supongamos que u = ye 2 , es solucién de u” + W =0.

En efecto, al reemplazar tenemos

2 2
noar ) ez G az —a az
yez2 +ayez2 +Zye2+ 1 yez =0,
luego
2 2
a a
e2 |Y'+ay + —y+by— —y| =0.
4 4
Por lo tanto y” + ay’ + by = 0, de aqui concluimos que y = ue 2, es solucién de y” + ay’ + by = 0.
2
Si u es solucién de u” — “T_Zu’u = 0, como sabemos la solucién a esta ultima ecuaciéon viene dada por

y = ciu1(x) + caus(x), donde c1, co son constantes, y en la cual

1. ui(x) = 1,uz(w) = =, si a® — 4b = 0.
2. uy(z) = e, ug(z) = e, si a® — 4b = 0 es mayor que cero, y k = 3v/a2 — 4b.
3. uy(z) = cos(kx),ua(z) = sen(kz), si a® — 4b = 0 es menor que cero, y k = 31/4b — a2.

Es decir, podemos caracterizar este resultado en la siguiente proposicién.

Teorema 4.2.2. La solucidn a la ecuacion y"” + ay’ + by = 0, viene dada por la expresion

—azx

e [ar(@)ur(2) + ea()ua(w)]

donde ci y ca son constantes, uy y us son funciones que dependen del valor de a®> — 4b = d, que denomi-
naremos el discriminante de la ecuacién cuadrdtica m? + am +b =0, de la siguiente forma:

1. Sid =0 entonces ui(z) = Luz(z) = x.
2. Si d es mayor que cero, entonces ui(z) = €%, us(z) = e~ donde k = /d.

3. Si d es menor que cero, entonces ui(z) = coskz, us(x) = senkz donde k = 1/—d.
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Ejemplo 4.2.9. Hallar la solucion
y" — 3y +2y =0.

Solucién: Le asociamos la ecuacion cuadrdtica m?> —3m + 2 = 0, luego a = —3 y b = 2 entonces el
discriminante es 1, el cual es mayor que cero, lo cual implica que la solucion a la ecuacion dada es

3z 1 _1
y=e2 |[c1e2” 4 coe 2’”] = 162" — 9,

donde c1 y ca2 son constantes.

En este momento ya estamos en capacidad de hallar la solucién de 3" + ay’ + by = R donde a y b
son constantes y, R € C(I). Definimos el operador L de C™(I) en C(I), tal que L(y) = v" + ay’ + by,
luego L(y) = R, la solucién a esta ecuacién viene dada por la suma de la solucién general a L(y) = 0,
con una solucién particular a L(y) = R. Un método para resolver la tltima ecuacién es el de “variacién
de parametros”, el cual fue utilizado por Lagrange no solo para ecuaciones de orden dos sino de mayor
orden. El método consiste en hallar funciones ¢; y t5 tales que t1v1 + tove sea solucién de L(y) = R, donde
v1, v2 son soluciones linealmente independientes de L(y) = 0. Como dicha funcién verifica la ecuacién
L(y) = 0, entonces derivamos y reemplazamos. Sea y = t1v1 + tova, entonces

/

t'1v1 + tw’l + tl21}2 + tgvé
y"' =ty +tavy + (tjv) 4 thu) + (1] + tyv)

Como L(y) =y" 4+ ay’ + by = Ry L(v1) = L(ve) = 0, entonces
L(y) = (v + tyvh) + (o1 + tv2)' + a(tyvr + tyvs).

Como deseamos hallar ¢; y to de tal manera que L(y) = R, entonces podemos hacer tjv; + thvg = 0y
tv] 4 thvly, = R que son dos ecuaciones lineales con las incégnitas t} y t,. Luego

t/ _ —UQR
LW v, v
t/ _ 1}1R
2 W [Ul, 1}2] ’

Entonces

nw = | W_UQR <>]d“"

2= [ Wit UIR < T

Se puede observar que t; y to se expresan como 1ntegrales indefinidas, cada una de las cuales queda
determinada si le sumamos una constante, es decir t; + c¢1, y t2 + co; podemos definir una funcién y, =
y + c1v1 + cove v aplicamos el operador L a esta funcién, tenemos L(yp) = L(y) + L(civ1 + cave) = L(y)
ya que L es un operador lineal, entonces y; es también solucion particular de la ecuacién diferencial no
homogénea.

Ejemplo 4.2.10. Hallar la solucién general a
y” +y=senx.

para hallar la solucion particular a dicha ecuacion usando el método de variacion de pardmetros, primero
hallaremos la solucion de la ecuacion y” +y = 0. Como el discriminante es menos cuatro, luego la solucién
general a la ecuacion homogénea es y = c1 sen(2x) + ¢z cos(2x).
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Solucion: Sea vi(x) = sen2x y vo(x) = cos2x, hallemos t1 y ta de tal manera que t1v1 + tave sea
solucion de y' +y = senx. Luego

2
h(z) = /cos zsenmdx

cos? rsen sen? x sen x
R e

= /coszxsenxda:—i—/se;lwda:

COS3 X COosT

2 2

2
ba(z) = /sen :;senxdx

= / sen? z cos xdx

sen3 T

= > dx.

Entonces la solucion a la ecuacion diferencial dada es

sen3 X C083 x COST

= 2 2 —
Yy = €1 8en 2x + ¢ cos 2z + 3 + 3 5

Otro método por medio del cual podemos calcular un solucién particular a una ecuacién definida por
el operador L, en el cual L(y) = y” + ay’ + by, siendo L(y) = R, es el llamado método de coeficientes
indeterminados, y como su nombre lo dice se trata de dar como solucién un “polinomio” en el cual
calculamos los coeficientes, para que este verifique la ecuacién, podemos considerar tres casos.

Caso 1: si R es un polinomio de grado n, con b # 0, podemos hallar un polinomio y(z) = >_;_, apzk
que satisface la ecuacién L(y) = R; sustituyendo en la ecuaciéon podemos hallar los coeficientes ag, aq,. . .,
A1, G-

Ejemplo 4.2.11. Hallar la solucion general a
y —y=uw.
La solucion general de la ecuacion homogénea asociada es y = c1e* + coe™™ donde c1 y ca son constantes.

Ahora calculamos una solucién particular a la ecuacién no homogénea, usando el método de coefi-

cientes, ya R(z) = = y, b = —1, luego R es un polinomio de grado 1, entonces supongamos que dicha
solucién es Ax + B, derivando esta solucién y reemplazando en la original tenemos —Ax — B = x, de
donde concluimos que A = —1 y, B = 0. Entonces la solucién particular es y = —z. Luego ya podemos

dar la solucién general a la ecuacién y” — y = x cual es

y=cre® +ce ¥ — .
Si b =0, la ecuacién y” + ay’ = R, no se puede satisfacer con un polinomio de grado n; pero si con uno
de grado n + 1, siempre que a # 0. Si a = b = 0, su solucién general es un polinomio de grado n + 2,
obtenido de dos integraciones sucesivas.

Caso 2: R(x) = p(x)e™*, siendo p un polinomio de grado n y m una constante; si hacemos el siguiente
cambio de variable y = u(z)e™*, la ecuacién diferencial y” + ay’ + by = R se transforma en u” +
(2m + a)u’ + (m? 4+ am + b)u = p. La cual es una ecuacién del caso anterior.
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Caso 3: si R(x) = p(x)e™*cos(ux) o R(z) = p(z)e™ sen(ux), siendo p un polinomio; m y w constantes.
En ambos casos, existe siempre una solucién particular de la forma y(z) = e™*[Q(z) cos(uzx) +
H(z)sen(ux)], donde @ y H son polinomios.

Ejemplo 4.2.12. Determinemos la solucion de
y" + 3y + 4y =0.

De aquia =3 y b =4, la ecuacidn cuadrdtica asociada a la ecuacion diferencial dada es m? +3m+4 = 0.

. . V5 -5
Por consiguiente d = /33 —4 = /9 — 4 = /5 > 0. Entonces se tiene ui(z) = e 2T y ug(z) = e 3T De
este modo la solucion general de la ecuacion dada es

_3z ﬁz ﬁz —=3+V5 . =3—V5
y=e 27 |[c1e 2" 4+ co€ 2 =Yy =ce 2 + coe 2

T

Ejemplo 4.2.13. Hallar la solucion de

d*y dy
—= —2-Z 4+ 8y =0.
dx? dx +8y =0

Solucién: Observemos que Vd = V4 —4(8) = 2¢/=7 lo cual implica que d = —28 < 0. Entonces la
solucion general estd dada por

y = e [q coS <\/22>81:> + co sin (\ﬁHC)]

il (V2
C1 COS (2a:> + ¢c2 SIn <7x>] .

Solucién de la Ecuacién Diferencial y” + ay’ + by = R (Método De Variacién De Pardmetros)

eI

Ejemplo 4.2.14. Hallar la solucion general de

Py dy
— 4+ 2= =1 4.
dz? + dx +ty=10 (47)

Solucion: La ecuacion diferencial homogénea asociada a (4.7) es

d’y | dy
— +2-= =0,
da? + dx ty
y su polinomio asociado es m? +2m +1=0. De aqui d =4 — 4 = 0 entonces ui(r) — 1 =0 y uz(z) = .
Ast la solucion general de la homogénea asociada es

y=-e "[c1 + cx],
luego
yp = cre * + coxe Y.

Ahora sea y, = tiur + taug una solucion particular de la ecuacion diferencial no homogénea (4.7). Apli-
cando el método de variacion de pardmetros se tiene
—xe”,10 , e 710
t

t/ — —_— = .
V7 wle =, ze=) 1 w(e o, ze )
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Calculemos

Ahora

luego

e’ re *
—T —T _

W(e™ ze™) = —e % e *(1—ux)
= el -x)+ze ™
= e®(1—2+4uz)
= e

—10xe®
tll == W == —10:5696,

t1 = —10/:1cewd:v.

Sea u =z y dv = e*dx, entonces du = dx y v = e*, por integrando por partes se tiene

Ast,

Ahora

lo cual implica

De esta manera

/:Bexdx = xe® — /exdac = (z —1)e".

th = 10(z — 1)e”.

10e™*

I _

ty = T 10e”,
ty = 10e”.

yp =€ “10(z — 1)e” + 10e”ze”* = 10z — 10 + 10z = 20z — 10.

Finalmente, la solucion general es

4.3.

Ejercicios

4.3.1. Mixtos

1.

Yyl =et —e?.

dzy 9

d2

le = 3x.e".

! — T .
2 +1

x

1

y(x) = yp(x) + yp(x) = c1e” + coze® + 20z — 10.

az — 1

7 .
y" = limg 0

d%y 5V

da? NS

K| =
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d? y a®

S da? T 1+a¥

d*y\*
8. (d;;> = tan(x).

9. Las condiciones iniciales y(0) = yo y ¥'(0) = y1 se aplican a la ecuacién diferencial

2y’ — 2zy + 2y = 0.

Para qué valores de yy y y1 tiene una solucién el PVI.
d? d
4.3.2. Ecuaciones del tipo £y _ f ( y)
dx

dx?
d? d
1. y (330 + y>

da? d
2 N __ xy/
' cos(x?)?
3 ! — @ + ]‘
dx (f)
t
an {
4. sen(x) cos(m)@ =1+ sen(x)@
' ' dz? dz’
d*y sdy | (dy)?
5. @ = bel’l(6ﬂj) % + %
2
6. 3d7g;: sen(x). cos(z) +83:@.
dx \/cos (x)?.sen(x)? dx

d? d2 d
4.3.3. Ecuaciones del tipo °y_ (y) =0y =f ( y)

dz?
. o dy dz
Por medio de las sustituciones z = a2 du Determinar la solucién general de las siguientes ecuaciones
Yy
diferenciales

d*y  _dy
1. — —8—=+4+2y=0.

a2 S =0

d’y | dy
2. — +3— =0.

dx? + dx Ty

d%y dy
3. —= —-10—=—y=

dx? dz Y 0

d%y dy
4. 358 1 0% 3y = 0.
dx? * dx
d%y dy
5. 859 1 10% 16y = 0.
dx? + dx

6. =3y’ —2y +y=0.
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d*v dv
d*0 dé

8 —+60=0.
+6dt+ 0

L0
dt?



Capitulo 5

Aplicaciones para ecuaciones
diferenciales de orden superior

5.1. Segunda ley de Newton y la ley de la gravitacién universal

De acuerdo con la ley de la gravitaciéon universal de Newton, la aceleraciéon de caida libre de un
cuerpo, tal como el satélite que se muestra en la figura, que estd cayendo desde una gran distancia hacia
la superficie no es la constante g. Mas bien, la aceleracién es inversamente proporcional al cuadrado de
la distancia desde el centro de la tierra a = k/r? donde k es la constante de proporcionalidad. Utilice el
hecho de que en la superficie de la tierra, r = R y a = ¢, para determinar k. Si la direccién positiva se
considera hacia arriba, utilice la segunda ley de Newton y la ley de la gravitacion universal para encontrar,
una ecuacion diferencial para la distancia r. Segin la ley de la gravitacion universal, la aceleracion de
caida libre es a. Si a = r% donde k es la constante de proporcionalidad y r = R. Distancia desde el centro
de la tierra (en la superficie de la tierra r = Ry a = g). Para la superficie de la tierra (la direccién
vertical hacia arriba es el eje positivo y el contrario serfa el negativo). Si a = g, entonces g = k/r2, en
consecuencia para r = R se tiene k = gR?.

Segun la segunda ley de newton F' = ma. Si la fuerza neta del objeto es igual a la fuerza que ejerce

el peso del objeto, entonces ma = —mg (La fuerza del peso del objeto es negativa porque el objeto va
cayendo, es decir, va en direccién contraria a nuestro eje positivo). Dado que
d*r -
mgE = T

Satdlite de

Figura 5.1: Ley de gravitacion universal.

140
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entonces

d’r
=
Dado que g = a, entonces % = —a. Ahora, reemplazando a = 7% en la ecuacion anterior se obtiene
% = —T% = —97%2. La ecuacion diferencial para la distancia r es
d*r  gR* 0
az 2

5.2. Movimiento armdnico simple

Consideremos una particula que se mueve sin resistencia a lo largo de una recta, que puede ser el eje
x, bajo la accién de una fuerza localizada en el origen 0. Supongamos que la fuerza es proporcional al
desplazamiento x de la particula de 0 en un tiempo ¢; suponiendo x positiva a la derecha y negativa a la
izquierda de 0. Puesto que la fuerza es proporcional a la aceleracién, la aceleracion 2272“” serd proporcional
al desplazamiento x. Si la particula se encuentra a la derecha de 0, el desplazamiento es positivo y la
fuerza (hacia la izquierda) y la aceleracién son negativas; si la particula se encuentra a la izquierda de
0, el desplazamiento es negativo y la fuerza (hacia la derecha) y la aceleracién son positivas; luego la

aceleracién y el desplazamiento son opuestos, y la ecuacion diferencial que define el movimiento es

d?x

Pl

donde k es la constante de proporcionalidad y es positiva. Su solucion es

x(t) = c1sendt + ¢y cosdt, (5.1)
o o ) ) G G . C2
donde ¢; y ¢ son constantes y d = Vk. Sea A = \/c3 + c3 y cos(u) = T sen(u) = T Luego u = arctan —.
C1
Por lo tanro, la ecuacién (5.1) se transforma en
z(t) = Asen(dt + u). (5.2)

d
Las ecuaciones (5.1) y (5.2) dan las dos formas equivalentes para v = d—j luego

v = c1dcosdt — codsendt = dA cos(dt + u).

Este movimiento se denomina arménico simple y la particula vibra entre A y —A, la cual es la amplitud

.. .. c s qs . T .
del movimiento. El movimiento es periédico, su periodo es i y, la frecuencia es o
7

Figura 5.2: Teorema de Pitagoras.
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Figura 5.3: Movimiento arménico simple.

Ejemplo 5.2.1. una particula se mueve con un movimiento armdnico simple en una linea recta.
Cuando t=0, la aceleracion es 9 metros por seqgundo cuadrado, la velocidad es de 4.5 metros por sequndo
y el desplazamiento es de 4 metros a la izquierda del origen. Encontrar

1. El desplazamiento cuando ha transcurrido medio periodo.

2. El primer tiempo cuando el desplazamiento es cero y cuando es un metro.

3. La velocidad mdxima.
d%z

Solucion: la ecuacion diferencial es CC%" = —kxz. Podemos calcular el valor de k ya que 7 =9 cuando
x = —4 luego 9 = 4k, entonces k = %. Luego la ecuacion diferencial se transforma en
d’x 9x
— = ——. 5.3
dt? 4 (5-3)
Su solucion es
x(t) = c1 sen §t + cg cos §t
- 2 2 2°)
Ademds,
(t) dz 30 cos 3t 5 sen 315
v(t) = — = & —t)—zc ~t).
e~ 2" 2 27 2
Podemos hallar ¢ y co, empleando las condiciones de frontera dadas; x = —4, v = 4,5 parat = 0 y
obtenemos c1 = 3 y, co = —4. Luego

t

)

, entonces

z(t) = 3sen

DO W

~cos (1)

0).

VR
| wo

oo N

N———

|

o

wn

@

=
VR
DO | o

I
N | ©
@)
o
(9]
VR

v(t)

|
| &

Sean A = /3% + (42) =5, cos(u) = g y sen(u) =
3
x(t) = bsen <2t + u>

v(t) = e Cos <3t + u)
2 2 '
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Para hallar la respuesta a la parte a) debemos hallar el periodo el cual es 4%, la mitad de este es %’T

sustituyendo en la ecuacion (5.1) tenemos x = 3361{1%’r — 4005%7r = 4 metros. Para hallar el tiempo
cuando x = 0, 6 x = 1 metros, empleamos la ecuacion (5.2), luego 0 = 5sen(3t — 0,9273). Para ello

primero calculamos el valor de u, como tenemos que sen(u) = —% y, cos(u) = % entonces u pertenece al
cuarto cuadrante, luego u = —0,9273, reemplazando este valor tenemos 0 = 586n(%t—0, 9273), luego %t =

0,92730, lo cual tmplica que t = 0,618 sequndos. Cuando x = 1, tenemos que hallar el valor de t positivo
mas pequeno que satisface 1 = 5sen(%t —0,9273). Por lo tanto %t —0,9273 = arcsen(0,2) = 0,2013. Es
decir, que %t =1,1286 lo cual implica que t = 0,752. Para la parte c) tenemos que v = 22 cos (%t + u),

2
luego la mdxima velocidad es 7,5 metros por sequndo.

Ejemplo 5.2.2. Un resorte fijo en su extremo superior, soporta un peso en el extremo inferior, que
alarga el resorte 15 centimetros.

a) Si el peso se baja 7,5 centimetros adicionales de su punto de equilibrio y se suelta, encontrar el periodo
de vibracion y la ecuacion del movimiento del peso.

b) Si el peso se hace descender 7,5 centimetros bajo su posicion de equilibrio y se le aplica una velocidad
hacia abajo de 30 centimetros por sequndo, encontrar la distancia, bajo la posicion de equilibrio, del
punto mds bajo que alcanza el peso; la velocidad mdzima y el tiempo que se requiere para que el peso
regrese a la posicion de equilibrio por primera vez.

Solucion: primero planteemos el problema, para hallar la ecuacion diferencial que representa el mo-
vimiento vibratorio de un peso colgando del resorte, bajo la suposicion de que mo existe resistencia al
movimiento. En principio tenemos un resorte colgado de su extremo superior verticalmente, Figura 5.4a.
Después de que se fija una masa M de peso w, a un resorte, Figura 5.4b, este se estira S unidades y
cuelga en reposo en la posicion de equilibrio. Después el sistema masa-resorte se pone en movimiento,
ya sea ddndole una velocidad vertical inicial o puede desplazarse el peso verticalmente de su posicion de
equilibrio y entonces soltarlo. Se toma la posicion de equilibrio como el origen. Sea que z(t) denote la dis-
tancia dirigida del punto de equilibrio a la masa. Suponga que la direccion hacia abajo es positiva y que el
movimiento se efectia en una recta vertical que pasa por el centro de gravedad de la masa y que las unicas
fuerzas son peso de la masa y la fuerza restauradora del resorte estirado. La cantidad de desplazamiento
del peso en un tiempo t es s + x, independiente del hecho que el peso se encuentre arriba o abajo de la
posicion de equilibrio y la tension del resorte es k(s + x), Figura 5.4c. Con base en la la Ley de Hooke,
la fuerza de restauracion de un resorte es proporcional a su elongacion total. Determine una ecuacion
diferencial del desplazamiento x(t) al tiempo t. La ¢ constante de proporcionalidad se llama constante del
resorte. En la posicion de equilibrio la tension del resorte es w kilogramos, y el alargamiento es s metros;
luego w = ks, donde k es la constante del resorte, entonces k = % kilogramos por metro.

El resorte hala entonces el peso hacia arriba con una fuerza —k(s + x) y la gravedad lo solicita hacia
abajo con una fuerza W, luego la fuerza resultante que actia sobre el peso es w — k(s + x) = —kx ya
que la condicion de equilibrio es mg = kS. Como la fuerza que actia sobre un peso es proporcional a la
aceleracion, entonces la ecuacion que define el movimiento es . F = ma, luego

2
mg—k:(x—i—s):mg—kx—kS:mg—kaz—mg:m(jin.
Dado que
—kx = md2—x
dt?’
o equivalentemente
Pz kx

Esta ecuacion diferencial representa un movimiento armdénico simple. Luego el peso ejecuta un movimiento
armonico simple, con respecto a su posicion de equilibrio. De acuerdo a las condiciones del problema,
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a) b)

Figura 5.4: Resorte.

w
0,15

tenemos que el peso W produce un alargamiento de 0,15 metros; luego W = 0,15k entonces k =
kilogramos por metro. En consecuencia, la ecuacion diferencial se transforma en

d’x gr
72 _l’_ - =
dt 0,15

2 2
x:clsenwﬁt—l—@cosw&t (5.4)
3 3
20 20 20
v =1/ ?g [clcosw Tgt — caseny/ 3‘(]75] , (5.5)

donde ¢y y co son constantes que podemos hallar con las condiciones dadas en a) y estas son z = 0,075,
v =0 para t = 0, sustituyendo tenemos que c1 = 0 y, co = 0,075, luego la ecuacion del movimiento es

0.

Su solucion es

x = 0,075cos %t. Su periodo es 21 % = 0,778 sequndos. Para la parte b) empleamos las condiciones

dadas, es decir x = 0,075, v = 0,30 parat = 0 y obtenemos que c1 = 0, 34 /% y, co = 0,075. La distancia

bajo la posicion de equilibrio del punto mds bajo que alcanza el peso es la amplitud del movimiento; esto

es
3 [Gg+12
/2 2_ 9 ‘
At2=15\ " 809

La velocidad mdzima es el valor de v en la ecuacion (5.5); es decir

209 3 [bg+12
Vg At =g\ "5

Se obtiene cuando el peso pasa por su posicion de equilibrio. El tiempo requerido para que el peso alcance
su posicion de equilibrio se obtiene haciendo x = 0 en la ecuacion (1), y resolviendo para el valor positivo
mds pequerio de t se obtiene

. 2,013
-~ /20g

= 0,2505 segundos.
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mgsenu

Figura 5.5: Sistema masa - resorte.

Ejemplo 5.2.3. Un peso de 6 b estira un resorte 6 pulg. Si el peso se halla 4 pulg por debajo de la
posicion de equilibrio y se suelta. Encuentre la posicion del peso como una funcion del tiempo.
Solucion: Las medidas expresadas en ulgadas se deben pasar a pies. En consecuencia 6 pulg = %ft

dpulg = Lft. Ahora, a partir de los datos suministrados se obtiene 6 = k(L) lo cual implica que
Y Y 3 3
k=12 (%) Ademds, dado que mg = P, entonces m = 5 = 3%. Reemplazando en la ecuacion de
movimiento se obtiene )

6 d°x

—— = —12zx.

32 dt?

Por lo tanto se obtiene el siguiente problema de valores iniciales

Lo 1 64z =0
2(0) = 3,2'(0) =0’

cuya solucion en estd dada por

x(t) = 1 cos 8t.
3
Ejemplo 5.2.4. Sea AB figura 5.5, el alambre, siendo A el punto fijo de suspension y B el otro extremo
del alambre, al cual se halla unida una masa m. Designemos por u el dngulo formado por al alambre y la
vertical AO en un instante cualquiera. Cuando la masa m se halla en movimiento, actian sobre ella dos
fuerzas, la tension T de la cuerda y el peso mg de la masa.
Podemos descomponer al peso mg en dos componentes una tangente y otra perpendicular a la trayectoria
del movimiento, tenemos que la componente perpendicular es equilibrada por la tension, la fuerza tangen-
cial a la trayectoria es mg sen(u). Tomemos u positivo si m se halla a la derecha de 0 y u es negativo si
m se halla a la izquierda de 0. Cuando u es positiva la fuerza resultante se halla dirigida hacia la izquierda
y se dirige hacia la derecha si u es negativo, luego la fuerza resultante es —mgsen(u). Como la longitud
del arco es s = lu, luego aplicando la Ley de Newton tenemos
d’s d’u

m—s = ml—s = —mgsenu,
dt2 dt2 g

es decir

= —Zsenu. (5.6)
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Al
s -
R
==Ll ’_-:j—f:

Figura 5.6: Cubo en su posicién de equilibrio.

Esta ecuacion no se puede resolver exactamente por funciones elementales, pero podemos hacer la apro-
ximacion, para u entre 5° y —5° se tiene que senu =~ u, donde u aparece expresado en radianes. Luego la
ecuacion (5.6) se convierte en
v gu
— +==0.
dt l

. . 2
Su solucion es u = ¢y sen \/%t + co cos \/%t, donde c1 y ca son constantes y el periodo es %ﬁ_
Otro ejemplo de movimiento armoénico simple es el de un cuerpo que flota en el agua. Para analizar
este caso resolvamos este problema.

Ejemplo 5.2.5. Una caja cibica de 3 metros de lado flota en agua tranquila. Se nota que la caja oscila
subiendo y bajando con un periodo de medio sequndo. ;Cudl es el peso de la caja?

Solucion: la Figura 5.6 representa el cubo en su posicion de equilibrio, dado por ABC'. En la Figura
5.7 el cubo estd casi totalmente sumergido en el agua, en esta posicion hay una fuerza que tiende a
empujar la caja hacia arriba. Esta fuerza estd determinada por el Principio de Arquimedes. Un peso parcial
o totalmente sumergido en un liquido, experimenta un empuje hacia arriba originando un movimiento
vibratorio por una fuerza igual al peso del liquido que desaloja. Luego en la Figura 5.6, segun el principio
dado el peso de la parte I sumergida es igual al peso de volumen de agua que desaloja. En la Figura 5.7
se muestra la parte I sumergida y otra parte de cubo dentro del agua a una altura x, lo cual indica que
hay una fuerza no equilibrada, luego el peso de agua desalojada es 3,3.2,1,000, o sea 9000z, ya que 1000
kilogramos por metro cubico es la masa especifica del agua. El valor de la fuerza que tiende a mover el
cubo es andloga a la fuerza de restitucion del resorte vibrante. Si designamos por W el peso de la caja
tendremos la ecuacion diferencial

W d’x

0 sea
x| 882000 _
dt? W
-

Figura 5.7: Cubo casi totalmente sumergido en el agua.
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Su solucion es x = cycos Sgwﬂt + c9 sen %&t donde c1 y, co son constantes, el periodo de vibracion
es
2rW 1

V88200 2
Resolviendo esta ecuacion tenemos que W = 559kgs. En todos estos problemas hemos considerado que la
resistencia es despreciable, ahora consideraremos en caso en el cual la resistencia no es nula.

5.2.1. Fuerza de atracciéon proporcional al desplazamiento; resistencia proporcional
a la velocidad

El movimiento vibratorio con amplitud constante, resulta de una fuerza proporcional al desplaza-
miento. Si se toman en cuenta la fricciéon o fuerzas de rozamientos que disminuyen la amplitud de las
oscilaciones y finalmente detienen el movimiento, esta fuerza se denomina amortiguadora o resistente; no
se conoce ley exacta que gobierna estas fuerzas puesto que dependen de muchos factores variables, pero
se observa experimentalmente que, si la velocidad es pequeiia, la magnitud de la fuerza amortiguadora
es aproximadamente proporcional a la velocidad instantdnea, o sea su magnitud es c% donde c es la
constante de proporcionalidad. La fuerza amortiguadora se opone al movimiento en caso de una particula
que se desplaza sobre la linea recta, sucede que si la particula se mueve hacia la derecha, la velocidad
es positiva y —c% representa la fuerza resistente. Si la particula se mueve hacia la izquierda, la veloci-
dad es negativa y —c% representa la fuerza amortiguadora; similarmente podemos considerar el caso de

movimiento producido por un resorte; luego el modelo matematico que define estas situaciones es
d’x dx A
m—s = —c— — kux,
dt? dt

0 sea
A2z ¢ dx k

— 4+ —.—+ —x=0.
dt? + m’dt + m”
La solucién a esta ecuacién depende del valor de
4k B c? — 4km

m2  m m?2

1) Si ¢? — 4km = 0, entonces la solucién es
et
x=e 2m [c] + cat],

donde ¢1 y co son constantes, su grafica se muestra en la Figura 5.8.

ow [11:

(2)

1) Positiva

2) Cero Velocidad Inicial
et 3) Negativa

Figura 5.8: Movimiento criticamente amortiguado.
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11) Si ¢? — 4km es mayor que cero, la solucién es

_ct _
xr=e 2m cledt—i-ch dt ,

con d = ﬁ\/ c2 — 4km, siendo c;1 y co constantes, su grafica se muestra en la Figura 5.9

X
(1)
Il A
N / 1) Positiva

2) Cero Velocidad Inicial
3) Negativa

Figura 5.9: Movimiento sobreamortiguado.

111) Si ¢ — 4km es menor que cero, la solucién viene dada por
ct
x =e 2m [c cosdl + cysendt],

con d = ﬁ\/ 4km — 2, donde c¢1 y ¢ son constantes, su gréafica se muestra en la Figura 5.10.

x 2)
AT
‘Z/(TI )
A .r"‘} 1} Pogitiva
\\ "'\ r / N Cero Velocidad Iniceal

] LY P t 3} Negativa

Figura 5.10: Movimiento subamortiguado.

_ct . Ny
En todos los casos el factor e”2m se llama factor de amortiguacién.

Ejemplo 5.2.6. Una particula parte del reposo para t = 0, con un desplazamiento x = 5 metros a la
derecha del origen y se mueve a lo largo del eje x, de acuerdo a la ecuacion diferencial

>z dx
— + — +1,25z =0.
az T T
Encontrar:
a) El tiempo requerido para que el factor de amortiguacion disminuya el 50 %.

b) El porcentaje de disminucion del factor de amortiguacion después de un periodo.

¢) La posicion de la particula después de un periodo y la velocidad en ese instante.
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d) Hallar la grdfica del desplazamiento contra tiempo y la de velocidad contra tiempo.

Solucion:

a) El factor de amortiguamiento es e_%, para t=0, este es 1, debemos hallar el tiempo t, en el cual el
factor de amortiguamiento es %, luego " = % o equivalentemente —% = —In2. En consecuencia

t=21in2=1,39s.

b) Hallemos el factor de amortiguacion después de un periodo, para ello e™™ = 0,0432; luego su porcentaje
de disminucion es 95,7 %.

Figura 5.11: Gréfica de la ecuacién (5.7).

¢) Como la solucion a la ecuacidn diferencial es

r=¢3 [c1sen(t) + cacos(t)]. (5.7)

Derivando tenemos ) c c
v=e3 [(cl — 3 cos(t) = (5 +c2) sen(t)} . (5.8)

Podemos hallar ¢1 y ca con las condiciones dadas de x =5, v =0, para t = 0, reemplazando en (5.7)
y en (5.8), obtenemos que ¢1 = 3 y ¢ = 5. Luego:

Tz = ez [ sent + 5cost]
15
v = e [—QSen(t)]

Entonces x(2m) = e~ ™(5) = 0,216 m o sea la particula después de un periodo se halla a 0,216 metros
a la derecha del origen v(2w) = e ™(0) = 0m/s.

d) Para realizar las grdficas pedidas expresamos estas funciones de una manera mds sencilla. Sea A =

V3.3 = /2.2 = 52ﬁ y u = arctan gl = arctan 5. Luego la ecuaciones (5.7) y (5.8) se convierten
5v5 15

en r = Tg’e_% [sen(t +u)] yv = e s [— 12 sen(t)], respectivamente.

Ejemplo 5.2.7. se coloca un peso de 8 kilogramos en un resorte el cual se estira 158 milimetros. Si se
tira del peso 10 centimetros por debajo de su posicion de equilibrio y luego se suelta. Hallar la posicion
del peso en funcion del tiempo si existe una fuerza de amortiguamiento que es 6,12 veces la velocidad.
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v '“ x=75e

Solucion: la ecuacion diferencial que define el movimiento es

3 d2z dx
2 YT 1960 —6, 122
9.8 di? DT A
0 sea d2 d
T X
G 920 | 6ax = 0.
az Vg T

Las condiciones iniciales son x = 0,10 metros, v = 0, para t = 0. Luego al reemplazar las condiciones
dadas en la solucion a la ecuacion diferencial v = Ae™* + Be 15!, Tenemos x = ge*‘lt — ée*wt cuya
gridfica se muestra en la Figura 5.13. Es claro que no habrd oscilaciones; se ha amortiguado tanto al peso

que éste solo volverd gradualmente a su posicion de equilibrio, sin pasar por él.

5.3. Vibraciones forzadas

Hemos visto problemas tinicamente de resortes donde se consideran fuerzas de restituciéon y amorti-
guamiento; ahora trataremos casos en que pueden actuar otras fuerzas externas que dependen del tiempo.
Estas fuerzas suelen presentarse, por ejemplo, cuando el resorte sube y baja de manera prescrita, como un
movimiento periédico, o bien cuando se empuja ligeramente al peso cada vez que alcanza su posicién mas
baja. Si designamos por F(t) la fuerza externa, fuerza de amortiguamiento proporcional a la velocidad,
la ecuacion diferencial del movimiento del resorte es

W d%x dzr
———=—fkr—c— + F
g di? e T
es decir
W d%x dx

?W—i-ca—l-km:fr(t).
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Figura 5.14: Vibracciones forzadas.

Ejemplo 5.3.1. Se coloca un peso de 3 kilogramos en un resorte al cual lo estira 153 milimetros. St
se tira del peso hasta 10 centimetros por debajo de su posicion de equilibrio y luego se suelta. Hdllese
la posicion del peso en funcion del tiempo, si existe una fuerza amortiguadora, la cual es 2,45 veces la
velocidad y ademds actia una fuerza periddica externa dada por F(t) igual a 39,2cos8t.

Solucion: La ecuacion diferencial que define el movimiento es

3 d’x dx
—— = —1,96x — 2,45— + 39,2 8t
9.8 di? 0w = 2, 807, 99, 2 cos Bl
o equivalentemente
d*x dx
ﬁ + 8@ + 642 = 128 cos 8t. (5.9)

La cual es una ecuacion diferencial lineal no homogénea de orden dos con coeficientes constantes, entonces
su solucion general estd dada por la suma de una solucion particular de (5.9) y la solucion general a la
ecuacion homogénea asociada de (5.9). La solucion de la ecuacion homogénea asociada es

z(t) = e (A cos4v/3t + Bsen4v/3t).

Supongamos que asin 8t + bcos 8t, es solucion particular a la ecuacion no homogénea, reemplazando esta
solucion en la ecuacion diferencial dada tenemos que a = 2, b = 0. Luego la solucion a la ecuacion
diferencial dada es © = e *(Acos4v/3t + Bsen4y/3t) + 2sen8t. Podemos hallar el valor de A y B,
empleando las condiciones iniciales, las cuales son x = 0,1, v =0 para t = 0, de donde tenemos A = 10,1,
B = —1,33V3 y por ende x = 0,1e"*(cos 4/3t — 13,3v/3sen 4v/3t) + 2sen 8t cuya grdfica se muestra en
la Figura 5.15.

En la ltima ecuacion observamos que los términos que contienen e~ *' se vuelven despreciables t es
grande; estos términos se llaman “Términos Transitorios” y sélo son significativos cuando t es cercano
a cero. Algunas veces, cuanto estos términos transitorios de la solucion son significativos, reciben el
nombre de “Solucion Transitoria”. El término 2sen8t permanece aun cuando los términos transitorios
sean despreciables y se denomina “T'érmino de Estado Fstacionario o Solucion de Estado Estacionario”,
porque indica el comportamiento del sistema cuando se han estabilizado las condiciones de funcionamiento.
Se ve que la solucion de estado estacionario (curva de trazos) es periddica y que tiene la misma frecuencia
y periodo que la fuerza externa aplicada.

4t

Ejemplo 5.3.2. Se encontrd experimentalmente que un peso de 6 lb estira un resorte 6 pul. Si el
peso se halla 4 pul por debajo de la posicion de equilibrio y se suelta, encuentre la posicion del peso
como funcion del tiempo si adicionalmente actia un fuerza amortiguadora, dada en libras numéricamente
igual a 1,5 veces la velocidad instantdnea en pies por sequndo y una fuerza externa periddica dada por
F(t) = 24 cos 3t.
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Estado estacionario

l Estado estacionario
2.0 1 mas transitorio
1.0
0 + + }
0,2 1,0 1,2
-1.0
-2.0 1

Figura 5.15: Gréfica de la solucién.

Solucion: La ecuacion diferencial es

6 d*z dzr
——— =12z —-1.5— +24 8t.
32 di2 7oy ateos

De esta forma el problema de valor inicial es

d? d
ﬁgj + SCT::; + 64z = 128 cos 8¢, (0) = 7 2(0) = 0.

La solucién complementaria es x.(t) = e *(Acos4v/3t + Bsen4y/3t). La solucién general es x(t) =
e*4t(A cos 4v/3t + Bsen 4\/§t) + 2sen 8t. Usando las condiciones iniciales se obtiene

—at
x(t) = 67(3 cos 4v/3t — 11v/3sen 4v/3t) + 2sen 8t.

/A
VALV

24

Figura 5.16: Gréfica de la solucién.

5.4. El fen6meno de resonancia

Cuando la frecuencia de una fuerza externa periédica aplicada a un sistema se relaciona de una manera
sencilla, que se describird, con la frecuencia natural del sistema, puede aparecer el fenémeno de resonancia,
que aumenta la magnitud de las oscilaciones hasta valores tan grandes que el sistema llega a disgregarse.
Es por ello que una compania de soldados que marche al paso sobre un puente puede provocar la caida
del mismo, aun cuando éste podria soportar mucho mas soldados si no caminaran al paso. En forma
similar puede ocurrir que una nota musical con una frecuencia caracteristica adecuada rompa un cristal.
El fenémeno de resonancia es funesto en los casos mecanicos mientras que en los sistemas eléctricos sus
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efectos son ttiles. La radio, la television, el radar y las comunicaciones serian virtualmente imposibles sin
la resonancia eléctrica; en estos casos la corriente y, en consecuencia, la energia eléctrica generada puede
aumentarse hasta grandes intensidades que necesitan estos campos. El que podamos sintonizar nuestro
radio a la frecuencia de la estacién radiotransmisora para conseguir una recepcion clara se debe a la
resonancia eléctrica. El sguiente es un ejemplo de resonancia mecanica.

RESOMNAMCIA

Figura 5.17: Fenémeno de resonancia.

Ejemplo 5.4.1. Dado un resorte al cual se le coloca un peso de 3 kilogramos que lo estira 153 milimetros.
Si se tira el peso hasta 10 centimetros por debajo de su posicion de equilibrio y luego se suelta. Hallar la
ecuacion que describe el movimiento si se le aplica una fuerza externa dada por 4,9cos8t.

Solucion: La ecuacion diferencial es %% = —19,6x + 4,9 cos 8t, o sea Cfi%” + 64x = 16 cos8t. La
solucion general a la ecuacion homogénea es x = Acos8t+ B sen 8t. Supongamos que la solucion particular
es xp, = t(acos8t + bsen8t) sustituyéndola en la ecuacion diferencial, obtenemos a =0 y b = 1. Luego la
solucion general es x = Acos8t + Bsen8t + sen8t. Como las condiciones iniciales son x = 0,1 v = 0
para t = 0 de donde obtneemos que x = tsen8t, ya que A = B = 0. La grdfica de esta ultima funcion
estd comprendida entre las rectas x = t y x = —t, tal como aparece en la Figura 5.18. En esta grdfica
podemos observar que la magnitud de las oscilaciones aumentard ilimitadamente, naturalmente el resorte
se romperd al cabo de poco tiempo. Se observard que en este ejemplo se desprecio el amortiguamiento y
que la resonancia se produjo porque la frecuencia f de la fuerza externa aplicada era igual a la frecuencia
natural del sistema no amortiguado, este es un principio general. En el caso de que haya amortiguamiento,
las oscilaciones no aumentan ilimitadamente pero, no obstante, pueden hacerse muy grandes; en este caso,
la resonancia se produce cuando la frecuencia de la fuerza externa aplicada es ligeramente menor que la
frecuencia natural del sistema.

Ejemplo 5.4.2. Ejemplo de movimiento forzado: un resorte vertical con constante 8 Ib/pie tiene
suspendido un peso de 16 Ib. Se aplica un fuerza externa dada por F(t) = 16sendt. Se asume que actia
una fuerza amortiguadora dada en libras numéricamente igual a 4 veces la velocidad instantdnea en pies
por seqgundo. Si se suelta el peso de su posicion de equilibrio, determine la posicion del peso en cualquier
instante.

Solucion: La ecuacion diferencial es
2

Ed—x = —8x — 4d—$

32 dt? dt

De esta forma el problema de valor inicial es

+ 16 sen 4¢.

d? d
WZ + 8(% + 16x = 32sendt, z(0) =0, 2'(0)=0.
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Figura 5.18: Grafica de la ultima funcién comprendida entre las rectas x =ty x = —t.

La solucién complementaria es x.(t) = e (A + Bt) — cos4t. La solucién general es z(t) = e 4 (A +
Bt) — cos4t. Usando las condiciones iniciales se obtiene x(t) = e (1 + 4t) — cos 4t.

VARV

Figura 5.19: Grafica del ejemplo.

5.5. Circuitos eléctricos

En el capitulo anterior se estudiaron los circuitos eléctricos RL y RC que conducia a ecuaciones
diferenciales lineales, ahora estamos interesados en circuitos RLC, tal como en la figura 5.20. Entonces,
segun la Ley de Kirchhoff,

dl Q
L— 4+ RI+ = =E(t 5.10
LRI+ &= E(), (5.10)
como [ = %, la ecuacién (5.10) se transforma en
d’Q  ,dQ
LE2 4+ REC % — B).
iz T o= ED

Si comparamos esta expresién con la ecuacién general de las vibraciones forzadas del numeral 8.3., obser-
vamos una sorprendente analogia entre las cantidades mecédnicas y las eléctricas. La carga () corresponde
a la posiciéon z. La induccién L corresponde a la masa m, o sea %. La resistencia R corresponde a la

constante de amortiguamiento c. La inversa de la capacidad %, corresponde a la constante del resorte k.
La fuerza electromotriz E(t) corresponde a la fuerza externa aplicada F'(t). La intensidad de la corriente
1= % corresponde a la velocidad v = ‘fl—f. Debido a la notable analogia que existe entre estas cantidades
mecanicas y eléctricas, la cual se verifica en los casos méds complicados, la mayoria de las conclusiones
que se dedujeron para los sistemas mecédnicos se aplican a los eléctricos, e inversamente. Es mas, en la
industria se utiliza con frecuencia esta analogia para estudiar sistemas mecédnicos donde la construccion

de estos resultaria muy cara o complicada, y cuando las consecuencias quiza pudieran ser muy peligrosas.
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ro @ fg I

Figura 5.20: Circuitos.

Ejemplo 5.5.1. se conectan en serie un inductor de 0,5 henrios, una resistencia de 6 ohmios, un
condensador de 0,02 faradios, un generador que tiene un voltaje alterno dado por 24senl0t, para t mayor
o igual a cero. Hallar la carga y la intensidad de la corriente en un tiempo t cualquier, si la carga existente
en el condensador es nula para un tiempo t = 0.

Solucion: De acuerdo a la Ley de Kirchhoff, tenemos

’Q | dQ

0, 5@ + GE + 50Q = 24 sen 10t,
0 seq 20 0

d d

Py + 12% + 100Q) = 48sen 10t.
La solucién a la ecuacion homogénea es Q = e~ (A cos 8t+ B sen 8t). Supongamos que asen 10t+bcos 10t,
es solucion particular de la ecuacion no homogénea dada, sustituyéndola en esta tenemosa =0 y b= —%,
luego la solucion general a la ecuacion no homogénea es Q = e~ (Acos8t + Bsen8t) — %colet, con las

condiciones iniciales Q = 0, I = % =0, para t = 0. Obtenemos que A = % y, B = 13—0, luego la solucion

buscada es Q = e 5%(0,4 cos 8t +0, 3sen 8t) — 0, 4 cos 10t. Derivando tenemos I = —5e~% sen 8¢+ 4 sen 10t.
Nétese que el término con el factor e~ es la solucion transitoria que pronto se hace despreciable. La
solucion estacionaria la constituye para Q@ = —0,4cos10t, y para I = 4senl0t; las cuales se conservan
después de que el término transitorio ha desaparecido virtualmente.

5.6. Flexion de vigas

Las vigas pueden ser isostaticas o hiperestaticas. Una viga hiperestdtica es aquella que tiene mas
condiciones de contorno, es decir, movimientos impedidos, de los que son estrictamente necesarios para
su estabilidad. Por ello su cédlculo no se realiza con las ecuaciones de equilibrio, sino recurriendo a los
esfuerzos y deformaciones a partir de las ecuaciones constitutivas del material. Son las vigas normalmente
usadas en las estructuras de construcciéon, su uso es el méas extendido. Otro tipo de viga hiperestatica es
aquella que tiene més de dos soportes y que se denomina Viga Continua.

Vigas Isostaticas

Las estructuras isostaticas son aquellas que sus reacciones pueden ser calculadas con las ecuaciones

de la estatica
Y F=0 > M=o,

es decir, la sumatoria de las fuerzas en los planos (z,v, z) es igual a cero y la sumatoria de los momentos
en los planos (z,y, z) es igual a cero. De una forma un poco més técnica se puede decir que una estructura
isostatica posee igual nimero de ecuaciones que de incognitas, por lo cual, se puede resolver mediante
un simple sistema de ecuaciones lineales Los apoyos de vigas, son los elementos que le proporcionan la
estabilidad de la viga y por lo general, se encuentran en los extremos o cerca de ellos. Las fuerzas en los
apoyos que se generan son productos de las cargas aplicadas y se llaman reacciones y equilibran las cargas
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Figura 5.21: Soportes de vigas.

aplicadas. Analiticamente estas reacciones representan las incégnitas de un problema matemédtico. Las
reacciones se pueden dividir en tres grupos que corresponden al tipo de apoyo que se esta empleando. En
la figura se muestra una secciéon de una viga flexionada de longitud L, homogénea y que tiene secciones
transversales uniformes a los largo de su longitud. En ausencia de carga en la viga, una curva que une los
centroides de todas sus secciones transversales es una recta conocida como eje de simetria. Si se aplica una
carga a la viga en un punto vertical que contiene al eje de simetria, la viga, experimenta una distorsion.
Observe una seccién transversal en figura 5.22, puede considerarse como compuesta de fibras tales como
F'F, todas originalmente de longitud s. La superficie PQ, que contiene fibras cuyas longitudes no se
alteran cuando se flexiona la viga, se llama superficie neutra, y la curva que conecta los centroides de las
secciones transversales de estas fibras B'B se denomina curva de deflexién o curva eldstica de la viga.
Las fibras debajo de la superficie neutra se alargan y las que estan por encima se acortan cuando la viga se
flexiona. Supongamos que la fibra F'F que estd a una distancia z abajo de la superficie neutra, se alarga
una distancia e por la fuerza SdA, donde S, es el esfuerzo por unidad de drea transversal y dA es el area
transversal de la fibra. Sea R la longitud de BC (radio de curvatura) y sea Q'@ perpendicular a B'B y
BC. Por la Ley de Hooke, tenemos que el esfuerzo S por unidad de area es proporcional al alargamiento
¢ por la longitud de la fibra F'F; esto es

S =ES, (5.11)

Figura 5.22: Seccién transversal.
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C

Figura 5.23: Curva eldstica de la viga.

donde la constante de proporcionalidad F, es el médulo de Young, o médulo de elasticidad. Ademaés se
tiene que

e S
-=—. 12
ST R (5.12)
Entonces de (5.11) y (5.12) tenemos
o E:
=5

El momento de la fuerza SdA con respecto al QQ’ es

FE
zSdA = EZQdA'

Integrando para toda la seccién transversal de la viga se tiene el momento flexionante M

E
M = R/ZQdA.

Pero
22dA =1,

. . . . . ’ __ EI
donde I es el momento de inercia del drea transversal de la viga con respecto al eje QQ" luego M = .

Ahora, se toma el eje x horizontal a través de algtin punto de la fibra B’ B, tomada como el origen y el eje
(1+y)
y/l

3
la pendiente ' ~ 0, y y'?> puede despreciarse en comparacién con la unidad, y por tanto [1 + (v )2] 2~ 1,
de manera que una aproximacion bastante precisa del radio de curvatura es R = ﬁ Reemplazando esta
aproximacion en la iltima ecuacién tenemos

y positivo hacia arriba. La férmula para radio de curvatura es R =

pero para la flexion reducida,

M = EIy".

Ahora suponga que el eje z coincide con el eje de simetria y que la deflexion y(z), medida desde este eje,
es positiva si es hacia abajo. En la teoria de la elasticidad se muestra que el momento de flexién M (z)
en un punto z a lo largo de la viga se relaciona con la carga por unidad de longitud w(z) mediante la
ecuacion

d*M

o w(z).
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Ademas, el momento de flexién es proporcional a la curvatura k de la curva eldstica, M (x) = ETk, donde
E es el médulo de Young de elasticidad del material de la viga e I es el momento de inercia de una seccién
transversal de la viga. El producto EI se llama rigidez flexional de la viga. Ahora

1

K= 7
1+ (y)?]

o

De la deduccién anterior se obtiene que y(x) satisface la ecuacién diferencial de cuarto Orden

d*y

5.7. Condiciones de frontera
A continuacién se resumen algunas propiedades de las condiciones de frontera

Extremos de la viga Condiciones de la frontera

Empotrados y=0,9=0
Libres y' =0,y =0
Apoyados y=0,9"=0

Ejemplo 5.7.1. una viga horizontal de 21 metros de longitud estd apoyada en sus extremos. Hallar la
ecuacion de su curva eldstica y su mdzima deformacion vertical cuando tiene una carga uniformemente
distribuida de w kilogramos.

Solucién: Tomamos 0 como origen en el extremo izquierdo como en la Figura 5.24. Luego la ecuacién
diferencial asociada es

d2
E[T;; = wlx — wSC(ifU)
Luego
Ely = Zwlx® — iwx4 - 110[333
6 24 3 ’
y
Wit
Ymazx = @
x=L
t § I
i 5 i Pl i R
x=0 .}'3\ ¢ Fj}
= ‘l )
y=0 & 12x => P(1,})
wL WX WwR

Figura 5.24: Gréfica viga horizontal planteada en el Ejemplo 5.7.1.
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5.8. El cable suspendido

Supongamos que se tiene un cable de peso uniformemente distribuido W, suspendido entre dos soportes
Ay B como se muestra en la Figura 5.25. El cable se soltard y tendra su punto mas bajo V. Deseamos
determinar la curva formada por el cable suspendido. La curva se denomina catenaria. Tomando ejes
de coordenadas como se muestra en Figura 5.26. Tomando V en eje vertical, sea s la longitud del cable
desde V' a un punto P de coordenadas (x,y). Entonces la porcién del cable desde V hasta P estd sujeto a
fuerzas, una de ellas es la fuerza gravitacional Ws actuando hacia abajo a través del centro de gravedad
de la porcién de cable desde V' hasta P, otra fuerza es la tension T; actuando tangencialmente en P, y
finalmente la tension 75 actuando horizontalmente en V. La tensién T; es variable y T, es constante.

B

Figura 5.25: Cable suspendido entre dos soportes A y B.

Figura 5.26: Curva catenaria.

Suponemos que el sistema F' esta en equilibrio

Tisenu —Ws =
Ticosu — Ty, = 0 (5.13)
Dividiendo la primera ecuacién de (5.13) entre la segunda ecuacién de (5.13) tenemos
Ws
t = —.
an(u) T
Entonces
dy _ W
dzx - T2 ’
como s es la longitud del arco de la curva entonces derivando la ltima férmula tenemos
d%y W ods

dz? Ty da’
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Si g—; es constante, entonces la solucién a la ecuacion diferencial es

W 2
275

y= + b,

donde b es una constante. En este caso el cable toma la forma de una parabola. Si g—; no es constante,

como £ =,/1+ (%)2. Luego

P’y W dy
i AL S AT )
dz?2 Ty + (da:)
Ecuacién que podemos resolver transformandola en una ecuacién de primer orden si definimos h = %,
luego
dh W
— = —\/1+h2
dx TQ +

La cual es una ecuacién de variables separables, al integrar tenemos

Wz
h++vVh2+1=Ce™

elevando al cuadrado tenemos

dy 1, w= Wz
= —_—= = T2 — T .
p=—=5le e ™)
Integrando tenemos
Ty Wz _ W=z
y=gyple™ te B)+D,
donde D es una constante, si utilizamos funciones hiperbdlicas, tendremos
T2 Wax
= —cosh—— + D.
Ymweh

La gréfica de esta curva recibe el nombre de catenaria.

Ejemplo 5.8.1. Un barril cilindrico de s pies de diametro y w lb de peso, estd flotando en agua
como se muestra en la Figura 5.27a. Después de un hundimiento inicial el barril presenta un movimiento
oscilatorio, hacia arriba y hacia abajo, a lo largo de la vertical. Utilizando la Figura 5.27b, defina una
ecuacion diferencial para establecer el desplazamiento vertical y(t), si se supone que el origen estd en el
eje vertical y en la superficie del agua cuando el barril estd en reposo. Use el principio de Arquimedes: la
fuerza de flotacion o hacia arriba que ejerce el agua sobre el barril es igual al peso del agua desplazada.
Suponga que la direccion hacia abajo es positiva, que la densidad de masa del agua es 62, 5pilebs
hay resistencia entre el barril y el agua.

Solucion: Segin el Principio de Arquimedes se tiene que la fuerza ascendente del agua sobre el barril
faa satisface

3 Y que no

faa = Pesodel aguadesplazada
= (62,4)z(volumen de agua desplazada)

s\ 2
= (62,4)m (§> y
= 15,6ms%y.
Utilizando la sequnda ley de Newton tenemos
w d*y 2
Eﬁ = —15,67T3 Y,
luego
@ 15,6752 gy _0
dt? w N

> es la constante de gravedad y w = el/h es peso del barril en libras.

donde g = 32 féz
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Figura 5.27: Barril cilindrico

5.9. Romance de la derivada y el arco tangente

Veraneaba una derivada enésima en un pequeno chalet situado en la recta del infinito del plano de
Gauss, cuando conocié a un arco tangente simpatiquisimo y de espléndida representacion gréafica, que
ademds pertenecia a una de las mejores familias trigonométricas. Enseguida notaron que tenian propie-
dades comunes. Un dia, en casa de una parabola que habia ido a pasar alli una temporada con sus ramas
alejadas, se encontraron en un punto aislado de ambiente muy intimo. Se dieron cuenta que convergian
hacia limites cuya diferencia era tan pequena como se quisiera. Habia nacido un romance. Acaramelados
en un entorno de radio épsilon, se dijeron mil teoremas de amor. Cuando el verano paséd, y las pardbo-
las habian vuelto al origen, la derivada y el arco tangente eran novios. Entonces empezaron los largos
paseos por las asintotas siempre unidos por un punto comun, los interminables desarrollos en serie bajo
los condides llorones del lago, las innumerables sesiones de proyeccién ortogonal. Hasta fueron al circo,
donde vieron a una troupe de funciones logaritmicas dar saltos infinitos en sus discontinuidades. En fin,
lo que eternamente hacian los novios. Durante un baile organizado por unas cartesianas, primas del arco
tangente, la pareja pudo tener el mismo radio de curvatura en varios puntos. Las series melédicas eran
de ritmos uniformemente crecientes y la pareja giraba entrelazada alrededor de un mismo punto doble.
Del amor habia nacido la pasién. Enamorados locamente, sus graficas coincidian en mas y mas puntos.
Con el beneficio de las ventas de unas fincas que tenia en el campo complejo, el arco tangente compré un
recinto cerrado en el plano de Riemann. En la decoracién se gasté hasta el ultimo infinitésimo. Adorné
las paredes con unas tablas de potencias de e preciosas, puso varios cuartos de divisiones del término
independiente que costaron una burrada. Empapeld las habitaciones con las graficas de las funciones mas
conocidas, y puso varios paraboloides de revolucién chinos de los que surgian desarrollos tangenciales en
flor. Y Bernouilli le prest6 su lemniscata para adornar su salén durante los primeros dias. Cuando todo
estuvo preparado, el arco tangente se trasladé al punto impropio y contemplé satisfecho su dominio de
existencia. Varios dias después fue en busca de la derivada de orden n y cuando llevaban un rato charlando
de variables arbitrarias, le espetd, sin mas:

- Por qué no vamos a tomar unos neperianos a mi apartamento? De paso lo conoceras, ha quedado
monisimo.

Ella, que le quedaba muy poco para anularse, tras una breve difusion del resultado, acepté.

El novio le ensend su dominio y quedo integrada. Los neperianos y una musica armonica simple, hicieron
que entre sus puntos existiera una correspondencia univoca. Unidos asi, miraron al espacio euclideo. Los
astroides rutilaban en la béveda de Vivian y... Eran felices!

- .No sientes calor? - dijo ella

- Yo si. ;Y ta?
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- Yo también.
- Ponte en forma candnica, estards mas comoda.
Entonces el le fue quitando constantes. Después de artificiosas operaciones la puso en paramétricas racio-
nales...
- ., Qué haces? Me da vergiienza... - dijo ella
- jTe amo, yo estoy inverso por ti...! jDéjame besarte la ordenada en el origen...! {No seas cruel...jven...!
Dividamos por un momento la nomenclatura ordinaria y tendamos juntos hacia el infinito...
El acarici6é sus maximos y sus minimos y ella se sintié descomponer en fracciones simples.
(Las siguientes operaciones quedan a la imaginacién del lector) Al cabo de algtin tiempo la derivada enési-
ma perdié su periodicidad. Posteriores analisis algebraicos demostraron que su variable habia quedado
incrementada y su matriz era distinta de cero.
Ella le confesé a él, saliéndole los colores:
- Voy a ser primitiva de otra funcién.
El respondio:
- Podriamos eliminar el pardmetro elevando al cuadrado y restando. - Eso es que ya no me quieres!
- No seas irracional, claro que te quiero. Nuestras ecuaciones formaran una superficie cerrada, confia en
mi.
La boda se preparé en un tiempo diferencial de ¢, para no dar que hablar en el circulo de los 9 puntos. Los
padrinos fueron el padre de la novia, un polinomio lineal de exponente entero, y la madre del novio, una
asiroide de noble asintota. La novia lucia coordenadas cilindricas de Satung y velo de puntos imaginarios.
Ofici6 la ceremonia Cayley, auxiliado por Pascal y el nuncio S.S. monsenor Ricatti.
Hoy dia el arcotangente tiene un buen puesto en una fabrica de series de Fourier, y ella cuida en casa de
5 lindos términos de menor grado, producto cartesiano de su amor.

Autor: Desconocido

5.10. Ejercicios

5.10.1. Movimiento arménico simple

1. Una masa m se une al extremo de un resorte cuya constante es k, después de alcanzar el equilibrio,
su soporte comienza a oscilar verticalmente a ambos lados de una linea horizontal L, de acuerdo
con una funcién h(t). El valor de h representa la distancia en pies, a partir de L.

a) Deduzca la ecuacién diferencial de movimiento si el sistema se mueve por un medio que presenta
una fuerza de amortiguamiento numéricamente igual a S(dx/dt).

b) Resuelva la ecuacién diferencial en la parte a) si un contrapeso de 16 libras estira el resorte 4
pies y 8 =2, h(t) = 5cost, (0) = 2/(0) = 0.

2. Un resorte de 4 pies alcanza 8 pies al colgarle un contrapeso de 8 1b. El medio a través del cual se
mueve ofrece una resistencia numéricamente igual a v/2 veces de su velocidad instantdnea. Deduzca
la ecuacién de movimiento si el contrapeso se suelta de la posiciéon de equilibrio con una velocidad
de 5 pie/s hacia abajo. Calcule el tiempo en que llega a su desplazamiento extremo respecto a la
posicién de equilibrio. ;Cudl es su posicion en ese instante?

3. En algunos casos, cuando dos resortes paralelos de constantes k1 y ko sostienen un solo contrapeso
W, la constante efectiva de resorte del sistema es k = 4k1k22/(k1 + k2). Un contrapeso de 20 Ib
estira 6 in un resorte y 2 in otro. Estos resortes estan fijos a un soporte rigido comiin por su parte
superior y a una placa metalica en su extremo inferior. El contrapeso de 201b esta fijo al centro de
la placa del sistema. Determine la constante efectiva de resorte de este sistema. Deduzca la ecuacién
del movimiento, si el contrapeso parte de la posicién de equilibrio, con una velocidad de 2 ft/s hacia
abajo.
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4. Al fijar un contrapeso de 24 1b al extremo de un resorte, lo estira 4 pulg. Deduzca la ecuacién de
movimiento cuando el contrapeso se suelta y parte del reposo desde un punto que esta 3 pulg arriba
de la posicién de equilibrio.

5. Un resorte de 4 pies alcanza 8 pies al colgarle un contrapeso de 8 1b. El medio a través del cual se
mueve ofrece una resistencia numéricamente igual V2 veces de su velocidad instantdnea. Deduzca
la ecuacion de movimiento si el contrapeso se suelta de la posicién de equilibrio con una velocidad
de 5 pie/s hacia abajo. Calcule el tiempo en que llega a su desplazamiento extremo respecto a la
posicion de equilibrio. jCual es su posicién en ese instante?

5.10.2. Ejercicios Mixtos

1. En célculo diferencial, la curvatura de una curva representada por y = f(z) se define como sigue:

/!

¥
[+ ()7

Determine una funcién, y = f(z) para la cual k = 1.



Capitulo 6

Series de Potencias

Hasta el momento hemos visto como solucionar la ecuacién

(2

S(E,n,d) = Ezl <v Z 1) 3 (1) (?)(1 +id)E| + (E:‘L 1>E!dE (6.1)

v=0 =0
EFEeNneNn>EdeREcNneNn>EdeR
y' +ay +by =R,

donde a y b son constantes y R es una funcién continua en I. Ahora trataremos de solucionar la ecuacién
Py(2)y" + Pi(x)y + Py(z)y = 0,

donde Py, P>, Py son funciones analiticas, es decir se pueden expresar como una serie de potencias. La
solucién a esta ecuacién involucra series de potencias, es decir de la forma

y(@) =Y an(z —ao)",
n=0

o de una forma mas general:
[e.e]
y(@) = an(x — x0)"q(x),
n=0

donde ¢(x) es una funcién en x. Las mismas ideas se pueden aplicar a las ecuaciones de otros érdenes, y
también directamente a ecuaciones no-homogéneas. Antes de empezar este andlisis, es necesario repasar
las propiedades pertinentes de las series de potencias. Para cada serie de potencia » 7 an(z — x9)",
existe un valor no negativo fijo R denominado radio de convergencia, tal que cuando |z — zo| < R, la serie
converge y cuando |z — xg| > R, ella diverge. Decimos que la serie converge absolutamente si la serie de
valores absolutos converge, es decir » > |an(x — xo)|™ converge para el mismo radio. La convergencia
absoluta siempre implica la convergencia ordinaria.
Las series de potencias son simplemente una generalizacién de los polinomios, y muchas veces se pueden
manipular de manera analoga. Las series se pueden sumar, restar, multiplicar, y si el denominador no es
igual a cero, dividir. La derivacion y la integracion de funciones representadas por series de potencias se
permiten término a término dentro del radio de convergencia.
Anteriormente dijimos que los coeficientes de la ecuacién eran funciones analiticas, es decir, de la forma
f(x)
n!
hecho esta igualdad se puede utilizar para construir la serie ya que viene dada en base a las derivadas
de la funcién que es analitica. Utilizaremos varios criterios para analizar la convergencia de nuestras

Y o2y an(x — o)™, con un radio de convergencia R. En este caso es fécil verificar que a,, = y de

164
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series de potencias. Los mas importantes son los de la razén, de comparacién, y series geométricas. Se
encuentran también los criterios de la raiz y de la integral. Nuestro interés es una ecuacién diferencial
lineal homogénea

y" + Py(z)y ™D + o 4 Py(a)y =0,

donde Py, Ps,..., P,, son coeficientes analiticos con radio de convergencia R, puede demostrarse que
existen n soluciones linealmente independientes w1, uo,..., uy,, cada una de las cuales es analitica con el
mismo radio de convergencia. Demostraremos este teorema para ecuaciones diferenciales de orden dos.

Teorema 6.0.1. Sean P; y P», funciones analiticas con un radio de convergencia R, tales como
o
Pi(x) = Z bn(z — x0)"
n=0

Py(z) = Y cnlz— )",
n=0

entonces la ecuacion diferencial
Y+ Pi(x)y + Pa(z)y =0, (6.2)

tiene dos soluciones linealmente independientes uy y us que son analiticas con el mismo radio de conver-
gencia.

Demostracion. Sea y = > " ;an(z — x)"™ solucién de la ecuacién (1), convergente dentro de un radio
dado. Hallemos los coeficientes a,, para que se satisfaga nuestra condicién. Como y es solucién de la
ecuacién, entonces la verifica, luego derivando una y dos veces tenemos

y = Z nan(z — o)1 = Z(n + Dap41(x — x0)"
n=1 n=0

y' = Z n(n — 1ay(z — z0)" 2 = Z(n +2)(n + Dapta(z — z0)".
n=2 n=0

Los productos Pi(z)y’ y Py(x)y vienen dados por las series de potencias:

Pi(z)y = Z [Z(k‘ + 1)ak+1bn_k] (x —x0)"

k=0

Py(x)y = Z [Z akcnk] (x — x0)™.

n=0 Lk=0

n=0

Sustituyendo en la ecuacién (6.2), tenemos:

z {(n +2)(n+ 1Dapto + Z [(k+ 1)ags1bp—k + akcn—k]} (x —x9)" =0.

n=0 k=0

Esto se tiene si
n

(n+2)(n+1apta = — Z [(k+ 1)agt1bn—k + axcn—g] -
k=0
Paran =0,1,2,..., esta formula expresa a,12 en funciéon de los coeficientes anteriores ag, ay,...,an+1,
y los coeficientes de las funciones dadas P; y P» convergen absolutamente para x = x1, los términos de
esas series estdn acotados, es decir

‘bk’tk <M vy ‘Ck’tk < M.
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Para ciertos M7 y My positivos. Sea M el mayor entre My y My entonces

My My
el < 2 v el = 5y

Luego de la féormula de recurrencia tenemos

= M M
k=0

M n n
wmz{(mn ol 7 Y e | 57 ol - |an+1|tn+1}

k=0 k=0
M n
= { > (k+2) agg| T+ yag\}
k=0
M n+1
= > (k+1) [ax| .
k=0
Hagamos Ay = ag, A1 = a1 y definimos Ao, As, ..., mediante la férmula de recurrencia
M n+1
(n+2)(n+ DAngs = oo > (k+1)Apt* paran >0 (6.3)
k=0

Entonces |an| < A, para todo n mayor o igual a cero. Luego > >° ja, — (x — x0)"

> neo An |z — 2o[".
De (6.3) tenemos que:

€S menor que

M n+1
(n+2)(n+1)Ansz =75 > (k+ 1) Atk
. =0 (6.4)
— k
(n+ Dndnpr = D (ki +1)Agt
k=0
n—1 M - k
7 4 Dndngs = oy > (k+ 1) Agt”, (6.5)
k=0

De (6.4) restamos (6.5), y obtenemos:
(n+2)(n+1)Appe —t 'n(n+ 1) A, = M(n+2) A1

Luego
(n+1)n+ (n+2)Mt
(n+2)(n+ 1)t

An+2 - An—l—l

Hallemos

Apiolz —zo["™  (n+1)n+ (n+2)Mt

_ |z — 20|
Ao —aof T Dm0

cuandon — 0o

Este limite es menor que 1 si |z — x| < ¢, luego Y o7 an(z — x)" converge si |z — x| < t. Pero como
t = |1 — xo|, ¥ , 1 es un punto arbitrario del intervalo (zg — R, zo + R). Luego la serie > 7 an(x —xo)"
converge para todo x en (zo — R, zo + R). Como los coeficientes de > > ; an(z — z0)" aparecen en funcién
de ag y a1, sea u; la serie de potencias solucién tal que ag = 1 y a; = 0, entonces:

ui(zo) =1 y uj(zo) = 0.
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Dado que ug una solucién con ag = 0, y, a; = 1 entonces
/
uzg(zg) =1 y wuy(ze) =0.
Por lo tanto las soluciones u; y uo serian funciones analiticas linealmente independientes.

Ejemplo 6.0.1. Hallar la solucién de y" — xy = 0.

Solucidén: Sea y = Y 7, anz™ solucién a la ecuacién dada, en este caso tomamos zo = 0. Entonces

oo (o.)
Zn (n — 1)ayz" > :Z(n+2)(n+1)an+2m”,
n=2 n=0
y (o] o0
Ty = Z anz" Tt = Zan_lx”,
n=0 n=0
luego

y' —zy = Zn—i—Q(n—{—laan Zan 1z"
n=0

oo
=2a9 + Z [(m+2)(n+ 1)apte — ap—1]z™ =0,
n=0

lo cual es cierto si
az =0 Y (n + 2)(n + 1)an+2 —ap-1 =0
Sin=20,1,2,..., entonces

Gp—1

—_— ara n=1,2,3,...
n+2)n+1) °

an42 =

De donde podemos deducir que:

ag
“n 9 3.5.6---(Bn—1yan U TS
ax
_ ~1,2,3,...
Bl T30 6 7 B)Bn 1) P T RS
asnt+2 =0 para n=1,2,3,...

De esta manera vemos que todos los coeficientes a,, estan determinados en base a ag y a1. Agrupando
todos los términos que contienen como factores a ag y a1, obtenemos:

3 6

xT
= 1 DRI
Y = ag +3-2+6-5-3-2+ ]—i—al[a:—i—

z? x7

4~3+7-6-4~3+

De donde podemos decir que
m3m

—1
z) +;2.3.5.6--.(3n—1)3n

3n+1
uz(2) _x+z3 467 --(30)Bn+1)
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Veamos que u; es convergente, empleando el criterio del cociente; si expresamos
oo
ui(z) =1+ E dn(x).
n=1

Tenemos que:

dpl(z)| 3732.356...(3n —1)(3n)
() | 12,3,5,6... (3n — 1)(3n)(3n + 2)(3n + 3).a3"
= ’x‘S -0 st n— o0
(3n +2)(3n + 3) ’
luego u; converge para todo x real. Dejamos al lector la demostracion de la convergencia de us y el hecho
que u1 y ug son linealmente independientes. O

6.1. Ecuacién de Legendre

Algunas de las ecuaciones diferenciales importantes que surjan en problemas fisicos, son ecuaciones lineales
de segundo orden con coeficientes analiticos. Una de ellas es la ecuacion de Legendre

L(y)=(1- x2)y" — 22y +ala+ 1)y =0,

donde a es una constante. Si esta ecuacion la escribimos:

2z a(a+1)
1 /
_1—x2y+ 1 — 22

Y

-2z ala+1)

y
1—227 1—2a2
potencias y convergen para || < 1. Nuestro interés es hallar una base para las soluciones a esta ecuacién.

Vemos que las funciones son analiticas en x = 0, ya que tienen un desarrollo en serie de

Sea
oo
Y= E anx”,
n=0
luego
oo
y = E nanz" !
n=1
oo

—2

y' =>» n(n—1)az"
n=2
o0
= Z(n +2)(n+ 1)aptoz"
n=0

oo
—z?y = Z n(n — 1)a,x".
n=0
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Entonces

[e.e]

L(y) = Z [(n+2)(n+ Dapt2 — n(n+ 1)a, — 2nay, + a(a + 1)a,] =™
n=0

= Z [(m+2)(n+ Dapt2 + (a+n+1)(a—n)a,)z" =0.
n=0

Luego los coeficientes de todas las potencias de x, deben ser iguales a cero, es decir
(n+2)(n+Dapt2+ (a+n+1)(a—1)a, =0 para n=0,1,...

Por lo tanto
(a+n+1)(a—n)

(n+2)(n+1)

an para n=0,1,...

(n42 = —

Al desarrollar esta férmula recurrente, tenemos que

(—D"(e+2n—1)(a+2n—-3)...(a+1)(a)(a—2)...(a —2n+2)

a2pn = (27),) ao
" B (—1)”(a+2n)(a—|—2n—2)...(a—|—2)(a—1)(a—3)...(a—2n—|—1)a
bl = 2n+1) 1

Todos los coeficientes pueden determinarse a partir de ag y a1, entonces
y(z) = apui () + aqus(x),

donde

(a+1) (a+3)(a+1)a(a—2)
5 x4 1 i

= (—D)™a+2n—1)(a+2n—-3)...(a+1)(a)(a—2)...(a— 2n+2)x2”

:1+Z 2n

n=1
. (a+1)(a—1) (a+4)(a+2)(a—1)(a—3)
ug(x) =z — 5 x4 ) 4 —
L (—=D)™a+2n)(a+2n—2)...(a+2)(a—1)(a—3)...(a—2n+1) ,,
UQ(x):x+;< e anaton ). oY a8 02D

las series u1 y uo son soluciones de la ecuacién de Legrende, que corresponden a las siguientes constantes:

a():l CL1:O y
a0:0 a1:1

Respectivamente, estas funciones forman una base para las soluciones, ya que

Luego
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Es importante notar que si a es un entero par no negativo, entonces u; solamente tiene un niimero finito de
términos diferentes de cero. Més ain, en este caso u; es un polinomio de grado n que contiene solamente
potencias pares de z. Por ejemplo:

ui(z) =1 para a =0

uy(z) =1 — 322 para a =2

35
ui(z) =1 — 1022 + §x4 para a =4,

la solucién us no es un polinomio en este caso, ya que ninguno de sus coeficientes se anula. Ocurre una
situacion similar cuando a es un entero impar no negativo. Se deja al lector la demostracion de que u; y
ug son convergentes para |z| < 1.

6.2. Ecuaciones lineales con puntos singulares regulares

Dada la ecuacién diferencial
L(y) = Po(x)y™ + Py(2)y" ™V + -+ Py(2)y = 0,

donde Py, P1, Ps, ..., P, son analiticos en algin punto zg, y vamos a examinar el caso en el cual Py(zg) = 0,
dicho punto se llama un punto singular de la ecuacion diferencial dada; trataremos de resolver el problema
alrededor de una vecindad de xg, entonces a dicho punto lo llamaremos punto singular regular. Ilustremos
el método con un ejemplo.

Ejemplo 6.2.1. Hallemos la solucién de L(y) = x?y" + %xy’ +xy =0, la cual tiene un punto singular

reqular en el origen. Restringimos a x > 0, solamente. Solucion: Supongamos que la solucion a la
ecuacion es de la forma

oo

T n

y=a") anz"
n=0

Con ag # 0. Esta idea es sencilla, hacemos formalmente las operaciones y buscamos las condiciones que
deben ser satisfechas por r,aq, a1, ... para que esta funcion sea solucion a la ecuacion dada, tenemos que

o0

y = (n+r)ana™ !

n=0
(o]
T— Z(n +7)(n+7—1Daz"?
n=0
o
2y’ = Z(n +7)(n+r—1Da,a™t"
n=0
3 3
say' = St ragat

n=0

o
Ty = g anpaz L
n=0
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Reemplazando en la ecuacion original tenemos:

L(y) zg{ [(n +r)n+r—1)+ g(n + r)} "+ x”*’"“} an
= [r(r - 1)+ ;r] apz” + nf:l { [(n +r)(n+r—1)+ ;(n + 7“)} an + an_l} il
—r <r + ;) apx” + i [(n +r)n+r+ %)an + anl] 2"t =0.

n=1

Luego
1 1
T r+§ =0y (n+r) n+r+§ an+ap-1 =0 para n=1,2,...

Sean

1 1
Q(T)_T<7'+2) Yy Q(T+N)—(n+7’)<n+r+2> para n=1,2,...
Luego L(y) = 0 se verifica si
qr)=0 y gln+mr)ap+an—1 =0 para n=1,2,...

Al polinomio q se llama polinomio indicial de la ecuacion diferencial dada. Ademds es el coeficiente de
la minima potencia de x que aparece en L(y), y vemos que sus raices son los unicos valores posibles de r
para los cuales existen soluciones de la forma

o
y=ux" E anx".
n=0

En nuestro caso las raices de q sonry =0, ro = % Como q(r +n)an + an—1 =0  para n=1,2,...,

entonces
—Qp—1

—_ ara n=1,2,...
q(r+n) b

Ay =

5t
r1 =0, q(ri+n)=¢qn)#0 para n=1,2,...

como la otra raiz de q es ro = —%, en forma similar, tenemos
1
Q(T2+n)=q(—§+n)7§0 para n=1,2,...

haciendo ag =1 yr =11 = 0 tenemos a uy de la forma

_“Z nf1> a1y

nlq

y haciendo ag =1 yr=ry = —% tenemos a us, otra solucion

()_{L‘?+.’E2+Z 1(1)n$n

—gn—4)gn—3)...q

N[ =
S~—
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Dejamos al lector la prueba de que u; y us convergen para todo x real y que son linealmente independientes,
es decir, forman una base del espacio solucién de la ecuacion

3
:r2y” + ixy’ + xy = 0.

El siguiente teorema justifica el método utilizado anteriormente.

Teorema 6.2.1. Consideremos la ecuacion
z%y" + Pi(z)zy + Py(2)y =0, (6.6)

donde Py y Py son funciones analiticas, cuya series de potencia, tienen un radio de convergencia R. Sean
r1 y ro las raices del polinomio indicial, tal que Re(r1) > Re(r2).

q(r) =r(r—1)+ P1(0) + P»(0).

Para x R, existe una solucion uy de la forma
o
ui(z) = ] E anz"” (ap=1)
n=0

Si 1 — ro no es nulo, ni un entero positivo, entonces, existe una sequnda solucion us, para x R, de la
forma

oo
up(z) = xh Y _ana" (4o = 1),
n=0

donde ambas series convergen para x R. Los coeficientes ay, a, pueden obtenerse, mediante sustitucion
de las soluciones en la ecuacion diferencial.
Demostracion. Supongamos que existe una solucién y de la forma

[e.9]

y(x) =" Z anz™  (ag #0),

n=0

para la ecuacién L(y) = 2%y” + Pi(x)zy + Pa(z)y = 0, donde Pi(z) = Y0 bz y Pa(z) =
> cp,z" para z R. Entonces
E:nfO p

o0
y(z) = 2"t Z(n + r)anz"
n=0

y'(z) = "2 Z(n +7r)(n+r—1a,z"

n=0

y entonces los productos Py (z)xy’ y Py(x)y, vienen dados por

P(x)zy = JJTZ [Z(k +T)akbnk] z"

n=0 Lk=0

Py(x)y = x’"z [Z akcnk] z".

n=0 Lk=0

Ahora,

o0
22y’ = 2" Z(n +7r)(n+r—1)ax",
n=0
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luego

L(y) =x" Z { (n+r)n+r—1a, + Z [(k+ r)agby—k + akcn_k]} ™ =0.

n=0 k=0

Luego debe cumplirse

(n+r)(n+r—"1Dan+ Y [(k+r)arbn_k + axcn_i] =0,

k=0
paran =0,1,2,..., luego
n—1
[(n+r)(n+r—1)4+ (n+7r)by + col an + Z [(k+7)by—i +cn_p]ar =0,
k=0

y para n = 0 tenemos que r(r — 1) + by + ¢o = 0 ya que ag # 0. El polinomio ¢ de segundo grado, dado
por
q(r)y =r(r—1)+rby + co,

se llama polinomio indicial de la ecuacién (6.6), y los unicos valores que puede tomar r, son las raices de
q, ademas tenemos

q(r+n)a, +d, =0, para n=1,2,3,...,
donde
n
dn :Z[(”+T)bn—k+cn—k] ag para n=1,2,3,...
k=0
Notemos que d, es una combinacién lineal de ag, a1, . . ., a(,—1) cuyos coeficientes involucran las funciones

conocidas P;, P», r. Definimos

Di(r) = (rby +c1)ag
Dy(r)
C = ——
1(r) q(r+1)’
y en general
n—1
Dy(r) = [(k+7r)bp—k + cn—i] cn(r)
k=0
_ D) _
Cn(r) = m para n=1,2,3,...

Los C), asi definidos, son funciones racionales de r y en los tinicos puntos donde no estdn definidos es en
los puntos r para los cuales ¢(r +n) = 0, para algin n = 1,2, .... De éstos, solamente existen dos puntos
posibles. Definimos:

o
F(z,r) = apx” + 2" Z en(r)z”,
n=1

si esta serie es convergente para 0 z R, entonces
L[F(z,r)] = aoq(r)a",

hemos llegado a la situacion de que si la funcién

o
y=ua" E anx”,
n=0
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es solucion de x2y” + Py (x)xy’ + Py(x)y = 0, entonces r debe ser una raiz del polinomio indicial ¢, y
ademds todos los a,(n > 1) estdn determinados univocamente en términos de ag y r para ser las Cy(r)
siempre y cuando ¢(r + n) sea distinto de cero para n = 1,2,3,... y reciprocamente, si 7 es una raiz de
q, y si las Cy(r) se pueden determinar, entonces la funcién y(z) = F(z,r) es solucién de la ecuacién

22y’ + P (z)zy’ + Py(x)y = 0.

Para toda seleccién de ag, siempre y cuando pueda demostrarse que F'(z,7) es convergente. Ejercicio que
dejamos al lector, como también el hecho que las funciones u; y uo son linealmente independientes. Luego
como las raices son 71 y r2 tales que ¢(r1 + n) # 0,q(r2 +n) # 0 para todo n = 1,2,3,... luego las
soluciones son

o0

ui(z) = :E”ch(rl)x”
n=0
o0

ug(x) = ;rTchn(rg):E”.
n=0

Siempre y cuando 71 —7r2 no sea un entero positivo y tampoco cero, ya que g(ro—n) # 0, paran = 1,2,3, ...
Siry = 79, 0 71 — ro es un entero positivo, podemos caracterizar las soluciones mediante el siguiente
teorema. [

Teorema 6.2.2. Consideremos la ecuacion:
2%y + Py (z)xy’ + Pa(z)y =0,

donde Py y Py tienen desarrollos en series de potencias, los cuales son convergentes para x € R. Sean
r1,72 (con Re(r1) < Re(r2)) las raices del polinomio inicial

qir)y=r(r—1)+ P1(0)R+ P(0) .

Si r1 = 1o existen dos soluciones uy, us linealmente independientes para |x| < R, las cuales tienen la
forma de

ui(z) = || [Fy(2)] + [log |zl] + Fi(=) ,

donde Fy, F» pueden desarrollarse en series convergentes de potencias para |z| < R y F1(0) # 0. Siry—r
es un entero positivo, existen dos soluciones uy, ug linealmente independientes y definidas para |x| < R
que tienen la forma

ui(z) = [a™ [Fi(z)]
ug(z) = |2 [Fa(x)] + M [log |z[] Fi(x),

donde Fy y Fy vienen desarrollados en series de potencias convergentes para |x| < R y ademds Fy(0) # 0,
F5(0) # 0, M es una constante; puede suceder que M sea igual a cero.

Demostracion. Teniamos en la demostracién anterior a la funcion

o0
F(z,r) = apx" + z" Z anz"

n=1

Y
LI[F(x,r)] = apq(r)z",
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ademads, ¢, (r) se determina por recurrencia mediante las férmulas:

00(7’) = Qo 75 0
q(r +n)ep(r) = —Dy(r)
n—1
Dy(r) = > [(k+7)bp—k + cn—k] ci(r),

paran =1,2,3,.... como ¢(r1) =0, ¢'(r1) = 0, de donde

LiFenl =2 |G| @)

= ag [¢'(r) + [log(z)q(z)]] ="
y si tenemos r = r; = 19, ag = 1, entonces

un(a) = S )],

la cual nos daria una solucién de la ecuaciéon, siempre y cuando la serie involucrada converja, entonces

ug(x) = 2™ Zc (r1)z" + [log(x)] 2™ ch(rl ,

n=0

o0

=z e (r)z"™ + [log(x)] uy (z) ,
n=0

donde u; es la solucién que ya se habia obtenido

oo
x) =" Z cn(r1)x
n=0

Noétese que CJ (r1) existe para todo n = 0,1,2,..., ya que ¢, es una funcién racional de r, cuyo deno-
minador no se anula en r = 1. También ¢o(r) = 1 implica que ¢, (r) = 0, y asi que la serie que en us
multiplica a ™ comienza con la primera potencia de xz. Ahora supongamos que r1 = r9 + m, donde m es
un entero positivo. Si ag estd dado,

c1(re),ca(ra), ..., em—1(r2) ,
existen todos y tienen valores finitos, pero dado que

q(r +m)ep(r) = =D (7).
Encontramos dificultad para calcular ¢, (r2); como

q(r) = (r—ri)(r —ra),
luego
qir+m)=(r—r2)(r+m—rq).

Si D,,(r) también tiene a r — ry, como factor, esto implica que se puede cancelar el mismo factor en
q(r +m), y Cn(re) existe, lo cual implica que Cy,4+1(72), Crg2(r2), - . ., existen todos. Mds atin tenemos
Us de la forma

x) =z Z cn(r2)x™, [co(re) =1].

n=0
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Siempre podremos arreglarla de tal manera que D,,(r2) = 0, para ello escogemos Cy(r) = r — ry. Como
q(r +n) = Cp(r) = —Dy(r). Vemos que D, (r) es lineal homogénea en Cy(r),Ci(r),...,Cp_1(r) y por
consiguiente D, (r) tiene a Cy(r) = r — 12, como factor. Asi ¢, (r2) existird en forma de ndmero finito.
Definimos

G(z,r)=2a" Z en(r)x” [co(r) =71 —19].
n=0
Encontramos que
L|G(z,r)] = (r —r2)q(r)z’.
Haciendo r = ry, obtenemos entonces una solucién g dada por
9(x) = G(z,72).
Sin embargo,
C(](?“g) = 01(7“2) == m—1(7ﬂ2) =0.

Asi, la serie que define a g realmente comienza con la n-ésima potencia de x y entonces g tiene la forma:
g(a) = 2™ " [F(z)] = 2™ [F()],

donde F' es una serie de potencias. De donde concluimos que g es un miltiplo constante de la solucién u;
que ya se habia obtenido. Lo cual nos lleva a obtener la solucién asociada con ry, derivamos a L [G(x,r)]
con respecto a r, obteniendo:

0

E[ 87’)(

= q(r)z" + (r —r2) [¢'(r) + (log(x))q(r)] ="

LG, )] = L [(8G . r)]

Haciendo r = r9, hallamos que us dada por

8£
or

ug(z) = (z,72).

La cual es solucién, siempre y cuando las series involucradas sean convergentes, tiene la forma

ug(x) = 2™ E . (r2)z"™ + (log(z))z" E cn(ra2)x”,

n=0
donde c¢y(r) = r — ry. Dado que
co(r2) = ci(r2) = -+ = em—1(r2) =0,

o sea

o

ug(z) = ™Y &, (ra)a" + M(log(x))us () ,

n=0

donde M es una constante. O

El método empleado en esta secciéon para obtener soluciones alrededor de algiin punto singular, se llama
Meétodo de Frobenius.
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6.3. Ecuacion de Bessel

Nuestro objetivo es solucionar la ecuacién
2%y +xy' + (2 — p*)y = 0.

Utilizando la técnica presentada anteriormente, o sea hallar una base del espacio solucién de la ecuacién
citada, alrededor de cero, bajo la condicién de que p es un real, como vimos anteriormente se denomina
la ecuacion de Bessel de orden p. Tenemos que el polinomio indicial asociado a la ecuacién es

P2 _p? =0,

cuyas raices son £p, de donde el Teorema 6.6 garantiza que la ecuaciéon de Bessel de orden p posee una
solucién, valida para todo x, de la forma

oo
ui(x) = P E anz".
n=0
Para hallar los a,, observamos que

o0 o0
(2% — p*)uy (x) =aP Z ap—ox" — aP Zannx"
n=2 n=0

oo
xul(x) =P Z(n +p)ayx”

n=0
oo
22l (z) =P Z(n +p)(n+p—1ayz".
n=0
Al reemplazar en la ecuacién original tenemos
o0 oo
Z [(n+p)(n+p—1)+ (n+p) —p*] ana" + Zan,gm" =0,
n=0 n=2

o
(2p+ Dayz + Z [n(2p + n)a, + ap—2]2" =0,

n=2
y tenemos por tanto
an—2
= = — > 2
De esto se sigue de inmediato que
a) =az =a5=---=0
ao
ag =— ————
2T T 2(2p+2)
ao
a4 = ;
2-42p+2)(2p+4)
y en general
ao
=(—1)"
azn =(=1) 2-4-6----- (2n)-(2p+2)-2p+4)-----(2p+2n)

ag
222nl(p+1)(p+2)...(p+n)

I
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de donde
_ .- (_1)71 2n+p
@) =00 i e e

en donde ag # 0 es una constante arbitraria. Por varias razones, resulta conveniente hacer

1

ap = 72771“(194— 1).

En donde denota la tan conocida funciéon gamma definida por

[o¢]
I'(p) = / e tPLdt, p >0,
0

se puede demostrar que esta integral converge para todo p > 0, diverge hacia +oo cuando p = 0 y tiene
los valores
) =1, I'(p+1) =pl'(p), p>0.

En particular, I'(n + 1) = n! Siempre que n sea un entero positivo, y por esta razén a la funcién gamma

se le conoce también como la funcién factorial generalizada. Volvemos ahora al hecho de que si hacemos
1

2T(p+1)
ecuacién de Bessel. Esta solucién se conoce como la funcién de Bessel de orden p de primera clase, y se
presenta por J,. Tenemos concretamente

ag para obtener la primera de las dos soluciones particulares necesarias para resolver la

o) x2n+p
Jp(z) = T;(_l) 22ntppl(p+1)(p+2)...(p+n)l(p+1)

Una expresién que puede volverse a escribir en la forma més sencilla como

N (1" 2
To(@) _;F(n—i—l)f‘(p—er—l) (5) '

En particular, cuando p = 0, tenemos

En general, cuando p es un entero no negativo k

s (—1)" N 2n+k
o) =3 v ()

La grafica de Jy, J1 y Jo aparecen esbozadas en la Figura 6.1. Para completar el estudio de la ecuacion
de Bessel, nos falta encontrar una segunda solucién linealmente independiente de J,. Usamos de nuevo el
Teorema 6.6, dividiendo nuestra argumentacién en casos dependientes del valor de p.

Caso 1: p > 0, 2p no es entero. En tal caso las raices de la ecuaciéon indicial no difieren en un entero, y
se puede obtener una segunda solucién repitiendo el argumento anterior con —p en lugar de con p.
Obviamente esto nos llevara a una serie cuyos coeficientes tendran la misma forma que anteriormente,
y como la funciéon gamma esta definida para valores negativos no enteros, de donde podemos escribir

IR S oy
T-p(@) = 2) Tint )I(n—p+1) (5) ’
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1,0
08

0.6 — g
0,4 =+

0,21

0,2 —

04—

Figura 6.1: Grafica de Jy, J1 vy Jo

para z > 0. Finalmente observamos que la funcién estd definida incluso cuando p es de la forma

k + =, k un entero, y de nuevo da lugar a una solucién que es linealmente independiente de J,. De

todo ello se concluye que siempre que p no es un entero, la solucién general de la ecuacién de Bessel
de orden p es

y(z) = erdp(z) + caJ_p(x).
Caso 2: p = 0. Aqui la ecuacién de Bessel toma la forma
vy +y' +ay=0,

y su polinomio indicial tiene a cero como raiz repetida. Por tanto, por el Teorema 6.6, podemos
encontrar una segunda solucién de la forma

[o.¢]
up(z) = Z bz + Jo(z) In(z),
n=1
con Jy como anteriormente. Para hallar los valores de b,,, tenemos que

zup(x) = Z b2z 4 2 Jo(x)In(x)

n=3
up(r) = inbnx"’1 + J) () In(z) + JOq(:x)
n=1
zu’(z) = in(n )bna™ 4 2 () In(z) + 27(x) — {k.f)
n=1

Al reemplazar en la ecuacién tenemos

b1+ dbyr + Y [0by + byo] 2"+ [2Jf + J(@) + 2do(2)] In(x) + 2J5(x) = 0,
n=3

y como
zJi + Jy(z) + xJo(z) =0,
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tenemos .
b1+ 4byz + Y [nPby + by o] 2" = —2J3(x),
n=3
Ccomo -
J(x) = 7;(—1)"2272’;)2 oL,
de donde . .
by + dbyz + ;, [(n2by, + bp_a] 2! = 7121(—1)7“%122;4(:1!)2 g2

Para facilitar la evaluacién de los b, multiplicamos ahora esta expresion por x y separamos la serie
del primer miembro en sus partes par e impar para obtener

b+ 3 (204 1o + bana] 22 4 Dhga? 3 ((20) 0+ b o] 2"
n=1 n=2

_ n+1 2n

Luego b = b3 = - - - = 0, mientras que
dby = 1 (20) 2y + bom5 = (—1)" =T o
2 = Yy 2n 2n—2 = 22n(n!)2 )
de donde
1
b2 —272
1 1 1 1
b =— 14+ =
1T 22 < + 2) 22 (21)2 ( + 2>
1 1
—(—1)"*! Z o4 =
bap, =(—1) 2 ()2 [1+2+ —i—n],

y de ello se sigue que

uo(x) = i (_(713:;1 [1 + % 4o i} (g)% + Jo(z) In(z).
n=1

En el trabajo tedrico con funciones de Bessel es practica comtin reemplazar ug por una cierta
combinacién de Jy y ug. La funcion resultante se conoce como la funcién de Bessel de orden cero de
segunda clase, y se define por la férmula

200

en donde v = 0,57721566. .., y se conoce como la constante de Euler. La gréafica de ug la podemos
observar en la Figura 6.2.

n

[1 TR H (g)QnJr %Jo(x) [lng +7} :
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D,ﬁ B

0,4 =tm

[)12 marham

0,2

0,3

[, m——

Figura 6.2: Gréfica de ug

Caso 3: p = n, un entero. Esta vez las raices de la ecuacién indicial difieren en 2n, y el Teorema 6.2,
afirma que la segunda solucién de la ecuacion de Bessel es de la forma

(o)
un(x) = Z bt + M J,(z) In(z),
k=0

en donde M es una constante. Aqui también podemos calcular los by y M por el método de coefi-
cientes indeterminados, similar al método empleado por el teorema, razon por la cual se omitira, de
donde tenemos

k

—_

1§: n — —1 (az)%*n H,, (x)n
2 2 2n! \2
o0

(g)%Jm + Jo(z) In(z) ,

l\’)\»—l

Hk + Hn—i—k]
— I(n+k)!

k=1

en donde

1 1
Hy=1+4-+ -+ —.
2 n

Es importante notar que es habitual reemplazar u, por una combinacién lineal de J,, y u,, repre-
sentada por u,, que es denominada la funcién de Bessel de orden n de segunda clase. Se define por
la formula

n— 1

1 —k—1) jz\%n  H, z.,
__71'2;) e <2> _W(n)!(g)
_ % S ZkJr—kflm] (g)z’”" n %Jn(x) [mg +].
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6.4.

Ejercicios

6.4.1. Soluciones de ecuaciones clasicas

Hallar la solucién de

1.

la Ecuacién Hipergeométrica de Gauss z(1 — x)y” + [c — (a+ b+ 1)z]y' + aby = 0, donde a, by ¢
son parametros fijos.

la Ecuacién de Laguerre zy” + (1 — )y’ 4+ ay = 0, donde a es un niimero real. Si a es un entero no
negativo, una solucién de la ecuaciéon es un polinomio.

. la Ecuacién de Hermite y” — 2zy’ + 2py = 0, donde p es una constante.
. la Ecuacién de Chebyshev (1 — 22)y” — xy’ + p?>y = 0, donde p es una constante.

. la Ecuacién de Bessel 22y + xy’ + (22 — p?)y = 0, donde p es un ntimero real. Las soluciones de

esta ecuacion se denominan funciones de Bessel.

6.4.2. Mixtos

1.

Compruebe por sustitucion directa que la serie de potencias

& -1 n+1
Z ( 7,)L 2"

n=1

es una solucion particular de la ecuacién diferencial

(z+1)y" +y' =0

. Hallar dos soluciones en series de potencias de la ecuacion diferencial

1
o2y + xy + <x2 — 4) y=0. (6.7)

. Hallar una solucién en series de potencias de la ecuacién diferencial

3y’ +9y —y=0

alrededor de z = 0.

. Hallar la solucién general en series de potencias de la ecuacién diferencial

y" —2xy + 2p°y = 0,

donde p es una constante.
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La transformada de Laplace

7.1. Definiciones

Si f(t) es una funcién definida para ¢ > 0, entonces la integral

b

L)} = /0 Tt dt = im | et f(t)dt = F(s),

b—o0 0

se llama Transformada de Laplace de f. El dominio de la funcién F(s) consta de aquellos valores de s
para los que el limite anterior exista como nuimero real. Ademés nétese que £ es un operador lineal.

Ejemplo 7.1.1. Calcular & {3}

Solucién: A partir de la definicién se tiene que

00 o0 &
< {e_?’t} = / e Ste 3t = / e~ (5138 gy — / e M) g (7.1)
0 0 0

du
Sea u = (s + 3)t, entonces it + 3 o equivalentemente

definida en (7.1) se obtiene

S+

d

-3t > —y QU 1 * —u 1 —u |00 1 —(
ZL{e ) = e = e du = — e = ——=e
0 s+3 s+3J) s+3 s+3

dado que
B R P PR
s+ 3 t—o0

s+3)t =0

)

para tado s > —3, entonces la taransformada definida en (7.2) se reduce a

1
Z[egt]:m, s> 3.

Teorema 7.1.1. Para k constante se tiene

L 21} (s):§,5>0 2k} (s):§,8>0

2. L") (5) = —— s>0,n=1,2,...

Togntl?
. 1
3. ZL{e"} (s)= ——,para s>a
s—a

183

= dt. Reemplazando en la integral

5+3)o0
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4. £ {sen(kt)} (s) =

5. L {cos(kt)} (s) =

———,para
52 4 k2 p

S
2+ k2 P

S

6. L {sen(kt)} (s) = =g bara

7. L A{cos(kt)} (s) = ﬁ,pam

8. L {t"e} (s) =

(s —a)ntl’

n!

s>0
s>0
s> |kl

s> |kl

s>a,n=1,2,---

Demostracion. A continuacion verificaremos los dos primeros literales.

1. A partir de la definicién se obtiene

L1} (s) = /OOO et (1)dt = ©

—st |O° 1

—S

0 S

2. La demostracion se realiza por el método de induccion. Para ello supongamos que s > 0 y utilizamos
el siguiente limite

Para n = 1 se obtiene tiene

n
lim
t—o00

=0,n=12--
ect

ZA{t} (s) = /OOO e Stdt. (7.3)

Resolveremos la integral definida en (7.3) por el método de integracién por partes. Sea u = t y

dv = e~%'dt entonces se tiene du = dt y v = ——e ! respectivamente. Luego,
s

2 {1} (s) = 1"

S
— —st |
—(0-0)+ - — 5
1 1
= e0-b=5

Ahoram, supongamos que la hipétesis se cumple para n — 1 y verifiquemos que también se satisface

para n. En efecto, sea v = t" y dv = e~ *'dt, entonces du = nt" " 'dt y v = ——e ™!, respectivamente.
s

Reemplazando en

se obtiene

ZA{t"} (s) = /OOO e Stndt,

n, —st | o
L} (s) = ‘ti +2 /0 styn=1 gy
0
~—
L(t7=1)(s)

= —(0-0)+ %.Z{t”_l} (s)
= Z2{"} ().
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Pero por la hipétesis de induccién

2y o=
luego
(=D
De manera similar se verifican los literales restantes. O

Si Z[f(t)] = F(s), se dice que f(t) es la transformada inversa de F(s) y se escribe
f(t) =27 {F(s)}
El siguiente teorema presenta algunas de sus propiedades

Teorema 7.1.2. Para a y k constantes se tiene

1. .Z‘l{i} zl,yZ_l{i} =k, sis>0.

| 1 n
1) ™ _4n -1 _
2. ¢ {Sn+1}—t,y {SnH} ‘,szs>0
1
3.31{ }:eat,szs>a
s—a
k 1 sen(kt) .
-1 _ -1 _
4. & {S2+k2}—ben(kzt),y§f {52+k2} - , 565> 0.
5 £t { =2 j_ k2} = cos(kt), si s > 0.
k 1 senh(kt) .
-1 _ -1 _
6. &£ {82_k2}—senh(kt)y.$ {32—k2}_ - , sis > |kl
7. L1 { 2 i k2} = cosh(kt), si s > |k|.
8. L1 L = e y, L1 1 = et sis>a
' (s —a)rtl | v (s—a)tlf — nl’ ’
35s+1
Ejemplo 7.1.2. Evaluar £~ * :
jemplo valuar {(s—3)(s+2)(s—1)}
Solucién: Por medio de fraaciones parciales se obtiene
35+1 A B C

= -

G-3G+G-1) s-3 512 s-U (7.4)

donde A, B y C son constantes. Luego, evaluando la transformada inverersa en la ecuacién (7.4) se
obtiene

3_1{(8_3)?::21)(8_1)} - g_l{sffsfﬁs(—jl}

::Af*{:1}+B$4{j1}+024{j1}.
s—3 s+ 2 s—1
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Por otro lado, aplicando el método de fracciones lineales en la ecuacién (7.4) obtenemos A = 1,
B =-1/3y C = —2/3. Utilizando la tabla de transformadas tenemos

—1 35+ 1 o3t Lo 2
Z {(3—3)(s+2)(s—1)}_6 3¢ 3¢

Ejemplo 7.1.3. Con factores lineales repetidos
s+1 A B C D E
B e A e
{52(s—|—2)3} {s+32+s+2+(5—|—2)2+(s—|—2)3}

_Azl{i} +B.$1{812} +Ccz7! {s+12} +D$1{(S_:2)2}

1
Ey1
- { 5+ 2)3}
—2t t26_2t

¢
— A+ Bt+Ce 24D 61' + B

Utilizando el método de las fracciones parciales tenemos

1 1 1 1
16’ 8’ ¢ 16’ 0 4’
luego
+1 1 1 1 1
1) ST U b L L2
{32(3+2)3} 6 8 16° TR

7.2. Propiedades y Teoremas
Para los teoremas y propiedades se asume que .Z [f(t)] = F(s) y £ [g(t)] = G(s).

Teorema 7.2.1. Si f(t) es continua a trozos parat > 0 y de orden exponencial parat > T(T € R, T > 0),
entonces L [f(t)] = F(s) existe para s > ¢ y para algin ¢ € R. Ademds

lim .2 [f(t)] = lim F(s) = 0.

5—00 S—00

Teorema 7.2.2. (Primer teorema de Traslacion)
Si a es un numero real cualquiera, entonces

L ft)] =F(s—a) =L [f(O)ssu

FEquivalentemente,

e f(t) = LTHF(s — a)) = L[f(5)ss-a]

Demostracion.

L0 ()= [ e te o= [T ar
LLFW} (5—a) = F(s—a)
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Nota 7.2.1. Z Y {F(s—a)} = e f(t). Para el sequndo teorema de traslacion se usa la funcién escalon
unitario, definida como sigue
0, 0<t<a
wit) = {*,

t>a

Teorema 7.2.3. (Segundo teorema de Traslacion)
Si a > 0, entonces

ZLua () f(t — a)] = e L [f(t)] = e F(s).
Fquivalentemente,
ua(t) f(t —a) = L1 [e=*F(s)] .
Corolario 7.2.1.
2L [ua(t)f()] = e L [f(t +a)].
Teorema 7.2.4. (Derivadas de una transformada) Para n =1,2,3, ...

LU (0) = ()" L AL D))

Fquivalentemente,

s =Sl e [ 2o ire)-

Demostracion. Por induccion sobre n, se tiene que para n = 1 se sigue
o
F(s) = / e S f(t)dt,
0
luego derivando F'(s) se tiene

dF(s) _d [> _g
s ds /0 et
>0 —st
:/0 %(6 f(8))dt

-/ " et ()t = — / et af (o))t

0 0
def.c.

= —Z{tf(t)} (s),

entonces
ZA{tf()} (5) = — - F(s).
Supongamos que se cumple para n = k
k 1\ &
2{tf 1)} (5) = (-1 T F(s).
Veamos que se cumple paran =k + 1

2 {1} s) =2 {uF 1)} (5)

= Ll o)
= L [t
oy A5

=(-1) dsF1L (s).
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Teorema 7.2.5. (Transformada de una Derivada)
Si f(t), f'(t),---, f*V(t) son continuas parat > 0 y de orden exponencial, y si f™(t) es continua parte
por parte para t > 0, entonces,

2L |f0@)] = 5" F(s) = "7 (0) = 5" 2(0) — - = £ 0.

Para el siguiente teorema es necesario el producto de convolucion de dos funciones, el cual se define como
stgque:

(F+g)(t) = /0 F@)g(t — 2)da.

Teorema 7.2.6. (Teorema de Convolucion)
Si f(t), g(t) son continuas parte por parte y de orden exponencial para t > 0, entonces

ZL[f xg] = F(s)G(s).

Fquivalentemente,
ZLHF(s)G(s)] = [ * g.
En particular

K [/Ot f(x)da:} — L[ ()] = %F(s).

Que puede verse como la transformada de una integral.

Teorema 7.2.7. (Transformada de una Funcion Periédica).
Si f(t) es continua parte por parte y de orden exponencial para t > 0, y es periddica con periodo T (para
T>0,f(t+T)= f(t)), entonces

T
LU0 = [y [ 0

Para el ultimo teorema que vamos a enunciar es necesario conocer la funcion Delta de Dirac, definida de
la siguiente forma
0t —tg) = lim 6,(t — ¢
(t — to) = lim 5,(¢ — to),

donde,
1
—, ty—a<t<t
Salt — to) = 20 ¢ ota
0, t<tg—a,0 bien t>ty+a

dq(t — tg) es conocida como la funcion impulso unitario y §(t — to) es la llamada Funcién Delta de
Dirac (que entre otras cosas realmente no es una funcién en el sentido tradicional).

Teorema 7.2.8. (La transformada de la funcion Delta).
L5t —tg)] = e 50,

En particular

Z[(t)] = 1.
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7.3. Aplicaciones de la transformada a las Ecuaciones diferenciales

La Transformada de Laplace puede ser utilizada para resolver ecuaciones diferenciales con valores iniciales,
ecuaciones integrales y ecuaciones integro diferenciales. Los dos tltimos tipos de ecuaciones son como se
definen a continuacion:

/ f(@)h(t — x)

t
t —I—/ f(x)h(t — x)dx, (E. Integrodiferencial)
0

Donde las funciones g, h son conocidas

donde las funciones g, h son conocidas. Para resolver cualquiera de estas ecuaciones se debe tomar trans-
formada a ambos lados de la igualdad, resolver la ecuacién algebraica en s y luego tomar transformada
inversa para hallar la solucién en t.

Pasos:

- Aplicar la transformada a ambos lados de la ecuacion.

- Aplicar el teorema de la transformada de la derivada.

Z{y'} =sY(s) —y(0)
Ly} = s*Y(s) — sy(0) — y/(0).

Nota 7.3.1. Cuando las condiciones iniciales no estdn dadas en t = 0, sino en t = a, se hace el cambio
de variable T =t — a, con este cambio de variable, la nueva E.D. tiene condiciones iniciales en 7 =0

1. Conseguir una funcion en s, es decir, despejar Y (s).
2. Hallar la transformada inversa: y(t) = L1 {Y(s)}.

Ejemplo 7.3.1. Hallar la solucién del problema de valores iniciales definido por y" — 6y’ + 9y = t2e3t,
y(0) =2 yy'(0) =6.

Solucién: Evaluando la transformada de Laplace en la ecuacién se obtiene la siguiente ecuacion

LY} 6Ly} +92{yy = 2 {t%"}. (7.5)
Aplicando las propiedades de la transformada en la ecuacién (7.5) se obtiene
2!
s2Y (s) — sy(0) — i/ (0) — 6(sY (s) — y(0)) + 9Y (s) = e (7.6)
Reemplazando las condiciones inciales en la ecuacién (7.6) se obtiene
2!
s2Y (s) — 5(2) — 6 — 6(sY (s) — 2) + 9Y (s) = o3P
0 equivalentemente
2!
s2Y (s) — 6(sY(s)) + 9Y (s) = Go3p +2(s —3). (7.7)
A partir de de la ecuacién (7.7) se obtiene
2! 2(s —3)

Y(s) = (7.8)

(537  (s—32

Por lo tanto, evalaundo la transformada inversa en la ecuacién (7.8) obtenemos

() = LV (s)} = Ziz-l{(siﬁ}mz—l{(sig)} $e3t+263t
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Ejemplo 7.3.2. Resolver el problema de valores iniciales

B3y A2y dY
S 4% 5% Loy - t), Y(0) =0, Y'(0) =0, Y'(0) = 3.
g + 2 +5 = + Ocos(t), Y(0)=0,Y'(0) =0, Y"(0) =3

Paso 1. Tomando la transformada de Laplace en ambos miembros de la ecuacion diferencial
Y d?Y dy
— 4 — — 2 Y(#)} =1 t
f{dt3}+ g{dﬂ}—{—a’g{dt}_‘_ Z{Y(t)} 0.2 {cos(t)}

Denotamos £ {Y (t)} por y(s), entonces las siguientes transformadas

A3y d2y dY
f{dt«%}’ f{dﬁ}y Z{dt}’

en funcion de y(s), Y (0),Y’(0),Y"”(0). Se obtiene

< { ‘g} =s3y(s) — 3,
< { (Zg} =s7y(s),
Z { dlt/} =sy(s),

Por tanto,
3y 2y Y
< {Cfitd} +4Z {Ciiﬁ} + SZ{d } +22{Y (1)} = s’y(s) — 3+ 4s%y(s) + 5sy(s) + 2y(s)
= [83 +45% 4 55 + 2] y(s) — 3,

donde utilizando la tabla de transformadas tenemos

10s
10.Z {cos(t)} = SR

Por tanto, la ecuacion se reduce a

10s

(s + 45> + 55+ 2)y(s) — 3 = 211

con la incdgnita y(s).
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Paso 2. Resolvemos ahora la ecuacion para y(s). Tenemos

3s2 +10s + 3

(s +45% + 55+ 2)y(s) —3 = 2i1

352 +10s + 3
(s2+1)(s% +4s2+5s+2)

y(s) —3 =

Paso 3 Determinamos

= 352 +10s+3
(s2+1)(s® +4s2+5s+2) )
Empleando el método de descomposicion en fracciones simples y asi encontrar una forma de la
expresion para y(s), tenemos

352 +10s + 3 3% 4+10s+3
(s241)(s3 4+ 452 +55+2) (524 1)(s+1)2(s +2)
A B C Ds+ E

TS tsyi Tyt e
A partir de aqui hallamos
352 +10s + 3 =A(s + )} (s> + 1) + B(s +2)(s + 1)(s* + 1)
+C(s+2)(s* + 1)+ (Ds + E)(s +2)(s + 1)?,
0
352 +10s+3 =(A+ B+ D)s* + (2A+ 3B + C + 4D + E)s®
4+ (2A + 3B +2C + 5D + 4E)s?
+ (2A+3B+C+2D+5E)s
+ (A+2B+2C +2F)
Se obtiene asi el sistema de ecuaciones
A+ B+ D =0,
2A+3B+C+4D + E =0,
2A+3B+2C + 5D + 4E =3,
2A+ 3B+ C+2D + 5E =10,
A+2B+C+2F =3.

Haciendo s = —1, hallamos que C' = —2 y haciendo s = —2 en esta misma ecuacion tenemos
A = —1. Utilizando estos valores de A y C el sistema nos da

B=2D=-1, y E=2
Sustituyendo estos valores de A,B,C,D y E se obtiene

1 3s% 4+ 10s + 3 1 L1
=—% +2%
Z {(S2+1)(83+4S2+58+2) s+2 s+1

AR T B ety

1
2.1 :
* { s2+1 }
Utilizando la tabla de transformadas tenemos
Y(t) = —e 2 +2e7t — 2te™ — cos(t) + 2sin(t).
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7.4. Solucion de sistemas lineales usando la transformacion de Laplace

Aplicamos el método de la transformacién de Laplace para hallar la solucién de un sistema de primer
orden

dX ay

G1E+GQE+G3.’L‘+G4Y:B1(7§)
dX dY

bij— +ba— — b byY = By(t
1dt+2dt 37 + 04 2(1),

donde a1, a9, as,aq,b1,b2,b3 y by son constantes y By y Bo son funciones conocidas que satisfacen las

condiciones iniciales
X(0)=c1 e Y(0)=co,

donde ¢ y ¢y son constantes. Supongamos que x(s) denota la transformada £ { X (¢)} e y(s) denota la
transformada .2 {Y(¢)}. Se procede entonces como sigue:

1. Se toma la trasformada de Laplace en ambos miembros de cada una de las dos ecuaciones del siste-
ma, se aplica el teorema y las condiciones iniciales; igualando los resultados se obtiene una ecuacién
algebraica lineal en las dos incégnitas x(s) e y(s).

2. Para determinar explicitamente y(s) y x(s) se resuelve el sistema lineal de dos ecuaciones algebrai-
cas, obtenido en la etapa precedente.

3. Una vez halladas y(s) y z(s), se emplea la tabla de transformadas para determinar la solucién
X(t)=2L"Ha(s)} eY(t) = L {y(s)} del problema de valores iniciales dado.

Ejemplo 7.4.1. Usar la transformacion de Laplace para hallar la solucion del sistema.

dX
— —6X +3Y =8¢
a + e
Y
Y ox_y- 4et,
dt
que satisface las condiciones iniciales X (0) = —1, Y/ (0) = 0.

Paso 1. Tomando la transformada de Laplace en ambos miembros de cada una de las ecuaciones dife-
renciales del sistema, tenemos

z{‘g} 6L {X()} +32{Y (1)) Zd{sc)

< {‘g} —22{X(t)} - ZL{Y (1)} = L {4e'}.

Designemos £ { X (t)} por x(s) y L {Y(t)} por y(s). Aplicando entonces el teorema y las condi-
ciones iniciales, tenemos
dX
Z { dt} =sz(s) — X(0) = sz(s) + 1

7 { ‘Z} —sy(s) — Y (0) = sy(s).
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Usando la tabla de transformadas

8

s—1

f{Set}z Y .,2”{4(?}:%.

En consecuencia,

sz(s) +1—6x(s) + 3y(s) = 8%

sy(s) —2x(s) —y(s) =

que al simplificarse quedan en la forma

s—1’

(s —6)x(s) + 3y(s) :i -1

s—1

—2x(s) + (s — 1)y(s) = i .
(5~ 6)a(s) + 3y(s) ==

—2z(s) + (s — 1)y(s) = i o

Paso 2. Resolvemos el sistema lineal algebraico cuyas “incdgnitas” son y(s) y x(s). Obtenemos

(s =1)(s = 6)a(s) +3(s — Dy(s) = —s+9

12
—6z(s) + 3(s — Dy(s) = .
s—1
Restando queda
12
(2 —7s+12)z(s) = —s + 9 — 1
de donde hallamos
—s% 4+ 10s — 21 —s+7

-G-8 G-De-4)

De igual modo encontramos

25 — 6 2

V)= DG 86— (D 4)

Paso 3. Hemos de determinar ahora

X(t) =2 Ha(s)} =27 { (8_—13)1—97_4)}

V() =2 o) =2 o |

Hallamos primeramente X (s). Usando fracciones simples escribimos
—s+7 A B

G-D)—4) s—1 s—a

Yy se encuentra
A=-2 y B=1,
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entonces

X(t):—Q.Z_l{sil} +$—1{S_14},

y usando la tabla de transformadas, obtenemos
X(t) = —2¢" 4 €.
De igual modo hallamos Y (s). Se obtiene asi

2 2
Y(t) = —get —+ §€4t.

Ejemplo 7.4.2. Una masa acoplada en el extremo inferior de un resorte vertical de constante k. En el
tiempo t = ty la masa es golpeada al aplicarle una fuerza hacia arriba durante un tiempo muy pequeno.
Describe el movimiento subsecuente.

Solucion: la ecuacion diferencial asociada con el problema es

ma” + kx = Pyd(t — to)
z(0) =0,2"(0) =0

Utilizando transformada de Laplace, se tiene
(ms® 4+ k)X (s) = Pye 5%,

Esto implica que,
P Ry e sk
ms2+k m s2+w?’ ’

X(s) =
Utilizando ahora la transformada inversa de Laplace, se obtiene

B P, e—sto Py 1
)= - B QT t—t
x(t) { } mu( O)w sen w( 0)

m s2 4+ w?

= %u(t — to)\/fsen \/E(t — 1) = \/%u(t — to) sen \/z(t — o).

7.5. Ejercicios

7.5.1. Transformada de Laplace

Determinar la transformada de Laplace de cada una de las siguientes funciones.
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7.5.2. Transformada inversa de Laplace

Determinar la transformada inversa de Laplace de cada una de las siguientes funciones.

1.

2.

3.

F) = et
F@) = ey
F(s) = 5

G+ D2 +4)

7.5.3. Problemas de valores iniciales

Utilizar la transformada de Laplace para resolver cada uno de los problemas de valores iniciales

1

2.
3.

10.

11.

12.

13.

y" + 6y + 5y = 12e;  y(0) = —1,4/(0) = 7.
y" — Ty 4+ 10y = 39cos(t) — 13sen(t); y(0) =7,y'(0) = 16.

v —y"+y —y=0; y(0)=1,4(0)=1,y"(0)=3.

% —Y =€ Y(0) =2

Y
Cil—t +Y =2sen(t), Y(0)=-1.
d*Y ay
— —5—+6Y =0, Y(0)=1,Y'(0) =2

B 6Y =0, Y(0) = 1,Y(0)
Y dYy ,
T 12V =0, Y(0)=4Y(0)= -1
A’y dy
— — — —2Y = 18¢! Y(0)=0,Y'(0) = 3.
72 o 8e "sen(3t), (0)=0,Y(0) =3
?Y  _dY ot ,
W+2E+Y_te , Y(O)—l,Y(O)—O
Y d*Y day

W — W + 7@ — 3Y =20 Sen(t), Y(O) = O,Y,(O) = O,Y”(O) = 2.

3y  d*Y dY

— —6—— +11— —6Y =te ¥, Y(0)=1,Y'(0) =0,Y"(0) = —1.

6T AT 6 =t Y(0) = 1,Y(0) = 0,Y"(0)

Use la transformada de Laplace para resolver el problema de valores iniciales
y'+y=f(t), y(0)=0, y(0) =1,

donde
0, s0<t<m
fi&)=< 1, siywr<t<2rm
0, sijt > 2m.

Use la transformada de Laplace para resolver el problema de valores iniciales
y' +y=f(t), y(0) =0, y(0) =1,
donde

1, si; 0<t<2m
f(t)_{ 0, sijt>2m
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14. Use la transformada de Laplace para resolver el P.V.I

y' — 5y + 6y = f(t), y(0) =0, y'(0) = -1,
donde

1 sio<t<1
f(t)_{ 0 sit>1

15. La ecuacién diferencial para la corriente i(¢) en un circuito LR en serie, con un solo bucle es

di
L—+ Ri=E(t
dt+ t ( )7

donde L y R son constantes, ademds H es una funcién periédica de periodo T" = 2 definida por

1, si; 0<t<1,
H(t)_{o, si; 1<t<?2

Determine la corriente i(t) cuando (0) = 0.

7.5.4. Sistemas lineales

En cada uno de los siguientes ejercicios y usando la transformada de Laplace, hallar la solucién de los
sistemas lineales dados que satisfacen las condiciones iniciales.

dX

1. — +Y =3e*
ddltf+ 3e
4 X =
a + 0
X(0)=3,Y(0)=0.
dX

2. — =2 =
dy 0
Y
d—+X—3Y:2
dy
X(0)=3,Y(0)=0.
dX

3. — +2X —-4Y =0
&
X(0)=3,Y(0)=3.
dX

4. — 4+ X —8Y =¢t
ddit/ﬁL e
- =1
p 2X+Y
X(0)=1,Y(0) =
dX
— +X4+Y =¥

5 ddltf+ + e
— 4+ X —-4Y =1
dt +
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dX
L— —4X +2Y =2t
6 dd}t/ +
— —8X +4Y =1.
dt *
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Este libro surge de las observaciones
realizadas por estudiantes del curso de
Ecuaciones diferenciales ofrecido en la
Universidad Francisco de Paula Santan-
der y la Universidad de Narifio. El libro
abarca de manera introductoria los
temas basicos del curso de Ecuaciones
diferenciales para ciencias basicas e
Ingenieria. El principal aporte consiste
ampliar el capitulo de ecuaciones dife-
renciales de primer orden y el capitulo
de aplicaciones de ecuaciones diferen-
ciales de primer orden. En estos capitu-
los abordamos métodos y aplicaciones
que nosotros consideramos relevantes
en la ensefianza y aprendizaje de las
ecuaciones diferenciales de primer
orden, y que ademas no han llamado la
atencién de los textos clasicos.

El propdsito de este libro es contribuir
en los procesos que incluyen demostra-
ciones, interpretaciones y soluciones
de problemas, como también la
busqueda de nuevos modelos sin tener
en cuenta los ya descritos en textos. No
obstante, cuando la persona se enfren-
ta a estos retos, se motiva y alcanza
logros que le generan motivacién y una
mejor percepcion de si mismos. Por lo
general, los procesos dinamicos que se
involucran en el curso de ecuaciones
diferenciales, permiten que un gran
porcentaje de los estudiantes alcancen
cierto tipo de resultados que fortalecen
su formacion integral.
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