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GLOSARIO

Anisotropia: dependencia de los parametros constitutivos de un medio con la

direcciéon del campo electromagnético aplicado.

Cristales: estructuras atémicas formadas por la ordenacion regular de atomos

y con propiedades de simetria bien definidas.

Dispersién: dependencia del médulo del vector de onda con la frecuencia.

Eje 6ptico: direccion de propagacion de una sola onda.

Periodicidad: repeticion regular una y otra vez de un fenébmeno en el espacio,

tiempo o ambos.

Uniaxicos: cristales con solo un eje éptico.



RESUMEN

Se describe la propagacion de ondas electromagnéticas monocromaticas
planas a través de un sistema anisotropo de extension finita con variacion
unidimensional periodica del tensor de permitividad dieléctrica. Aplicando un
método matricial se obtiene la matriz caracteristica del sistema que permite
cuantificar las propiedades de polarizador del sistema y se construyen curvas

de reflectancia y transmitancia en funcion del espesor de las capas periddicas.



ABSTRACT

The propagation of flat monocromatic electromagnetic waves is described, to
traves of a system anisotropo of finite extension, with periodic inidimensional
variation of the tensor of dielectric. Appling metod matrix the firs characteistic of
the system is obtained, that allows to quantify the properties of the polarizador
of the system and to curves of reflectance and transmitancia in function of the

thickness of the periodic layers are constructed.
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INTRODUCCION

El presente trabajo de pregrado del Programa de Fisica de la Universidad de
Narifio titulado “Ondas Electromagnéticas en un Sistema Anisétropo Uniaxico
Unidimensionalmente Periddico” desarrolla los objetivos enunciados mas
adelante en dos partes. En la primera se exponen los principios que rigen la
propagacion de una onda electromagnética monocromatica plana en un
dieléctrico no magnético y eléctricamente anisotropo de extension infinita. En
la segunda parte se describe la propagacion de una onda electromagnética
monocromatica plana a traveés de un sistema anisotropo de extension finita con
variacion unidimensional periddica del tensor de permitividad dieléctrica. Este
trabajo reviste de importancia ya que permite esclarecer los efectos de la

combinacion simultanea de factores de anisotropia y periodicidad.
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1. OBJETIVOS

1.1 OBJETIVO GENERAL

Investigar las propiedades de propagacion de ondas electromagnéticas
monocromaticas planas en un sistema anisotropo uniaxico con variacion

unidimensionalmente periodica del tensor de permitividad dieléctrica.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

1.2.1

1.2.2

Investigar los principios y métodos utilizados en la electrodinamica para

el estudio de ondas en sistemas anisétropos y periédicos.

Determinar las propiedades de propagacion de ondas electromagnéticas

en un sistema anisétropo uniaxico unidimensionalmente periddico, cuyo

tensor de permitividad dieléctrica esta dado por:

e 0 0
E=0 ¢ 0],
0 0 ¢

siendo este tensor funcién periddica de la coordenada Z.

elz) =elz+A).

12



2. PROPAGACION DE ONDAS ELECTROMAGNETICAS EN MEDIOS

ANISOTROPOS

En este capitulo se examinan los principios que rigen la propagacion de una
onda electromagnética monocromética plana en un dieléctrico no magnético y
eléctricamente anisétropo de extension infinita. En la primera parte se presenta
algunas relaciones fundamentales de la electrodindmica las cuales se aplican
en la segunda parte, en el andlisis de la propagacion de ondas
electromagnéticas monocroméaticas planas en medios anisétropos. Este
andlisis es importante ya que sirve de fundamento para el estudio de sistemas

compuestos, como el sistema examinado en el tercer capitulo.

2.1 RELACIONES FUNDAMENTALES DE LA ELECTRODINAMICA

Los conceptos basicos de la teoria electromagnética se describen con ayuda

de una serie de relaciones fundamentales como son: las ecuaciones de

Maxwell, las relaciones constitutivas y las relaciones de energia.

2.1.1 Ecuaciones de Maxwell. El estudio macroscopico de los campos

electromagnéticos se fundamenta en las ecuaciones de Maxwell[4,11,21]:

13
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VD =p,

VxH =J +@,

L.« 2.1)
VXE =- @,

o - ot

VB =0,

donde E,D,H y B son respectivamente los vectores: intensidad de campo

eléctrico, induccion eléctrica, intensidad de campo magnético e induccién

magnética; estas cantidades caracterizan el campo electromagnético. Las

cantidades J yp son respectivamente: la densidad de corriente total y la

densidad de carga eléctrica, estas cantidades representan las fuentes del

campo electromagnético.

2.1.2 Relaciones constitutivas. Las ecuaciones de Maxwell (1.1):

Constituyen un conjunto de ocho ecuaciones que relacionan las

componentes de los campos E,D,H y B, las cuatro ecuaciones

homogéneas pueden resolverse formalmente expresando E yB en

funcion del potencial escalar ¢ y del potencial vectorial A, pero las

ecuaciones no homogéneas no pueden ser resueltas hasta que los

campos D yB sean conocidos en funcion de E yH. Estas

relaciones se conocen con el nombre de relaciones constitutivas[11].

> =o[e8]. .
B:B[E,H}, '
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ademas, para medios conductores debe considerarse la ley de Ohm

generalizada.
J=J|EB|. (2.3)

Los corchetes significan que las relaciones no son necesariamente simples.

2.1.3 Relaciones energéticas. El campo electromagnético almacena energia
siendo necesario establecer la relacion entre esta energia y los vectores del
campo electromagnético.

Las densidades de energia eléctrica y magnética estan dadas por[19,21]:

- -

1

w, =—EID,
21 - (2.4)
WH :EH DB s
La ley de la conservacion de la energia se expresa:
i T
VS r JIE, (2.5)

donde s se llama vector de Poynting y W es la densidad de energia

electromagnética.

2.2 PROPAGACION DE ONDAS MONOCROMATICAS PLANAS EN MEDIOS

ANISOTROPOS

El estudio de la propagacion de ondas electromagnéticas en  medios

dieléctricos (conductividad cero) se fundamenta en las ecuaciones de Maxwell

(2.1) sin fuentes, es decir, con J y o cero.

15



2.2.1 Campos monocromaticos. Cuando en cada punto del espacio el campo
electromagnético realiza oscilaciones armonicas de frecuencia @, el campo se
denomina monocroméatico[7,15]. En lo sucesivo se centra la atencion en esta
clase de campos, para los cuales, segun la definicion anterior, cada vector de

campo se escribe de la forma:
F.(r,t) =F(r)cos(awt + f(r)), (2.6)
donde F(r)y f(r) funciones reales de r.

El tratamiento de estos campos se facilita al introducir la notacion compleja

[21]. Segun esta notacion, (2.6) se escribe asi:

E.(r,t) =Re(F, (r)e ™), (2.7)
donde F, (r) =F(r)e"".
Por lo tanto las expresiones de los vectores de los campos electromagnéticos
monocromaticos son:

E(r,t) =Re(E,(r)e’™),

, (2.8)
H(r,t) =Re(H,(r)e ).
Las cantidades E_ (r) y H,(r) se denominan amplitudes complejas.

Al reemplazar (2.8) en (2.1) se obtienen las ecuaciones de Maxwell para las

amplitudes complejas:

YXE—W :ia)BmL
VxH, =-iwD,,
(2.9)
Y‘Q{u :O’
V.B, =0.

16



Aplicando el operador de divergencia a las dos primeras ecuaciones en (2.9) se

obtienen las otras dos, por lo tanto, estas ultimas no son independientes.

2.2.2 Medios anisotropos. Las ecuaciones (2.9) se complementan con las
ecuaciones constitutivas (2.2) que dependen de las propiedades
electromagnéticas del medio. En lo sucesivo se consideran medios lineales,
homogéneos y eléctricamente anisétropos, siendo validas las siguientes

ecuaciones constitutivas[7,12,14]:

Dui :gi'Em"
- - (2.10)
B, =uH ,

2]

donde ¢; y « son respectivamente: el tensor de permitividad dieléctrica y la

permeabilidad magnética escalar. Para medios dieléctricos lineales vy
homogéneos estas dos cantidades son reales y no dependen de los vectores
de campo ni de las coordenadas espaciales. La primera relacion de (2.10)
describe la anisotropia eléctrica del medio, ya que los vectores de intensidad

de campo eléctrico e induccidn eléctrica no son paralelos entre si.
En el tratamiento de campos monocromaticos la dependencia de ¢ y « con

respecto a la frecuencia no es necesario considerarla.

2.2.3 EIl tensor dieléctrico. El tensor de permitividad dieléctrica describe las

propiedades de anisotropia eléctrica del medio y se expresa asi[2,5,23]:

E=|¢e, &£, €yl (2.11)

17



Se puede demostrar que el cumplimiento de la ley de la conservacion de la
energia exige que el tensor real (2.11) sea simétrico[3]:

& =€ (2.12)
Teniendo en cuenta la propiedad (2.12), el tensor (2.11) se diagonaliza en el

sistema de coordenadas de sus ejes principales:

e, 0
£=£0,=0 ¢ 0 (i =x,y,12), (2.13)
0 0 ¢

z

donde J; es la matriz unidad, ¢,.¢, y €, son los valores principales de la

permitividad dieléctrica. En los desarrollos subsiguientes se utilizara este

sistema de coordenadas. Siendo asi, la primera relacion constitutiva de (2.10)

se escribe:
Dmx :EXE(I}X’
D, =¢kE,, (2.14)
D, =¢E

wz 27" wz?

y la densidad de energia eléctrica (2.4) mediante (2.14) se expresa:

1
w, =—

D; D D
= it S A S 2

£ & £

X y z

(2.15)

2.2.4 Definicién de onda plana. Un campo monocromatico se denomina
onda plana si los vectores de campo, ademas de cumplir la forma (2.8),

satisfacen la condicion adicional para las amplitudes complejas([4,7,22]

— ixl
E—w(r) _Eg”‘ j ’

H (1) :He’”;, (2.16)

18



donde E =const.y H =const. son amplitudes y x =const. es el vector de onda.

Estas cantidades se determinan a partir de las ecuaciones de Maxwell (2.9) y

las relaciones constitutivas (2.10).

2.2.5 Estructura de la onda plana en un medio anisétropo. A continuacion

se establece la estructura de la onda plana, es decir, las direcciones mutuas

entre E,D,H y x. Para tal efecto, se reemplazan las amplitudes complejas de

los vectores de campo (2.16) en las ecuaciones de Maxwell (2.9):

wD =- xkxH,
-~ (2.17)
uwH =xxE.
Estas relaciones junto con la definicion del vector de Poynting[19,21]:
S =ExH, (2.18)

determinan las direcciones mutuas de los vectores implicados[14]:

I. Forman dos grupos ortogonales entre si: unoes D,H y x,yotro E,H Y S.
Il. H es perpendiculara E,D,S y «, por lo tanto, estos ultimos son coplanares.

lll. S y x no son paralelos entre si.
Con los resultados anteriores queda establecida la estructura de una onda
plana en un medio anisétropo, la cual se muestra en la figura 1.

Figura 1. Estructura de una onda plana en un medio anisétropo.

—
D

-

E

o
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2.2.6 Ecuacion de ondas planas y relacidon de dispersidén. De las
ecuaciones de Maxwell para las amplitudes complejas (2.9) se deduce una
ecuaciéon de ondas para el vector de campo eléctrico. Se aplica el rotacional a

la primera ecuacion en (2.9):

Vx(VAE, ) =iaViB,. (2.19)
Combinando (2.19) con las relaciones constitutivas (2.10) y la segunda
ecuacion de Maxwell (2.9), se obtiene la ecuacion de onda[5]:

Vx(VXE,))- v’ uée E, =0 (2.20)
A continuaciéon se examina la solucion de (2.20) para un medio con ¢y u
constantes y reales.
Se reemplaza (2.10) en el segundo termino de (2.20):

Vx(VAE, ) - @’ uD, =0 (2.21)

Sustituyendo (2.16) en (2.21) y efectuando las operaciones necesarias, se

escribe:

—_ - —_

D= [/(ZE-(/;DE)/;] _ (2.22)

w"u
Al igualar las componentes de la anterior expresiéon vectorial con D, =¢,E; se

tiene:

J y

£+ KZ (u.ui - 5)} E; =0, (2.23)

donde 9; se define como el delta de Kronecker y x se representa por:
K =KUu, (2.24)

siendo u un vector unitario en la direcciéon de « .

20



Utilizando el sistema de coordenadas de los ejes principales del tensor

dieléctrico, se reemplaza (2.13) en (2.23) y se desarrolla el resultado en forma

explicita:

El sistema de

E

£

E, | =0. (2.25)

z

tres ecuaciones algebraicas (2.25) contiene informacién sobre la

amplitud g vy el vector de onda x que aparecen en la definicibn de onda plana

(2.16).

La condicién de existencia de soluciones no triviales de (2.25) con respecto a

E, exige la igualdad a cero del determinante:

g_

Desarrollando (2.26) se obtiene:

2

K

(-0

2

W u

—Uuu
W u

EV+

2
K

S—uu
W™ u

2
K

—(u,” - 1)
wu

+

K2

2
W u

K

W’ u

2

(TEV)

" u

=0. (2.26)

4 2 2 2 2 2 2 2 2
K (f\u\ +EUS+EU, ]— K iu[u\ ele, +e)+uje (6, +¢&,)+u, ¢, (¢, +£__\,)] +

4 2
W UEEE,

=0.

(2.27)

Esta relacion determina x en funcion de la frecuencia @ y los parametros del

medio anisétropo £y « y se conoce como relaciéon de dispersion.
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2.2.7 Vectores de onda. A partir de (2.27), considerando fija la direccion u del

vector de onda x« dado en (2.24), se determina su moédulo. Como (2.27) es

cuadratica con respecto a x* se obtienen dos soluciones:

2
»_ B  NB'- 4AC (2.28)

2A 2A
donde:

— 2 2 2
A=cu + EUS+EUS,
2 2 2 2
B=w"u [ux EX(E_V + £Z)+uy g,(gx +e,)+u, g, (e, +€y)] )

4 2
C=wueee,.
Con las soluciones anteriores se construyen dos vectores de onda:

K, =K.U
- (2.29)

K, =K,U,

es decir, en cada direccibn u se pueden propagar dos ondas planas con

vectores de onda diferentes y vectores de campo eléctrico E, y E, [3].

La relacion de dispersion (2.27) geométricamente representa una superficie en

el espacio (x,,x,,%,) de los vectores de onda[3]. En la figura 2 se muestran

cortes de esta superficie con los planos YOZ, XOY y XOZ, para un conjunto
dado de valores de frecuencia, permitividad dieléctrica y permeabilidad
magnética. En cada corte se observan dos superficies por lo tanto, la relacion
de dispersion (2.27) determina una superficie doble. En la figura 2 (c) se
observan cuatro puntos de contacto entre las dos superficies, que determinan

dos direcciones conocidas como ejes opticos[15]. En la direccion de cada eje
Optico las dos soluciones &, de (2.29) coinciden.

22



Figura 2. Cortes de las superficies de vectores de onda: (a) en el plano

YOZ; (b) en el plano XOY:; (c) en el plano XOZ.

&Y AR
17 i

@ (b) (c)

2.2.8 Vectores de campo eléctricoE, y E,. Para cada valor x, y x, en

(2.28), pertenecientes a una misma direccién u, se determinan a partir de

o

E

Y z

£tV E

X X

(2.25) las relaciones entre las componentes de E: . Reemplazando

(2.28) en (2.25) se tiene:

o

2 2

E 1(1.2 E ’(l_,z E _0
x1,2 + (J2 o uxuy y1,2 + (J2 " uxuz 1,2z ~ (230)
L L

23



- - ~

2 u.\'uyExl,Z T ée Tt 1;2 (u : - 1) E 1,2 + = uyquzl‘g :0, (231)

W’ u Ywtu T wtu
. 2 . 2 .2
2 1,2 1,2 2 —
—uukE, +——uukE  + & +— (uZ - 1) E, , =0. (2.32)
" u " u : wu

Se despeja E,, y E, ,del sistema de ecuaciones anteriores y se obtiene:

Kl,z - e
E u o’u "
2= : , (2.33)
EX],Z KI,ZV_ e ux
'
2
K],Z - e
E, u o’u
e ‘ . (2.34)
Ele K12 ux
FL
™ u
. E, E .
De (2.33) y (2.34) se deduce que las relaciones £ y EZ son cantidades

reales. Como el tensor dieléctrico es real, estas mismas relaciones para el

vector de induccion eléctrica D,, también son reales.

Se examina a continuacion el significado fisico de que las relaciones entre las

componentes de los vectores del campo de la onda plana definida en (2.16)

sean reales. En (2.16) E es un vector complejo: E, +iE,, con E, yE, reales.
Por componentes se escribe:

E, +iE, =Ee",
E, +iE, =Ee”, (2.35)
E, +iE, =Ee".

1z
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, E, Ee" E Ee* . .
Las relaciones — =——vy —~ ==~ son reales si y solo si 4, =¢, =¢, =¢,
E, Ee”  E, Ee* ’

X X X

siendo E de laforma:
E =Ee", (2.36)
donde E' es real y constante. Pasando de la notacién compleja al campo real

se tiene:

E (r;t) :S}{e} E'ei(K‘Ur-(un} ’
(1.0) =E coslatr - ot (2.37)

E(r,t) =E cos(xlr - wt +¢),

por lo tanto, en (2.37) significa que las oscilaciones del campo real E(r,t)

para todo r yt estan en una direccion determinada. Las ondas que presentan
esta propiedad se denominan linealmente polarizadas[3,15]. Por lo tanto, se ha
establecido un resultado importante:
Un medio anisétropo es bastante selectivo con relacion a la
propagacion de ondas planas: en cada direccidon u pueden existir

solo dos ondas planas polarizadas linealmente en direcciones

diferentes y con vectores de onda diferentes xu y K,u con &,y &,

dados por (2.28).

2.2.9 Ortogonalidad de los vectores de induccién eléctricaD, y D,.

Las direcciones de D, y D, se determinan de la siguiente manera. Realizando

las sustituciones

D

DX — D}’ — z
2w T Y (2.38)

X =

25



en (2.15), se obtiene la ecuacion de un elipsoide:

2 2 2
s (2.39)
£ £ &

x & &
Este elipsoide se utiliza en la construccibn geométrica que se muestra en la
figura 3. Se traza la direccion u del vector de onda de tal manera que pase por
el centro del elipsoide; se corta este ultimo con un plano que también pasa por

el centro del elipsoide y es perpendicular a u. Este corte representa una
Figura 3. Ortogonalidad de los vectores D, y D,.

—
u

s/

elipse dada por el cumplimiento simultaneo de (2.39) y las ecuaciones:
rP=x"+y +7°, (2.40)
riu =0. (2.41)
Se demostrara que las direcciones de D, yD, coinciden con los ejes

principales de la elipse los cuales son perpendiculares entre si.

La ecuacion (2.40) con las condiciones (2..41) y (2.39) representa la distancia

del centro del elipsoide a cualquier punto de la elipse, siendo los semiejes
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principales el maximo y el minimo de esta distancia[17]. Se designan los

semiejes principales por:

N2 =/ Xlz,Z +Y12,2 + Z12,2’ (2-42)

Para encontrar X,,.Y, Y Z, se aplica el método de los multiplicadores
indeterminados de Lagrange [16], segln el cual se introducen dos factores 24,

y 4, que intervienen en la construccién de la funcion:

X2 y2 ZZ
S
. E, €

X y z

F=x"+y’+z° + 2/11(qu +yu, + zuz) +A, (2.43)

Los extremos de F coinciden con X,,,Y:, Y Z,,. La condicion de existencia de

extremos de (2.43) consiste en la igualdad a cero de sus derivadas en XY yz:

wehu B0 e v 20 penu e 20 gy
£ € €

X y z

A partir de (2.39) , (2.41) y (2.44) se obtiene:

2

r xXu yu zu
x[1- — | +ur’| =+ 4+ | =0,

£, e & g

r? Xu., yu, zu
yl1- —|+u r*| = Y £ 1 =0, (2.45)

£ J £ £ £

Yy X y z

2

r Xu yu Zu
zZ|1- —|+ur?| = +22L+ 2| =0.

Las soluciones de (2.45) son los extremos X;,,Y:, Y Z;, de la funcién F .
Haciendo en (2.45) las sustituciones (2.38) se puede mostrar que este sistema

de ecuaciones se diferencia de la ecuacion(2.25) para el vector g Unicamente

por la notacién. Por lo tanto, existe una relacion entre las soluciones
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E,oE, ¥ E, de (2.25) y las soluciones de X,,.Y,, Y Z,, de (2.45). Para
precisar la naturaleza de esta relacibn se comparan los radio vectores

rl,2 :( Xl,Z’Yl,Z’Zl,Z) ’ (246)
de los semiejes de la elipse con los vectores de induccién eléctrica

Dl,Z :( D1,2x’ Dl,Zy’ Dl,Zz ) ° (247)

Estos dltimos se obtienen a partir de E,, con ayuda de (2.14).

Al hacer las sustituciones (2.38) en (2.46) se tiene:

- 1
N :f(DIZX’DIZy’Dlh)’ (2.48)
, 2We , , ,
es decir,
e 1 -
2 = =D (2.49)
E

Con (2.49) queda demostrado que las direcciones de D,, coinciden con los

ejes principales 1, de la elipse de la figura 3 y por lo tanto D,, son ortogonales
entre si:

D,* D, =0. (2.50)
Ademas, segun la ecuacion (2.49) los modulos de D,, son proporcionales a los

semiejes de la elipse.

2.2.10 Velocidad de fase y velocidad de energia. Para finalizar este capitulo

es importante sefialar la relacién entre la velocidad de propagacion de fase y la
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velocidad de propagacién de energia de una onda plana en un medio

anisotropo.

Se denomina fase el angulo xlr- wt+¢ que aparece en la ecuacién (2.37)

para el vector de campo eléctrico de la onda plana. La direcciéon de la velocidad

de propagacion de fase es la misma de x y su magnitud es:
w
v, =—. (2.51)
K
De otra parte, la velocidad de energia tiene la misma direccion del vector de

Poynting S y su modulo es:
v, =—. (2.52)

En un medio anisotropo como se muestra en la figura 1 estas velocidades
estan en direcciones diferentes siendo
vy =V, Cosa, (2.53)

donde @ eselanguloentre x y S.
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3. SISTEMA ANISOTROPO UNIAXICO UNIDIMENSIONALMENTE

PERIODICO

El objetivo de este capitulo consiste en establecer las propiedades de
propagacion de ondas electromagnéticas monocromaticas planas en un
sistema anisoétropo unidimensionalmente periddico como el que se muestra en
la figura 4.

Figura 4. Representacién esquematica de un sistema

unidimensionalmente periédico.

XA

L1 S

L1

™4
™1

0 T L




Las propiedades electromagnéticas del sistema son funciones Unicamente de

la coordenada z y se definen asi:

La permitividad dieléctrica:

£, z<0

2 0< z<I
£, [ <z<L
I I

e(z) =11 I (3.1
I I
g (N-DL<z<(N-1L+]
é, (N-1) L+l < z<NL
£, z>NL

La permeabilidad magnética:

u, z<0
i 0< z<]
u, < z<L
I I

wlz) =11 0 (3.2)
I I
“, (N-UL<z<(N-1L+
7 (N-1)L+l, < z< NL
U, z>NL

Los medios son dieléctricos, es decir, la conductividad es igual a cero. En (3.1)

y (3.2) las cantidades escalares ¢&,,u,, t,t,,¢;y i, y las cantidades

tensoriales & Y& son reales y constantes. Las regiones z<0 y z>NL

representan medios isétropos. La region  0<z<NL es periddica y esta
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conformada por las capas anisotropas 1 y 2 con espesores /1 y I2 que se

intercalan N veces. Los ejes principales de &, y &, coinciden con los ejes X,Y,Z

del sistema de coordenadas de la figura 4 , por lo cual, segun (1.13), en este

sistema de coordenadas ¢, y &, se expresan en forma diagonalizada:

gl,ZL 0
&,=| 0 £, 0| (3.3)
0 0 &g

De acuerdo con (3.3) y (2.13), dos valores principales de la permitividad
dieléctrica son iguales:
=& =&

x1,2 yL2 T C11,2»

(3.4)

€0 =€ 73511,2’

Para establecer las propiedades de la propagacion de ondas
electromagnéticas a través del sistema anisotropo unidimensionalmente
periédico definido anteriormente, se considera que desde la region z<0 una
onda plana dada por:

Eiei(x,ur-mt) , (3.5)
incide sobre este sistema y se examinan los campos que se originan. La

solucion de este problema se fundamenta en los conceptos del capitulo 2.

3.1 FENOMENO DE DOBLE REFRACCION
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El experimento muestra que cuando sobre un medio anisétropo incide una
onda plana, se observa no una sino dos ondas refractadas, fenbmeno conocido
como doble refraccion. Este fendbmeno juega un papel importante en el analisis

subsiguiente y se explica a continuacion.

En la figura 5 se muestra dos medios: uno isétropo y otro anisétropo. La

frontera de separacién entre los medios es el plano XOY. Una onda plana dada

por (2.5) incide desde el medio isétropo sobre un medio anisétropo; ¢, es el

angulo de incidencia y el plano XOZ es el plano de incidencia.

Figura 5. Representacion grafica del fenémeno de doble refraccion.

X

ANISO TRO PO

La onda incidente da origen a una onda reflejada y a una onda refractada:

i(/(,. 0r- wt)
e,

E ei(/:‘IDr-— wt) (36)
1 .

33



En (3.6) se ha supuesto que en el medio anisétropo existe una sola onda

refractada. Los vectores de onda «, y x; , cada uno forman con la normal a la

frontera de separacion los angulos de reflexion ¢, y refraccion ¢

respectivamente. Para establecer las relaciones entre las ondas incidente,
reflejada y refractada se aplican las condiciones de frontera para los vectores
de campo, las cuales seran de gran importancia en el desarrollo ya que estas
condiciones exigen la continuidad de las componentes tangenciales de los
vectores de intensidad eléctrica y magnética en la frontera de separacién entre
dos medios:

E. =E

7i 71’

efrontera . 3.7
HTi :HTI‘ ' ( )

El subindice 7 sirve para designar las componentes tangenciales. El campo en
el primer medio es la suma de los campos de las ondas incidente y reflejada, y

en el segundo, el campo de la onda refractada.

Se reemplaza (3.5) y (3.6) en (3.7):

i(a;0r- wt) ila, 0r-wt) __ i(a,0r- wyt)
E e +E e =E e

1T rt

, refrontera. (3.8)

El cumplimiento de (3.8) requiere que «;lr =«.0r =x,0r para r efrontera, o sea:

0,
) (3.9)

)=
)

A

- -

ri

[l

ril x
K

=

De las ecuaciones (3.9) se deduce que las diferencias de vectores de onda

K- K, y kK -k, es perpendicular a la frontera XOY de separacion entre los

medios. Graficamente esto se muestra en la figura 5: la recta AA’ que pasa por

los extremos de los vectores de onda es perpendicular al eje X en el punto A .
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Con S1y S2 se representa la superficie doble de los vectores de onda en el
medio anisétropo definida por (2.27). Se observa que la recta AA’ intercepta la
superficie doble en dos puntos, indicando asi la existencia de dos vectores de
onda diferentes en el medio anisotropo, que satisfacen la segunda condicion de
frontera en (3.9). Por lo tanto existe no una, sino dos ondas refractadas, es
decir, se presenta el fendmeno de doble refraccion.

Por ultimo, se observa en la figura 5 que todas las componentes en X de los
vectores de onda implicados son iguales entre si:

=K., (3.10)

Kix :er =K

1x

donde
K, =Kseng,, K, =K seng,, K, =k seng,, K, =kseng. (3.11)

La relaciones (3.10) y (3.11) se aplican mas adelante en los calculos

subsiguientes.

3.2 RELACIONES DE DISPERSION

La solucion del problema planteado requiere un analisis de las relaciones de
dispersion de los medios que conforman el sistema. Estos medios son

dieléctricos isétropos para z<0y z>NL y dieléctricos anisotropos para 0<z<NL.

3.2.1 Relacién de dispersion del medio dieléctrico isétropo. Para un medio
isétropo la dependencia del vector de onda x con la frecuencia @ y los

parametros del medio ¢ ¢ es[21]:

K =\, (3.12)

i
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es decir, el médulo del vector de onda no depende de su direccién. En el

espacio de los vectores de onda la ecuacidon (3.12) describe una esfera de

radio w+/&u .

3.2.2 Relacion de dispersiéon del medio dieléctrico anisétropo. Los tensores

de permitividad dieléctrica definidos en (3.3) son de la forma:

e 0 0
E=| 0 ¢ 0], (3.13)
0 0 ¢

expresado en el sistema de ejes principales. A continuacién se deduce la

relacion de dispersion, considerando (3.13).

Se reemplazan las componentes (3.13) en la relacién de dispersion (2.27):

-

K° [Ei[ﬁ'“\ +K" )+t‘|h'“z} - t‘i(t‘i +e ) [h'“\ +K'h‘.,} +2K°,6 € +w4iu“€“‘€7 =0.

(3.14)
Esta ecuacion es cuadrética con respecto a x? y se factoriza asi:
2 2 2
K, +K K
(&2 - (U{ug) S+ - wul =0. (3.15)
£ &
I 1
Por lo tanto, se obtienen dos ecuaciones de segundo grado para « :
K =w’ue
K2+k k? (3.16)
4}/ + 4 = ‘Ll,

g“ (C/‘L

las cuales describen en el espacio de los vectores de onda una esfera y un

elipsoide respectivamente. En la esfera, & representa el radio y es
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independiente de la direccion. Las ondas planas construidas con estos vectores

de onda se denominan ondas ordinarias y los vectores de onda se designan
por x°. En el elipsoide, « representa la distancia desde su centro hasta cada

punto de su superficie. En estas soluciones & varia con la direccion. Las ondas

correspondientes se denominan extraordinarias y los vectores de onda se

designan por x°. En la figura 6 se muestran dos superficies de vectores de

onda: la primera corresponde a un medio con ¢, <&y el segundo, con ¢, >¢).

En ambos casos se observan dos puntos de contacto entre la esfera y el

Figura 6. Cortes del elipsoide y esfera de vectores de onda en el plano

XOZ: a) Cuando ¢, <¢;.b) Cuando ¢, >¢.

elipsoide, los cuales determinan un solo eje éptico; estos medios se denominan
medios anisétropos uniaxicos. Analiticamente los puntos de contacto se

encuentran resolviendo el sistema de ecuaciones formado por (3.14) y sus

primeras derivadas parciales respecto «,,K, y &, igualadas a cero.
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2 2 2 2 2 —_
’(x[gﬂfx +E K FEK, FEK - @ ,ugL(gL+£H)] =0,

2 2 2 2 2 —
KY{ELI(X tE K HEK, HEK - W ;L‘ﬁ(ﬂ*gu)} =0,

2 2 2 2 2 —
Kz[é‘ilfx +E KT HEK, HEKT - 20 ,ugug} =0.

De (3.17) se tiene:

2 __ .2
Ko =-K,,

2 2
K, =w ue,.

(3.17)

(3.18)

De donde «, =k, =0 y x, =w,/ue, . Por lo tanto, los dos puntos de contacto

entre el elipsoide y la esfera son (0, 0, 2\ ue | ) ; estos puntos se encuentran en

el eje Z y son simétricos con respecto al origen. El eje Optico pasa por estos

dos puntos y coincide con el eje Z. Si la direccidon de propagacion esta en el eje

Optico, la onda ordinaria y la onda extraordinaria se propaga con el

valorde « .

mismo

La primera ecuacion en la relacion de dispersiéon (3.16) sirve para calcular los

vectores de onda x° de las ondas ordinarias y la segunda, los vectores de

onda x°¢ de las ondas extraordinarias.

3.3 CALCULO DE LOS VECTORES DE ONDA

En la figura 7 se muestra se muestra los vectores de onda de las ondas
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Figura 7. Vectores de onda en un sistema unidimensionalmente

anisétropo uniaxico.

XA
—> e ) Ek*r ——
k' L X 1] &k‘?\ S “IQ

XY} \g / nF-
N /

g

5 /

(N-T)L NL

planas que se propagan en el sistema de la figura 4.

En la region z < 0 se propagan una onda incidente y otra reflejada con vectores

de onda «; y &, respectivamente.

La region 0 < z < NL se considera una capa n (n=1,2 ). Debido a la doble
refraccion examinada en la seccién 3.1, en esta capa se originan dos ondas

en la direccion z positiva. De acuerdo con la seccion 3.2, una de estas ondas

es ordinaria con vector de onda « y la otra extraordinaria con vector de onda
k¢ .lgualmente, en esta capa existen las correspondientes ondas reflejadas con
k. y k. .Enlaregion z > NL dos ondas viajan en el sentido positivo del eje z

nr

con vectores de onda «, y k., las cuales provienen de la onda ordinaria y la

onda extraordinaria en la region 0 < z < NL, respectivamente.

A continuacidon se determinan los vectores de onda enumerados anteriormente.

Se parte de los aspectos comunes a estos vectores:
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Todos los vectores de onda se encuentran en el plano de incidencia XOZ, lo

gue se expresa con la igualdad a cero de sus componentes en Y:

— __,0 _ 0 __ e ___ e __ _

Kiy _Kiry _Kny _Knry _Kny _Knry _Ksy _Ksy =0. (319)
Segun (3.10), las componentes en X de todos los vectores de onda son iguales
entre si:

Kix :er :K:X :K_er :Ktc;x :K;rx :st :K;x' (320)
Conociendo las componentes X y Y de los vectores de onda (3.19) y (3.20),
falta calcular sus médulos y sus componentes en Z.

En la region z < 0, se utiliza la relacidén de dispersiéon (3.12) y las ecuaciones

(3.19) y (3.20) para obtener el modulo y la componente z:

K, =K, =W\, U,,
— _ 2
K, =K, =\ & U, - K.

En la capa n de la regién 0 < z< NL el modulo y la componente z del vector de

(3.21)

onda ordinario se calcula a partir de la primera ecuacion en la relacion de

dispersién (3.16) y considerando (3.19), (3.20):

o _
K, =W\ & U,

o __ 2 _ 2
an Y w U, gLn Kix .

Analogamente, a partir de la segunda ecuacion (3.16) y (3.19) se obtiene para

(3.22)

la onda extraordinaria:

(3.23)
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En la region z> NL, utilizando la relacion de dispersion (3.12) y con (3.19),

(3.20) se tiene:

K, =K, =W\ U

si s
] - K2
K, =K, =W\ E U, i e

Conviene sefialar que si dos ondas tienen el mismo vector de onda, como en el

(3.24)

caso de las ondas en la region z > NL, no significa que sean iguales entre si.
Las componentes en z de los vectores onda de las ondas que viajan en la

direccion z negativa son iguales en magnitud pero de sentido contrario a las

componentes en z de los vectores onda de las ondas que viajan en la direccion
Z positiva.

De esta manera con las ecuaciones (3.19) a (3.24) quedan determinados todos
los vectores de onda en funcion de la frecuencia, la permitividad dieléctrica, la

permeabilidad magnética y la componente X del vector de onda de la onda

incidente x,, .

34 VECTORES DE CAMPO DE LAS ONDAS ORDINARIA Y

EXTRAORDINARIA

Es importante examinar las direcciones de los vectores de campo de las ondas

ordinaria y extraordinaria. Para esto se utilizan las formulas de la secciones

2.2.3 y 2.2.7, haciendo que: E,D,y x, pertenezcan a la onda ordinaria,

41



E,,D,y k, ala onda extraordinariay ¢, =¢, =€, y ¢, =¢,. Ademas, teniendo

en cuenta que todos los vectores de onda cumplen con (3.19), estos se

encuentran en el plano XOY y la componente u, del vector unitario u es igual

acero, u, =0,

De este examen se obtienen los siguientes resultados para las ondas
extraordinarias que se propagan en el sistema de la figura 4:

Las relaciones (2.33) y (2.34) para las componentes del campo eléctrico sirven

solo para el campo E, de cualquier onda extraordinaria ya que el factor

2

-—- &, con k; de la primera ecuacién en (2.26), se hace cero para la onda

" u

ordinaria.

El campo E, se encuentra en el plano OXY, lo cual se obtiene de (2.33) y

(2.34), teniendo en cuenta que u, =0 Por lo tanto:
E, =E, X+E, 7. (3.25)

El campo D, también se encuentra en el plano XOZ, ya que este se obtiene a

partir de E, con ayuda de (2.14):
D, =D, X+D, 7. (3.26)

Para las ondas ordinarias se obtienen los siguientes resultados:
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El vector D, es perpendicular al plano XOZ, ya que segun (2.50) y la figura 1,

D, es perpendicular a D, y al vector de onda, los cuales estan en el plano
XOZ. Por lo tanto:
D, =D,y (3.27)
El vector E, también es perpendicular al plano XOZ, de acuerdo con (2.10), por
lo tanto:
E =E,J. (3.28)
En la seccién siguiente se encuentran los campos de las ondas que se
propagan en el sistema, en funcion del vector de onda y los campos de la onda

incidente, las permitividades dieléctricas y las permeabilidades magnéticas que

intervienen en el sistema de la Figura 4.

3.5 PROPAGACION DE UNA ONDA PLANA EN UN SISTEMA ANISOTROPO
UNIAXICO CON VARIACION UNIDIMENSIONAL PERIODICA DEL TENSOR

DE PERMITIVIDAD DIELECTRICA EN LA DIRECCION DEL EJE OPTICO

Se considera un sistema anisétropo uniaxico con variacion unidimensional
periodica del tensor de permitividad dieléctrica en la direccion del eje o6ptico,
con las propiedades electromagnéticas dadas por (3.1) a (3.3). Este sistema

se puede representar con ayuda de la figura 4.
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El objetivo es determinar el mecanismo de propagacion de una onda plana que
incide sobre el sistema descrito anteriormente. En la figura 7 se muestra, en

z<0 la onda plana incidente dada por (3.5):

E ei(/(, 0r- wt)

La onda (3.5) esta linealmente polarizada, es decir, E, es de la forma (2.36); la

componente en Y del vector de onda incidente es cero (3.19).

En z<0 esta onda da origen a la onda reflejada (3.6):

ik, 0r- oot)
Ee

En laregién z> NL (3.5) da origen a dos ondas planas transmitidas:

il 0r- o)
Ee ,

S

_;v 1(1: J;-zut) (329)
Ee

N

Se plantea expresar los campos de las ondas reflejada (3.6) y trasmitidas
(3.29), en funcion del vector de onda y los campos de la onda incidente (3.5), y

de las permitividades dieléctricas y permeabilidades magnéticas de los medios

gue conforman el sistema.

Para establecer esta relacion se consideran dos casos:
Caso 1. En la onda incidente (3.5) E, es perpendicular al plano XOZ:

E =E, . (3.30)
Aplicando las condiciones de frontera (3.7) en z=0, se deduce que en el medio

anisotropo z>0 la componente perpendicular del campo eléctrico debe ser

diferente de cero. De acuerdo con (3.28), esta condicién la cumple la onda

ordinaria. Por lo tanto, una onda incidente con E. perpendicular al plano XOZ
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origina en el medio anis6tropo una onda ordinaria con E, también

perpendicular al plano XOZ.

Andlogamente las condiciones de frontera (3.7) establecen que la onda

ordinaria al propagarse a través de la frontera entre dos medios anisétropos del

sistema de la figura 4, mantiene su condicion de onda ordinariay E continua

perpendicular al plano XOZ.
Caso 2. En la onda incidente (3.5) E, es paralelo al plano XOZ:

E. =E x+E, 7. (3.31)
De las condiciones de frontera (2.7) en z=0, se deduce que en el medio

anisotropo Z>0 la componente en X del campo eléctrico debe ser diferente de

cero. Segun (3.25) esta condicion la cumple la onda extraordinaria. Por lo

tanto, una onda incidente con E, paralelo al plano XOZ origina en el medio

anisétropo una onda extraordinaria con E, también paralelo al plano XOZ.

De igual manera, la onda extraordinaria al propagarse a través de la frontera

entre dos medios anisétropos del sistema de la figura 4, mantiene su condicion

de onda extraordinariay g continua perpendicular al plano XOZ.

Con lo anterior se concluye que la onda plana incidente (3.5) produce dos
ondas transmitidas en el sistema anisétropo considerado: una onda ordinaria y

otra extraordinaria, originadas por la componente perpendicular y la

componente paralela al plano XOZ del vector E,. Ademas, estas dos ondas se
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propagan en el sistema de manera independiente, manteniendo su condicion
de onda ordinaria o extraordinaria. Por lo tanto, es valido examinar por

separado los dos casos enunciados anteriormente.

3.5.1 Onda incidente con E, perpendicular al plano XOZ. En esta seccion

se trata la propagacion de la onda plana incidente (3.5) cuando E es
perpendicular al plano XOZ. En este caso el campo eléctrico en cualquier punto
del sistema es perpendicular al plano XOZ y se puede expresar como:
E(x,z) =E (x,2)y (3.32)

Ya que los vectores de onda de las ondas que intervienen en el problema se
encuentran en el plano XOZ segun (3.19), el campo eléctrico es funcion solo de
XyZ.
El sistema de la figura 4 presenta 2N +1 fronteras de separacion entre medios
diferentes ubicadas en z =0, L, 2L,........ NL. A continuacion se trata en forma
general una de estas fronteras.
Sea la frontera ubicada en z= zj. En z<zj se propagan dos ondas ordinarias
(unaincidente y otra reflejada), siendo el campo resultante:

E,(x,z) =E j}ie"“‘““k“” +E j)ref(k"*x”"ZZ). (3.33)

En (3.23) y en lo sucesivo, se tiene en cuenta (3.20) donde las componentes en

X de los vectores de onda son iguales a las componentes , del vector de

onda incidente.

En la regién z>zj también existen dos ondas y el campo resultante es:
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i(kpX+kjy ,2)

+E et m), (3.34)

Jj+Lr

Ey,jﬂ(r) ZEjme

Los campos (3.33) y (3.34) se pueden escribir de forma unificada:

E,(x,2) = Alz) + B(z)] "~ (3.35)
donde:
E, e, para z<z,
Alz) = o (3.36)
E., e’ , para z>z,
E e, para z<z.
Blz)={ " ’ (3.37)
E., e’ para z>z,
Las condiciones de frontera exigen que las componentes tangenciales
de los campos eléctrico y magnético en z=zj sean continuas:
E,(x,z;) =E,(X,Z}),
(3.38)

Hr(x,z;.) =H (x zf).

T L
En (3.38) 7 indica la componente tangencial del campo, z; vy Zf los valores

de z a la izquierda y a la derecha de z=zj. De (2.9) y (2.10) se calcula la
componente tangencial del vector de intensidad del campo magnético que

coincide con su componente en X, con ayuda de (3.36) se tiene:

K .
; [A(z)- B(z)] paraz <z,
H, (x,z)=1""' (3.39)
Kj+1,z
—[A(z)- B(z)] paraz >z,
u

Se reemplaza (3.35) y (3.39) en (3.38):
Alz)+B(z) =Alz2*) +B(z+),

B a(2)-Bl)| =22 A7) B()

(3.40)
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Introduciendo en (3.40) la notacion:

Az =4,

Az =4 (3.41)
B[z:’.]=BJ., '
Bl\z* =B"}.,

se obtiene la siguiente representacion matricial del sistema de ecuaciones

(3.40):
D % =D Ay (3.42)
! Bj " Bj+1
donde D; es la matriz:
1 1
D, =1k, K| (3.43)
‘Uj J
Despejando D; de (3.42) se obtiene:
_ ) A,
J D 1D j+1 — - {+l ,
Bj j+1 Bj+1 J,j+l Bj+1 (344)

donde la matriz D, ,, =D;'D,, se conoce como matriz de transmisién dada
por:

1 1 Llj j+lz l 1 U',(j+lz
2 2 UK, 2 2 u

_ g Ry / ]+l
D= 1 1ur R : (3.45)
j™ j+Lz - j&hj+lz

22ul( 22u

LagEst / }+1
Para el tratamiento del sistema de la figura 4 se requiere cuatro matrices de

transmision:

D,, —de transmision del medio € (z<0) al primer medio (capa 1, 0<z<I1).
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D,,— matriz de transmisioén de la capa 1 a la capa 2.

D,, — matriz de transmision de la capa 2 a la capa 1.

D, - matriz de transmision de la capa 2 al medio s (z>NL).

Estas matrices se obtienen de la ecuacion (3,45) al tomar en cada caso «;, de

las formulas de la seccion 3.3 y la permeabilidad magnética de (3.2).
A continuacién se examina un periodo L del sistema periddico, compuesto por
las capas 1y 2 de espesores /1y [2, comprendido entre z= (J-1)L y

z = jL, como se muestra en la figura 8. Se modifica la notacion de las

cantidades A;,B;,A, y B.. en (3.41): enla capa 1 se toma a, y a, para la onda

incidente; b, y b, para la onda reflejada.

Figura 8. Representacion de un periodo L compuesto por las capas 1y 2.
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En lacapa2: c;y C; para la onda incidente; d; y d} para la onda reflejada. Al

atravesar la capa 1, las ondas experimentan un cambio de fase ¥, =x,I1 a lo

largo de la direccion z, que sera positivo para la onda incidente y negativo para

la onda reflejada. Este cambio se expresa en forma matricial:

al_p|a (3.46)
bl 1 b] ) .
donde la matriz:
p=¢" 0 3.47
1 O eii//l ’ ( . )

se conoce como matriz de propagacion.

De manera analoga para la capa 2 se obtiene la matriz de propagacion P, :

e 0
P = O iy, |
e

2

(3.48)

donde v, =x;,12.

Ahora se construye una matriz para caracterizar el paso de las ondas a través

de un periodo L de la figura 8. Para esto, se examina el paso de las ondas

desde el lado izquierdo de la frontera (j-1) L, donde se tiene C'j_1 y d;_l, hasta

el lado izquierdo de la frontera jL con ¢;y d;. Haciendo uso en cadena de

matrices de transmision y de propagacion se escribe la expresion para el paso

de las ondas a través de un periodo:
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:DZIRD121)2

Cj _ Cj
Nl o

J
donde M, es la matriz para un periodo:

M, =D, RD,,P,.
Por ultimo se construye la matriz para todo el sistema desde el lado izquierdo

de la primera frontera en z=0, donde se tiene A, y B,, hasta el lado izquierdo

de la Gltima frontera en z= NL con A y B;:

A

B

S

., |
| =p.rp.mM D, [25 ] =M (350)

e

N

donde
M :DGIRDQPZMIN_]DZS’ (3-51)
es la matriz caracteristica del sistema. El conocimiento de esta matriz permite

expresar la amplitud de la onda reflejada en z<0 y la amplitud de la onda

transmitida en z>NL, en términos de la amplitud de la onda incidente en z<O.

3.5.2 Onda incidente con E paralelo al plano XOZ. Siguiendo un

procedimiento analogo al de la seccion anterior, se construye la matriz
caracteristica del sistema cuando el vector eléctrico de la onda incidente es

paralelo al plano XOZ de la figura 4.

En este caso el significado de A(z) y B(z) esta dado por la expresion para el

campo magnético que ahora es perpendicular a XOZ:

H,(x,z) = A(2) + B(z)| e"** (3.52)
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con:

H, e“", para <z,

Alz) = - (3.53)
H, e, para z>z,
H. e, para z<z.

B(z) = ” ! (3.54)

'.k+z
H, """ para z>z,

j+Lr

Como resultado se obtiene una relacidon entre el campo de la onda incidente en
z<0 con los campos de la onda reflejada en z<0 y la onda transmitida en z>NL

completamente similar a (3.50) con una matriz caracteristica del sistema dada

por (3.51). Sin embargo, en el caso en que E, es paralelo al plano XOZ (H,

perpendicular al plano XOZ ), en (3.51) la matriz de transmision esta dada por:

1 1 E}LKJHZ l l /+lz

_ 2 2 g]+1i 2 2¢ ]+1L Jjz
Jg . (3.55)

1 1 g]LK]Hz l l ]+lz

2 2 g}+1i 2 2¢€ ]+1L jz

y en las matriz de propagacion B, (3.47)y (3.48), se toma ¥, =k,,1,,.

3.5.3 Reflectancia y transmitancia. La matriz caracteristica del sistema (3.51)
contiene informacion basica sobre las propiedades de propagacion de ondas
electromagnéticas monocromaticas planas en el sistema anisotropo uniaxico
unidimensionalmente periodico definido en (3.1) y (3.2).

Si M se representa como:

. ] (3.56)
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de (3.50) se obtiene el sistema de ecuaciones:

Ae :MHA; + MIZB; ?

! | (3.57)
Be :MZIAS + M22Bs'

Cuando la onda plana (3.5) incide sobre el sistema desde la izquierda (z<0),

en (3.57) B, es igual a cero. En este caso, la reflectancia R del sistema,

definida como la relacion entre las amplitudes de la onda reflejada en z<0y de

la onda incidente en z<O0, es:

M—2] , (3.58)

y la transmitancia T expresada por el cociente entre las amplitudes de la onda

transmitida en z>NL y la onda incidente en z<0 es:

2
1

— 1, (3.59)

Mll ]

T :Ksz
K

iz

las cuales expresan las propiedades de transmision de ondas monocromaticas
planas del sistema.

Como ilustracion de la utilidad y consistencia de los resultados (3.50) y (3.51),
en las figuras 9,10 y 11 se presenta una serie de curvas de Ry T.

Las figuras 9 y 10 corresponden a un sistema conformado de una capa 1 de

cuarzo con ¢, =2.38 ¢ =235 y una capa 2 de rutilo con £, =6.84 ¢ =8.42

ambos materiales anisotropos uniaxicos. Los valores principales del tensor de
permitividad dieléctrica son relativos al vacio y validos para una longitud de
onda A =589nm. Las capas 1 y 2 se alternan 50 veces (N=50). Para z<0 y
z>NL se toma como medio el vacio. Los espesores de las capas son iguales (

[1=12 =I). En las figuras 9, (a) y (b), se muestran las curvas de reflectancia R
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. . - l .
y transmitancia T en funcién de 7 cuando E, es perpendicular o paralelo al

. . : l
plano de incidencia respectlvamente;zrepresenta el espesor de las capas en

unidades de longitud de onda A =589nm. En la figura 10 se comparan las

l . . :
curvas de T vs 7 cuando E; es perpendicular al plano de incidencia y cuando

E. es paralelo al plano de incidencia. En las figuras anteriores, las curvas de R

y T presentan maximos y minimos que se repiten de manera periddica.

Figura 9. (a) Curvas de R (color rojo) y T (color azul) cuando E, es

perpendicular al plano de incidencia. (b) Curvas de Ry T cuando E, es

paralelo al plano de incidencia. La ley de la conservacion de la energia

R+T=1 esta dada por la recta (color verde).

1F 1
0.8t 0.8 \/ \/ \/
051 06
0.4 0.
0.2t 0.z
a) 0 1000 2000 3000 4000 5000 G000 7000 b) 0 1000 2000 3000 4000 5000 G000 7000
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Un méximo de R (minimo de T) indica que la onda incidente es reflejada por el
sistema en grado considerable, lo cual esta relacionado con el fenébmeno de

reflexion de Bragg.

., ., [
Figura 10. Comparacion de las curvas de T en funcion de 1 cuando E, es

perpendicular al plano de incidencia (color azul) y cuando E, es paralelo

al plano de incidencia (color negro).

o 1000 2000 2000 S000 5000 s000 Foo0

En la figura 11 se muestra las curvas de R en funcién del angulo de incidencia

cuando E; es perpendicular al plano de incidencia y cuando E, es paralelo al

plano de incidencia. En el primer caso R crece con el angulo de manera
monotona; en el segundo caso R presenta un minimo igual a cero para un

angulo aproximado de 1.2 rad., correspondiente al angulo de Brewster.
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Figura 11. Comparacion de las curvas de R en funcion del angulo de

incidencia (radianes) cuando E, es perpendicular al plano de incidencia

(color rojo) y cuando E, es paralelo al plano de incidencia (color negro).

0.5+
0.6+
0.4+

0.2+

Cuando el vector E, de la onda incidente linealmente polarizada forma un

angulo @ con el plano de incidencia, se procede a descomponerlo en:

E., =Esena,

E, =E, cosa,
y se considera cada componente por separado. Sea R, y T, las cantidades

correspondientes a E;, y R, y T, a E;. La reflectancia y transmitancia
resultantes se obtienen teniendo en cuenta el &ngulo «:

R =Rssen’a +R, cos’ a,

T =T;sen’c +T, cos” .
Realizando la suma R Y T se obtiene la unidad:
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R +T =1,

de acuerdo con la ley de la conservacion de la energia.

Por ultimo, conviene sefalar que el sistema examinado en el presente trabajo,
debido a su naturaleza anisétropa, también produce un efecto sobre la
polarizacion de la onda incidente. Independientemente del tipo de polarizacion

de la onda incidente en z<0, en la salida z>NL siempre se producen dos ondas

linealmente polarizadas: una con E , perpendicular y otra con E  paralela al

plano de incidencia. Estas dos componentes presentan una diferencia de fase
ya que sus velocidades de fase y recorridos son diferentes a lo largo del

sistema anisoétropo.

4. CONCLUSIONES

Se establecié el mecanismo de propagacién de una onda monocromatica plana
linealmente polarizada en un sistema anisétropo uniaxico con variacion
unidimensional periddica del tensor de permitividad dieléctrica en la direccion

del eje dptico.
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El trabajo ha permitido establecer el rol que juega el fendmeno de la doble
refraccion caracteristico de los medios anisétropos. Se encontré que cuando el
vector eléctrico de la onda incidente es perpendicular al plano de incidencia, las
ondas transmitidas por el sistema son ondas ordinarias. De otra parte, si el
vector eléctrico es paralelo al plano de incidencia, las ondas transmitidas son

ondas extraordinarias.

Aplicando un método matricial se determino la relacion entre los campos de la

onda incidente con los campos de las ondas reflejada y trasmitida.

Se obtuvieron las curvas de reflectancia y transmitancia en funcion del espesor
de las capas que conforman el sistema periédico y en funciéon del angulo de
incidencia. Las curvas obtenidas son semejantes a las curvas que aparecen en

la literatura sobre ondas en sistemas periodicos [ 10,20].

Los resultados obtenidos son de importancia practica y teorica: sirven para
realizar calculos numéricos con valores determinados de los paradmetros del
sistema y de la onda incidente; igualmente, el conocimiento del mecanismo de
propagacion de una onda incidente monocromatica plana es suficiente para

examinar la propagacion de campos incidentes mas complejos.
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El presente trabajo se puede ampliar a medios anisétropos biéxicos teniendo

en cuenta anisotropias de origen eléctrico 0 magnético.
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