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En la presente investigación hemos considerado la posibilidad f́ısica de que los neutrinos sean
part́ıculas de Dirac. Por lo que hemos extendido el Modelo Estándar para incluir los singletes de
quiralidad derecha de los neutrinos. En consecuencia, el análisis de este sector lleva a un cierto
paralelismo entre los quarks y los leptones. Aprovechando esta similitud, podemos hacer un estudio
de ceros de textura en el sector leptónico, similar al que se hace en el sector de quarks, aprovechando
resultados y teoremas presentes en este último caso. Claro que también hay diferencias: en el sector
leptónico los neutrinos podŕıan ser de Majorana, y a diferencia del sector de quarks, no se dispone
de datos experimentales de las masas de los neutrinos; solo de las diferencias de los cuadrados de sus
masas para la jerarqúıa normal o invertida. Aśı, que el sector leptónico es más rico en predicciones,
pues uno de los resultados más relevantes de nuestra investigación es la predicción de las masas de
los neutrinos para la jerarqúıa normal, con un resultado ponderado del orden de (3.7 ± 0.2) meV
para la masa del neutrino más liviano.

1. Introducción

Este informe es una recopilación de lo que hemos traba-
jado a lo largo de estos años relacionado con los ceros
de textura presentes en las matrices de masa del sector
de quarks y leptónico, todo enmarcado dentro del Mo-
delo Estándar (ME) y sus extensiones [8, 51–54, 56]. En
el tratamiento que daremos a continuación, se empezará
con el sector de quarks, incluyendo los desarrollos y avan-
ces que se han hecho al respecto, para luego finalizar con
el sector leptónico. Algunas de las explicaciones incluirán
apéndices cuando se necesiten cálculos adicionales a fin
de comprender la teoŕıa. Este trabajo incluye también
una extensa bibliograf́ıa.

El ME de las interacciones fuerte y electrodébil [27] ba-
sado en el grupo gauge local SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y ,
donde la simetŕıa no rota SU(3)c está confinada y el sec-
tor electrodébil SU(2)L × U(1)Y se rompe espontánea-
mente a U(1)em, a través de un doblete escalar de Higgs
complejo; es un modelo que ha sido muy exitoso en ex-
plicar varias cuestiones experimentales. Algunas de las
preguntas del modelo sin respuesta, son sobre la explica-
ción del número total de familias de part́ıculas presentes
en la naturaleza, la jerarqúıa del espectro de masas de
los fermiones cargados, los ángulos de mezcla de quarks
y leptones, y el origen de la violación de la simetŕıa carga-
paridad (CP). Otras cuestiones importantes son sobre la
existencia de la enerǵıa y materia oscura, y las pequeñas
magnitudes de las masas de los neutrinos y sus oscila-
ciones. A fin de responder algunas de estas preguntas,
enfocamos nuestro estudio por el lado de los ceros de
textura. La razón de tratar los ceros de textura en el ME
y sus extensiones, es simplificar al máximo el número de
parámetros libres que nos permitan ver relaciones entre
masas y mezclas presentes en cada sector de fermiones, y
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hacer predicciones sobre las masas de algunas part́ıculas
cuyos valores no se conocen actualmente. El análisis de
la idea se remonta a los trabajos pioneros de H. Fritzsch
y S. Weinberg [34–36, 42, 104], pasando por el traba-
jo seminal de Ramond, Robert y Ross [66, 87], y más
reciente, tenemos un análisis completo y exhaustivo del
caso de cinco ceros de textura, incluyendo los fenómenos
de violación CP, reportados en las referencias [51, 56, 85].

Adicionalmente, en nuestro trabajo vamos a considerar
que los neutrinos son part́ıculas de Dirac, aśı que existe
una relación muy estrecha del análisis metodológico lle-
vado a cabo en la determinación de masas y mezclas en
el sector de quarks, para trasladarlo al sector leptónico.
Espećıficamente, el análisis de ceros de textura aplica-
do al sector de quarks se puede implementar de manera
similar en el sector leptónico. El Lagrangiano de Yuka-
wa es el responsable de dar masa a los fermiones del ME
tras la ruptura espontánea de simetŕıa. Una primera sim-
plificación, sin perder generalidad, es considerar que las
matrices de masa de los fermiones son hermı́ticas, por lo
que el número de parámetros libres para cada sector de
quarks y leptones es de 18, que son suficientes para repro-
ducir los datos experimentales disponibles en la literatura
cient́ıfica. Sin un Modelo para hacer predicciones, se pue-
den utilizar simetŕıas discretas o continuas para prohibir
algunos componentes en la matriz de Yukawa generando
los llamados ceros de textura en la matriz de masa [55].
En muchos trabajos, en lugar de proponer simetŕıas dis-
cretas o continuas, se proponen ceros de textura como
alternativas prácticas directas. Este enfoque tiene como
ventaja que es posible elegir la matriz de masa óptima
para el tratamiento anaĺıtico del problema, a la vez que
se consigue ajustar los ángulos de mezcla y las masas de
los fermiones.

En la literatura hay muchas propuestas de texturas de
cinco ceros para las matrices de masa de los quarks del
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ME [25, 42, 75, 85, 101, 105] 1. Varias de estas texturas
reproducen con éxito las cantidades f́ısicas medidas ex-
perimentalmente. Resulta entonces pertinente hacer una
presentación primero de los ceros de textura, análisis y
resultados, en el sector de quarks.

I. SECTOR DE QUARKS

El lagrangiano de Yukawa, es el responsable de dar
masa a los fermiones del ME tras la ruptura espontánea
de la simetŕıa electrodébil SU(2)L ⊗ U(1)X → U(1)Y .

−LM = ūRMuuL + d̄RMddL + h.c. (1.1)

Aqúı, las matrices de masa complejas 3× 3 de los quarks
Mu y Md son arbitrarias, y contienen en principio trein-
taiséis (36) parámetros reales, que es mucho mayor que
los diez (10) observables f́ısicos que deben describir:
seis (6) masas de los quarks, tres (3) ángulos de mez-
cla de sabor y una (1) fase que viola la simetŕıa CP.
Sin embargo, modelos como el ME (o sus extensiones)
donde los campos derechos son singletes de SU(2), siem-
pre es posible escoger una base adecuada para los quarks
derechos, de tal manera que, usando el teorema de la
descomposición polar del álgebra matricial, las matri-
ces de masa de tipo “up” y “down” quedan hermı́ti-
cas [42, 46, 51, 61, 75, 110] (ver Apéndice B, para una
demostración formal de este resultado).

M†u = Mu, y M†d = Md. (1.2)

Otra consecuencia de modelos como el ME es que uno
tiene la libertad de hacer una transformación unitaria
sobre los quarks izquierdos y derechos bajo los cuales las
corrientes gauge son invariantes y, como resultado, las
matrices de masa transforman a nuevas matrices equiva-
lentes, de la siguiente manera (ver discusión en el Apéndi-
ce C).

Mu →M ′u = U†MuU, Md →M ′d = U†MdU, (1.3)

donde U es una matriz unitaria arbitraria que preserva la
hermiticidad de las matrices de masa, ecuaciones (1.2), y
deja invariante las cantidades f́ısicas, incluyendo la matriz
de mezcla de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) (en
el apéndice A se da la forma de esta matriz y los valo-
res experimentales de sus entradas). Esta transformación
unitaria común aplicada a Mu y Md, ecuación (1.3), se
conoce como Transformación de “Base Débil” (WBT por
sus siglas en inglés) [8, 14, 42, 98, 106, 111].

Como se demostró en [51, 54], para un conjunto dado
de masas de quarks, ángulos de mezcla y la fase de vio-
lación CP, todas las matrices de masa consistentes con

1 Las texturas de seis ceros ya han sido descartadas porque sus
predicciones están fuera de los rangos experimentales permiti-
dos. Para una discusión más detallada ver las referencias citadas
anteriormente.

estos valores experimentales son unitariamente equiva-
lentes. Este resultado puede utilizarse para calcular el
número máximo de ceros de la textura, ya que este teo-
rema garantiza que utilizando la WBT es posible alcanzar
todos los ceros f́ısicos y no f́ısicos consistentes con los da-
tos experimentales [14, 51] (Apéndice C). Una aplicación
útil de la WBT permite escribir de manera general, y de
la siguiente forma las matrices de masa de los quarks:

Mu = Du =



λ1u 0 0
0 λ2u 0
0 0 λ3u


 ,

Md = V DdV
†,

(1.4a)

o

Mu = V †DuV,

Md = Dd =



λ1d 0 0
0 λ2d 0
0 0 λ3d


 ,

(1.4b)

donde V = U†uUd es la matriz de mezcla CKM, y Uu
y Ud son las matrices de diagonalización de Mu y Md

respectivamente. Y los valores propios de las masas de
los quarks λiq (i = 1, 2, 3) para los tipos “up-” (q = u) y
“down-” (q = d) satisfacen

|λ1u| = mu, |λ2u| = mc, |λ3u| = mt,

|λ1d| = md, |λ2d| = ms, |λ3d| = mb.
(1.5)

Aśı que los λiq pueden ser positivos o negativos [14] (ver
apéndice D) y obedecen la jerarqúıa,

|λ1q| � |λ2q| � |λ3q|. (1.6)

Las bases (1.4a) y (1.4b) se obtienen a partir de una WBT
sobre las matrices generales de masa de los quarks [51,
53, 54]. En esta base se puede verificar fácilmente que
las matrices de masa son consistentes con la matriz de
mezcla CKM (V ), con las masas de los quarks, y donde
se puede ver con claridad la presencia de tres ceros de
textura, no f́ısicos, en una de las matrices de masa [14,
41, 92].

La hermiticidad de las matrices de masa de los quarks
Mu y Md, expresiones (1.2), reduce el número de paráme-
tros libres de 36 a 18 que, sin embargo, sigue siendo un
valor grande en comparación con el número de observa-
bles. Con la idea de reducir el número de parámetros
libres, Weinberg y Fritzsch [34–36, 104] iniciaron la idea
de ceros de textura espećıficos sobre las matrices de masa
para que, por un lado, pueda dar lugar a relaciones au-
toconsistentes y experimentalmente favorables entre las
masas de quarks y los parámetros de mezcla de sabores,
mientras que, por otro lado, las simetŕıas discretas (o
continuas) ocultas de sabor en tales texturas, puedan fi-
nalmente suministrar pistas del origen de las escalas de
enerǵıa en el sector de quarks del ME, como simetŕıas re-
siduales de simetŕıas más fundamentales a escalas enerǵıa
más altas.
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A fin de estudiar los diversos casos espećıficos de tex-
turas, empecemos con las matrices hermı́ticas de masa
de los quarks, de tipo Fritzsch, con seis ceros de textu-
ra [35, 43], donde ambas matrices, Mu y Md, tienen el
paralelismo de textura “up-down” cada una con tres ce-
ros. Este tipo de ansatz fue descartado debido al valor
demasiado grande de la masa del quark “t”, de tal ma-
nera que la predicción |Vcb| está muy lejos de los datos
experimentales [28, 43, 61]. Además, la magnitud pre-

vista para |Vub/Vcb| =
√
mu/mc es demasiado pequeño

(Vub/Vcb ≈ 0.05 para valores razonables de las masas de
los quarks mu y mc [107]) para concordar con el resultado
experimental (|Vub/Vcb|exp. ≈ 0.09 [21, 60, 95]).

La literatura original sobre las texturas con cinco ce-
ros ha sido estudiada ampliamente, pero estos Ansatz
iniciales no se ven favorecidos actualmente por los datos
experimentales [14, 25, 31, 61, 79, 88, 92, 93]. Estudios
recientes muestran que otras texturas de cinco ceros son
viables. Algunos ejemplos anaĺıticos y numéricos fueron
reportados en [51, 75, 84, 85, 101], que reproducen las
masas de los quarks y la matriz CKM con suficiente pre-
cisión, con desviaciones por debajo de 1σ. En general, hay
varias técnicas para analizar ceros de textura: en algunos
casos se usan aproximaciones algebraicas que aprovechan
la fuerte jerarqúıa de las masas de los quarks y los ángu-
los de mezcla que motivan ciertas texturas [37, 43], o se
hacen cálculos directos sobre propuestas de ceros de tex-
tura que son analizadas anaĺıtica y numéricamente para
verificar su viabilidad [61, 84, 101]. Parte del análisis del
sector leptónico la haremos en este último sentido. Adi-
cionalmente, una manera muy elegante es aplicar WBT’s
a fin de lograr texturas de ceros f́ısicos y no f́ısicos en
las matrices de masa [14, 51]. En general, nuestro traba-
jo apunta a trabajar con la WBT. Comenzaremos con el
método presentado en el paper [51]; y durante el proceso,
mejoraremos la técnica y exploraremos la posibilidad de
encontrar más modelos viables de matrices de masa con
cinco ceros de textura.

II. SECTOR LEPTÓNICO

Para el análisis de neutrinos, la situación es más com-
pleja porque se deben considerar tres escenarios diferen-
tes: neutrinos de Majorana de quiralidad izquierda, see-
saw tipo I y neutrinos puros de Dirac. En el caso de
que los neutrinos del ME no tengan masa, la forma más
sencilla de proporcionarles masa es introduciendo un do-
blete escalar SU(2)L que desarrolle un valor esperado de
vaćıo (VEV), lo que implica la existencia de tres cam-
pos de Majorana izquierdos, y un Majorón que podŕıa
ser dif́ıcil de ver. Un análisis exhaustivo de texturas de
cinco ceros relacionado con esta matriz de masa de neu-
trinos izquierdo 3 × 3 se ha presentado en la referen-
cia [33], complementado con un trabajo más reciente en
la referencia [17]. Cuando el ME se ampĺıa para incluir
tres neutrinos derechos, el modelo se puede utilizar pa-
ra explicar las masas de neutrinos a través del mecanis-

mo de seesaw tipo I. Entonces, la matriz de masa efecti-
va de los neutrinos ligeros de Majorana viene dada por
M ∼ MDM

−1
R MT

D donde MD y MR son las matrices
de masa 3 × 3 de Dirac y de neutrinos de Majorana de
quiralidad derecha (RH por sus siglas en inglés), respec-
tivamente. Para este caso, el análisis de textura se vuelve
más complicado, aunque esta textura se puede imponer
directamente sobre la matriz de masa de neutrinos livia-
nos 3× 3. Sin embargo, en el contexto del mecanismo de
seesaw tipo I, dado que la matriz de masa ligera es el pro-
ducto de la matriz de masa de Dirac y la matriz de masa
de neutrinos RH, es natural considerar ceros de textura
en ambas matrices. El análisis de este caso se ha presen-
tado con todo detalle en la referencia [72]. Para el caso
de solo masas de neutrinos de Dirac, que abordaremos en
este estudio, basado en parte en un estudio previo que ya
ha sido reportado en la referencia [17] y en el que tam-
bién se consideraron matrices de masas hermı́ticas. La
extensión del ME con tres neutrinos derechos (SMRHN
por sus siglas en inglés) proporciona varias caracteŕısticas
útiles: a) permite la introducción de nueve términos com-
plejos de masa de Dirac adicionales en el sector leptónico
neutro [83]; b) permite la implementación del mecanis-
mo de seesaw [9, 49, 59, 81, 82, 91, 108], y c) es propicio
para realizar un análisis con matrices de masa hermı́ti-
cas en el sector leptónico del modelo (ver apéndice B).
Aunque las dos primeras caracteŕısticas se han explora-
do ampliamente en la literatura, la última rara vez se
ha considerado. Uno de los propósitos de este estudio es
analizar las consecuencias matemáticas y numéricas de
la tercera caracteŕıstica mencionada anteriormente.

Existen motivaciones teóricas para asumir masas de
Dirac para los neutrinos. Las masas de neutrinos de Di-
rac también son útiles para generar la asimetŕıa bariónica
a través de leptogénesis [26], y se trata de un enfoque al-
ternativo al mecanismo de seesaw [102], y correcciones ra-
diativas de las masas de neutrinos [10–12, 18, 19, 67, 76–
78, 90, 103, 109], además de otras motivaciones fenome-
nológicas [23, 64]. En los modelos derivados de la teoŕıa
de cuerdas, las masas de Majorana son suprimidas por re-
glas de selección relacionadas con las simetŕıas subyacen-
tes [4, 71]. En estos modelos, las masas de Majorana tam-
bién pueden ser generadas por neutrinos activos a través
de efectos gravitacionales; sin embargo, estas masas son
muy pequeñas, cuando se comparan con las pequeñas es-
calas de la f́ısica de neutrinos [6, 29]. Las propiedades
electromagnéticas del neutrino de Dirac se pueden com-
probar fácilmente debido al momento dipolar magnético
que es diferente de cero a nivel cuántico [15]. No ocurre
lo mismo con los neutrinos de Majorana, para los que
sus propiedades electromagnéticas no son fáciles porque
son sus propias antipart́ıculas. De este modo, los modelos
teóricos con neutrinos de Dirac son una motivación para
refinar las restricciones electromagnéticas de las propie-
dades de los neutrinos.

La textura de la matriz de masa de los neutrinos de
Dirac ha sido objeto de varios estudios recientes [1–
3, 7, 17, 32, 48, 62, 73, 74, 94, 97, 99]; esto, en parte,
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ha sido motivado por la no observación de la desintegra-
ción beta doble sin neutrinos [24]. Como es bien sabido,
los experimentos existentes no han podido determinar
si los neutrinos son part́ıculas de Majorana o de Dirac;
sin embargo, la mayoŕıa de los trabajos sobre estos te-
mas asumen que los neutrinos son de Majorana, mientras
que el caso de las masas de neutrinos de Dirac no se ha
estudiado en detalle. En este estudio asumimos que los
neutrinos son part́ıculas de Dirac [5, 22, 83], lo que nos
permite usar la WBT, el teorema de la descomposición
polar y los datos experimentales más recientes para ha-
cer predicciones basadas en una textura dada para las
matrices de masa leptónicas. Es interesante determinar
las consecuencias de una textura dada en la predicción
de las masas de los neutrinos; de hecho, para las ma-
sas de Majorana, hay varios trabajos que predicen una
masa de unos pocos milielectronvoltios para la masa del
neutrino más liviano [38–40, 44]; y como veremos, este
valor de masa tiene el mismo orden de magnitud que los
resultados presentados en este trabajo.

En el SMRHN y prohibiendo masas de Majorana fun-
damentales para los estados neutros derechos (obtenida
solo asumiendo la conservación del número leptónico), los
términos de masa de los leptones después del rompimien-
to espontáneo de la simetŕıa local vienen dados por

−LD = ν̄LMnνR + ¯̀
LM``R + h.c, (2.1)

donde νL,R = (νe, νµ, ντ )TL,R y `L,R = (e, µ, τ)TL,R (el

supeŕındice T significa transpuesta). Mn y M` son las
matrices de masa complejas 3 × 3 para el sector de los
leptones neutros y cargados, respectivamente. En el ca-
so más general, estas matrices contienen 36 parámetros
libres. Siguiendo la misma filosof́ıa del sector de quarks,
en el contexto del SMRHN, un número tan grande de
parámetros puede reducirse drásticamente haciendo uso
del teorema polar del álgebra matricial, por el cual, siem-
pre se puede descomponer una matriz compleja general
como el producto de una matriz hermı́tica y una ma-
triz unitaria (ver apéndice B); de esta manera, la matriz
unitaria puede ser absorbida en una redefinición de las
componentes leptónicas derechas, y esto reduce inmedia-
tamente el número de parámetros libres de 36 a 18 (los
otros dieciocho parámetros pueden quedar ocultos en las
componentes leptónicas derechas en el contexto del ME
y algunas de sus extensiones, pero no para las exten-
siones simétricas izquierda-derecha). Por lo tanto, en lo
que respecta a este modelo, podemos tratar sin pérdida
de generalidad a Mn y M`, como dos matrices de ma-
sa hermı́ticas, con 18 parámetros reales en total, de los
cuales seis son fases.

Como se ha mencionado anteriormente, ampliamos el
ME para incluir a los neutrinos derechos y los considera-
mos part́ıculas de tipo Dirac. Aśı, el mecanismo imple-
mentado en el sector de los quarks puede ser transferido
con pocas modificaciones directamente al sector de los
leptones. Entonces, en el contexto del SMRHN, siempre
es posible implementar el llamado método WBT [13, 14,
51, 84]. Para este caso, la WBT es una transformación

unitaria que actúa simultáneamente sobre las matrices de
masa leptónicas neutras y cargadas. Es decir,

Mn →M ′n = UMnU
†, M` →M ′` = UM`U

†, (2.2)

donde U es una matriz unitaria arbitraria. Decimos en-
tonces que las dos representaciones (Mn,M`) y (M ′n,M

′
`)

son equivalentes, en el sentido de que tienen asociada la
misma matriz de mezcla de sabor de Pontecorvo-Maki-
Nakagawa-Sakata (la matriz de mezcla PMNS). Este tipo
de transformación juega un papel importante en el estu-
dio del llamado problema del sabor.

En las referencias [13, 14], se demostró que para ma-
trices de masa hermı́ticas, siempre es posible realizar
una WBT de tal manera que se llega a dos matrices de
masa con tres ceros de textura que no tienen ninguna im-
plicación f́ısica. Con estos tres ceros de textura no f́ısicos,
el número de parámetros libres de Mn y M` se reduce de
doce a nueve parámetros reales y de seis a tres fases, lo
suficiente para ajustar los valores f́ısicos de las seis masas
leptónicas de Dirac, los tres ángulos de mezcla y la fase de
violación de CP. Sin embargo, para el caso de los neutri-
nos, sus masas no se conocen, y solo las diferencias de las
masas al cuadrado están disponibles experimentalmente,
es decir, para el caso de la jerarqúıa normal conocemos
las cantidades δm2

21 = m2
2 −m2

1 y δm2
31 = m2

3 −m2
1. Co-

mo se explica en el Apéndice B, para matrices de masa
complejas generales 3× 3 en el sector leptónico, sin per-
der generalidad y después de todas las consideraciones
teóricas, nos quedamos con 9 parámetros libres reales y
3 fases, contra 8 restricciones experimentales más una fa-
se de violación CP. Para asegurar predicciones, el número
de variables debe ser menor que el número de restriccio-
nes, por lo que es necesario incluir un cero de textura
adicional (totalizando cuatro ceros de textura) a fin de
lograr predicciones, incluida la masa del neutrino más
liviano (para una revisión sobre estos temas, se puede
consultar [42]). En este caso la solución está garantiza-
da, ya que tenemos 8 valores experimentales más la fase
de violación CP, y 7 parámetros reales libres y 2 fases.
Al imponer un segundo cero de textura (es decir, para
un total de cinco ceros de textura), se requieren matri-
ces de masa altamente no triviales, ya que podŕıa haber
más restricciones experimentales que parámetros dispo-
nibles. Dado el pequeño número de ansatz para ajustar
los datos, podemos considerar nuestras soluciones como
un conjunto muy representativo de las matrices de ma-
sa con cinco ceros de textura. Aśı que un quinto cero de
textura debeŕıa proporcionarnos una predicción f́ısica, y
un posible sexto cero de textura nos proporcionaŕıa dos
predicciones (al contar los grados de libertad, encontra-
mos que el número máximo de tales ceros de textura,
consistente con la ausencia de un valor propio de masa
cero y un espectro de masas no degenerado en el sector
leptónico, es de sólo seis, tres en el sector neutro y tres
en el sector cargado).

En el análisis de resultados que veremos más adelante
en la sección 3, utilizaremos los ingredientes del ME que
incluyen un único doblete complejo de Higgs, ampliado
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con tres neutrinos derechos (uno por cada familia) para
dotar al sector neutro de masas de Dirac, y una simetŕıa
desconocida que es capaz de producir cinco ceros de
textura en el sector leptónico. Se van a considerar
dos casos: uno con tres ceros de textura en el sector
leptónico neutro y dos en el cargado, y un segundo caso
con dos ceros de textura en el sector leptónico neutro
y tres en el cargado. Se implementarán dos análisis
diferentes, uno para cada situación. Se presentarán los
resultados anaĺıticos y numéricos, teniendo especial
cuidado en acomodar los últimos datos experimentales
disponibles [95], incluyendo el fenómeno de violación CP.

2. Metodoloǵıa
La metodoloǵıa planteada en esta investigación consis-

tió básicamente en explorar la máxima cantidad de ceros
de textura que pueden tener las matrices de masa del
sector de quarks y leptónico del ME y sus extensiones.
Espećıficamente, en la parte leptónica se extendió el ME
para incluir neutrinos de Dirac. Lo modelos propuestos
deben ser consistentes, en el sentido que deben reproducir
los resultados experimentales más recientes de los ángu-
los de mezcla, la fase responsable de la violación CP y las
masas de las part́ıculas. Además, los modelos propuestos
pueden hacer predicciones, como por ejemplo, la relación
existente entre las masas y ángulos de mezcla, y el valor
de las masas desconocidas de algunas part́ıculas como los
neutrinos.

El procedimiento para verificar la validez de los mode-
los propuestos y los ceros de textura considerados, se hizo
espećıficamente recurriendo al método de la WBT [14] y
al teorema desarrollado en [51, 54] (el apéndice C tiene
un resumen de dicho teorema). También utilizamos, pero
en menor medida, el método alternativo de los mı́nimos
cuadrados para la minimización de la función χ2, que
compara los valores experimentales y sus incertidumbres
respecto de los parámetros libres del modelo. Este último
método tiene la dificultad de reproducir únicamente los
valores absolutos de las entradas de la matriz de mezcla
CKM y PMNS, sin tomar en cuenta la fase responsable
de la violación CP. Por lo que se debe tomar en cuenta
y reproducir, adicionalmente, la cantidad invariante de
Jarlskog J .

Como veremos a continuación se lograron obtener
cinco ceros textura para las matrices de masa de los
quarks y leptones. Los resultados son consistentes, con
desviaciones menores a 1σ, y arrojan predicciones.

3. Resultados

III. SECTOR DE QUARKS

Empecemos con el sector de quarks. Haremos un análi-
sis exhaustivo que nos permitirá encontrar cuatro mode-
los consistentes con cinco ceros de textura. Las predic-

ciones están relacionadas con las masas y las entradas de
la matriz de mezcla CKM. Las predicciones tienen que
ver con los términos que más contribuyen a esta mezcla,
donde las masas de los quarks juegan un papel prepon-
derante.

Matrices de
permutación

Patrón con dos ce-
ros en la diagonal
(piMq pTi )

Patrón con un ce-
ro en la diagonal
(piMq pTi )

p1 =




1
1

1







0 |ξq | 0
|ξq | 0 |βq |
0 |βq | αq







0 |ξq | 0
|ξq | γq 0
0 0 αq




p2 =




1
1

1







0 0 |ξq |
0 αq |βq |
|ξq | |βq | 0







0 0 |ξq |
0 αq 0
|ξq | 0 γq




p3 =




1
1

1






αq |βq | 0
|βq | 0 |ξq |
0 |ξq | 0






αq 0 0
0 γq |ξq |
0 |ξq | 0




p4 =




1
1

1







0 |ξq | |βq |
|ξq | 0 0
|βq | 0 αq






|γq | |ξq | 0
|ξq | 0 0
0 0 αq




p5 =




1
1

1






αq 0 |βq |
0 0 |ξq |
|βq | |ξq | 0






αq 0 0
0 0 |ξq |
0 |ξq | γq




p6 =




1
1

1







0 |βq | |ξq |
|βq | αq 0
|ξq | 0 0






γq 0 |ξq |
0 αq 0
|ξq | 0 0




Tabla I: Patrones matriciales de masa con tres ceros de
textura. No es necesario incluir fases. Podemos formar

un patrón para las matrices de masa, tomando la matriz
de masa ”up” (o ”down”) de tres ceros, ya sea con dos o

un cero en su diagonal.

A. Texturas de cinco ceros

Para mantener el determinante diferente de cero la ma-
triz de masa para los quarks up (o down) puede contener
como máximo tres ceros de textura 2. Además, sólo tene-
mos dos tipos de patrones realistas dependiendo de cómo
se distribuyan los tres ceros de la textura en las entra-
das de la matriz de masa. En el primer caso tenemos una
matriz con dos ceros de textura en la diagonal, y en el
otro caso la matriz sólo contiene un cero de textura en
la diagonal, como se señala en cada columna de la Ta-
bla I; donde se puede ver que haciendo WBT’s con las
matrices de permutación pi obtenemos todos los posibles
casos viables para cada patrón. La Tabla I resume todas

2 Más de tres ceros de textura implica que al menos una masa de
los quarks es igual a cero o dos de las masas de los quarks deben
ser iguales [51, 84].
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las texturas viables de tres ceros (mediante permutacio-
nes) para las matrices de masa de los quarks up y down.
Estos patrones son generales y no es necesario incluir las
fases, como mostraremos más adelante.

Una transformación de equivalencia, como el caso de
una permutación, es un tipo de WBT, este hecho nos
permite encontrar texturas equivalentes, por ejemplo

M ′u =




0 × 0
× × 0
0 0 ×


 = p2 ·




0 0 ×
0 × 0
× 0 ×


 · pT2 ,

M ′d =




0 0 ×
0 × ×
× × ×


 = p2 ·




0 × 0
× × ×
0 × ×


 · pT2 ,

(3.1)

donde “×” representa las entradas distintas de cero. Tra-
bajaremos con texturas de cinco ceros para las matrices
de masa de los quarks. Las texturas seis ceros ya han sido
descartadas [51, 68, 79, 88].

B. Patrón con dos y un cero en la diagonal

Los patrones que se muestran en la Tabla I se pueden
diagonalizar anaĺıticamente. Para hacer esto, considere-
mos el caso más general de una matriz de masa con dos
ceros de textura,

Mq =




0 |ξq| 0
|ξq| γq |βq|
0 |βq| αq


 , (3.2)

donde las fases de los parámetros por fuera de la diagonal
pueden ser absorbidas (o incluidas) en una de las matrices
de masa (tipo “up” o “down”) a través de una WBT. γq
y αq son números reales debido a la hemiticidad de Mq.

El patrón con dos ceros en la diagonal se logra haciendo
γq = 0. Para obtener el patrón con un cero en la diagonal
establecemos |βq| = 0. La matriz de masa Mq se puede
diagonalizar utilizando la transformación,

U†qMqUq = Dq =



λ1q

λ2q

λ3q


 , (3.3)

donde los λiq (i = 1, 2, 3) están definidos en (1.5). Obser-
ve que γq, |βq| y |ξq| pueden expresarse en términos de
αq y los λiq’s, con la ayuda de invariantes bajo cambios
de base, trMq, trM2

q y detMq, tal como sigue

γq = λ1q + λ2q + λ3q − αq, (3.4a)

|βq| =
√

(αq − λ1q)(αq − λ2q)(λ3q − αq)
αq

, (3.4b)

|ξq| =
√
−λ1qλ2qλ3q

αq
. (3.4c)

De las expresiones (3.4b) y (3.4c) es necesario que αq 6=
0. Además, usando la cantidad real (3.4c) y la condi-
ción (D1), el parámetro αq > 0; y de la relación (3.4b),
este se encuentra en uno de los siguientes intervalos:

Si λ1q < 0, λ2q > 0 y λ3q > 0 ⇒|λ2q| ≤ αq ≤ |λ3q|, (3.5a)

Si λ1q > 0, λ2q < 0 y λ3q > 0 ⇒|λ1q| ≤ αq ≤ |λ3q|, (3.5b)

Si λ1q > 0, λ2q > 0 y λ3q < 0 ⇒|λ1q| ≤ αq ≤ |λ2q|. (3.5c)

En el anterior análisis, se tuvo en cuenta la jerar-
qúıa (1.6), y se consideró solo un valor propio negativo
de acuerdo con la justificación dada en la Sección D.

El resultado anaĺıtico exacto de la matriz de diago-
nalización Uq, que diagonaliza la matriz de masa (3.2),
es [43, 51, 106]

Uq =




eiθ1
|λ3q|
λ3q

√
λ2qλ3q(αq−λ1q)

αq(λ2q−λ1q)(λ3q−λ1q)
eiθ2

|λ2q|
λ2q

√
λ1qλ3q(λ2q−αq)

αq(λ2q−λ1q)(λ3q−λ2q)

√
λ1qλ2q(αq−λ3q)

αq(λ3q−λ1q)(λ3q−λ2q)

−eiθ1 |λ2q|
λ2q

√
λ1q(λ1q−αq)

(λ2q−λ1q)(λ3q−λ1q)
eiθ2
√

λ2q(αq−λ2q)
(λ2q−λ1q)(λ3q−λ2q)

|λ3q|
λ3q

√
λ3q(λ3q−αq)

(λ3q−λ1q)(λ3q−λ2q)

eiθ1
|λ2q|
λ2q

√
λ1q(αq−λ2q)(αq−λ3q)
αq(λ2q−λ1q)(λ3q−λ1q)

−eiθ2 |λ3q|
λ3q

√
λ2q(αq−λ1q)(λ3q−αq)
αq(λ2q−λ1q)(λ3q−λ2q)

√
λ3q(αq−λ1q)(αq−λ2q)
αq(λ3q−λ1q)(λ3q−λ2q)



, (3.6)

donde tenemos fases adicionales (no f́ısicas) para ajustar
la matriz de mezcla CKM a la convención habitual (A2),
como se muestra en la referencia [53]. No es necesario
incluir una fase en la tercera columna, ya que puede ser
absorbida por las fases restantes.

La matriz de diagonalización (3.6) se puede ver como
una matriz unitaria para realizar una WBT sobre las
representaciones de masa iniciales (1.4), de la siguiente

manera. Para el caso (1.4a):

M ′u = Uu(Du)U†u =




0 |ξu| 0
|ξu| γu |βu|
0 |βu| αu


 , (3.7a)

M ′d = Uu (V DdV
†)U†u , (3.7b)

donde hemos usado la relación (3.3) para el caso especial
q = u. Como ya lo hemos mencionado, si queremos un
patrón de tres ceros en la matriz de masa M ′u, con dos
ceros en la diagonal, es decir con γu = 0, es necesario que
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αu = λ1u + λ2u + λ3u de acuerdo a (3.4a), y de acuerdo
con (3.5) solo el siguiente caso es posible λ1u > 0, λ2u < 0
y λ3u > 0. Por otro lado, si queremos tres ceros para
la matriz de masa M ′u, pero ahora con un solo cero en
la diagonal, consideramos el caso |βu| = 0. De acuerdo
con la ecuación (3.4b), tenemos tres posibilidades: αu =
λ1u, o αu = λ2u, o αu = λ3u. Para cada uno de estos
casos, uno de los restantes λiu debe ser negativo, lo que
da un total de seis posibilidades distintas. Finalmente,
para encontrar dos ceros de textura adicionales en las
entradas de la matriz de masa (3.7b), podemos ajustar
los parámetros libres θ1 y θ2 presentes en la matriz de
diagonalización (3.6). Un ejercicio similar se puede llevar

a cabo para el caso (1.4b):

M ′u = Ud (V †DuV )U†d , (3.8a)

M ′d = Ud(Dd)U
†
d =




0 |ξd| 0
|ξd| γd |βd|
0 |βd| αd


 , (3.8b)

donde hemos usado la relación (3.3) para el caso especial
q = d.

La Tabla II resume los resultados numéricos de nuestro
estudio, que exploraremos en más detalle, desde un punto
de vista anaĺıtico, en la siguiente sección.

Caso Texturas numéricas de cinco ceros (MeV)

Pulls:
Autovalores
de masa
negativos

Wolfenstein: Pλ PA Pρ Pη
Masas quarks up: Pmµ Pmc Pmt −
Masas quarks down: Pmd Pms Pmb −

I

a.

M ′u =




0 0 −85.4679 + 157.016i
0 6053.87 29579. + 5434.63i

−85.4679− 157.016i 29579. − 5434.63i 167190.


 λ1u < 0 −0.540088 0.79007 0.442556 −0.813223

0.982234 0.125877 0.433711 −

0.360887 0.595191 0.546529 −M ′d =




0 14.5259 0
14.5259 0 442.526

0 442.526 2904.18


 λ2d < 0

b.

M ′u =




0 0 21.0411 − 284.492i
0 1690.29 18947.5 + 5891.49i

21.0411 + 284.492i 18947.5 − 5891.49i 168946.


 λ2u < 0 −0.58307 −0.99054 −0.52920 −0.72966

−0.28095 0.24719 −0.69336 −

0.68231 −0.25887 0.000098 −M ′d =




0 13.4128 0
13.4128 0 392.604

0 392.604 2857.04


 λ2d < 0

II

a.

M ′u =




0 0 431.461
0 957.898 7251.27

431.461 7251.27 171225.


 λ1u < 0 0.119034 0.862302 0.0559363 −0.00911928

0.515494 0.514286 −0.471545 −

0.982903 0.49471 0.532562 −M ′d =




0 4.31591 + 14.2586i 0
4.31591 − 14.2586i 64.1289 0

0 0 2968.58


 λ1d < 0

b.

M ′u =




0 0 426.288
0 868.054 7335.94

426.288 7335.94 172542.


 λ1u < 0 0.546351 0.807219 0.845866 0.957199

0.618816 −0.972609 0.630273 −

0.720634 0.377391 0.0519986 −M ′d =




0 −4.1517− 13.8072i 0
−4.1517 + 13.8072i −62.495 0

0 0 2915.72


 λ2d < 0

Tabla II: Modelos para las matrices de masa de los quarks con cinco ceros de textura. Observe que todos los

pulls
(
P = U−Ū

δU

)
son |P | < 1, por lo que estos modelos reproducen todas las cantidades f́ısicas: los parámetros

de Wolfenstein para la matriz de mezcla CKM y las masas de los quarks, con desviaciones menores a 1σ.

C. Matriz de masa de quarks anaĺıtica con cinco
ceros de textura

Es bien sabido en la literatura, que para una textura
dada es posible establecer relaciones entre las masas de
los quarks, los ángulos de mezcla y la fase de violación CP
de la matriz CKM, aśı que, un estudio de estas relaciones
es importante para desvelar las simetŕıas subyacentes de
la f́ısica del sabor. Las texturas de cinco ceros para las

matrices de masa de quarks dadas en la Tabla II son
modelos viables de acuerdo con los datos más recientes
de las masas de los quarks y los parámetros de la matriz
de mezcla CKM, a la escala de enerǵıa del Z. Por lo tanto,
de acuerdo con los casos encontrados, consideremos los
siguientes modelos anaĺıticos de cinco ceros de textura.



8

1. Caso I

En esta configuración, la matriz de masa down con-
tiene tres ceros de textura, dos de ellos en la diagonal,
corresponde al caso I de la Tabla II, que sugiere la si-
guiente estructura anaĺıtica para las matrices de masa de
los quarks,

MIu = F †




0 0 |ξu|
0 αu |βu|
|ξu| |βu| γu


F,

MId =




0 |ξd| 0
|ξd| 0 |βd|
0 |βd| αd


 ,

(3.9)

donde todas las fases se reducen a las contenidas en la
matriz diagonal F = diag(e−iφξu , e−iφβu , 1) (con φβu ≡
arg(βu) y φξu ≡ arg(ξu)) que proviene de hacer una
WBT, de tal manera que las fases de MId son absor-
bidas en F . Aśı que tenemos 7 parámetros reales y 2
fases, para reproducir 9 cantidades f́ısicas (6 masas de
los quarks y 3 ángulos de mezcla) y 1 fase responsable de
la violación CP presente en la matriz de mezcla CKM;
lo que implica que hay relaciones entre las masas y las
entradas de mezcla establecidas en el sector de quarks.
La textura de cinco ceros propuesta en (3.9) no es similar
a la planteada por Fritzsch [42]. A pesar de las diferen-
cias, las matrices de masa (3.9) se pueden diagonalizar
con la matriz (3.6). Usemos la matriz de permutación
P2 = [(1, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0)], para llevar la matriz de masa

”up” a la forma MIu = F †P2




0 |ξu| 0
|ξu| γu |βu|
0 |βu| αu


P2F , de tal

manera que la matriz interna corresponda con la dada

en (3.2). Por lo tanto, la matriz de diagonalización es la
matriz unitaria F †P2Uu, donde Uu está definido en (3.6),
para el caso q = u. La otra matriz de masa en (3.9), MId,
puede ser diagonalizada si hacemos uso de la relación es-
tablecida en (3.4a), es decir, αd = λ1d + λ2d + λ3d. Aśı
que, de acuerdo con (3.4), los parámetros de las matrices
de masa valen:

γu = ∓mu ±mc +mt − αu, (3.10a)

|βu| =
√

(αu ±mu)(αu ∓mc)(mt − αu)

αu
, (3.10b)

|ξu| =
√
mumcmt

αu
, (3.10c)

αd = md −ms +mb, (3.10d)

|βd| =
√

(mb −ms)(md +mb)(ms −md)

md −ms +mb
, (3.10e)

|ξd| =
√

mdmsmb

md −ms +mb
. (3.10f)

donde consideramos dos casos posibles para los signos
de los autovalores de MIu, el signo superior corrrespon-
de a λ1u < 0 y el signo inferior corresponde a λ2u < 0.
El parámetro αu es libre, y de acuerdo con las ecuacio-
nes (3.5a) y (3.5b), está acotado a la siguientes regiones:

mc ≤ αu ≤ mt para λ1u < 0, (3.11a)

mu ≤ αu ≤ mt para λ2u < 0. (3.11b)

Las matrices de diagonalización de las matrices de ma-
sa (3.9), son respectivamente:

UIu =




ei(φξu+θ1u)
√

mcmt(αu±mu)
αu(mc+mu)(mt±mu) ±ei(φξu+θ2u)

√
(αu∓mc)mtmu

αu(mt∓mc)(mc+mu) ei(φξu+θ3u)
√

mc(mt−αu)mu
αu(mt∓mc)(mt±mu)

±ei(φβu+θ1u)
√

(αu∓mc)(mt−αu)mu
αu(mc+mu)(mt±mu) −e

i(φβu+θ2u)
√

mc(mt−αu)(αu±mu)
αu(mt∓mc)(mc+mu) ei(φβu+θ3u)

√
(αu∓mc)mt(αu±mu)
αu(mt∓mc)(mt±mu)

∓eiθ1u
√

mu(αu±mu)
(mc+mu)(mt±mu) eiθ2u

√
mc(αu∓mc)

(mt∓mc)(mc+mu) eiθ3u
√

mt(mt−αu)
(mt∓mc)(mt±mu)


 , (3.12)

UId =




eiθ1d
√

mb(mb−ms)ms
(mb−md)(md+ms)(mb+md−ms) −eiθ2d

√
mb(mb+md)md

(md+ms)(mb+md−ms)(mb+ms)

√
md(ms−md)ms

(mb−md)(mb+md−ms)(mb+ms)

eiθ1d
√

md(mb−ms)
(mb−md)(md+ms) eiθ2d

√
(mb+md)ms

(md+ms)(mb+ms)

√
mb(ms−md)

(mb−md)(mb+ms)

−eiθ1d
√

md(mb+md)(ms−md)
(mb−md)(md+ms)(mb+md−ms) −e

iθ2d

√
(mb−ms)ms(ms−md)

(md+ms)(mb+md−ms)(mb+ms)

√
mb(mb+md)(mb−ms)

(mb−md)(mb+md−ms)(mb+ms)


 ,

(3.13)

donde es necesario incluir las fases no f́ısicas,
θ1u, θ2u, θ3u, θ1d y θ2d, a fin de ajustar nuestra predic-
ción teórica de la CKM a la convención establecida. Los
mejores valores están indicados en la Tabla III. La ma-

triz CKM proviene de V = U†IuUId. Para obtener los
términos de primer orden que contribuyen a la matriz de
mezcla CKM, utilizamos la jerarqúıa de las masas de los
quarks (1.6). Los resultados anaĺıticos se resumen en la
Tabla V. Hay varios aspectos a destacar sobre el caso I:

En el ME, las entradas |Vcs| ≈ |Vtb| ≈ 1, entonces
el parámetro libre debe satisfacer αu � mt, por
lo tanto αu/mt � 1. Además, debido a la condi-
ción (3.5a), αu � mu.

El parámetro libre αu/mt es relevante para los ele-
mentos matriciales |Vts|, |Vcb|, |Vub| y |Vtd|, pero
tienen contribuciones importantes relacionadas con
las masas de los quarks, a excepción |Vub| que de-
pende adicionalmente del término mu/αu. Para el
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resto de los elementos matriciales, al despreciar los
términos lineales αu/mt, las contribuciones domi-
nantes dependen principalmente de las relaciones
entre las masas de los quarks tipo down.

Los parámetros de mejor ajuste de las matrices de
masa (3.9) se muestran en la Tabla III.

Se pueden establecer relaciones entre los elementos
de la matriz de mezcla, cuyos términos de primer
orden sólo involucran relaciones de las masas de
los quarks más livianos tipo down, como se mues-
tra en la Tabla IV. Algunas de estas relaciones son
bien conocidas, por ejemplo la de Gatto-Sartori-
Tonin (GST) (ecuación 2, en la Tabla IV) [47]:
tan θ12 = |Vus/Vud| =

√
md/ms, que se cumple

aproximadamente.

Caso I Caso II
λ1u < 0
λ2d < 0

λ2u < 0
λ2d < 0

λ1u < 0
λ1d < 0

λ1u < 0
λ2d < 0

θ1u −1.42318 −2.84403 −1.97527 −1.99113
θ2u 0.670068 1.85606 0 0
θ3u −0.00473665 −0.00461668 0 0
θ1d 0.636035 1.93013 3.02511 −0.135088
θ2d −2.2845 −0.976639 3.14753 3.14844
φξu 2.06927 −1.49697 - -
φβu 0.181706 0.301461 - -
φξd - - 1.27688 −1.86289

αu (MeV) 6053.87 1690.29 957.898 868.054
mu (MeV) 1.79188 1.2684 1.59895 1.64209
mc (MeV) 625.493 633.197 650.157 555.739
mt (MeV) 172620 171268 171534 172856
md (MeV) 2.99323 3.14751 3.29179 3.1659
ms (MeV) 68.9279 56.1169 67.4207 65.6609
mb (MeV) 2970.12 2910.01 2968.58 2915.72

Tabla III: Parámetros de ajuste.

Relaciones Caso I Caso II

1
∣∣∣ Vcs
Vud Vtb

∣∣∣ 1 + · · · 1 + · · ·
2

∣∣∣VusVud

∣∣∣
√

md
ms

+ · · ·
√

md
ms

+ · · ·
3
∣∣∣ Vcd
Vud Vtb

∣∣∣
√

md
ms

+ · · ·
√

md
ms

+ · · ·
4
∣∣∣ Vts
Vud Vcb

∣∣∣ 1 + · · · 1 + · · ·
5
∣∣∣ Vtd
Vud Vcb

∣∣∣
√

md
ms

+ · · · -

6
∣∣∣VcsVtb

∣∣∣
√

ms
ms+md

+ · · ·
√

ms
ms+md

+ · · ·
7
∣∣∣ Vcs
Vus Vtb

∣∣∣
√

ms
md

+ · · ·
√

ms
md

+ · · ·
8

∣∣∣VcsVcd

∣∣∣
√

ms
md

+ · · ·
√

ms
md

+ · · ·
9
∣∣∣ Vts VtbVcs Vcb

∣∣∣ 1 + · · · 1 + · · ·
10
∣∣∣ Vtd VtbVcs Vcb

∣∣∣
√

md
ms

+ · · · -

11
∣∣∣VcdVtb

∣∣∣
√

md
ms+md

+ · · ·
√

md
ms+md

+ · · ·
12
∣∣∣ Vcd
Vus Vtb

∣∣∣ 1 + · · · 1 + · · ·
13
∣∣∣ Vts
Vus Vcb

∣∣∣
√

ms
md

+ · · ·
√

ms
md

+ · · ·
14
∣∣∣ Vtd
Vus Vcb

∣∣∣ 1 + · · · -

15
∣∣∣ Vts VtbVcd Vcb

∣∣∣
√

ms
md

+ · · ·
√

ms
md

+ · · ·
16
∣∣∣ Vtd VtbVcd Vcb

∣∣∣ 1 + · · · -

17
∣∣∣VtsVcb

∣∣∣
√

ms
ms+md

+ · · ·
√

ms
ms+md

+ · · ·
18

∣∣∣VtdVts
∣∣∣

√
md
ms

+ · · · -

19
∣∣∣VtdVcb

∣∣∣
√

md
ms+md

+ · · · -

Tabla IV: Śı existen algunas relaciones entre los elemen-
tos de la matriz de mezcla CKM y las masas de los quarks,
pero a primer orden.

2. Caso II

Otra textura anaĺıtica viable en la Tabla II es el Ca-
so II, con matrices de masa de la forma

MIIu =




0 0 |ξu|
0 αu |βu|
|ξu| |βu| γu


 ,

MIId =




0 |ξd| eiφξd 0
|ξd| e−iφξd γd 0

0 0 αd


 .

(3.14)

En este caso tenemos solamente una fase, φξd , responsa-
ble de la violación CP. Y hay 7 parámetros reales. Esta
textura es de tipo Fritzsch [42].

Como en el caso anterior podemos obtener relaciones
entre los elementos de la matriz CKM y las masas de los
quarks. La estructura de la matriz MIIu es similar a la
dada en la ecuación (3.9), pero sin incluir fases, por lo que
se puede deducir que la matriz de diagonalización para
este caso es: P2 Uu con P2 = [(1, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0)] y



10

Uu definido en (3.6) para q = u. La matrizMIId en (3.14),
tiene una estructura de ceros como la presente en (3.2),
pero con |βq| = 0, aśı que hay varios casos a considerar:
αd = λ1d, |ξd| =

√
−λ2d λ3d y γd = λ2d + λ3d; o αd =

λ2d, |ξd| =
√
−λ1d λ3d y γd = λ1d + λ3d; o αd = λ3d,

|ξd| =
√
−λ1d λ2d y γd = λ1d + λ2d [51]. Aqúı, la matriz

de diagonalización de MIId es P †d Ud con Ud dado en (3.6)

para q = d y Pd = diag(e−iφξd , 1, 1). Los parámetros de
las matrices, de acuerdo con las relaciones (3.4), son las
siguientes:

γu = −mu +mc +mt − αu, (3.15a)

|βu| =
√

(αu +mu)(αu −mc)(mt − αu)

αu
, (3.15b)

|ξu| =
√
mumcmt

αu
, (3.15c)

αd = mb, (3.15d)

|ξd| =
√
mdms, (3.15e)

γd = ∓md ±ms, (3.15f)

donde hemos tomado el caso λ1u < 0, y donde el signo
superior para λ1d < 0 y el inferior para λ2d < 0. El
parámetro libre αu > 0 se encuentra en la siguiente re-
gión:

mc ≤ αu ≤ mt. (3.16)

En este caso, las matrices de diagonalización de los ope-
radores matriciales (3.14), son respectivamente,

UIIu =




eiθ1u
√

mcmt(αu+mu)
αu(mc+mu)(mt+mu) eiθ2u

√
(αu−mc)mtmu

αu(mt−mc)(mc+mu) eiθ3u
√

mc(mt−αu)mu
αu(mt−mc)(mt+mu)

eiθ1u
√

(αu−mc)(mt−αu)mu
αu(mc+mu)(mt+mu) −eiθ2u

√
mc(mt−αu)(αu+mu)
αu(mt−mc)(mc+mu) eiθ3u

√
(αu−mc)mt(αu+mu)
αu(mt−mc)(mt+mu)

−eiθ1u
√

mu(αu+mu)
(mc+mu)(mt+mu) eiθ2u

√
mc(αu−mc)

(mt−mc)(mc+mu) eiθ3u
√

mt(mt−αu)
(mt−mc)(mt+mu)


 , (3.17)

UIId =




ei(φξd+θ1d)
√

ms
md+ms

±ei(φξd+θ2d)
√

md
md+ms

0

∓eiθ1d
√

md
md+ms

eiθ2d
√

ms
md+ms

0

0 0 1


 . (3.18)

Los mejores parámetros de ajuste se indican en la Ta-
bla III.

Tomando en cuenta la jerarqúıa de las masas de los
quarks, expresión (1.6), y los valores posibles para el
parámetro αu (condiciones (3.4)), las entradas a primer
orden de la matriz CKM, V = U†uUd, se resumen en la
Tabla V, caso II; de estos resultados concluimos que:

Como en el caso I, |Vcs| ≈ |Vtb| ≈ 1, por lo que
αu � mt. Además, hemos considerado que αu �
mu, en parte debido a la condición (3.5a).

Los elementos de la matriz CKM, Vts, Vcb, Vub y
Vtd dependen en gran medida del parámetro αu,
los elementos restantes dependen de las relaciones

entre las masas de los quarks down. El caso I tiene
dependencias más elaboradas respecto al paráme-
tro libre αu y por lo tanto sus predicciones pueden
ser mucho más atractivas, sin embargo, no hay nin-
guna razón a priori para preferir uno de los casos.

Al igual que el caso I, las relaciones a primer orden
entre los elementos de la matriz CKM, que involu-
cran sólo las masas de los quarks, se muestran en
la Tabla IV.

Si bien, los resultados presentados en la Tabla IV son si-
milares, para los casos I y II, estos difieren en la cantidad.
Pues la relaciones 5, 10, 14, 16, 18 y 19 están ausentes
para el caso II.
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Caso
Texturas anaĺıticas

de cinco ceros
Predicciones para la matriz de mezcla VCKM:

I

Mu = P †




0 0 |ξu|
0 αu |βu|
|ξu| |βu| γu


P,

Md =




0 |ξd| 0
|ξd| 0 |βd|
0 |βd| αd


 ,

donde P = diag(e−iφξu , e−iφβu , 1).
Además mc < αu � mt.

Con “−” para el caso (Ia), tabla II:
λ1u < 0 y λ2d < 0.

Con “+” para el caso (Ib), tabla II:
λ2u < 0 y λ2d < 0.

|Vud| =
√

ms

ms +md
+ · · · ,

|Vcs| =
√

ms

ms +md

(
1− αu

mt

)
+ · · · ,

|Vtb| =
√

1− αu
mt

+ · · · ,

|Vus| =
∣∣∣∣
√

md

ms +md
+ · · ·

∣∣∣∣ ,

|Vcd| =
∣∣∣∣∣

√
md

ms +md

(
1− αu

mt

)
+ · · ·

∣∣∣∣∣ ,

|Vts| =
∣∣∣∣∣

√
ms

ms +md

[√
ms −md

mb

(
1− αu

mt

)
− e−iφβu

√
αu
mt
∓ mc

mt

]
+ · · ·

∣∣∣∣∣ ,

|Vcb| =
∣∣∣∣∣

√
ms −md

mb

(
1− αu

mt

)
− eiφβu

√
αu
mt
∓ mc

mt
+ · · ·

∣∣∣∣∣ ,

|Vub| =
∣∣∣∣∣

√
mu

mc

αu
mt
− e−iφβu

√
mu(ms −md)

mb

(
1

mc
∓ 1

αu

)(
1− αu

mt

)
+ · · ·

∣∣∣∣∣ ,

|Vtd| =
∣∣∣∣∣

√
md

ms +md

[√
ms −md

mb

(
1− αu

mt

)
− e−iφβu

√
αu
mt
∓ mc

mt

]
+ · · ·

∣∣∣∣∣ ,

II

Mu =




0 0 |ξu|
0 αu |βu|
|ξu| |βu| γu


 ,

Md =




0 |ξd|eiφξd 0

|ξd|e−iφξd γd 0
0 0 αd


 ,

donde mc < αu � mt, y

−: para λ1u < 0 y λ1d < 0.

+: para λ1u < 0 y λ2d < 0.

|Vud| =
√

ms

ms +md
+ · · · ,

|Vcs| =
√

ms

ms +md

(
1− αu

mt

)
+ · · · ,

|Vtb| =
√

1− αu
mt

+ · · · ,

|Vus| =
∣∣∣∣
√

md

ms +md
+ · · ·

∣∣∣∣ ,

|Vcd| =
∣∣∣∣∣

√
md

ms +md

(
1− αu

mt

)
+ · · ·

∣∣∣∣∣ ,

|Vts| =
∣∣∣∣∣

√
ms

ms +md

(
αu
mt
− mc

mt

)
+ · · ·

∣∣∣∣∣ ,

|Vcb| =
∣∣∣∣
√
αu
mt
− mc

mt
+ · · ·

∣∣∣∣ ,

|Vub| =
∣∣∣∣
√
mu

mc

αu
mt

+ · · ·
∣∣∣∣ ,

|Vtd| =
∣∣∣∣∣

√
md

ms +md

(
αu
mt
− mc

mt

)
∓ eiφξd

√
msmcmu

ms +md

1

mt

(
1

αu
− 1

mt

)
+ · · ·

∣∣∣∣∣ ,

Tabla V: Casos I y II para las matrices de masa de quarks con cinco ceros de textura. Y sus correspondientes
predicciones de primer orden para los elementos de la matriz CKM.

IV. SECTOR LEPTÓNICO

Aqúı, como en el caso del sector de quarks, encontra-
mos varios modelos con cinco ceros de textura. Pero más

que encontrar relaciones entre las masas y las entradas
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de la matriz de mezcla PMNS (cosa que es posible), nos
enfocaremos en hacer predicciones de las masas de los
neutrinos. Trabajaremos dos casos por separado, por los
dos métodos mencionados en la metodoloǵıa. Es bueno
recordar que estamos trabajando con neutrinos de Dirac.

A. Cinco ceros de textura: primer caso

En el contexto del SMRHN con conservación del núme-
ro de leptones, en la base débil, y tras romper la simetŕıa
gauge local, el término de masa del Lagrangiano para el
sector leptónico tiene la forma

−LD = ν̄′LM
′
nν
′
R+ν̄′RM

′†
n ν
′
L+ ¯̀′

LM
′
``
′
R+ ¯̀′

RM
′†
` `
′
L, (4.1)

donde M ′n y M ′` son las matrices de masa para los neu-
trinos y leptones cargados, respectivamente (los campos
y matrices primados se refieren a la base débil).

Supongamos ahora que para una simetŕıa dada, las ma-
trices de masa hermı́ticas M ′n y M ′` presentan las siguien-
tes texturas,

M ′n =



cn an 0
a∗n 0 bn
0 b∗n 0


 ,

M ′` =




0 a` 0
a∗` d` b`
0 b∗` c`


 .

(4.2)

A continuación, presentamos un análisis de las consecuen-
cias de este patrón particular con tres ceros de textura
en el sector neutro y dos en el cargado.

El primer paso es eliminar las fases; esto se puede hacer
mediante la siguiente transformación unitaria:

M ′n,` = λ†n,`Mn,`λn,`, (4.3)

lo que se consigue utilizando las matrices diagonales
λn = (1, eiαn1 , eiαn1

+iαn2 ) y λ` = (1, eiα`1 , eiα`1+iα`2 ),
respectivamente, y Mn,` son las matrices cuyas compo-
nentes son los valores absolutos de las entradas corres-
pondientes en M ′n,` (es decir, (Mn,`)i,j = |(M ′n,`)i,j |). Si
rotamos estas matrices usando la transformación ortogo-
nal Rn,` (RTn,`Rn,` = 1) al espacio de los estados propios

de masa (la base f́ısica), obtenemos

M ′n,` = λ†n,`R
T
n,`



m1,e 0 0

0 −m2,µ 0
0 0 m3,τ


Rn,`λn,`

≡ Un,`Mdiag
n,` U

†
n,`,

(4.4)

donde se necesita al menos un valor propio negativo
para generar un cero de textura en la diagonal [14,
51, 56]. Aqúı m1,m2 y m3 son las masas del neutrino
electrónico, muónico y tauónico, respectivamente, y don-
de las masas de los leptones cargados son (en MeV):
me = 0.5109989461±0.0000000031,mµ = 105.6583745±
0.0000024 and mτ = 1776.86 ± 0.12, que corresponde
a la masa del electrón, muón y tauón, respectivamen-
te [95]. Después de rotar a los estados propios de masa,
los autovalores pueden ser positivos, negativos o cero. En

estas expresiones, Mdiag
n y Mdiag

` son las matrices de ma-
sa diagonales para los sectores de neutrinos y leptones
cargados, respectivamente. De acuerdo con la notación
estándar, utilizamos Un ≡ (Rnλn)† y U` ≡ (R`λ`)

†, que
son dos matrices unitarias utilizadas para rotar de la ba-
se débil a la base f́ısica. A partir de las ecuaciones (4.1) y
(4.2), obtenemos la relación entre los estados en la base
de masa νL,R, `L,R, y los correspondientes estados en la
base de interacción ν′L,R, `′L,R:

ν′L,R = UnνL,R, `′L,R = U``L,R. (4.5)

Reemplazando estas expresiones en el sector leptónico de
la corriente débil, obtenemos,

LW− = − g√
2
W− ¯̀′

Lγ
µν′L + h.c

= − g√
2
W− ¯̀

Lγ
µU†`UnνL + h.c,

(4.6)

de tal manera que la matriz PMNS viene dada por

VPMNS = U†`Un = R` ΦRTn , (4.7)

donde Φ = λ`λ
†
n es una fase matricial diagonal. Para la

matriz de masa de neutrinos, asumimos el orden normal
[100], es decir: m3 > m2 > m1, donde: m2

2 = m2
1 + δm2

21,
y m2

3 = m2
1 + δm2

31, con δm2
21, δm

2
31 > 0 [30].

Al imponer la invariancia de la traza y el de-
terminante sobre las matrices de masa (tr[M ′n,`] =

tr[Mdiag
n,` ], tr

[(
M ′n,`

)2
]

= tr

[(
Mdiag
n,`

)2
]
, y Det[M ′n,`] =

Det[Mdiag
n,` ]), se obtienen las siguientes relaciones para es-

ta textura en particular:
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cn = m1 −m2 +m3,

|an| =
√

(m1 −m2)(m1 +m3)(m2 −m3)

m1 −m2 +m3
,

|bn| =
√

m1m2m3

m1 −m2 +m3
,

d` = me −mµ +mτ − c`,

|b`| =
√

(c` −me)(c` +mµ)(mτ − c`)
c`

,

|a`| =
√
memµmτ

c`
.

A partir de las identificaciones anteriores, es posible ob-
tener una forma expĺıcita para las matrices de masa de

los leptones que nos permite obtener, a través de la dia-
gonalización de Mn y M`, las matrices ortogonales de la
ecuación (4.7),

Rn =




−
√

m1(m2−m1)(m1+m3)
(m1+m2)(m3−m1)(m1−m2+m3)

√
m1(m3−m2)

(m1+m2)(m3−m1)

√
m2m3(m3−m2)

(m1+m2)(m3−m1)(m1−m2+m3)√
m2(m1−m2)(m2−m3)

(m1+m2)(m2+m3)(m1−m2+m3) −
√

m2(m1+m3)
(m1+m2)(m2+m3)

√
m1m3(m1+m3)

(m1+m2)(m2+m3)(m1−m2+m3)√
m3(m1+m3)(m3−m2)

(m3−m1)(m2+m3)(m1−m2+m3)

√
m3(m2−m1)

(m2+m3)(m3−m1)

√
m1m2(m2−m1)

(m3−m1)(m2+m3)(m1−m2+m3)


 , (4.8)

R` =




−
√

mµmτ (c`−me)
c`(me+mµ)(mτ−me) −

√
me(c`−me)

(me+mµ)(mτ−me)

√
me(c`+mµ)(c`−mτ )
c`(me+mµ)(me−mτ )√

memτ (c`+mµ)
c`(me+mµ)(mµ+mτ ) −

√
mµ(c`+mµ)

(me+mµ)(mµ+mτ )

√
mµ(me−c`)(c`−mτ )
c`(me+mµ)(mµ+mτ )√

memµ(c`−mτ )
c`(me−mτ )(mµ+mτ )

√
mτ (mτ−c`)

(mτ−me)(mµ+mτ )

√
mτ (c`−me)(c`+mµ)
c`(mτ−me)(mµ+mτ )


 . (4.9)

A partir de Rn y R`, se puede construir la matriz de
mezcla PMNS definida en la ecuación (4.7). Esta es una
matriz, que además de la fase de violación de CP, es una
función de un solo parámetro matemático c`. De esta
forma, los tres ángulos de mezcla en VPMNS se expre-
san como funciones de las masas leptónicas, c`, y en la
práctica, también de las fases, con dos predicciones f́ısi-
cas según al análisis del conteo de parámetros presentado
en el Apéndice B. Las entradas en Rn y R` son valores
reales debido a la jerarqúıa normal asumida en el sector
de leptones neutros, en la medida de que c` esté en el
intervalo me < c` < mτ . Entonces tenemos la libertad
de usar c` y m1 como parámetros libres fijados por un
análisis estad́ıstico.

1. Análisis de mı́nimos cuadrados

A partir de la ecuación (4.7), conocemos que VPMNS =
R` ΦRTn , donde Φ es la siguiente matriz diagonal:

Φ =




1 0 0
0 eiφ1 0
0 0 eiφ2


 ,

donde φ1 y φ2 son parámetros libres.
Entonces, el análisis anterior implica que la ma-

triz PMNS es una función de los parámetros libres

(m1, c`, φ1, φ2), donde hemos elegido m1 como la masa
del neutrino más liviano. Después de un ajuste numérico
mediante el análisis de χ2, se encuentra que para nues-
tra elección particular de las matrices de masa leptónicas
de cinco ceros de textura en la ecuación (4.2), se favore-
ce la jerarqúıa normal. Despreciando las correlaciones, la
función χ2 viene dada por

χ2 = P 2
J +

∑

i,j=1,2,3

P 2
ij ,

donde los ”pulls”son

Pij =
Uij − Ūij
δUij

,

donde Uij = |(VPMNS)ij | es el valor absoluto de los
componentes del producto de las matrices de diago-
nalización (4.7). Los valores absolutos Ūij correspon-
den a los promedios globales de las componentes de
la matriz PMNS y δUij corresponde a errores de
1σ. PJ es el ”pull” del invariante de Jarlskog, que
en la parametrización estándar viene dado por J̄ =
c12c23c

2
13s12s23s13 = −0.0270054 y la correspondiente in-

certidumbre de 1σ es δJ = 0.0106304, para un ordena-
miento normal [95]. La predicción teórica viene dada por
J = Im (Uµ3U

∗
τ3Uµ2U

∗
τ2), donde en esta expresión U re-

presenta la matriz de mezcla PMNS. También se impone
el ĺımite superior m1 +m2 +m3 < 0.17 eV [57, 58, 95, 96].
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Utilizando los datos de [30] 3, los resultados del ajuste se muestran en las siguientes tablas:

m1 (eV) c` (eV) φ1 (rad) φ2 (rad) χ2
mı́n

0.00395±0.00062
0.00078 523176. 0.0190664 1.56122 12.4204

Tabla VI: Parámetros libres de mejor ajuste y la función χ2 mı́nima.

P11 P12 P13 P21 P22 P23 P31 P32 P33 PJ
0.428531 -0.385085 0.0430767 -0.205321 -1.2577 1.91336 0.290472 1.25036 -2.2701 0.0228083

Tabla VII: Pi,j es el ”pull”de la componente i, j de la matriz PMNS y PJ es el ”pull”del invariante Jarlskog en el
análisis χ2. El mı́nimo de la función χ2 es de 12.4204 para diez observables y cuatro parámetros (m1, c`, φ1, φ2). La
calidad del ajuste es χ2/d.o.f = 2.07 que es un valor relativamente alto debido a los ”pulls” de P33 y P23 que tienen
una desviación alrededor de 2σ respecto a sus valores experimentales, a pesar de este resultado sigue siendo un ajuste
aceptable.

En nuestro análisis χ2, los pseudo observables son los va-
lores absolutos de los componentes de la matriz PMNS y
el invariante de Jarlskog, con ”pulls”Pi,j y PJ , respecti-
vamente. No consideramos las correlaciones entre ellas 4.

Aunque el valor de la calidad del ajuste χ2/d.o.f ∼ 2.07
no es óptimo, el resultado es aceptable. Podemos ver que
la principal fuente de discrepancia está relacionada con
las componentes (VPMNS)23 y (VPMNS)33, que se desv́ıan
de sus valores experimentales en 2σ. Hay que destacar
aqúı que una masa del neutrino más liviano igual a cero
y el ordenamiento inverso de las masas de neutrinos no
se ven favorecidos por esta textura (lo mismo ocurre con
las texturas equivalentes v́ıa WBT). Es posible que para
otra textura no equivalente de cinco ceros se necesite im-
plementar el ordenamiento inverso, y este tema requiere
un estudio más dedicado.

B. Cinco ceros de textura: segundo caso

Supongamos ahora que en el contexto del SMRHN, con
los neutrinos siendo sólo part́ıculas de tipo Dirac, existe

una simetŕıa que produce las matrices de masa hermı́ticas
M ′n y M ′`, con la siguiente textura:

M ′n =




0 Cn 0
C∗n En Bn
0 B∗n An


 ,

M ′` =




0 C` 0
C∗` 0 B`
0 B∗` A`


 .

(4.10)

Analicemos las consecuencias de este nuevo patrón con
tres ceros de textura en el sector cargado y dos en el neu-
tro. Sin perder la generalidad, es posible eliminar las fases
de la matriz M ′` mediante una WBT, de modo que la fase
de violación del CP sólo aparece en la matriz de masa de
neutrinos. El álgebra muestra que es posible diagonalizar

el sector leptónico cargado M` = U`D`U
†
` (que como en

la sección anterior definimos (M`)i,j = |(M ′`)i,j |), donde
D` =Diag. (me,−mµ,mτ ), para aprovechar al máximo
el uso de la siguiente matriz unitaria [106]:

U` =




eiθ1
√

mµmτ (A`−me)
A`(mµ+me)(mτ−me) −eiθ2

√
memτ (mµ+Al)

A`(mµ+me)(mτ+mµ)

√
−memµ(A`−mτ )

A`(mτ−me)(mτ+mµ)

eiθ1
√

me(me−A`)
(−mµ−me)(mτ−me) eiθ2

√
mµ(A`+mµ)

(mµ+me)(mτ+mµ)

√
mτ (mτ−A`)

(mτ−me)(mτ+mµ)

−eiθ1
√

me(Al+mµ)(A`−mτ )
A`(−mµ−me)(mτ−me) −e

iθ2

√
mµ(A`−me)(mτ−A`)
A`(mµ+me)(mτ+mµ)

√
mτ (Al−me)(A`+mµ)
A`(mτ−me)(mτ+mµ)



, (4.11)

3 NuFIT collaboration (http://www.nu-
fit.org/?q=node/211)(with SK atmospheric data).

4 Las colaboraciones reportan efectos de correlación entre obser-

vables, en nuestro caso, las componentes de la matriz PMNS son
el resultado de un ajuste global. Sin embargo, en fenomenoloǵıa,
es una práctica común utilizar pseudo observables.
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donde θ1 y θ2 son fases arbitrarias y A` = me−mµ+mτ .
Aunque las fases θ1 y θ2 en la matriz de rotación de Ul no
son fases CP (pueden ser absorbidas en los campos), es-
tas fases son bastante útiles para hacer coincidir nuestra
expresión teórica para la matriz PMNS con la convención
estándar [89]. Para obtener los tres ceros de textura en
la matriz de masa leptónica cargada, también son nece-
sarias las siguientes relaciones sobre los parámetros:

|B`| =
√

(A` −me)(A` +mµ)(mτ −A`)
A`

y

|C`| =
√
memµmτ

A`
.

Para el sector de neutrinos, estamos sujetos a la condición

U†`Un = VPMNS, y necesariamente, la matriz de diagona-
lización debe estar dada por Un = U`VPMNS, por lo que
la relación entre la matriz de masa en la base débil y la
matriz diagonal Dn en el espacio de masa es

M ′n =




0 Cn 0
C∗n En Bn
0 B∗n An


 = U`(VPMNS)Dn(VPMNS)†U†`

≡ UnDnU†n.

(4.12)

Para este segundo caso los únicos parámetros libres son
m1 de la matriz diagonal Dn=Diag.(m1,−m2,m3), y θ1

y θ2 de U`. Este resultado es importante ya que podemos
interpretar las masas de los neutrinos como predicciones
asociadas a la textura de las matrices de masa. A partir

de estas expresiones, podemos obtener relaciones útiles
identificando U` con la WBT U en la ecuación (2.2) [51].

1. Resultados numéricos

Para el segundo caso, al resolver numéricamente para
obtener las texturas para la matriz de masa de neutrinos
en la jerarqúıa normal, obtenemos

m1 = (0.00354± 0.00088) eV,

m2 = (0.00930± 0.00036) eV,

m3 = (0.05040± 0.00030) eV.

(4.13)

En nuestro análisis numérico la principal fuente de in-
certidumbre surge de la fase de violación de CP, y es-
to es comprensible porque en el sector leptónico, este
parámetro no se ha determinado con buena precisión.
Las entradas numéricas asociadas para las matrices de
masa de los leptones con cinco ceros de textura son (en
eV): An = 0.0251821, Bn = (−0.0122955 + 0.0244187i),
Cn = (0.00427236 +0.00689527i), En = 0.0194623, A` =
1671.71×106, |B`| = 432.237×106, |C`| = 7.57544×106,
y las fases θ1 = 0.154895 y θ2 = 2.01797. Las fases de
B` y C` fueron absorbidas en Bn y Cn mediante una
redefinición, a través de una WBT, en un paso anterior.

Por construcción, el formalismo de WBT reproduce la
matriz de mezcla, la masa de los leptones cargados y las
diferencias de masa de los neutrinos al cuadrado. Co-
mo parámetros de entrada, utilizamos los valores centra-
les del ajuste global reportado por la colaboración Nu-
FIT (con los datos atmosféricos de SK) [30]. Al comparar
con el método de mı́nimos cuadrados, en el formalismo
WBT, los resultados numéricos no se desv́ıan de los va-
lores experimentales, como se muestra en la Tabla VIII.

θ12 (◦) θ23 (◦) θ13 (◦) δCP (◦) δm2
21 (eV 2) δm2

31 (eV 2) me (MeV) mµ (MeV) mτ (MeV)

33.82 48.6 8.60 221 7.39× 10−5 2.528× 10−3 0.510999 105.658 1776.86

Tabla VIII: Valores de salida en nuestro análisis.

V. DISCUSIÓN

Es importante mencionar el útil método de la WBT
para encontrar ceros de textura. Los resultados halla-
dos aśı lo demuestran. Pero hay que mencionar que su
aplicación se reduce a modelos cuyos campos derechos
sean singletes bajo simetŕıas no abelianas. Por otro lado,
el procedimiento desarrollado en la sección IV A, usan-
do el método de los mı́nimos cuadrados, que minimiza
la relación entre los parámetros libres del modelo con

las cantidades f́ısicas experimentales y sus incertidum-
bres, se vuelve complejo de implementar para incluir la
fase responsable de la violación de CP. Solo se toman en
cuentan los valores absolutos de las entradas de la matriz
de mezcla, por lo que es imposible encontrar las matrices
de diagonalización correctas de las matrices de masa que
reproduzcan las respectivas matrices de mezcla. Pero es
importante decir que el proceso fue útil en la predicción
de las masas de los neutrinos.

En el caso del sector de quarks se encontraron varios
modelos de cinco ceros de textura consistentes. Las pre-
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dicciones muestran el papel preponderante que juegan
las masas de las part́ıculas en algunas de las entradas
de la matriz de mezcla CKM. Aunque las contribuciones
fueron importantes, éstas presentan pequeñas correccio-
nes asociadas con otros términos no f́ısicos como fases y
parámetros libres. Lo que se puede apreciar es que no hay
entradas de mezcla que dependan exclusivamente de las
masas de los quarks, como se pretend́ıa inicialmente.

Respecto al sector leptónico, hay un esperanzador re-
sultado, más importante que relaciones entre masas y
mezclas, y es la predicción de las masas de los neutrinos.
Su importancia radica en que proviene de modelos de ce-
ros de textura, para el caso de neutrinos de Dirac, que
corrobora la ya conocida pequeñez de estas masas. Es-
peremos que en un futuro no muy lejano se comprueben
estos resultados.

VI. CONCLUSIONES

Utilizando el método de la WBT [51, 54], encontramos
las configuraciones para la matriz de masa de los quarks
con el máximo número de ceros de textura posibles. Para
ello partimos de las bases generales (1.4a) y (1.4b), a par-
tir de las cuales se pueden obtener las expresiones (3.7)
y (3.8), respectivamente. Estos patrones corresponden a
los casos I y II de la Tabla II, que reproducen las masas de
los quarks, los ángulos de mezcla y la fase de violación de
CP, con una desviación respecto del valor experimental
inferior a 1σ. Según nuestro análisis (módulo de permu-
taciones), sólo estas configuraciones de cinco ceros son
posibles con los patrones mostrados en la Tabla I.

Los casos I y II corresponden a las texturas de cinco
ceros indicados en las ecuaciones (3.9) y (3.14), respecti-
vamente. El primer caso tiene nueve parámetros libres: 7
reales y 2 fases. Mientras que el segundo caso tiene ocho
parámetros libres: 7 reales y 1 fase. En ambos casos, es
necesario reproducir diez cantidades f́ısicas: 6 masas de
quarks, 3 ángulos de mezcla y la fase de violación de
CP, la falta de equilibrio entre el número de parámetros
libres y las cantidades f́ısicas implica que existen rela-
ciones f́ısicas entre las masas de quarks y los ángulos de
mezcla de la matriz CKM, que se resumen en la Tabla V.
Adicionalmente, podemos observar que se mantiene la re-
lación GST [47] y se sigue sosteniendo una contribución
importante de violación CP en el contexto del modelo. El
primer caso (I) es una propuesta original no contemplada
por Fritzsch y otros autores [25, 42, 75, 79, 85, 101], mien-
tras que el caso II, śı fue considerado por estos autores,
pero nosotros tomamos el caso adicional de un autova-
lor negativo para la masa del quark down más liviano,
es decir, λ1d < 0. Aqúı, hay que mencionar que sólo
es necesario considerar un autovalor negativo para ca-
da matriz de masa sin perder generalidad (Apéndice D).
Además, es importante decir que las relaciones de la Ta-
bla V son similares a los resultados dados en la literatu-
ra [43, 50, 68, 85, 101].

Por otro lado, la idea de los ceros de textura para las

matrices de masa de los quarks, es encontrar el patrón
más simple que arroje relaciones consistentes y permiti-
das experimentalmente entre las masas de los quarks y los
parámetros de mezcla de sabores [42]. En nuestro trabajo
pudimos verificar que las razones de masa de los quarks,
śı contribuyen de manera importante a varias de las re-
laciones de parámetros de mezcla de sabores, los cuales
están indicados en la Tabla IV; pero hay que mencionar
que en la Tabla V, se puede observar contribuciones adi-
cionales no dependientes exclusivamente de las masas de
los quarks, como lo son el parámetro libre αµ y algunas
de las fases responsables de la violación CP.

Respecto a la parte leptónica, en este análisis, explo-
ramos las consecuencias de extender el ME con tres neu-
trinos derechos que permiten nueve términos de masa
de Dirac complejos adicionales para el sector leptónico
neutro, excluyendo la posibilidad de tener masas de Ma-
jorana fundamentales. En este modelo extendido, no es
posible determinar las masas de los neutrinos a partir de
primeros principios; sin embargo, como es bien sabido en
la literatura, imponiendo simetŕıas discretas o continuas
o, de forma equivalente, una textura para las matrices
de masas de los leptones, es posible determinar las ma-
sas de los neutrinos. Este no es un ejercicio trivial ya
que el número de ceros de textura y los correspondien-
tes parámetros libres deben ser ajustados para obtener
resultados y predicciones f́ısicas consistentes. Bajo estas
condiciones un ansatz, para las matrices de masa leptóni-
cas, emerge de la similitud quark-leptón, permitiéndonos
extender el análisis de las matrices de masa del sector
de los quarks al sector de leptones, lo cual es una cues-
tión natural e importante. Esto nos permitió considerar,
sin perder generalidad, las matrices de masa del sector
leptónico como hermı́ticas, de tal manera que es posi-
ble aplicar el formalismo WBT sin ninguna restricción.
Aprovechando el gran número de técnicas desarrolladas
en el sector de los quarks, los ceros de textura facilitan
el análisis para la obtención de las masas leptónicas y
la matriz de mezcla de PMNS. Los ceros de textura en
las matrices de masa leptónicas pueden deducirse de si-
metŕıas ocultas adicionales que no permiten ciertas en-
tradas en el Lagrangiano de Yukawa; sin embargo, este
no es el propósito del presente trabajo y dejamos esta
exploración para futuros estudios.

Se consideraron dos texturas diferentes de cinco ceros
para las matrices de masas leptónicas hermı́ticas, una con
tres ceros de textura en el sector neutro y dos en el sector
cargado, y la otra con dos ceros en el sector neutro y tres
en el cargado. Para obtener resultados fiables, utilizamos
dos enfoques diferentes, asumiendo para ambos un orde-
namiento normal para las masas f́ısicas de los neutrinos.
Contando los grados de libertad en el sector leptónico, y
tras hacer uso del teorema polar del álgebra matricial y
de las consecuencias de la WBT, hemos concluido que con
cinco ceros de textura en las matrices de masa leptónicas
hermı́ticas, sólo se puede conseguir una predicción. Para
el primer caso, comenzamos considerando las cinco es-
tructuras de textura independientes presentadas para los
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quarks en la referencia [66, 87], y las modificamos hasta
determinar la estructura óptima que se ha reportado en
este estudio. Hasta donde sabemos, la textura analizada
en nuestro estudio no ha sido considerada en la literatura
hasta ahora. Para el segundo caso, utilizamos la segunda
forma dada en la referencia [66, 87]. En ambos casos, la
masa del neutrino más liviano puede considerarse como
una predicción de los modelos estudiados.

El primer análisis, basado en un enfoque de mı́nimos
cuadrados, se utilizó para ajustar las masas leptónicas y
los parámetros de mezcla a sus correspondientes valores
experimentales. Se implementó para la textura con tres
ceros en el sector neutro y dos en el cargado. En esta
aproximación, el ajuste de los parámetros de mezcla a
los valores reportados en la literatura están por debajo
de dos sigmas, con una calidad de ajuste aceptable. El
mejor ajuste para la masa del neutrino más liviano en
este caso fue m1 ≈ (3.9±0.6

0.8)× 10−3 eV, que es similar a
los valores reportados basados en otros supuestos [38–40].

El segundo análisis fue un estudio puramente algebrai-
co y numérico, basado en el enfoque de la WBT. Se imple-
mentó para la textura con tres ceros en el sector leptónico
cargado y dos en el neutro. La predicción para la masa
del neutrino más liviano fue de (3.5± 0.9)× 10−3 eV, lo
que está de acuerdo con el resultado anterior. Hay que
señalar que en este caso, los resultados numéricos no se
desv́ıan de los resultados experimentales.

Para el caso de las masas de Majorana, hay varios estu-
dios que predicen una masa de unos pocos milielectron-
voltios para el neutrino más ligero [38–40, 45, 65], y estos
valores son del mismo orden de magnitud que los resul-
tados reportados en este trabajo. La mayoŕıa de estos
resultados son reportados por Fritzsch y otros, excepto
la referencia [65], donde se analiza el problema asumien-
do masas de neutrinos jerárquicas y una ruptura mı́nima
de la simetŕıa de sabor. En este trabajo, afirman que su
análisis es válido para masas de Dirac o Majorana. Ah́ı
mismo, reportaron una masa de unos pocos meV para el
neutrino más liviano.

Las dos texturas diferentes de cinco ceros propuestos en
las ecuaciones (4.2) y (4.10) podŕıan ser equivalentes en el
sentido de que existe un WBT que los relaciona [51, 54].
Aunque para que tal cosa se dé, es importante que ambos
modelos presenten sus resultados de masas y mezclas en
la misma región de validez, es decir, que sus desviaciones
estén por debajo de 1σ.

VII. RECOMENDACIONES

Si bien, hicimos una exploración exhaustiva de ceros
de textura para el sector de quarks y de leptones, es-
tos resultados pueden cambiar cuando los márgenes de
los resultados experimentales se estrechen. También, hay
que mencionar las limitaciones computacionales a las que
estuvimos sometidos, aunque la exploración fue rigurosa,
no significa que porque hayamos corrido un programa du-
rante una semana sin encontrar soluciones, esos modelos
queden definitivamente descartados. Puede que con un
software más potente y veloz se encuentren otras solu-
ciones. Este campo aun no está terminado y puede que
un futuro se encuentren otros modelos con cinco ceros de
textura.

En el sector leptónico no exploramos la posibilidad de
encontrar modelos con seis ceros de textura. Es un tra-
bajo que aun está pendiente. También, debido a las limi-
taciones computacionales, puede que hayan más modelos
con cinco ceros de textura. Es algo que tenemos que ex-
plorar, y puede que hayan otras predicciones de masa
para los neutrinos de Dirac. También, se está pensando
en explorar la posibilidad de trabajar con neutrinos de
Majorana.

VIII. ADJUNTO

Apéndice A: Valores y condiciones iniciales: masas
de los quarks y la matriz CKM

Los parámetros observados para la matriz CKM se dan
a una escala menor que µ = MZ , por lo que usaremos las
masas de los quarks (en unidades MeV) a esa escala [107].

mu = 1.38+0.42
−0.41 , mc = 638+43

−84, mt = 172100± 1200 ,

md = 2.82± 0.48 , ms = 57+18
−12 , mb = 2860+160

−60 .
(A1)

La matriz de mezcla CKM [16, 69, 95] es una matriz uni-
taria 3 × 3, que puede ser parametrizada por tres ángu-
los de mezcla y la fase de violación CP de Kobayashi-
Maskawa (KM) [69]. Normalmente tiene la siguiente es-
tructura estándar [20].

V =



Vud Vus Vub
Vcd Vcs Vcb
Vtd Vts Vtb


 =




c12 c13 s12 c13 s13 e
−iδ

−s12 c23 − c12 s23 s13 e
iδ c12 c23 − s12 s23 s13 e

iδ s23 c13

s12 s23 − c12 c23 s13 e
iδ −c12 s23 − s12 c23 s13 e

iδ c23 c13


 , (A2)

donde los ángulos están en el primer cuadrante, aśı que
sin θij , cos θij ≥ 0. Y δ es la fase responsable de todos los
fenómenos de violación CP en los procesos de cambio de

sabor en el ME. Usemos la parametrización de Wolfens-
tein [95]
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λ = sin θ12, A =
sin θ23

sin2 θ12

,

ρ =
sin θ13 cos δ

sin θ12 sin θ23
, η =

sin θ13 sin δ

sin θ12 sin θ23
,

(A3)

El CKMfitter Group [60] y la UTfit Collaboration [21]
proveen datos numéricos actualizados de ajuste (a 1 σ)

para los parámetros de Wolfenstein.

λ = 0.22500+0.00100
−0.00100, A = 0.826+0.012

−0.012,

ρ = 0.152+0.014
−0.014, η = 0.357+0.010

−0.010.
(A4)

Los resultados de ajuste para los valores de las nueve
entradas de la matriz CKM son los siguientes

V =




(0.97431± 0.00012) (0.22514± 0.00055) (0.00365± 0.00010)ei(−66.8±2.0)◦

(−0.22500± 0.00054)ei(0.0351±0.0010)◦ (0.97344± 0.00012)ei(−0.001880±0.000052)◦ (0.04241± 0.00065)

(0.00869± 0.00014)ei(−22.23±0.63)◦ (−0.04124± 0.00056)ei(1.056±0.032)◦ (0.999112± 0.000024)


 .

(A5)

Apéndice B: Recuento de parámetros

En esta sección, mostraremos que las matrices de masa
de los leptones pueden considerarse hermı́ticas sin pérdi-
da de generalidad. Después del rompimiento espontáneo
de simetŕıa de SU(2)⊗U(1)X → U(1)Y , el Lagrangiano
de Yukawa del sector leptónico toma la siguiente forma
en el espacio de interacciones:

−LD = ¯̀′
LM

′
``
′
R + ν̄′LM

′
nν
′
R + h.c, (B1)

donde ν′L,R = (ν′e, ν
′
µ, ν
′
τ )TL,R y `′L,R = (e′, µ′, τ ′)TL,R (el

supeŕındice T representa la traspuesta). Las matrices de
masa más generales de los sectores cargado M ′` y neu-
tro M ′n, contienen 36 parámetros libres. El teorema de
la descomposición polar [63, 86] establece que cualquier
matriz T , real o compleja, puede escribirse como

T = HU,

donde H es un operador positivo (operador hermı́tico con
valores propios positivos) y U es una matriz unitaria. Por
lo tanto, podemos escribir las matrices de masa como
sigue:

M ′` = H ′`U
′
`, M ′n = H ′nU

′
n. (B2)

Dado que los fermiones derechos son singletes bajo el gru-
po SU(2), la matriz unitaria puede ser absorbida en estos
campos5 de tal manera que podemos escribir el Lagran-
giano en términos de matrices de masa hermı́ticas:

−LD = ¯̀′
RH
′
``
′
L + ν̄′RH

′
nν
′
L + h.c.

H ′` y H ′n se definen como positivos, sin embargo, se ne-
cesitan valores propios negativos para tener ceros en la
diagonal de las matrices de masa [14], y esto puede re-
solverse fácilmente redefiniendo los campos correctos con

5 Hay casos en los que este proceso no aplica. Por ejemplo, en los
modelos izquierdos-derechos donde los campos derechos también
transforman bajo SU(2), la componente unitaria no puede ser
absorbida.

una fase. Las dos matrices de masa M` y Mn son matrices
complejas arbitrarias 3×3 con 36 parámetros libres, y al
limitar nuestro análisis a matrices hermı́ticas, reducimos
este número a la mitad. De los 18 parámetros libres res-
tantes (es decir, el número de elementos no diagonales de
ambas matrices dividido en 2), seis son fases, algunas de
las cuales pueden ser absorbidas en una redefinición de
los campos leptónicos [70, 80], que explican la existencia
de una fase que viola CP.

Con 12 parámetros reales libres, tenemos que expli-
car: tres masas de leptones cargados, dos diferencias de
masas al cuadrado del sector neutro, y tres ángulos de
mezcla, totalizando 8 restricciones experimentales. Para
hacer predicciones, es habitual poner ceros en algunas
entradas de las matrices de masa; sin embargo, como se
muestra en las referencias [13, 14, 42], dadas cualesquie-
ra dos matrices de masa leptónicas, M` y Mn, siempre
hay una WBT tal que las nuevas matrices de masa, M ′`
y M ′n, tienen tres ceros de textura, sin que ello implique
una relación entre las cantidades f́ısicas. Es decir, de los
12 parámetros reales (que podŕıan ser elementos matri-
ciales de masa) es posible hacer 3 de ellos iguales a cero
de forma que finalmente nos quedemos con 9 parámetros
libres y 8 restricciones experimentales.

Para garantizar un número idéntico de variables y res-
tricciones, es necesario un cero de textura adicional (equi-
valente a 4 ceros de textura) de manera que sea posible
resolver todos los parámetros de las matrices de masa,
incluyendo la masa del neutrino más ligero. Con dos ce-
ros de textura f́ısicos (es decir, cinco ceros de textura en
M` y Mn) el número de parámetros libres se reduce a
7, que es precisamente el número de parámetros reales
en nuestras matrices de masa. En este caso, el núme-
ro de restricciones experimentales excede el número de
parámetros libres, el problema está sobre restringido y no
todas las texturas van a ser consistentes con los valores
experimentales. Las texturas reportadas en este trabajo
pueden ajustar las 8 cantidades f́ısicas simultáneamente
con 7 parámetros reales representando un resultado al-
tamente no trivial (Para una revisión sobre estos temas,
ver [42]).



19

Apéndice C: Completitud de la WBT

En el marco del ME, las matrices de masa de los quarks
pueden considerarse hermı́ticas sin pérdida de generali-
dad, codificando toda la información sobre las masas y
mezclas de los quarks. Estas matrices tienen un total de
18 parámetros libres, un número elevado en comparación
con los diez observables f́ısicos, correspondientes a seis
masas de quarks y cuatro parámetros f́ısicos de la matriz
CKM.

Hay que tener en cuenta que en el ME uno tiene la
libertad de hacer una transformación unitaria, por ejem-
plo, qL → WqL, qR → WqR, q′L → Wq′L, q′R → Wq′R,
bajo la cual las corrientes gauge permanecen reales y dia-
gonales pero las matrices de masa transforman como

MU →W †MUW, MD →W †MDW, (C1)

Estas transformaciones se denominan WBT. Se puede
comprobar fácilmente que tales transformaciones preser-
van la hermiticidad de las matrices de masa. Es nece-
sario mencionar que la matriz CKM es independiente
de las WBT’s, por ejemplo, asumiendo que (UU , UD) y
(U ′U , U

′
D) son las respectivas transformaciones que diago-

nalizan a (MU ,MD) y (M ′U ,M
′
D), se puede ver que

U ′U = W †UU , U ′D = W †UD. (C2)

Utilizando este resultado, la matriz de mezcla para las
matrices de masa transformadas, con ayuda de una
WBT, puede verse como [92],

V ′ckm = U ′†U U
′
d = (W †Uu)†(W †Ud)

= (Uu)†WW †Ud = (Uu)†Ud = Vckm.
(C3)

Demostremos que el método de la WBT es completo en
el sentido de que genera todas las posibles representa-
ciones matriciales de masa de los quarks. Consideremos
las matrices de masa de quarks hermı́ticas indicadas por
(Mu,Md), y diagonalicemos como sigue

U†uMuUu = Du y U†dMdUd = Dd, (C4)

donde la matriz CKM viene dada por

V = U†uUd. (C5)

Por otro lado, cualquier otra matriz de masa (M ′u,M
′
d)

que reproduzca las mismas cantidades f́ısicas,

U ′†uM
′
uU
′
u = Du y U ′†d M

′
dU
′
d = Dd, (C6)

tenemos que

V = U ′†u U
′
d. (C7)

Igualando las expresiones en (C5) y (C7) se obtiene que

U†uUd = U ′†u U
′
d ⇒ U ′uU

†
u = U ′dU

†
d . (C8)

Y al igualar las expresiones (C4) y (C6), da respectiva-
mente

U ′†uM
′
uU
′
u = U†uMuUu y U ′†d M

′
dU
′
d = U†dMdUd, (C9)

donde encontramos que las matrices de masa Mu y Md

pueden expresarse en términos de las matrices de masa
M ′u y M ′d como sigue

Mu = UuU
′†
uM

′
uU
′
uU
†
u, (C10)

Md = UdU
′†
d M

′
dU
′
dU
†
d . (C11)

Y utilizando (C8) dentro de (C11), tenemos que

Md = UuU
′†
uM

′
dU
′
uU
†
u, (C12)

que junto con (C10) y dado que U = UuU
′†
u es una matriz

unitaria nos permite afirmar que:
“Dos conjuntos de matrices de masa de quarks que arro-

jan las mismas cantidades f́ısicas están relacionadas a
través de una WBT.”

Aśı, partiendo de matrices de masa de quarks espećıfi-
cas, la WBT es capaz de encontrar cualquier otra confi-
guración de matrices de masa de quarks viables, es de-
cir, si existe un conjunto de matrices de masa de quarks
consistentes, es seguro que hay una matriz unitaria que
conduzca a ellas, aunque, la dificultad reside en encontrar
la matriz unitaria adecuada [51]. Debido a que algunos
ceros de textura deben estar a lo largo de los elementos
diagonales de ambas matrices de masa de quarks ”up” y
”down”, implica que al menos uno, y máximo dos, de sus
valores propios deben ser negativos [14]. Aśı que, siguien-
do con el razonamiento, significa que se debe considerar
el signo relativo de los parámetros de masa de los quarks.
Lo que implica un total de 36 matrices iniciales de ma-
sa de quarks independientes, dependiendo de qué valores
propios de masa de quarks sean negativos. Pero, en el
caso de encontrar los ceros de la textura, dos valores pro-
pios negativos pueden reducirse a sólo uno mediante la
factorización de un signo menos que puede ser absorbi-
do en las matrices de masa de quarks (ver apéndice D),
por lo que, para este caso sólo se consideran 9 matrices
iniciales de masa de quarks independientes, digamos que
cada una con sólo un valor propio negativo [51].

Por lo tanto, ahora somos capaces de construir expĺıci-
tamente los ceros de textura en las matrices de masa de
los quarks a través de la WBT. Si estos ceros de textu-
ra existen, la WBT es capaz de encontrarlos. Mediante
WBT’s, Branco y otros [14] muestran que siempre es po-
sible encontrar, como máximo, tres ceros en las matri-
ces de masa de quarks sin significado f́ısico. Pero, esto
no restringe el número de ceros que se pueden encontrar
aplicando la WBT a las matrices de masa, el caso es que
el modelo debe ser puesto en un contexto f́ısico. Por lo
tanto, hemos encontrado ceros adicionales [51] (cuatro y
hasta cinco ceros de textura) utilizando los datos recien-
tes de masa y mezcla de quarks. Estos ceros adicionales
tienen ahora significados f́ısicos porque se obtuvieron a
partir de datos experimentales espećıficos.
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Apéndice D: Un valor propio negativo para cada
masa del sector de quarks up y down

Las WBT’s nos permite usar la base (1.4a) (o la ba-
se (1.4b)) como las matrices “de punto de partida” para
generar cualquier representación viable de las matrices
de masa de los quarks [51, 54]. Si hay ceros de textura
en las matrices de masa, esta transformación es capaz
de encontrarlas. Como algunos ceros de textura están lo-
calizados en las entradas diagonales de las matrices de
masa hermı́ticas de los quarks “up” y “down”, implica
que al menos uno y como máximo dos de sus valores pro-
pios deben ser negativos [14]. Además, para el caso de
dos autovalores negativos, estas matrices de masa pue-
den reducirse a un solo valor propio negativo añadiendo
un signo menos a la base (1.4a) (o (1.4b)) de la siguiente
manera,

Mu = −(−Mu) y/o Md = −(−Md),

e implementando las WBT’s para los términos entre
paréntesis. Por lo tanto, los ceros de textura en los mode-
los pueden deducirse, de manera general, asumiendo que
cada matriz de masa de quarks Mu y Md contiene sólo
un valor propio negativo, es decir, λiq < 0 para algún
i = 1, 2 o 3, y las restantes cantidades positivas. Esto se
consigue con la ”o” exclusiva Y, de la siguiente manera,

λ1q < 0 Y λ2q < 0 Y λ3q < 0. (D1)

y por supuesto, excluyendo el caso de que los tres au-
tovalores sean simultáneamente negativos. Al final del
proceso, ese único valor propio negativo puede hacerse
positivo, al redefinir los singletes de los campos derechos.
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[18] S. Centelles Chuliá, E. Ma, R. Srivastava, and J. W. F.
Valle. Dirac Neutrinos and Dark Matter Stability from
Lepton Quarticity. Phys. Lett. B, 767:209–213, 2017.
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