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Fases magnéticas en condensados de Bose confinados en redes opticas

Resumen

El objetivo de este trabajo fue estudiar la formacion de dominios magnéticos en un conden-
sado de Bose-Einstein espinorial, confinado en una red optica bidimensional. Para dicho
propodsito se analizo el estado estacionario y posteriormente la dindmica de un gas de dto-
mos de 8" Rb, en sus tres estados hiperfinos, en ausencia y presencia de un campo magnético.
La descripcion del gas espinorial se realizo dentro del esquema de campo medio a tempe-
ratura cero, tomando en cuenta que las interacciones ocurren entre pares de particulas. Di-
chas consideraciones llevaron a describir al gas espinorial a través de la llamada ecuacion
de Gross-Pitaevskii (GP). En la prdctica, el estado estacionario' se determiné resolviendo
numéricamente la ecuacion de GP en tiempo imaginario en tanto que la evolucion dindmica
consideré la propagacion de la misma ecuacion en tiempo real. La resolucion numérica de
la citada ecuacion requirio la implementacion de un codigo numérico empleando el méto-
do Runge Kutta de cuarto orden. Se encuentra que para el caso de campo magnético cero
no se forman dominios magnéticos, pero dependiendo de las condiciones iniciales se puede
observar cierta magnetizacion, en tanto que si se observa la formacion de dominios cuando
el condensado se encuentra en presencia de un campo magnético. Por iiltimo, se estudio la

persistencia de los dominios formados cuando el campo magnético externo de apaga.

1Se considera que el sistema llega al estado estacionario cuando el cambio de la energfa es menor a 10~°
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Magnetic phases in Bose condensates confined in optical lattices

Abstract

This work was devoted to the study of the formation of magnetic domains in a spinor
Bose-Einstein condensate (SBEC), confined in two-dimensional optical lattices. For this pur-
pose we analyze the stationary state as well as the dynamics of a gas atom of 8" Rb in their
three hyperfine states, in the absence and presence of a magnetic field. The spinor gas was
described within the mean field scheme at zero temperature, taking into account that parti-
cles interact through pairs. Such considerations lead us to describe the SBEC through the
so called Gross-Pitaevskii equation (GPE). The stationary state* was determined by numeri-
cally solving GPE in imaginary time, while propagation in real time was used to determine
the system time dynamics. The numerical solution was done by implementing a code for the
Runge Kutta method of fourth order. We found that in the case of zero magnetic field no mag-
netic domains are formed, while exhibiting a small magnetization as a function of the initial
state. In contrast, we found that magnetic domains are formed at non zero magnetic field.
We also investigate the persistence of magnetic domains when the external magnetic field is

turned off.

21t is considered that the system reaches the stationary state when the energy change is less than 10~°
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Capitulo 1

Introduccion

Desde la realizacion experimental de la condensacion de Bose-Einstein en 1995 [1, 2, 3]y
posteriormente el gas degenerado de Fermi [4], gran parte de los experimentos de la materia
ultrafria han estado encaminados al control y manipulacién de muestras macroscépicas de
sistemas fermidnicos y bosonicos. El éxito conseguido en esta empresa ha permitido nombrar
a estos sistemas como los mds limpios y “entonables”. En la actulidad estos sistemas son co-
nocidos como simuladores cuanticos [5], debido a que es posible emular experimentalmente
sistemas fisicos muy diversos, cuya caracteristica esencial es que sus propiedades cudnticas
tienen una expresion macroscopica. Quizd uno de los mayores aciertos en este ambito es el
estudio y explotacién que se ha hecho producto de dicho control, lo cual ha permitido es-
tudiar los efectos del desorden en diferentes dimensiones y geometrias [6, 7, 8], el llamado
cruce BEC-BCS, la dindmica de juntas de Josephson [9] y la existencia de aislantes de Mott

[10] entre otros.

El propésito de esta investigacion es estudiar los dominios y fases magnéticas que surgen
cuando un gas de dtomos de Bose en tres estados hiperfinos es confinado en una red dptica en
dos dimensiones. El planteamiento de este problema surge en el contexto de los experimentos
actuales en los que vapores diluidos de atomos alcalinos ultrafrios en varias componentes
internas son puestos en coexistencia. Como se menciona en el parrafo anterior, aunado a la
capacidad experimental de preparar estas muestras macroscépicas de atomos ultrafrios, otro
logro experimental es la posibilidad de confinar estos sistemas en redes opticas en una, dos
o tres dimensiones. La combinacién de los aspectos anteriores es el punto de partida dado el
caracter de los materiales s6lidos que exhiben fases magnéticas. El gas de dtomos de 8'Rb en

tres componentes hiperfinas, confinado en una red en dos dimensiones, representa el simil de
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un sélido bidimensional con interacciones magnéticas en cada sitio. Es importante resaltar

que nuestra aproximacion desprecia las interacciones dipolares magnéticas de largo alcance.

El objetivo principal planteado en esta investigacion es la determinarcion y anélisis del
estado estacionario del gas espinorial, como funcion de los pardmetros que determinan la in-
teraccion entre diferentes componentes del sistema y bajo la presencia de un campo magnéti-
co externo. Particularmente se investigardn las fases magnéticas y las condiciones bajo las
cuales tiene lugar la formacién de dominios magéticos. Para alcanzar el objetivo planteado, la
descripcion del gas espinorial se realizara dentro del esquema de campo medio a temperatura
cero, considerando que las interacciones ocurren entre pares de particulas. Estas considera-
ciones llevan a describir al gas espinorial a través de la conocida ecuacion de Gross-Pitaevskii
(GP). Como es bien sabido, dicha ecuacién describe un condensado de Bose con interaccio-
nes débiles a temperatura cero. En el desarrollo subsecuente de este trabajo veremos que dado
que la ecuacion de GP es de naturaleza no lineal, solo puede ser resuelta en forma numérica.

Aunque este es un aspecto técnico, también ocupara parte del desarrollo de este trabajo.

Esta tesis esta organizada en 6 capitulos. En el capitulo 2 se describe brevemente la con-
densacion de Bose de un gas ideal tanto para el caso bien conocido de la literatura clésica,
de un gas confinado en una caja de paredes infinitas, como para el caso de un gas confina-
do en un potencial armoénico. La pertinencia de dicha descripciéon obedece al hecho que en
los experimentos actuales, los gases atomicos ultrafrios se confinan en potenciales externos

inhomogéneos que en buena medida se representan por potenciales de tipo armdnico.

En el capitulo 3 se presenta la descripcion tedrica de un condensado de Bose con inter-
acciones débiles. Para dicho propdsito primero se revisa la deducciéon del Hamiltoniano en
segunda cuantizacion, que describe un sistema de muchos cuerpos con interacciones entre
pares de particulas. Posteriormente, en el mismo capitulo se presenta el estudio de dispersiéon
a bajas energias. Dicho andlisis permite concluir que en el limite de bajas energias la longitud
de dispersion de onda s captura toda la informacién de la colisién entre pares. Este hecho es
la base de la que se parte para terminar con un Hamiltoniano de muchos cuerpos en segunda

cuantizacion, en el que el término de interaccion queda representado por un potencial de con-
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tacto, cuyo coeficiente es proporcional a la longitud de dispersion de onda s. Una vez que se
tiene ese Hamiltoniano, se procede a hacer la deduccion de la ecuacion de Gross-Pitaevskii
sin considerar el espin de las particulas. Este procedimiento se realiza en el esquema de
Heisenberg, haciendo la aproximacién que a temperatura cero se puebla el estado base del
sistema. Valga la pena resaltar que dicho estado representa el estado base con interacciones,
consideradas dentro de la aproximacion de campo medio, de una séla particula. Por tal mo-
tivo, se dice que la ecuacion GP describe un condensado de Bose con interacciones débiles a

temperatura 7' = 0.

Partiendo de la ecuacion de GP obtenida en el capitulo 3, en el capitulo 4 se tiene en
cuenta los grados de libertad internos de las particulas, y el hecho que estas se encontraran en
presencia de un campo magnético. Con estas nuevas consideraciones se presenta la deduccion
de las ecuaciones acopladas que describen un condensado de Bose espinorial en presencia de
un campo magnético a temperatura cero. En el capitulo 5 se hace una adimensionalizacion
de las ecuaciones a resolver y se aborda descripcion de las herramientas numéricas que se
empleardn en la resolucion de las ecuaciones acopladas no lineales, las cuales son evolucion
en tiempo imaginario y el método Runge Kutta de cuarto orden. Finalmente, en el capitulo
6 se presentan los resultados obtenidos de las simulaciones en ausencia de campo magnético

con diferentes condiciones iniciales y en presencia de diferentes campos magnéticos.



Capitulo 2

Condensacion de un gas ideal de

Bose-Einstein

Como punto de partida se construye la funcién de particiéon que describe un gas de Bose
ideal. Para trabajar con un gas monoatémico ideal se usara el ensamble gran canénico donde

la funcién de particion es:

[1]

— Z e*Ne=BENm .1)
N,m

siendo N el numero de particulas, Ey ,,, es la energia del estado m de las N particulas y «,

[ estan definidos como:

" 1

Oé:ﬁ ) ﬁ:ﬁ’ (2.2)

donde u es el potencial quimico, /K la constante de Boltzmann y 7' la temperatura. Ahora

teniendo en cuenta la restriccion N = E Ny Y que By, = E EmNm, siendo €, 1a energia

del estado m de una sola particula, se puede modificar la ecuacion (2.1) para llevarla a la

siguiente forma:

(11

= i Z [, (2.3)

N=0 nm m

donde el asterisco en la sumatoria representa la restriccion antes mencionada. Por dltimo la

ecuacion anterior es equivalente a:

=1] (nmz e<a55m>"m> : 2.4)

Nm

(1]

siendo 7,4, €l ndmero maximo de ocupacion de un determinado estado m de una particula.

Ya que se va a trabajar con bosones se tiene que 7,,,, = 00. Ademds la serie converge puesto
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que el®=F#m) << 1, obteniendo asi la forma final de la funcién de particion,
— 1
=== (2.5)

Sabiendo que el gran potencial estd dado por: Q = — KT In= [11],

Q=KT» In(1—elrm), (2.6)

de donde es posible determinar las propiedades termodindmicas [11],

o2 o002 o2
S——a—T, N——%, pD=—=—. 2.7

2.1. Termodinamica de un gas ideal de Bose-Einstein

En el presente trabajo se tratard con gases monoatomicos. En este caso se tiene un gas
ideal encerrado en una caja de lado /, donde se reemplaza el indice mudo m por p, el cual
representa que la energia del estado m de una sola particula, corresponde a la energia cinética

de la misma dentro de la caja, la cual esta dada por:

aﬁzﬁzh—Q(l{Mkﬂk?), (2.8)
2m  2m > Y 7

donde h = % siendo h la constante de Planck y k; estd relacionado con la longitud de la
caja de la siguiente forma: k; = ™" con n, tomando valores en los enteros positivos, asf la

ecuacion (2.6) para este caso sera:
Q=KTS In (1 - e(a*&f)), 2.9)
i

para proceder, en el limite termodindmico se puede convertir la sumatoria en una integral

pasando de sumar en los estados a integrar en la densidad de estados,

. )
Q- W}f—jv/ dpp® In <1 G ﬁ>> (2.10)
0
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siendo V' el volumen de la caja que contiene al gas, trabajando la expresion se la puede dejar
de la siguiente forma:

1%
Q= —KT505 (), 2.11)

donde \y g, («) se definen como:

h 1 o0 L
A= —— = — do—. 2.12
—— ()= / _— 2.12)

Partiendo de la ecuacion (2.9) y usando (2.7), se puede calcular el numero de particulas, el

cual estd dado por la expresion,

1
N:ZW’ (2.13)
p

comparandolo con la expresion N = E n; donde n; es el nimero medio de particulas en
ﬁ . . .
el estado p de una sola particula, este se puede deducir de la ecuacién anterior,

B 1
Ny = P 1

(2.14)
Analizando la ecuacién (2.14), el nimero de particulas en un estado p'no puede ser negativo
lo cual conlleva a que el denominador debe ser mayor que cero, es decir, Se; > «, para
todo ¢;. Para que esto se cumpla o debe ser menor que €, pero o = 4, entonces se llega
a la conclusion que para un gas de bosones el potencial quimico siempre debe ser negativo.
Por ultimo para que el gas sea diluido se debe cumplir que n,, << 1, lo cual conlleva a que
e”® >> 1, si se aplica esta condicién en la definicién de g, (o) se puede demostrar que:
gn () = €“. Entonces en el caso diluido se tiene que:

Vo KT (5 n Vo KT |,
Q:—KTﬁe, S:FG (é—ﬁ), N:ﬁe, pP=——=¢€". (215)

2.2. Condensacion de Bose-Einstein en un gas homegéneo

La condicién para que el gas sea degenerado, es decir, sus particulas ocupan de forma

miiltiple el estado p’ de una sola particula (n; >> 1), lo cual es equivalente a e™* << 1.
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Cuando se trabajo el gran potencial se convirti6 la sumatoria en una integral despreciando el
primer término p' = 0 lo cual no afecta en el caso del gas diluido, yaque eneste e™ >> 1y
el primer término es despreciable, pero ahora hay que tener en cuenta este término. Partiendo
de la ecuacion (2.13) se escribe el primer término explicitamente, que corresponde al nimero

de particulas en el estado p = 0 y los estados p # 0,

N=;+Z; (2.16)

ePep=o—a _ 1 L By 77
P70

donde se identificara el primer término como Ny, el nimero de particulas con energia ¢,
y usando la ecuacién (2.11) para gran potencial se puede escribir el nimero de particulas
como:
v
N =Ny + B9 (). (2.17)
Esta ultima ecuacion es clave para identificar la transicion a la fase condensada. Se mantiene
la densidad (%) fija, si se baja la temperatura para que esta densidad siga constante o debe
aumentar su valor asi entre mas baje la temperatura mas subird «, que en el fondo quiere
decir que p crezca, pero como se demostré 1 no puede ser positivo. Entonces se define 7}
como la temperatura a la cual ;¢ = 0 de la siguiente manera,
2
N 1 h? 1 NY°
— = 3 (0 = Ty = —
v Y " 2K\ gs )V )

(2.18)

a esta temperatura se le llama temperatura critica ya que para valores menores de tempe-
ratura se obtiene el fendmeno de condensacion. Ademas, el potencial quimico se interpreta
fisicamente como el cambio de energia del sistema al agregarle una particula al mismo. En
este caso p = 0 lo cual significa que el sistema no cambiard de energia al introducirle més
particulas, por esta razén las particulas que se introduzcan en el sistema se ubicardn en el
estado base. El valor de gs (0) se puede calcular desde la definicién de esta funcion y equi-
vale a: 2,612. Para proceder se analizara, qué pasa si 7' < Ty, se tiene que ;1 = 0 ya que
este no puede ser positivo, con esto en mente, usando las ecuaciones (2.17) y (2.18) se puede

encontrar el nimero de particulas en el estado p'= 0 el cual estara dado por:

N|w

T
No=N|1- (ﬁ) , (2.19)
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en esta ecuacion es donde se puede observar el fendmeno de condensacion debido a que para

T < T} se puede observar una ocupacion masiva del estado de minima energia.

2.3. Condensacion de Bose-Einstein en una trampa armoni-

ca

La diferencia del tratamiento anterior es que ahora la energia del estado m de una particu-
la estd dado por:
Em = 81'73"]6 = hw (Z +] -+ ]{3) y (220)

entonces la ecuacion para el gran potencial (2.6), ahora sera:

Q=KT» In(1—elPettith), 2.21)
i3,k
nuevamente, en el limite termodindmico, se convierte la sumatoria en una integral la cual se
la puede llevar a la forma [12]:

KT\?
Q= —KT (H) g (). (2.22)

Para determinar la temperatura a la cual ocurre la condensacion, se puede hacer un anélisis
similar al anterior. Manteniendo N fijo y variando 7, se define 7;, como la temperatura a la

cual u = 0 de la siguiente forma:

ol

N 3 hw( N
(%)3 = (KTp)'g3(0) = To= 7(93 (0)) ; (2.23)

entonces se puede deducir el nimero de ocupacion en el estado de minima energia de una

particula el cual estard dado por:

T 3

de nuevo se logra ver el fendmeno de condensacion. En la figura (2.1) se ilustra la ocurrencia

de la condensacion de Bose-Einstein para el caso del gas inhomogéneo. En esta se tiene la
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densidad en funcion de la temperatura, donde se ha fijado una densidad la cual determina 7y,
la parte sombreada es donde se encontraré el condesado. Lo anterior puede hacer pensar que
la ocurrencia de la condensacién solo depende de la densidad que se fijo y de la tempera-
tura definida como 7{ pero cabe resaltar que la ocurrencia de la condensacion también esta
determinada por la convergencia de la funcién g, (o) en « = 0, ya que si esta diverge no
ocurrird la condensacion. Ahora la funcion g, («) estd determinada por la dimensionalidad
del problema y el potencial de confinamiento, entonces se puede concluir que la ocurrencia
de la condensacion también dependerd de estas dos ultimas caracteristicas. Un ejemplo de
esto es el caso de un gas en una caja unidimensional de longitud L, ya que al realizar los

célculos se obtiene la siguiente relacion para el nimero de particulas,

L
N =gy (a), (2.25)

este depende de ¢ 1 (c), la cual diverge en o = 0 por lo tanto no se dara la condensacion.

El tratamiento anterior fue realizado para un gas ideal de bosones, es decir despreciando

0 1, T

Figura 2.1: Densidad en funcién de la temperatura, la parte sombreada es donde se da el
fenémeno de condensacidn cuando se fija la densidad y se varia la temperatura.

las interacciones entre dtomos, por lo cual el Hamiltoniano solo tenia el término de energia

cinética y en el caso del potencial arménico la debido al potencial externo sin embargo, aun
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en el caso de un gas diluido el efecto de las interacciones entre particulas no se puede despre-
ciar, la descripcion de un gas real demanda considerar este aspecto. A continuacion se hard
la descripcion de la condensacion de Bose de un gas con interacciones. El punto de partida

es el Hamiltoniano de un sistema de N particulas interactuantes.



Capitulo 3

Descripcion de un condensado de Bose con

interacciones

3.1. Hamiltoniano de muchos cuerpos en segunda cuanti-
zacion

El Hamiltoniano que describe un sistema de /N cuerpos interactuantes en un potencial

externo estd dado por [13]:
N
=3 {5
=1

donde el primer término tiene la energia cinética y la debido al potencial externo. El segundo

A2

t Vit ( } Z V (& — i), (3.26)

término es la energia debido a la interaccion entre pares de particulas. Se puede reescribir el

Hamiltoniano anterior de la siguiente manera,
N I
H= ;Ho(xk) +35 k;I V (# — &), (3.27)

donde se identifica el primer término como H,, siendo este el Hamiltoniano de una sola

particula. El cual estd dado por:

2 pk

Ho (2x) = o = 4 Vear (2) - (3.28)
En la ecuacion de Schrodinger,
ov
h— = H v, 3.29
th—, (3.29)

se puede expresar la funcidon de onda de las /V particulas en términos de las funciones de onda

de una sola particula g, (x;), la cual es auto funcién de H, (xy) dado por (3.28) (Siendo

11
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E}. un conjunto de nimeros cudnticos que describen el estado &k de una sola particula) de la

siguiente manera:

\I/(xl,:lj'g,...,.%N,t): Z C(E17E2a---7EN7t>¢E1 (x1>wE2 (x2>wEN (xN)v

Ev,Es,.. . EN

(3.30)

introduciendo la definicién anterior en la ecuacién (3.29), multiplicando por la derecha por
Vg, (21) VE, (22) ... ¥F, (vn) e integrando sobre todas las coordenadas, se tiene la siguiente

relacion:

N
m%C(El,EQ, L En,t) = ZZ/dﬂck@/}wa (k) Ho (zx) ¥, (zx)

k=1 Ey

XC(Elw--ka—lﬂEW7Ek+17""EN7t) (3.31)

t % Z Z Z // dxkdxlw*Ew (xk) w*Ew/ (‘(El) 4 (ink? - jl) wEk (xk’) ¢E1 ($l)

k#l=1 Ey E,

X C(E17"'5Ek—17EwaEk+17"'7El—17Ew/7El+17"'aEN7t)7

esto es porque H, (x) solo actda sobre las coordenadas x; y la constante que depende de
los nimeros cudnticos F,, que serdn cambiados por las ¢y ,,. El inico que no serd cambiado
es el que corresponda a la particula que tiene las mismas coordenadas x;. De manera similar
ocurre con el potencial, el cual solo actia sobre las coordenadas x; y x;. Por otro lado,
debido a que se estd trabajando con bosones se sabe que la funcién W(xq,xo, ..., zx,1)
debe ser simétrica bajo permutacion de dos particulas; esta simetria recae en las constantes
C. Ademais, el estado k de una particula puede estar ocupado mas de una vez, por lo cual
el conjunto de niimeros cudnticos FEj se repetirdn tantas veces como este ocupado dicho
estado. Debido a esto se puede poner la constante en dependencia de ny, el cual es el nimero
de ocupacién del estado k de una sola particula. De esta manera C' (Ey, Es, ..., Ey,t) =
C’ (ny,ma,...,nx,t). Ya que se tiene un coeficiente que depende del nimero de ocupacién

de los estados de una sola particula, se puede pensar en expresar ¥ de la siguiente manera:

U(xy, o, ...,TN,t) = Z f(ni,ng, .o oo, t) Poyngnes (1, 22, ..y 2n), (3.32)

n1,M2,...,0
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como se puede ver el coeficiente f (ny,ns,. .., N, t) es simétrico bajo la permutacién de
dos particulas, entonces ®,,, ,, . 5. (21,22, ..., 2y) también debe ser una funcién simétrica,

que describa un sistema de N particulas idénticas, la cual esta dada por [14]:

nilng! .. ng! ~
(I)n1,n27---,noo (mla Ty ... 7xN) = % Z P¢E1 (‘Tl) 77ZJEz (:L‘Q) . '¢EN (xN) )
P
(3.33)
la cual es ortonormal. Entonces el coeficiente C' (ny,ns, . . ., ny, t) estd dado por:
175] I
C' (ny,ng, ..., Neo, t) = Wf (N1, M2, Moo, 1) (3.34)
asf la ecuacion (3.31) para C’ se puede escribir como:
P N
iho O (m,ma, oo, 1) = > (BEu| Ho|Ey)
k=1 B,
XC'(ny,.o.oon,—1,...on, + 1,000 N, t)
(3.35)

N
+% S SN (Bu EulVIEL E)

kAl=1 Ey E,

XC' (nyy...,m—1,..oon,+1,000m— 1, 0o ny, + 1.0 ng, t),

por tal razén se puede interpretar que el estado k& ocurre una vez menos que el w. Ahora,
si Iy, se repite en la suma, es decir que se tiene el mismo conjunto de ndmeros cudnticos
para diferentes particulas (esto ocurre ng veces). Entonces se puede pasar de sumar sobre k
a sumar sobre F. Para la parte del potencial se debe tener en cuentasi £ = E' o ' # F'.

entonces se tiene la siguiente expresion:

L0, -
ith—C" (n1,n2, ..., N, t) = ZZnE (W| Ho |E)

ot —
XC'(ny,...,ng—1,...ony + 1, ne, )

+ % Z Z Z Z ng (np — og,p) (W, W|VI|E, E')

E E W W/

(3.36)

XC' (ny,y...,np—1,...oonp+1,...onpg —1,...onp + 1.0 nee, £)
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donde se ha llamado F' a E,, E' a E;, W a E, y W’ a E,,.Usando la ecuacion (3.34) en la

anterior expresion, se tiene ahora una expresion para f [13],
‘ N f( t) (E| 1 [E) f ( t)
g N1, N2y - v vy Moo, —E nep (E|Ho |E) f(n1,...,ng, ..., Neo,
; 1, M2 E 0 1 E

+ > Vpvnw F LW H |E) f (n1, . ong = 1,0y + 1, oo, t)
EAW (3.37)

b Svayae G+ Dy G £ 1) (W, VB, Y

EAE'#W#W'

Xf(ny,...,ng—1,...onp+ 1,0 ong — 1 oo onpgy + 1.0 e, t) + -+ .

Puesto que se esta trabajando con bosones, usaremos una notacién donde el estado de las N
particulas esta caracterizado por el nimero de ocupacién de cada estado £ de una particula
denotado por n;. Ahora se debe escoger un orden de los estados, el cual puede ser arbitrario,
pero fijo, se escoge en orden ascendente de las energias, es decir el estado base ki, el pri-
mer estado excitado ks y asi sucesivamente. Entonces un estado de las N particulas puede
escribirse como:

N1, ng, . Noo) = |N1) @ N2) @ ... ® |Neo) s (3.38)

siendo |ny) el estado de una sola particula. Ahora este conjunto de estados obedece las rela-

ciones de ortonormalidad y completez,
/ / /
(n'1,n'9, .0 N1, My oo Noo) = Oy ny Onry mg - -On oy o (3.39)

Z |11, Mgy ooy M) (M1, M2y vy Mo | = 1, (3.40)

n1,n2,...,Noco
por lo tanto, a este conjunto de estados se le llamara la base del niimero de ocupacién. Ahora

W (t) en esta base se la expresa de la siguiente manera:

|\Ij(t)> = Z f(n17n27"'7n00’t)|n17n2a"'7/n’00>‘ (341)

n1,n2,...,n
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Se define los operadores de creacion, aniquilacion y nimero, de tal manera que al aplicarlos

sobre un estado se tiene lo siguiente:

IA)L M1y ooy My ey Moo) = Vg + L0, cng + 1,0 N )
by |71, oy My ooy Moo ) = /g M1y ey e — 1, M) (3.42)

bLbk 701y ey My ey Moo ) = Mg |1y weey My ey Moo )

consistentemente se define el operador de ndmero de la siguiente manera: N, = bLbk.

Ademas, estos operadores cumplen las relaciones de conmutacion,
o ot
b | = G
~ /\T ~ ~
|:bL7bk’:| = |:bk7bk’:| = Oa

ahora si se introduce W (¢) definida en (3.41) en la ecuacion de Schrodinger. Con la expresion

(3.43)

para f (ny,na, ..., N, t) (3.37) y la definicién de los operadores de creacion y aniquilacion

(3.42) se puede llegar a la siguiente expresion para W(t),

zh [ZbT i| Hy )b Z b (a, |V |k, 1) byby

1,5,k

|W(t)), (3.44)

de aqui se concluye que el Hamiltoniano en términos de los operadores de creacion y aniqui-
lacion se expresa de la siguiente forma:

H= Zb* i| Hy|j) by + = Z bt (i, 5|V |k, 1) by by. (3.45)

Y

Los términos de este Hamiltoniano se pueden interpretar como: el primer término es la
energia de las particulas libres, mientras que el segundo término es la energia de interac-
cion entre particulas. El cual a su vez puede ser interpretado como: dos particulas que estan
en los estados k,l y debido a la influencia del potencial V' se dispersan en dos particulas
ahora en los estados 7,5 y la amplitud de probabilidad de que esto suceda esta dada por
Vijwea = (1, 7|V |k, 1), es decir,

,jkl —/d T/d:}?“/w ( )V(‘F—?ﬂ‘)wk(ﬁt)lﬁl(rl,t) (346)

Para conocer esta amplitud se necesita conocer el potencial de interaccién V' (|77 — 77|), el

cual serd tratado en la siguiente seccion.
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3.2. Dispersion a bajas energias

Para poder seguir con el andlisis es necesario conocer el potencial V' (|7 — 77|), en esta
seccion se hardn algunas aproximaciones para deducir la expresion de este. La primera de
estas suposiciones es que debido a que se esta trabajando con gases diluidos la interaccion
entre particulas solo se va a dar entre pares, por lo cual se analizard la dispersion de dos
particulas. El Hamiltoniano para un sistema de dos particulas interactuantes es:

A2 A2
F=2l 4 2 L ygr_), (3.47)

2m1 ng

donde se tiene la energia cinética de cada particula y la energia de interaccion entre las dos
particulas. Este Hamiltoniano se puede separar si se pasa a coordenada centro de masa y
coordenada relativa. El Hamiltoniano de interés es el de la coordenada relativa r = |77 — 77|,
g
24

siendo p la masa relativa. Con este Hamiltoniano se tiene la ecuacion de Schrodinger inde-

+Vi(r), (3.48)

pendiente del tiempo,
hZ
— VU +V (r)¥ = BV, (3.49)
m

donde se ha sustituido ¢ = 7 debido a que se esta trabajando con particulas idénticas.
Ademis, el potencial tiene un alcance finito b es decir si 7 >> b entonces V' (r) = 0. Con
esto en mente se pone convenientemente la direccion de la onda incidente en el eje z, asi ¥
no dependera de ¢, siendo este el dngulo polar alrededor del eje z en esféricas. Ahora en la
region donde el potencial tiende a cero lo tnico que se vera es la onda incidente mas una

onda dispersada,

U(r,0) = e*z 4 45 (1, 0),

A 0) . (3.50)
U(r, ) = e** 4 f19) )e”‘”,
r
se puede desarrollar e’k en polinomios de Legendre, ya que en coordenadas esféricas ethz —
eikrcose
o 00 l
=y i Tilcost) —e > g Di(cost). (3.51)

=0 =0
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o0

20+ 1)
Ademds se propone f (0) = E <;,_—k)ZDlPl (cosf), entonces se puede reescribir (3.50)
IRT
como: =0
b~ @ADL Dy = (20 4-1) (1)
U(r,0) = ;:0 ik (—i)" + - P, (cost) — e IEZO TPZ (cosb),

(3.52)
manteniendo la condicion de que la onda incidente tiene direccidn z, la solucion a la ecuacion
de Schrodinger independiente del tiempo para el Hamiltoniano (3.48) en esféricas se puede

expresar como:

ZAZRZ ) P, (cost), (3.53)

donde R, (r) debe satisfacer la ecuacion,

mild (ﬁ@) + (M + V(r)) R(r) = ER(r), (3.54)

mr?dr dr mr?

2
en la regién r >> b se tiene que V(1) = 0 entonces F = 2X2 4 UL

= 5y la solucion a esta

ecuacion esta dada por:
sen (kzr — %r + 55)

R = 3.55
k(1) o ; (3.55)
siendo d; una fase, de esta manera W(r, 0) sera:
; Ay(—i)' e’ N A (i) e
U(r,0) = e S 20V peosh) — e ST ELYE b (cosh 3.56
(r,0) =e ; ik ) (cosB) — e ; ik ) (cosh), (3.56)
igualando las ecuaciones (3.52) y (3.56) se puede llegar a,
> 2@5[ o
=> (2+1 P, (cosb), (3.57)

1=0

ahora analizando la ecuacién (3.54) para R(r), en alusion a la mecdnica clasica se puede
graficar un potencial efectivo V. (r) = 2(z;;1 + V(r), paral = 0 (figura 3.1 a) y para [ # 0
(figura 3.1 b). Entonces si una particula lleva una energia menor que la barrera esta no sera
afectada por el potencial V' (r), por lo tanto, solo las ondas con [ = 0 seran dispersadas por
el potencial V' (r). Debido a esto,

6150

f) = - sendy, (3.58)
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ef(r) (Cl) Vef<r) (b)
[=1,2,3,...

Figura 3.1: Potencial efectivo de la ecuacion (3.54). (a) paral = 0. (b) paral > 0.

y la funcién de onda dispersada sera:

on .
\deis(T> 9) _ %ez(kr—k&))’ (359)

ademds, en el limite de bajas energias £ — 0, se define la longitud de dispersién de onda s, a

como, 5
tanog

lim
k—0

= —a, (3.60)
para continuar se toma el limite cuando £ — 0 entonces |ka| << 1, dy =~ ka y sendy ~ ka,
por lo cual, la ecuacién (3.59) se puede reescribir como:
__a ik(r+a)
Uyis(r,0) = ——e . (3.61)

r

Recordando que el objetivo inicial es encontrar una expresion para el potencial V' (|7 — 7|).
Se tomar4 la transformada de Fourier (TF) de la ecuacién (3.49). Antes de hacerlo se recuerda
la definicién de la TF

Fk) = / dBre=F () (3.62)
donde la transformada no es sobre un espacio infinito, pues la particula esta confinada en una

caja de volumen v, después de haré tender el volumen a infinito. Y la transformada inversa
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de Fourier,
1 F o
= - (K 3.63
£ = > e ) (3.63)
k
porque para este caso k varia de forma discreta. Con esto en mente la TF de (3.49) sera
h?k/z -
- Z V(K =KWK = EV(K), (3.64)
k.//
h2k?

donde v es el volumen en el que estd contenido el gas. La energia estd dada por £/ = =&y
por tltimo se toma la TF de ¥(r, §) dada por la ecuacién (3.50), obteniendo asi la siguiente

ecuacion para U (7, 0),

B 27.2 27.12
V(K -k + Zv — k") Wi (K") = [h Wk }xpdw (k) (3.65)

m m
k!

la solucién de esta ecuacion estd dada en términos de la matriz de dispersion,

v
Ek —Ek/ — 10

d es una cantidad positiva pequefia (& — 07) que garantiza ondas dispersas salientes. La

Ui (K) = T (K, k; Ey), (3.66)

ecuacid para la matriz de dispersién esta dada por:

1
(k/ ]{Z Ek) E V k” mT (]{Z”, k, Ek), (367)
k.//

ahora se toma la transformada inversa de (3.66) y se hace tender el volumen a infinito para
convertir la suma sobre & a una integral de variable continua.,
Wy (r,0) = LB / d%’L_T (K, k; Ey) (3.68)
(2) Ey — Ep — 0
como se estd trabajando a bajas energias £, — 0y & — 0, entonces se puede hacer la
siguiente aproximacioén 7" (K, k; Ey) ~ T (0,0,0) obteniendo asi una solucién aproximada

para la ecuacion (3.49),

1
Uyis (1, 0) = 47rh2 -T7(0,0,0), (3.69)
igualando las soluciones (3.69) y (3.61) se puede deducir que:
A h?
7(0,0,0) = 2% (3.70)

m
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desde la ecuacion (3.67) para la matriz de dispersion se puede hacer la siguiente aproxima-
cion,

T(0,0,0) ~ V (0),

. A2 (3.71)
v (O) _ m CL7
m
teniendo en cuenta la transformada inversa para V/ (0) se concluye que,
47 h?
V()= 2 0. (3.72)
m

Esta ultima ecuacién es primordial para abordar la descripcion de un condensado de Bose
con interacciones, en particular este trabajo tiene como objetivo principal el estudio de un gas
de Bose en tres estados hiperfinos y las posibles fases que resultan cuando se le confina en un
potencial externo dado. El punto de partida es la ecuacion de Gross-Pitaevskii que describe
la dindmica de un condensado con interacciones a temperatura 7' = 0, la cual ser4 tratada a

continuacion.

3.3. Ecuacion de Gross-Pitaevskii

Para proceder se reescribira el Hamiltoniano en segunda cuantizacion dado por (3.45), en

términos de los operadores de campo de aniquilacidn y creacién. Dichos operadores son:

U7 t) = n(F, t)br,
k=0 (3.73)
U t) = wi(F )b,
k=0

donde (7, t) son las funciones de onda de una sola particula, las cuales son auto funciones

de Hy. Estos operadores cumplen las siguientes relaciones de conmutacion:

UGEAR (f’,t)] —0, (3.74)
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entonces el Hamiltoniano dado por la ecuacion (3.45) se puede escribir como:

A o P 1 ~ A N A

H = /d3r\I/T(F,t)HO\IJ(F,t)+5/d?’r/dgr’\lﬁ(ﬁt)\lﬁ(??’,t)v(|F—F|)\IJ(F,t)\II(F’,t),
(3.75)

usando el resultado obtenido para el potencial en la seccion anterior ecuacion (3.72), se

reemplaza V (|7 — 7"|) = g6 (¥ — ) (donde g = m) en la expresion anterior, obteniendo:
p m p
H= / Ut (7 6 HyU (7, t) + g / Pt (7 )T (7 ) U(F, )T (F 1), (3.76)

con este Hamiltoniano se calcula la ecuacién de Heisenberg para el operador de campo

A

U(r,t),

ih 3; :[\if(ﬁt),[:[}, 3.77)

para calcular el conmutador, se dividird H en dos términos de la siguiente manera:

PA[ = }A[l —|— PA[2,
i, - / Pt (7, ) Ho b (7, 1), (3.78)
i, = / i (7 1)U (7, 4) (7, ) (7 1),

entonces el conmutador en cuestion, se partird en dos,
[\i(ﬁ t)>H:| = [@(Fa t)alﬁll] + [\ij(ﬁ t)7ﬁ2] ) (379)

a continuacion, se calculard el primer conmutador,

[‘i’(ﬁ t),lfh} (7, t)H, — H V(7 t)

B (7 1) / () b (7 1) — / (7 ) Hob (7 )0 (7 1)

(7, 1) / U BB (7 1) / U (7 ), ) H B (7 1)
usando las relaciones de conmutacion (3.74) se puede deducir que:

I DU (7 1) = U(F )7, 1) — 6(7 — 7) (3.80)
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se reemplaza esto en el segundo término,

= B(7 1) / P (74 HyB (7 1) — / d' [W(F W, 1) = 37— )| Hod(
=07 1) [ ST - [ E T )
+ / BPr'§(F — ) HyU (7, 1)
= HyU(7,1)
entonces el primer conmutador sera:
(7 1), B | = HoW(7e),

ahora se calculard el segundo conmutador,

[@(f, ), ﬁz} — U(7, 1) Hy — B V(7 1)

W7, 1) / (7 (B B )

_ g/d%’@%ﬁ,@@(ﬁ,ﬂ@(ﬁ,t)\if(ﬁ,t)\i’(ﬁ t)

(3.81)



Capitulo 3: Descripcion de un condensado de Bose con interacciones 23

a continuacion, se trabajara sobre la segunda integral usando la relacion (3.80),

B F ) (F 1)( 1)

S i
2
+ 2 [ a0 — B )
= =% [ @ (RO ) — 07 = )| B0 08 )
+ U U ) U )

con los resultados (3.81) y (3.82), la ecuacion de Heisenberg (3.77) sera:

L OW(7, 1)
th—>;

- [f—iro 4 gUt (7 0)0(F, t)] U(7, ). (3.83)

Lo que se quiere, es describir un gas a temperatura cero (I' = 0). Se sabe que para esta

condicidn la gran mayoria de las particulas ocupan el estado base de una particula denotado
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por 1o (7, t), entonces los operadores de se pueden aproximar por:

U (7, t) ~ 1o (7, t)bo,

. . (3.84)
W7, £) ~ 5 (7, )b,
sustituyendo esto en la ecuacion de Heisenberg antes deducida (3.83) se tiene,
o7 )b = [Ho + 90 7, 107, 08, o7, o (3:85)
lo cual es equivalente a:
L OYg(T,t - . S
%(t ) [Ho + gleo(7, t)|2NO} Wo(7, ), (3.86)

debido a que en el limite termodindmico los operadores de creacion y aniquilacion se pueden
reemplazar por /Ny. Esta ultima expresion es la ecuacién de Gross-Pitaevskii, la cual des-
cribe un condensado de Bose-Einstein con interacciones a temperatura cero. Por otro lado,
se puede determinar la energia asociada un estado cualquiera V(7 t) calculando el valor es-
perado del Hamiltoniano del sistema en este estado, el cual esta dado por la ecuacion (3.27),

reemplazando el potencial de interaccion por la expresion (3.72). Entonces la energia sera:
N
E = /d3Nr‘11 [Z Hy( g DS =) | U, (3.87)
k#l=1
siendo g = 4”—5“. El estado W (7, t) se puede escribir como el producto de funciones de onda
asociadas a cada particula del sistema, es decir, V(7 t) H (T, t), reemplazando esto en
la ecuacién (3.87) se tiene,

B= [ [[w > me [[ v

N N N
+§/d Hw 1) Y 6 — ) E[w

kAl=1

(3.88)

puesto que en el primer término el Hamiltoniano (H,) solo actiia sobre la coordenada 7 y en

el segundo término la delta es diferente de cero cuando 7; = 7 se tiene que la energia es:

E = N/d?’rw*(ﬁ t)Ho(r) (7, 1) + gN(N -1 /d%w(ﬁ nt, (.89
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ya que N es muy grande se puede hacer la aproximacion N — 1 ~ N y entonces se puede

reescribir como:

B=N [ @i o+ SR | v, (.90



Capitulo 4

Gas espinorial de Bose en presencia de un

campo magnético

En la seccidn anterior se hizo el tratamiento sin considerar el espin de las particulas. Aho-
ra, se considerara el hecho de que las particulas poseen este grado de libertad extra, el cual
se manifiesta en presencia de un campo magnético externo. Por lo cual el Hamiltoniano dado
por (3.76) se modificard y en consecuencia también lo hard la ecuacion de Gross-Pitaevskii
(3.86). A continuacion, se hard el respectivo tratamiento. De la teoria de momento angular
se tiene:

J=1L+8,
F=T+1J, (4.91)
[I—J <F<I+1J

siendo L el momento angular, S es el espin del electrén, Ies el espin nuclear. Para este
tratamiento L = 0 porque solo se considera dispersion de onda s, / = 3/2 para atomos
de Rby S =1 /2. Entonces F' = 1,2, este tratamiento hard para el canal F' = 1. A
continuacion se verd como se modifica el primer término del Hamiltoniano (3.45), es decir,
cémo cambia el Hy en presencia de un campo magnético debido a los grados de libertad

internos que se estan teniendo en cuenta. El término que se le debe agregar al H) es:

A

H,=al.J - [i.B, (4.92)

donde el primer término representa la interaccién del espin nuclear con espin-orbita, sien-
do a una diferencia de energia y el segundo término representa la interaccion de espin con

el campo magnético donde /i estd dado por ji = uBng — uBg ;J, siendo 1 el magneton

26
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de Bohr. La interaccion del momento angular con el campo magnético no se considera por-
que se estd trabajando con onda s. Ahora se quiere encontrar una base para representar este

Hamiltoniano, la base adecuada serd |m j; m;) es decir sus elementos seran:
13 L1 11 I 3
2'2/712°2/712" 2/7(2° 2/
13 11 11
22/ 272/ 20 2/

pero de estos 8 elementos 5 son de F' = 2, se puede ver que

(4.93)

L3y |3 —32) tienen mp = 2

y mp = —2 por lo cual se los descarta. Los 6 restantes tienen mp = —1,0, 1. Entonces se

escoge la base para encontrar en esta los auto valores de H,, la cual se denota de la siguiente

manera:
1 1
[+) = |my = o M =Mr=5 )
] ] (4.94)
‘—> = ’mJ = —§,m1 = mF+§> 5
con mp = —1,0, 1. Antes de calcular los elementos de matriz de ]:IZ con esta base se rees-
cribe el Hamiltoniano en términos de [ ) I _ J + J_dela siguiente manera:
i = g(ﬁi + 10 +al.d. +bJ, +cl., (4.95)
donde b = pupg;B, c = —upgrB y se ha colocado el campo magnético en direccién z

(é — Bk). Ademds hay que recordar como actian los operadores de momento angular
L., L_, L.sobre|L,m;) |,

Lo|Lmy) =/ (LTmp)(LEmp+1)|L,m,+£1),

. (4.96)
LZ ’L7mL> =my, ‘LamL> )
con esto en mente, se puede llegar a la forma matricial de H, es:
a 1 1 a 1)\2 2 2
. S(mp—3)+350b—c)+cmp -[I+- —mF]
i — 2 ( 2) 2 1 2 ( 2) @497

%[([%—%)Z—mﬁr —¢(mp+3)—2(b—c)+cmp
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y sus auto valores son:

a a 1 2emp
Ap=—-x—-(I+= 24+ 14+ — 4.98
+ 1 2(+2>\/x+ +([+%)—|—cmp, ( )
siendo x = (l};ﬂ) Ahora se reemplaza [ = % y como a es una constante que se puede
a(I+3

escribir como a = 22 donde g es la contribucion a la energia debido al estado hiperfino. Asi
P 0

los auto valores seran:

p— —%O + %\/ 1+ zmp+x? + cmp, (4.99)

yaque mrp = —1,0, 1 se tiene 6 energias en total, dos para cada valor de mp, de las cuales
corresponden 3 para /' = 1y 3 para F' = 2. Ahora el problema es saber cudles corresponden
a cada valor de F', para esto se hace el tratamiento sin campo magnético, es decir encontrar las
energias de H, con B = 0. De la ecuacion (4.92) se puede ver que si B = 0 el Hamiltoniano
serd H, = al.J = & (F?— > — J?), este es diagonal en la base |F, mp). Entonces si se

calcula el valor esperado en esta base se tiene que,
(F,mp| H, |F,mp) = g [F(F+1)—T(I+1)—J(J+1)], (4.100)
debido a que I = % j= % y F' =1, 2 se tienen las siguientes energias para H,

. —%a st F=1
H, = , (4.101)

%a st F=2
entonces cuando se considera el campo magnético el valor esperado del Hamiltoniano de-
beria ser el encontrado para campo B = (0 mds un término adicional que dependa del campo

magnético. Para esto se piensa en una matriz diagonal para 1, la cual en la diagonal tendra

las energias E,,,. de la siguiente manera,

E, 0 0
H=|10 E 0 [, (4.102)
0 0 E,
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con auto vectores,

1 0 0
FU=|ol, [Fo=[1]. |[F-1=]0], (4.103)
0 0 1

donde las £, ,. estdn dadas por la ecuacion (4.99) de la siguiente manera,

EHE:—E—Oi@ 1+ z+22 + ¢,

8 2
Fos — — %0 + %" 1422, (4.104)
E_li:—%oi% 1—z42?—c¢

debido a que z << 1 por ser del orden del magnetén de Bohr (1072*.J.7~!) se hace una
expansion de las raices a segundo orden en z es decir /1+z ~ (1+ 1z + £2?) asf las

energias serdn:

1 3
Eli:——ojzg—o 1+ =z +=2*) +c
2 8
€0 o 1 2
EFopp=——+— |14+ = 4.105
0+ ] 9 < +2$>7 ( )
1
E_li——%i%(1—§$+—x2>—c

La representacion matricial de los operadores Fx, Fy, FZ sif'=1es[14]:

. 010 - 0 -1 0 10 0

A N 2 A

F,=—21101], F,=—7F5]1 —1], F.=h|0 0 0 |. (4106

) G ( )
010 0 1 0 0 0 —1

Un estado cualquiera puede ser representado como una combinacién lineal de los estados de

la expresion (4.103), es decir,

|\Ij>:Cl|F71>+OO|F70>+C—1|Fa_1>7

(4.107)
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donde los C; € C y cumplen la siguiente relacién |Cy|* + |Co|* + |C_1|> = 1. Ahora se

calcula el valor esperado de la E, y 1322 en este estado,

(| EL W) = R [|Cy)? - |C-a)?],

) (4.108)
(0] B2 [0) = 1 [y + O]

Se procede calculando el valor esperado de la matriz H, tomando las energias Fy_, Fy_,
E_—,

(V| H, |¥) =By |C1* + Eo_ |Col* + E_1— |C_1[?

_ 5% _ (@_x _ c) [|Ca? = O[]

8 4
3eox? co1>
- 106 [[C)? +|Coa)?] - 0T|Co|2

dado que |C4]* + |Co|*|C_1|* = 1 — |Cy* — |C_1|* y usando la expresién (4.108), se tiene,

W) === —¢) = 6w g G109

5¢0 (a)x ><qf|ﬁz|qz>+gox2<x1/|ﬁ3|xp> 012

ahora si en la ecuacion anterior se hace el campo magnético cero, (¢ = 0 y z = 0) se obtiene
la energia de F' = 1. A continuacion para llevar el anterior tratamiento a una forma méds
general se tomard la ecuacion (4.98) y se hara el desarrollo de la raiz, pero esta vez tan solo

a primer orden. De esta manera las energias estaran dadas por:

1 1 1 b—c
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el primer término es la energia debido a la estructura hiperfina del sistema, la cual no se
tendrd en cuenta debido a que lo tnico que hace es un corrimiento en la energia. Ahora
reemplazando c y b por sus equivalentes, obteniendo asi la ecuacion para la energia debido a

que se consideran los grados de libertad internos.

95+ 91
e Bmp. 4.111
2(I+l)>MB mpg ( )

Ey=|(-g=x

2
Con estas aproximaciones se puede concluir, que debido a la presencia de un campo magnéti-
co el Hamiltoniano ser4:

A~

H. = grupB - F, (4.112)

siendo gp = (— gr = %) . El primer término del Hamiltoniano (3.45) es:
2

> bl il Holj) by,
i7j

donde HO estd dado por la ecuacion (3.28)

~2
Hy (zx) = Qp—;; + Veut (Tk)

donde ¢, j representan, cada uno, un conjunto de nimeros cuanticos de ese estado de una sola

particula. Al introducir el espin se tendré,

>N B, Gial Hy+ H. |8) b, 4.113)

a?ﬁ 27]
el cual, en términos de los operadores de campo serd,

—

3 0t (=2 T T — 3, 3T (= s/ = . af —
Z d>rW! (7, ) HoW o (7, 1) +gF,uBZ d>rvl (r t)|B(r,t) - F| Vg(r,t), (4.114)
a B

donde Wi (r, t) y W, (7,t) son los operadores de campo de creacién y aniquilacién de una

particula con espin « respectivamente los cuales se definen como:

\ijL (F7 t) = Z (bz,a(f: t)&’t,a’

k (4.115)
\Ija (’F, t) = Z qbk,oz(f: t)bk:,om

k
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siendo ¢y, ,, los auto estados de H,,. Estos operadores tienen las siguientes relaciones de con-

mutacion

} —0, (4.116)

Do (7, 1), Bs(7,1)| = 0.

Ahora se trabajard el término de interaccion atdémica, es decir el segundo término del Ha-

miltoniano de la ecuacion (3.45). Debido a que se estdn considerando particulas con espin

diferente de cero se debe modificar el término de interaccion, para ello se consideran dos

particulas con espin F; = 1, I, = 1. De la teoria de momento angular se tiene que
= F| + F,, entonces se puede estudiar el sistema en cualquiera de las dos bases |.#, m #)

0 |F1,m®) |Fy,my) = |Fy,my; Fy, m,), puesto que son equivalentes, debido a que F; =

F, = 1 se simplificard la notacion de esta dltima base de la siguiente manera | Fy, my; Fo, my) =

|my; ms). Teniendo en cuenta que .# = 0, 1, 2 se tendrd los estados |.%, mz) = (2, 2),|2,1),|2,0),]2, —1),]:

|1, —1),]0, 0) los cuales estdn dados en términos de la base tal con los coeficientes de Clebsch
Gordan,
|2,2>=|1'1>
2,1) = == (11;0) +[0:1)).
\/_
12,0) = —(|1 —1) +210;0) +|—1;1)),
V6
1
2,—1) =—(]—10) 4+ (0;—1)),
2. -1) = 75 (I=150) +10: 1))
2,-2) = |—1—1'> 4.117)
1.1) = = ([1:0) — [0:1)).
\/_
1
1,0) = = (1 =1) = [=1: 1)),
V2
1
1, =1) = —=(I=1;0) +[0; =1)),
\/_
0,0) = (\1 —1) = [0;0) +|=1;1)).

%I
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Como se puede ver los estados |1,m ) son anti simétricos por lo cual estos estados serdn
desechados, porque se estd trabajando con bosones. Ahora recordando el término de interac-
cion del Hamiltoniano en segunda cuanizacion (3.45),

! bIbY (i, |V |k, 1) byb

2 ? j k 1y

i,7,k,l
donde i, j, k, [ representan, cada uno, un conjunto de nimeros cudnticos de ese estado de una
sola particula. Si se introduce el espin el conjunto de ndmeros cudnticos ¢ tendrd en cuenta
este nuevo numero cudntico, pero para hacerlo mas claro se escribira explicitamente el espin.
Entonces se tiene que el término de interaccion sera:
NN ; N
- E E b; o glic, 1BV |k, lo) by big, (4.118)
aﬁvawkl

en términos de los operadores de campo es:

1 Z /dr/drqﬁ G OV (7 — 7)) By (7, )T (7, 1), 4.119)

a,B,7,0
usando la aprox1macién del potencial a bajas energias se tiene:
- Z JoBro / Ul (7 ) UL (7, )0, (7, 1) U, (7, 1), (4.120)
,B,7,0
siendo o 84,0 = %. Lo cual es equivalente a:
z T
5 z 0r 3 [an S (B ) WL )
mg=—%F a,f=—F
h (4.121)
> (T mzlyio) U (F )W, (7 ),
vy,0=—F

es decir, se pasa de considerar las dos particulas como individuales a considerarlas como
sistema de dos particulas con espin total .# = 0,2. Donde los operadores de creacioén y

aniquilacion de pares de particulas con espin total .% y proyeccion m g son:

(4.122)
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la expresion anterior se puede reescribir de una forma mas simplificada como:

2F
1 . . . . .
5 > gr ) / Ul (7 ) L7, ) PO o0 (7, 4) T, (7 1), (4.123)
F=0,2 a,B,y,0
donde P77 = (a; 8.7, m7) (F,mz|a; ) es el elemento de matriz del proyector P en
labase | F, mq; F», ms). Entonces si se considera el espin total de los &tomos el Hamiltoniano

(3.76) se convierte en,

A N A A _ _1aB .
H :Z/dgr\lfiy(r,t)Ho\Da(r,t) —i—gFuBZ/dgr‘I!L(r,t) [B(r,t) : F} Ws(7,t)
« a,B
2F
1 A A N ~ ~
+5 d g5 ) / Ul (7, ) UL (F, ) PP (7 1)U, (7, 1),
#=0,2 a,B,7,0
(4.124)

— — l/ﬁ — — — —
siendo [B(F, t)- F] la componente 3 de 1a matriz B(7, t)-F' dada por (v| [B(F, t)- F} 15).
Ahora se procede a calcular la ecuacion de Heisenberg, para esto de nuevo se dividira el Ha-
miltoniano (4.124) en tres términos H = 13[1 + FIQ + f[g y se calcularan los respectivos

conmutadores,

=Y [l Hba( ),

. N S | DO

I = grun Y | WL | B 1) - F| ba(re) @.125)

a,f
| 2F
T 3.1 (= Tt /= PA,B,7Y,0T, — T —
Hs =5 > gr Y /d P (7, ) WL (7, 6) P77 (7, 6) U, (7 1),
#=0,2 a,B,7,0
entonces la ecuacion para el operador \i/,,(F ,t) sera:
o, (7t . ) . R X )
m% — [\1/,,(7?, t),Hl] + [\IJV(F, t),Hg} + [\IJV(F, t),Hg} . (4.126)



Capitulo 4: Gas espinorial de Bose en presencia de un campo magnético 35

El primer conmutador ya fue calculado y estd dado por la ecuacion (3.81). A continuacion,

se calculard el segundo conmutador.

ol il o A — — O‘B A
(0070 1] =gen 3 0(70) [ @100 B F) 00
a7ﬁ

af .

~grmnn Y [ U0 B - F)T 0 00,
a,

:gFMBZ\iJV(F,t)/d?’r'\iIL(F,t) (B 1) - F| ba(,1)
o,

~grnn Y [ UL U0 B - F] 0
o,p

le las relaciones de conmutacion (4.116) se tiene que,

A

Vil

«

A

(7, )0, (7 ) = W, (F, ) UL(7 £) = 6 (F = 7) G, (4.127)
usando esta relacion

g 30 1) / il (7.1
a7B

&
=L
\;0-
S~—
=
=
i)
=)
\;0-
S~—

—grup Y / @ (B (7 WL, 1) = 6 (7 = 7) da ) | B 1) - F (1)
.f

(7). B| = gepn > [B 1) - F]s(70), (4.128)
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ahora el tercer conmutador,

LTINS SPRD SRy P e S

9 02  aByo

. Z o> 3 / (7 6 B (7 ) PRI (7

a,B,7,0

trabajando sobre el segundo término usando la relacién (4.127)

-1 Z o> Y / G (7 B (7 £, (7, ) PO (7 1)

=0,2 a,B,7,0

__ ! Z o 3 / (7 ), (7, ) U (7, ) PO (7 1)
a,B,7,0

+3 Z 97 ) / A (7005 (7 — ) 85, P50 (7, 1),
a,B,7,0

-1 Z o> 3 / &, (7, ) U (7, ) B (7, ) PO (7 1)
o,B,7,0

+= Z 97 > / dr'S (7 — ) 0o WL (7, ) P77 (7, 1)U,
a,B,7,0

+ = Z 97 Z / BT (7 )0 (F — 7) 05, PSP 70 (7, 1),

a,B,7,0
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en el penudltimo término [ es un indice mudo por lo cual se lo puede llamar « y debido a que

P17 = P27 se puede sumar los dos ultimos términos. Entonces se obtiene,

2F
0,7 0), | = D7 g5 30 PR 00 (7 )7 1) (4.129)

F=0,2 a,y,0
ahora es necesario conocer el elemento de matriz P;””"’. Para esto se debe conocer forma
del proyector tal en la base | Fy, my; F5, msy). Lo cual se puede hacer recordando las siguientes

relaciones.

ZP¢ =lz =1 &I,
7 (4.130)

A

- 1
FeFy =3 S[(+1) = 2F(F + 1)] Py,
a
ya que F' = 1 solo se tienen los siguientes proyectores:

~ 1 S5
Pozg <H1®H2—F1'F2>7
o3 4.131)
P=2 <2H1 ® 1, + Fl-F2> ,

con esta representacion de los proyectores se puede calcular su elemento de matriz,

pooc,l/,’y,a = 5@,75%0 - <O'/| ﬁ |’7> <V| ﬁ, |0-> )

v ! ) (4.132)
BT =264 16,0 + (al F [y) (W] F' o),

reemplazando esto en la ecuacion (4.129) se obtiene,

~ ~ 2 ~ ~ ~
[0,70), 1] =3 %xp;(ﬁ 800 (7, )0, (7, 1)
“ "0 , (4.133)
2 0 =t = — = — —, = —
+ Z T<a|F|7> \Ija(r7t)\1[7(rat) ' <V|F,|U> \PU(T,t),

a7’Y7U
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usando las expresiones 3.81, (4.128) y (4.133) se tiene que la ecuaciéon de Heisenberg para

el operador de campo U, (7, t) sera:

LOUL(Ft) e N 17 O
ih— =Hob, (1) + grus Y | B - F| (1)
9 . . .
+ w Za: U (7 )0 (7, 1), (7, 1) (4.134)

+ SIS ol F ) 000 (78) - (0] F o) B, (7, 0)

a?’Yva

Nuevamente se hace la aproximacion de que a 7' = 0 el operador de campo es \i/,,(F 1) =~

0., (7, )by, Entonces la ecuacién para el estado base,

000, (7' 1) B
i by, = o bo. (7, t>+gFuBZ[ ) F| " 00,(7 b
go + 29
+ . 3 2NZ¢004 )bgoﬁbﬂa(T t)bOa¢0V(T t)b
92— . L
+ LN Sl B 1) a7 08 0047 Do - (0] F |0} 64,7 )b

a,y,o

(4.135)

Ahora se define una funcién de onda espinorial como V(7. t) = > 1. (7, 1) |a), conel fin

de que esta esté normalizada a la unidad, se la define v ., (7, ) de la siguiente manera:

YoalFt) = [ d0a(Ft), (4.136)

donde N es el nimero total de particulas y n,, es el nimero de particulas en el estado de espin
«, con esta definicion y teniendo en cuenta, que en el limite termodindmico los operadores

ZA)O’a ~ /My, l;&a ~ /N, la ecuacion (4.135) se reescribe como:
Lo (Tt A . — _vB .
zh% =Ho, (7, 1) + grup Z [B(r,t) : F} YPs(r,t)
B
+2 .o S S,
+ %NZ%(T, ) ha (T, )b (1) (4.137)

* @N Z <a| ﬁ |'7>Q/J;(’l?, t)i/w(f’, t) . <I/| ﬁ/ |0> wg(f; t)

a7/y7o-
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teniendo en cuenta que /V es una constante, esta puede ser absorbida por las g, y go definiendo

2 2
las nuevas como g, = % y go = 47rthao

. Usando la notacién para los elementos de
matriz (a| F |), (v| F' |o) y reemplazando H, dado por (3.28) en la representacién de las

coordenadas se puede reescribir la ecuacion de la siguiente manera,

. 8¢V(th) I h2 2 — =
ZFLT—|: %V _’_‘/ext (T’,t) ’@DV(T,t)

. 8
+ gris Z [B(F, t)- F} Ys(rt)
8
(4.138)
2
n w Za: (7, 1)o7, 1), (7, )

g2 — go _)a Ll nd — =g —
+ T Z F ’ywa<rvt>¢’y ’ (T,t)F/ wooaat)

a7’y7o-

Esta ultima expresion representa un sistema de tres ecuaciones diferenciales no lineales
acopladas, una para cada componente de espin, el cual describe un condensado de Bose-
Einstein espinorial en presencia de un campo magnético. Por ultimo, se definen las constan-
tes cg = % y co = B8 haciendo énfasis en que del signo de esta tltima depende el
comportamiento del sistema, si ¢, < 0 tendrd un comportamiento ferromagnético y si c; > 0
un comportamiento polar segun la referencia [15].

El potencial de confinamiento que se usara es el una de red 6ptica el cual se genera a partir de

haces de luz laser contra-propagantes, este tipo de potenciales se utilizan para atrapar &tomos

neutros. El campo eléctrico de un laser estd dado por.
E(7,t) = eE(F) (™' + e ™) (4.139)

siendo € un vector unitario de polarizacién, £ la amplitud del campo, y w su frecuencia.
Cuando un atomo neutro es puesto en un campo eléctrico dado por (4.139) se induce en este

un momento dipolar que tiene la misma polarizacion y frecuencia de oscilacién del campo.
P, t) = ép(F) (e +e), (4.140)

siendo p la amplitud del momento dipolar atdmico y estd relacionada con la amplitud del

campo de la siguiente manera: p = aE(7) siendo « la polarizabilidad la cual depende de la
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frecuencia de w y es un numero complejo. El potencial de interaccion del momento dipolar
atomico inducido con el campo eléctrico esta dado por:

1/ - 1
Uiar) = =3 <ﬁ- E> = —5—Re(@)I(r), 4.141)

donde los corchetes angulares indican un promedio en el tiempo sobre los términos de oscila-
cion répida, la intensidad del campo viene dada por I(r) = 2eocE?, ¢, es la permitividad del
vacio y el factor de un medio tiene en cuenta que el momento dipolar es inducido. Entonces
para poder calcular el potencial se necesita tener la expresion de la polarizabilidad, la cual
se la puede calcular con el modelo de Lorentz [16] que considera a un electrén de carga e
y masa m,. unido eldsticamente al nicleo con una frecuencia propia de oscilacién wy la cual
corresponde a la frecuencia de transicion dptica, considerando que el sistema es amortiguado

debido a la radiacion del dipolo oscilante.

=2 . (4.142)
aw C me wp? — w? —iwl,,’ '
siendo )
2w
r,—_—-“ 4.143
6regmec? ( )

la tasa de amortiguacion cldsica debido a la radiacion de energia (formula de Larmor). De-
finiendo la tasa de amortiguacion en resonancia como [' = (“f) I',, se puede reescribir la
polarizabilidad como:

6 3 r
a(w) _ TEQC

, (4.144)

wo? wy? — w? — i:’—;F
reemplazando la polarizabilidad (4.144) en la ecuacion (4.141) se obtiene el potencial en

funcidn de la intensidad,

2
Udip(r):—?’m( F 1 )I(r), (4.145)

2wp \wp —w  wopt+w

en el laboratorio se usan w ~ wy por lo cual se pude despreciar el segundo término del

paréntesis y el potencial serd

I(r). (4.146)
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De este potencial se puede ver dos casos. El primero si w < wy el potencial del dipolo es
negativo y por lo tanto los minimos de este se encuentran en los maximos de intensidad de
campo y el caso contrario si w > wy el potencial del dipolo es positivo y sus minimos se
encontrardn en los minimos de intensidad del campo. Y es en estos minimos de potencial
donde son atrampados los atomos.

En el siguiente capitulo, se presentard una aproximacién al potencial de red dptica y los

métodos numéricos para resolver el sistema de ecuaciones dado por la ecuacién 4.138.



Capitulo 5

Métodos numéricos para solucionar la ecua-

cion de Gross-Pitaevskii

La ecuacién que se dedujo en el capitulo anterior, como ya se menciond, es un sistema
de 3 ecuaciones diferenciales no lineales, por lo cual no tienen solucion analitica. En este
capitulo se propondrdn métodos numéricos para solucionar dicho sistema de ecuaciones, en
particular se tiene el interés de encontrar el estado estacionario del sistema. El primer paso a
seguir es adimensionalizar la ecuacion (4.138) con el fin de minimizar al mdximo el nimero

de parametros libres.

5.1. Ecuacion adimensional

Para adimensionalizar la ecuacion se definen unidades de energia: € , tiempo: 7 y longi-
tud [y: con estas definiciones se pueden definir nuevas variables f = L, F= % y 1/~)a(1;, t) =
loto (7, t), 1as cuales son adimensionales, para la posicién tiempo y funcién de onda respec-
tivamente esta Ultima es definida de esta manera con el fin que se cumpla la condicién de
normalizacidn. Ahora teniendo en cuenta estas definiciones se puede calcular como transfor-

man las derivadas,

9 10
ot Tl
21 5 (5.147)

42
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Ahora reemplazando estas definiciones en la ecuacion (4.138) se obtiene,

h Nl/ :; ’ - r, b (7%
Z;awa(;: ) — |:——l 2V2 +‘/emt (Tat)l wl’(n t)
. vB -~
B
(5.148)
+2gy (7 Db (7 Db (7
9o : 20072 S G D) a7 D (7 D)

Debido a que la ecuacion tiene unidades de energia se divide la misma entre € y se definen

los siguientes parametros con el fin de simplificar al méximo la anterior ecuacion.

= (5.149)
B(r.1)]

griB

€
i 4rh*Na;
g = g3: 72‘1; ZZO,Q?
el elp*m

con estos pardmetros la ecuacion (4.138) adimensionalizada sera:

%% _ [_%%W - t)] by (7 1)

+B(F )Y [IS(F, t) - ﬁ] Vﬁzpﬁ(ﬁ t)
§ (5.150)

2
n % > (7 (T O, (7 1)

+ 2R 2 FL 0% Fp, (7.1),

siendo b(7,t) un vector unitario que apunta en la direccién del campo magnético y se ha

omitido el colocar las tildes, ya que se sobreentiende que de ahora en adelante se trabajard
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con unidades adimensionales. Ademas, las constantes adimensionales correspondientes a cg

2
y ¢ serén co = 801282

y cp = 838, Como se ha dicho, esta ecuacién representa un sistema
de 3 ecuaciones dlferenciales una para cada valor de v, a continuacion se trabajaran los dos
ultimos términos para poner explicitamente estas tres ecuaciones. Desarrollando la sumatoria

del tercer término se tiene,

Z Ui 7t (7 t) = ([ + [ol” + [0-11?) (V1600 + ebu0 + ¥_10y1) |
(5.151)
ahora, para el cuarto término se necesita recordar la matriz de espin F=F,u+ ij + F.k

(siendo i, j, k vectores unitarios en la direccién de x, y, z) cuyas componentes estan dadas

por:

010 0 -1 0 10 0
~ 1 ~ i A
F,=—7|101, F,=—F47|1 0 -1, F.=]100 0|, (5152
7% V=7 (5.152)
010 0O 1 0 00 -1

no llevan 7 por el hecho que se estd trabajando sin unidades. Desarrollando este ultimo

término se obtiene,

D FO by (7 t) - (7 1) = (% (1% + Wit + Yoot + 7 13ho) d

n 7 (650 + " 0 — V1o — V1) ]
+ (Il = o) ) -
( (1800 + Yobu1 + Yody—1 + V_10,0) @
f (61800 + V1000 — Gobun — Dod 1) ]

+ (V16,1 — Y_10,—1) k) )
(5.153)
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reemplazando 5.151 y 5.153 en 5.150 se obtiene después de simplificar las siguientes ecua-

ciones:

0 v _',t 1 . . . N _vB .
@'%%: —5nVE v (1) @Dy(r,t)—l—B(r,t)%:[b(r,t)-F} NGR)

+ 01 {% [(Co +¢cy) (|¢1\2 + |¢0|2) + (co — ¢c2) W71|2] =+ Cﬂﬁﬂﬂo%}
+du0 {% [(Co +c3) (|¢1\2 + ’1?71’2) + CoWoﬂ + 2021?6%1@71}

+0y,-1 {1?71 [(Co +c3) (’7#71’2 + Woﬁ) + (co — c2) W1|2] + Cz?ﬁiﬁowo} :
(5.154)

Debido a que el potencial externo en el que se trabajard son redes Opticas se usaran las

unidades naturales de estos potenciales [17] para adimensionalizar la ecuacion en cuestion,

A h
g = Er, lo = 5, T = E (5155)

h2k?
2m

siendo F), la energia de recoil dada por F, = con m la masa de la particula y £ =
27” donde A es la misma con la que se define [y y es la longitud de onda del ldser que se
utiliza para generar la trampa Optica. La equivalencia de 7 es con el fin de que 79 = 1, es
arbitrario, debido a que el objetivo de este trabajo es observar lo estados estacionarios. A
continuacion, se procederd a calcular los valores de los parametros que se van a usar en las
respectivas unidades dadas por las ecuaciones (5.157), para lo cual se utilizaran valores que
se reportan de experimentos [18], donde se reporta que el nimero de dtomos en la red es
N = 2,5 x 10* usando una longitud de onda A = 1064nm, por otro lado el valor de la masa
m, razon giromagnética gr y longitudes de dispersion a; se obtienen de la referencia [19]. A

continuacion se presentan los valores de los pardmetros necesarios para hacer los cdlculos de
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las constantes.

N =25 x 10%,
A = 1064nm,
m = 86,909 180 520(15)u,
1 (5.156)
gr = _Ea
ag = 101,8ap,
as = 100,4ap,

Donde u = 1,660538921(73) x 10™%*g y ap = 5,2917721092(17) x 10~?cm. Entonces las

unidades de energia (¢) y longitud (/) serdn:
E, =1,343639 x 1073%, lo = 532nm, T =7,848611 x 10~°s (5.157)

con esto las constantes de la ecuacion 5.154 se presentan en la siguiente tabla:

Constante Yo Y1 go g2 Co Co
Valor 1 | 0.202642 | 644,640225 | 635,77484 | 638,72997 | —2,95513

Cuadro 5.1: Constantes de la ecuacion adimensional.

5.2. Potencial externo y Campo magnético

Ahora es necesario aclarar cudl serd potencial de red Optica y el campo magnético que se
van a usar, al igual que sus magnitudes. Este trabajo se enfocara en potenciales de red 6ptica

de dos dimensiones los cuales se pueden aproximar de la forma:[18]:

V(z,y) = Vy (sen?(kz) + sen®(ky)) (5.158)
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siendo V} la profundidad del potencial y k = 27” donde A es la longitud de onda del laser con
el que se genera la red, en particular se tomara un V) = 10E, y una A = 1064nm por lo cual

el potencial adimensional sera:

v(z,y) = 10 (sen®(wz) + sen?(my)) . (5.159)

Cabe resaltar que en el laboratorio se tiene como potencial externo el potencial de la red 6pti-
ca mas el potencial de la trampa armoénica, por lo cual se deberia considerar que el potencial
externo es una suma de estos, pero al momento de hacer el andlisis numérico solo se tendra
en cuenta la red Optica y se pondra la condicion de que las funciones de onda se hagan cero
en la frontera, lo cual es “equivalente” a tener la trampa armonica y los resultados respecto a
la formacion de dominios magnéticos y magnetizacion de la muestra no cambian. Los cam-
pos magnéticos que se usan usualmente para estos experimentos segun la referencia [19] son
aproximadamente del orden de Gauss el cual equivale a 10~ Teslas, con esto y teniendo en

cuenta el valor del magnetén de Bohr 15 = 9,27400965 x 10~24JT'se tiene que:

B(, 1) = 345,1079375 (5.160)

5.3. Evolucion en tiempo imaginario

Una propiedad importante del operador Hamiltoniano es que es hermitico, debido a esto
sus auto valores son reales y si se tiene un potencial apropiado estos serdn positivos. La

ecuacion a resolver es la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo,

o
iy = Hy(7,t), (5.161)

si se tiene una condicién inicial para la funcién de onda (7, 0) = v(7). La solucion a esta

.z p - _;Ht .
ecuacion estda dada por el operador de evolucién temporal e~* = de la siguiente forma,

W(F ) = e o (7). (5.162)

Como las auto funciones del Hamiltoniano (¢ (7)) conforman una base, se puede expresar

la condicidn inicial como una combinacién lineal de estas funciones de la siguiente manera,
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Po(T) = Y, Cror(T), si reemplazamos esto en la ecuacion (5.162) la solucion se la puede

Yty => e

k

escribir como:

(), (5.163)

donde F) es la energia asociada a la auto funcién ¢y (), ahora si se hace una rotacién de

Wick [20] en la coordenada temporal es decir hacer ¢ = —i7 con 7 € R se obtendra

O —ir) = 3 e K Cugu(P). (5.164)

k
De esta ultima ecuacion se puede observar que para un 7 lo suficientemente largo se puede
aproximar la solucién como,

EgT

(F, —it) ~ e Cyo7), (5.165)

siendo F la menor energia del sistema, a esta evolucion en 7 se le llama evolucion en tiempo
imaginario [21].

Cabe resaltar que la convergencia de este método depende de la separacidn entre los valores
propios de las energias del hamiltoniano. Ademds, si se tiene en cuenta que el Hamiltoniano
en cuestion tiene auto estados degenerados el estado al que se llega es una combinacién lineal
de estos, por lo cual, con este método se encontraran estados estacionarios del sistema que
no necesariamente son el estado base del mismo. El hecho de hacer ¢ = —i7 hace que la

ecuacion de Schrodinger se modifique y tome la siguiente forma,

o
2 = (), (5.166)

Por lo cual la unica forma de aplicar este método no es solo usando el operador de evolucién
temporal, sino que también se lo puede usar en conjunto con métodos para solucionar ecua-
ciones diferenciales. También hay que tener en cuenta que este método disminuye la norma
de la funcién de onda por lo cual es necesario renormalizar la funcién de onda a cada paso.

Hasta ahora se ha propuesto como encontrar el estado estacionario de un sistema mas no
el método para solucionar la ecuacién diferencial. A continuacién se presenta el método
Runge-Kutta de cuarto orden, el cual usard para resolver el sistema de ecuaciones dado por

la ecuacion (5.154) después de hacer t = —ir.



Capitulo 5: Métodos numéricos para solucionar la ecuacion de Gross-Pitaevskii 49

5.4. Runge-Kutta de cuarto orden

Una deduccion del método se puede encontrar en la referencia [22], este es un método

iterativo para resolver ecuaciones diferenciales de la forma [23],

ox
= fao) (5.167)

dada una condicion inicial z(f = 0) = a siendo a una constante ¢ sistemas de /N ecuaciones

diferenciales de la forma,

(0
% = f1($1,$2,.--,$N,t)
ox
8_2 = fg(l’l,xg, e ,ZEN,t)
t (5.168)
0
\ % = fn(x1,29,...,2N,1)
dadas las respectivas condiciones iniciales z;(t = 0) = a; coni = 1,2,3,..., N. Para

este trabajo se necesita resolver el sistema de ecuaciones diferenciales dado por la ecuacion

(5.154) haciendo t = —i7. Es decir, el sistema de 3 ecuaciones que se quiere resolver es de
la forma, 8w
1 p—
at f(wlqubOa,le) 1, )
0
< awto (77017'{/)071/] 1, ) (5169)
Oy
=h —1,t
ot (?/11,77/)07@0 1, )

dadas las condiciones iniciales 1 (7, t), 1¥o(7,t) y 1_1(7, t) las funciones solucién después

de un tiempo At! estén dadas por:

At
(k1 + 2ko + 2ks + ky)

U7t + AL) = (7 ) +
At
6
_|_

Yo(rt + At) = (7)) +
Yo (Mt + At) =1 (7t)

(I 4 2l + 215 + 1), (5.170)

t
5 (mq 4 2mg + 2mg + my) ,

LAt es conocido como tamafio de paso
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donde las constantes k; estan dadas por:

ki = f (djl(f; t)ﬂ#o(ﬁ t)v¢—1(Fv t)7t) )

" ki At . LAt . mi At At
=1 () + M2 0 + 15+ M 4 5,
(5.171)
oy kAL BbA L meAL AL
b= 1 (0 + 25 + 20w + 5 51,

k4 = f (¢1(F7 t) + k3At7 w()(,r?? t) + Z3At7 wfl(f‘? t) + m3At7 t+ At) )

de manera similar para las constantes [; y m; con las funciones g(v, ¥o, ¥_1,t) y h(11, 1o, 1_1,t)

respectivamente.



Capitulo 6
Resultados

En este capitulo se presentan los resultados de la investigacion en torno al estudio de
la formacién de dominios magnéticos en condensados de Bose espinoriales. En particular,
los estados estacionarios que son solucion de las ecuaciones acopladas para los espinores
(ecuaciones (4.137)) tanto en ausencia de campo magnético, como en presencia del mismo.
Como se describe en el capitulo anterior, dichas ecuaciones se resolvieron usado los métodos
descritos en el capitulo 5. A continuacion, se presentaran los protocolos propuestos para la
formacion de dichos dominios, los resultados obtenidos y su respectivo andlisis. Para todos
los célculos se consideraran 4dtomos de 8"Rb confinados en una red éptica bidimensional de

tamafio {2 = 10x 10 sitios. Ademads, las funciones de onda iniciales son Gaussianas con ruido.

6.1. Condensado en ausencia de campo magnético

Se proponen diferentes condiciones iniciales de las funciones de onda de cada componen-
te de espin, con el fin observar si al llegar al estado estacionario! hay formacién de dominios
magnéticos o si hay magnetizacion. A continuacion, en la figura 6.1 se muestra como varia
la energia a medida que se evoluciona en tiempo imaginario y como varia cuando se llega al

estado estacionario.

Protocolo 1

Las condiciones iniciales son funciones de onda centradas en el origen para las tres com-

ponentes de espin como se muestra en la figura 6.2. Después de hacer la evolucion en tiempo

!Se considera que el sistema llega al estado estacionario cuando el cambio de la energia es menor a 10~°
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Figura 6.1: (a) Grafica de la energia en evolucion de tiempo imaginario. (b) Gréfica de la
energia en tiempo real después de llegar al estado estacionario

imaginario se llega al estado estacionario indicado en la figura 6.3 en donde se observa igual
probabilidad de poblacién en cada uno de los estados hiperfinos y al calcular la magnetiza-

cion del sistema se obtiene que esta es cero.

Protocolo 2

Ahora las condiciones iniciales serdn: las componentes ), y ©_; centradas en (2.5,0) y
(-2.5,0) respectivamente como se muestra en la figura 6.4. Y la componente 1, centrada en (-
2.5,0), (0,0) y (2.5,0) como se muestra en la figura 6.5. En el estado estacionario se obtienen
resultados iguales a los anteriores en el caso en el que la componente ), se centre en (-2.5,0)
o en (2.5,0) mientras que cuando se centra en (0,0) se observa una mayor probabilidad de

que se ocupe el estado hiperfino 0 e igual probabilidad de que se ocupe el 1, 0 ©_; (figura
6.6).

6.2. Condensado en presencia de campo magnético

Para cada protocolo se usardn las mismas condiciones iniciales para las funciones de
onda las cuales serdn gaussianas con ruido centradas en el origen iguales a las usadas en el

protocolo 1 (figura 6.2) y se usardn diferentes campos magnéticos con el fin de observar la
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Figura 6.2: Se muestra las respectivas graficas de la norma al cuadrado de la funcién de onda
inicial para cada estado hiperfino.
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Figura 6.4: (a) funcién de onda inicial para la componente 1), centrada en (2.5,0). (b) funcién
de onda inicial para la componente ¢)_; centrada en (-2.5,0).

formacion de dominios magnéticos.

Protocolo 1

Se propone un campo constate de 0.1 gauss a lo largo del eje 2, haciendo dos simulaciones
diferentes, una en direccion positiva y la otra en direccion negativa. Los resultados para el
campo en direccion —z se muestran en las figuras 6.7 (a), 6.7(b) y para direccion del campo
en 2 las figuras 6.7 (c), 6.7(d). Como se puede observar el sistema se puebla totalmente en la

componente de espin paralela al campo, mientras que las otras dos se anulan.

Protocolo 2

Con los resultados del experimento anterior se proponen los siguientes campos,

. 0,1k si x>0
B(x,y) = , (6.172)

—0,1k si <0
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Figura 6.5: (a), (b), (c), funciones de onda iniciales para la componente 1), centrada en (-
2.5,0), (0,0) y (2.5,0) respectivamente.
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Figura 6.7: Estado estacionario para campo magnético de 0.1 Gauss. (a) y (b) en direccion
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. 0,1k si zy>0
B(x,y) = ) , (6.173)
—0,1k st 2y <0

é(x,y) = sen (%x) k, (6.174)

—

1 .
B(z,y) = 5xk, (6.175)

una vez obtenido el estado estacionario (figura 6.8 y 6.9 ) se apaga el campo magnético es
decir hacer B (x,y) = 0y se deja evolucionar el sistema en tiempo real. Esto con el fin de
observar si los dominios creados se mantienen. Lo que se observé al hacer dicha evolucién

es que los dominios magnéticos empiezan a “oscilar”.

6.3. Analisis

En las simulaciones con campo magnético cero, independientemente de las condiciones
iniciales, no se logra observar la formacién de dominios magnéticos, pero si, dependiendo
de estas se puede tener una mayor poblacion en una componente de espin, esto es para las
condiciones iniciales centradas en (-2.5,0), (0,0) y (2.5,0) y la componente que tiene mayor
poblacién es la componente que se centra en (0,0).

Por otra parte, en las simulaciones con campo magnético se logran hacer dominios magnéti-
cos con la peculiaridad que la distribucién espacial de estos depende de la intensidad, pues se
observa que se puebla los sitios donde el campo es mds intenso. Por dltimo cuando se apaga
el campo y se ve la dindmica de los dominios formados en todos los casos se observa que
estos dominios empiezan a oscilar, es decir las poblaciones de espin que apuntan en direccion

z y en direccién z empiezan a intercambiar posicion.

6.4. Conclusiones

En este trabajo se estudi6 la formacién de dominios magnéticos en un gas de Bose en
tres estados hiperfinos, confinado en una red Optica en dos dimensiones. Para realizar dicho

propdsito primero se presentaron los fundamentos tedricos relacionados con la descripcion
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Figura 6.8: (a) y (b) estados estacionarios para los campos magnéticos dados por la ecuacion
6.172 y 6.173 respectivamente
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de un condensado de Bose desde el punto de vista ideal, y posteriormente se consideré el
papel de las interacciones y el confinamiento por un potencial externo. La consideracién de
las interacciones entre las particulas y los grados de libertad internos (estructura hiperfina de
los 4&tomos) nos permitieron obtener un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales que
describen un condensado espinorial a temperatura cero en presencia de un campo magnético
(ecuacidn (4.138)). Estas ecuaciones son la generalizacion de la conocida ecuacion de Gross-
Pitaevskii para el caso de una sola componente. Ademads de estudiar los estados estacionarios
también se analiz6 la dindmica de la formacién de dominios magnéticos en condensados de
Bose. Se escogi6 uno de los sistemas mds ampliamente estudiados en forma experimental; un
condensado formado por 4tomos de 8"Rb confinados en una red ptica bidimensional. Debido
a que este sistema de ecuaciones diferenciales no tiene solucidn analitica por el hecho de ser
ecuaciones no lineales, su solucidn se hizo mediante el uso de métodos numéricos evolucion
en tiempo imaginario y Runge Kutta de cuarto orden (los cuales se encuentran en el capitulo
5 de este documento), con los cuales se encuentra el estado estacionario del sistema. Se
hicieron diferentes simulaciones tanto en ausencia de campo magnético como en presencia
de campo magnético con lo cual se logré formar dominios magnéticos. Una vez formados se
estudio la dindmica de estos dominios evolucionando el sistema en tiempo real con el fin de
observar si estos dominios se mantenian al apagar el campo magnético. Después de hacer el
respectivo andlisis de los resultados obtenidos en cada una de las simulaciones se llega a las

siguientes conclusiones.

= No se logré observar la formacion de dominios magnéticos en ausencia de campo
magnético, mientras que si le logro tener una mayor probabilidad de ocupacién de una

de las componentes dependiendo de las condiciones iniciales.

= Es posible formar dominios magnéticos si se pone al condensado en presencia de un

campo magnético.

= El posicionamiento de los dominios magnéticos formados no solo depende de la direc-

cién en la que apunta el campo magnético sino también de su intensidad.

= [os dominios formados con campos magnéticos son estables mientras exista el campo.
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Apéndice A
Codigo del programa

El programa utilizado en el presente trabajo se basa en uno originalmente disefiado
por Roberto Antonio Zamora Zamora, modificado en primera instancia por Gustavo Alexis
Dominguez Castro, quien otorgd el conocimiento necesario del lenguaje de progamacion y
di6 un programa base que resuelve GP escalar unidimensional (3.86) en una trampa armonica
el cual fue modificado por el autor de este articulo con ayuda de unas notas de Roberto Za-
mora. Lo que hizo el autor de este trabajo, fue pasar de resolver GP escalar en una dimension
a GP espinorial en dos dimensiones (4.138) esto con las notas antes mencionadas tomando
como potencial externo (V,,;) una trampa armoénica. Una vez hecho esto se proced6 a cam-
biar el potencial al de una trampa Optica y a introducir los diferentes campos magnéticos.
También se cambié el método con el cual se resuelve la ecuacion al evolucionar en tiempo
imaginario, ya que en el codigo original se hizo con Euler Semi-implicito y en el c6digo que
se presentard mas adelante, se hace con Runge Kutta de cuarto orden.

A continuacion, se presenta el c6digo con el que se hicieron las simulaciones, el cual esta en
PyCUDA, cabe resaltar que para cada una de estas se dese deben cambiar ciertos pardme-
tros como llamar a las funciones iniciales correctas y cambiar los campos asi que lo que se

presenta a continuacion es el cédigo general.
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A.1. Coédigo principal

# Precision
prec = float32
precComplex = complex6d

cuPrec = 'float’
cstring = 'f°

# caja

Nx = Ny = int32(256)
Lx = Ly = prec(18) |

¥ _min = prec(-Lx/2.0)
y_min = prec(-Ly/2.0)
dx =prec{ Lx/(Mx-1))
dy =prec( Ly/(Ny-1))

# System
gn=prec(3.398/10000)%C0
gs=prec(-1.572/1000000 )#C2
B=prec(@)

dtau = prec(®.001)

#Cuda

blockDims2=(32,32,1)

gridiims2 = (Nx//blockDims2[8]+1*(Nx¥blockDims2[@]!=0),
My//blockDims2[1]+1* (Nx¥blockDims2[1]!=0),1)

from numpy import zeros

from pycuda import gpuarray

from pycuda import autoinit

from pyfft.cuda import Plan

from pycuda.compiler import SourceModule

from pycuda.elementwise import ElementwiseKernel
from pycuda.reduction import ReductionKernel
from pycuda import curandom

cudarandom = curandom.X0RWOWRandomNumberGenerator()
real gpu = cudarandom.gen_ uniform([Nx,Ny].prec)
gpuFFT2D = Plan((Nxs;Ny),dtype=precComplex)
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def compileGPU{stringKernel): #Specific function
stringkernel = stringKernel.replace(' cudaPres’, cuPrec)
stringKernel = stringKernel.replace('cString', cS5tring)
return SourceModule(stringKernel)
def normalizeGPU2D{psiGPU):
norm = get_ Norm_2D{dx,dy,psiGPU).get()
norm = 1/sqri{norm)
mult_C{norm,psiGPU)
return norm
def plotStatel(psi,a):
aux=0%psi
for x in range(@,Nx):
for v in range (@,Ny):
aux[y][x]=psi[x][y]
fyax = subplots(1,1, figsize=({4.2,3.3))#siempre va a ser 5,4
dens = ax.imshow(aux,extent=[x_min,-x_min,y_min,-y_min],
cmap="magma’, origin="lower")
cb = colorbar(dens)
ax.set title(a, fontsize=16.5)
setp(ax.get_xticklabels(), fontsize=13)
setp(ax.get_yticklabels(), fontsize=13)
ax.set_xlabel(r'x %({1} _{0})$%$', fontsize=15)
ax.set ylabel(r'y $({1} {0})%', fontsize=15)
show()
def plotE(x,y):
fig, ax = plt.subplots{l,1, figsize=(6,4))
ax.plot(x,y)
setp(ax.get xticklabels(), fontsize=18)
setp(ax.get yticklabels(), fontsize=18)
xlabel(r'tiempo $(\tau)%', fontsize=22)
ylabel(r'E $({E} {r})$', fontsize=22)
ax.grid()
plt.show()
def plotState(psi):
fyax = subplots(1,1, figsize={12,12))
dens = ax.imshow(psi,extent=[x_min,-x_min,y_min,-y _min],
kmap="magma', origin="lower')
cb = colorbar(dens)
def magnetizacion(psiP,psiM):
mag = get_Morm_2D{dx,dy,psiP).get() - get_Morm_2D(dx,dy,psiM).get()
return mag
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mult € = ElementwiseKernel(arguments="{0} a,
pycuda: : complex<{@}> *psi".format{ cuPrec ),
operation = "psi[i] = a*psi[i] ",
name = "multiplyByFloat_kernel",
preamble="#include <pycuda-complex.hpp>")

copy_C = ElementwiseKernel{arguments="pycuda::complex<{@}> *psil,
pycuda: : complex<{@}> *psi2”.format({ cuPrec ),
operation = "psi2[i] = psil[i] ",
name = "multiplyByFloat_kernel™,
preamble="#include <pycuda-complex.hpp>")

#Funciones Cuda 1D
get Norm 2D = ReductionKernel{ prec,
neutral = "@",
arguments=" {0} dx, {08} dy,
pycuda: :complex<{@}> * psi ".format{cuPrec),
map_expr = "{ conj(psi[i])™ psi[i] }._M_re*dx®dy",
reduce_expr = "a+b",
name = "getNorm_kernel™,
preamble="#include <pycuda-complex.hpp>")

get integral 2D = ReductionKernel( precComplex,
neutral = "@",
arguments=" {0} dx, {08} dy,
pycuda: :complex<{@}> * psi ".format{cuPrec),
map_expr = "psi[i] * dx®dy",
reduce_expr = "a+b",
name = “getintegral kernel”,
preamble="#include <pycuda-complex.hpp>")
#esta integra dos funciones psi psil

get integral 202 = ReductionKernel{ precComplex,
neutral = "@",
arguments=" {0} dx, {8} dy, pycuda::complex<{@}> *psi,
pycuda: : complex<{@}> *psil”.format{cuPrec),
map_expr = "abs{conj(psil[i])*psi[i])* dx*dy",
reduce_expr = "a+b",
name = “getintegral2_kernel™,

preamble="#include <pycuda-complex.hpp:")
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Psi2DP gpu = gpuarray.zeros([MNx;Ny], dtype=precComplex)
Psi2DZ_gpu = gpuarray.zeros([Nx,Ny], dtype=precComplex)
Psi2DM_gpu = gpuarray.zeros([MNx,Ny], dtype=precComplex)
Psi2DP gpu k = gpuarray.zeros([Ms,;Ny],; dtype=precComplex)
Psi2DZ_gpu_k = gpuarray.zeros([Mc,Ny], dtype=precComplex)
Psi2DM gpu k = gpuarray.zeros([Ms,;Ny]; dtype=precComplex)
Psi2DP_gpu_k2 = gpuarray.zeros([Mx,Ny], dtype=precComplex)
Psi2DZ gpu k2 = gpuarray.zeros([Mx,;Ny], dtype=precComplex)
Psi2DM gpu k2 = gpuarray.zeros([Mx,;Ny], dtype=precComplex)
Psi2DP_gpu_k3 = gpuarray.zeros([Mx,Ny], dtype=precComplex)
Psi2DZ gpu k3 = gpuarray.zeros([Mx,;Ny], dtype=precComplex)
Psi2DM_gpu_k3 = gpuarray.zeros([Mx,Ny], dtype=precComplex)
Psi2DP gpu new = gpuarray.zeros([Nx,Ny], dtype=precComplex)
Psi2DZ gpu new= gpuarray.zeros([M«,Ny], dtype=precComplex)
Psi2DM_gpu_new = gpuarray.zeros([Nx,Ny], ditype=precComplex)

Ny]
Ny]
Ny]
Ny]

#initKernel

#Kernels

#psiinicial PP

#psiinicial2 fHHFiPP

filekernels = open{ 'kernelsPsiInicial2D.cu")
initKernel = filekernels.read()
filekernels.close()

initKernel = initKernel.replace('cudaPres', cuPrec)
initKernel = initKernel.replace('cString', cString)
cudaCompile = SourceModule{initKernel)

initGPU = cudaCompile.get function( “psiinicial2™ )
initGPU.prepare( ' ffffiPP")

#Kernels
filekernels = open{ kernelsSpin2DlaZ.cu’)
relax = filekernels.read()

filekernels.close()

relaxk = compileGPU{relax)

getNablaP5I2D = relaxk.get function('applyNablaSquare')
stepRk42D = relaxK.get function('rkd4Tiempol')
getEnergyGPU = relaxK.get function('energy_kernel")
CFrontera = relaxK.get function('Frontera')
getNablaP5I2D.prepare( " iiffP")
stepRk42D.prepare{cstring*12+ ' PPPPFPPPPPPP ")
getEnergyGPU.prepare(  fHHf{ffPPPPPP")
CFrontera.prepare( ffffPPP")
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# Calling function, executing
initGPU.prepared call{gridDims2, blockDims2,
prec{dx), prec(dy),
preci{x_min)yprec(y_min),1,
real gpu.gpudata,Psi2DP gpu.gpudata)
initGPU.prepared_call{gridDims2, blockDims2,
prec(dx),prec(dy),
prec({x min),prec(y min),;1,
real_gpu.gpudata,Psi2DZ_gpu.gpudata)
initGPU.prepared_call{gridDims2, blockDims2,
prec(dx),prec(dy),
prec(x min),prec(y minj),-1,
real_gpu.gpudata,Psi2DM_gpu.gpudata)
CFrontera.prepared call{gridDims2, blockDims2,
¥ _minyy ming
oy dy s
Psi2DP_gpu.gpudata,
Psi2DZ gpu.gpudata,
Psi2DM_gpu.gpudata)

MR=get Morm_2D(dx,dy,;Psi2DP gpu).get()
+get_Norm_2D(dx,dy,Psi2DI_gpu).get()
+get_Norm_2D(dx,dy,Psi2DM_gpu).get()

mult C(1/sqrt(NR),Psi2DP gpu)
mult C(1/sqrt(NR),Psi2DZ_gpu)
mult C(1/sqrt(NR),Psi2DM_gpu)
plotState(abs(Psi2DZ gpu.get())**2)

copy C(Psi2DP gpu,Psi2DP gpu new)
copy_C(Psi2DP_gpu,Psi2DP_gpu_k)

copy C(Psi2DZ gpu,Psi2DZ gpu new)
copy_C(Psi2DZ_gpu,Psi2DZ_gpu_k)

copy C(Psi2DM_gpu,Psi2DM gpu new)
copy_C(Psi2DM_gpu,Psi2DM_gpu k)
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def getEnergyState2D():

copy_C({Psi2DP_gpu,Psi2DP_gpu_k3)
copy_C({Psi2DZ_gpu,Psi2DZ_gpu_k3)
copy C({Psi2DM gpu,Psi2DM gpu k3)

gpuFFT20.execute(Psi2DP gpu,Psi2DP gpu k3)
gpuFFT20.execute(Psi2DZ gpu,Psi2DZ gpu k3)
gpuFFT2D.execute(Psi2DM_gpu,Psi2DM_gpu k3)

getNablaPSI2D.prepared call{gridDims2, blockDims2,

Moy Ny s Ly Ly Psi2DP_gpu k3.gpudata)
getNablaP5I20.prepared_call{gridDims2, blockDims2,

Moy Ny s L, Ly Psi2DZ gpu k3.gpudata)
getNablaP5I2D.prepared_call(gridDims2, blockDims2,

Moy Ny s Ly Ly Psi2DM_gpu k3.gpudata)

#YA 2D

gpuFFT2D.execute(Psi2DP_gpu_ k3, inverse=True)
gpuFFT20.execute(Psi2DZ gpu k3, inverse=True)
gpuFFT2D.execute(Psi2DM gpu k3, inverse=True)

getEnergyGPU.prepared call{gridDims2, blockDims2,
¥ _miny y mins dx, dys gns gs; Bs
Psi2DP_gpu.gpudata, Psi2DZ_gpu.gpudata,
Psi2DM_gpu.gpudata,
Psi2DP gpu k3.gpudata, Psi2DZ gpu k3.gpudata,
Psi2DM_gpu_k3.gpudata)#YA 2D

energy = get _integral 2D(dx,dy,Psi2DP gpu k3).get()
energy += get_integral_2D(dx,dy,Psi2DZ_gpu_k3).get()
energy += get_integral_2D(dx,dy,Psi2DM_gpu_k3).get()

return energy

getEnergystate2D()
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gpuFFT20. execute(Psi2DP gpu k,Psi2DP gpu k2)
getNablaP5I2D.prepared_call{gridDims2, blockDims2,

Moy My 5 L3ty Ly, Psi20P _gpu k2.gpudata)
gpuFFT20. execute(Psi2DP gpu k2, inverse=True)

gpuFFT2D.execute(Psi2D7_gpu k,Psi2DZ_gpu_k2)
getNablaP5I2D.prepared call{gridDims2, blockDims2,

Mooy Ny s Ly Ly,Psi2DZ_gpu_k2.gpudata)
gpuFFT2D.execute(Psi2DZ_gpu k2, inverse=True)

gpuFFT2D. execute(Psi2DM_gpu k,Psi2DM gpu k2)
getNablaP5I2D.prepared_call{gridDims2, blockDims2,

Moy Ny s L, Ly, Psi2DM gpu k2.gpudata)
gpuFFT2D. execute(Psi2DM _gpu k2, inverse=True)

t=0

stepRk42D.prepared_call(gridDims2, blockDims2,
prec(@), prec(®.5), prec(1/6.),prec(t),dtau,
¥ _minsy min, dx,dy, gns gs,; Bs
Psi2DP_gpu.gpudata, Psi2DP_gpu_new.gpudata,
Psi2DP_gpu_k.gpudata, Psi2DP_gpu_k2.gpudata,
Psi2DZ gpu.gpudata, Psi2DZ gpu new.gpudata,
Psi2DZ gpu k.gpudata, Psi2DZ gpu k2.gpudata,
Psi2DM_gpu.gpudata, Psi2DM_gpu_new.gpudata,
Psi2DM gpu k.gpudata, Psi2DM gpu k2.gpudata)

gpuFFT20. execute(Psi2DP gpu k,Psi2DP gpu k2)
getNablaP5I2D.prepared call{gridDims2, blockDims2,

Moty Ny s Ly Ly, Psi2DP_gpu_k2.gpudata)
gpuFFT2D. execute({Psi2DP_gpu_k2, inverse=True)

gpuFFT2D. execute(Psi2DZ_gpu k,Psi2DZ_gpu_k2)
getNablaP5I20.prepared_call{gridDims2, blockDims2,

Moy Ny s L, Ly, Psi2DZ gpu k2.gpudata)
gpuFFT2D.execute(Psi2DZ_gpu k2, inverse=True)

gpuFFT20. execute(Psi2DM_gpu k,Psi2DM gpu k2)
getNablaP5I2D.prepared call{gridDims2, blockDims2,

Moy Ny s Ly Ly, Psi2DM_gpu_k2.gpudata)
gpuFFT20. execute(Psi2DM_gpu k2, inverse=True)
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stepRk42D.prepared_call{gridDims2, blockDims2,

prec(@.5), prec(08.5), prec(2/6.),prec(t),dtau,

¥ _min,y min, dx,dy, gns; gss B,
Psi2DP_gpu.gpudata, Psi2DP_gpu_new.gpudata,
Psi2DP_gpu_k.gpudata, Psi2DP_gpu_k2.gpudata,
Psi2DZ_gpu.gpudata, Psi2DZ_gpu_new.gpudata,
Psi2DZ gpu k.gpudata, Psi2DZ gpu k2.gpudata,
Psi2DM gpu.gpudata, Psi2DM gpu new.gpudata,
Psi2DM_gpu_k.gpudata, Psi2DM_gpu_k2.gpudata)

gpuFFT20.execute(Psi2DP _gpu k,Psi2DP gpu k2)
getNablaP5I2D.prepared call(gridDims2, blockDims2,

Moy Ny, L, Ly, Psi2DP_gpu_k2.gpudata)
gpuFFT2D.execute(Psi2DP_gpu_k2, inverse=True)

gpuFFT2D.execute(Psi2DZ gpu k,Psi2DZ gpu k2)
getNablaPSI2D.prepared _call(gridDims2, blockDims2,

Moy Ny, L, Ly, Psi2DZ_gpu_k2.gpudata)
gpuFFT2D.execute(Psi2DZ_gpu k2, inverse=True)

gpuFFT2D.execute(Psi2DM_gpu k,Psi2DM gpu k2)
getNablaPSI2D.prepared _call(gridDims2, blockDims2,

Mocy My, L3y Ly, Psi2DM_gpu_k2.gpudata)
gpuFFT2D.execute(Psi2DM_gpu k2, inverse=True)

stepRk42D.prepared_call{gridDims2, blockDims2,

prec(@.5), prec(l), prec(2/6.),prec(t),dtau,
¥ _min,y min, dx,dy, gns; gss B,

Psi2DP gpu.gpudata, Psi2DP_gpu new.gpudata,

Psi2DP gpu k.gpudata, Psi2DP _gpu k2.gpudata,
Psi2DZ gpu.gpudata, Psi2DZ_gpu_new.gpudata,

Psi2DZ_gpu_k.gpudata, Psi2DZ_gpu k2.gpudata,
Psi2DM gpu.gpudata, Psi2DM_gpu new.gpudata,

Psi2DM gpu k.gpudata, Psi2DM gpu k2.gpudata)

gpuFFT2D.execute(Psi2DP_gpu k,Psi2DP_gpu_k2)
getNablaPSI2D.prepared call(gridDims2, blockDims2,

Moy Ny s Lx, Ly, Psi2DP gpu k2.gpudata)
gpuFFT2D.execute(Psi2DP_gpu k2, inverse=True)
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gpuFFT2D.execute(Psi2DZ_gpu k,Psi2DZ_gpu_k2)
getNablaPSI2D.prepared call(gridDims2, blockDims2,

Moy Ny s L, Ly, Psi2DZ gpu k2.gpudata)
gpuFFT2D.execute(Psi2DZ_gpu k2, inverse=True)

gpuFFT2D.execute(Psi2DM_gpu_k,Psi2DM_gpu_k2)
getNablaPSI2D.prepared call(gridDims2, blockDims2,

Moy Ny, L, Ly, Psi2DM gpu k2.gpudata)
gpuFFT2D.execute(Psi2DM_gpu k2, inverse=True)

stepRk42D.prepared call{gridDims2, blockDims2,

prec(l), prec(@), prec{l/6.),prec(t),dtau,
¥_min,y min, dx,dy, gn, gs, B,
Psi2DP_gpu.gpudata, Psi2DP_gpu_new.gpudata,
Psi2DP gpu k.gpudata, Psi2DP gpu k2.gpudata,
Psi2DZ gpu.gpudata, Psi2DZ gpu new.gpudata,
Psi2DZ gpu_k.gpudata, Psi2DZ_gpu_k2.gpudata,
Psi2DM_gpu.gpudata, Psi2DM_gpu_new.gpudata,
Psi2DM_gpu_k.gpudata, Psi2DM_gpu k2.gpudata)

CFrontera.prepared call{gridDims2, blockDims2,
®_min,y _min,
day dy
Psi2DP gpu new.gpudata,
Psi2DZ gpu new.gpudata,
Psi2DM gpu new.gpudata)

NR=get_Norm_2D{dx,dy,Psi2DP_gpu_new).get()
+get Norm 20(dx,dy,;Psi2DZ_gpu new).get()
+get Norm 2D(dx,dy,Psi2DM_gpu new).get()

mult_C{1/sqrt(NR),Psi2DP_gpu_new)

mult_C{1/sqrt(NR),Psi2DZ_gpu_new)

mult C{(1/sqrt({NR),Psi2DM_gpu_new)

copy C({Psi2DP gpu new,Psi2DP gpu)
copy_C(Psi2DP_gpu_new,Psi2DP_gpu_k)
copy_C(Psi2DZ_gpu_new,Psi2DZ_gpu)
copy_C(Psi2DZ_gpu_new,Psi2DZ_gpu k)
copy C({Psi2DM_gpu new,Psi2DM gpu)
copy C(Psi2DM gpu new,Psi2DM gpu k)

t += dtau
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def fftRkastep():

global t
gpuFFT2D.execute(Psi2DP_gpu k,Psi2DP_gpu_k2)
getNablaPSI2D.prepared_call(gridDims2, blockDims2,

Moy Ny s L, Ly Psi2DP gpu k2.gpudata)
gpuFFT20.execute(Psi2DP _gpu k2, inverse=True)

gpuFFT2D.execute(Psi2DZ_gpu k,Psi2DZ_gpu_k2)
getNablaPSI2D.prepared_call(gridDims2, blockDims2,

Moy Ny s L, Ly Psi2DZ gpu k2.gpudata)
gpuFFT2D.execute(Psi2DZ gpu k2, inverse=True)

gpuFFT2D.execute(Psi2DM_gpu k,Psi2DM_gpu_k2)
getNablaPSI2D.prepared_call(gridDims2, blockDims2,

Moy Ny s L, Ly Psi2DM gpu k2.gpudata)
gpuFFT2D.execute(Psi2DM_gpu k2, inverse=True)

stepRk42D.prepared call{gridDims2, blockDims2,

prec(@), prec(8.3), prec(l/6.),prec(t),dtau,
¥ _min,y min, dx,dy, gn, gss B,
Psi2DP_gpu.gpudata, Psi2DP_gpu_new.gpudata,
Psi2DP_gpu_k.gpudata, Psi2DP_gpu_k2.gpudata,
Psi2DZ gpu.gpudata, Psi2DZ_gpu new.gpudata,
Psi2DZ gpu k.gpudata, Psi2DZ gpu k2.gpudata,
Psi2DM_gpu.gpudata, Psi2DM_gpu_new.gpudata,
Psi2DM_gpu_k.gpudata, Psi2DM_gpu k2.gpudata)

gpuFFT2D.execute(Psi2DP gpu k,Psi2DP gpu k2)
getNablaP5I2D.prepared _call(gridDims2, blockDims2,

Macy Ny s L3ty Ly 4 Psi2DP_gpu_k2.gpudata)
gpuFFT2D.execute(Psi2DP_gpu k2, inverse=True)

gpuFFT2D.execute(Psi2DZ gpu k,Psi2DZ gpu k2)
getNablaP5I2D.prepared _call(gridDims2, blockDims2,

Macy Ny » L3ty Ly 4 Psi2DZ_gpu_k2.gpudata)
gpuFFT20.execute(Psi2DZ_gpu k2, inverse=True)

gpuFFT2D.execute(Psi2DM_gpu k,Psi2DM_gpu_k2)
getNablaP5I2D.prepared _call(gridDims2, blockDims2,

Moy Ny s Lty Ly s Psi2DM_gpu_k2.gpudata)
gpuFFT20.execute(Psi2DM_gpu k2, inverse=True)
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stepRk42D.prepared call{gridDims2, blockDims2,

prec(0.5), prec(B.5), prec(2/6.),prec(t),dtau,

¥ _min,y min, dx,dy, gn, gss B,

Psi2DP_gpu.gpudata, Psi2DP_gpu_new.gpudata,
Psi2DP_gpu_k.gpudata, Psi2DP_gpu_k2.gpudata,
Psi2DZ gpu.gpudata; Psi2DZ_gpu new.gpudata,
Psi2DZ gpu k.gpudata, Psi2DZ gpu k2.gpudata,
Psi2DM_gpu.gpudata, Psi2DM_gpu_new.gpudata,
Psi2DM_gpu_k.gpudata, Psi2DM_gpu k2.gpudata)

gpuFFT2D.execute(Psi2DP gpu k,Psi2DP gpu k2)
getNablaP5I2D.prepared _call(gridDims2, blockDims2,

Macy Ny 5 L3ty Ly 4 PSi2DP_gpu_k2.gpudata)
gpuFFT20.execute(Psi2DP _gpu k2, inverse=True)

gpuFFT2D.execute(Psi2DZ_gpu k,Psi2DZ gpu k2)
getNablaP5I2D.prepared _call(gridDims2, blockDims2,

Macy Ny 5 L3ty Ly 4 Psi2DZ_gpu_k2.gpudata)
gpuFFT20.execute(Psi2DZ_gpu k2, inverse=True)

gpuFFT2D.execute(Psi2DM_gpu_ k,Psi2DM_gpu_k2)
getNablaP5I2D.prepared _call(gridDims2, blockDims2,

Moy My 5 Loty Ly s Psi2DM_gpu_k2.gpudata)
gpuFFT20.execute(Psi2DM_gpu k2, inverse=True)

stepRk42D.prepared_call{gridDims2, blockDims2,

prec(@.5), prec(l), prec(2/6.),prec(t),dtau,
¥ minsy min, dxsdy, gns; gss B,

Psi2DP gpu.gpudata, Psi2DP_gpu new.gpudata,
Psi2DP_gpu_k.gpudata, Psi2DP_gpu k2.gpudata,
Psi2DZ_gpu.gpudata, Psi2DZ_gpu_new.gpudata,
Psi2DZ gpu k.gpudata, Psi2DZ gpu k2.gpudata,
Psi2DM gpu.gpudata, Psi2DM_gpu new.gpudata,
Psi2DM_gpu_k.gpudata, Psi2DM_gpu k2.gpudata)

gpuFFT20.execute(Psi2DP _gpu k,Psi2DP gpu k2)
getNablaP5I2D.prepared call(gridDims2, blockDims2,

Moy Ny s Ly Ly, Psi2DP_gpu_k2.gpudata)
gpuFFT2D.execute(Psi2DP_gpu k2, inverse=True)
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gpuFFT2D.execute(Psi2DZ_gpu k,Psi2DZ gpu k2)
getNablaP5I2D.prepared _call(gridDims2, blockDims2,

Macy Ny 5 L3ty Ly 4 Psi2DZ_gpu_k2.gpudata)
gpuFFT20.execute(Psi2DZ_gpu k2, inverse=True)

gpuFFT2D.execute(Psi2DM_gpu_ k,Psi2DM_gpu_k2)
getNablaP5I2D.prepared _call(gridDims2, blockDims2,

Moy My 5 Loty Ly s Psi2DM_gpu_k2.gpudata)
gpuFFT20.execute(Psi2DM_gpu k2, inverse=True)

stepRk42D.prepared_call{gridDims2, blockDims2,

prec(1l), prec(@), prec(l/6.),prec(t),dtau,
¥ minsy min, dxsdy, gns; gss B,

Psi2DP gpu.gpudata, Psi2DP_gpu new.gpudata,
Psi2DP_gpu_k.gpudata, Psi2DP_gpu k2.gpudata,
Psi2DZ_gpu.gpudata, Psi2DZ_gpu_new.gpudata,
Psi2DZ gpu k.gpudata, Psi2DZ gpu k2.gpudata,
Psi2DM gpu.gpudata, Psi2DM_gpu new.gpudata,
Psi2DM_gpu_k.gpudata, Psi2DM_gpu k2.gpudata)

CFrontera.prepared_call{gridDims2, blockDims2,
¥ _minsy mimy
dxsdy s
Psi2DP_gpu_new.gpudata,
Psi2DZ_gpu_new.gpudata,
Psi2DM_gpu_new.gpudata)

NR=get Morm_ 2D(dx,dy,Psi2DP gpu new).get()
+get_Norm_2D(dx,dy,Psi2DZ_gpu_new).get()
+get_Norm_2D{dx,dy,Psi2DM_gpu_new).get()

mult C(1/sqrt(NR),Psi2DP_gpu_new)

mult C(1/sqrt(NR),Psi2DZ_gpu_ new)

mult C{1/sqrt(NR),Psi2DM_gpu new)

copy_C(Psi2DP_gpu_new,Psi2DP_gpu)
copy C({Psi2DP gpu new,Psi2DP gpu k)
copy C({Psi2DZ gpu new,Psi2DI gpu)
copy_C(Psi2DZ_gpu_new,Psi2DZ_gpu_k)
copy_C(Psi2DM_gpu_new,Psi2DM_gpu)
copy_C(Psi2DM_gpu_new,Psi2DM_gpu k)

t += dtau
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A¥time
e =[]
m =[]
time = []
for i in range(600):
for j in range(1508): fftRkdStep()
e.append({getEnergyState2D({))
m.append(magnetizacion(Psi2DP gpu,Psi2DM_gpu))
time.append(dtau®180*(i+1))

plotE{time,array(m).real)
plotE({time,array(e).real)
plotStatel(abs(Psi2DP gpu.get())**2,1)
plotStatel(abs(Psi2DZ gpu.get())**2,0)
plotStatel(abs(Psi2DM_gpu.get())**2,-1)
magnetizacion({Psi2DP gpu,Psi2DM gpu)

A¥time

el = []

timel = []

for i in range(5@):
for j in range(1@): fftRk4step()
el.append(getEnergyState2D())
timel.append(dtau*100* (i+1))

plotE{timel,array(el).real)

#Psi2DP gpu newl
#Psi2DZ gpu newl
#P=i2DM_gpu_newl

gpuarray.zeros( [Nx;Ny], dtype=precComplex)
gpuarray.zeros( [Nx;Ny], dtype=precComplex)
gpuarray.zeros( [Nx,Ny], dtype=precComplex)

#copy C(Psi2DP_gpu,Psi2DP gpu newl)
#copy_C(Psi2DZ_gpu,Psi2DZ_gpu_newl)
#copy_C(Psi2DM_gpu,Psi2DM_gpu_newl)

copy C(Psi2DP gpu newl,Psi2DP gpu)
copy_C(Psi2DZ_gpu_newl,Psi2DZ_gpu)
copy C(Psi2DM gpu newl,Psi2DM gpu)
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def plotState2(psi,a,b):

aux=08%psi
for x in range(@,Nx):

for y in range (B;Ny):

auwx[y][x]=psi[x][y]

fiax = subplots(1,1, figsize=(7,5),dpi=150)#siempre va a ser 5,4
dens = ax.imshow(auwx,extent=[x_min,-x_min,y_min,-y_min],
cmap="magma', origin="lower")
cb = colorbar(dens)
ax.set_title(r'${ \left| { \psi } { 1 } \right| }~{ 2 }3",
fontsize=16.5)
setp(ax.get xticklabels(), fontsize=13)
setp(ax.get_yticklabels(), fontsize=13)
ax.set xlabel(r'x $({1} {0})%"', fontsize=15)
ax.set_ylabel(r'y $({1} {0})%"', fontsize=15)
c=t*7.848511/ 100000
savefig('./imagenes/Psil_"+str(b)+'.png")
text(-3.3,6, 'tiempo (s) =", fontsize=18&)
text(@.6;6, c; fontsize=18)
show()

def plotState3(psi,a,b):
aux=0*psi
for x in range(@;Nx):
for y in range (@,Ny):
aux[y][x]=psi[x][y]
fyax = subplots(1,1, figsize=(7,5),dpi=150)#siempre va a ser 5,4
dens = ax.imshow(aws,extent=[x min,-x min,y min,-y min],
cmap="magma’; origin="lower")
cb = colorbar(dens)
ax.set_title(r'${ \left| { \psi }_{ -1 } \right| }~{ 2 }3°,
fontsize=16.5)
setp({ax.get xticklabels(), fontsize=13)
setp(ax.get yticklabels(), fontsize=13)
ax.set_xlabel(r'x %({1} {0})%"', fontsize=15)
ax.set_ylabel(r'y $({1} {0})%"', fontsize=15)
c=t*7.848611/ 100000
text(-3.3,6, 'tiempo (s) =", fontsize=18)
text(0.6,6, c; fontsize=16)
savefig('./imageness/Psi-1_"+str(b)+'.png")
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def plotStated(psi,a,b):
aux=8*psi
for x in range(@;Nx):
for y in range (@,;Ny):
aux[y][x]=psi[x][y]
fyax = subplots(1,1, figsize=(7,5),dpi=150)#siempre va a ser 5,4
dens = ax.imshow(awe,extent=[x_min,-x_min,y_min,-y_min],
cmap="magma', origin="lower")
cb = colorbar(dens)
ax.set_title(r'${ \left| { \zeta } { 1 } \right| }%°,
fontsize=16.5)
setp(ax.get _xticklabels(), fontsize=13)
setp({ax.get yticklabels(), fontsize=13)
ax.set xlabel(r'x $({1} {0})%"', fontsize=15)
ax.set_ylabel(r'y $({1} {0})%"', fontsize=15)
c=t*7.848511/ 100000
text(-3.3,6, 'tiempo (s) =", fontsize=18&)
text(@.6;6, c; fontsize=18)
savefig(' ./imagenesa/51_"+str{b)+ .png")

def plotStateS(psisa,b):
aux=0*psi
for x in range(@,Nx):
for y in range (@,Ny):
aux[y][x]=psi[x][y]
fiax = subplots(1,1, figsize=(7,5),dpi=15%0)#siempre va a ser 5,4
dens = ax.imshow(aws,extent=[x min,-x min,y min,-y min],
cmap="magma", origin="lower")
cb = colorbar(dens)
ax.set_title(r'${ \left| { \zeta }_{ -1 } \right| 3}%',
fontsize=16.5)
setp(ax.get xticklabels(), fontsize=13)
setp(ax.get yticklabels(), fontsize=13)
ax.set_xlabel(r'x %({1} {0})%"', fontsize=15)
ax.set_ylabel(r'y $({1} _{0})%"', fontsize=15)
c=t*7.848611/ 100000
text(-3.3,6, "tiempo (s) =", fontsize=18)
text(@.6,6, c, fontsize=18)
savefig('./imagenessal/5s-1_"+str{b)+".png")
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Extime
t=0
plotState2(abs(Psi2DP gpu.get())**2,1,-1)
plotState3(abs(Psi2DM_gpu.get())**2,-1,-1)
plotStated(abs(spinorP_gpu.get())**2,1,-1)
plotStateS(abs(spinorM _gpu.get())**2,-1,-1)
for i in range(600):
for k in range(8@):
for j in range(5@): fftRkasStep()
spinores.prepared call{gridDims2, blockDims2,
¥_min,y_min,
by dy s
Psi2DP gpu.gpudata,
Psi2DZ gpu.gpudata,
Psi2DM_gpu.gpudata,
spinorP_gpu.gpudata,
spinorZ_ gpu.gpudata,
spinorM_gpu.gpudata,
RO gpu.gpudata)
plotState2(abs(Psi2DP gpu.get())**2,;1,1)
plotState3(abs({Psi2DM_gpu.get())™**2,-1,1)
plotstated(abs({spinorP_gpu.get())**2,1,1)
plotStateS(abs{spinorM gpu.get())¥*2,-1,1)
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A.2. Codigos secundarios

El cédigo principal llama a dos archivos, kernelsPsilnicial2D.cu y kernelsSpin2D1a2.cu,
estos archivos son funciones en CUDA cuyo lenguaje de programacion es ¢, a continuacion

se presenta el respectivo codigo de estos archivos.

A.2.1. Cédigo kernelsSpin2D1a2.cu

#include <pycuda-complex.hpp:
#include <stdio.h:
#include <math.h>
#tdefine pi 3.14159265
__device  cudaPres KspaceFFT(int tid, int nPoint, cudaPres L){
cudaPres Kfft;
if (tid < nPoint/2){

KFFt = 2.0F*pi*(tid)/L;

¥
else {
Kfft = 2.ef*pi*(tid-nPoint)/L;

return KFthﬂ
__device_ cudaPres Vext(cudaPres x, cudaPres y,
cudaPres xMin, cudaPres yMin){
cudaPres vex = 18%(sin{x*pi+pi/2)*sin(x*pi+pi/2)
+ sin(y*pi+pi/2)*sin(y*pi+pi/2));

return wvex;}
__device  cudaPres CampoBl{cudaPres x, cudaPres y){
cudaPres Bj
if (x*y»0){

B=1;}

elsef

B=-13}
return B;}
__device  cudaPres CampoB(cudaPres x, cudaPres y){
cudaPres B = sin(pi*x/5);
return B;}
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__global  woid Frontera{ cudaPres xMin, cudaPres yMin,
cudaPres dx, cudaPres dy,
pycuda: : complex<cudaPres> *psiP_new,
pycuda: : complex<cudaPres> *psii_new,
pycuda: : complex<cudaPres> *psiM_new){

{f Index for thread

int t_i = blockIdx.x*blockDim.x + threadIdx.x;
int t j = blockIdx.y*blockDim.y + threadIdx.y;
int tid = gridDim.y * blockDim.y * t 1 + t j;

cudaPres x = t_i%*dx + xMin;
cudaPres y = t_j*dy + yMin;
ffcudaPres t = time + dt*at;
pycuda: : complex<cudaPres:> psip
pycuda: : complex<cudaPres>» psiz
pycuda: : complex<cudaPres» psim

psiP_new[tid];
psiZ_new[tid];
psiM_new[tid];

if (x==0 || x==2%aMin ){
psiP _new[tid] = @;
psiZ new[tid] = @;
psiM new[tid] = @;

}
if (y==0 || y==2*yMin ){

psiP_new[tid] = @;

psiZ_new[tid] = @;

psiM_new[tid] = 8;
¥

¥

__global __ woid applyNablaSquare({ int nPointX, int nPointY,
cudaPres Lx, cudaPres Ly,
pycuda: : complex<cudaPres» *fftpsi){

{{ Index for thread

int t i = blockIdx.x*blockDim.x + threadLdx.x;
int t j = blockIdx.y*blockDim.y + threadIdx.y;
int tid = gridDim.y * blockDim.y * t 1 + t j;
cudaPres k2 = 0.0;

cudaPres kfux = KspaceFFT({t_i,nPointX, Lx);//kx[t j];
k2 += kfAuwc*kfuncg

kfwx = KspaceFFT(t_j,nPointY, Ly);//ky[t_1i];
k2 += kAuxc*kfux;

fftpsi[tid] *= -k2;

¥
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__global__ woid rk4TiempoI( cudaPres at, cudaPres ak, cudaPres apsi,
cudaPres time, cudaPres dt,

cudaPres xMin, cudaPres yMin,

cudaPres dx, cudaPres dy,
cudaPres c@®, cudaPres c2,

/! Index for thread

int t_1
int t_j
int tid

pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:

cudaPres x = t_i%*dx + xMin;
cudaPres y = t_j*dy + yMin;
f/fcudaPres t = time + dt*at;

pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:

:complex<cudaPres:
:complex<cudaPres:
: complex<cudaPres>
: complex<cudaPres:
: complex<cudaPres:
:complex<cudaPres:
:complex<cudaPres:
:complex<cudaPres>
: complex<cudaPres:

keiAune
1iAwnc
niAux
pAu =
ZAuX =
mAux =
psip =
psiz =
psim =

=83

=03

=83

kauPx[tid];
kauZx[tid];
kauMx[tid];
psiP_old[tid];
psiZ_old[tid];
psiM old[tid];

: complex<cudaPres:
: complex<cudaPres:
:complex<cudaPres:
:complex<cudaPres:
:complex<cudaPres>
: complex<cudaPres:
: complex<cudaPres:
:complex<cudaPres:
:complex<cudaPres:
:complex<cudaPres:
: complex<cudaPres:
:complex<cudaPres:

blockIdx.x*blockDim.x + threadIdx.x;
blockIdx.y*blockDim.y + threadIdx.y;
gridDim.y * blockDim.y * t i

+ ‘t_jj

cudaPres B,
*psiP old,
*psiP new,
*kauPx,
*kauPx2,
*psiZ_old,
*psiZ new,
*kaudx,
*kauZx2,
*psiM_old,
*psiM_new,
*kauMx,
*hauMxk2){
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// Calculating ki

ff m=1

kifux = Vext{ xy y, xMin, yMin) * pAux ;

kifux += ((cB+c2)*(conj(pAux)*plAux+con](zAwc) * zAwx)+c8* conj{mAux ) *mAux ) * phux
kifux += c2¥conj(mAux)*zAux*zAux;

//campo B

kiAux += -345.1079375cString*B*CampoB(x,y )™ plux;
/I Kinetic

kifux += -8.5cS5tring *0.202642cString® kauPx2[tid];
// ki

kifux *= -1;

/fm=0

liAux = Vext{ xy y, xMin, yMin) * zAux ;

liAux += ((c@+c2)*(conj(pAux)™plAux+con](mauwx) *mAux)+c0* conj{ zAux ) ¥ zAux ) ¥ zAux;
liAux += 2%c2%conj(zAux)*pAuwcFmAux;

f{ Kinetic

liAux += -8.5cString *0.202642cString™ kauZx2[tid];
/i ki

lifux *= -1;

fim=-1

nifux = Vext{ xy y, xMin, yMin) * mAux ;

nifux += ((c@+c2)*(conj(mAux)*mAux+con]( zAuwx) *zAux)+c0* conj{ pAux ) * pAux ) ¥mAux;
nifux += c2¥conj(pAux)*zAux*zAux;

//campo B

nifux += 345.1079375c5tring™B*CampoB(x,y ) *mAux;

/i Kinetic

nifux += -B8.5cS5tring *0.202642cString® kauMx2[tid] ;

// ki

nifux *= -1;

ff psi_aux for mext k_i+1

kauPx[tid] = psip + ak * dt * kifux;
kauZx[tid] = psiz + ak ¥ dt * lifux;
kautx[tid] = psim + ak * dt * niAux;

S/ Cumulative new state

psiP new[tid] += apsi * dt * kifux;
psiZ new[tid] += apsi * dt * liAux;
psiM _new[tid] += apsi * dt * niAux;

¥
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__global wvoid rkd4TiempoR( cudaPres at, cudaPres ak, cudaPres apsi,
cudaPres time, cudaPres dt,
cudaPres xMin, cudaPres yMin,

/f Index for thread

int t 1
int t_j
int tid

cudaPres x =
cudaPres y =
[ fcudaPres t

pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:
pycuda:

: complex<cudaPres>
: complex<cudaPres:
: complex<cudaPres:
:complex<cudaPres:
:complex<cudaPres:
:complex<cudaPres>
: complex<cudaPres:
:complex<cudaPres:
:complex<cudaPres:
: complex<cudaPres>

cudaPres dux, cudaPres dy,
cudaPres c@®, cudaPres c2,

pycuda: : complex<cudaPres>
pycuda: : complex<cudaPres:
pycuda: : complex<cudaPres:
pycuda: : complex<cudaPres:
pycuda: : complex<cudaPres:
pycuda: : complex<cudaPres:
pycuda: : complex<cudaPres:
pycuda: : complex<cudaPres:
pycuda: : complex<cudaPres:
pycuda: : complex<cudaPres:
pycuda: : complex<cudaPres:
pycuda: : complex<cudaPres:

blockIdx.x*blockDim.x + threadIdx.x;
blockIdx.y*blockDim.y + threadIdx.y;
= gridDim.y * blockDim.y * t_i
t i*dx + xMinj;
t_j*dy + yMin;
= time + dt*at;

+ t_j;
kifiuoe =8;
lifuw =08;
nifiux =08;
pAux = kauPx[tid];
zAux = kauZx[tid];
mAux = kauMx[tid];

iComplex(@;1.8c5tring);
psip = psiP _old[tid];
psiz = psiZ_old[tid];
psim = psiM_old[tid];

cudaPres B,
*psiP old,
*psiP_new,
*hkauPx,
*kauPx2,
*psiZ old,
*psiZ new,
*Raufi,
*kaux2,
*psiM old,
*psiM new,
*kauMx,
*kauMx2){
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// Calculating ki

ff m=1

kifux = Vext( %, vy; xMin, yMin) * pAux ;

kifux += ((c@+c2)*(conj{phux)*pAux+con](zAuw)*zAux )+c@* conj (mAux ) *miux ) * plAux ;
kifux += c2%*conj{mbux)*zAuwx®zAux;

//campo B

kifux += -345.1879375cString*B*CampoB(x.y) *phAux;
// Kinetic

kifux += -0.5cS5tring *0.202642c5tring* kauPx2[tid];
/o ki

kiAux *= -iComplex;

//m=0

liAux = Vext( %, vy, xMin, yMin) * zAux ;

liAux += {(c@+c2)*(conj{phux)*pAux+con]{maux) *miuwx)+cO@*conj{ zAuwx) * zAux ) ¥ zAux;
liAux += 2%c2%conj(zAux)™pAux*maux;

S Kinetic

liAux += -B8.5cString *0.202642c5tring* kauZx2[tid];
/i ki

liAux *= -iComplex;

fim=-1

nifux = Vext{ %, vy, xMin, yMin) * mAux ;

nifux += ((c@+c2)*(conj{mAux)*mAux+con]{zAuw) *zAux )+c@* conj { pAux) * plux ) *mAux ;
nifux += c2%*conj{plux)*zAux®zAux;

//campo B

nifux += 345.1879375cString™B*CampoB (x,y ) mAux;

// Kinetic

nifux += -08.5cS5tring *0.202642cS5tring* kauMx2[tid] ;

/o ki

niAux *= -iComplex;

// psi_aux for next k i+l

kauPx[tid] = psip + ak * dt * kifux;
kauZx[tid] = psiz + ak * dt * lifux;
kauMx[tid] = psim + ak * dt * nifux;

// Cumulative new state

psiP_new[tid] += apsi * dt * kifAux;
psiZ new[tid] += apsi * dt * liAux;
psiM new[tid] += apsi * dt * niAux;

¥
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__global__ woid energy_kernel{ cudaPres xMin, cudaPres yMin,

f/ Ind

int t_
int t_

int ti

cudaPres dx,; cudaPres dy,

cudaPres gn, cudaPres gs, cudaPres B,
pycuda: : complex<cudaPres> *psip,
pycuda: : complex<cudaPres» *psiz,
pycuda: : complex<cudaPres:> *psim,
pycuda: : complex<cudaPres:> *V2psip,
pycuda: : complex<cudaPres> *V2psiz,
pycuda: : complex<cudaPres> *V2psim){

ex for thread

i = blockIdx.x*blockDim.x + threadIdx.x;
j = blockIdx.y*blockDim.y + threadIdx.y;
d = gridDim.y * blockDim.y * t i + t_j;

cudaPres x = t_i*dx + xMinj;
cudaPres y = t_j*dy + yMinj;

pycuda
psil =
psie@
psiml
pycuda

fi m=1

f7 Kin
keiAun
ff Tra
kiAune
S/ NL
kiAune
keiAun
keiAun
kiAune
f7 Kkl
kifunx

: scomplex<cudaPres> psil, psi@, psimil;
psip[tid];
psiz[tid];
psim[tid];
: scomplex<cudaPres> kifux;
etic
= -8.5c5tring *0.202642cS5tring® V2psip[tid];
P
+= Vext( x, vy, 3xMin, yMin) *psiil;

+

{gn+gs)*(psil*conj(psil)+psi®*conj(psi@) ) *psil;
(gn-gs)*psiml*conj(psiml)*psil;

+= gs*psi@*psi@*conj(psiml);
345.1079375c5tring*B*CampoB (x,y ) *psil;

+

+

*= conj(psil);

V2psip[tid]=kifux;
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f/f m=0

f Kinetic

kifux = -0.5cS5tring *0.202642cS5tring® V2Zpsiz[tid];
// Trap

kifux += Vext({ x, vy, xMin, yMin) *psi@;

// NL

kifux += (gn+gs)*(psil®conj(psil)+psiml*conj{psiml))*psi@;
kifux += gn™psi@*conj(psi@)*psia;

kifux += 2.8cString*gs*psil*psiml*conj(psi@);

/1 k1

kifux *= conj(psi@);

V2psiz[tid]=kiBux;

£ m=-1

f Kinetic

kifux = -8.5cString *0.202642cS5tring* V2psim[tid];
!l Trap

kifux += Vext({ x, vy, xMin, yMin) *psiml;

// NL

kifux += (gn+gs)*(psi@*conj(psi@)+psiml*conj(psiml))*psiml;
kifux += (gn-gs)*psil*conj(psil)*psiml;

kiAux += gs*psi@*psi®@*conj(psil);

kifux += 345.1879375cString*B*CampoB(x,y)*psiml;
/i k1

kifux *= conj{psiml);
V2psim[tid]=kiAux;



Apéndice A: Codigo del programa 91

A.2.2. Cédigo kernelsPsilnicial2D.cu

#include <pycuda-complex.hpp>
__global  woid psiinicialil{ cudaPres dx, cudaPres dy,
cudaPres xMin, cudaPres yMin,
cudaPres *rndReal, pycuda::complex<cudaPres> *psi){
// Index for thread
int t i = blockIdx.x*blockDim.x + threadIdx.x;
int t j = blockIdx.y*blockDim.y + threadIldx.y;
int tid = gridDim.y * blockDim.y * t i + t_j;
// Indices to coordinates
cudaPres x = t_i*dx + xMin;
cudaPres y = t_j*dy + yMin;
pycuda: : complex<cudaPres:» auxC;
cudaPres aux = exp(-0.09%x*x)%exp(-0.09%y*y);
auxC. M re = aux + aux*{rndReal[tid]-@.5c5tring);
psi[tid] = auxC;
¥

__global  woid psiinicial2{ cudaPres dx,; cudaPres dy,
cudaPres xMin,; cudaPres yMin, int a,

cudaPres *rndReal, pycuda::complex<cudaPres> *psi){
// Index for thread

int t_ i = blockIdx.x*blockDim.x + threadIdx.x;

int t_j = blockIdx.y*blockDim.y + threadIdx.y;

int tid = gridDim.y * blockDim.y * t i + t_j;

ff Indices to coordinates

cudaPres x = t i*dx + xMinj;

cudaPres y = t j*dy + yMin;

pycuda: : complex<cudaPres:> auxC;

cudaPres aux = exp(-0.18%pow( (x+a*xMin/2),2)-0.18%pow(y,2));
auxC. M re = aux + aux*{rndReal[tid]-@.5c5tring);
psi[tid] = auwxl;

¥
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