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Resumen

En este trabajo se presenta un estudio general sobre la estabilidad de potenciales
escalares. Inicialmente se realiza un estudio de los conceptos basicos del campo
escalar clasico y el sector escalar del Modelo Estandar el cual contiene solamente
un campo Higgs. Luego, para comprender la naturaleza del sector escalar extendi-
do se plantea un modelo general con dos dobletes Higgs, en donde se establece
una teoria robusta para determinar la estabilidad de estos potenciales. Dicha teoria
nos ayuda a generalizar la estabilidad al modelo general de N dobletes. También se
presenta la aplicacion de esta teoria a modelos con tripletes Higgs, como es el caso

de los modelos 3 — 3 — 1.

Palabras clave: Modelo estandar, campo Higgs, estabilidad, dobletes Higgs, triple-
tes Higgs



Abstract

This work presents a general study on the stability of scalar potentials. Initially a
study of the basic concepts of the classic scalar field and the scalar sector of the
Standard Model is carried out, which contains only one Higgs field. Then, to un-
derstand the nature of the extended scalar sector, a general model with two Higgs
doublets is proposed, where a robust theory is established to determine the stability
of these potentials. This theory helps us generalize stability to a general N doublet
model. An application of this theory is also presented to models with Higgs triplets,
as is the case of 3 — 3 — 1 models.

Keywords: Standard model, Higgs field, stability, Higgs doublets, Higgs triplets
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Glosario

Grupo: es una estructura algebraica formada por un conjunto no vacio dotado de
una operacion interna que combina cualquier par de elementos para componer un
tercero, dentro del mismo conjunto y que satisface las propiedades asociativa, exis-
tencia de elemento neutro y simétrico.

Grupo abeliano: es un grupo en el cual sus elementos cumplen la propiedad con-
mutativa.

Simetria: es una situacion en que una cierta configuracion, magnitud fisica o conse-
cuencia queda inalterada si se cambian otros factores. En fisica la simetria aparece
ligada a la invariancia de algo.

Lagrangiano: es una funcién escalar a partir de la cual se puede obtener la evo-
lucion temporal, las leyes de conservacion y otras propiedades importantes de un
sistema dinamico.

Boson de Higgs: es un tipo de particula elemental que tiene un papel fundamental
en el mecanismo por el que se origina la masa de las particulas elementales.

Campo de Higgs: es un campo cuantico que permea el universo entero, y cuyo
efecto es que las particulas adquieran masa, debido a la interaccion asociada de
particulas elementales, con el bosén de Higgs y que por la interaccion consigo mis-
mo también adquiere masa.



Introduccion

El Modelo Estandar de particulas elementales es una teoria de campos cuanticos
basada en el grupo gauge de simetrias SU(3)c ® SU(2), ® U(1)y que describe las
interacciones de las particulas fundamentales. La interaccidon de dos particulas, a
través de los campos que originan, puede interpretarse considerando que ambas
particulas intercambian una tercera particula, llamada particula portadora de la in-
teraccion [1]. El Modelo Estandar aborda tres de las cuatro interacciones que se
consideran fundamentales: la electromagnética, débil y fuerte. Ya que, la gravedad
no tiene una intensidad comparable con las demas interacciones, hasta el momento
no ha sido posible tener una directriz experimental que permita excluir métodos de
cuantizacién para la gravedad y por lo tanto, el modelo estandar se considera in-
completo. Ademas este modelo posee mas limitaciones, como la asimetria entre la
materia y la antimateria, las oscilaciones de neutrinos, entre otros.

Inicialmente en los capitulos 2 y 3 de este trabajo presentamos una estudio preli-
minar sobre los campos escalares clasicos y el Modelo Estandar, respectivamente.
Esto se realiza para familiarizarnos con la estructura matematica basica de la fisi-
ca de particulas, sus simetrias y el mecanismo de Higgs que permite generar las
masas de las particulas fundamentales. En el capitulo 4 presentamos un modelo
general con dos dobletes de Higgs, como una extensién del Modelo Estandar. En
ese capitulo se desarrolla un poderoso método algebraico basado en invarianzas
gauge, el cual permite determinar la estabilidad de un potencial escalar de manera
precisa. Ademas, se presentan ejemplos de aplicacion de este método a otros mo-
delos con dobletes Higgs como el de Gunion et al. [2] y [3] y un modelo econémico
3 — 3 — 1 con dos tripletes Higgs. En el capitulo 5, se generaliza el método presen-
tado en el anterior capitulo a tres dobletes Higgs con el uso de bilineales. En este
procedimiento, surgen nuevas condiciones sobre los potenciales escalares que lle-
van a ecuaciones no lineales sobre las condiciones de estabilidad. Por tal motivo,
en [4] recomiendan usar métodos numéricos presentados en [5] y [6]. En el capitulo
6, desarrollamos la estabilidad del modelo general de tres tripletes de Higgs usando
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dos métodos, el primero basado en las bilineales del capitulo 5 y el segundo basado
en el método algebraico desarrollado en el capitulo 4. Adicionalmente, se desarrolla
la estabilidad del potencial escalar 3—3 — 1 sin término cubico y sin cargas eléctricas
exoticas presentado en [7]. En el capitulo 7, se presenta las condiciones generales
para la estabilidad de un modelo con N dobletes de Higgs, basados en el desarrollo
de bilineales, tal cual como se realiza en el capitulo 5. Por ultimo presentamos las
conclusiones en el capitulo 8.

En el apéndice A y B discutimos la estructura del espacio de las érbitas gauge para
el modelo general de dos dobletes de Higgs y para el modelo general con un nimero
arbitrario de dobletes Higgs, respectivamente. En el apéndice C damos las relacio-
nes matematicas correspondientes a las bilineales desarrolladas en el capitulo 5.
Finalmente en el apéndice D se describe las matrices de Gell-Mann generalizadas,
las cuales son necesarias para la estabilidad de un modelo con N dobletes de Higgs.
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Capitulo 1

El Campo Escalar Clasico

En matematicas y fisica, un campo escalar asocia un valor escalar a cada punto
en el espacio. El escalar puede o bien ser un nimero matematico sin dimension o
una cantidad fisica. Como ejemplo, en el contexto fisico, algunos campos escala-
res tipicos son la temperatura en una placa metalica, el potencial electrostatico, la
distribucion de presiéon en un fluido, y los campos cuanticos de espin cero, como el
campo Higgs tratado en [7] y en [8].

Matematicamente un campo escalar sobre una regién U es una funcion o distribu-
cién real o compleja sobre U [9]. La region U puede ser un conjunto en algun espacio
euclidiano, espacio de Minkowski, 0 mas generalmente en un subconjunto de una
variedad. En resumen un campo escalar es una funcion f : R — R.

Un campo escalar fisico deberia ser independiente del sistema de coordenadas usa-
do para describir el sistema fisico; es decir, dos observadores usando las mismas
unidades deben estar de acuerdo en el valor numérico del campo escalar en cual-
quier punto dado del campo fisico. Tomando el caso relativista, si dos observadores
miden un campo escalar, este debe ser invariante bajo transformaciones de Lorentz;
es decir, se cumple que

O(2") = o(x). (1.1)

1.1. EIlI Campo Escalar Real

El campo escalar real, sencillamente es un campo relativista real para particulas de
espin 0, entonces tomando su complejo conjugado

O(x) = ¢*(x). (1.2)



Este campo es invariante bajo transformaciones de Lorentz (1.1)), asimismo, dicho
campo satisface la ecuacion de Klein-Gordon para una particula libre

(O+m*)®(z) =0, (1.3)

donde, el operador D’Alembertiano se define como O = 0*0, y m es la masa de la
particula. La densidad Lagrangiana que describe la dinamica del campo es

L= la@aﬂ@ — 1m2®2. (1.4)

2 2

y usando las ecuaciones de Euler-Lagrange sobre la densidad Lagrangiana da como
resultado las ecuaciones de Klein-Gordon (1.3). Si bien, la ecuacién de Klein Gor-
don describe el campo escalar en ausencia de interacciones, estos campos pueden
interactuar con otros e incluso consigo mismo. Sin embargo, este tdépico no es de
interés para el desarrollo de este trabajo; el interés principal es tener una idea que
facilite la comprension de la dinamica del campo escalar.

1.2. EIlI Campo Escalar Complejo

Un campo escalar complejo ®(z), puede ser escrito en términos de dos campos

reales en la forma

7 ,

O(z) = (1.5)

donde su conjugado queda asi

o*(x) = 7 (1.6)
Al despejar @, y P, se tiene
b = V2 (@) + 07(a).
oy = —ig (®(x) — @*(x)) . (1.7)

Debido a que los campos &, y ®, de (1.7) son reales, se puede usar la densidad
Lagrangiana (1.3) tal que

1 1 1 1
L= éauq)18#q)1 — §m2¢§ + §8H(I)28'uq)2 — §m2¢% (1 8)
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Se reemplaza (1.7) en (1.8

c:%au [?(@Mﬁ) o g(@—cp*) —m? \/75(@+<1>*)
1. [-iv2 o] o [—iv2 Aom2 [=iv2 .
+§aul ) (cb—cp)]a[ ) (c1>—<1>)_—7 @+ L (19)

Se desarrolla la anterior expresion

2
c —i (0,® + 0,8%) (9P + ' D*) — mI (B> + &2 + 205)
1 * 1 U F * m2 2 *2 *
—Z(a,ﬂ)—a“q) ) (0"® — 0D )+T(<I> + "2 — 20P*)
(1.10)
La densidad Lagrangiana para este campo queda en la forma
L = 0,00"0* — m*dd*, (1.11)

en donde, las ecuaciones de movimiento dan como resultado la ecuacion de Klein-
Gordon.

1.3. Simetrias en el Modelo del Campo Escalar

Las transformaciones que experimenta un sistema fisico pueden ser de tipo local las
cuales dependen de las coordenadas, o de tipo global en donde la transformacion
afecta las propiedades internas del sistema, pero no depende de las coordenadas.
Cualquier transformacion sobre un sistema fisico en donde el Lagrangiano quede in-
variante, se dice que es una transformacién de simetria. Sin embargo, esto no siem-
pre sucede, en algunos casos cuando se realiza una transformacion local sobre un
sistema, puede que este no sea invariante. Para poder resolver esto, se introduce el
concepto de simetria gauge, las cuales permiten redefinir los campos o las particu-
las en términos de unos a otros, de tal forma que las leyes fisicas permanezcan
inalteradas. Las leyes no cambian porque los cambios hechos sobre un campo o
particula se cancelan por los cambios hechos por otros campos o particulas. Si las
particulas no interactian, entonces las simetrias gauge son globales, el cual quiere
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decir que las redefiniciones son las mismas en todo lugar y en todo tiempo. Pero, si
se requiere que las redefiniciones varian en lugares y tiempo, la simetria se convier-
te en gauge local, entonces forzosamente debemos anadir campos auxiliares en las
leyes que describen las interacciones (fuerzas) entre las particulas originales. Los
cambios en los campos auxiliares cancelan los cambios locales en otros campos.
Estos campos auxiliares también son llamados campos gauge, y son los campos
gue originan las fuerzas entre las particulas.

Como ejemplo, tomamos un sistema descrito por la densidad Lagrangiana (1.11)
sobre el campo escalar. Si se realiza una transformacion de simetria global U(1) en
donde

' (r) = e 0P (), (1.12)

y para su complejo conjugado, se usa la transformacién
O™ (x) = d*(2). (1.13)

Es claro ver que la densidad Lagrangiana (1.11) es invariante bajo una transforma-
cion U € U(1) representada por (1.12) y (1.13). Si el estado base del sistema fisico
no conserva la simetria se dice que hay un rompimiento espontaneo de simetria.

1.4. Rompimiento Espontaneo de Simetria

El rompimiento espontaneo de simetria es un proceso en el cual un sistema fisico
en un estado simétrico termina en un sistema asimétrico [10]. En particular, esto
puede suceder en sistemas donde las ecuaciones de movimiento de la densidad
Lagrangiana corresponden a simetrias, pero las soluciones de vacio de energia mas
bajos no exhiben la misma simetria. Cuando el sistema es evaluado en uno de estas
soluciones de vacio, la simetria es rota por las perturbaciones alrededor de ese
vacio, aunque la densidad Lagrangiana mantiene la simetria.

Tomemos como ejemplo un rompimiento espontaneo de simetria para un modelo
con un escalar real. Para lograr esto consideramos el Lagrangiano que describe un
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campo escalar real ¢
L= 5(0,2)(0"2) ~ V(@), (1.14)

donde el primer término corresponde a la energia cinética y el segundo término es
la energia potencial del sistema, tal queﬂ
1 1
V(®) = §/ﬁ<1>2 + chb‘*, (1.15)
donde . esta relacionado con la masa del campo escalar. Ademas, si se fija el valor

|A| > 0, aseguramos que el potencial sea estableﬂ.

El Lagrangiano (1.14) es invariante bajo una transformacién de paridad
d=—0. (1.16)

El estado de mas baja energia del potencial V(®) (1.15) ocurre cuando su valor es
minimo. Dicho estado lo denominamos (®), y sera el valor esperado en el vacio del
campo o.

Si se considera p? > 0, el valor minimo del potencial se puede determinar en sus

puntos extremos
v

> 1.17
dd 0, ( )
es decir

O(p® + |A|P?) =0, (1.18)
de donde ¢ = 0, es el valor que minimiza el potencial, por lo tanto, este correspon-
de al estado base denominado valor esperado del vacio, esto caso se representa
en la figura [1.1]. Por otra parte, al considerar oscilaciones pequefias alrededor del

vacio del sistema descrito por (1.14), entonces el potencial en (1.15), haciendo una
aproximacion hasta segundo orden, tenemos que

Lso = % [(0,@)(0"®) — @7, (1.19)

LE| potencial escalar no posee campos de orden superior a cuatro, a fin de que el modelo sea
renormalizable

2Con esto se quiere decir que V(®) posea un minimo global, por lo que esta acotado por debajo,
e implicaria que no haya una direccion en el espacio escalar en la que el potencial tienda a menos
infinito
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Figura 1.1: Gréfica del potencial escalar cuando z? > 0

4
Y
=)

Fuente: Esta investigacion

Figura 1.2: Gréfica del potencial escalar cuando ;2 < 0

Fuente: Esta investigacion

que describe un campo escalar con masa |u|.

Un caso mas interesante se presenta cuando i < 0, donde, el potencial se puede
escribir como
1 1
V(®) = —§Iu2|®2+ZIA|¢4, (1.20)

el minimo del potencial se encuentra en dos valores

2
(B)y = + % = v, (1.21)

la situacién se puede representar en la gréfica[1.2] Se puede ver que hay una dege-
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neracion del vacio, debido a que existen dos valores que pueden ser elegidos como
estados base, que significa que las consecuencias fisicas deben ser independientes
del valor que se elija para el vacio.

En este ejemplo se ve que el Lagrangiano es invariante bajo un grupo de trans-
formaciones, pero el estado base no lo es, por lo tanto se esta presentando un
rompimiento espontaneo de simetria (ver ecuacion (1.25)).

Ahora elegimos uno de los valores para el vacio; tomemos

(P)o=v= ,/_W’f, (1.22)

en donde v es el valor positivo de (1.21). Una explicacion fisica a este modelo se
puede lograr si se hace una expansion del Lagrangiano alrededor del estado base;
es decir, se redefine el campo escalar como

P =P (P)y=0—v=—=> =7 4. (1.23)
Al sustituir (1.23) en el Lagrangiano (1.14) y (1.15) se tiene que:
1 1 1
L=3 (0,(®" + v)) (O*(P" +v)) + 5|;f|(<1>’ +v)? — Z|A|(<1>’ + ). (1.24)

Si se destruyen los paréntesis para resolver las potencias y teniendo en cuenta que

v=+/—p2/|\ = |\ = —p?/v?, obtenemos
v

1 ) (I)/4 13 ) 2
= ~(9,9) (0"’ e — 07— — 1.2
L= 2(0,9)(0" ') + p (4U2+ —+ 4), (1.25)

gue rompe espontaneamente la simetria discreta ® — —®. Al tomar pequefas os-
cilaciones alrededor del vacio a segundo orden con % < 0, el Lagrangiano toma la
forma
1 215/2

Lso =5 [(0,2)(0"0") = 2|u*|2"] (1.26)
donde el valor constante se puede descartar, debido a que este no contribuye al
andlisis. En este caso el término 2|u2| corresponde a la masa de la particula escalar.
Con esto se culmina el analisis para el rompimiento espontaneo de simetria para una
transformacion discreta de paridad ® — —®. En la siguiente seccion se muestra un
ejemplo de lo que sucede cuando se rompe una simetria continua.
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1.5. Rompimiento Espontaneo de Simetrias Continuas

El Lagrangiano para dos campos escalares reales ¢, y ®, tiene la forma:
1
L= 5 1(0,21)(0"®1) + (9,22) (9" )] = V(T + @), (1.27)

Los campos ¢, y ¢, pueden ser expresados como las componentes de un doblete

P = <¢1) , (1.28)
o,

en donde, al aplicar una transformacién O € SO(2) (rotaciones en el plano) sobre

, cosf sind D,
d— P = . (1.29)
—sinf cos6 b,

Esta transformacion mantiene invariante el Lagrangiano (1.27). Ahora, como en la

escalar

los dobletes se tiene

seccion anterior, se considera el potencial en funcién de los campos hasta cuarto
orden

1 1
V(92 4+ 02) = V(%) = — 12 ®? + Z|A|(Q>2)2, (1.30)

2
teniendo en cuenta que ®2 = ®7d = P2 + d2,

Con respecto a los puntos minimos del potencial, se procede de manera similar
como en el caso de simetrias discretas. Primero se considera que p? > 0, lo cual
conduce a lo siguiente

oV 1 0 9 9 9 9
05, aq)(cI>+<I>) w (<I>+<I>) =0,

= [0+ M|(<I>§+<I>2)} ®, =0 (1.31)
VL, 0

- (1)2 (1)2 - _ 2 2
00, 8<I> — (P + P3) + Wé@g(q) 21202 =0,

= [+ [\[(PT+ @3)] 22 =0 (1.32)

. o . 0

Claramente la solucién del anterior sistema de ecuaciones es ® = < > =(P)yla
0

figura[1.3ilustra la situacién presentada. Para pequefias oscilaciones de los campos
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Figura 1.3: Potencial escalar de simetria continua cuando p? > 0

P,

D)

Fuente: Esta investigacion

escalares del vacio, el Lagrangiano (1.2/) toma la forma
1
L= 5{ [(0,01)(0"®1) — 1?3 + [(0,P2) (0" ®2) — 41> ®3] } (1.33)

donde se observa que las particulas escalares @, y ®, tienen la misma masa |z?|.

El caso 1?2 < 0, los puntos minimos son tratados de manera analoga a la anterior
seccion. Esto conduce a un rompimiento espontaneo de simetria, ya que el valor
minimo del potencial se encuentra en el producto

(@|P)y = i‘/_lTuf’ (1.34)

2

(®)2 = 2 + 2 = ﬁ (1.35)

El grafico ilustra el potencial, donde claramente se puede ver que el vacio esta

tal que

degenerado, debido a que el estado base esta comprendido en la circunferencia de
radio \/—pu2/|\|. Ahora se elige un valor para el vacio, por ejemplo, sea &, = 0y
®2 = —p?/|)\|, por lo tanto, se tiene que

(D) = (()) , (1.36)

donde v = *‘T"f El desplazamiento del campo alrededor del vacio
P =d— (), (1.37)
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Figura 1.4: Potencial escalar de simetria continua cuando p? < 0

Fuente: Esta investigacion

implica que

P +

P,y § 0 3
donde 7 y £ son las componentes del campo desplazado ®'. Se reemplaza este
resultado en el Lagrangiano (1.27), y se realiza el algebra correspondiente tenien-

do en cuenta oscilaciones pequenas de los campos escalares alrededor del vacio,
obteniendo lo siguiente

Lso =

[(8#77) (0"n) —2 {lﬁ} 772 + (auf) (8M5)] . (1.39)

N | —

En este Lagrangiano se puede apreciar dos particulas, la primera es n que tiene
una masa igual 2|4?| y la otra particula es £ que no tiene masa. Estos resultados son
una consecuencia del teorema mas general denominado teorema de Goldstone:
“Si una teoria de campos tiene una simetria continua en el Lagrangiano, la cual
se rompe espontaneamente; es decir el estado base no es invariante bajo dicha
simetria, entonces necesariamente debe existir un boson escalar o pseudoescalar
sin masa en el espectro de las posibles excitaciones, asociado a cada generador
que no anule el vacio, y que tiene sus mismo numeros cuanticos. Estas particulas
se identifican como bosones de Goldstone”
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1.6. EIl Mecanismo de Higgs

El mecanismo de Higgs, descubierto por Peter Higgs explica las interacciones que
existen cuando hay un Lagrangiano invariante bajo una transformaciéon gauge local
que dé lugar a un rompimiento espontaneo de simetria. Curiosamente surge en for-
ma inesperada una cooperacion entre los campos gauge no masivos y los bosones
de Goldstone que aparecen como consecuencia del rompimiento espontaneo de
simetria, como se analizé en la seccion anterior. Dicha interaccidn es ligeramente
distinta al modelo de Goldstone, dado que lo que se rompe en este caso es una
simetria local.

El caso mas sencillo, es la simetria gauge Abeliana U(1). El sector Higgs la posee
con el Lagrangiano del campo escalar complejo

1
L=|D,® - 12|®° — |\(PD*)* — Efm,]-"””, (1.40)

donde F,,, es el tensor de campo de fuerza (también conocido como tensor electro-
magnético). La derivada y el tensor covariante son respectivamente

D, =0, +1iqA,, Fuw =0 A, — 0, A, (1.41)

donde A, es el cuadripotencial definido como A, = (V./c,—A), V. es el potencial
eléctrico y A es el vector potencial, ademas el parametro ¢ es el autovalor del gene-
rador @ del grupo Abeliano U(1). El Lagrangiano es invariante bajo el grupo
Abeliano U(1) global
& — P =P, (1.42)
donde 6 es un parametro real . Ahora, considerando transformacion gauge Abe-
liana local, en donde el parametro # varia con respecto a las variables espacio-
temporales, se tiene que
®(z) — P = @ P (1), (1.43)
Au(z) — Al (z) = Au(x) — Oua(x).
De nuevo, se deben considerar las dos posibilidades para el parametro 12 en el
potencial
V(®D*) = — 2| @ + |\|(®PP*)*. (1.44)
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Para ;2 > 0, el Gnico minimo es & = 0 y la simetria gauge del Lagrangiano se
conserva. El fruto de este modelo es la teoria electrodinamica cuantica (QED) con
campos escalares cargados, con un solo bosén no masivo correspondiente al foton
A, y dos particulas ® y ®* con la misma masa ||

Al considerar 2 < 0, se presenta un rompimiento espontaneo de simetria, donde el
potencial tiene infinitos valores para el estado base, es decir, el potencial tiene una
degeneracion del vacio.

Tomamos el siguiente valor para el vacio

2 2

2y K _ U
El campo desplazado alrededor del vacio toma la siguiente forma
P =P — (D), (1.46)

Para este analisis hay que reparametrizar el campo escalar complejo como prosigue

1
@l:_el
V2

Al trabajar con pequenas oscilaciones del campo alrededor del vacio escogido, solo

78

“(v ). (1.47)

sera necesario expandir en series de potencia la representacion exponencial del
campo ®’, tal que

po 1 ,
P ~ \/§(U+77—|—Zf). (1.48)

Al reemplazar esto en (1.40) se obtiene

L :% [(0" + iqgA") (v + 1+ i§)] [(Oy — 1qA) (v +n —i§)] — % [(v+n+i&)(v+n —if)]
H wrn i€+ — i) - %]—"W]-"“”. (1.49)

Destruyendo los paréntesis y tomando solo los términos hasta segunda potencia se
llega al siguiente resultado

2,,2

[(8,m)(0"n) + 214°n°) +%(au§)(a“§) _ %]—"W]-"“” +quA, (9€) + %AHA“ .
(1.50)

N | —

LS.O =
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Como se esperaba del teorema de Goldstone, el campo 1 que corresponde a una
oscilacion radial tiene una masa igual a 2|u?|. EI campo A, aparentemente tiene
masa pero en el penultimo término esta mezclado con el campo £ que no es masivo.
Para solucionar esto, se considera por separado la expresion del Lagrangiano que
involucra los campos A, y ¢ de esta forma

1 q*v?
5(Du6)(0"€) + quAL(0"€) + T~ A A", (1.51)
se realiza un poco de algebra
2,2
v i Y
5 (AM + qva“€> (AM + qva 5) : (1.52)

esto sugiere la siguiente transformacion gauge sobre 4,
, 1
Ay — A=A+ q—vaug. (1.53)

Entonces, de (1.50) se tiene que el Lagrangiano se expresa como

2

1 2
[(0um)(@"n) + 204%0?] = ST P + Toqam s (1.54)

Fso= 2

DN | —

donde el término constante es extraido del potencial, debido a que no juega un pa-
pel importante para nuestro andlisis. Por lo tanto, adicionalmente al espectro de la
particula oscilando alrededor del vacio dado por el campo n con masa, existe un
campo vectorial A/, que también es masivo, en donde el campo ¢ ha sido absorbido
por el campo A,,.

El analisis presentado en esta seccion, resume lo que se denomina como el me-
canismo de Higgs para el caso Abeliano. Las particulas descritas por lo campos
escalares n y por los campos vectoriales A, se les llama respectivamente bosones
de Higgs y bosones vectoriales. Adicionalmente los grados de libertad se conservan
antes y después del rompimiento de simetria. En un principio se tiene dos escalares
y un bosoén vectorial no masivo (1 x2+1x 2 = 4), posteriormente tenemos un escalar
y un boson vectorial masivo (1 x 1+ 1 x 3 = 4).
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1.7. Rompimiento Espontaneo de Simetria no Abelia-
na

Con el fin de plantear la ruptura espontanea de simetria no Abeliana, se escoge
una teoria gauge SU(2) y se estudia los campos escalares en la representacion del
triplete escalar (o isovector)

b1
D=|¢|, (1.55)

b3

que da lugar al Lagrangiano invariante gauge SU (2) del sector escalar
1
L=|D,®|* — 1i*|®|* — |\ (®D*)* - 1T (1.56)
donde la derivada covariante es
D, =0, +igTibl,, j=1,23, (1.57)
donde g es la constante de acople. Aqui, los 7; son los generadores del grupo SU(2)
y b/, son los campos gauge.
La transformacién gauge SU(2) se representa como
S — P =eTP, (1.58)

donde « es el nUmero de parametros dependientes de las coordenadas espacio-
temporales del grupo no Abeliano. Los T son los generadores del grupo SU(2), los
cuales satisfacen el algebra

(179, T%] =iejT", (1.59)

donde la representacion adjunta del generador T es:
(Tj)kl = —iEjkl. (1 60)

De las teorias de campos de Yang Mills, se tiene que antes del rompimiento es-
pontaneo de simetria para el caso del parametro 12 > 0 el potencial tiene un minimo

28



en ® = 0, donde existen tres bosones escalares con la misma masa y tres bosones
gauge sin masa para un total de 9 grados de libertad de las particulas[11].

Ahora, al considerar ;> < 0, se genera el rompimiento espontaneo de simetria y en
consecuencia se encuentra una degeneracion del vacio. Naturalmente se toma el
valor esperado del vacio en una componente neutra del triplete escalar

0
(®)o=|0]. (1.61)
v
donde, de nuevo se escoge v = —ﬁ. Desplazando el campo escalar

P =B — (®)), — =D + (D) (1.62)

Eligiendo una parametrizacion 6ptima para el campo escalar

0
P = Gnten)/v g | (1.63)
v+n
y se define la transformacion gauge local
P — @ = OTHEDR) VP, (1.64)
esto implicaria que ® se reduce a:
0
P = 0 . (1.65)
v+

Al sustituir este valor en el Lagrangiano (1.51) con oscilaciones pequefas alrededor
del vacio se obtiene

1 21)2
Lso = 5 [(8,m)(0"n) + 2p°n?] — 1T+ gT(b;blﬂ +O0*) +...  (1.66)

DN | —

De este Lagrangiano se tiene que 7 tiene masa de valor —2;2 > 0, los bosones b}L
y b?, asociados a los generadores T y T, que rompen espontaneamente la simetria
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del vacio, obtienen una masa comun de valor gv. Por otra parte los bosones esca-
lares &; con ¢ = 1,2 desaparecen del Lagrangiano debido al teorema de Goldstone.
Por ultimo el bosén gauge bf; que no aparece en el Lagrangiano, no tiene masa y
corresponde al generador T3 que deja el vacio invariante.

Si se toma en cuenta el numero de grados de libertad, de nuevo se obtiene que
este se conserva antes y después del rompimiento espontaneo de simetria, porque
resultan un campo escalar, dos bosones vectoriales masivos y un bosén sin masa
(Ix14+2x34+1x2=09).
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Capitulo 2

El Modelo Estandar y el Sector Esca-
lar

Las teorias y descubrimientos de cientos de fisicos desde la década de 1930 han
dado como resultado una visién notable de la estructura fundamental de la mate-
ria, la cual establece que todo en el universo esta hecho de unas pocas unidades
elementales llamadas particulas fundamentales, gobernadas por cuatro fuerzas fun-
damentales. El mejor entendimiento de como estas particulas y tres de las fuerzas
(electrodébiles y fuertes) estan relacionadas entre si, esta encapsulado en el Mo-
delo Estandar de la fisica de particulas. Desarrollado a principios de la década de
1970, ha explicado con éxito casi todos los resultados experimentales y ha predicho
con precision una amplia variedad de fendmenos. A lo largo del tiempo y a través de
muchos experimentos, el Modelo Estandar (ME) se ha establecido como una teoria
fisica bien probada [10].

En el desarrollo de este capitulo se explica la dinamica basica del ME, con el
propoésito de entender el sector escalar que es el tema de mayor interés.

2.1. Estructura del Modelo Estandar

Esta teoria es la responsable de describir tres de las cuatro fuerzas fundamentales
(la electromagnética y las interacciones fuertes y débiles, pero no incluye la fuerza
gravitacional) en el universo, asi como la clasificacion de todas las particulas ele-
mentales conocidas. Aunque se cree que el ME es tedricamente coherente y ha
demostrado grandes éxitos en la comprobacion de las predicciones experimentales,
este deja algunos fendmenos sin explicar y no llega a ser una teoria completa de las
interacciones fundamentales [12].
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2.1.1. Interacciones y Particulas Elementales

En la naturaleza hay cuatro fuerzas que son responsables de todos los fenomenos
en el Universo:

¢ Interaccion Gravitacional: Esta interaccion es la mas débil de las cuatro a
escala atomica, donde las electromagnéticas dominan. Pero, la gravitacién
es mas importante para objetos y distancias macroscépicas por las siguien-
tes razones: La gravitacion es la Unica interaccion que actliia sobre todas las
particulas que tienen masa, energia y/o momento. Tiene un rango infinito, no
puede ser absorbida, transformada y tampoco se puede proteger contra esta.
Es siempre atractiva.

¢ Interaccion Electromagnética: Es la interaccién que actia entre las particu-
las eléctricamente cargadas. Este fendmeno incluye la fuerza electrostatica
actuando entre particulas cargadas en reposo, y el efecto combinado de la
fuerza eléctrica y magnética actuando sobre particulas cargadas que se mue-
ven relativamente una con respecto a la otra. Esta tiene rango infinito como la
gravedad, pero es mucho mas fuerte que ésta.

¢ Interaccion Nuclear Débil: Es la responsable de la desintegracion de particu-
las y nucleos atomicos en los fendmenos radioactivos. Esta interaccién tiene
un alcance muy limitado y es mas fuerte que la gravitacion, pero es mucho mas
débil que la interaccion electromagnética. Cabe resaltar que el electromagne-
tismo y la fuerza débil se entiende ahora como dos aspectos de la interaccidon
electrodébil.

¢ Interaccion Nuclear Fuerte: Esta fuerza es responsable de que los quarks
se unan para formar protones y neutrones, y de que estos se acoplen en el
nucleo atémico, de manera que su intensidad es unas 1000 veces mayor que
la fuerza de repulsion electromagnética. Es la mas fuerte de las cuatro, pero
estos efectos solo se aprecian a distancias muy pequenas del tamano de los
nucleos atémicos.
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En sus inicios la fisica de particulas consistia en estudiar el comportamiento del
electrdn, del proton y del neutrén, las Unicas particulas conocidas hasta el ano 1932.
Sin embargo, con la llegada de los detectores se fueron descubriendo mas y mas
particulas subatémicas hasta formar lo que se llamé el zoo de particulas, por lo que
no era muy ventajoso hablar de muchas particulas elementales. Un gran avance
se dio cuando se logré clasificarlas en dos grupos basandose en el espin de cada
particula. Se llamé bosones a aquellos que tienen espin entero y fermiones si tienen
espin semientero. A su vez, los fermiones se clasifican segun el tipo de interaccion.
Las particulas fermidnicas que tienen interaccion fuerte se llaman hadrones. Entre
ellas estan, el proton, el neutrén, y el pién (7). Estas particulas también interactdan
a través de la fuerza débil y electromagnética. Los hadrones se clasifican en bario-
nes y mesones, la razén de subclasificarlos es que los mesones pueden destruirse,
pueden aparecer y desaparecer y ser creados a voluntad mientras que el nimero
de bariones en el universo se conserva. Si un barién desaparece tiene que aparecer
otro barién que lo reemplace, asi se mantiene el nimero total de bariones constante.

Es relevante tener en cuenta que los bariones y mesones no son particulas elemen-
tales, pues estan constituidas de Quarks: up, down, charm, strange, top y bottom.

Los fermiones que no poseen interaccion fuerte se denominan Leptones, que se
pueden clasificar en cargados y no cargados. Entre los cargados encontramos el
electrdn (e), el mudn (u) y el taudn (7). Por otra parte, los no cargados son conoci-
dos como neutrinos, donde existen tres variedades de ellos: el neutrino electronico

(ve), el neutrino muénico (v,) y el neutrino taudnico (v.).

Las particulas elementales también se clasifican en familias o generaciones. Entre
generaciones, las particulas difieren sélo en su niumero cuantico de sabor y en su
masa, pero sus interacciones y los restantes nimeros cuanticos son idénticos. Cada
generacion esta dividida en dos leptones y dos quarks. Los dos leptones pueden ser
clasificados en uno con carga eléctrica —1 (como el electrén) y uno neutro (como el
neutron); los dos quarks deben ser clasificados en uno con carga —1/3 (tipo down)

33



Tabla 2.1: Simetrias del Modelo Estandar.

Interaccion Grupo Gauge Boson Simbolo
Electromagnética (QED) U(l) Fotén ~y
Débil SU(2) Bosones Intermediarios W+, Z°
Fuerte (QCD) SU(3) Gluones g

Fuente: Esta investigacion

y uno con carga +2/3 (tipo arriba).

En cuanto a los bosones, estas particulas son las responsables de las interacciones
entre las particulas fermidnicas; es decir, cuando existe un interaccion, hay un inter-
cambio de bosones, por ejemplo: Si el boson que es intercambia en la interaccion
es:

e El fotdn (v), decimos que se trata de una interaccion electromagnética.
e Si se intercambia el gludn (g), decimos que hay una interaccion fuerte.

e Si hay intercambio del bosén W+ o Z° decimos que existe una interaccion
débil.

La figura (2.1) resume todas las particulas fundamentales de la materia y sus inter-
acciones dentro del ME.

La estructura de las particulas fundamentales del ME actualmente esta completo.
Debido a que con el transcurso de los anos se han descubierto todas estas particu-
las.

Lo que hace del ME una teoria de relevancia cientifica es que logra unificar las tres
teorias gauge basadas en grupos de simetrias, registradas en la tabla[2.1]

Una interaccion donde solo existe una carga (carga del electrén) se conoce como
la electrodinamica cuantica (QED), si consideramos dos cargas tenemos la teoria
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Figura 2.1: Estructura de la materia en el Modelo Estandar.

Las tres generaciones de la
Materia (Fermiones)

masa—|3 MeV 1.24 GeV 172.5 GeV 0
carga— | %4 % 24 t 0 v
s U |be € (e U1 fs
nombre— up charm top photon
6 MeV 95 MeV 4.2 GeV 0
cid (S KD
R Y 2 1
8 down strange bottom gluon
<2 eV <0.19 MeV | [<18.2 MeV | [90.2 GeV 0
VA AR VA
w Ve |n VU |[u VT || _
electron muon tau fuerza 4
neutrino neutrino neutrino débil N
@
0.511 MeV 106 MeV 1.78 GeV 80.4 GeV >
0 4+ L
CJC.J -1 e -1 -1 T t1W o
S % 4 “ 1 1 5
8 electron muon tau fue;l;a 8
3 débil M

Fuente: Esta investigacion
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débil, y la extension a tres cargas es lo que llamamos la cromodinamica cuantica
(QCD).

A continuacion se estudia la simetria SU(3) ® SU(2) ® U(1), en la que se basa el
Modelo Estandar que unifica las tres teorias anteriormente mencionadas.

2.2. La Matematica del Modelo Estandar

El ME esta basado en el principio de invarianza de norma; es decir, la fisica no
depende de la forma en que describamos los parametros internos de un sistema.
En el cual las fuerzas fundamentales de la naturaleza son descritas mediante teorias
de grupos gauge. El Lagrangiano que describe el Modelo Estandar se expresa de la
siguiente manera:

Lyp=Li+Ly+Ly+ Ly, (2.1)

donde:
e L, corresponde al Lagrangiano fermionico.
e Ly corresponde al Lagrangiano del sector escalar.

e L, se refiere al Lagrangiano de los campos gauge adicionales para asegurar
la invarianza de norma.

e Ly es el Lagrangiano de Yukawa o del acoplamiento de campos.

El Lagrangiano (2.1) es invariante bajo el grupo de simetria SU(3)c®@SU(2),®@U(1)y,
donde los subincides C, L, Y se refieren al sector de color, leptonico y Yukawa res-
pectivamente.

2.2.1. EIl Sector Electrodébil

El Lagrangiano del sector electrodébil esta asociado con la simetria SU(2) ® U(1).
En este los fermiones son descritos en términos de campos de Dirac, donde los
dobletes izquierdos L se representan por espinores de cuatro componentes sujetos
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a la simetria gauge SU(2) y los singletes derechos R bajo el grupo de simetria U(1).
En esta teoria los neutrinos son considerados no masivos, debido a que no tienen
representacion derecha. Por lo tanto

€ L
L= (V“) R=1{ up . (2.2)
K L

vy
TR
.
L

El Lagrangiano de Dirac del sector fermidnico para una particula libre es

(

L =V(i"d, —m)V, (2.3)

donde ¥ es el campo de Dirac, ¥ es el adjunto de Dirac del campo, v son las
matrices de Dirac y m es la masa. Para que el Lagrangiano sea invariante SU(2) ®
U(1), se necesita introducir cuatro campos gauge relacionados con las simetrias

SU(2) — F,, = 9,bl, — 9,b, + ge;ublbs., coni, j, k,1=1,2,3 (2.4)
U(1) = fu = 0,A, — 0, A,. (2.5)

De esta forma, el Lagrangiano invariante gauge del sector electrodébil esta dado por

L = Rin* (aﬂ + %QIAP) R+ Lin" (@ + %g/AH + %a,blu) L— iFl’wF”‘” - i Fun ™
(2.6)
donde las letras Ry L indican el Lagrangiano del sector fermionico derecho e izquier-
do respectivamente, expresion (2.3). Ademas o, son los pgeneradores de SU(2)
(matrices de Pauli) y Por ultimo, los g y ¢’ son las constantes de acople de los gru-

pos SU(2) y U(1) respectivamente.

La teoria de las interacciones electrodébiles descrita por (2.6) no es apropiada,
por dos razones obvias. Contiene cuatro bosones gauge sin masa Au,biL, donde
[ = 1,2,3 mientras que en la naturaleza sélo existe un bosén no masivo denominado
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foton. Ademas, la invarianza SU(2) prohibe un término de masa para el electrén.
Por lo tanto, se tiene que modificar la teoria para que solo quede una cantidad con-
servada (carga eléctrica) correspondiente a un boson gauge sin masa (fotdn), y que
el electron adquiera masa. Para poder llegar a esto se introduce un campo escalar
complejo

2.3. EIl Sector Escalar

En el Modelo Estandar, el Lagrangiano del sector escalar tiene la forma:
Lese = D@ — 1 (@T®) — |N|(2T®)?, (2.7)

donde ® es un doblete escalar complejo, 1 es una constante relacionada con la
masa y |\| es el término de autointeraccion. Ademas, la derivada convariante D,
debe ser tal que tiene que asegurar la invarianza del Lagrangiano (2.7) bajo SU(2)®
U(1), entonces debe tener la forma

Y

7 A

1 g
Dy =0u+ —5—Au+ Ealbf“ (2.8)

donde Y es la hipercarga y de nuevo o' son las matrices de Pauli, que a su vez
generan a SU(2).

La interaccion entre campos fermionicos y campos escalares esta descrita por el
Lagrangiano de Yukawa

Ly = —G. [R(®'L) + (L®)R], (2.9)

el cual es invariante SU(2) ® U(1), donde G, es la constante de acople de la inter-
accion.

Por lo pronto, el Lagrangiano mas general toma la forma:

D, ]-g/ T b Zg/ Zg l 1 l lpv nuv
L =Rin" | 0, + 714# R+ Liv* | 0, + 714# + ?Olbu L — 1 (FWF — fwf )

+|D, @ — 1 (@'®) — |\|[(®'®)* — G. [R(®'L) + (L®)R] . (2.10)
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Ahora consideramos el Lagrangiano con u? < 0, para obtener un rompimiento
espontaneo de simetria (ver seccion [1.4). Bajo esta consideracion, el vacio se ha
degenerado al adquirir infinidad de valores alrededor del circulo de radio —u?/|)|,
por lo tanto se puede escoger el siguiente valor para el vacio sobre la componente

0
®)) = : 2.11
o () o

neutra del doblete escalar:

donde v = 1/_\7“\2-

Este valor esperado rompe la simetria SU(2) ® U(1), y por el teorema de Goldstone
se tiene un campo bosdnico no masivo por cada generador roto de SU(2) @ U(1).

Un generador se rompe si no deja invariante el vacio, en este caso se tiene como

generadores de SU(2)®U(1), las matrices de Pauli para SU(2) y el generador Y para
U(1). Ahora se usa la relacién de Gell-Mann Nishijima, para obtener el generador de

carga
Q=1+ %Y. (2.12)
Al aplicar estos generadores al vacio escogido se obtiene lo siguiente:
0 1 0 v/V?2
g1 0o — = y 2.13
(1) o) = (107) 20 &
[0 =i 0\ [—iv/v2
(D))
1 0 0
i@ = _1> <U/\/§> = (0—v/v2) #0, (2.15)
Y(®)y = +1(P)y # 0, (2.16)
Q(®), = <13 + %Y) (®)o = 0. (2.17)

Aqui se puede observar que los cuatro primeros generadores rompen espontanea-
mente la simetria, mientras que el ultimo generador relacionado con la carga, no lo
hace. Fisicamente significa que el fotdon permanece sin masa.
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Ahora se realiza una parametrizacion del campo escalar complejo en forma expo-
nencial con el objetivo de aplicar el mecanismo de Higgs, entonces

€0 O

b - ( > (2.18)

vin
V2

también se transforma las siguientes cantidades

—igT

PP =c o D,

Ulbl# — albﬁ,
A, — Ay,
R — R,
L—IL =c2 L

Sustituyendo estas cantidades transformadas en el Lagrangiano (2.10), se observa
que el sector fermidnico permanece invariante. Para el sector escalar (2.7) se tiene
que

2
_ ig'Y vy 0 2 (VTN ? v+n\’
‘Cesc - ‘ (aﬂ "’ TAM ‘|’ 2 O—lbﬂ) (m - ,u —\/5 ‘|‘ ’)\| —\/5

V2
Los términos de masa para los bosones gauge surgen del término que contiene a la

. (2.19)

derivada covariante, ese término se puede escribir asi

ig 9 1 9 g0 G 3 0
| (GM + 7‘4#12 + Eglb/ﬁ + EO‘QbN + 50-317#) (i\[’?
2

Se reemplaza el valor de las matrices de Pauli y se desarrolla las operaciones,

(o)) 5) ) ()

2

2

Y

obteniendo

ig 10 ig
0, +—=A =

2

_ iau 0 N i (gAL+gbs b, — b 0 (2.20)
V2 T \vtn)  2v2\ bl it gA, g3 ) \vtn
Ahora se define A
F
WE = £ 1 2.21
7 (2.21)
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Por lo tanto, se usa (2.20) en (2.21) y se desarrollan las operaciones

i<0>+g((g’AM+gbf;>/ﬂ gW* )( 0
V2 \o,n) 2 gW~ (g Ay —gb3)/v2) \v+n

1 (0 i gW* (v +n)
L L _ 222
V2 (@m) i ((Q’AN —gb3)(v+n)/ \/§> 222

De (2.21), se puede ver que el complejo conjugado de W, es precisamente W~
Aplicando esto sobre (2.22), se tiene

1 1 .
500+ 5 [PWLW™ 4 (g A, = b)) (v + )’

2
1 1 1
=5 ,mot'n + Z—lg%QWJFW_ + g(g'AM — gbi)%z +--- (2.23)

En este analisis solo se presentara hasta potencias de segundo orden en los cam-
pos, por esta razén, solo se considera los términos dados en (2.23). El término
(g'A, — gbf;)Q, se puede representar como un producto matricial, de tal forma que se
reescribe en la forma

- Iz Za?%02 Za2 (2 2.24
SO0+ 1o P WL W ot (12 A,) (—gg' o) ) (2.24)
La matriz 2 x 2 puede ser llevada a forma diagonal con

A= PAPY, (2.25)

donde A es la matriz a diagonalizar y P es la matriz unitaria que surge de sus
autovectores. Se usa en este calculo el Software Wolfram Mathematica 11 (ver figura
2.2), con el fin de facilitar el desarrollo.

De esto se puede ver que A’ sera

A/ _ 92 + g/Q 0 .
0 0
La matriz P tiene la siguiente estructura:

lgl lg']

p— \/92+g/2 \/gz+g/2
—4'lgl glg’|

g\/92+g/2 g/\/92+g/2
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Figura 2.2: Diagonalizacion de la matriz A.

[-Se define la matriz A con g'=q, para evitar errores de lectura-/
A:matrix([g"2,~g-q],[-g-9,9"2])

¢ -gq
2

-89 g

{-Determinar los autovalores-/
eigenvalues(A)

[[q*+g?.01.[1,1]]

{-Calcular los autovectores-/
eigenvectors(A)

rrrq2+g2,01,r1AJLHH.—%ILHL%MM

{-Calcular los autovectores normalizados -/
uniteigenvectors(A)
_ E] lglq |gl glql
11 #¢° 0L AL ——— - — = [[—————=11]]
Va4 g gy 9 g

Va3 g% ay/a rg

Fuente: Esta investigacion

Esta matriz satisface la condicion PP = 1,, es decir P” = P~!, entonces la diago-
nalizacién de A se lleva a cabo realizando el producto PAPT = A’. Con esta idea,
en (2.24) usamos la propiedad PTP = 1, apropiadamente

1 1 B 1 92 _gg/ b?’“
_ a# Z 42 2W W — 2 ( 2 )P PT P PT .
2 ,Ufn 77+ 4g v + + 8U bu A:U‘ _gg/ g/Q Au _'_
1 1 1 @?+g% 0\ (Z
= 500" n + 397 W W + 20 (zu AM> ( 0o A" +--- (2.26)
w
Donde se ha encontrado los nuevos campos fisicos
¥ —gA b — gA
z, =P =T T (2.27)

/g/2 + g2 ’ » /g2 + ¢2 ’
Por lo tanto, el Lagrangiano escalar (2.19) queda de la siguiente manera

92 + 912

1 1
L= 50md"n = p*n’ + 76 WIW™ +

5 V72, ZH + - (2.28)

La estructura de (2.28), nos permite ver los términos de masa de los bosones gauge:
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e Masa del boson Wlf = %

; [2 4 o2
e Masa del bosén Z, = Y197,

2

e Masa del bosén A, = 0, debido a que este no aparece en la expresion del
Lagrangiano.

Ademas, notamos que el campo escalar , tiene masa igual a 2|u?| > 0y se lo co-
noce como el boson de Higgs que es el responsable de que los bosones W y Z
adquieran masa como consecuencia del rompimiento espontaneo de simetria.

Por otro lado, los fermiones consiguen su masa a través de los acoplamientos de
Yukawa. De ahi, si se reemplaza el valor de ® en el Lagrangiano de Yukawa (2.9),
para los electrones se tiene que:

(n+wv)_ (n+wv)_
Ly = _Ge — Ge . 2.29
Y \/§ €RErL \/§ €LER ( )
Reorganizando los términos
;CY == —Ge% (éReL + éLeR) —+ ..
. . 01
Usando el adjunto de Dirac (¢ = ef~,), donde v, = < > , tenemos que
10
v er
L = — Ge_ * * + ...
Y NG <€R €L> (eR)
= — Ge%ee _|_ e
De esto se concluye que el electrén adquiere una masa igual a:
Me = G (2.30)
e e \/5 .

Por ultimo, se debe considerar la simetria SU(3) que permite completar el Lagran-
giano. Esta parte corresponde a la interaccion fuerte, conocida como la cromo-
dindmica cuantica. Para SU(3) solo se adiciona el siguiente término al Lagrangiano

1
_Z‘GZ"’Q’ cona=1,2,...,8, (2.31)
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con
G, = 0,G% — 0,G5 + gefajuGLGY, (2.32)

en donde ¢, es la constante de acople del sector fuerte, y f,;r es la constante de
estructura. El subindice a se refiere a los 8 gluones y T, son las 8 matrices de Gell-
Mann, generadoras del grupo SU(3). Ademas, la derivada covariante esta definida
como

D, = 0, +ig. TG}, (2.34)

Para finalizar, gran parte del estudio realizado en este capitulo esta centrado en la
primera familia de fermiones, sin embargo el ME tiene tres familias fermionicas. No
es de interés para el desarrollo de este trabajo abarcar todas las familias fermiéni-
cas, por tal razén, no se toma en cuenta.

Aunque el ME tiene mucha aceptacion cientifica en la descripcion de fendmenos,
este tiene ciertas limitaciones como las siguientes:

e El modelo contiene 19 parametros libres, los cuales son: la masa del electron,
la masa del muon, la masa del tau6n, la masa de los quarks (up, down, charm,
strange, top y bottom), las constantes de acople de las simetrias U(1), SU(2)
y SU(3), la masa del bosén Higgs, el valor de expectacion del vacio del campo
Higgs, el angulo de vacié de la cromodinamica cuantica y los parametros de
mezcla de la matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawaf]

e No explica la razén de las tres generaciones de familias.

e No explica la jerarquia de las masas.

'Las matrices de Gell-Mann son las siguientes
0 — 0 1 0 0 0 01
= =i 0 o], x3=[0 -1 0], x=[0 0 0],
0 0 O 0O 0 O 1 0 0
0 0 —i 0 00 0 0 O 1 (L0 0
M=[(0 0 0].2%=[0 0 1], 2=[0 0 —i],Xs=—=[0 1 0 (2.33)
i 0 0 1 0 0 ¢z O V3 0 0 -2

2La matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa es una matriz unitaria que contiene informacion sobre
la intensidad de las desintegraciones débiles que cambian el sabor

o
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e Tiene problemas de unificacion de las fuerzas.

e No considera masa para los neutrinos.

e El modelo es inconsistente con la explicacidon de la materia oscura y su contri-
bucidn a la energia oscura.

Debido a esto, el Modelo Estandar no se considera la teoria final de la fisica de
particulas y es necesario extender la teoria e ir mas alla del Modelo Estandar [13].
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Capitulo 3

El Modelo General de dos Dobletes de
Higgs

3.1. Introduccion

En este capitulo se estudian los modelos generales que tienen un sector escalar
con dos dobletes de Higgs. La simetria gauge SU(3)¢c ® SU(2), @ U(1)y se sigue
manteniendo. En la version mas simple el contenido fermionico de este modelo, es
el mismo del ME. Surgen los mismos bosones gauge, lo que da lugar a las mismas
interacciones fundamentales. Aunque el rompimiento espontaneo de simetria elec-
trodébil no lo implementaremos en este trabajo, funciona de manera similar como
en el ME, un estudio detallado acerca de este rompimiento se puede encontrar en
[13]. El Lagrangiano contiene términos que solo consisten de campos escalares. Es-
tos términos forman un potencial escalar que es responsable de la estabilidad y el
rompimiento de simetria. Ademas, a través de sus derivadas covariantes, los cam-
pos escalares se acoplan con los bosones gauge. El acoplamiento de fermiones
proviene de los términos de Yukawa.

3.2. El Modelo General de dos Dobletes de Higgs y
Cambios de Base

Denotamos los dos campos escalares complejos de dobletes de Higgs como

o; ()
Al (ﬁ(w))

con i = 1,2. A cada campo le corresponde cuatro grados de libertad escalares,
debido a que cada ¢ con a = 0,+ es un numero complejo. Por lo tanto para este
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caso existen ocho grados de libertad. El Lagrangiano invariante a SU(2), ® U(1)y
mas general para el modelo general de dos dobletes Higgs puede ser escrito asi

Lrvom = Ly + Ly + L, (3.2)

donde Ly son los términos de interaccion de Yukawa de los campos Higgs con los
fermiones, £’ contiene todos los términos del Lagrangiano sin los campos Higgs. En
este trabajo no se toman en cuenta Lvy Y £', debido a que ellos no son relevantes
para nuestro analisis. El Lagrangiano que solo depende de los bosones Higgs esta
dado por

L, = Z (DN%)T (DHpi) = V (1, ¥2)- (3.3)

1=1,2
Este término reemplazaria los términos cinéticos del bosén de Higgs y el poten-
cial Higgs del Lagrangiano del modelo estandar (ver ecuacioén (2.7)). La derivada
covariante es
D, = 0, +igbyo, +ig' A Y, (3.4)

donde o, y Y son los generadores de las transformaciones de isoespin débil e hi-
percarga débil respectivamente y los factores g y ¢’ son las constantes de estructura.
Para los dobletes de Higgs se tiene que o, = 0,/2, donde o, (a = 1,2,3) son las
matrices de Pauli. En este modelo se establece que ambos dobletes tienen la misma
hipercarga y = 1/2.

El potencial invariante gauge y renormalizable V' (¢, p2) mas general para los dos
dobletes Higgs ¢ y ¢» es una combinacién lineal hermitica de los siguientes térmi-
nos

1, (@3%) (@Lsoz) , (3.5)
donde i, j, k, [ € {1,2}. Dicho potencial tiene la forma
V (1, 02) =413 (solsol) + 3 (@902) - (uiwiwz - u?*w%sol) + A <90J{<p1)2
+ A2 (90$s02>2 + A3 (d%) (@5902) + A (s@k@) (s@E%)
+ <>\5<PI€02 + )\3@901)2 + <>\6<P1902 + AZ@E%) (@1901)
- (Momz + A?w%wl) (s@éwz) : (3.6)
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Como w2, A5, \¢ Y A7 pueden ser nimeros complejos, el potencial mas general posee
14 parametros libres. Es conveniente hablar de las propiedades de los potenciales
tales como su estabilidad o su rompimiento de simetria en términos de sus expresio-
nes invariantes gauge. Para poder lograr esto, es necesario organizar los productos
escalares invariantes SU(2), ® U(1)y para formar la matriz hermitica

T T
K= (Sorpl 90?901) ‘ (3.7)
P12 Pop2

Ahora consideramos la siguiente descomposicion de K, en términos de la base
formada por la matriz identidad (1,) y las matrices de Pauli (6%, a = 1,2, 3)

1
K, = 5 (Ko5ij + Kanj) ) (3.8)

donde K, y K, son coeficientes reales. Para conocer el valor de los coeficientes de
la anterior descomposicion, apliquemos la traza en (3.8).

T () = Tr (S KoL + 5 Kuo®), (3.9)

usando (3.7) se obtiene Tr (K) = ¢!¢; con i = 1,2 y aplicando la linealidad de la
traza

1 1
lo; = §KO Tr(12) + EKQ Tr (o).

Pero las matrices de Pauli debido a su estructura tienen traza igual a cero, ademas
Tr (1;) = 2, porque se trabaja con matrices 2 x 2, es decir

Ko = ol = plor + ol (3.10)
Ahora se multiplica la ecuacién (3.8) por ¢, obteniendo

1 1
Kijo-?k = §K05ij0']b~k + EK(ZO',L-jO'?k.

1 1
Ko = §K00b + §Kaaaab.
Calculando la traza de la Ultima ecuacion

Tr (Ko") = %Ka Tr (0%0") (3.11)
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1
QO}LQDZU;)Z = EKQO'%O'?i.

(3.12)

De la anticonmutacién de las matrices de Pauli y la propiedad {o%, 0%} = 23,1,,

entonces al evaluar la traza del anticonmutador
Tr{c% 0%} = 2Tr (6%0%) = 250 Tt (13) = 45as.

Este dltimo resultado en componentes matriciales es

a b __

Se reemplaza (3.13) en (3.12)

Kaéab = QP;SDZO-;{H

Ky = %T%’Ugj

(3.13)

(3.14)

en donde en la dltima ecuacién hubo un cambio en los indices mudos i — jy j — i.

Para lograr una expresion de la ecuacion (3.14) en la que esté explicito un producto

en forma matricial, definimos la matriz 2 x 2 de los campos Higgs

o
(b:
<¢§>

de la cual es facil ver que

T T % T, * t t
v wTor ol wlor ohen
¢(¢)T=<¢;> (@T s0§>=< S 2>=< T )zK.
2

YRR olos Ohps

Reescribimos la ecuacioén (3.11) usando (3.16) de la siguiente manera

1
§Ka Tr (0%0%) = Tr (Ko”)
Ki0u = Tr (Ko®)

Ky = Tr (¢(¢)'0”).

El siguiente paso es denotar las componentes de ¢ como ¢; con i =
1 = o1y ¢ = ©I). Por lo tanto, si se usa esto en la Ultima ecuacién

Ky, ="Tr (¢(¢)T0b) = Qf)z‘(ﬁbj)TU?i = (ﬁbj)TU?iQSi
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K, = (¢)Taa¢‘

(3.18)

Usando las matrices de Pauli, se encuentran las siguientes relaciones para las va-

riables orbitales con la ecuacién (3.17)
Kl =Tr
1= $2P1 T P1P2,
(@1901 905301> (0
\plos whpa) \i
Ky = iphpr — iplpa,
(dsol ¢$¢1> (1
i wiwz 905302 0

K3 = o1 — @l

KQZTI'

KgITI'

(d% w%«m) (0 1)
\plps hpa) \1 0

<90§w1 sﬂ%)
=Ty i
Yo P1P2

(3.19)
—i) <i90$s01 —@'d%)
i N
0 PP —1P1P2
(3.20)
0 wlor —php
="Ir 1 271
i N
-1 P12 —Pap2
(3.21)

Con los anteriores resultados se obtiene las expresiones para los productos gpjgpj en

términos de las variables orbitales K, con o =0,1,2,3

plor = (Ko + K3) /2 ¢lpy = (K + 1K) /2
whor = (Ko — K3)/2 @b = (Ki — iKy)/2

El potencial mas general (3.6) escrito en términos de las variables orbitales es

2 2
1

4
1 ) . )
+ (A5 (K1 +iK) + A (K — ik)]
1 ) . )
-+ Z [>\6 (Kl + ZKQ) -+ )\6 (Kl — ZKQ)] (KO + Kg)
1

Al desarrollar la anterior ecuacion se obtiene

2

(145 (K 4 iK) + p3" (K — iK)]

A A A A
+—1(K0+K3)2+ZZ(KO—K3)2+ZS(Kg—K§)+Z4(K12+K22)

2
1 . . .
Vv :% (KO + Kg) + % (KO — Kg) + 5 [,U,?.) (Kl + ZKQ) + /l,g (Kl — ZKQ)]

50



+ % (K§ + 2KoK3 + K3) + % (K§ — 2KoKs + K3) + % (K2 — K2)

LA A2 2
44 (KT + K3) + 0 (K} — K5 + 20K K) + | 2' (K7 + K3)
*2 1
- Z (KT — K3 — 21K, K>) + T Po(KoK 1 +iKo K + K1 Ky + i )

1
+ M\ (KoKy — KoKy + K1 K3 — i K K3)] + Z[)W(KOKl + 1KoK,

— K1K3 — 1Ky K3) + AS(Ko Ky — iKoKs — K1 K3 + iKy Ks)

Reorganizando el potencial en potencias de las variables orbitales

2 2 . 2 2
M1 M3 M3 H3 tpy i3 My Ha
=Ky | — K| = K. Ky | ———=
14 0(2+2>+ 1(2+2)+ 2(2 2)-1— 3(2 2)
A A A A A6 A IAS
2 [ M 2 3 6 7 7
— 2K Ky | — 2K K
+K0(4+4+4)+ 01(8+8)+ 02(8 8)

Al A A |>\5| )‘;2 Z)‘Q MEQ
— - = -2 KK
+2K0K3(4 )—i—K (4+4+ 5 —1-4 + K1 3 5

A )\* A Ax by 22 A 2 2\*2
o (e ) om (3 )

L N
+K2K3(@—%—M—7+M7>+K§<Z1+f—f). (3.23)

Con esto, se ha demostrado que el potencial general de dos dobletes Higgs se
puede escribir en la forma

Vg1, 2) = Va+ Vi, (3.24)
V2 == foKo + gaKay (325)
V4 = 7]0ng + 2[(Ontz[(a + Kanabea (326)

donde los 14 parametros independientes &g, &4, 100, Ta, Y Tab = e (Matriz simétrica)
tienen los siguientes valores

=5 Ty

2 272 272 2 P Ta Tt
_()\6 Xy idr NN AQ)T

. . ok T
NG :(u_§+u§ iy st ol u%) oM

8 8’ 8 87 4 4
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Ao AR sl AR Ny A As 4 AN M M
4 + 4 + 2 + 4 4 4 8 + 8 8 8
_ g iAg Mo AP A2 i N i N
() = T T4 71T 2 T s T8 st
Ae A6 A AT ide A idr g ALy A2 s
8 + 8 8 8 8 8 8 + 8 4 + 4 4

Debido a que las variables orbitales y todos estos parametros son reales, se puede
afirmar que el potencial escalar es real. A continuacion se define K = (K,), £ = (&),
n= .Y E = (ns), por lo tanto
Vo =&Ko+€TK (4.25a)
Vi =n00K] +2K¢"K + KTEK (4.26a)

Por otra parte, se puede considerar un cambio de base de los campos Higgs, ¢; —

©%, tal que
¢ =Uog, (3.27)
con ¢ definido por (3.14), donde
Un U
U= ( . 12) (Ut =1), (3.28)
U21 U22

es una transformacién unitaria 2 x 2. Con la transformacion (3.27) las funciones
invariantes gauge (3.18) y (3.22) quedan de la siguiente manera

Ky =(#) ¢ = (U9)'Us = o' UT ¢ = 016 = Ko, (3.29)
1

K! = (¢YTo" = ¢'UTc"U. (3.30)

De la anterior ecuacion se reescribe el producto Ufo,U en una nueva base, es decir

Ulg®U = C1 + Ry (U)o?, (3.31)

donde C'y R, (U) son los coeficientes de expansion de la base .Ahora, tomando la
traza en se tiene que

Tr (UTo"U) = O Tr (1) + Rep(U) Tr (0) . (3.32)
=0
De la propiedad ciclica de la traza Tr (Ute*U) = Tr (c*UUT) = Tr (¢) = 0, por lo

tanto en (3.32) se obtiene C' = 0; es decir
Ulo®U = Ry (U)o®, (3.33)
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reescribiendo (3.30) como

K:l - Rab(U) ¢T0-b¢a
——

Ky

K! = Ry(U)K, (3.34)

La matriz R(U) tiene ciertas propiedades interesantes. La primera propiedad surge
de su conjugado hermitico, ecuacion (3.33)

(UTo*U)" = (Rap(U) "),
Ulo®U = Re(U)*o”. (3.35)
Si se compara (3.33) y (3.35) se obtiene que
Rey(U) = Rap(U). (3.36)

La segunda propiedad de R(U) es su ortogonalidad, para determinarla se eleva al
cuadrado la ecuacion (3.33)
(UteU) (U'oU) = (Rup(U)a”) (Rea(U)a?),
Ulo®0°U = Ray(U)Req(U)o’c?, (3.37)

ahora, tomando la traza de esta ultima ecuacién y teniendo en cuenta que (3.13)

Tr (U'o%0U) = Rap(U)Rea(U) Tr (0%07),
—_——
Tr (a“JCUUT):Tr (o@c©)

204c = 2Rap(U) Rea(U) 0pa,
5ac = Rab(U)Rcb(U)7 (338)

es decir, la matriz R(U) debe cumplir
R(U)RT(U) = 15. (3.39)

El determinante de (3.39), da como resultado [Det R(U)]*> = 1, y como se trata de
una transformacién continua
Det (R(U)) = 1. (3.40)
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Las propiedades (3.35), (3.39) y (3.40) muestran que R(U) € SO(3). La forma
del potencial escalar de Higgs (3.24) permanece inalterada por el cambio de ba-

se (3.27). Debido a esto se obtiene de acuerdo a (3.27) y (3.32)

V2 = f(l)K(l) + g(/J,K;7

= V2 - g(l)KO + gflRab(U)Kba (341)
Vi = (K§)? + 2K, Kl + Konl, Ky,
= Vi = 1K + 2Kon, Rap(U) Ky + K Roe(U)1l, Rea(U) K. (3.42)

Si se compara (3.41) con (3.25), debe cumplirse que

&0 = &, (3.43)
& = & Ra,. (3.44)

La forma matricial de la ecuacion anterior es:
€T — €/TR(U),
multiplicando esto por R(U)T a derecha

¢'RU)" =¢" R)R(U)",

=1
¢" =¢"RU)T,
¢ = R(U)E. (3.45)

Ahora, comparando (3.42) con (3.26), se obtiene las siguientes igualdades en los
parametros

7760 = Too, (3.46)
M = U;Rab(U)a (347)
M = Rae(U)ngy Rea(U). (3.48)

De igual modo, para (3.47) se logra el siguiente resultado

n' = R(U)n. (3.49)



La ecuacion matricial de (3.48) es la siguiente:
E=RU)'E'RU),

multiplicando en el lado izquierdo por R(U) y en el lado derecho por R(U)%, se
obtiene

=1 =1

E' = R(U)ER(U)* (3.50)

Ademas, para cada matriz R(U) con las propiedades (3.45), (3.49) y (3.50) existe

una transformacion unitaria (3.27). Se afirma lo anterior debido a que el nimero de
parametros reales independientes de una matriz unitaria 2 x 2 es 4, y para una matriz
ortogonal 3 x 3 es 3 (ver capitulo 4 de [14]); es decir, con la transformacion unitaria
se puede representar cualquier matriz ortogonal 3 x 3. Por lo tanto, es posible
diagonalizar E, reduciendo el nUmero de parametros de V' en tres. El potencial Higgs
es entonces determinado por solamente 11 parametros reales (&, &4, 700, 1. Y las
componentes de 7, diagonalizada). Valga decir que una transformacion de base de
tipo (3.27), después del rompimiento espontaneo de simetria, los términos cinéticos
del Lagrangiano, permanecen invariantes. Sin embargo, los acoplamientos Yukawa
en un modelo realista no son invariantes bajo dicha transformacion.

De la definicion de la matriz K en se puede demostrar que esta es semidefinida
positiva, es decir x' Kx > 0, para cualquier vector x

i i T T
a a—+ b
X Kx = (a* b*) <8011801 %0?01) ( ) _ (a* b*) (901901 90?901 ) ’
P12 Pap2) \b P12 + Pypab
=plpraa” + phpiba® + lpaab® + phpabb",
=(p1a” + wlb*)%a* + (pra™ + @15*)T902b* = (p1a™ + 9015*)T(9016L* + p1b%),

X' Kx =|pia* + o1 > 0, (3.51)

donde a y b son las componentes del vector x. Estudiemos el determinante de K

Det K = Det (Zi: ziz:) = (901901) (905302) - (@I@z) (sf%%) : (3.52)
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y de la desigualdad de Cauchy-Schwartz (go{cpl) <90§<p2> > (@I@Oz) (¢£g01>, implica
que
Det K > 0. (3.53)

Reemplazando las ecuaciones (3.22) en (3.52

i (Ko + K3)(Ko — K3) — (K + i) (Ky — iK3)]
Det K = l
4

Det K =
(K; — Ki — Kj — K3) . (3.54)

De se tiene que Tr K = K, el cual sera un numero positivo debido a que es la
suma de dos cantidades positivas, y de se obtiene que K2 + K? = 4Det K, lo
cual conlleva

Ko>0, K:-K?*>0 (3.55)

Por otra parte, para cualquier Ky, K que satisfacen (3.55), es posible encontrar cam-
pos ¢; que cumplen y (3.14). Ademas, todos los campos que obedecen (3.10)
y para unos determinados K, K forman una érbita gauge]’}, esto se demues-
tra en el apéndice

Asi las funciones K,, K, parametrizan las 6rbitas gauge y no una configuracion
Unica de los campos Higgs. Especificando el dominio de las funciones K,, K, co-
rrespondientes a las orbitas gauge nos permite analizar el potencial en la forma
(3.24), con todos los grados de libertad gauge eliminados. Es curioso notar que las
orbitas gauge de los campos Higgs de este modelo de dobletes Higgs estan para-
metrizadas por cuadrivectores de tipo Minkowski (K, K) los cuales yacen sobre o
dentro del cono de luz futuro debido a que K, > 0y K3 > K.

3.3. Estabilidad

Las propiedades del potencial (3.24), se pueden analizar como una funcién de K,y
K sobre el dominio determinado por K, > 0y K2 > K?. Para K, > 0 se define

k = K/K. (3.56)

1K, y K son cantidades que absorben las transformaciones gauge, las incluyen, de ahi su nombre
oOrbitas gauge.
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De hecho, K, = 0 ocurre solo cuando ¢, = ¢, = 0, y el potencial es V' = 0 para este
caso. Haciendo uso de (3.56) en (4.25a) y (4.264a)

Vo = KoJa(k), con  Jy(k) =& + &7k, (3.57)
Vy = K2J,(k), con Jy(k) =1 +2n"k+k"Ek, (3.58)

donde las funciones J;(k) y J4(k) se encuentran sobre el dominio |k| < 1. Para que
el potencial se considere estable este debe estar delimitado inferiormente, es decir
la estabilidad esta determinada por el comportamiento de V' en el limite Ky — oc;
por lo tanto, por los signos de J, y J, en y (3.58). Para que el potencial sea al
menos marginalmente estable

Jik)>0 0

para todo k| <1 (3.59)
Jak)=0 'y Jo(k) >0

es una condicion necesaria y suficiente, debido a que si se usa la anterior ecuacion

en (3.24) se obtiene
V >0 para Ky — oo. (3.60)

Equivalentemente si se cumple (3.60), usando (3.24), (3.25) y (3.26) se puede lograr
la condicion (3.59). La condicién de estabilidad mas robusta V' — oo con Ky — oo

para cualesquiera k puede ser lograda, ya sea por

Jik) >0 o

para todo |k| <1 (3.61)

para una estabilidad en el sentido débil, o para

Jy >0 paratodo k| <1 (3.62)

en un sentido fuerte; es decir, solamente por los términos cuarticos de V solamente.

Para asegurar que J,(k) es semidefinido positivo, es suficiente considerar el valor
de todos sus puntos estacionarios en el dominio |k| < 1, y sobre la frontera |k| = 1.
Esto es valido, porque el minimo global de la funcién continua J,(k) se logra sobre
el dominio compacto |k| < 1, y esta localizado entre aquellos puntos estacionarios.
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Esto lleva a ligaduras sobre 7, 7, Y 145, 10S cuales parametrizan el término cuartico
V, del potencial.

Ahora se pretende encontrar los puntos estacionarios de la funcion J,(k) para la
region |k| < 1; para ello se calcula la derivada de J,(k) con respecto a k. (donde k,
son las componentes del vector k con a = 1,2, 3) y se iguala a cero

0J4(k)
—:2(15@0 5acak kaaécZQC c]€ ka ac:2 c ck =0
Ik Nadac + Oacllabke + KanabObe = 20 + Nevkp + ko 1 (Me + Nevkn)

Tlca

Los puntos estacionarios (si existe alguno) deben cumplir
Ek = —n. (3.63)

Si Det E # 0 (asegura la existencia de la matriz inversa E£~') explicitamente se
obtiene
k = —Eil’r’ (3.64)

El resultado anterior permite conocer el valor de la funcién .J, en los puntos estacio-
narios cuando Det E # 0y |k| < 1, es decir, como E es simétrica tenemos que
Ji(K)|sat =00 — 20" E-'p+n" (ETY)T EE n
(ET)fle—l 1
Jo(K)|stat =100 — M E"'n (3.69)
Donde las soluciones regulares deben cumplir la desigualdad |k| < 1, por lo tanto
1-n"E%n>0. (3.66)

Si Det E = 0 pueden existir una o mas soluciones excepcionales para el valor de k
en la ecuacién (3.63), donde estas deben cumplir [k| < 1 para que sean vélidas. Para
la ligadura |k| = 1, se tiene que encontrar los puntos estacionarios de la siguiente
funcion

Fy(k,u) = Jy(k) +u(l — k?) (3.67)
donde « es un multiplicador de Lagrange. Aplicando el método de la primera deriva-
da

8F4(k, U)

— M+ ks — 2uk. = 0
ok, Ne + 2Nepkp — 2u
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(ncb - U'(Sbc)kjb = T
(E—uwk=-n con |k|=1 (3.68)
Para valores de u donde se cumpla Det (E'—u) # 0, los puntos estacionarios pueden

expresarse como
k(u)=—(E—u)"'n (3.69)

Reemplazando esta solucién en (3.67)
Ju(K)|stat =n00 — 20" (E —w)'p+n" [(E - u)’l}T E(E—u)"'n
+u—n"[(E- u)’l}Tu(E —u)"'n
=u + Mgy — 27;T(E —u) g+ n’ [(E = u)’l]T\(E —u)(E — u)’ljn,

-~

1
como E es simétrica, entonces la matriz £ —u también lo es debido a que u se puede

entender como una matriz de la forma u1; es decir, una matriz diagonal en donde
todos sus elementos toman el valor de . Por tanto [(E —u)~!]" = [(E —u)"] " =
(E — uw)~'. La funcién J, evaluada en sus puntos estacionarios cuando existe la
ligadura |k| =1 es

Ji(K)|stat = v + 100 — 0" (E —u) "', (3.70)
donde los multiplicadores u los se pueden determinar de la condiciéon k”k = 1 usan-

do (3.69)
1-n"(E—u)n=0 (3.71)

También para el caso |k| = 1 pueden existir soluciones excepcionales en (3.68),
dependiendo de los valores 7, y 1, donde Det (E — u) = 0; es decir, donde u sea
autovalor de E.

Las soluciones regulares para k| < 0y |k| = 1 pueden ser expresadas usando solo
una funcion, para ello se define una funcion f la cual solo dependera de «

donde F4(k(u),u) esta definido como en (3.67) y k(u) como en (3.69). Esto lleva a
las expresiones

f(u) =u+mnyp —n"(E—u)'n, (3.73)
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['(w) =1 =n"(E —u)~n. (3.74)

en las cuales se representan todos los puntos estacionarios regulares k de J,(k);
puesto que, si u # 0 las ecuaciones y reproducen la funcion J,(k) en
los puntos estacionarios cuando |k| = 1y la ligadura 1 — kTk = 0 en términos de
los multiplicadores de Lagrange respectivamente; en cambio, si v = 0 para
y se obtiene las ecuaciones de los puntos estacionarios para J4(k) cuando
k| < 1y laligadura 1 — k"k > 0 respectivamente. Por lo tanto

f(U) = J4(k)|stat, (3.75)
Flu)=1-K. (3.76)

Existen puntos estacionarios de J,(k) con |k| < 1y |k|] = 1, cuando f/(0) < 0y
f'(u) = 0 respectivamente, y el valor de J,(k) estd dado por f(u).

En una base donde E;, = diag(u1, 12, p3), para (3.73) se tiene
flu) =u+mno—n"(E—u)"'n,

L 0 0 T

p1—u

fu) =u+mnew — (771 12 773) 0 = 0 >
0 0 =/ \m
3 772
i=1 "
de la anterior ecuacién se obtiene lo siguiente
3 7]2

"(u)=1- —t 3.78

) =1-3 oo (3.78)

=1
donde n; con i = 1,2, 3 son las componentes del vector n. La forma de f(u)y f'(u)
para un conjunto de parametros donde f'(u) tiene seis ceros puede ser visto en
la figura (3.1). Note que no existen soluciones excepcionales en esta base cuando
n # 0, porque estas ocurren cuando Det (E — u) = 0; es decir cuando u son los au-
tovalores de E, entonces en se tiene una indeterminacion debido al cociente

en el segundo término.
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Figura 3.1: Las funciones determinantes de la estabilidad f'(u) y f(u), dadas por

" y " con 7o = 07057 (/'1’17 M2, ,Ug) = (O7017 07027 0703) Ym=mn2=1mn3= 07002
Fuente: Tomado de [13]

La funcion f(u) definida en (3.73) permite discutir también las soluciones excepcio-

nales de (3.63) y (3.68). Para ello se debe considerar primero que |k| < 1y suponer
que Det K = 0. Entonces en la base donde E es diagonal se tiene:

Det E = pypopuz =0 (3.79)
en (3.63) se cumple que
piky =m
paka = 12 (3.80)
psks = ns3

Claramente una solucion para es Unicamente posible si i, = 0y su respectivo
n. (@ = 1,2,3) debe ser cero también. Por lo tanto, de se puede ver que las
soluciones excepcionales con |k| < 1 solamente son posibles si f(u) se mantiene
finito en v = 0. Es decir, el polo el cual corresponde a 1, = 0 debe tener residuo cero.
En efecto n, = 0 para todo a donde p, = 0. Si se toma como ejemplo iy = s =0y
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n = 1o = 0, pero us # 0. Entonces la solucion general de (3.80) sera

[ — (3.81)
H3

con ky y ko arbitrarios, pero deben satisfacer

2
k%_ﬁ+w§+(@> <1 (3.82)
U3
Se puede reescribir k como
k = k|| + ki, (3.83)
donde
1
kH = ——" EkL = 0, (384)
M3

de la anterior ecuacion se ve que k solo va a tener una componente diferente
de cero, correspondiente a k3; mientras que para k, se tiene dos componentes
arbitrarias k; y ko y una tercera componente igual a cero. Usando la ecuacion (3.82)

2
ki+kﬁ<1:>ki<1—kﬁ:1—<@) (3.85)
H3

Para las funciones (3.77) y (3.78) se obtiene

;
U3 —u

f(u) =u+mnp — (3.86)

fﬁwzl—arﬁ—F (3.87)
3 — U

Insertando la solucién (3.83) con las componentes (3.84) en J,(k) se tiene lo si-
guiente

T(K) st = o0 + 20" (ky + ko) + (ky + k)" B (ky +k1),
Ji(K)|stat = oo + 20"k + 20 ko + (k| + kJ_)T Bk + (kj + kJ_)T FEk,

=0 =0
Ju(K)|stat = noo + 20" k| + k[ Ek + kI E k|,
~—
(Ex)T=0

Ju(K)|stat = 100 + 21" k) + k| Bk,
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0 00 0\ /0
Ji)lsat =m0+2(0 0 m) [ 0 [+(0 0 —=){oo of| 0 [,

3

_ 13 0O 0 3 —

us

&

B3

J4(k)|stat = Too — E-
3

Teniendo en cuenta la anterior ecuacion y (3.85). Al evaluar (3.86) y (3.87) en u = 0:

f(0) = Ju(k)|stat (3.88)
f’(O):1—Z—3§:1—kﬁ>kizo (3.89)

Naturalmente estos argumentos se reproducen si solo uno de los p, es igual a cero
o todos los tres 1, son cero. En todos los casos es valido para los puntos
excepcionales con |k| < 1, los cuales existen solo si f(u) no tiene polo en u = 0.
Ademas solo involucra cantidades escalares, este es valido para cualquier
base.

El caso de soluciones excepcionales para |k| = 1 puede ser tratado de manera
analoga. Una solucion excepcional de con u = yu,(a = 1,2,3) puede existir
si el correspondiente 7, tiene valor de cero. Entonces la funcion f(u) no tiene polo
para u = u, Y las soluciones excepcionales de satisfacen

k=k +ki, (3.90)

donde las componentes se pueden expresar da la siguiente forma

kj=—(E-uw)'n|_, . (E-p)ki=0, (3.91)
y deben cumplir la siguiente ligadura
k? = ki + k7 = 1. (3.92)
Evidentemente también es valida la expresion
f(pa) = Ja(K)lstat; (3.93)
Flp) =1-k =K% > 0. (3.94)
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Cabe resaltar que si la anterior solucion es posible, k, debe ser una combinacion
lineal de los autovectores correspondientes a los autovalores pu, de E, donde la
magnitud de estos esta dada por

kel = /11 = V(). (3.95)

Entonces se puede ver que la funcion f(u) es muy util para analizar la estabilidad
del potencial general de los dos dobletes Higgs.

3.4. Criterios de Estabilidad

Supongamos dos soluciones p y q para (3.68), las cuales tendran la forma (mirar

[15])
(E—u,)p=-n con |p|=1, (3.96)
(£ — ug)

donde u, y u, son los multiplicadores de Lagrange para p y q respectivamente. Para

b
q

-n con |q|=1, (3.97)

el desarrollo del criterio de estabilidad se asume que p # q, por lo tanto
Ug F Up. (3.98)

Al reescribir la funcién J4(k) definida en (3.70), para los puntos estacionarios (3.96)
y (3.97) asumiendo que Det (E — u,q)) # 0 se obtiene

Ji(P) = up+ 100 + 1" P (3.99)
Ja(a) = ug +m00 + 1" Q. (3.100)

De las ecuaciones (3.96) y (3.97) teniendo en cuenta que la matriz E es simétrica
se obtiene lo siguiente

(E —up)p" = —n", (3.101)
(E —ug)q" = —n", (3.102)

Despejando E de estas ecuaciones
E=-n"p+u, (3.103)
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E=-n"q+u,. (3.104)
Igualando las dos ecuaciones y reorganizando términos
—n"q+u, =-n"p+u,,
Ug — Up = ’I’[Tq — 'I’]Tp.
Ahora se multiplica por la derecha el vector p”

(ug — up)p" =n"qp” —n" pp’ .
1

Al reescribir el producto qp” = pq’ y multiplicar por la derecha por q, se llega a la
expresion
T T T T
(ug —up)P'a=m"P9 q-7 q,
1

(uqg —up)Pp'a=n"(p — q). (3.105)

Se restan las ecuaciones (3.99) - (3.100)

Ja(p) — Ju(q) = up —ug + 0" (p — q),

usando (3.105)

Ji(p) — Ju(q) = up — ug + (ug — up)qu

Ju(p) = Ju(@) = (4, — ug)(1 — p’aq) (3.106)

Se escribe el producto p’q = |p||q|cosf = cosd < 1, donde se ha quitado el valor
§ = 0 debido a que esto implica p = q y usando esto en (3.105) se tiene u, = u,,
lo cual contradice lo asumido en . Ademas, la desigualdad p’q < 1 se cumple
de inmediato si |p| < 1; es decir, cuando tenemos el caso u, = 0. Por lo tanto, en
cualquier caso podemos afirmar que (1 — p”’q) > 0. Si u, es el minimo global, es
decir u, < u,, entonces en (3.106)

Ja(p) — Ja(q) = (up —uy) (1-p'q) <0,

<0 >0
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Ji(p) < Ju(q).

Ahora si se considera que la funciéon que tiene menor valor en sus puntos estacio-
narios es J4(p), por lo tanto, en (3.106) se tiene

Los resultados anteriores llevan a la siguiente relacion
up < uy <= Jy(p) < Ja(q) (3.107)

El resultados es muy util para hallar los valores de los parametros en don-
de el potencial escalar es estable. El proceso para encontrar estas condiciones de
estabilidad es el siguiente: calcular todas las soluciones regulares para los multipli-
cadores de Lagrange {u;} en (3.74), donde el término que involucra los multiplica-
dores esta al cuadrado y debido a que es una operacion de matrices 3x3 el nimero
maximo de estos sera 6 (i < 6). Ahadimos a este conjunto las soluciones excep-
cionales provenientes de Det (E — u) = 0, en la cual se encuentra a lo sumo tres
valores 11;, donde j < 3; aunque, si tenemos £ de forma diagonal se debe asegurar
que para cada autovalor p; su respectivo n; # 0. Por ultimo, se considerar el valor
u = 0 para las soluciones dentro de la region |k| < 1y con este se formar el conjunto
S = {uw;, uj, 0} que contiene a lo sumo 10 elementos.

Del resultado se puede tomar el valor minimo del conjunto S para determi-
nar la estabilidad del potencial. Debido a que los elementos de este conjunto son
parametros libres, se va a tener diferentes casos cuando cada uno de ellos es el
valor minimo.

Si el valor minimo es una solucion regular {u;}, se impone la condicién J(p) > 0,
es decir, si en (3.73), se tiene f(u;) > 0. En consecuencia, de la ecuacién (3.107),
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se obtiene la estabilidad para J4(k). Las condiciones provenientes de las soluciones
regulares son necesarias, por lo tanto, estas van a estar presentes en el conjunto S.

Si el valor minimo es una solucién excepcional {z;}, primero se debe verificar que
es una solucién valida haciendo uso de f’(x;) > 0. Si esto no es cierto, el valor se
puede descartar del conjunto. Si la condicion se satisface, se impone f(p;) > 0,y
de se obtiene la estabilidad para J;. Las condiciones que provienen de las
soluciones excepcionales no son necesarias debido a que la desigualdad f(p;) > 0
no siempre se satisface. Similarmente para el caso en que el valor minimo de S sea
0, se debe verificar que sea un punto valido con f’(0) > 0; si no lo es, este valor
queda fuera del conjunto, de lo contrario se establece la condicién f(0) > 0 para
asegurar la estabilidad de la funcion J,.

Los valores de S que debido a su estructura no pueden ser el minimo, son descar-
tados si el valor mas pequeno da un punto estacionario valido. De otra forma estos
tienen que ser analizados

Finalmente se construye el conjunto
I = {valores no descartados de S} (3.108)

de los cuales se obtiene las condiciones suficientes para establecer la estabilidad
fuerte del potencial escalar.

Si para alguno de los casos anteriormente mencionados el valor minimo tiene una
solucion del tipo f(u) < 0 el potencial es inestable; por otra parte, si se llega a
un resultado f(u) = 0, se procede a evaluar las funciones J;(k) para considerar la
estabilidad del potencial. Para ello se define la siguiente funcion

g(u) =& — &5(E —u)"'n. (3.109)

Al evaluar los puntos estacionarios de J4(k) dados en (3.69), la funcién (3.57) tendra
la forma
Jo(k) = & — &' (E —u)"'n = g(u), (3.110)

67



si u; # u,; entonces, u; No es un autovalor de E. Si u es un autovalor de E, es decir
u; = Ja, donde p, con a = 1,2, 3 son los autovalores de la matriz £. Las soluciones

gue se evaluan sobre (3.57) deben estar dadas por (3.90) y (3.91)

Jok) =& +Ek =6+ (k +ki) = So — ¢N(E - Ui)7171+€TkL,

-~

g(u;)

Jo(k) = g(u;) + €7k, . (3.111)

Sean e /(u;) conl=1,... N los N < 3 autovectores correspondientes a los autovalo-
res u; de . Con esto se redefine £ como

£E=&. +¢&) (3.112)

donde &, es la proyeccion de £ sobre los autovectores de F,es decir

€. (u) = 3 et ) 3.113)

— |ey(u;)]?
mientras que £, es la proyeccion de & sobre los vectores c; cont = 1,...,Q con
@ < 3, los cuales en conjunto con los vectores e, forman una base. Teniendo en

cuenta que k; es una combinacion lineal de los autovectores e; y reemplazando
(3.112) en (3.111)

Jo(k) = g(u;) + (fL + EH)TkJ_ = g(u;) + &k, + ‘5ka

Pero £ﬁkL = 0, debido a que los vectores c; y e,, deben ser ortogonales para formar
una base. Usando las propiedades del producto escalar

J2(k) = glus) + €Lk | cos @ = g(w) + [€L]y/F(ur) cosa (3.114)

donde « es el angulo entre £, y k,. Si se toma el valor infimo sobre todas las
soluciones excepcionales de k se llega a:

inf Jo(k) = g(ua) — [€1]V/ [ (ws). (3.115)

Por lo tanto el potencial es estable en sentido débil si para todo u; € I donde f(u;) =
0 lo siguiente se cumple

g(u;) > 08iu; # g, (3.116)
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g(wi) — [€L(wi)| v/ f/(ui) > 0Siug = pla, (3.117)

si para los anteriores resultados tenemos = 0 el potencial tiene estabilidad marginal,
pero si el resultado da < 0 el potencial es inestable.

Si el potencial solo tiene términos cuadraticos, la estabilidad estara solamente esta-
blecida por V53, es decir

Ja(k) = & + €7k = & + [€][k]| cos 0 (3.118)

donde 6 es el angulo entre k y £. El valor minimo que puede tomar V5 ocurre cuando
0 =mylk|l =1, es decir
mkin Jo(k) =& — |€], (3.119)

entonces el potencial es estable en sentido fuerte si &, > |£|, marginalmente estable
si & = |€| e inestable cuando ¢ < [€]

3.5. Estabilidad para el Modelo de Gunion et al.

Considerar el modelo general de dos dobletes Higgs de [2] y [3] con el potencial
2 2 2
V1, ¢2) =M (s@lsm - v?) + A (sDEsOQ —~ v%) + X3 (901901 — v} + phps — v%)
2
+ 0 ((plen(elen) = (Plea)(ehen)) + As (Re(elia) = vrvs cose)
i ) i
+ X (Im(gplgog) — V109 Sin 5) + A7 (Re(g01g02) — V109 COS f)
X (Im(gpigpg) — V109 Sin 5) , (3.120)

el cual contiene diez parametros, de los cuales nueve son parametros reales. El
parametro complejo esta presente en el término que acompania a (| ¢,)?, debido al

producto Im(]s) Re(p]pa) = —i(lea + 0je1) (@lea — ©lier) /4 en el dltimo término.
Este potencial rompe la simetria discreta

Y1 —> —P1, P2 — Pa,

solo suavemente, es decir, por los términos de V;, suprimiendo asi grandes corrientes
neutras que cambian el sabor. Esto se puede visualizar si el potencial es expresado
Ccomo prosigue
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Vi(pr, 2) = = (2007 + 20507 + 2X303) 0l 01 — (20003 + 20507 + 2303) pheps
— (Asv1v9 cos € + Aqvvgsin€) Re(g@icpg) — (Av1vgsiné
+ Arorvy cos €) Tm(pl ) + (A1 + As)(0]1)” + (Ao + As) (0hpa)?
+ (2 + M) (plo1) (0he2) + (As — M) (Re(pl02))?
+ (A6 — M) (Im(plp2))? + A7 Re(plpa) Im(p]02) + ¢,

donde c representa la suma de todos los términos constantes. El potencial en la
anterior ecuacion esta en la forma V = V; + V,, donde

Vo = — (2007 4 20302 4 2X\302) 0l 01 — (20902 4 2X302 + 2X302) 0l s

— (Asv102 €08 € 4+ Arv1vg sin €) Re(l pg) — (Agu1vg sin &

+ A1 cos €) Im (! y), (1.117a)
Vi =(A1+ 28) (9191)° + (A + Ag) (0h2)” + (24 + Aa) (0leon) (whepo)

+ (As = M) (Re(i092))* + (g — M) (Im(p] p2))?

+ Az Re(lp2) Im( ]2, (1.117b)

de estas expresiones es facil ver que

Vi1, 02) = Va(—p1,02),  Valpr, @2) # Va(—¢1, 92)

Ahora para analizar la estabilidad del potencial se deben aplicar desde la ecuacion

(3.22) hasta (3.120)

V A (Ko + Ka)/2 = o) + (Ko = Ky)/2 = 03)°

g (Ko — 0 —28)" 4 20 (K3 — KE — K3 — K3)
+ A5 (K1/2 — vvy cosf)2 + X6 (K2/2 — v109 sin§)2
—|—)\7 (K1/2—U1U2COS§) X (Kg/?—’Uﬂ)QSinf), (3121)

Desarrollando potencias y quitando los términos constantes

K? KoK; K? K? KoK; K?
V:)\l(TO+T+T3_U%KO_U%K3)+)\2(TO_T+T3
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A
—vaKy + ngg) + X3 (K§ — 201 Ko — 205 Ko) + f(KS — K; — K;

2 2

K K
— K3) + X <—1 — U102 COSle) + X6 <—2 — U1V sin§K2>

4 4
+)\7<K1K2 _ vvgsinéKy 'U1’U2COS€K2) (3.122)
4 2 2
Se divide el potencial en V= V5 + V; donde
2 2 2 2 A701Vg SIn §
‘/2 = — K() ()\1111 + )\2"02 + 2)\3’01 + 2)\31)2) — Kl )\51)1’1)2 COS& + T
A
— K2 ()\61}1’02 Sinf + %Cosg) + Kg ()\2@% — )\1@%) s (3123)
A1 A A AL — A A5 — A4
V, =K (ZI+Z2+A3+Z4> +( - 5 2)K0K3+< . )Kf
A A6 — A AL+ A — A
+ (20) gy (28T gz (AT A g2 (3.124)
4 4 4
Comparamos (3.124) con (4.264) para obtener lo siguiente
0
1 1
7700=z(>\1+)\2+4)\3+>\4)7 n=7 0 ;
AL — Ao
2(As — \y) A7 0
1
0 0 2(M 4+ A2 — \y)
Para construir las funciones f(u) y f'(u), debemos calcular la inversa de
(A5—A4)/4—U /\7/8 0
E—u= A7/8 (A6 —Ag)/4 —u 0 : (3.126)
0 0 ()\1+)\2—)\4)/4—u
Ahora se calcula la matriz de cofactores
All A12 A13
CA - A21 AQQ A23 3 (3127)
A31 A32 A33
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donde las componentes de C, estan dadas por

An = (g ) (et )

A = —F (B ),

Ay = 0,

Ay = 8 A1+A2 _ ),

Ay = (RsgM u) (M_u), (3.128)
Ay = 0,

A = 0,

Az = 0,

A = (Mg —u) (B —w) - g

Teniendo en cuenta que la inversa de £ — u es (F — u)™' = Cy4/Det (E —u). La
funcién f(u) para el potencial (3.120) sera

flu) =u+ ()\1+>\2+4)\3+)\4) m,{(}m
fu )—U+4(A1+A2+4)\3+A4)
An Aw A 0
16 Det (E — u) (O 0 Al—M) An Az Az o |,

A1 Aszy Asg Al — A2
(A1 — X2)?Ass

1
f( )—u+ ()\1"‘)\2"‘4)\34’)\4) 16 Det (E—u)’

(3.129)
se calcula el determinante y usando (3.128))

f()—u—|— )\1+/\2+4)\3+/\4)

(A = A2)? {[(As — Ma) /4 — ] [(A6 — \a) /4 — u] — N3 /64}
6 (A1 + X2 = M) /4 = u] {[(As — M) /4 —u] [(A6 — A1) /4 —u] — \3/64}
(A = Xg)?

4(

= 4 ) 3.130
f(u) =u+— (A1+A2+ A3+ Ag) — T0n+ e — Ay — 1) ( )
Naturalmente la derivada de (3.130) es
o 2
flu)y=1- (M1 = o) (3.131)

()\1 + )\2 — )\4 — 4u)2
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Para discutir la estabilidad del modelo de Gunion et al. se debe construir el conjunto
S para este potencial. Como primer paso se iguala a cero la ecuacion (3.131), asi
se encuentran las soluciones regulares u; cuando \; # \,

1— ()\1 - )\2>2 =0
()\1 + )\2 — )\4 — 4U)2 ’
_ (A1 — Ao)?
()\1 + )\2 — )\4 — 471,)2,
A1+ Ao — Ay — 4u)? = (A — M) (3.132)

Al aplicar la raiz cuadrada a la anterior ecuacién se despeja u, debido a esto se
obtiene dos soluciones posibles. De la raiz negativa

AL Ao — Ay —dup = — Ay + N,
" = i(le ~ M), (3.133)

De la raiz positiva
W:i@M—M) (3.134)
Ahora se calcula Det (E — u) = 0 con el objetivo de determinar los autovalores de £

Det (B —u) = [(A + A2 — Ag)/4 — ] {[(As — A1) /4 — u] [(As — A1) /4 — u] — \2/64} .

(3.135)
Evidentemente la primer solucion excepcional posible es
o= W) (3.136)

pero no es una solucidn excepcional valida, porque si se evalta p en (3.131):

N (A1 — Ag)? _ A=A
f“”—l_prh&—M—Lh+&—AM2_l_( 0 >’

f(p) =1~ 00=—o0,

por lo tanto, al aplicar el criterio de estabilidad (sec[3.4]), se descarta este valor. Las
otras dos posibles soluciones excepcionales se calculan de la expresion resultante

de (3.139)

[(As = A1)/4 =] [(A6 — M) /4 —u] — A7/64 = 0,
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expandiendo los paréntesis

2o Mt =2 s = M)~ M)
4 64 16

=0,

Claramente se ve que tenemos una ecuacion cuadratica sobre u, por lo tanto, las
dos soluciones excepcionales restantes vienen dadas en la expresion

(A5 4+ A6 — 200) /4 £ /(A5 + A6 — 204)2/16 + 4[A2/64 — (A5 — A\y) (A6 — Ag)/16]
2

[/\5 A — 20 £ (A2 A2+ 4N 4 2050 — Mg hs — At + A2 — A5

1
8
— A2 A+ AdeAs) ]

1
u=t <)\5 =2t 05— N+ A%) (3.137)

El conjunto S el cual contiene todas las posibles condiciones de estabilidad, incluido
el valor us = 0, es

1 1 1
S = {u1 = Z<2)\1 — )\4),u2 = 1(2)\2 — )\4),U3 = 0,/14 = Z(/‘i — /\4),

1
M5:§(A5+>\6—2>\4+\/(A5—)\6)2+>\$)}, (3.138)

donde 14 y s vienen de (3.137) x = 5 ()\5 + X — V(A5 — Ag)2 + A%). Note que 14 <
ii5, Pero no se puede descartar u; debido a que hay que verificar primero si 14 €S

una solucion valida con f'(u4) > 0. A continuacién se describe el minimo global de
Ji(k) dependiendo de cual de los diferentes valores S es el minimo valor valido

1. Si u; es el minimo valor de S en (3.138), entonces

1 1 (A — )
=—(2X\1 — A —(A1 + Ay + 4 Ay) —
Jlun) =3 @0 = A+ 700+ Ae + dAg + Ad) A+ — i — (20 = \)
1 (A2 — Ap)?
= (31 + Mo+ 4)g) — 2T
4<3 1+ A2 + 3) 4(/\2_/\1),

:)\1 + )\37
del criterio de estabilidad se establece

flur) >0= A\ + A3 > 0. (3.139)
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2. Si uy es el minimo valor de S en (3.138), analogamente se obtiene
f(UQ) >0= )\2 + /\3 > 0. (3140)

Debido a que u; y us son soluciones regulares, las desigualdades (3.139) y
(3.140) son necesarias.

Si ug =0 < uy,ug, g, s (3.141)

Primero hay que precisar si es una solucion valida usando (3.131)

) (A = Xo)?
=1- ) 142
f (U3) ()\1 + )\2 _ )\4)2 (3 )
De (3.133) y (3.134) se encuentra
1
Uy + Ug = 5(/\1 + A2 — A\g),
)\1 -+ /\2 — )\4 = 2(’&1 —+ Ug), (3143)
1
Uy — U2 = §(>\1 - >\2)
)\1 — )\2 = 2(U1 — Ug). (3144)
Al reemplazar (3.143) y (3.144) en (3.142)
f’(u ) _1_ (’Uq — U2)2 _ (Ul -+ U2)2 — (Ul — U2)2 _ 2U1UQ
3 (Ul + U2)2 (Ul -+ U2>2 (Ul —+ u2)2 ’
Como uy,us > 0 se establece que
, 2uiu
F(ug) = m >0, (3.145)

entonces u3 no es descartada porque es una solucion valida. Del criterio de
estabilidad fuerte se impone la condicion f(us) > 0. Para poder establecer las
ligaduras sobre los parametros se realiza el siguiente proceso algebraico

(A = Ag)?
4N 4 A2 — Ay)’

A1+ X+ 403 + X)) (A + Ao — \g) — (A — Ap)?
A4A + A — \y) ’

1
f(U3) = Z<)\1 + )\2 -+ 4)\3 + )\4) —
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Flag) = MDA+ Dy oy
)= A+ A — M) ’

(3.146)

Para resolver algebraicamente la anterior ecuacion, se debe sumar y restar el
término 42, es decir

Flug) = —)\Z — 44X\ — 4)\§ + 4)\§ + 4N Ao + 4AX A3 + 49 A3
v 4N+ X2 — \y) ’
CAX3 (A Ag) F A (A 4 A3) — (Mg +2)3)°
4()\1 + )\2 — )\4) ’
41+ A3) (A2 + A3) — (Mg + 2X3)?
flus) =
4N+ A2 — \y)

(3.147)

Usando la relacién (3.143) para el denominador y si se factoriza el numerador
como una diferencia de cuadrados se tiene

[—)\4 — 92X+ 2¢/00 + Aa) O F Ag)] [A4 + 225 + 20/ 00 + M) O + Na)

flus) = 8(uy + ug)
(3.148)
Es facil ver que el denominador de esta expresion es mayor que cero porque

u1,us > 0, por lo tanto, se procede a analizar el factor

—A1 =223+ 20/ (A1 + A3) (Mg + A3). (3.149)

De (3.139) y (3.140) se tiene que /(A + X3)(A2 + A3) > 0. Ahora de las expre-
siones (3.133) y (3.134) se despeja \; y A\, respectivamente

)\2:2uQ+%. (3.151)

Al usar estas dos ecuaciones en (3.149) se obtiene

—Ai — 203 + 24/ (2uy + Ai/2 + N3) (2ug + Ai/2 + Ns3). (3.152)

En esta Ultima expresion se puede analizar mas facil las condiciones sobre los
parametros para que el potencial sea estable; es decir, si

>\4+2>\3>0:>)\4/2+)\3>0, (3153)
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entonces

— )\4 — 2)\3 + 2\/(2U1 -+ )\4/2 + )\3)(2U2 -+ )\4/2 -+ )\3) > —)\4 — 2)\3
20/ (Aa/2 4+ A3)(Aa/2 4+ A3) = — Ay — 223+ 2(N\y/2 + A3) = 0,

por lo tanto — A\, — 23 + 2\/()\1 + A3)(A2 + A3) > 0. Por otra parte, si
)\4+2)\3<0:>>\4/2+)\3<0, (3154)

se tiene la condicion

— )\4 — 2)\3 + 2\/(2U1 + )\4/2 + )\3)(2’&2 + )\4/2 + )\3) > 2 [(2U1 + )\4/2
+>\3)<2U2 + )\4/2 + )\3)]1/2 = 2\/()\1 + /\3)(/\2 + )\3) > 0.

Se concluye entonces que el factor —\;—2X3-+2+/(A1 + A3) (A2 + A3) es siempre
positivo. En consecuencia, de la ecuacion (3.148) el término

A+ 2X3 + 2\/()\1 + )\3)()\2 + )\3) > O, (3155)

lo cual nos lleva a
A > —2M3 — 2\/()\1 + )\3)()\2 + )\3), (3156)
Si gy < ug,ug,us, fis (3.157)

se debe comprobar que este sea un punto estacionario valido; es decir, hay
que calcular el valor de f’(p4)

: (A1 — Ao)? (A4 A2 — )" — (M — Ao)?
f (lu4) =1- 3 — ) )
(/\1+)\2—)\4—I€+)\4) (/\1+/\2—I€)
. 4)\1)\2 — 2)\1:‘4, — 2)\2/‘6 + /12 . /ﬂ)(/ﬂ) — 2)\2) — 2)\1(% — 2)\2)
N ()\1 + )\2 — /€)2 N ()\1 + )\2 - 5)2,
/ (2)\1 — I€)<2)\2 — KJ)
= ) 3.158
f (:u4) ()\1 1 — H)g ( )

Para determinar el signo del término 2)\; — «, de la ecuacion uy = (k — ;) /4 se
despeja «
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Se reemplaza este valor en 2)\; — k

20 — Ay —4Apg = 4(ug — pa),

4uq

pero 4y < uy, por lo tanto
Analogamente para el segundo término del numerador en (3.158) se tiene:

2)\2—1122)\2—/\4—4,U/4:4(UQ—/L4)>0:>2)\2—I€>0 (3161)

4us

Con respecto a \; + Ay — &, se usa (3.159), es decir
A+ Ao — 5= A Ao — Ay — 4y,
Ahora, en la anterior ecuacion se utiliza
A+ Ao — Ay —dpy = 2(uy 4 ug) — dpg = 2(uy — pg) + 2(ug — pig).
Pero 14 < uy,us por lo tanto
2(uy — pg) +2(ug — pg) > 0= Ay + Xy — k > 0. (3.162)

Con esto se concluye que

(2)\1 — :‘i) (2)\2 — I€)

f/(/j%l) = ()\1 + )\2 _ Ii)2 )

(3.163)

lo cual implica que p4 es una solucion valida. Ademas se impone la condicion
f(pa) > 0, para que el potencial sea estable, es decir

1 1 (A1 — Ag)?
f('u4) - Z(K/— A) + Z(/\l +)\2 +4)\3 +)\4) B 4()\1 —|—)\2 — )\4 — K — )\4)
2
_ i(xl F Ao+ 4Ms 4 k) — 4(;)1\1+ Ajgz >
L M+ R) (A A —R) — (A — Ap)?
B 4(A1 4+ Ao — k) ’
—K% — A3k + AN g + A\ s + 4o )

fpa) = (3.164)

4()\1 + )\2 - Ii)
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De igual forma como se hizo para llegar de (3.146) a (3.148), se suma y se

resta la cantidad 42 y al factorizar términos se llega a lo siguiente

[—Ii — 2+ 20/ + M) + Ag)} [/@ + 225 + 20/ 00 + M) O+ N)

> 0.
4()\1 + )\2 - H)

fpa) =
(3.165)

Anteriormente se mostré que le factor del denominador es mayor que cero

(mire (3.162)). Si se toma en consideracién el primer factor del numerador

—k — 23+ 2/ (A1 + A3) (Mg + A3). (3.166)

La expresion /(A1 + A3)(A2 + A3) > 0, debido a que esto se establece de las

condiciones (3.139) y (3.140) las cuales son necesarias. Ahora se despeja \,

de (3.159), para usarlo en (3.150) y (3.151), es decir

A = 2up + g o, (3.167)
Ao = 2us + g —ou. (3.168)

Al utilizar estos dos resultados en (3.166) se obtiene la expresion

—k — 23 + 2v/[2(uy — pua) + K/2 + As] [2(ug — pa) + K/2 + As]. (3.169)
Si para esta ecuacion se cumple que
K+2\3>0= Kk/2+ A3 >0, (3.170)

entonces

— 5 — 23+ 2¢/[2(u1 — pa) + K/2 + X3] [2(ug — pg) + K/2 4+ As] > —k — 2)3
+2¢/(K/2 + X3)(K/2 + A3) = —k — 2X3 + 2(K/2 + A3) = 0,

es decir, en este caso —r — 2\3 + 24/(A\1 + A3) (A2 + A3) > 0. Por otra parte si
K+2X\3 <0=K/2+ X3 <0, (3.171)

se tiene lo siguiente

— K — 2)\3 + 2\/[2(U1 — ,u4) —I— Ii/? + )\3] [Q(Ug — ,u4) + l€/2 —f- )\3]
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> 2v/[2(u1 — pua) + £/2 4 As] [2(up — pa) + £/2 + Ag
= 2\/(/\1 + )\3)()\2 + )\3) > 0.

Por lo tanto, para cualquier caso —x—2X3+2+/(A1 + A3) (A2 + A3) > 0; entonces,
la expresion [3.165| es valida Unicamente cuando

k4203 4+ 2/ (A1 + A3) (A 4+ A3) > 0
k> =X —2v/ (A1 + A3) (g + A3) (3.172)

No se considera el valor excepcional 5 debido a que g < us.

Existe el caso especial cuando A\; = \,, debido a que esto conduce a n = 0, por lo
tanto

F(u) = 1. (3.174)

Esto quiere decir que, para este caso no existen soluciones regulares, ademas todas
las soluciones excepcionales son validas debido a que f’(u) = 1 > 0. El conjunto S
esta formado sélo por los autovalores de E y uz = 0, es decir

1 1
S = {US—Oa/M—ZI(H_)%)aNﬁ—Zl()\1+)\2_/\4>}7 (3.175)

donde no se toma en consideracion s debido a que py < us entonces se puede
descartar, porque todos los puntos excepcionales son validos. De nuevo, se toma
cada una de las soluciones de S como posibles minimos.

1. Siusz =0 < g, g S€ impone la condicion
1 1 1
f(ug) = Z(Al + )\2 —+ 4)\3 + )\4) = 5)\1 —+ )\3 + Z>\4 > O, (3176)
la cual lleva a lo siguiente

1 1
Z)\4 > —5)\1 — )\37

Mg > —2X — 43 = —2X3 — 2(A; 4+ A3) = =23 — 20/ (AL 4+ A3) (A1 + As),
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Ay > =203 — 20/ (A1 4+ A3) (Mg + As). (3.177)

Como se puede ver, esto reproduce exactamente la misma condicion sobre los
parametros cuando uz = 0 es el minimo global ya sea, para \; = A2 0 \; # s

. Si uy < ug, pg se tiene que
1 1 1
esto nos conduce a

2)\1+4)\3+/€ > 0,
K> =2 3 — 2(A1 4 A3) = =23 — 20/ (A1 4+ A3) (A1 + N3),
K> =23 — 20/ (A1 4 A3) (Ao + A3) (3.179)

De nuevo se reproduce la misma condicion sobre los parametros, cuando iy
es el minimo global del potencial.

. Si ug < ugz, 1q, €Ntonces se impone la condicion de estabilidad fuerte

1 1 1
f(/,Lﬁ) = Z()\l + )\2 — )\4) + Z_l()\l + )\2 + 4)\3 =+ )\4) = 1(2)\1 + 2)\2 + 4)\3),

1
= Z(4A1 + 4/\3) = )\1 + /\3 > O,
es decir, este minimo da como resultado
A+ A3 >0= A+ A3 >0, (3180)

donde estas dos condiciones eran reproducidas por las soluciones regulares
cuando A\; # ..

Para ambos casos aparecen los mismos resultados. Concisamente, para que el po-

tencial sea estable las siguientes condiciones sobre los parametros son suficientes

)\1+)\3>0, )\2+)\3>0, )\4,li>2—)\3—2\/()\1+/\3)(/\2+)\3) (3181)
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3.6. EIl Modelo Economico 3-3-1

El modelo econdmico es una extension del ME basada en el grupo gauge local
SU3)c®SU3),®U(1)x, la cual se llamara en lo sucesivo como 3-3-1. Este grupo
contiene en general, un sector escalar bastante complicado para ser analizado en
detalle. Para este tipo de modelos, son necesarios tres tripletes Higgs (ver seccion
[5.2.5, o en su defecto [7]) y en algunos casos un sexteto adicional es usado, para
romper la simetria y proveer de masa a los campos fermionicos al mismo tiempo.
Existen ocho clases diferentes de estos modelos, donde las representaciones de
los campos escalares Higgs, el sector de bosones gauge y los campos fermionicos
estan restringidos a particulas sin cargas eléctricas exéticas. Cada uno de estos mo-
delos posee diferente estructura fermidnica pero contienen el mismo sector bosonico
y el mismo sector escalar (dos tripletes Higgs). Debido a su contenido minimo de
campos escalares Higgs, estos reciben el nombre de “modelos econémicos 3-3-1".

El modelo econémico que se estudiara en este trabajo, tiene la siguientes represen-
taciones de fermiones libres de anomalias

donde los numeros adentro de los paréntesis indican los nimeros cuanticos de
SU(3)¢, SU3)L y U(1)x, ademas los a = 1,2,3 indican las familias o generacio-
nes, i = 1,2 esta relacionado con la segunda o tercera familia respectivamente. D’ y
U son tres quarks exdticos con cargas eléctricas —1/3, —1/3 y 2/3 respectivamente.

82



3.6.1. EIl Sector Escalar

Si se pretende usar las representaciones mas simples de SU(3), para romper es-
pontaneamente la simetria, por lo menos dos tripletes escalares complejos son re-
queridos (o equivalentemente doce campos escalares reales). Los dos escalares
Higgs (junto con sus complejos conjugados) que pueden desarrollar valores de ex-
pectacion en el vacio diferentes de cerd?, son

1 o1 5 P2
1 <17 3*7 _§> = %0,10 ) 2] (17 3*7 g) = SOEL : (3182)
¥ 5"

donde el primer niumero entre paréntesis indica que son singletes de color (1), el se-
gundo muestra que estos se encuentran en la representacion adjunta (3*) y el dltimo
indica el valor de su hipercarga. Se puede notar que en este modelo los dobletes
tienen diferente hipercarga, a diferencia del modelo general de dos dobletes Higgs
en donde ambos dobletes tenian la misma hipercarga. Por esta razén, un cambio de
base de los campos Higgs en este modelo no tiene importancia.

El potencial escalar econdmico mas general, renormalizable e invariante 3-3-1 es
presentado en [8], el tiene la forma

V (o1, 02) = pdolor + u2ohes + M(0191)? + Aa(0hea)? + As(@len) (whos)
+ (] 02) (@hpn).- (3.183)

La simplicidad de este potencial se puede apreciar debido a la inexistencia de aco-
plamiento trilineal escalar, también se observa que el nimero de parametros libres
de este apenas son seis. Esto se debe a que los dos dobletes 3-3-1 no poseen la
misma hipercarga U (1) x, a diferencia del modelo general de dos dobletes Higgs, en
donde al tener la misma hipercarga U(1), eran necesarios 14 parametros para poder
describir el potencial mas general. Nuestro enfoque para este potencial sera realizar
un estudio sobre las condiciones de estabilidad fuerte para los términos cuarticos.

2Si solo un triplete adquiere un valor de expectacion diferente a cero, se dice que el modelo
economico es inconsistente [8]

83



Por lo tanto, el potencial V, sera

Vi = A (0191)? + Ma(@hoa)? + As(@lo1) (0hoe) + Aa(@le2) (@her). (3.184)

3.6.2. Las Variables Orbitales

Siguiendo el método presentado en este capitulo, el potencial puede ser expresado
en términos de las variables orbitales K, K1, K, y K3, con ayuda de las férmulas
(3.22)

A by A A
Vi :Zl(KO + K3+ ZQ(KO — K3)® + f(Ko + K3) (Ko — Ks3) + f(Kf + K2),
Ao+ A AL — A A A
Vo (M2 A g g (A T A e M A
1 2 1 1
N (N“j —_AS) K2 (3.185)

Si se compara (3.185) con (4.26a), se tiene los siguientes parametros reales

Moo = 111()\1 + A2 + A3), (3.186)
0
n= 0 , (3.187)
(A1 = A2)/4
MNJ4 0 0
E=| 0 /4 0 . (3.188)

0 0 (M +A—2Ag)/4

3.6.3. Estabilidad
Debido a que la matriz £ es diagonal, se puede expresar las funciones f(u) y f'(u)
como en (3.77) y (3.78) respectivamente

(A = Ag)?
()\1 + /\2 — )\3) — 1612

f(u):u+i()\1+/\2+)\3)—4

oy (A = M9)?
fu)=1- SV N v (3.190)

(3.189)
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Para \; # )\, las soluciones de f'(u) = 0 determinan los puntos estacionarios de
Ji(k) sobre la frontera |k| = 1, lo que lleva a lo siguiente

()\1 — )\2)2 = ()\1 + )\2 — )\3 — 4u)2

Se puede ver que existen dos multiplicadores de Lagrange. El primero es la solucion
de la raiz negativa de la anterior ecuaciéon

=1+ A=A+ A — A3 — 4,
1
mientras que el segundo es la solucién de la raiz positiva, que mediante un proceso
analogo se obtiene

1
Las soluciones excepcionales seran: el valor 0 y los autovalores de E, es decir
A

No se toma en cuenta el autovalor s = (A; + A2 — A3)/4, debido a que no es una
solucién valida, porque

AL — Ao)? A=\
1us) On e — A — A — o + 2g)2 0 T

entonces, se puede descartar este valor. Por lo tanto, el conjunto de todas las solu-
ciones posibles S esta conformado por

1

1 A
S = {U1 = 1(2)\1 — A3), Uy = 4(2)\2 —X3), uz3 =0, pg = —4} (3.194)

4

Aplicando el criterio de estabilidad, se tiene que considerar los casos posibles cuan-
do cada una de las soluciones en S es el valor minimo, exceptuando aquellas que
no sean validas

1. Siuy < ug,us, pg, €S €l minimo global, entonces se impone la condicion f(u;) >
0, es decir

(M1 —X2)?
A1+ A2 — A3) — 420 — A3)’

1 1
flur) = 1(2)\1 — A3) + Z()\l + A2+ Az) — 1
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1 (A2—A)? 1

Flur) =\ > 0. (3.195)

1
LTSV
4( 2 1)7

2. Si uy < uy,us, 114, S€QUN el criterio de estabilidad de la seccidn (3.4) se esta-
blece la condicion f(uy) > 0, que conduce a lo siguiente

. 1 (A1 — Xo)?
flug) = 1(2)\2 —A3) + Zo\l + X2+ A3) — I T — ) — 420 = g)’
B 1 ()\1 — )\2)2 B 1 1
= Z<3)\2 + )\1) — m = 1(3/\2 + >\1) — Z()\l — )\2),
flug) = Ay > 0. (3.196)

Estas condiciones sobre los parametros son necesarias, porque provienen de
las soluciones regulares.

3. Si us < uy,us, g, Primero hay que verificar que sea una solucién valida, esto

es
, (A1 — A2)? A1+ X2 —A3)2 — (A1 — Xo)?
f (Ug) =1- = )
(A1 4+ Ay — A3)? (A 4+ Ay — A3)?
AN = 20003 — 2003 + A5 2M1(200 — A3) — A3(2X0 — Ag)
- (A1 — Ag)? (A1 4+ A — A3)? '
, (2A1 — A3)(2X2 — A3)
— 3.197
f (Ug) ()\1 + )\2 — )\3)2 ( )
Al usar las ecuaciones (3.191) y (3.192) se encuentra lo siguiente
16U1U2 = (2)\1 - )\3)(2/\2 - Ag), (3198)
2(U1 + UQ) = /\1 + /\2 — /\3. (3199)

Teniendo en cuenta las anteriores dos ecuaciones en (3.197) y la condicion
uz = 0 < uq, ug, S€ Obtiene
16U1U2 4U1U2

f'(us) = 4(uy + ug)? B (ug + ug)? >0 (3:200)

Ahora se impone la condicion f(u3) > 0 para asegurar una estabilidad fuerte,
entonces

(A1 — A)?
A1+ A — A3)’

f(U3) :%<)\1 + )\2 + )\3) - 1
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(A A+ A2+ A3)( A1+ A — A3) — (A1 — /\2)2 (A + )\2)2 — )\§ — (A — )\2)2

A0+ A — Ag) AN+ As — Ag)
AN Ay — N2
(A + A2 — )

flus) =4 > 0, (3.201)

De (3.199) y la condicion uz = 0 < uy, us, S€ puede afirmar que el denominador

de (3.201) es positivo; por lo tanto, para que (3.201) sea valida debe cumplirse
que
4)\1)\2 — )\g > 0= 4)\1)\2 > )\g (3202)

. Si uy < uq,uq,us, primero hay que verificar si es un punto estacionario valido

/ (A1 — Ao)?
=1- . 3.203
f (M4) ()\1 + )\2 — )\3 — 4#4)2 ( )
Restando las ecuaciones (3,191)) — (3,192))
1
Uy — Uz = 5()\1 - )\2),
2(’LL1 — UQ) = ()\1 — )\2) (3204)
El siguiente paso es reemplazar (3.204) y (3.199) en (3.203)
, 4(u; — u Up — ug)?
) =1 — (w1 — up) - (w1 — ug) .
[2(u1 + ug)? — 4y (ur + ug — 24u4)
_ (u1 4 ug — 2p14)* — (w1 — up)? _ duyug + 4pd — duypig — dugpuy
(u1 + ug — 214)? (u1 + ug — 2p44)? ’

:4U1(U2 — pa) — 4pea(ug — pha)
(uy + ug — 2pu4)?

/ ~ Auy — ) (ug — pra)
f(pa) = (s F s — 200)? (3.205)

)

Debido a la condicion iy < uy,us, se establece que el numerador de
es positivo. Obviamente el denominador de es positivo. Por tanto se
afirmar que 4 s un punto estacionario valido debido a que f’(u4) > 0. Con la
condicién f(u4) > 0 se obtiene lo siguiente

Mo (= A)?
2 L0 ) —
L e A T Wiy vy vy Wi

(A1 4+ A2+ A3+ A) (A + A2 — A3 — Ag) — (A — \g)?
A4(A1 4+ A — A3 — \g) ’
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M4+ 22)2 = As+ 20> = (M — X)) AN — (A3 + Ay)?
40+ Ay — A3) — 4Ny © 8(up +ug) — 164y

AM A — (A3 + \g)?
8(uy — pa) + 8(ug — p1a)

Debido a la condicion uy < uy,us el denominador de la ultima expresion es

flpa) = >0 (3.206)

mayor que cero, por lo tanto, el numerador debe cumplir lo siguiente

AMAg — A3+ A)? > 0= 4\ Ny > (A3 + \y)? (3.207)

Tomando el caso A\; = Ay, el cual produce nn = 0, reduce f(u)y f'(u) alo siguiente

F(u) = 1. (3.209)

Claramente se puede ver que no existen soluciones regulares, tal que, todas las
soluciones excepcionales son posibles debido a que f'(u) = 1 > 0. Ahora se tiene
que S estara formado por los siguientes valores

A4 1

S:{u3:o7u4:_7,u’5:

; T+ A Ag)} . (3.210)

Como todas las soluciones son validas, solo basta considerar los casos cuando cada
una de ellas es el minimo global del potencial.

1. Siwug < g, 15 S€ tiene que
1 1
flug) = 7+ A+ ) = 220 + Ag) > 0. (3.211)

Debido a que u3 = 0 < us;, €s decir
1

Al combinar (3.211) y (3.212) se puede determinar
1 1 1

4)\1/\2 — /\g > 0= 4)\1)\2 > )\§ (3213)

Esta condicién es exactamente igual a la obtenida cuando \; # X\, y us es el
minimo global del potencial.
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2. Si py < ug, us S€ impone la condicion f(u4) > 0 para tener una estabilidad en
el sentido fuerte

A1 1
fpa) = f A Ag) = 2 (A A2+ s+ A) > 0. (3.214)

Como 4 < us, se afirma lo siguiente

1

Ao =25 =) >0 (3.215)
Se combina (3.214) y (3.215), para obtener

1 1
1—6(A1 + A+ A3+ M)A+ A — A3 — \g) = T (A1 4 X2)? = (A3 + \1)?]

1 1
= E [4/\% — ()\3 + )\4)2} = E [4)\1/\2 — (/\3 + )\4)2] > 0,
40 > (A3 4+ A2 (3.216)

De nuevo, se obteniene la misma condicion de estabilidad cuando A\; # A2 Y jug
es el minimo global de J,(k).

3. Si ps < us, pug S€ impone f(us) para obtener estabilidad fuerte
1

1 1
4()\1 + Ay — )\3) + Z()\l + Ao+ )\3) = 1(2/\1 + 2)\2) =X>0

f(l%) =

Como \; = )\, se tiene las siguientes condiciones
A1 >0= Ay > 0. (3.217)

Por lo tanto si u5 es el minimo global, las condiciones sobre los parametros
son exactamente iguales a las obtenidas por las soluciones regulares cuando

AL # Ao

Resumiendo, las siguientes son condiciones suficientes (pero no necesarias) para
garantizar la estabilidad fuerte del potencial

A >0
Ay >0
4M Ay > N2
AA g > (A3 + \y)?,

(3.218)

donde las dos primeras desigualdades son también condiciones necesarias.

89



Capitulo 4

El Modelo General de Tres Dobletes
Higgs

4.1. Introduccion

Muchas de las propiedades de este modelo son generalizaciones directas del mo-
delo general de dos dobletes Higgs, pero en este aparecen nuevos aspectos. Uno
de ellos es el espacio de los bosones Higgs, que en términos de las bilineales no co-
rresponde al cono de luz futuro, tal cual como sucede en el modelo de dos dobletes.
De manera analoga al anterior capitulo, aqui se presenta el analisis de las variables
orbitales, el potencial general de tres dobletes Higgs, los cambios de base sobre
los campos Higgs y un estudio preliminar de la estabilidad. La parametrizacién del
potencial en términos de las bilineales llevan a ligaduras, que lastimosamente produ-
cen ecuaciones no lineales (mirar [16]). Ademas de esto, el nUmero de parametros
gue caracterizan a un potencial de tres dobletes es mucho mayor en comparacion
al modelo de dos dobletes. Todo esto lleva el estudio de la estabilidad al caso expe-
rimental (mirar por ejemplo [16], [5], [6]). Por tal motivo, mediante este método fue
infructuoso tratar de establecer la estabilidad de manera analitica sobre un potencial
de tres dobletes Higgs no trivial.

4.2. Bilineales

Consideramos un potencial con tres dobletes de bosones Higgs que satisfacen la
simetria gauge electrodébil SU(2);, x U(1)y. Esto es una generalizacion del caso
con dos dobletes de bosones Higgs vistos en el anterior capitulo.
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Se asume que todos los dobletes llevan la hipercarga y = +1/2 y se denotan los
campos complejos Higgs por
+
i) = (‘plo(x)> . i=1,2,3. (4.1)
@5 (2)
En el potencial Higgs mas general que es invariante gauge SU(2);, x U(1)y, los

dobletes de bosones Higgs estan presentes como una combinacion lineal de los
siguientes productos:

pil)lpi(@),  (i@)e;(2)) (en(@)erlx)) . 05k, 1 € {1,2,3}. (4.2)

Es conveniente analizar las propiedades del potencial Higgs tales como su estabili-
dad y sus puntos estacionarios en términos de las invariantes gauge bilineales.

Primero se introduce la matriz 3 x 2 de los campos Higgs de la siguiente manera

of  ¢f of
o= 1es S|=1|¢l]- (4.3)
03 ¥ o3

Se organizan todos los productos escalares invariantes SU(2),, x U(1)y en la matriz
3 x 3 hermitica (tal cual como se realizé en (3.16))

olor whor whor
K=¢'6=|¢lvs ohos @l (4.4)
90%3 90;@3 @;@3

Una base para las matrices 3 x 3 esta dada por

XAy a=0,1,...,8 (4.5)

Y Ao, @ = 1,...,8 son las matrices de Gell-Mann (ver ecuaciéon (2.33)). En este

donde

capitulo los indices griegos («, 3, ...) van desde 0 hasta 8 y los indices latinos (a, b,
...)van de 1 a 8. Por definicidn se tiene

Tr (Aa)‘ﬁ) = 250467 Tr (Aa) = \/65040 (47)
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La descomposicion de K (4.4) sera

K - %Ka/\oc (48)

donde se usa la convencidn de Einstein sobre los indices, ademas los coeficientes
K, se pueden calcular usando las propiedades de las matrices de Gell-Mann; es
decir, en (4.8) se multiplica por Az y se determina la traza como prosigue

1
Tr (K\g) = EKQ Tr (AaAs),

Kaéag = Tl" (K/\g),

De (4.8) es factible ver que K, son reales, ya que K y las matrices de Gell-Mann A,

son hermiticas

1 1
K:KT:§ ;)\L:§ a>\aa:>K;:Ka'

Con la matriz K definida en términos de los dobletes en (4.4) y con (4.9) se escriben
las variables orbitales bilineales en términos de los productos escalares

5 olor phor olen 5
KozTr(KAo)Z\/;Tr R N g( Wlﬂog%@ﬁ@%)’
olos ohos olos
(4.10)
plor phor eher) [0 1
Ki=Tr(KMN) =T || olos ohos ohoa| [1 0 0
plos ©les ehes) \0 0 0

e}

oler ol
=Tr | plps los 0| = @b +olpa, (4.11)

whos plps 0
elor oler wher\ [0 —i 0
Ko =Tr(KX)=Tr || plps olps ol || 0 0
elos whos wlps) \0 0 0

whor —plpr 0
=4Tr @;S@Q —ng{gpQ 0 :z’(gp&pl—goiwz), (4.12)
whos —plps 0
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olor ol eler (1
K3 =Tr(K)\3) =Tr QOJ{SOQ @;% @;@2 0
olos olos olps) \0

pler —phor 0
=Tr | plos —plpa 0| =oler — ol
ples —phps 0
wlor whor e\ (0
Ky=Tr(EM) =T | [ olps olon ¢l 0
wlos whps olps) \1
plor 0 ol
=Tr | plos 0 @les | =eler + oles,
plps 0 plps

)

olor ol ehor
K5 =Tr(EXs) = Tr || plon ohon ol
olos olos olps) \i

e}

ohor 0 —plo
ohos 0 —plos

olor vher oher\ [0

Ko=Tr(EX) =Tr || olon olen olen | |0

olos olos olps) \0
0 whor whpn

=Tr |0 90;1,902 80£<P2 :<P:Ta902+90$<ﬂ37

0 @hos whps

olor vher oher\ (0

Ky=Tr(EMN) =Tr || oles oler olen | |0

olos olos olps) \0
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0 whor —pler
=iTr |0 lps —phos | = i(ehps — Ohes), (4.17)
0 los —phes

1 Plor phor el (10 0
KszTr(Kks)Z\/;Tr Plos @b phoa | [0 1 0
Plos phos ehes) \0 0 —2
1 elor olor —20kp1 1
Z\/;Tr plos ler —20kp I\/;(dwﬁw%w—%oésos)- (4.18)
wlos ©les —2¢kps

Ahora con ayuda de las ecuaciones (4.10) a (4.18), se encuentran los productos

escalares en términos de las variables orbitales bilineales. Entonces, de K, y K, se
tiene

1 .
Pl = (K1 +ik), (4.19)
ahora, sisetoma K, y K;
Fow — :
g01g03 = §(K4 + ZK5), (420)

de Kﬁ yK7

1
5 (Ks +iK7), (4.21)

por ultimo, de Ky, K3y Ky se tiene los siguientes resultados

3 6
— 2K, + —ng +V2Ky = V21

\/g \/g @1@17
K, K K
¥ 3 8
— 2= 4.22
g01g01 \/— 2\/— ( )
3v2 6v2 .
7 + V2K = 7 — = oo,
K, K; Kg

SOQSOQ \/6 - 7 + 2\/57 (4.23)

- — V2Ks = V6ples,
t o Ky Ky
LR N
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En este capitulo frecuentemente se va a usar

2 1 2 1
K, = @lp1+ phos = %Ko + \/;Ks = \/;Ko + \/;Ks, (4.25)

1 >
K- =22, = \/;KO _ \/;Kg. (4.26)

De (4.13) se tiene la siguiente inecuacion
K, >|Ks| >0, K_>0. (4.27)

Ademas, se puede ver de (4.25) que si K, = 0, implicaria que los campos Higgs
01 = o = 0, entonces usando las ecuaciones (4.11) a (4.17) se tiene

En el apéndice [C|damos informacion del cambio de base o = 0,...,8a+,1,...,7, —.

Se puede comprobar facilmente que la matriz K (4.4) es semidefinida positiva.
Usando la definicion de una matriz semidefinida positiva que establece x!Kx > 0
para cualquier x, donde a, by ¢ son las componentes de x, se tiene que

plor ohor oher\ [a
x Kx = <a* b* c*) elos Ohps whoa [ [0 ]
Wlos Ohes whes) \c
eloia+ phoib + plerc
= (a* b c*) plpaa + Phoab + plpac |
plpsa+ plpsb + plpsc
x' Kx =p{praa* + phpiba* + phpica” + ol paab® + Phpabb™ + ploach* + plpsact
+ phosbe” + plpscc” (4.29)

Redefinimos ¢} = a*p1, ¢ = b pa Yy ¢} = c*p3, en (4.29) se obtiene

xTKx =)o) + i + 0o + @l + oo + el + @il + 0l o + e,

=(o) + & + D)) + (@ + of + Db + (o + o + o)l
x Kx =(p] + 5 + ¢5) () + ¢ + ©5) = &) + b + ©5]> > 0. (4.30)
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De hecho, debido a que una matriz sea semidefinida positiva implica a su vez lo
siguiente

\/g Ko=Tr(K) >0, Det(K)> 0. (4.31)

La matriz hermitica K (4.4) es construida de la matriz de campos Higgs, K = ¢¢'.
Por lo tanto, los nueve coeficientes K, de su descomposicion (4.8) estan completa-
mente determinados dados los campos de bosones Higgs.

Debido a que ¢ es una matriz 3 x 2, trivialmente tiene un rango menor o igual a 2, esto
también es valido para la matriz K .Por otra parte, cualquier matriz hermitica 3 x 3
con rango igual o menor que 2 la cual claramente tiene entonces un determinante
igual a cero, define los campos de bosones Higgs ¢;, ¢ = 1, 2, 3 Gnicamente por
una transformacién gauge. Esto se muestra con detalle en el apéndice Bl En el
apéndice [C| se muestra que las orbitas gauge de los tres campos Higgs estan
caracterizadas por el siguiente conjunto en el espacio de las K,:

KU 2 07
(Te (5))? — T (K?) = K — Kk, > 0, (4.32)

1
Det (K) = EGOC/BVKQKﬁKW =0.

Aqui G.s, es una constante completamente simétrica definida en (C.59). Es decir,
para cada orbita gauge de los campos de bosones Higgs exactamente corresponde
un vector (K,) que satisface y vice versa. Las dos primeras condiciones de
son analogas a las condiciones del cono de luz del modelo de los dos doble-
tes Higgs (3.55). La relacion del determinante, la cual es de tercer grado en K, es
especifica del modelo de tres dobletes Higgs. Un analisis adicional de las matrices
K derango 0,1, 2 es presentado en el apéndice [B]

Con base en estas bilineales se procede a estudiar el potencial, las transformaciones
de base y la estabilidad del modelo general de tres dobletes
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4.3. EIl Potencial General de Tres Dobletes Higgs y
Transformaciones de Base
En términos de los coeficientes bilineales K, el potencial general para los tres do-
bletes Higgs se escribe en la forma
V = &Ko + &Ko + 00K + 2Kona Ko + Kanan Ko, (4.33)

el cual es una generalizacién directa del potencial obtenido para el modelo de dos
dobletes Higgs (ver ecuaciones (3.24)), (3.25) y (3.26)), incluso el proceso para ob-
tener la anterior ecuacion es totalmente analogo al que se utilizdé para obtener el

potencial general de dos dobletes Higgs. Para (4.33), por conteo se tiene el siguien-
te nUmero de parametros independientes: de &, y 7y dos parametros, a esto se
afnade los ocho parametros de 7, y de &,, por ultimo se anade los parametros inde-
pendientes de 1, para ello, se tiene en cuenta que esta es simétrica 7., = m,, y que
tiene dimensiones 8 x 8; por lo tanto, el niUmero de parametros independientes de
esta seran los elementos triangulares superiores que serian Zlez' = 36, entonces
la suma del total de parametros independientes es 54. Teniendo en cuenta que las
variables orbitales K, son reales y que el potencial escalar debe ser real V' = V*,

entonces en (4.33)
Ve Z&;KO + fZKll + T]SOI(S< + 2K07]2Ka + KaanKlH (434)

si se compara con (4.34), se logra ver que todos los 54 pardmetros &, &,
Moos Ma Y Mab = Mea SON reales. El potencial contiene todas las combinaciones
lineales y cuadraticas de las bilineales K, correspondientes a todos los productos
cuadraticos y cuarticos de los campos Higgs que son invariantes gauge. Los térmi-
nos mayores a los cuarticos no deben aparecer en el potencial, desde el punto de
vista de la renormalizacién. Cualquier término constante en el potencial puede ser
retirado y por lo tanto es el potencial de tres dobletes Higgs mas general.
Ahora introducimos la notacion

K:(Kla---aKS)Ta Ez(gla---a€8)T7 ”7:(771’~~~7778)T7 E:(nab)v
(E ) = <7700 77b> . (4.35)

Mo Tab
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Con esto se puede escribir el potencial (4.33) en la forma compacta
V = (Ko + KoFosKp. (4.36)

Ahora se considera un cambio de base ¢;(x) — ¢}(x) de los campos de bosones

Higgs, donde
i ()" p1(z)”
ph(x)" | = U [ ga(a)" | = ¢'(x) = Ug(x), (4.37)
()" ps(x)"

con U € U(3), la cual es una transformacion unitaria 3 x 3, es decir UUT = 13. Para
la matriz K se obtiene

K =¢¢"=Upp'U' = UKU'. (4.38)

Para las variables orbitales bilineales, el cambio de base ¢; — ¢} produce resulta-
dos analogos a los presentados en el capitulo [3| (mirar (3.29) y (3.33)), entonces se
tiene lo siguiente

K{(z) = Ko(x), K! () = Ryp(U)Kp(x). (4.39)
Aqui R.,(U) esta definida por
U'N\U = Rap(U) Ny (4.40)

Al usar los mismos argumentos presentados en (3.36), (3.39) y (3.40), la matriz R(U)
tiene las propiedades

R*(U)=R(U), RY(U)RU)=1s, Det R(U) =1, (4.41)

es decir, R(U) € SO(8). Para este caso R(U) hace parte de un subconjunto de
SO(8), debido a que la matriz R(U) es generada por la transformacién U de di-
mensién 3 x 3, es decir tendra un niumero de parametros independientes igual a 9;
mientras que el nimero de parametros independientes de una matriz perteneciente
a SO(8) es 28 (ver capitulo 4 de [14]). Entonces no siempre sera posible encontrar
un matriz R(U) a partir de una transformacion unitaria U, esto repercute en la dismi-
nucion de parametros del potencial, debido a que ya no sera posible encontrar una
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matriz £’ de la forma (3.50) para este caso.

Para las variables orbitales bilineales, una transformacion de fase U = exp(ia)13 no
desempefa ninguna importancia, para poder visualizar esto se usa (4.9) bajo dicha
transformacion

K =Tr(K'\) = Tr (UKUA,) = Tr (KUTAU) = Tr (KANUTU) = Tr (K\,) = K,
(4.42)

donde se ha usado la propiedad ciclica de la traza y la conmutaciéon entre la ma-
triz identidad 1 y las matrices de Gell-Mann (U)\, = A\, U). Se tiene que considerar
entonces, solamente transformaciones con U € SU(3), en el cual los genera-
dores toman la forma T, = )\,/2. En la transformacion de las bilineales R (U)
es entonces la matriz 8 x 8 correspondiente a U en la representacion adjunta de
SU(3).

El potencial escalar (4.33) debe permanecer inalterado cuando se hace el reemplazo
(4.39), bajo una transformaciéon adecuada de parametros

& =%, & =RU)E

. v s . (4.43)
Mo =Moo, N =RU)n, E' =RU)ER"(U),

esto se obtiene de manera equivalente a (3.43), (3.45), (3.46), (3.49) y (3.50). En un
modelo de tres dobletes Higgs puro, es decir en un modelo sin fermiones, podemos

usar (4.43) para convertir por ejemplo a £ a una forma estandar. Considere la matriz

Ag = Eaa, (444)

como A = )\, y & = &, entonces se puede afirmar que la matriz es hermitica
A} = A. Aplicando una transformacion U € SU(3), si se multiplica &, en (4.40) y al

aplicar (4.43)

UTga)\aU = Rba(U)fa)\b
UTAU = §A = A (4.45)
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Con una transformacion U adecuada, por lo tanto, se puede diagonalizar A,. Es
decir, teniendo en cuenta que las matrices de Gell-Mann diagonales son A3 y Ag,
siempre se logra la forma

Ay =&+ &As, € =1(0,0,£,0,0,0,0,&)". (4.46)
El nUmero de parametros relevantes del potencial es.
54 — 6 = 48. (4.47)

Cabe resaltar que en vez de &, se hubiera podido escoger n en el anterior argumen-
to y obtener el mismo nimero de parametros.

Con respecto al modelo de tres dobletes Higgs. En un modelo realista se tiene que
considerar, ademas del potencial Higgs, los términos cinéticos de los campos de
bosones Higgs, asi como los términos Yukawa los cuales proporcionan acoplamien-
tos de los dobletes de bosones Higgs con los fermiones. Bajo una transformacién
de base, es decir, una transformacion de los dobletes de bosones Higgs de la for-
ma (4.37), o equivalentemente, en términos de las bilineales, una transformacién
de la forma (4.39), después del rompimiento espontaneo de simetria, los términos
cinéticos de los dobletes Higgs permanecen invariantes. Pero, en general, los aco-
plamientos Yukawa no son invariantes bajo dicho cambio de base.

Para ilustrar el uso de las bilineales se considera dos ejemplos simples de potencia-
les con tres dobletes Higgs

Ejemplo I Vi = —i%plos + Mpler + phps + @hes)? - (4.48)

Aqui 12 es un parametro de dimensiones de masa al cuadrado y A no tiene dimen-

siones. Al emplear (4.22), (4.23) y (4.24) se escribe este potencial en términos de

las bilineales como

Ko Kg) (3 )2 112 112 3.
Vi=— @ (—=——F% ]+ —=Ko) =—"=Ko+ =Ks+ -\K 4.49
e (\/6 V3 NG V632 (4.49)

Esto corresponde a la forma general (4.33) con parametros

1 3
¢ =1*(0,0,0,0,0,0,0, E)T’ Noo = §>\, n=0, E=0. (4.50)

-7
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Se expresa el potencial en la base +,1,...,7, —, usando (4.25) y (4.26)

2
H 1 2
Vi = K_+ MK+ K_)*, 4.51

los parametros en la nueva base se encuentran usando desde la ecuacion (C.67)

hasta la (C.70)

2
& 50 W) (% 0 p 0
=|&l=10 1. 0 0 |=-4* 0 =% 0| (4.52)
2 1 2
o) \Wio i) \% Ft !
Beo Bu B\ (V3O VY Ly [V O
= | E,, Eu, E,_|=]|0 1; (30 o) 0 1, 0
A ~ ~ 8
B B B BUIEE UIEE
2 1 V3
5 0 3 SN0 2N A0
=0 1 0 0 0, 0 [=]0 0, O (4.53)
A A
5 0 —/3 0 0 0 5 0 3
De acuerdo con lo obtenido se tiene
:-L2 = = . = :0
) X Af* V20 ft 51 57 ) (454)
E..=\ E,_=F_ = \/%, E__ =3, el resto de elementos son cero
Ejemplo 11 Vi = m¥pipr +miehes — p2ehes + Mphps)? - (4.55)

Donde m?, m3 y u? son parametros con dimensiones de masa al cuadrado y A no
tiene dimensiones. Se escribe el potencial en términos de las bilineales

Ky, Ks KS) 2(K0 K; K8> (Ko KS)
Vip=mi|—+=+— )+ — =+ —)-nl—=-—F
”ml(\/€22¢§ A\ 2 Tas) P\ B

Ky Kg\’

+A (7% — 7%) . (4.56)
Al reescribir el potencial en la forma (4.33) se obtiene
1 1 1 m?  m3
Vir = (\/%m% + \/gmg - \/%/f) Ko+ (71 — 72) K

101



A
K8+)‘K2 V2

1 2
‘ <% S+ e ) VIAKK,+ SK2 (457)

de la cual se identifica los parametros
b= (mi+md— ) VB, &= (md —m3)/2, & = (mb/2+m3/2+p%)/V3
noo = A6, ms = —v2)/6, mss = A\/3 el resto de términos son cero.
(4.58)

Enlabase +,1,...,7,—, se usa desde la ecuacioén (C.67) hasta la (C.70) para obte-
ner el valor de los parametros en dicha base

3 o) (s \f&w\f&g

= ga = 0 17 0 fa
£ N AT \fso—\fgs
s(mi +m3 — ) + §(mf +m3 + 2p) 3(md +m3)
- ga = ga ) (459)
53 (mi +mi — ) — 55 (mi +mj + 2p) —\/ 547
E.. Eu By 5 0 3 20 V22 \/g 0 3
— | E, E, E.|=]0 1, 0 0 0, 0 0 1, 0
7 2 V2 A 1 2
E_+ By B 5 0 =3/ \—% 0 3 3 0 —y/3
2 1 3\
: 0 3 00 & 00 0
3v2) A
5 0 =3/ \0 0 2 00 3

Entonces en la nueva base quedan los elementos

1 1 1
plmitmd), €=——pt Bo=gA (4.61)

Por ultimo se determina el potencial V;; en la base +,1,...,7,—, para ello se usa
(4.56)

%(@Ko+%+Kg>+%<\/gKo+%—Ks>—%(%—\EK@;)
N CAY
+§<%—\/;Kg) , (4.62)
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ahora, se reemplaza (4.25) y (4.26) en (4.62)

2

m m3 A
Vir = GHE + Ka) + 2 “

(K, — K3) — EK_ + 5}(3. (4.63)

4.4. Estabilidad del Modelo de Tres Dobletes

Ahora se realiza el analisis de la estabilidad del potencial del modelo general de tres
dobletes Higgs (4.33), dado en términos de las bilineales K, y K sobre el dominio
determinado por (4.32). Esto se puede lograr de manera analoga a como se realizé
para el modelo de dos dobletes Higgs. El caso +/3/2K, = eler + lps + ol = 0
corresponde a que todos los campos Higgs sean cero, por ende V' = 0. Para K, > 0

K K,

Se reescribe la segunda y tercera ecuacién de (4.33) en términos de k

se define

1 K2 K, K,
= (Tr (K))? = Tr (K%) = I} — DK K, = <2 - ——) >0,

2 Ky Ky
2 —k*>0, (4.65)
1
:Det(K):Det( Koa) t (V2/315 + koAa)
Det (1/2/315 + koAs) = 0. (4.66)

Las ecuaciones (4.65)) y (4.66) describen el dominio Dy de k, donde el limite de este
sera 0Dy, el cual esta caracterizado por

2-k*=0. (4.67)
De (4.33) y (4.64), se obtiene para K, > 0, V =V, + Vj con

Vy = Ko Jo(k), Ja(k) =& + &'k (4.68)
Vi = K2Jy(k). Ji(k) = noo + 20"k + k" Ek (4.69)

donde se ha introducido las funciones J,(k) y J4(k) en el dominio (4.64).
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Un potencial estable significa que este debe estar acotado inferiormente. La estabi-
lidad esta determinada por el comportamiento de V' en el limite K, — oo, es decir,

por los signos de Jy(k) y Jo(k) en (4.68) y (4.69). Para que un modelo sea al menos
marginalmente estable, las condiciones

J4(k) >0 o

(4.70)
Jok) =0y Jo(k) >0

para todo k € Dy, es decir, todos los k que satisfacen y son necesarios
y suficientes, debido a que esto es equivalente a V' > 0 para K, — oo en todos las
posibles direcciones de k. La propiedad de estabilidad mas estricta V' — oo para
Ky, — oo para cualquier k, requiere que V' sea estable en sentido fuerte o en sentido
débil. Para estabilidad fuerte se requiere

Ji(k) > 0, (4.71)

para todo k € Dy. Para estabilidad en el sentido débil es reequrido que para todo
k € Dy

Ja(k) = 0

(4.72)
J2(k) > 0 para todo k donde J,(k) = 0.

Para comprobar que J,(k) es positiva, es suficiente considerar el valor para todos
sus puntos estacionarios sobre el dominio Dy. Esto es valido porque el minimo glo-
bal de la funcién continua J4(k) esta sobre el dominio compacto Dy, y el minimo
global esta entre estos puntos estacionarios.

Para obtener los puntos estacionarios de J,(k) en el interior del dominio Dy, aplica-
mos el criterio de la primera derivada, que en este caso es necesario anadir a J, (k)
la condicién con un multiplicador de Lagrange u. Los puntos estacionarios son
entonces obtenidos de

Vi, ks [J4(k) - ug(k)] =0,
g(k) = Det (1/2/313 + k) = 0, (4.73)
2 —-k% >0,
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en donde la matriz gradiente de la ecuacion que contiene la ligadura tiene rango 1.
Esto puede ser facilmente comprobado, si se considera k, = 1y de (C.64) se tiene

lo siguiente:

1 1K 1
— K ==\, = —k\ .
oK = 55 e = ghada, (4.74)

K 8 8 K,Kzs K, 2

k) = Det (2= ) = — Det (K) = — —e Py Z 4.7
g( ) et ( KO) Kg et (—) 12Ga/87 K(] KO K(] 3Ga57kakﬁk7’ ( 5)
dg(k) 2 Ok, 2 Okg 2 Ok 2

b, ~ 300 g, ok + 5 Caskagp ks & S Gasykakis 5 = 3 Gashishy

2 2
+ §Gamkak,Y + gGaﬁakakg, (4.76)

como G,z €s una constante completamente simétricaen o, 5y v

dgk) 2 2
=ZGp kg, + =
aka 3 By By + 3

2
3

M,
K¢’

Gaawka/ﬂy + Gaagkakg = QGag,ykgk,y =2 (477)

donde se ha considerado y se ha cambiado los indices mudos, para que los
tres términos inmersos en la anterior ecuacion sean totalmente iguales. En este caso
la matriz correspondiente M = M, )\, tiene rango 1. Para mirar esto se parte de lo
siguiente: suponer que hay una base donde K es una matriz diagonal semidefinida
positiva, por ende sus componentes son x; > 0 con i = 1,2, 3, sobre la diagonal
(C.1), ademés K es de rango 2, por lo tanto, esto implica que Det K = k;kakz = 0;
es decir, por lo menos un x; debe ser cero. Sin pérdida de generalidad se toma

k3 = 0, en[C.48| es decir

00 0
M=|00 0 (4.78)
00 2/%1:‘4}2

Al aplicar el teorema 4] sobre (4.78)

Tr M = 2Kk1Kk9 > 0,
ME BV, = (Tr MY~ Te(M)? = 4l — 4 =0, (479
Det M =0,

se ve que M efectivamente tiene rango 1, ademas, de la segunda condicién de
(4.81) M, y al menos un elemento de M, con a € {1,...,8} debe ser diferente de
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cero. Entonces (dg(k)/0k,) tiene rango 1, y por lo tanto, el método de los multiplica-
dores de Lagrange es vélidoﬂ.

Para los puntos estacionarios sobre el limite 0Dy existen dos ligaduras

g1(K) = Det (1/2/313) + koAa) = 0, 92(K) = 2 — kok, = 0. (4.80)

Estas condiciones equivalentemente definen una matriz K 3 x 3 semidefinida positiva
de rango 1 (mirar ecuacion (C.32)). Aqui la matriz gradiente sera

() - (
< | = 0. (4.81)
dg2(k)

o —2ka

Como K tiene rango 1, tenemos que M = 0. Esto se demuestra analogamente a
como se obtuvo (4.78). Se escribe K en una base la cual sea diagonal, como tiene
rango 1 implica que dos de sus componentes diagonales deben ser cero. Suponer
que dichas componentes sean x3 = k, = 0, por lo tanto, en se obtiene M = 0.
Esto quiere decir que M, = 0,a = 1,...,8. En consecuencia la matriz gradiente
tendra rango 1y no el rango 2 requerido para la aplicacion del método de los
multiplicadores de Lagrangeﬁ. Para resolver esta inconsistencia, se toma la parame-
trizacion de las matrices K de rango 1 (ecuaciones (C.26) a (C.28):

K 3
— = /=ww' 4.82
K, 2ww, (4.82)

donde
wiw = 1. (4.83)
Acorde a y (4.64), se redefine

ko = ko(wh,w) =Tr <iﬁ)\a) = \/gTr (wwi,). (4.84)
Ky 2

1Con esto logramos que el gradiente de la ligadura sea un vector diferente del vector nulo; tal que,
al aplicar la primer ecuacion de (4.81), el multiplicador de Lagrange esté presente en el sistema de
ecuaciones.

2Al tener rango 1, la matriz solo tiene un vector linealmente independiente, es decir, el gradiente
de una ligadura se puede expresar en términos del gradiente de la otra. Por otra parte, al construir el
conjunto de ecuaciones Vi1, .. ks [Ja(k) — u191(k) —u2ga(k)] = Vi, ks Ja(k) — uaVi1, . ks92(k) =
0, con las ligaduras g; (k) = 0y g2(k) = 0, podemos ver que la ligadura «; queda indeterminada.
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El vector w se puede entender como una matriz 3 x 1, de tal forma que las compo-
nentes se escriben como w,;, usando esto en (4.84)

3 3 3
/-Ca(WT,W) = \/;wblwi‘c(/\a)cb = \/;wfc(/\a)cbwbl = \/;WT/\GW. (4.85)

Redefinir ahora la funcion J,(k) de (4.69), usando (4.85)

3 3
Ja(1) = Ja(w', w) = oo + m\@wuaw £ WA a(wiNw). (4.86)

Los puntos estacionarios de J,(w', w) sujetos a la ligadura (4.83) con el multiplicador
de Lagrange u se determinan de la siguiente forma

Vi [Ja(wl,w) —u(wiw —1)] =0,

wiw —1=0.

(4.87)

Aqui la matriz gradiente de la ligadura es de rango 1, como lo requiere el método de
multiplicadores de Lagrange. Explicitamente se obtiene

3 3
Vit [J4(WT, w) — U(WTW - 1)} = \/éna)\aw + §AawEab(wT/\bw) + §(WT)\GW) Eu \yw,

Epq

= \/éna)\aw + gEab<WT)\bW))\aW + ;Eba<WT)\aW)/\bW = 0. (4.88)

En el tercer término de (4.88), se realiza el siguiente cambio sobre los indices mudos
a— by b— a,de tal forma que

(V61 e + 3E(WiAswW)A, ] w =0

wiw—1=0

(4.89)

La razén por la cual no se considera V., [Ji(w!, w) — u(wiw —1)] = 0, es que esta
ecuacion reproduce el complejo conjugado de la primera ecuacion de (4.89).

Todos los puntos estacionarios obtenidos de (4.73) y (4.89) deben de cumplir la
condicion Jy(k) > 0 para estabilidad en el sentido fuerte. Si para todos los pun-

tos estacionarios obtenemos que J,(k) > 0, entonces para cada solucién k con
Ji(k) = 0 debemos tener J,(k) > 0, para estabilidad en el sentido débil, o por lo me-
nos J,(k) = 0 para estabilidad marginal. Si ninguna de estas condiciones se cumple,
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es decir, si por lo menos en una direccion estacionaria k con J,(k) < 0, 0 Jy(k) =0
con Jy(k) < 0, el potencial es inestable.

En el ejemplo I, con V; definido en (4.48), se construye las funciones J,(k) y Jy(k),
con ayuda de (4.50)

Jo(K) = (—— + —) W2 (k) = S (4.90)

Obviamente, J4(k) es siempre positivo para A > 0 en cualquier direccion k, por lo
tanto, el potencial es estable en el sentido fuerte. Es decir, la estabilidad aqui es
garantizada por los términos cuarticos del potencial solamente.

Para el ejemplo /1 de (4.63) se tiene

m2 m2 A
Vir, = SH(E + Ky) + 2 (K — Ky) - %K_, Vi, = SK2. (4.91)

Entonces V;;, >0para K_ >0y A > 0, pero V;, = 0 cuando K_ = 0. En consecuen-
cia, hay que considerar Vi, para K_ =0

2 2
Vi| = TG+ Ko) + T — Ka). (4.92)

Debido a (4.27) y (4.28), si m? > 0y m3 > 0 se tiene
Va >0, (4.93)

K_=0

donde Vi, = ( solamente es valido cuando

K++K3 :O7 K+ _K3 :O, (4.94)

es decir, para K, = 0. Pero esto implica que K = 0. En efecto, el potencial V;; es
estable en el sentido débil.
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Capitulo 5

El Modelo General de Tres Tripletes
Higgs

En este capitulo se van a desarrollar dos métodos para poder determinar la estabili-
dad de un potencial escalar, generado por tres tripletes Higgs. En general, se asume
en ambos métodos que dichos tripletes son invariantes SU(3)c ® SU(3), ® U(1)x,
en donde, los tres tripletes no siempre tienen la misma hipercarga. Entonces, como
se menciond anteriormente en la seccion [3.6 existen en la literatura ocho diferentes
tipos de modelos 3 — 3 — 1, los cuales tienen un sector escalar bastante complicado
de estudiar en detalle. Para los modelos 3 — 3 — 1 que no contienen cargas eléctricas
exdticas, la situacion es mas sencilla debido a que el sector escalar es mas simple,
como ocurre en el modelo econdémico 3 — 3 — 1 el cual necesita dos tripletes Higgs
para romper la simetria en una manera consistente, sin embargo, ellos no pueden
producir un espectro de masa fermionica a tercer nivel [8]. Una manera alternativa
es tratar el modelo con tres tripletes Higgs en vez de dos [7].

5.1. Método 1: Parametrizacion por Bilineales

5.1.1. Bilineales

En esta seccidn se considera el tratamiento usado en el capitulo |4| para el caso de
un modelo general de tres tripletes Higgs, por lo tanto, no se especifica procesos ya
realizados de dicho capitulo. Los campos complejos Higgs estaran denotados por

i (z)
pilz) = | po2(2) | i=1,2,3, (5.1)
i (x)



donde ¢;1, ¢i2 ¥ ¢;3 son la carga de los campos Higgs. En el potencial Higgs mas
general que es invariante gauge SU(3), x U(1)y, los tripletes de bosones Higgs
estan presentes como una combinacién lineal de todos los posibles productos de la
siguiente forma:

@i(w)TSOj(x)’ (Qpi($>T90j(x)) (@k(x)T@l(x)) i,j, k.1 € {1,2,3}. (5.2)

Tal cual como se hizo en el anterior capitulo, se define la matriz 3 x 3 de los campos
Higgs, para poder determinar las propiedades del potencial Higgs en términos de
las variables bilineales gauge

c13 T

C11 C12

Y1 P11 P ¥1
o= 05 e [ =13 |- (5:3)
e o) \é

Se define a K como la matriz hermitica que contiene todos los posibles productos
escalares invariantes SU(3), x U(1)x

901901 @;% 902,@1
K=9¢'¢o=¢lps ohos olps |- (5.4)

Ples ohes phos
Se descompone K en la base de las matrices 3 x 3, generada por las matrices
de Gell-Mann y la matriz unitaria de dimension 3, las cuales se han condensado con

la notacién )\, (ver ecuaciones |4.5), (4.6) y (4.7)
1
K - EKocAon (55)

donde los coeficientes reales K, estan dados por

Ko =K, =Tr(K\), (5.6)

cabe recordar, que al igual que en el capitulo |4, desde aqui hasta el final de esta
seccion, los indices latinos van de 0 a 8 y los indices griegos van de 0 a 8. Con
la matriz K definida en términos de los tripletes en y con la descomposicion
y (5.5), inmediatamente se expresa los productos escalares en términos de las
bilineales

A A1 O S N o %(M +iKs),

V6 2 23 2
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K K K, 1 K K,
1 0 3 8 1 . 1 0 8
=—— — 4+ —, = — (K¢ +iKz), =—-—-— (57
N W pa03 = 5 (Ko 7) P33 NG (5.7)
La matriz K (5.4) es semidefinida positiva, esto se deduce directamente de su de-
finicion (la demostracidn es exactamente igual al caso en que K es construida por
los tres dobletes Higgs). Esto a su vez da

\/gz(o =Tr(K) >0, Det(K)>0. (5.8)

La matriz hermitica K (5.4) es construida de la matriz de campos Higgs, K = ¢¢'.
Por lo tanto, los nueve coeficientes K, de su descomposicion (4.8) estan completa-
mente determinados dados los campos de bosones Higgs.

En este caso, a diferencia del modelo de dos dobletes Higgs, la matriz de los campos
Higgs ¢ tiene rango 3, por lo tanto, la matriz K también posee este rango. En el
apéndice [C| se demostré que las matrices semidefinidas positivas de rango 3 estan
caracterizadas por

KU 2 07
1
(Tr (K))* — Tr (K?) = K2 — 5 Koo > 0, (5.9)
1

Det (K) = EGO@BVKQKﬁKW Z 0.
La unica diferencia que radica en este modelo con respecto al modelo de dos doble-
tes, es la condicion sobre el determinante la cual surge a partir de la naturaleza de
los campos Higgs. Basados en estas bilineales se procede a estudiar el potencial,
las transformaciones de base y la estabilidad del modelo general de tres dobletes

5.1.2. El Potencial General de Tres Tripletes Higgs y Transforma-
ciones de Base

El potencial general de tres tripletes Higgs se puede escribir en términos de las
variables bilineales gauge de la siguiente forma

V =& Ko+ 6K, + Uong + 2Kon Ko + Konap K, (5.10)
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donde los 54 parametros &, ., 700, 7 Y Na» SON reales (la demostracion es analoga
a la realizada en el anterior capitulo). El potencial contiene todas las com-
binaciones lineales y cuadraticas de las bilineales, correspondientes a todos los
productos cuadraticos y cuarticos de los campos Higgs que son invariantes gauge.
Los términos mayores a los cuarticos no aparecen en el potencial para que este sea
renormalizable. Del potencial puede ser extraido cualquier término constante,
por tal razén es el potencial de tres tripletes Higgs mas general. Ahora se
introduce la notacién

K= (Kh‘ . '7K8)T7 5 = (517‘ .- 758)T7 n= (7717 cee 77]8)T7 E= (nab)v
(E B):<7700 77b>. (5.11)

Mo Tab

Entonces se puede escribir el potencial (5.10) en la forma compacta
V = (Ko + KoFosKp. (5.12)

Ahora se considera un cambio de base ¢;(z) — ¢(z) de los campos de bosones

Higgs, donde
ey ()" ()"
ph(x)" | =U | w2(2)" | (5.13)
()" ps(x)"

donde consideramos U como una transformacién unitaria 3 x 3, es decir U € U(3)
con UUT = 1;. De tenemos ¢'(xz) = U¢(z), mientras que para la matriz K
tenemos

K'(x) = UK (z)U". (5.14)

Tomando como referencia los procesos desarrollados en los capitulos 3| y |4 (ver
ecuaciones (3.29), (3.33) y (4.39)), para las bilineales obtenemos las siguientes ex-
presiones

Kj(2) = Ko(2),  Kj(2) = Ru(U)Ki(a). (5.15)

Aqui, al igual que en el capitulof4] la matriz R,,(U) (ver ecuacion (4.40)) esta definida
por
U'AU = Rop(U) M. (5.16)
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De nuevo, los argumentos presentados en el capitulo [3| para obtener los resultados
(3.36), (3.39) y (3.40), se pueden llevar a cabo en este caso, obteniendo asi las
siguientes propiedades sobre la matriz R(U)

R*(U)=R(U), RYU)RWU)=1s, Det R(U) =1, (5.17)

es decir, R(U) € SO(8). Pero R(U) forma solo un subconjunto de de SO(8).

Para las bilineales una transformacion de fase pura U = exp(i«)13, no ejerce ningin
efecto sobre ellas. Por lo tanto, solo se considera transformaciones conU ¢
SU(3). De nuevo, como en el capitulo 4] para este caso se cumple que en la transfor-
macion de las bilineales R.(U) es entonces, la matriz 8 x 8 correspondiente
a U en la representacion adjunta de SU(3).

El potencial escalar (5.10) debe permanecer inalterado bajo el reemplazo (5.15), si
se transforma apropiadamente los parametros se obtiene

& =%, &=RU)E

/ / . (5.18)
Mo =Moo, N =RU)n, E =RU)ER"(U),

En un modelo de tres tripletes Higgs sin fermiones, se puede usar para con-
vertir, por ejemplo a £ 0 a i a una forma estandar, tal cual como se hizo para el
modelo de los tres dobletes Higgs. Este proceso conlleva a una reduccion en 6 al
numero de parametros, llegando a un total de 48 parametros.

En un modelo completo tenemos que considerar, ademas del potencial Higgs, los
términos cinéticos de los campos de bosones Higgs, asi como los términos Yuka-
wa los cuales proporcionan acoplamientos de los dobletes de bosones Higgs con
los fermiones. Bajo una transformacion de base, sobre los tripletes Higgs de la for-
ma (o en términos de las bilineales por (5.15)), después del rompimiento
espontaneo de simetria, los términos cinéticos de los dobletes Higgs permanecen
invariantes. Sin embargo, enfatizamos que, en general, los acoplamientos Yukawa
no son invariantes bajo dicho cambio de base.
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5.1.3. Estabilidad del Modelo de Tres Tripletes Higgs

La estabilidad del potencial del modelo general de tres tripletes Higgs (5.10), dado
en términos de las bilineales K, y K sobre el dominio determinado por (5.9). Se
analiza de manera analoga al modelo de tres dobletes Higgs. El caso \/%Ko =
go{apl + 905% + 90§903 = 0 corresponde a que todos los campos Higgs sean cero, por
ende V = 0. Para K, > 0 se define

K K,
Debido a (5.9) el dominio Dy para k estara definido por las dos condiciones:
2-k2>0,
(5.20)
Det (1/2/313 + kaAs) > 0.

Cabe resaltar que las condiciones de frontera cambian en este modelo de tres tri-
pletes, porque la segunda ecuacion de (5.20) anade una nueva condicion sobre el
potencial. Por esta razén especificamos la frontera 0Dy, donde
2 —-k% >0,
Det (\/ 2/313 + ka>\a) = O,

mas aun, esta es equivalente a la ligadura sobre una matriz X semidefinida positiva

(5.21)

de rango 2 (ver (C.31)). Ahora se especifica la frontera 9Dy, definida por

2 k2 =0,
Det (v/2/315 + koAg) = 0.

De nuevo, esta condicidn es equivalente a las ligaduras sobre una matriz K semide-

(5.22)

finida positiva de rango 1 (ver (C.32)).

De (5.10) y (5.19), para K, > 0, obtenemos V =V, + V, donde

Vy = KoJa(k), Ja(k) =& + &'k (5.23)
V= K2Jy(k). Ji(k) = noo + 20"k + kT Ek (5.24)

donde definimos las funciones J,(k) y J4(k) en el dominio (5.20).
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Un potencial es estable cuando esta acotado inferiormente, por lo tanto esta es
completamente determinada por el comportamiento de V' en el limite Ky — oo, es

decir, por los signos de Jy(k) y Jo(k) en (5.23) y (5.24). Para que el potencial sea
marginalmente estable, se debe cumplir

J4(k) >0 o

(5.25)
Jok)=0 y Jy(k) >0

para todo k que satisface (5.21), dicho de otra forma, para todo k € Dy son necesa-
rios y suficientes, debido a que esto es implica que V' > 0 cuando Ky, — oo en todos
las posibles valores de k. La propiedad de estabilidad fuerte establece V' — oo para
Ky — oo para cualquier k, es decir

Ji(k) > 0, (5.26)

para todo k € Dy. Para estabilidad en el sentido débil es necesario que para todo
k € Dy se cumpla que

Ja(k) = 0

(5.27)
J2(k) > 0 para todo k donde J,(k) = 0.

Igual que en los anteriores capitulos, para comprobar que J,(k) es positiva, solo
basta considerar el valor para todos sus puntos estacionarios sobre el dominio Dy.
Esto es valido porque el minimo global de la funcién continua J,(k) esta sobre el
dominio compacto Dy, y el minimo global esta entre estos puntos estacionarios.

Los puntos estacionarios regulares de J4(k) se encuentran en el interior del dominio
Dy. Estos se obtienen de la siguiente forma

Vit....ksJa(k) =0,
Det (/2/31 + kada) > 0, (5.28)
2 —-k?>0,

Los puntos estacionarios excepcionales sobre la frontera 0Dy, se obtienen anadien-
do a Js(k) la segunda ecuacién de (5.21) con un multiplicador de Lagrange u;. Di-
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chos puntos se consiguen a través de

Vit,... ks [J4(k) - U191(k)] =0,
g1(k) = Det (1/2/313 + k,\,) = 0, (5.29)
2 — k%> 0.

En el capitulo 4| se demostrd que la matriz gradiente para este caso tiene rango 1

(ver ecuaciones (4.76) a (4.81)), por lo tanto, el método de multiplicadores de La-
grange es validd[']

Para los puntos estacionarios sobre el limite 0Dy, tenemos el siguiente sistema de

ecuaciones
Vi, ks [Ja(k) — u191(k) — u2g2(k)] = 0,

g1(k) = Det (v/2/313) + ko o) =0, (5.30)
ga(k) = 2 — kok, = 0.
La anterior ecuacion es equivalente a las ligaduras sobre una matriz K de rango 1.
La matriz gradiente en este caso es

(—%ﬁ”) 258

=1 (5.31)
9g2 (k) 2

)\ ~2k,

donde hemos usado (4.77). Si K tiene rango 1, por lo tanto, tenemos que M =
O(ver parrafo anterior a la ecuacion (4.78)). En consecuencia la matriz gradiente
tendra rango 1 y no el rango 2 requerido para la aplicacién del método de
los multiplicadores de Lagrangeﬂ Por lo tanto, se toma la parametrizacion de las
matrices K de rango 1 con las ecuaciones (C.26) a (C.28)

K_ 3.
—WWwW

Ky V2ot

(5.32)

donde
wiw = 1. (5.33)

1Con esto se logra que el gradiente de la ligadura sea un vector diferente del vector nulo; tal que,
al aplicar la primer ecuacion de (5.29), el multiplicador de Lagrange esté presente en el sistema de
ecuaciones.

2Al tener rango 1, la matriz solo tiene un vector linealmente independiente, es decir, el gradiente
de una ligadura se puede expresar en términos del gradiente de la otra. Por otra parte, al construir el
conjunto de ecuaciones Vi1, .. ks [Ja(k) — u191(k) —u2ga(k)] = Vi, ks Ja(k) — uaVi1, . ks92(k) =
0, con las ligaduras g; (k) = 0y g2(k) = 0, podemos ver que la ligadura «; queda indeterminada.

116



Se redefinen las bilineales y la funcién J,(k) usando la nueva parametrizacion

ko = ko(wh,w) = \/ng)\aw,

‘ (5.34)
J4(k) = J4(WT7 W) = Too + 2na\/§WT>\aW + %(WT)\aw)nab(WT/\bW)a

Debido al cambio de variables, los puntos estacionarios excepcionales de 9Dy, se
determinaran a partir de la funcion J,(w', w), junto a la ligadura (5.33) con el multi-
plicador de Lagrange u, de los cuales se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

Vi [Ja(wl,w) —u(wiw —1)] =0,

wiw —1=0.

(5.35)

Trivialmente la matriz gradiente de la ligadura es de rango 1, como lo requiere el
método de multiplicadores de Lagrange, por lo tanto, las definiciones (5.34) nos
resuelven el problema del rango sobre la matriz gradiente (5.31). Explicitamente

obtenemos
(V61,0 + 3E(WiAswW) A, ] w =0

wiw—-1=0
Todos los puntos estacionarios obtenidos de (5.28), (5.29) y (5.36) deben de cum-
plir la condicion J,(k) > 0 para estabilidad en el sentido fuerte. Si para todos los

(5.36)

puntos estacionarios obtenemos que J,(k) > 0, entonces para cada solucién k con
Ji(k) = 0 debemos tener J,(k) > 0, para estabilidad en el sentido débil, o por lo me-
nos J,(k) = 0 para estabilidad marginal. Si ninguna de estas condiciones se cumple,
es decir, si por lo menos en una direccion estacionaria k con J,(k) < 0, 0 Jy(k) =0
con Jy(k) < 0, el potencial es inestable.

Existen problemas en la resolucién de potenciales complejos mediante este méto-
do, debido a que la parametrizacion presentada en esta seccion, conlleva a que
las condiciones de estabilidad nacen de ecuaciones no lineales sobre las K, (ver
ecuaciones y (5.29)). Cabe resaltar que se usé software computacional (Wx-
Maxima 17.10.1'y Wolfram Mathematica 11) para tratar de resolver un potencial no
trivial mediante este método, el cual fue en vano, debido a que se dispuso de
muchos dias de desarrollo computacional sin obtener fruto alguno. Por otra parte,
en el apéndice B de [16], realizan un ejemplo de en el cual se resuelve un potencial
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no trivial pero con métodos numéricos, especificamente usan la aproximacion de
continuacion homotoépica presentada en [6], aunque resaltan la posibilidad de usar
también otro método numérico denominado, la aproximacién por bases de Grobner.
A continuacién se presenta otro método desarrollado en [7], el cual es eficaz en el
analisis de estabilidad de un potencial escalar no trivial.

5.2. Método 2: Parametrizacion por Variables Orbita-

les

5.2.1. Variables Orbitales

El potencial escalar mas general V (1, 2, ¢3) donde ¢1, 2 ¥ 3 son tripletes esca-
lares Higgs, es una combinacion lineal hermitica de los siguientes términos

oloi (plo)ele): 0,4,k le1,2,3. (5.37)

De acuerdo con el método usado en [7] se organizan los productos invariantes gau-
ge SU(3)., en los arreglos matriciales 2 x 2

T T

K= 901801 801?901> (5.38)
P12 PaP2
T i

L 90;901 wisﬁ) 5.:39)
P1¥3  P3¥3
T i

M= 90?%02 80113,902> (5.40)
PoP3  P3¥3

los cuales, sirven para estudiar las propiedades del potencial tales como su estabi-
lidad y sus puntos estacionarios.

Las matrices K, L y M se reescriben en una nueva base formada por la matriz iden-
tidad de orden 2 (1,) y las matrices de Pauli (¢%, a = 1,2, 3)

K;; = 5(Kobi; + Kaofy),
Lz‘j = %(LO(Sij + LaU?j)a (5.41)
M = 5(Mybi; + Maoly),
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en donde se hace uso del convenio de Einstein sobre la suma de indices repetidos.
Las variables orbitales reales K, L, y M, con a =0, 1,2, 3 estan dadas por

Ko = ¢lor + ohps K, = Tr (Ko®),
Lo = ¢l + ooy L, = Tr(Lo"), (5.42)
My = s + phps M, = Tr (Mo®).

Se definen las matrices 2 x 3 de los campos Higgs ¢*, ¢'y ¢, de la siguiente manera

T T T
¥ ¥ ¥
¢’f=< ;>, ¢l=( ;) ¢k=< ;), (5.43)
Y2 ¥3 ¥3
en donde, estas matrices de los campos Higgs reproducen
E=¢"(¢")", L=¢"(")". M=¢" (™) (5.44)

Usando las matrices de Pauli y la ecuacion (5.42), se encuentran las siguientes

relaciones para las variables orbitales
K1 = b1 + ¢, Ky = iphpr — il s, K3 = olp1 — ol (5.45)
Li=¢hor +olos,  Lo=iplor —iplps, Lz =plor — phos. (5.46)
My = olos + ohps, Mo =iphos —iphps, Mz = phps — plps.  (5.47)

Las ecuaciones (5.45), (5.46) y (5.47), son suficientes para encontrar las expresio-
nes <pjgoj en términos de las variables orbitales K, K,, Lo, L., My y M,, es decir

P { plor = 3(Ko+ K3),  @hps = §(Ko — K3), (5.48)
o whor = T(Ky —iK3), plor = (K +iK3).

I { plor = Lo+ L), @lps = 3(Lo — Ls), (5.49)
| eher = (L1 —iLs), @lps = L(L1 +iLs)

" { ehor = §(Mo + M), gl = §(My — M), (5.50)
o ol = (M — iMs), whos = T(M; + iMy).

Las matrices K, L y M son semi definidas positivas, lo cual se puede demostrar
con un proceso analogo al realizado para la matriz K en el capitulo |3 (ver ecuacion
(3.51)), esto implica que tanto el determinante y la traza de dichas matrices sean
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positivos. Ahora se procede a encontrar una expresion para los determinantes, en
términos de las variables orbitales. Para K usando (5.48)

1 1
Det K = (SOI%) (@;%) - (SOI%) (@%) = §(K0 + K3)§<K0 — K3)
1 o1 . 1 1
— 5 (K1 = i) (K +iK) = Z(Kg ~ K} - K} —K3) = 7 (Fo - K?) >0,
K2-K2>0. (5.51)

donde K es un vector de componentes K1, K; y K3. Similarmente para L y M usan-

do (5.49) y (5.50) respectivamente se obtiene
L —L*>0. (5.52)
Mg —M? > 0. (5.53)
con L, M vectores de componentes L, Ly, L3 y My, M,, M; respectivamente. Los

productos escalares ¢! o1, phes ¥ plps en términos de las variables orbitales permi-
ten eliminar tres de las 12 variables obtenidas en la parametrizacion, es decir

plor = (Ko + K3)  @lor = 3(Lo + Ls)
phos = 3(Ko — K3) ol = 2(Mo + M)
ohos = 3(Lo— Ls) ooy = 2(My — M)
Por lo tanto de los resultados de gOJ{gpl
Ko+ K3 = Lo+ L3
Ky=Lo+ L3y — K
~~ ~~

GDJ{ P1 —@%@3 AOJ{ P1 -HOE P2

K3 = Lo — (@l + 0lps)
M,
0

Ky = Lo — M, (5.54)
Para goggo;z,

Lo — L3 = My — M;

Ly = Ly + Ms —M,
~— ~~

%0]1L<P1+s0§¢3 905502—@:%503
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Ly = (plo1 + @lpa) — My
K
0

Ly = Ko — M, (5.55)
Por Gltimo con plp, se obtiene

My + Mz = Ky — K3
MgIKO— Kg + MO
~~ ~~

eloi—elos  eloateles

Mz = Ko — (o1 + plos)
———
Lo

L3 = K(] - LO (556)

5.2.2. El Potencial General de Tres Tripletes Higgs

El potencial escalar V' (¢1, v2, ¢3) €s una combinacion lineal de los productos inva-
riantes gauge. Estos productos pueden ser expresados en términos de las variables
orbitales K, L., y M,. Con ayuda de (5.54), (5.55) y (5.56), el potencial quedara
totalmente expresado en términos de las siguientes variables orbitales

Ko, Lo, My, Kv, Ky, L1, Lo, My, My (5.57)

Con esta parametrizacion se expresar el potencial escalar Higgs en la siguiente
manera

V1, @2,03) = (Vo + Via) + (Viz + Via) + (Varz + Vara) (5.58)

donde se puede ver que, el espacio general del potencial se puede dividir en tres
subespacios, donde el primer subespacio depende netamente de las variables orbi-
tales de K, el segundo de las variables de L y el tercero corresponde a M.

Al tomar como referencia lo visto en el capitulo |3, se puede escribir los términos del
potencial (5.36) de la siguiente manera

Vo = &Ko + &Ko = KoJra(k), (9.99)
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Vica = koo Ko + 2Komka Ko + Karan Ky = K§ Jra(k), (5.60)

V2 = &roLlo + rala = LoJi2(1), (5.61)

Via = mooL§ 4 2LomaLa + Latias Lo = L§Juu(1), (5.62)

Ve = Eno Ko + Ena My = Mo Jpme(m), (5.63)

Vara = Mmoo M3 + 2Monma My + Momay My = MG Jpa(m), (5.64)

donde los vectores k, 1 y m se pueden definir con lo obtenido en las ecuaciones

(5.51) a (5.53) como

k=X (K <1),
=L (1< 1), (5.65)
m=2(m| < 1)

Los parémetros gk(l,m)Oa gk(l,m)aank(l,m)00777k(l,m)a y Nk(l,m)ab = Mk(l,m)ba son reales y las
funciones Jyumy2 Y Jrama €stan definidas en los dominios |k|, [1],|m| < 1 de la
siguiente manera

Jio(k) = &o + &1k, (5.66)
Jra(K) = mroo + 20k + kT Bk, (5.67)
(1) = &o + &1, (5.68)
Ju(1) = moo + 20/ 1+ 17 E1, (5.69)
Jma(m) = &y + &5 m, (5.70)
Jna(m) = 700 + 20 m + m” E,,m, (5.71)

donde se ha redefinido (Ex,m))ab = M(,m)ab-

En cuanto a las transformaciones de cambio de base empleadas en los capitulos
y 4}, la nueva parametrizacion no permite transformar los campos Higgs, porque si
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se transforma el campo ¢; — ¢/ se tiene que las componentes p; — ¢} Y 2 — ©),
pero esto también altera a ¢, que tiene dentro de sus componentes a 1 y a ¢3 que
tiene a ¢,. Debido a esto, en esta seccion no fue posible determinar un estudio de
cambio de base.

5.2.3. Condiciones de Estabilidad

Para que el potencial se considere estable, este debe estar acotado inferiormente,
es decir la estabilidad esta determinada por el comportamiento de V' en el limite
Ky — 00, Ly — oo y/o My — oo; por lo tanto, por los signos de Jy i m)s Y Jra,m)2 €n las
ecuaciones hasta (5.64). Es necesario mencionar que usando este método
se llega a unas condiciones suficientes para determinar la estabilidad; sin embar-
go, estas no seran necesarias. Para que el potencial sea al menos marginalmente
estable la condicion

Jk4(k), Jl4(1), Jm4(m) >0 o

} para todo |k|, 1|, m| <1
Jra(k), Ju(l), Jppa(m) =0y Jio(k), J12(1), Jin2(m) > 0

(5.72)
es necesaria y suficiente, debido que si se usa (5.72) en (5.58) se tiene
V >0 para Ky, Ly, My — oc. (5.73)

Equivalentemente si se tiene (5.73), usando (5.58) se puede lograr la condicién
(5.72). La condicidon de estabilidad mas principal V' — oo con Ky, Ly, My — oo para
cualesquiera k,1y m puede ser lograda, ya sea por

Jk4(k), Jl4(]>, Jm4(m) >0 (0}

} para todo |k|, [1],m| <1
Jea(k), Jiu(1), Jpa(m) =0y Jia(k), Ji2(1), Jrp2(m) > 0

(5.74)
para una estabilidad en el sentido débil, o por

Jk4(k), Jl4(l), Jm4(m) >0 para todo ’k‘, |l‘, |rn] (575)

en un sentido fuerte; es decir, solamente por los términos cuarticos de V.
Para asegurar la existencia de un valor positivo para las funciones Ji 4 (k,1, m),
se debe considerar el valor sus puntos estacionarios en el dominio k|, |1|, m| < 1,
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y los puntos estacionarios sobre el contorno |k|, [1|,jm| = 1. Esto es valido, por-
que el minimo global de Ji.)4(k,1,m) se encuentra sobre el dominio compacto
k|, [1],|m| < 1, y esta situado entre aquellos puntos estacionarios. Esto lleva a li-
mites sobre 7y,my00, Me(tmya ¥ Me,m)as> 108 cuales parametrizan el término cuartico
Vi (r,my4 del potencial.

Por otra parte, si alguna o varias de las funciones J;m)(k,1,m), en sus puntos
minimos es negativa, se pasa a analizar lo siguiente

Vi=KgJu(k)|_ +LoJu(D)|  + M Tma(m)| . (5.76)

stat

donde el subindice stat, indica que la funcion esta evaluada en sus puntos estacio-
narios. La anterior ecuacion es el valor minimo que puede tomar el potencial V. Si
este valor nos da positivo V; > 0, entonces el potencial tiene estabilidad fuerte. Si
Vi = 0, se toma los puntos estacionarios de las funciones Jj )1 y los se evaltan
sobre las funciones Ji )2, estas a su vez deben ser evaluadas en V5. Entonces, si
V, > 0, el potencial es estable en el sentido débil. Si V;, > 0, el potencial es estable
marginalmente. Si por el contrario, si en los casos anteriormente mencionados da
un valor < 0, el potencial no es estable.

El calculo de los puntos estacionarios de las funciones Jy(k), Jiu(1) y J4(m) para
las regiones [k|, |1],|m| < 1, es completamente anélogo al realizado en el capitulo[3]
por esta razdn, no se especifica el proceso para obtener las resultados. Por lo tanto,
los puntos estacionarios (si existe alguno) deben cumplir

Eyk = —ny,
El=—n, (5.77)
E,m = —n,,.
Si Det Eyum) # 0 (se asegura la existencia de la matriz E,C‘(im)) explicitamente se
obtiene
k=—E"n
1= —E'n, (5.78)
m=—-FE"1n,



El resultado anterior permite conocer el valor de Jy,,,)4(k,1, m) en los puntos esta-
cionarios cuando Det Ej ) # 0y |k|, |1, jm| < 1, es decir

Jra(K)|stat = Troo — ML By 1
Jia(1)|stat = Moo — ThTEl_l"?l (5.79)

Jmna(m) [stat = Mmoo — ML E N,

Donde las soluciones regulares deben cumplir la desigualdad |k|, |1], jm| < 1, por lo
tanto

L= B, <0, 1-n/Em <0, 1-mn,E.n,<0 (5.80)

Si Det Erqmy = 0, pueden existir una o mas soluciones regulares para k, 1 y m
en la ecuacién (5.77), donde estas deben cumplir [k| < 1 para que sean vlidas.
Para las ligaduras |k|, [1], |m| = 1, hay que encontrar los puntos estacionarios de la
siguientes funciones

Fra(k, ug) = Jra(k) + ug(1 — k), (5.81)
Fl4(l, Ul) = Jl4(l) + ul(l — 12), (582)
Fra(m, ) = Jrpa(m) + 1w, (1 — m?), (5.83)

donde wuyg, u; Y u, son los multiplicadores de Lagrange correspondientes a cada una
de las ligaduras k| =1, |I| = 1y |[m| = 1, los cuales deben cumplir

(Ek — uk)k = —7 COon |k| =1, (584)
(El — ul)l = —n; Ccon |1| =1, (585)
(Ep — Up)m = —m,,, con  |m| = 1. (5.86)

Para valores de uy, u; y u,, donde se cumpla Det (Ejqm) — urem)) 7 0, los puntos
estacionarios pueden expresarse como

k(ug) = —(Ep — ug) 'y, (5.87)
W) = —(E —w) ', (5.88)
M (Uyy) = —(Epy = )™ O, (5.89)
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donde los multiplicadores de Lagrange se pueden determinar de las condiciones
kk = 1,171 = 1 y m"m = 1; es decir, usando (5.87), (5.88) y (5.89) en las ligaduras

1 —n (Ey —up)*ny, =0,
1 —nf (B —w)*n =0, (5.90)
Las soluciones que hay en este caso, tienen la siguiente forma

Jra(K)|stat = ur + koo — N (Er — wg) ' s,
Jia(D)|stat = wi + moo — mf (B — w) " my, (5.91)
Jm4(m)’5tat = Um + Thmoo — nngm - um)_lnm-

También para |k|, |1|, |m| = 1, pueden existir soluciones excepcionales en (5.84),
y [6.86] dependiendo de los valores 7y mya ¥ 7k(m)as donde Det (Eyqm) —
urum)) = 0; es decir, donde u, u; Y u, sean autovalores de Ej, E; y E,, respec-
tivamente.

Las soluciones regulares para |k| < 1y |k| = 1 pueden ser expresadas usando
solo una funcién f; la cual s6lo depende de u,. Analogamente existen también las
funciones f; que depende de w; y f,, que depende u,,, con las cuales se podra
expresar las soluciones regulares de 1|, jm| < 1y |l], |m| = 1. Para lograr esto se
define
fk;(uk:) = Fk4(k(uk)>uk)>
filw) = Fia(Mw), w), (5.92)
S (tm) = Frna(m(un), tm),

donde las funciones Fy4, Fi4 y F,,4 estan definidas como en (5.81), (5.82) y (5.83) res-
pectivamente, y las soluciones k(uy), 1(v;) y m(u,,) como en (5.87), (5.88) y (5.89).
Esto lleva a las expresiones

Sie(ur) =ug + koo — 0 (Er — u) ™', (5.93)
frlur) =1 = 0 (B — ug) np. (5.94)
Jilw) =wg + moo — m) (Ey — w) ™'y, (5.95)
flw) =1 =/ (B —w) . (5.96)
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fm(um) =Up, + Thmoo — n};(Elm - U’m)_lnma (597)
frln(um) =1- 77777;(Em - um)_Q'nm' (5.98)

en las cuales representamos todos los puntos estacionarios regulares k, 1, m para
las funciones J;qm)1(k,1, m); puesto que, Si uq,,») # 0 en las ecuaciones a
(5.98) reproducen las funciones Jim)1(k,1, m) en los puntos estacionarios cuando
estos toman los valores |k|, |1/ jm| = 1 y satisfacen (5.90); en cambio, si se tiene
uram) = 0 para las ecuaciones hasta obtenemos las ecuaciones de
los puntos estacionarios para Jy,m)4(k,1, m) cuando |k|, |1/, |m| < 1y estos puntos
estacionarios cumplen (5.80). Por lo tanto

Ji(u) = Jk4( )\stat» (5.99)
fr(uy) = (5.100)
filw) = Juu(1 )|stata (5.101)
fllw) =1-1, (5.102)
fm(tm) = Jppa(m )|stat, (5.103)
fon () = (5.104)
(5.105)

Concluimos que existen puntos estacionarios de Jim)1(k,1,m) con |k|, |1}, |m| < 1
y [kl 1, |jm[ =1, cuando f;, ., (0) <0y f;,,,(u) = 0 respectivamente, y el valor de
Jrmya(k,1,m) esta dado por [ m) (uk, ur, unm).

Anteriormente se menciond que no es posible establecer cambios de base para
los campos de Higgs en este modelo; sin embargo, matematicamente es posible
diagonalizar las matrices Ey, E; 0 E,, de la siguiente manera.

= OFEOy, (5.106)
= 0r'E0, (5.107)
E =O0LE,O,, (5.108)

donde Oy, O,, 0,, € O(3). Tomando el caso para Ej, de la ecuacion (5.84), se multi-
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plica en sentido izquierdo por OF

OF(E), — up)k = —O'ny,

(Ok B — O ur) 1_k = —Opmy,
0,0F

(OgEkOk —ukOgOk)ng = —Og’l’]k,
N—_——
E,

(El/c - Uk)ng = —Og'fl/c-

Se redefine k' = Ofk y n;, = O}ny, entonces en la dltima ecuacién se tiene lo
siguiente
(B — uwe)k' = =, (5.109)

por otra parte, paralas E; y E,, de (5.85) y (5.86) se obtiene las siguientes resultados

(B - w)l = —n, (5.110)
(Bl —up)m' = —n] (5.111)

donde I' = Of1,n, = O, m’ = Ol myn/ = Orn,,. Debido a que el potencial es
escalar, este cambio de base producido por O, ) no debe cambiar su estructura.

Dado el caso en que se trabaje un potencial escalar en el cual la matriz £ ., sea
diagonal, o que se pueda establecer la transformacion Oy .,y que diagonaliza Ej ),
tal que

Ey = diag(pr, k2, frs),
= diag(uu, Hi2, /1’13)7
Em = diag(,umla Hm2, ,UmS)a

por lo tanto, de la ecuacién (5.93) hasta (5.98) se tiene

3

2
U
ug) = ug + - _— 5.112
fr(ug) %+ Mkoo E DT ( )

3

frlug) =1— Z e (5.113)

—u
i1 (11 k)
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donde 7y(i,m); con i =

3 2

i
T .y 5.114
fi(ug) = ug + Moo = ( )
3 2
o) — 1 i 5.115
i) = 1= Gy 5115)
3 2
fm(um) = Uy + Mmoo — E 7 ijzu s (5116)
1:1 m m
3 >
frtn) =1y mi (5.117)

1,2,3 son las componentes del vector 7y ,,). Note que si

Eya.m) tiene forma diagonal no existen soluciones excepcionales cuando 7;(,m) # 0,

porque estas ocurren cuando Det (Ej,m) — Ug(i,m)), €NONCES uk(,m) SON los autova-

lores de Ej,m, es decir en (5.113), (5.115) y (5.117) se tiene una indeterminacion

debido al cociente en el segundo término.

De nuevo, del capitulo (3 si las matrices Ej . tienen forma diagonal, las soluciones

excepcionales cuando |k|, |1|, [m| < 1, son posibles si fi(ux), fi(w) Yy fu(uy,) SON

finitas en ux = v; = u,, = 0 (ver ecuaciones (3.79), (3.80) y[3.81). Este analisis lleva

a deducir que las soluciones vienen de la siguiente forma

k=k +ky, (5.118)
=1, +1,, (5.119)
m=m)+m,g, (5.120)
donde

kj=—E;'me, Eki =0, ki <1—ki (5.121)
]” = —Eflm, El, = O, 13_ <1-— lﬁ, (5122)
m = —-Eym ', E,m; =0, mi<1- mﬁ (5.123)

Estos resultados permiten conocer el valor de las siguientes funciones
Ji(0) = Ja(K)|stat » (5.124)
fr(0) =1—-Kki >k} >0, (5.125)
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f1(0) = Jua(D) gt » (5.126)
f0)=1-1f > 17 >0, (5.127)
fm(o) = Jm4(m)|stat’ (5'128)
fr(0) =1 —mji>m? >0. (5.129)

Las cuales son vélidas para [k|, |1], jm| < 1 solamente si las funciones fi(uy), fi(u;) y
fm(um) No tienen polo en uy, = v, = u,,, = 0. Como las tres funciones solo involucran
cantidades escalares, estos resultados son validos para cualquier base.

Anédlogamente para el caso |k|,|1|,|m| = 1, las soluciones excepcionales ocurren
cuando ug = figa, U = fia Y Um = Hmae CON a = 1,2,3 solo pueden existir cuando
fr(ug), filw)y fm(un) no tienen polo en los puntos mencionados anteriormente.
Estas soluciones deben cumplir lo siguiente

k:kH—l—kJ_, (5.130)
1=1+1,, (5.131)
m=m; +m,y, (5.132)
con las siguientes caracteristicas
l=— (B — Ul)flm‘ul:% (B —u)l, =0, 1§ =1-1f (5.134)
m =— (E, — um)_lnm‘ (B — Um)my =0, m? =1-— mﬁ. (5.135)

Um=Hma

Las funciones fi(ux), fi(w)y fm(un) €n estos puntos estacionarios toman la forma

Je(tika) = Jra(k)|stat (5.136)
Silbka) =1 =kj =k? >0 (5.137)
fz(,ula) = J14(1)|stat (5.138)
flla) =1-1 =12 >0 (5.139)
S (bma) = Jma(m)]|stat (5.140)
fa(bma) =1 —mj =m7 >0 (5.141)



De ser posibles estas soluciones, de las ecuaciones (5.133), (5.134) y (5.135) se
nota que k,,1, y m, deben ser una combinacion lineal de los autovectores de Ey, E;

y E,, respectivamente, donde las magnitudes estan dadas por

kol = /1 - K = \/ filra) (5.142)
L] = /() (5.143)
m| = /7 (o) (5.144)

5.2.4. Criterios de estabilidad.

El criterio de estabilidad establecido en este modelo es totalmente analogo al pre-
sentado en la seccion El razonamiento llevado acabo en dicha seccion ayudaba
a determinar que el minimo valor entre los puntos estacionarios validos, era el res-
ponsable de llevar a la funcién J,(k) a su minimo valor (ver ecuacion (3.107)). Para
el caso de los tres tripletes Higgs, se tiene el siguiente resultado

Ukp < Ukq — Jk4(p) < Jk4(q)7 (5145)
U < Uls < Jl4(r) < Jl4(S), (5146)
Uma < Ump <= Jma(a@) < Ja(b), (5.147)

donde p y q son soluciones de (5.81) de la forma (5.84). Mientras que r y s son
soluciones de (5.82) definidas en (5.85). Por ultimo a y b son soluciones de (5.83),
expresadas como en (5.86)

Retomando el andlisis de la seccidén las ecuaciones (5.145), (5.146) y (5.146)
llevan a construir los siguientes conjuntos de soluciones

Sk = {upi, prj; 0}, (5.148)
Sl = {uli7 Mg, O} ) (5149)

donde wug;, u; Y um; cONd = 1,...,6 son las soluciones regulares de (5.100), (5.102)
y (5.104) respectivamente. Mientras que los i.m); con j = 1,2, 3 son las soluciones

131



excepcionales, que provienen de los autovalores de las matrices Ej ).

De los conjuntos S, € descartan las soluciones excepcionales (incluido el cero),
gue no sean puntos estacionarios validos, es decir, aquellos puntos que no cumplan
con las ligaduras fi(my (tkam);) > 0, teniendo en cuenta si la matriz Ej ., tiene
forma diagonal, se debe asegurar que para cada autovalor fi;.m); SU respectivo
ni; 7 0. Con esto se forman los conjuntos

I, = {valores no descartados de S}, (5.151)
I, = {valores no descartados de S;}, (5.152)
I,, = {valores no descartados de S,,} . (5.153)

Ahora de (5.145), (5.146) y (5.147/) se toma el valor minimo de los conjuntos de
I, I, y I, para determinar la estabilidad del potencial. Debido a que los elementos

de estos conjuntos son parametros, vamos a tener diferentes casos cuando cada
uno de ellos es el valor minimo. Ademas como las funciones Ji4, Jiu Y Jima SON in-
dependientes tendremos que determinar las condiciones de estabilidad para cada
funcion por separado.

Si el valor minimo es una solucion regular; ya sea {u;}, {wi} 0 {un:}, se impo-
ne la condicién Ju(p) > 0, Ju(r) > 0 0 Jy,(a) > 0, es decir. Si en (5.93),
y se tiene fi,(ug) > 0, filwi) > 0y fml(um) > 0, €n consecuencia al usar
las ecuaciones (5.145), (5.146) y (5.147) se fija la estabilidad para Jy(k), Jua(1) y
Jra(m) respectivamente. Las condiciones provenientes de las soluciones regulares

son necesarias, por lo tanto, estas van a estar presentes en los conjuntos Sy, S; y S,,.

Si el valor minimo es una solucion excepcional {uum);} valida de I;,,) se impone

frem) (k@m);) > 0, y usando las ecuaciones (5.145), (5.146) y (5.147) se asegura la

estabilidad para J;m)4. Las condiciones que provienen de las soluciones excepcio-
nales no son necesarias debido a que la desigualdad fy( m)(tk@m);) > 0 No siempre
se satisface. Similarmente para el caso en que el valor minimo de I, sea 0, se
establece la condicion fy,») > 0 para asegurar la estabilidad de la funcion Ji m)a-
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Usando desde la ecuacién hasta se establece que los valores de
Iq,m) los cuales debido a su forma no pueden ser el valor mas pequefio, son des-
cartados si el valor mas pequeno es un punto estacionario valido. Si esto esto no
ocurre, los puntos deben ser analizados. Por lo tanto, los conjuntos I, sirven
para obtener las condiciones suficientes para establecer la estabilidad fuerte del po-
tencial escalar. Si para los tres conjuntos se obtiene que el valor minimo tiene una
solucion del tipo fi.m)(uram)) = 0, procedemos a evaluar las funciones Ji(k), Jio(1)
y Jm2(m) para considerar la estabilidad del potencial.

Tomando el ultimo caso, se define las siguientes funciones

(k) = &ko — &L (Bx — wg) ', (5.154)
g(w) =& — & (B —w) ', (5.155)
G (Um) = Emo — &L (B — ) 1im.- (5.156)

Si se toman las soluciones k, 1 y m que satisfacen

Jra(1) |stat = fr(urs) =0, (5.157)
Juu(1) |stat = fi(wi) =0, (5.158)
Jma(m) |stat = frn(Umi) = 0, (5.159)

sobre las funciones Ji.m)2, Se tiene lo siguiente

sz(k) = gk(uki)> (5.160)
le(l) = gl(uli), (5161)

para el caso en que uy; # figis Ui F M Y Umi 7 Hmi, €8 decir, cuando ) NO
es autovalor de Ej ,,,). Al tomar el caso contrario cuando (i m) = fiki,m)i> S€ debe
hacer lo siguiente: primero se define los vectores e, (ux,) cOnw = 1,..., N como los
N < 3 autovectores correspondientes a los autovalores uy, de E,. Ahora se define
ax;(u;) (j=1,...,Y) como los Y < 3 autovectores correspondientes a /; y por
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altimo a zs(u.;) (s = 1,..., H) como los H < 3 autovectores correspondientes a ;-
Esto conduce a los resultados

ﬁﬁf sz(k) = gk(ukz) - |€ki(uk1)| f];(uki)a (5-163)
f Jio (1) = gi(ws) — €1 (uas) [/ fi (i) (5.164)
igf Jm2(M) = G (Uini) = [t (Umi) [V fh (Umi), (5.165)

donde los valores infimos se tomaron sobre todos las soluciones excepcionales k, 1
y m Yy los vectores &1, &1 Y &, se definen asi

_ o Cultna)el ()
Eis(ura) = o & (5.166)
Y XUy XT Uy;
€ (wi) = 3 wsl, (5.167)
u Z;(U 'ZT Umi
6 (1) = 3 2 il (5.168)

s=1

entonces, si los tres resultados (5.163), (5.164) y (5.165) son positivos existe estabi-
lidad débil. Si son cero, el potencial es marginalmente estable. Si los tres resultados

en conjunto son negativos, podemos afirmar que el potencial es inestable. Ahora,
si por lo menos una de las ecuaciones (5.163), (5.164) y (5.165) tiene resultado
negativo se debe realizar la suma

si se obtiene un resultado positivo en (5.169), el potencial es estable en sentido
débil. Si el resultado es cero, el potencial es estable marginalmente. Obviamente si
el resultado es negativo, el potencial es inestable.

Para el caso en que el potencial solo posea términos cuadraticos, la estabilidad va
a estar determinada por el comportamiento de V5, es decir

Se debe tomar el valor minimo de (5.170) cuando Ky, Lo, My — oo, por lo tanto, se
considera el valor minimo de las funciones Ji .2, las cuales van a tener la forma
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de la ecuacion (3.119), debido a que el proceso de obtencion de estas se realiza de
manera analoga

rnll’n Jlg(l) = &O — ’£l|7 (5172)
mrrl,ln JmQ(m) = ng - |€m| (5173)

Con esto el minimo valor de V; sera

min Vo = Ko(&ko — |€k[) + Lo(&Go — &) + Mo(Emno — [€m])- (5.174)

Si (5.174) tiene un resultado positivo, el potencial es estable en el sentido fuerte. Si
el resultado es igual a cero, el potencial es estable marginalmente. Por ultimo si el
resultado es negativo, el potencial es inestable.

Ahora se aplica todo este razonamiento tedrico a una serie de ejemplos.
e Ejemplo |

Del ejemplo | del capl’tulose reescribe el potencial  V; = —p2plos+A (gDJ{apl + plps + @
usando adecuadamente (5.48), (5.49) y (5.50) y expandiendo el factor

% A

VIZ—7(L0—L3)+Z(K0+K3+K0—K3+L0—L3)27
2
A
:—%(L()—Lg)+Z (L3 — 2LoLy — 4KoLs + L2 + 4K, Lo + 4K2) .

Ahora se usa (5.54), (5.55) y (5.56)

2 A
Vi = =5 (Lo — Ko+ Mo) + 5 (L = 2LoLy — 4KoLy + L + 4KoLo + 4K7)
2

[ A
= — " (Ly— Ko+ My) + =
2(0 0t o)+4
+L§ + 4KoLo + 4K3 ],
2

A
__ % (Lo — Ko+ Mo) + 7 [K3 + 2K0Lo + L + 2LoMo + My + 2K0Mo]

(Ko — My)? — 2Lo(Ko — M) — 4Ko(Ko — M)

Al reorganizar la anterior ecuacion se tiene
2

Y
VI:—%(LO—KO—FMO)JrZ[3[(3—K§+2KOLO—L3+3L§—L3+2LOMO
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— M3+ 3Mg — K§ + 2KoMy — M),

2
A
- %(Lo—KwMo)q [3K3 — (Ko — Lo)* + 3L§ — (Lo — M,)” + 3Mj
_(KO_MU)Q]a
2
A
VI:_"?(LO—KOJFMO)JFZ [3KZ — M} +3L3 — K2 +3M2 —L3] . (5.175)

Se puede observar que en (5.175) el potencial se puede escribir de la forma
(5.58), es decir

2 A 2 A 2 A
Vi = L kot S3K2- K2~ Lo+ 2312 - 12) — My + S (3ME - M2), (5.176)

2 4 2 4 2 4
se puede identificar
12
Viks = ?Ko, (5.177)
A
Viks = Z(3K§ - K3), (5.178)
12
Vire = —?Lo, (5.179)
A
Vipa = Z(3L§ — L3), (5.180)
12
Vi = —7]\/[0, (5.181)
A
Vina = Z(3M§ — M3). (5.182)

Se construye a partir de las ecuaciones (5.177) hasta (5.182) las funciones

Jalke) = &, (5.183)
3 A
Jua(k) = 2A = S, (5.184)
12
Jio(1) = DR (5.185)
3 A
Ju(1) = Z/\ — Zl§7 (5.186)
12
Jma(m) = 5 (5.187)
Joa(m) = gx - %mg, (5.188)



La estabilidad fuerte esta determinada por las condiciones generadas por las
funciones Jy4(k), Jiu(1) y J4(m). En este caso se tiene que las tres funcio-
nes tienen la misma estructura, entonces las condiciones de estabilidad que
surgen de estas seran exactamente las mismas, por lo tanto, solo bastara con
determinar una. Tomando la funcion J4(k) se determina que

00 0
Mkoo = g)n m=0,E,=]100 0 [, (5.189)
00 -3
Con estos parametros se construye fi(ux) Yy f7(ux)
Tr(ug) = uyp, + 2)" (5.190)
fr(ug) = 1. (5.191)

En este ejemplo, se puede ver que no existen soluciones regulares; ademas, la
ecuacion (5.191) implica f;(ux) > 0, esto quiere decir que todas las soluciones
excepcionales (incluyendo a u; = 0) son validas. De (5.189) se determina que

solo hay una solucion excepcional diferente de cero ux; = —\/4; entonces, el
conjunto I sera
A
I, = {O, _Z} (5.192)

En el capitulo[4]se encontré que el valor de A > 0, por lo tanto, el minimo global
sera i1 = —A/4, entonces por el criterio de estabilidad

A3 1

Como la condicion (5.193) se satisface para J, y J... se establecer que el
potencial V; es estable en el sentido fuerte
Ejemplo I

Tomando el ejemplo Il del capitulo , se reescribe el potencial V;; = m2pl ¢ +
2
miphes — p2ples + A <g0;§<,03) usando (5.48), (5.49) y (5.50

2 2 2 by

m m
Vir = 71(K0 + K3) + 72([(0 — K3) — %(Lo — L3) + 1 (Lo — L3)27
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2

m2
= —1(K0 + K3) + —(Ko — K3) — %(Lo — L3) +

Se aplican las ecuaciones (5.54), (5.55) y (5.56)

2 2 2

m m
Vir =LKy + Lo — My) + 2 (Ko — Lo+ My) — (Lo — Ko + Mp) +

2 2
— 2L0(K0 — Mo) + (KO - M0)2]7
2 2

2

m? m
=5 (Ko + Lo = M) + =5 (Ko — Lo + M) — %(Lo = Ko+ Mo) +

M + K5 — 2LoKo + 2Lo My — 2K My).

Al completar cuadrados se tiene

2

2 2
1/,1_71(K0+L0—M0) 72(K0 L0+Mg)—%(LO—KO+MO)+

+ M§ — K§ + (Lo — Ko)* = (Lo — Mo)? + (Ko — My)?],

2 2

m}
Vir ZT(KO + Lo — Mp) + 5

+ M§— K5+ Mj — K3+ L3).

2

A
1 [Lg

m
—2(Ko — Lo+ Mp) — M—(Lo — Ko + My) +

0 (1~ 2Loly + 13).

A
1 [Lg+

A
1 (L3

A
Z<L(2)

(5.194)

Es facil ver que (5.194) puede ser escrita en la forma (5.58), lo cual llevara a

las siguientes ecuaciones

K
‘/}]KQ = (m% —+ m% -+ ,Uz) 707
A
Virks = —Z(KS + K2)
L
Vitre = (m% m% MQ) 70,

m2 +m3 +
JkQ(k> o 1 22 % ’
AA
Jua(k) = =3 = 3,

(5.195)
(5.196)
(5.197)
(5.198)
(5.199)

(5.200)

(5.201)

(5.202)



Jo(l) = i (5.203)

Ju(l) = 2 + gzg, (5.204)
Joo(m) = =™ +;”% i (5.205)
Tona(mm) = 2 4 %mg. (5.206)

Ahora se determinan las condiciones para que exista estabilidad. Entonces, de

la ecuacion (5.202) se obtiene

\ 00 0
Moo = =7 Mk = 0,E,=|[0 0 0 (5.207)
00 —3
Con esto se determina las funciones
A
Jre(ug) = up — n (5.208)
fr(ur) = 1. (5.209)

Debido a (5.209), todas las soluciones excepcionales son vélidas (incluida u;, =
0). Ademas no presenta soluciones regulares. Es evidente de (5.207).
que el Unico autovalor diferente de cero de Ej. es ux; = —A/4. El conjunto I,
estara conformado por los siguientes valores

I, = {o, —2} (5.210)

En el capitulo se determind que A\ > 0 para que exista estabilidad. Como
los dos métodos deben ser compatibles, entonces el minimo global de I, sera
el punto px = —\/4, por lo tanto

A A

Je(per) = 1715 <0 (5.211)

Debido a que Ji4(1) y J,,4(m) tienen formas idénticas, ambos potenciales deben
dar las mismas condiciones de estabilidad. De (5.204) se identifica

\ 00 0
Mmoo = 7> M =0, E;=10 0 0 (5.212)
00 2%

139



Se construye las funciones (5.95) y (5.96)

fi) =w + =, (5.213)

fQ) =1. (5.214)

De nuevo para este caso no existen soluciones regulares, ademas todas las
soluciones excepcionales son validas, incluida la solucién v; = 0. De
se tiene que la Unica solucién excepcional diferente de cero es p; = A\/4. El
conjunto I, esta formado por los siguientes elementos

A
_n:{a—}. (5.215)
4
El minimo global ocurre en y;; = 0, entonces
A
f1(0) = 1> 0, (5.216)

La anterior condicion también se satisface para J,,4(m). Es decir, el valor mini-
mo que puede tomar la funcion J,,4(m), sera

fm(0) = 2 > 0, (5.217)

donde 0 es el valor minimo entre los elementos del conjunto 7,,, definido por

an{&%}- (5.218)

En principio, tenemos que Ji4(k) (5.211) tiene comportamiento inestable, pero
esto no significa inestabilidad en el potencial V;;. Para determinar la estabilidad
de este potencial se usa (5.76), entonces

A A A
w:—§§+1%+zMg (5.219)

La ecuacion (5.211) da el resultado de la funcion Ji4(k) (5.202) evaluada en
sus puntos estacionarios, por lo tanto, al igualar estas dos ecuaciones

AN AL
B
-—%:—2@::%3:iL (5.220)
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De la definicién del vector k (5.65) y de las las ecuaciones (5.42) y (5.45) se
establece lo siguiente

K

— ==£1
Ky ’
KB = iKO)

©lo1 — s = £(plor + Phes),
o1=0, 0 =0 (5.221)

Para la funcién J,4(1) (5.204), su valor minimo esta dado por (5.216), entonces,
de nuevo al igualar estas dos ecuaciones

i — é 512
4 4 4%
I3 =0. (5.222)

Se usa (5.46) sobre (5.222)

olor — olos =0,
olior = phps. (5.223)

De manera analoga para la funcion J,,4(m) (5.206), su valor minimo esté dado
por (©.217). De esto obtenemos

ms = 0, (5.224)
Phos — phps =0,
Phos = oles. (5.225)

De la condicion al escoger ¢; = 0, debido a inmediatamente
se tiene p3 = 0, y por ende de se tiene que p, = 0, es decir, tenemos
el caso trivial cuando K, L, M = 0. Lo mismo ocurre si se escoge de
la solucién o, = 0, porque con se tiene p3 = 0 y por consiguiente en
3 = 0. Esta solucion implicaria que el potencial escalar tiene una so-
lucion de tipo trivial V' = 0 en su punto minimo. Sin embargo, esta solucion
es compatible con el resultado del capitulo [4, en donde el caso V' = 0 signi-
ficaba que todos los campos ¢; = 0, tal cual como esta sucediendo en este
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momento. No obstante se puede tomar el caso en que la funcién V, toma el
valor mas préximo al minimo. Teniendo en cuenta que las funciones Jy(1) y
Jma(m) tienen la misma forma, el valor mas préximo al minimo puede ocurrir
de dos maneras: la primera es en la cual las funciones Ji4(k) y Ji4(1) estén
calculadas en el punto estacionario minimo y la funcion restante J,,4(m) esté
evaluada en cualquier m; la segunda forma posible es que las funciones J;4 (k)
y J.4(m) estan evaluadas en su punto estacionario minimo y Jj;(1) pueda to-
mar cualquier valor valido para 1. Tomando el primer caso

Vi =K3Ja(K)| -+ LRha(D)| 4 M3 (), (5.226)
stat stat
A A A A
=— 5[{3 - ZL% + <Z - Zm§> M;. (5.227)

En esta ocasion se cumplen las condiciones (5.221) y (5.223), es decir

o1 =0, 0 o =0, y ol = plos. (5.228)

Con estas condiciones los escalares K, Loy M, de (5.42), quedan de la si-
guiente forma si p; =0

Ko = soisal + 905902 = Vs,
Lo = solsol + 903903 =0, (5.229)
My = @l + lps = hps,

en cambio, si se toma p, =0

K, = s01901 + 902902 oo,
Ly = 901S01 + @3903 = 2901@17 (5.230)
Moy = @lpa + plps = lor.

Como los escalares Ky, Ly, My, — oo. Por tanto (5.229), da la condicion mas
proxima al minimo global, cuando J,, y Ji, estan evaluadas en su punto es-
tacionario minimo y J,,4 pueda tomar cualquier valor permitido para m. En

(5.227) se tiene

A A A A A

Vi=—= K2 +SM?+2M? = —-ZM? + = M2, 231
Mg
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De la definicion de M; (5.47) se tiene que M; = oy, = M, reemplazando

esto en (5.231)

A
= M2+ =
Vi 1 0+4

A A A
My = = Mg + 7 Mg = 0.

(5.232)

Se obtiene que V; = 0, entonces ahora se analiza el comportamiento de V; en

los puntos estacionarios que consideramos para (5.226))

Vo = Ko Jka + Lo Jig + My Jme = ( 5

= Mo _0

m%+m%+u2>MO+ <—m1+m2—u2)MO
2 7

Sim3 > 0, el potencial 7, > 0, por lo tanto el potencial es estable en sentido

débil.

Tomando el segundo caso tenemos

Vi =K2Jp(K) (stat 4 L2J(1) + M2 J,(m)

A XA A
V4:—§K§+ (Z+Zl§) L§+ZM02.

Y
stat

Ahora se cumplen las condiciones (5.221) y (5.223)

p1 =0, 0 o = 0, y ©hs = Phps.

Si p; =0, para los escalares Ky, Ly y My quedan de la forma

Ky = 901901 + @2@2 @;%027
Ly = solsm + 903s03 whoa,
Moy = ¢l + plps = 20k,

Al tomar ¢, = 0, se obtiene

Ky = 801901 + 90;% = plopn,
Ly = 901901 - <p3903 el
Moy = @l + plps = 0.

143

(5.234)

(5.235)

(5.236)

(5.237)

(5.238)



Como los escalares K, Ly M, — oo. La condiciéon que lleva a V, a su valor
mas proximo al minimo sera (5.238). Por consiguiente V; quedara

A A A A A
Vi=-3 Ki +7Li+ L5 =L+ L5 (5.239)

=L32
De la ecuacion (5.46) se tiene que L, = L, al aplicar esto en (5.239)

A, A
Vi= L5+ L5 =0 (5.240)

Como V; = 0, se debe tomar el valor V; en los puntos estacionarios considera-

dos en (5.234)

2 2 2 2 2,2
V= Ky Jigt Lodig + My Jo — (w) LO+(W) Mo,
~~ ~— 2 2

Lo =0

Vo = m2Ly. (5.241)

Si m? > 0, el potencial obtiene un valor V, > 0, de nuevo, da como resultado
un potencial estable en el sentido débil.

5.2.5. Estabilidad del Potencial Escalar sin Término Cubico en
los Modelos 3-3-1 sin Carga Eléctrica Exotica.

Este modelo comparte el mismo sector fermidnico y escalar descrito en la seccién
[3.6l A pesar de su simplicidad, tiene la desventaja de ser incapaz de producir un es-
pectro de masa fermidnica a tercer nivel, para ello en [7] se ahade un tercer triplete,
formando el siguiente conjunto

1 oL 2] ) o9
0} ©F 5t
(5.242)

El conjunto de tres campos escalares Higgs es capaz de producir masas fermioni-
cas de tercer nivel.
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El potencial escalar mas general el cual es invariante 3—3 — 1 para el conjunto de los
tres tripletes escalares o1, 2 ¥ 3 €s bastante extenso y complicado. Debido a esto
en [7] se asume la simetria discreta ¢; — —¢;, lo cual lleva al potencial reducido

V (1, 02, p3) =200 01 + 120b0s + 120505 + M (0101)? + Aa(phps)?
+ X3 (0h03)? + M@l (he2) + As(wle1) (Wles)

+ As(0h02) (Phps) + A0l wa) (her) + As(@ls) (wheor)

A
+ do(0hea) (Phea) + 2 (plea + b, (5.243)

el cual contiene solo 13 parametros libres. Con la ayuda de las ecuaciones (5.48),
(5.49) y (5.50), se reescribe el potencial escalar en términos de las variables orbita-
les

It 13 13 A1 DY )
V =—(Ko+ K3) + = (Ko — K3) + = (Lo — L3) + — (Ko + K3) +Z(K°_K3)

2 2 2 4
b A
+ Z‘Q’(L0 — L)+ Z“(Ko + K3) (Ko — K3) + f(Lo + L3)(Lo — Ls)
A A . .
-+ ZG(MO + Mg)(MO — M3) —f- i(Kl + ZKQ)(Kl — ZKQ)
A A A
+ ZS(L1 +iLo)(Ly — iLs) + ZQ(M1 + iMy) (M — iMy) + 7”}(12. (5.244)

El anterior potencial tiene una estructura V' = V, + Vj; donde, con ayuda de (5.54),
(5.55) y (5.56) la parte correspondiente a los términos cuadraticos del potencial sera

2 2 2
Vy = %(Ko + Lo — Mo) + %(Ko — Lo + Mo) + %(LO — Ko + My). (5.245)

De esta ecuacion se identifica las funciones Jj( ,)» como prosigue

2 2 2
Jio = W’ (5.246)
2 2 2
Jo = B L (5.247)
9 2 2
A +52 th (5.248)

Los parametros que caracterizan estas funciones son

el et S ol Ll

9 2 2
2 92 ) me = AN R . (5249)

6o = :
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El resto de parametros relacionados con V, son cero. Ahora, para el potencial V,

que tiene la forma
2 A2 2 )‘3 2
Vi=—(Ko+ K3)" + Z<K° — K3)" + Z(LO — L3)
A
2 (Ko + K3) (Ko — K3) + ZE’(L0 + L3)(Lo — L3)

A
28 (Mg + Ms)(My — Ms) + 47

(Kl + ZKQ)(Kl — lKQ)
/\8 . . /\9 . )\ )
-+ Z(Ll + ’LLQ)(Ll — ’LLQ) + Z(Ml + ZMQ)(Ml - ZMQ) + TK . (5250)
Se realiza las operaciones entre paréntesis

Vi :% (K§ + 2KoK3 + K3) + % (K§ — 2KoK5 + K3) + % (L§ — 2LoLs + L3)
A6 A7

+%(K2 K2)+);f (L8 — L3) + 77 (Mg — M) + 77 (K} + K3)
+% (LT +L3) +% (M + M) +%Ki (5.251)

Se usa adecuadamente las ecuaciones (5.54), (5.55) y (5.56), sobre V;

A A
Vi =2 (K2 + 2Ky (Lo — Mp) + K2) + 22 (K2 — 2Ko(Lo — M) + K2)

1 1
A A A
+ 73 (L8 — 2Lo(Ko — Mo) + L5) + 7F (K§ — K5) + 72 (L§ — L)
A A
FO0 (0 M) + 0T (K K2+ (14 1Y)
+ % (M} + M3) + %K%. (5.252)

El siguiente paso es sumar y restar términos con el objetivo de completar cuadrados

V= A41 (K2 — K2 +2KoLo — L2 + L3 + K2 — 2Ko My + Mg — M2 + K3)
+% K§ — 2KoLo + L§ — L§ + K§ — K§ + 2KoMy — M§ + M + K3)
+%(Lg_2L0K0+K2—K§+L2—L3+2L0M0—M02+M3+L§)
#2002+ 2w 1)+ 2 0 1 X (17 1)
#1408 4 M) + 0K (5:259)

4
A A
v, zzl (K2 — (Lo — Ko)?* + L3 + (Ko — Mp)* — M2 + K3) + ZQ((KO — Ly)?
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A3
— Li+ K§ — (Ko — Mp)* + Mg + K3) + 4((L0—K0) — K} + L}

K3) + ( — L)
% (22 + Lg) F20 0z ) + ks
(5.254)

—(LO—M0)2+M§+L§)+A4 (K§
A
+20 (0 — 23y 4 27 (3 4+ K3) +

El potencial queda en la forma
A A
Vi =50 (K = Mg+ Ly o+ L3 — Mg+ K5) + 55 (Mg — L + K§ — Ly + Mg

+ K2) +%(M§—K2+L8—K§+M§+L§) +Z4(K§—K§)
A
PO (1) + 20 (g - M)+ T (R K2+ (134 1)
FO (a4 03) + 0K (5.255)

Ahora, el potencial queda en la forma V, = V4 + V74 + Viyu, donde

)\1 )\2 )\3 >\4 2 )\7 )\10 2 )\7 2
= —= - = K
Via (4—1-4 4—|-4)K0—|- 4—1-2 K1+4

+(A1 A2 s A4) K2, (5.256)
<A1 Az g A5>L§, (5.257)

+ < A + A2 + As AG) M2, (5.258)

Con esto se construye las funciones Jj ,,)» COMO prosigue

Y ED CRED VD) AA M
e R R R G LA

(Al A2 A3 M) k2, (5.259)

2 (5.260)



)\1+)\2)\/\)\2)\
444 1

/\1 3 6
+ (_Z + T Z) (5.261)

De estas ecuaciones se identifica los parametros correspondientes a cada una de
las funciones, que en este caso son

koo = (A1 + A2 — As + M) /4, mp =0, (5.262)

(A + 2)\10 )/4 0 0
Az /4 0 : (5.263)
( 0 (M +A—A3—Ny)/4
moo = (A1 — e+ A3+ A5)/4, m =0, (5.264)
As/4 0 0

Ei=| 0 /4 0 : (5.265)
0 0 (M —A+A3—X;)/4

Mmoo = (=M1 + A+ A3+ X6) /4, M =0, (5.266)
Xo/4 0 0

En=1 0 )o/4 0 : (5.267)

0 0 (“A+d+As—Xg)/4

La estabilidad del potencial se puede determinar analizando el comportamiento de
las funciones J;m)s €N sus puntos estacionarios. Primero, al tomar el caso para K

de las ecuaciones (5.93) y (5.94) se tiene

M+ A — A3+ A
Fo(u) = + 1 24 3t M

FL(u) =1. (5.269)

(5.268)

Debido a la estructura de f,(u), no hay soluciones regulares para Ji4(k). Ademas
fi.(u) > 1, por lo tanto todas las soluciones excepcionales son validas. Dichas solu-
ciones conforman el conjunto I, en el cual puede encontrarse el minimo global de
la funcion Ji4(k), es decir

A

T —
47Hl€3

1

1
I, = {Um =0, pup1 = 4_1()\7 + 2)\10), Mr2 = Z()\l + A2 — A3 — >\4)} . (5-270)
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Ahora se calcula las condiciones provenientes de cada uno de los elementos de I;,
cuando toman el valor minimo entre ellos

o Siup =0 < g1, r2, 13 S€ impone la condicion f(0) > 0, es decir

fk(o):)\1+)\2;)\3+>\4

=— A+ Ay — A3+ Ay > 0. (5271)

> 0,

e Si g < upi, fie, M3 OCUrre lo siguiente

)\1+)\2—/\3+)\4+)\7+2>\10
fk(/Mﬂ) = 1

= A+ A — A3+ A+ A7+ 200 > 0. (5272)

>0,

o Si o < uri, pr1, pr3 1@ condicidn sobre los parametros quedara

A+ A= A3+ A+ A7

fr(pre) = 1 >0,
- )\1 + /\2 — /\3 + )\4 + )\7 > 0. (5273)
 Si ks < ug1, i1, pixe S€ Obtiene
AL+ A — A

fols) = 22— 222 22 2 >0,
= AN+ X— A3 >0. (5.274)

Para L, de (9.99) y (5.96) se tiene las siguientes funciones

A=A+ A3+ A

filw) =uy + 2—22 . SAEAY (5.275)
fl(u) =1. (5.276)

En esta ocasion, vuelve a ocurrir que no hay soluciones regulares. Ademas todas
las soluciones excepcionales son validas debido a que f;(u;) > 0. Por lo tanto, el
conjunto I; sera el siguiente

A 1
I = {un =0, pn = ZS, 2 = 1(/\1 — A+ A3 — >\5)} : (5.277)

El minimo global de J;4(1) ocurre en el minimo valor de I;, entonces:
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e Siu;; es el minimo de [;, se impone f;(0) > 0, es decir

A — Ao+ A3+ A\
£(0) = 1 21‘ 3+ As

= A1 — A+ A3+ A5 > 0. (5278)

> 0,

e Si iy, es el minimo de I;, se obtiene la siguiente condicion

A=A+ A3+ A5 + A
i) = 1— A2 43 5T A8

= A1 — Ao+ A3+ A5+ Ag > 0. (5279)

e Si 15 es el minimo de I;, las condiciones sobre los parametros seran las si-

guientes
Al — A+ A
filpz) = A A 22 LS 0,

Para M, de los parametros obtenidos en (5.266) y (5.267) se pueden escribir las
funciones f,.(un) (5:97) y f7,(wn) (6-98)

—)\1+)\2+)\3—)\6
4 9
£ () =1. (5.282)

Jon () =, + (5.281)

De nuevo, no existen soluciones regulares para este potencial. Ademas todas las
soluciones excepcionales son validas, por lo tanto el conjunto 7, sera

A 1
Ly = {Uml =0, gy = Zg, Hm2 = Zl(_)\l + A2+ Az — AG)} . (5.283)
El valor que minimiza el potencial J,,,4(m), es el minimo de I,,,, entonces

e Siu,; =0es el minimo de I,,, se impone la condicion

—A1+ A+ A3 — A
) = LTS

= M+ A+ A3— >0 (5284)

> 0,

150



e Si 1 < Ui, m2, €NtONCES

_>\1+)\2+>\3_)\6+)\9 >

S (ptm1) = 4 0,
= — A1+ A2+ A3 — Ag + Ag > 0. (5285)
e Si jim2 < Umi, im1, 1@S condiciones resultantes seran
—A1+ A2+ A
fm(“m?) — ! 9 2 > > 07
= —A1 + A+ A3 > 0. (5286)

En resumen, las condiciones sobre los parametros son las siguientes.

Para K:
/\1+)\2—)\3>0,
M A Ao — Ag 4+ Ay >0,
RS (5.287)
/\1+>\2—>\3+)\4+)\7>0,
)\1+)\2—)\3+)\4+)\7+2)\10>0.
Para L:
)\1—)\2+>\3>0,
)\1—)\2+)\3+)\5>0, (5288)
/\1—>\2+)\3+)\5+)\8>0.
Para M:

—/\1+)\2+)\3>0,
—/\1 + /\2 + )\3 + )\6 > O, (5289)
—A1+ A+ A3+ Ag+ Ag > 0.

De esta forma, cuando todas las ligaduras sobre los parametros del potencial se
satisfacen (ecuaciones (5.287), (5.288) y (5.289), el potencial es estable en sentido
fuerte. Las ligaduras iniciales pueden ser combinadas: sumando ((5,274)+(5,280)), (5,274)+
(5,286) y (5,280) + (5,286)), se obtiene respectivamente

AL > 0, Aoy > 0, Az > 0. (5290)
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De las sumas (5,274) + (5,279), (5,271)) + (5,280), (5.274) + (5,284), (5,271)) + (5,286),
(5,280) + (5,284)), (5,278)) + (5,286), dan como resultado

201 > —/\57 2A01 > =AMy 2X9 > —)\6,

(5.291)
20 > —Ai 203> —Ag 2\ > —As.

Las siguientes operaciones (5,271)) + (5,278)), (5,273) + (5,280), (5,274) + (5,279),
(.,271) + (5,284), (5,273) + (5.286), (5,274) + (5,285)), (5,271)) + (5,284), (5,279) + (5,286),
(5,280) + (5,285)) se tiene que

201 > —()\4 + )\5), 201 > —()\4 -+ )\7)7
2)\1 > —(A5 + )\8)7 2/\2 > —()\4 + )\6>,
22 > —( M4+ M), 20 > —(Xg + Ao), (5.292)
2)3 > —(/\5 + >\6); 2)3 > —(>\5 + )\8),
22g > —(Ag + o).
Otras dos condiciones interesantes son (5,272)) + (5,280)), (5,272) + (5,286))
20 > —( A+ A7+ 2X
1> =t Ar 4 2ho) (5.293)

205 > — (A + A7+ 2A10)

También otras inecuaciones que no han sido obtenidas, pueden ser encontradas.
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Capitulo 6

El Modelo General de NV Dobletes Higgs

A pesar del hecho de que el Modelo Estandar tiene solo un doblete Higgs. no existe
una restriccion tedrica para imponer un nimero muy grande de dobletes Higgs. Aqui
se quiere hacer un enfoque en el potencial general de n dobletes Higgs, donde se
asume que todos los campos tienen la misma hipercarga. El objetivo es precisar las
condiciones exactas de estabilidad para dicho potencial, por medio de la formulacion
bilineal desarrollada en el capitulo [4] Cabe resaltar que esta parte del trabajo esta
desarrollada como un complemento tedrico adicional de los capitulos [3]y [4}

6.1. Bilineales

En este capitulo se considera los potenciales Higgs de tercer nivel con n dobletes
que satisfacen la simetria gauge electrodébil SU(2);, ® U(1)y. El caso de n dobletes
es una generalizacion de los casos con dos dobletes y tres dobletes presentados en

los capitulos 3]y

Se asume que tenemos n > 2 dobletes, los cuales llevan la misma hipercarga y =
+1/2 y los campos Higgs estan dados por

i () .
i(x) = , 1=1,...,n 6.1
Pl <s0?(:v>> o1

El potencial invariante SU(2), ® U(1)y mas general, es una combinacion lineal de
los siguientes productos invariantes gauge

gpi(l')Tij(m), (Qpi(m)Tgoj(x)) ((ka<x>T901(x)) 7i’j7k’l € {1,...,71}. (62)

Se define las bilineales invariantes gauge, que resultan convenientes para deter-
minar las propiedades del potencial Higgs, tales como su estabilidad y sus puntos
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estacionarios [4]. Para tal fin, se construye las matrices n x 2 de los campos Higgs

of ¥} o1
o=+ +]1=|:1. (6.3)
oF 8 @

Todos los productos invariantes gauge posibles, estan organizados en la matriz
hermitica n x n

olor ohor ... ol
i t t
K= ¢¢T _ 901.902 ‘PQ-‘PQ | SOn-SOQ (6.4)
@J{Qpn goggan ijﬁon
Una base para las matrices n x n, esta dada por las n? matrices
A, a=0,1,....,n°—1 (6.5)
donde
2
Ao = \/jln, (6.6)
n
es la matriz unidad convenientemente escalada y \,, a = 1,...,n*> — 1, son las

matrices de Gell-Mann generalizadas. Una construccion explicita y un esquema de
numeracién de las matrices de Gell-Mann generalizadas esta dado en el apéndice
[Dl En este capitulo se asume que los indices griegos (o, 3, ...) van desde 0 a n? —1
y los indices latinos (a, b, ...) van desde 1 hasta n? — 1. Por definicién se cumple

Tr ()\a/\ﬁ> = 25a5,

(6.7)
Tr ()\a) =V 2n5a0.
La descomposicion de K (6.4), sera
1
K =Kok, (6.8)
donde los coeficientes reales K, estan dados por
K,=K="Tr(K\,). (6.9)
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La demostracion de esto es totalmente analogo a los casos de 3 dobletes y 2 doble-
tes en los capitulos [3]y 4] El caso particular de K, toma el valor

2
Ko = Tr (Ko) = \/; (elor++-+ olen) (6.10)

Con la matriz K definida en términos de los dobletes en (6.4), ademas de la des-
composicion con los coeficientes (6.9), se puede inmediatamente expresar los
productos escalares en términos de las bilineales.

Ahora, sea a un vector de n componentes, en donde, al realizar la operacion af Ka,
se tiene que
2
a'Ka=a'¢pla = (qua) dla = ‘¢Ta| > 0,

lo cual comprueba la condicién para que la matriz K sea semidefinida positiva. Los
n? coeficientes K, quedan totalmente predeterminados por los campos Higgs.

La matriz ¢ tiene trivialmente rango igual o menor a 2, lo cual también es valido
para la matriz K (la demostracion se realiza en el apéndice [B, ecuaciones y
(B.12)). Como se muestra en detalle en el teorema [3|del apéndice [B], cualquier ma-
triz hermitica n x n con rango igual o menor que 2 determina los campos de bosones
Higgs ¢;, con i = 1,...,n Gnicamente por una transformacion gauge.

Ahora se describen las propiedades de la matriz K, con respecto a su rango. En
principio, debido a que esta matriz es semidefinida positiva, con una transformacion
unitaria U, se puede llevarla a una representaciéon diagonal de la forma

K1 0o ... 0

+ 0 Ko ... 0
UKU'=| = |, (6.11)

0 0 ... Ky

con todos los ; > 0. Se define las sumas simétricag|para cualquier matriz hermitica

!Estas matrices son simétricas a permutaciones en sus variables, ejemplo: s(z,y, z) = s(y, z,z) =
s(x,2,y) = s(z,2,y) = s(y, 2, 2) = 5(2,y,2)
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K con autovalores «1, . . ., K, COMO

So — 1,

81 =K1+ Ko+ -+ Ky,

Sg = E R Rig 6.12
1<i1<ia<n (6.12)

S = E R Rig - -« Ry,

1<i1<12<...<1. <N

Sp =K1 Ko ... K, = Det(K).
Si la matriz K tiene rango 0, entonces, claramente todos los x; son cero, lo que

corresponde a
S1=8y=---=35,=0. (6.13)

Viceversa, al partir de las ecuaciones para una matriz hermitica &, la dltima
condicién s, = 0 requiere que un autovalor sea cero, por ejemplo, sin perdida de
generalidad se toma «,, = 0. La penultima condicién, de hecho, requiere que otro
autovalor también sea cero, por ejemplo «,_1, y asi sucesivamente. Por lo tanto, se
obtiene K = 0.

Se toma el caso cuando K tiene rango 1, entonces, se puede asumir que

>0
" (6.14)
Ky =---=kK, =0.
Se puede deducir inmediatamente de (6.12) que
> 0,
o1 (6.15)
Sg=-++=8, =0.

Por otra parte, si la condicion es valida para una matriz hermitica &, al em-
plear (6.12), la ultima condicion s, = 0 requiere que por lo menos uno de los k;
sea cero, por ejemplo x, = 0, Entonces, la penultima condicion requiere que otro
autovalor sea cero, por ejemplo «,_; = 0. Es decir, se tiene que k,, = -+ = kg = 0.
Finalmente, la primera condicion impone que x; > 0, asi, la matriz K tiene rango 1
y es semidefinida positiva.
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Suponer ahora que la matriz hermitica K tiene rango 2, entonces, sin perdida de
generalidad, se asume que

K1 >0, kg >0,

(6.16)
Ky =+ =K, =0.
De (6.12) se deduce inmediatamente que
>0, s9 >0,
R (6.17)

§3=--+=85, =0.

Al tomar el caso contrario, si se cumplen las condiciones (6.17) para una matriz

hermitica K, empleando (6.12), las condiciones s3 = --- = s, = 0 requieren que
k3 = --- = K, = 0, sin pérdida de generalidad. Entonces las primeras dos condicio-

nes de (6.17) seran x; + ko > 0y K1 - ko > 0, es decir, se tiene que k; > 0y ko > 0.
Asi, K tiene rango 2 y es semidefinida positiva.

Por lo tanto, con estos resultados se ha demostrado el siguiente teorema

Teorema1 Sea K = K,\,/2 una matriz hermitica. Esta tiene rango k con k =
0,1, 2, y es semidefinida positiva si y solo si

>0,...,8, >0,
%0 oK (6.18)

Sk—l-l:"':Sn:O-
Se debe expresar las sumas simétricas s, definidas en (6.12) en términos de las
trazas de K, debido a que estas son independientes de la base que se tome. Para
ello, se considera que 1 < k < n. De (6.12), se observa que la suma simétrica

sk(k1,-..,K,) €8 una funcion homogénea de grado k en x4, ..., k,. Por lo tanto, se
tiene

sp(ar) = s (K), (6.19)
donde k es el vector de componentes «; con j = 1,...,n. Al derivar la anterior

ecuacion con respecto a «, se obtiene

Klask(an) Osy(ak) = ka" sy (k). (6.20)
Jdaky



Sia =1, se tiene
- 0
Z/{l—sk(m,...,ﬁn) = ksp(K1,-. ., Kn)- (6.21)
—1 8/‘6[

Por otra parte, al derivar la expresion s, por «;, todos los términos que no contengan
k; Se van, es decir, quedara una suma simétrica de todos los términos que contienen
Ky, pero sin él, por lo tanto, la derivada de la suma simétrica es

aSk
8_ = E Ry oo R 15 (622)
x 1< <. <ig—1<n
il

la cual es otra suma simétrica de un orden menor. Entonces, esta ecuacion se puede
expresar como s;_; menos la suma simétrica de orden &k — 1 de todos los términos
que contienen k;

Z Riy oo Ry = Skg—1 — Z Rip -« Ry, K. (623)

1<ir<..<ig_1<n 1<i) <...<ig_o<n
il il

Andlogamente, para la sumatoria del segundo término en el lado derecho de la
ecuacion (6.23), se tiene que es una suma simétrica de orden k& — 2, en la cual se
ha restado la suma simétrica de orden k — 2 que contiene todos los términos con &,

es decir
8sk 2
% = Sg_1 — K|Skp—2 + E Rip o Ri_s | K- (624)
! 1<i1 <...<ix_3<n
irl

De nuevo, al aplicar los mismos argumentos sobre la sumatoria presente en (6.24)
y en las sumatorias resultantes que este analisis conlleva, se obtiene lo siguiente

Osk
8/1’1

Se multiplica en (6.25) por x; y se realiza una suma sobre todos los [ para obtener

n B n
Z fila_ilz a Z ki (s—1 — Fisp—a + -+ (=1) sor ")
=1

=1

ZSk—lzlil - 3k:—2z/”vl2+"'+ (—1)k_1802’f§€, (6.26)
=1 =1 =1
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donde es facil identificar que 7, x/ = Tr (K7). Usando (6.21) sobre (6.26) se tiene

que
ks = sp1 Tr () — 8o Tr (K?) + -+ + (—1)F s Tr (KF). (6.27)
Se reescribe (6.27) en una ecuacion condensada y se despeja sy, tal que

k
1 ) .
T z :<_1)l_18k—i Ir (K), k=1,....n (6.28)

=1

Explicitamente, para k£ = 1, 2, 3 se tiene que

koo K,
sy =Tr(K) =Tr( 5 ) = TTI(/\Q) = —K a0 = \/>K0,
Sy = % (51 Tr (K) — Tr (K?)) = % (Tr*(K) — Tr (K?)) ,
3= 5[50 T () — s T (%) + T (6% (6.29)
— % %Tri‘(g) — %Tr (K*) Tr (K) — Tr (K?) Tr (K) + Tr (53)]
— % [Tr?(K) — 3Tr (K*) Tr (K) + Tr (K°)] .

Con el teorema(l]y (6.28), se ha expresado las propiedades de K con respecto a su
rango en términos de sus autovalores, o también, potencias de la traza de la matriz
K.

Con respecto al teorema [1} y las ecuaciones y se puede demostrar
gue las orbitas gauge de los n campos de dobletes Higgs estan en correspondencia
uno a uno con los vectores (K, ..., K,2_1)T en el espacio R" de dimensién n?, que

satisface

>0 > ()
=t sz = (6.30)

S3=---=35, =0.
Aqui los s, con k = 1,...,n estan construidos de la matriz K = K,\,/2 acorde con
(6.28) y (6.29). Es decir, para cada 6rbita gauge de los campos de bosones Higgs

corresponde exactamente un vector (K, ) que satisface (6.30) y vice versa. Las dos
primeras relaciones de (6.30) son analogas a las condiciones de cono de luz del
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modelo general de dos dobletes Higgs (mirar ecuacion (3.55)). Las relaciones res-
tantes en el caso n > 2 son especificas del modelo de n dobletes Higgs.

En este modelo se usara la parametrizacion de las matrices K de rango 1 y rango
2, especificada en el apéndice [C| Por tal razén, en este capitulo no se desarrolla
el proceso matematico para lograr dichas parametrizaciones, debido a que este es
totalmente analogo al proceso que se realiza en el apéndice anteriormente citado.

Para el rango 1, la matriz K solo tiene un autovalor diferente de cero, donde x; >

0, ko = -+ = K, = 0. Sea w el autovector normalizado de K con respecto a «,. Por
lo tanto se tiene
K= \/gKOWWT7
wiw =1, (6.31)
Ky>0, k= gKO

Con (6.31), se obtiene el siguiente resultado para las bilineales

K,=Tr(K\) = \/gKowT)\aw. (6.32)

Claramente, para cualquier vector normalizado w de C" se tiene con (6.31) una ma-
triz semidefinida positva de rango 1.

Para rango 2, la matriz K tiene 2 autovalores diferentes de cero. Sin perdida de
generalidad se puede tomar

Ko = gKO cos?(x), (6.33)

Sean w; y w, los autovectores normalizados de K con respecto a «; y ko respecti-
vamente. Entonces, se tiene que

K= \/gKo <W1WI +wQW$> ;
1
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wiw; = d;;, (6.34)

Ky>0, 0<x< %
Aqui, para las bilineales se tiene lo siguiente
K,=Tr(K\,) = \/gKO <sin2(x)wi>\awl + cosQ(X)wg)\aW2> : (6.35)

Claramente, el caso contrario también se cumple. Para dos vectores ortonormales
w1 Y Ws, las condiciones (6.34) dan una matriz semidefinida positiva & de rango 2.

Las ecuaciones y (6.34), son la parametrizacion general de todas las posibles
matrices semidefinidas positivas de rango 1y 2 respectivamente. La parametrizacion
de las correspondientes bilineales esta dada en y (6.35), en donde, con base
en estas se discutira el potencial general de n dobletes Higgs, sus transformaciones
de base y su estabilidad.

6.2. EIl Potencial General y Transformaciones de Ba-
se

El potencial de n dobletes Higgs, es una combinacién lineal de los productos inva-
riantes gauge en la forma correspondientes a todos los términos cuadraticos
y cuarticos posibles. En los cuales, mediante el uso de las bilineales Ky, y K, con
a=1,...,n? —1queda de la forma

V= fOKO + faKa + UOOKS + 2770,Ka + Kanabe- (636)

La deduccion de la anterior férmula es similar a el proceso llevado a cabo para
obtener (3.24). Para este potencial, los parametros son reales y el nimero total de
estos sera el siguiente: por &, y g Se tiene dos. De &, y 7, se tiene n? —1 parametros
por cada uno. Por ultimo, de 7, al tener un tamafo de (n* — 1) x (n?) y ser simétrica
real, se tiene que el nimero de parametros que aporta sera Eﬁl‘lz’ = (n? — 1)n?/2.
El nimero total de parametros es

2—1)n?  n?(n®+3)
2422 —1) 4 8 - .
+2(n ) + 5 5
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Los términos de orden superior en (6.36) no deben aparecer, para que el potencial
sea renormalizable. Ademas, cualquier término constante del potencial se puede
suprimir, tal que es el potencial mas general de n dobletes Higgs. Ahora se
introduce la notacién

K: (K17"'7KTL2*1)T7 52 (517"'7571271)717 TI: (7717'-'77771271)T

i 6.37
E = (), (Ea,8> (7700 77b> _ (7770’0 Z) ‘ ( )

Na  TMab

Con esto, se puede escribir el potencial (6.36) como
V = 6Ky + KoEopKp. (6.38)

Ahora se considera un cambio de base de los campos Higgs ¢;(z) — ¢}(z), con

o) (x)" o1(z)"
90’2(:56)7’ 5 902(:56)7’ | (6.39)
o ()" on ()"

donde U € U(n), es una transformacion unitaria n x n; es decir, U'U = 1,,. De (6.39),
se puede ver que ¢'(z) = U¢(zx), y para la matriz K (6.4) y las bilineales se tiene que

K'(x) = UK(2)U", (6.40)
K{(z) = Ko(z), K.(z) = Ru(U)Ky(x). (6.41)

El proceso para obtener estas dos ecuaciones, es totalmente anélogo al realizado
en la seccién [3.2 por tal motivo, no se especifica la deduccién de los resultados.
Aqui R,,(U) esté definida por

U'AU = Rp(U) Mo, (6.42)

ademas, esta matriz tiene un tamafno de (n* — 1) x (n? — 1), con las siguientes
propiedades

R*(U)=R(U), RYU)RWU)=1,2_;, Det(R(U))=1. (6.43)
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es decir, R(U) € SO(n* — 1). Ahora, se puede demostrar que R(U) forma un sub-
conjunto de SO(n? — 1). El nimero de parametros independientes que posee U es
n?, mientras que el nimero de parametros libres que se necesitan para construir el
conjunto de matrices ortogonales de tamafo (n? —1) x (n? —1) es (n> — 1)(n* —2)/2
(ver capitulo 4 [14]). Cabe resaltar que en este capitulo se ha considerado que el
namero de dobletes Higgs es n > 2. Por lo tanto

(n*—=1)(n*—2) n'—3n*+2 - nt—3n%  n?(n*-23)
2 B 2 2 2

Pero, n € Z, por lo tanto, el minimo valor que puede tomar n es 3, entonces (n? —
3)/2 > 1, esto lleva a lo siguiente

2 1 2 ) 202 __
(- D =2) _ n*(n*-3)  ,
2 2
Con esto se demuestra que el numero de parametros que proporciona U, no son
suficientes para construir el conjunto completo de SO(n? — 1).

Una transformacion de fase pura U = exp(ia)l,, no desempena un cambio en
las bilineales. Por lo tanto, se considera solamente transformaciones con
U € SU(n). En la transformaciones de las bilineales R, (U) es entonces la
matriz (n? —1) x (n*—1) correspondiente a U en la representacién adjunta de SU (n).

Bajo el reemplazo (6.41), el potencial Higgs (6.36), permanece sin cambios si se
ejecuta una transformacién simultanea adecuada de los parametros se tiene

& = &o §=R(U)E
M00=n00 n' = R({U)n (6.44)
E' = R(U)ERT(U)

Un modelo realista de n dobletes Higgs contiene ademas de los términos del poten-
cial Higgs, términos cinéticos para los dobletes, asi como términos de acoplamiento
de Yukawa, los cuales acoplan los bosones Higgs con los fermiones.

Bajo una transformacién de base de la forma (6.39) de los campos de bosones
Higgs, o en términos de las bilineales (6.41), después del rompimiento espontaneo
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de simetria, los términos cinéticos del potencial permanecen invariantes, pero en
general los términos Yukawa no son invariantes bajo tal cambio de base.

6.3. Estabilidad del Modelo de N Dobletes Higgs

Ahora se estudia la estabilidad del potencial general de n dobletes Higgs (6.36), da-
do en términos de las bilineales K, y K, sobre el dominio determinado por (6.30).
Esto se realiza de manera analoga a los casos con n = 2, 3; es decir, los casos tra-
bajados en los capl'tulosy. El caso \/n/2K, = ol o1+ -4l o, = 0 corresponde
a que todos los campos Higgs son cero, y por ende V = 0. Para K, > 0 se define

K K,
== =2 k=(ky,... k)" 4
E K()’ koa KO’ ( 1, s 2 1) (6 5)

Ahora se escribe las condiciones del rango del teorema (1] en términos de k. Con
ayuda de , se puede ver que K = Ky(\o + k. A.)/2. Por lo tanto, las expresiones
sk (6.28) son proporcionales a K. Se define las expresiones sin dimension 3, por

_ Sk
St = F (6.46)

Para s;, usando (6.28) se obtiene

_ S1 1 1 Koz)\a 1 1
= — = —T K = —T = T K )\ Ka)\a — _T )\ ka)\a 5
5 KK r (K) e r( 5 ) oK, r (Ko\o + ) 5 r (Ao + )

por otra parte, de (6.29)

S1 n 1
KO 2 2 Ir ()\0 —+ ka>\a)

Para s,, de las ecuaciones (6.28) y (6.29) se tiene el siguiente resultado

5= = F(Tﬁ(@ ~Tr (E))} = o {ng (KQ—AQ) - b <Mﬂ

(6.47)

S1

K OK? |2 T 2K 2 1
11 K. K

—— [ 2 Tr2(Ng + kdy) — =P T (A Ns)]

2[4 r7(Ao 4 Kada) A2 r( 5)}

De (6.47) se tiene que Tr*(\o + k,\,) = 2n, mientras que de las propiedades de las
matrices generalizadas de Gell-Mann (6.7), se toma la primer ecuacion Tr (A, \s) =
20,4, es decir

B L(n KK\ 1
82——(5— 2K§)—4(n_1_kaka) (648)
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Por ultimo, se toma el caso general de (6.28), donde

k k i
_ Sk 1 ; 1 1 Sk—i Ka)\a
= =— 1) Tr (K = —
Sk K(I]c kK(I]C ;( Sk i I' ]{,‘ ; Kk p Tr [( 2K0
k
1 i1 Ao + kada
:E;( 1) 15, Tr (T)] conk=1,.. . .n (6.49)

En términos de los k,, se tiene para k el dominio D:

5, > 0,
2= (6.50)
53254:"':§n:0-

La frontera del dominio, 0D, esta dada por

59 = i(n —1—kyky) =0. (6.51)

De (6.45) y (6.36) se obtiene , para K, >0y V =V, + V, con

Vo = Koa(k),  Jo(k) = & + €7k, (6.52)

donde se ha introducido las funciones J,(k) y J4(k) sobre el dominio (6.50).

La estabilidad del potencial quiere decir que este esta acotado inferiormente. La
estabilidad entonces se deduce del comportamiento de V' en el limite Ky — oo; por
lo tanto, por los signos de J,(k) y j2(k) en (6.52) y (6.53). Para que un modelo sea
al menos marginalmente estable, las cond|C|ones

J4(k) >0 o

(6.54)
Jik) =0y Jo(k) >0

para todo k € Dy, es decir, todo los k que satisfacen son necesarios y su-
ficientes, debido a que esto es equivalente a V' > 0 para K, — oo en todas las
posibles direcciones de k. La condicién de estabilidad mas estricta V' — oo para
Ky — oo para cualquier k permitido, requiere que V' sea estable ya sea en el sentido
fuerte, o en el sentido débil. Para estabilidad fuerte se requiere

ja(k) > 0, (6.55)



para todo k € D;. Para estabilidad débil, se requiere que para todo k € Dy,

Ju(k) >0

(6.56)
Jo(k) > 0 para todo k donde j, (k) = 0.

Para determinar que J,(k) es positivo semi definido, es suficiente considerar su valor
en todos los puntos estacionarios del dominio D,. Esto es verdadero debido a que
el minimo global de la funcién continua J,(k) se logra sobre el dominio compacto
D, donde el minimo global esta entre los puntos estacionarios.

Para encontrar los puntos estacionarios de J,(k) en el interior del dominio Dy, la
matriz K tiene rango 2, por lo tanto, k de (6.45) también posee el mismo rango. En-
tonces, k y k., pueden ser representados como en (6.34) y (6.35) respectivamente,
es decir

ko = \/g (sinQ(X)wJ{)\awl + cosQ(X)Wg)\awg) : (6.57)

donde
WJ{Wl—l =0,

wng—l =0,

6.58
WJ{WQ + Wng /2 = 0, ( )
wiw, —wiwy ) /(20) =0,
y el parametro y tiene el siguiente rango
0<x< %. (6.59)

Se tiene encontrar los puntos estacionarios de J4(k) con las ligaduras (6.58) y (6.59),
gue en forma condensada se escribe asi

A

Jo(K) = ko Eoshs. (6.60)

La matriz gradiente generada por las ligaduras (6.58)), tiene rango 4. Por lo tanto,
se puede anadir el método de los multiplicadores de Lagrange y anadir estas cuatro
ligaduras con cuatro multiplicadores a J,(k). Entonces, se construye la funcion

F(WLWhW;,W%X;U1,U27U3,U4) :J4(k) - U1(WJ1rW1 - 1) - U2(W;W2 - 1)
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1 1
— ug=(Wiwy + wiwy) — us—(wiwy — wiwy)

2 21
(6.61)

donde k = (k,), debe ser introducido en la forma (6.57). Las ecuaciones para los
puntos estacionarios de J, son obtenidas de

Vol F(W, Wi, Wh, Wa, x, u1, us, uz, uq) = 0, para 0 < y < % (6.62)

W1, Wo,X5U1,U2,U3,Uq

Para el limite sobre la frontera y = 7 /4, se tiene

T T _
VWLW;%UMSMF(WDWl,wz,w2,7r/4, Uy, U, ug, uyg) = 0. (6.63)

El gradiente de F' con respecto a w; y wy da el conjugado hermitico del gradiente
con respecto a w! y wl respectivamente. Esto puede ser visto de la siguiente mane-
ra: la funcién J4(k) definida en (6.60), depende de £, el cual a su vez esta definido
por (6.57). Por lo tanto, al tomar la derivada de k, y de las ligaduras (6.58), ya sea por
w1 0 por w, da como resultado la derivada del conjugado hermitico de w1 o de w.

Para k (6.45) de rango 1, se usa (6.31) y (6.32) para obtener

— Tww
L= Vot (6.64)
ko, = \/ng)\aw,

donde se tiene la ligadura
wiw —1=0. (6.65)

Facilmente se puede observar que la matriz gradiente de la ligadura tiene rango 1.
Por lo tanto, se puede afnadir (6.65) con un multiplicador de Lagrange a J, y obtener

F(w' w,u) =J4(k) — u(wiw — 1)

:gWT)\aWEaﬁWT)\ﬁW —u(wiw —1). (6.66)

Las ecuaciones que determinan los puntos estacionarios de J,(k) en la frontera 0Dy,
es decir, para k de rango 1, son entonces

Vot o F(wh w,u) = 0. (6.67)
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Todos los puntos estacionarios obtenidos de (6.62), (6.63) y (6.66) deben cumplir la
condicion J,(k) > 0 para estabilidad en el sentido fuerte. Si para todos los puntos

estacionarios se tiene que J4(k) > 0, entonces para cada solucion k con j,(k) = 0,
se debe tener Jy(k) > 0 para estabilidad en el sentido débil, o por lo menos J,(k) = 0
para estabilidad marginal. Si ninguna de estas condiciones se cumple, es decir, si
se encuentra al menos una direccidn estacionaria k con J,(k) < 0 0 Jy(k) = 0 pero
Ja(k) < 0, el potencial es inestable.

De nuevo, en este capitulo se obtiene que las ecuaciones que determinan la es-
tabilidad (6.62), (6.63) y (6.66), no son lineales y para poder solucionar este tipo
de ecuaciones hay que recurrir a métodos numéricos como los mencionados en el

capitulo anterior (continuacion homotépica [6] o bases de Grobner [5]).
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Capitulo 7

Conclusiones

Con este trabajo se ha podido desarrollar una teoria que puede determinar la esta-
bilidad de potenciales escalares de manera muy general. Tomando en principio las
ideas basicas del Modelo Estandar el cual contiene un doblete de Higgs en su sector
escalar, se ha logrado formar una teoria que explica la estabilidad en las extensio-
nes de dicho sector. Como queda plasmado en el capitulo [3] en el cual se plantean
el modelo general de dos dobletes de Higgs y la obtencion de las condiciones de
estabilidad de este. En dicho capitulo se logra satisfactoriamente las condiciones de
estabilidad sobre el modelo econdémico 3 — 3 — 1, que a pesar de ser un potencial de
dos tripletes de Higgs, no hay ninguna restriccion para poder ser tratado mediante
el método planteado.

El caso de tres dobletes Higgs planteado en el capitulo 4, es una generalizacién
directa del método desarrollado en el capitulo 3| usando bilineales. El problema de
este método es que no logra conseguir la estabilidad de potenciales escalares de
manera analitica, debido a que este produce ecuaciones no lineales.

En el capitulo 6, hemos desarrollado dos métodos los cuales nos permitan determi-
nar las condiciones de estabilidad sobre un potencial de tres tripletes. En la seccion
[5.1] se explica el funcionamiento del primero método el cual consiste en una parame-
trizacion del potencial Higgs mediante el uso de bilineales. El principal problema de
este método es que solo funciona sobre potenciales que tienen expresiones senci-
llas, debido a que las condiciones de estabilidad en las bilineales conlleva a ecuacio-
nes de tipo no lineal, Por tal motivo, la resolucién de este tipo de problemas ya pasa
al ambito experimental, mas concretamente, con el desarrollo de métodos numeéri-
cos como la continuacion Homotopica [6] y las bases de Grébner [5]. El segundo
método estad plasmado en la seccién [5.2], dicho método ya fue tratado por primera
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vez en la literatura en [7], siendo este mucho mas eficaz a la hora de determinar
las condiciones de estabilidad sobre un potencial escalar de tres tripletes de Higgs,
como es el caso del potencial escalar 3 — 3 — 1 sin término clubico en modelos sin
carga eléctrica exética y unos potenciales mas sencillos presentados a lo largo del
documento. Por ultimo, en el capitulo 7, se anade el modelo general de n dobletes
de Higgs y su estabilidad. Para este tipo de teorias ocurre el mismo problema que
en el capitulo 4. La parametrizacion del potencial escalar se debe llevar a cabo a
través del uso de bilineales. Esto conlleva a ecuaciones de tipo no lineal, las cuales
no permiten el desarrollo analitico del problema.
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Apéndice A
Orbitas Gauge para Dos Dobletes Higgs

En este apéndice se demuestra que las dérbitas gauge para los campos Higgs del
modelo general de dos dobletes Higgs son parametrizadas por cuatro vectores
(Ko, K) que satisfacen (3.55), o equivalentemente, por las matrices semidefinidas
positivas K '; mirar y (3.8). En efecto, se considera dos dobletes Higgs como en

(3-1),
o (x), i=1,2, a=+,0. (A.1)

Estos se organizan en una matriz 2 x 2 como en (3.15)

8(z) = (92 (@)) = (g” ) S”E“”)) , (a2

donde se construye la matriz
K = ¢(z)o(x)". (A3)
Con el cambio de base (3.28) se obtiene la transformacion
¢(x) = ¢'(z) = Ud(z). (A.4)

Una transformacién del grupo gauge SU(2), x U(1)y quiere decir

P (1) = O (x) = (Ua(x))os @) (2), (A.5)

donde
Ug(x) € U(2). (A.6)

Por lo tanto, bajo una transformacién gauge los campos Higgs seran

01" = (Ua(2), 591 (2) = (Ua(2)) 1 of (@) + Ua(@)) 4o 91 (2), (A7)
o1 = (Ua(@))gs 1 (@) = (Ua())os 7 () + (Ua(@))g (), (A-8)
o5t = (Ua(2)) 55 (2) = (Ua(2)) 11 03 () + Ua(@)) 4o 95 (2), (A.9)
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oy = (Ua())os 95 () = (Ua())os ¢35 (2) + (Ua())g 93(2)- (A.10)
Mientras que la matriz tendré la forma

& (z) = ((UG(IL’))++ of (z) + (UG(Z’))+0 () (UG(aﬁ))OJr of (z) + (Ua())go 90?(33)) |
(Uc(x)) 4 w3 (2) + (Us(x)) 4 #5(x) (Ul 0

5
S~—
S~—
o
+
RS
R
—~
2
+
&
S
S~—
S~—
o
o
S

Se define la matriz U (x) de la siguiente manera
Ua(®)) . WUalr)) 4 T Ua(@)) . Ual@))oy
Us(z) = Ua(x) = . (A12)
o) ((UG(!E))0+ (UG(I))oo):> te) ((Ue(x))+o (UG(ZE))00>
Con se reescribe (A.11) asi:
S — (wi(x) go9<x>> ((zfc<as>>++ <UG<9:)>O+),
3 (1) ©3()
¢ (2) = ¢(x)Ug ().

En consecuencia, bajo una transformacién gauge la matriz ¢(x) se comporta como

¢ = ¢'(x) = p(2)Uq (2). (A.13)

Como se menciond en la seccién cualquier matriz K (x) formada de los campos
Higgs acorde con (3.7), lo cual es equivalente a (A.3), debe ser semidefinida positiva.
Caso contrario, cualquier matriz semidefinida positiva K (z), se puede diagonalizar
por una transformacion W (x) unitaria 2 x 2:

K(w) =W () (é) ) (())> W)

WH(z)W (2) = 1. (A.14)

Donde x; > 0y k, > 0 son los autovalores de K, ademas se puede establecer

K1 () 0
x)=W(x , A.15
¢(x) ()( 0 H_Qm> (A.15)
para obtener
K(x) = ¢(x)¢!(2). (A.16)

Con esto se ha demostrado lo siguiente
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- Para cualquier matriz K (x) semidefinida positiva existen campos Higgs que

satisfacen (A.3), o en su defecto (3.7).

Ahora se considera una matriz K semidefinida positiva y dos matrices de campos
Higgs ¢(z) y ¢'(x), las cuales satisfacen (A.3), por lo tanto

K(z) = p(x)¢'(2) = ¢/ (2)¢" (x). (A.17)

Se quiere demostrar que ¢'(z) y ¢(z) estan relacionadas por una transformacion
gauge (A.13). Para esto se toman tres casos.

1. K(x) = 0. Entonces ¢(z) = ¢'(x) = 0y (A.13) se cumple trivialmente.
2. K(x) > 0, es decir K(x) es definida positiva. Entonces en (A.17)

= Det K(z) = Det (¢(z)¢'(2)) = Det ¢(z) Det ¢f () = Det ¢(z) Det (¢*(z))",
Det K(z) = |Det ¢(z)| = | Det ¢'(x)| > 0, (A.18)

es decir, ambos ¢(z) y ¢'(x) tienen inversa. Se fija el siguiente valor
o~ (z)¢ () = UL(x), (A.19)
ahora al usar (A.17), se puede anadir el factor ¢(z)p~! = 1,

K(z) = ¢/(2)¢ (2) = ¢(x) 9~ ()¢ () " (),

U& (=)
K(x) = 6(2)UL(x)¢" (2). (A.20)
De se tiene la expresion
¢'(x) = (a) UG (x) = ¢'(z) = (UE(2)) o' (2) (A21)
Al usar (A.27) en (A.20) se obtiene
K(x) = ¢(x)U§(x) (UE (@) 6" (2) = d()6 (2). (A22)

Con la anterior ecuacion se concluye
U&(2) (UE ()" = 1,
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ULUq = 1s; (A.23)

es decir, Ug(x) € U(2). Con (A.23) y (A.21) se ve que las matrices ¢(x) y ¢'(x)

estan relacionadas por una transformacion gauge
. K(x) tiene rango 1; es decir, los autovalores son:

k1(x) > 0, Ko(z) = 0. (A.24)
Con la matriz W (x) se diagonaliza la matriz K (z) (mirar (A.14)) de (A.17)

() o) _ { (WH(@)o(2)) (W (@)o(x))'
00 (Wi(2)¢/(2)) (Wi(2)¢/(x))'

La matriz W (z) se define con las siguientes componentes

W (2) K(x)W'(z) = ( (A.25)

W(z) = (W“(x) WIQ(x)). (A.26)
War(z) Way(x)

En la primer ecuacién de (A.25) se tiene

(%1(96) o) _ '(W;a(x) W;1<x>> (@@) w?(@)]
0 0 | Wih(z) Wi(z) @5 (x)  ¥5(x)
o (
(

(m(z) o) _ (anm + Wi (@)o5 (@) Wi (2)d(x) +W;1<x>¢2<x>>
0 0 Wihh(x)o7 (x) + Way(x) s (x) Wih(x)d)(x) + Wiy (x)ph(z)
<¢f*<x>wn<x> + 03" (@) War(z) & (2)Wia(z) + @*(x)vvm(a:))
OV () Whi(z) + 65 () War(z) ¢ (2)Wha(z) 4+ 65 (2)Wao(z)

(mac) o) _ <xr<x> x?(x)) (XT*(%’) x?(-’ﬂ))) (A28)
0 0 Xz (2) x3(x)) \xt" (@) x5 (@)

X () = Wiy (2)¢7 (x) + Wi (2)¢5 (2), (A.29)

donde
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Xi(z) = Wiy (2)dh) () + W3 (2) 65 (), (A.30)

X5 (2) = Wiy(2)oy (x) + Wiy (2) 5 (o), (A.31)

Xa(7) = Wis(2)d () + Wiy () d5(w). (A.32)

De se forma el siguiente sistema de ecuaciones

() zle(x)IQ + IXi(@)I’, (
=X (2)x3" () + X1 ()" (@), (

=x3 (2)x17 () + X2 (@)X (@), (A.35
=Ixd (@) + [xa(e) . (

Para que la ecuacion (A.36) sea valida, debe ocurrir que x; (z) = x3(x) = 0.
Ademas, al relacionar (A.28) con la primer ecuacion de (A.25) se tiene

+
W @)(a) = <x1 () x?(m)) | AS7)
0 0
Andlogamente para la segunda ecuacion de
I+ 1
WT(x)qS’(x) _ (Xl 0@) X100(x)> ‘ (A.38)

Por otra parte, se puede definir los siguientes vectores

(@) = (’;8) S X = (’;((;)) , (A.39)

los cuales, a partir de (A.37), (A.38) y (A.25), se observa que cumplen la con-
dicién

x1(@) (@) = xi ()} (2) = k(). (A.40)

Por lo tanto, se puede construir una matriz Ug(z) € U(2) tal que

X (@) = (Uo())as X1 (2), (A41)
entonces en se tiene
= (Uc(@)) 11 X (2) + (Us(2)) 1o X1 (2), (A.42)
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XY = (Ua(@))g, X1 () + (Ua(@))gy X' (@) (A.43)
Con esto se reescribe (A.38) asi

Xit(x) x’f(x))

Wi(a)¢' () = ( 0 0

(Uc(2)) 4 X{ (@) + (Ua(@)) 10 X3(x)  (Ua(@))oy Xi (@) + (Ua(@))g X2(x)
0 0 ’
(xﬂ:c) x?(x)) ((rfc:(:cm+ <Ua<x>>o+>
0 0 J\(Wel@).y Wal@)y)
Wi(a)e!(z) = WH(z)p(x)UZ. (A.44)

Se multiplica por izquierda la matriz W (x) en (A.44)

W ()W (2)¢'(x) = W(x)W' ¢(2)Ug,
1, 1,

¢ (z) = ¢(2)Uq (A.45)

Es decir, ¢'(x) y ¢(z) estan relacionados por una transformacion gauge.
Con esto se ha completado la demostracion del siguiente enunciado.

Teorema 2 Dos matrices de campos de dobletes Higgs que dan la misma matriz K
(3.7), o equivalentemente (A.3), estan relacionadas por una transformacién gauge.
El espacio de las drbitas gauge puede ser parametrizado por cuadrivectores (K,, K)
que yace sobre y dentro del cono de luz futuro; mirar
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Apéndice B

Orbitas Gauge Para el Caso de n Do-
bletes

En este apéndice se generaliza los métodos de la seccién y el apéndice |A| para
el caso de n > 2 dobletes Higgs. Para ello se considera n campos de dobletes Higgs

i) = (wi(m))j i=1,....n (B.1)

¢l (2)
Suponer que todos los dobletes tienen la misma hipercarga y = +1/2. En analogia
con (3.7) se define la matriz

complejos

K() = (£,(@)) = (¢lei()) .. (B82)

la cual es ahora una matriz n x n. El objetivo es discutir las propiedades de K (x).
Para esto se define ¢(x) como una matriz n x n

e (z) i) 0 0
o) — | P A0 0] (B3)
pr(@) en(z) 0 ... 0
De nuevo para este caso se tiene
K(x) = ¢(x)o" (). (B.4)
Un cambio de base en los dobletes quiere decir
¢(z) = ¢ () = Ud(x), (B.5)
con la matriz unitaria U € U(n),
U'U =1,. (B.6)
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Una transformacion gauge de SU(2), x U(1)y designa

o(x) = ¢'(x) = o(2)Ug(x), (B.7)
donde ﬁg(x), es una matriz en forma diagonal por bloques
~ Ug($) 0
Ug(x) = , B.8
c() ( . 1n_2> (B.8)

con Ug(z) € U(2), y asi Ug(z) € U(n). Entonces de (B.7) se tiene
#i(2) = Ua(@))gp @i (@), i=1,....n. (B.9)
De (B.3) y (B.4), la matriz K (z) tiene las siguientes propiedades

- K(x) es semidefinida positiva.

Esta condicion se demuestra al usar la ecuacion (B.4), sobre la operacioén que
define el signo de la matriz vi K'v donde v es un vector arbitrario

VIE(2)v = vig(a)s! ()v = (6! (x)v) o (2)v = |67 (x)v]? > 0. (B.10)
Como se obtiene un resultado > 0, la matriz K (x) es semidefinida positiva.

- K(z) tiene rango < 2.

La condicidn sobre el rango puede ser vista de la siguiente manera. Se denota
YT (x) y °(z) como las dos primeros vectores columna de ¢(x). Entonces se

tiene
¢(a) = (¥ (2),¢"(2),0,...,0). (B.11)
La matriz K (x) (B.4), por lo tanto, se reescribe de la siguiente forma
R A
s STy
K(z) = (¢*(2),¢°(2),0,...,0) ] 0 0 ... 0 [,
0 0 0
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K(x) = (o7 Y" (@) + o790 (2), . o T (2) + 03" (2) - (B.12)
Es decir, a lo sumo dos vectores columna de K (z) son linealmente indepen-
dientes.
Suponer ahora que la matriz K(z) es semidefinida positiva de rango < 2. Entonces
se puede diagonalizar K (x) y representarlo como
ki(z) 0 0
K@) =W() | 0 rofx) 0 |Wi), (B.13)
0 0 0,2

con W(x) € U(n)y ki1(x) > 0, ko(z) > 0. Se define ahora

k1 () 0 0
¢(z) = W(x) 0 ro(z) 0 |, (B.14)
0 0 0,2

donde faciimente se observa que ¢(z) es de la forma y satisface (B.4). En con-
secuencia para cualquier matriz semidefinida positiva K (x) de rango < 2, hay por lo
menos una configuracién para los campos de los n dobletes Higgs tal que se
cumple.

Suponer ahora que hay dos configuraciones de campos; es decir, dos matrices ¢(x)
y ¢'(x) de tipo (B-3) tales que

K(x) = ¢(2)¢'(z) = ¢'(2)¢" (). (B.15)
Se puede diagonalizar K (x) como en (B.13) mediante una matriz W (z) para obtener

ki (z) 0 0 ;
o o o) LWV@V@) W)
La matriz W (z) se define de la siguiente manera
W(z)n W(z) W (2)1n
Wiy — |V Wz W@ | (B.17)



Al calcular el término W' (z)¢(x) se tiene

W (@) W*(x)n W) \ [of (@) ¢(z) 0
W (2)e(x) W*(:f)lz W*(:m)zz W*(:U)nz ¢§r:($) ¢3§x) 0
W*(2)1n W*(x)2n W) ) \&) (x) én(2)
xi(@) X)) 0 ... 0
W (2)(z) = X5 () Xz:(ﬂf) 0 . 0 |
X (x) xp(z) O 0
donde
Xi = WH ()17 (2) + W*(2)2105 (x) + - + W*(2)m ;! (),
X§ = W*(@) gl (x) + WH(z)ndd(z) + - - + W (2)mdn(z),
X3 = W* (@) 1207 () + W*(2)2205 () + - - - + W* ()26 (),
X9 = W*(x)12¢7(x) + W*(2)2209(x) + - - - + W*(2)n2ey (),
Xy = WH(2)1a07 () + W*(2)2003 () 4 - - + W*(2)nn)} (),
Xo = W) 100} () + W*(2)2n @9 () + - - - + W (2)n ) ().

Por lo tanto, la primer ecuacién de (B.16) quedara de la siguiente forma

Xit(@) x3t(@)
Xo'(x) .

+ 0
xi(z) xi(z) 0 ... 0
f(z) 00 xl* ) x‘l) @ 0 o [ @)
ko(z) 0 | = ? 2_ 0 0
0 0 0, +'( ) 0'( ) 0 . : :
Xn X 0 0
Del anterior resultado se tiene lo siguiente
Xi'(@)x§" () = Ki(z), para i=1,2,
X5 (x)x$*(z) =0, para j=2,...,n,
Xi(z)x$*(z) =0, para i,j=1,2,...,nc0Ni# j.
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Las condiciones (B.20) implican que los Unicos x¢(z) diferentes de cero son (), x?
y x5(x). Por lo tanto en (B.18) se tiene

xi(@) xiz) 0
W(z)g(z) = Xa () x5(z) 0 |. (B.21)
0 0 0,—2

Analogamente para la segunda ecuacion de (B.16) se obtiene lo siguiente

X1 (z) xP(x) 0
Wha)d'(z) = | ¥t (@) x2@) o |, (B.22)
0 0 0,

donde los x/*(x) deben cumplir condiciones en la forma de (B.20). Ahora se define

los vectores
Yilw) = (XZ(@))) LX) = (X;+(x)> . coni=12  (B23)
X\

de los cuales se deduce

Xi@)a () = X @) (@) = mi(2),
Xb(@)xa(2) = X3 (2)x5(2) = ra(x), (B.24)
X (@)xa(x) = X (@)xa(x) = 0

En conclusion, se puede encontrar una matriz Ug(z) € U(2) tal que

X (@) = (Ugl@) s X (@),  i=1,2. (B.25)

Donde esta matriz Ug(z) tendra la forma
Uo(z) = ((UG<”))++ WG("”””W) . B.26)

Al reemplazar Ug(z) en (B.8), se obtiene la matriz U (z). Ahora de (B.22) se tiene
lo siguiente
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(Ua(x)) X (@) + Ual2) 1o X () (Us(x)g, Xi () + (Ua(@)go X1 (x) 0
= | (Ua()),, x5 (2) + (Ua(2) o x3(x)  (Us(x))oy X3 () + (Ug(x))go x5(x) 0 |,
0 0 0,2
Xi(z) xix) 0 (Ua(z),y (Ualx))o, O
Wiz)¢'(x) = | xf(x) x3(z) 0 (Us(z)) o (Ua(x))gy 0 (B.27)
0 0 0,_2 0 0 1,
La anterior ecuacion se reescribe como
Wig/(x) = Wig(2)U (x), (B.28)
ademas W(x) € U(n), entonces al multiplicar por izquierda W (z) en (B.28)
¢ (z) = ¢(2)U5 (x). (B.29)

Es decir, ¢'(x) y ¢(z) estan relacionados por una transformacion gauge. Se resume
los conceptos presentados en este apéndice en un teorema.

Teorema 3 Para n dobletes de campos Higgs de la misma hipercarga debil y =
+1/2, la matriz K (z) = (gp}(x)goi(x» es una matriz n x n semidefinida positiva de
rango < 2. Para cualquier matriz K(x) de dimensiones n x n, que es semidefinida
positiva de rango < 2, existen campos Higgs tales que (B.3) se satisface. Si tene-
mos dos configuraciones de campos cualesquiera, que dan la misma matriz K (x),
estas estaran relacionados por un transformacion gauge SU(2);, x U(1)y. Las ma-
trices K (x) forman, por lo tanto, el espacio de las drbitas gauge de los n campos de
dobletes Higgs.
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Apéndice C
Propiedades de la Matriz K

Aqui vamos a discutir las propiedades de la matriz K (4.4) con respecto a su ran-
go. Primero, se puede ver que la matriz (4.4) es hermitica y semidefinida positiva.
Consecuentemente, se encuentra una transformacién unitaria que diagonaliza K,

K1 0 0
K =UKU'=]10 &, 0], (C.1)
0 0 K3

con todos los x; > 0. En particular,

Tr (K) = K1 + K2 + K3,
(Tr (K))* = Tr (K2) = (k1 + ko + k3)? — (k2 4 K2 + K2) = 2K k9 + 261K3 + 2K9K3
Det (K) = Kk1k2K3

(C.2)

Se descompone la matriz K’ como en (4.8) y de las propiedades de las matrices de
Gell-Mann (4.7) se reescribe la segunda condicion de (C.2) en la forma

1 1 1
(Tr (5))? = Tr (K%)= K2 (Te () — KK Tr (M) = 5 K260 — 3 KoK,
3.0 B Lo o B L.
= SK§ = SK2 = K§ — 5K (C.3)

Suponer ahora que la matriz K tiene rango 3, entonces, para todos los tres «;
Kk; > 0. (C.4)
Se deduce inmediatamente de
Tr(K) >0, (Tr(K)) = Tr(K£%) >0,  Det(K)>0. (C.5)

Al tomar el proceso contrario, se considera una matriz hermitica K, la cual mediante
una transformacion unitaria pueda ser diagonalizada, en donde se satisface (C.5),
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es decir

Tr (K) = k1 + ko + k3 > 0, (C.6)
(Tr (K))* — Tr (K?) = 26k1k9 + 2k1K3 + 2Kak3 > 0, (C.7)
Det (K) = Kk1kak3 > 0. (C.8)

De se tiene dos posibilidades para que se cumpla la desigualdad. La primera,
es que los tres x; > 0, los cuales a su vez, satisfacen las dos condiciones sobre la
traza de manera trivial. La segunda posibilidad es que uno de ellos sea positivo y
los dos restantes negativos. De la ultima, sin pérdida de generalidad se asume que
ko, k3 < 0, por lo tanto, la expresion

(Tr (K))2 —Tr (K2) = 2K1Kg + 2K1K3 + 2KaKs3,

se puede reescribir asi

k1 kg + 2K1K3 + 2Kaks = 2K1(Ky + K3) — Ka + K3 + 2Koks + K3 — K3,

= 261 (K2 + K3) + (K2 + K3)® — K3 — K3,

2k Ky + 2K1 K3 + 2Kaks = (2K1 + Ko + K3) (kg 4 K3) — K3 — /@3. (C.9)

Si k1 +ko+k3 > 0, como k; > 0, entonces bajo esta suposicion 2k, + ko +k3 > k1 > 0.

En se tiene

2/'451/'12 + 2/'11/'433 + 2I€QKJ3 = (2%1 + Ko + Kg)(lig + KJ3) — /ig — /ig < O, (C1 O)
0 <0
>

es decir, no se cumple la condicién (C.7). De otro modo si 2k; + ko + k3 < 0, puede
que la condicion (C.9) sea positiva, pero esto implicaria que

I€1+I€2+I€3<—FL1<O, (C11)

es decir, no se cumple la condicién (C.6). Por lo tanto, si una matriz hermitica 3 x 3
satisface las condiciones (C.5), implica que todos los x; > 0. Esto es, K tiene rango
3 y es semidefinida positiva.
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Suponer ahora que la matriz K tiene rango 2, entonces, sin pérdida de generalidad
se puede asumir
k1 > 0, Ko > 0, kg = 0. (C12)

De (C.2) inmediatamente se deduce que
Tr(K) >0, (Tr(K))’—Tr(K?) >0,  Det(K)=0. (C.13)

Ahora se realiza el proceso contrario. Se toma una matriz hermitica K, que pueda
ser diagonalizada mediante una transformacion unitaria, tal que, cumple las condi-
ciones (C.13). De la ultima ecuacién de (C.2), por lo menos uno de los x; = 0. Sin
pérdida de generalidad, se puede suponer que x3 = 0. Por lo tanto, se tiene

TI(K):K1+I€2>O

) (C.14)
(Tr (K))* — Tr (K?) = 2Kk > 0

lo cual implica que k; > 0y ky > 0. Es decir, K tiene rango 2 y es semidefinida
positiva.

Otra forma de caracterizar las matrices semidefinidas positivas de rango 2 es como
sigue. Se establece

= L*sin®(y), Ky = L*cos®(x), kg = 0. (C.15)

Al combinar la primer desigualdad de (C.14) con (4.31

Tr (K) = k1 + k2 = L? (sin®(x) + cos® =% = \/>K0 > 0.
K] = \/>K0 sin? Ko = \/>K0 cos? (C.16)
De la segunda condicién de (C.14), se tiene
2K 1Ky = ;Kg sin®() cos?(x) > 0 — sin®() cos?(x) > 0. (C.17)
Se aplica identidades trigonométricas sobre

(1 —cos(4x)) > 0,

o |

(1~ cos(2x)) (1 + cos(2x)) = (1 co?(2x)) = y sin?(2x) =

|
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1 > cos(4x). (C.18)

Como el minimo valor que puede tomar la funcién coseno es —1, entonces el parame-
tro x quedara definido de la siguiente manera

—1 < cos(4y) < 1,

0<y < % (C.19)

Por lo tanto, los autovalores de K se pueden reparametrizar como

3 3
Ky = \/;Ko sin®(x), k1= \/;Ko cos’(x), k3=0, K¢>0, 0<x< % (C.20)

Sean w; y w, los autovectores ortonormales de K provenientes de «, y ko respecti-
vamente, entonces se puede definir & como

K= \/gKo <Sin2(X)W1WI + COSZ(X)W2W;) ; (C.21)

donde

Para 0 < x < 7/4 los w; estan ajustados a transformaciones de fase, para y = /4
se pueden realizar rotaciones arbitrarias U(2) de w; y w,, porque los autovalores
al ser degenerados, generan un subespacio vectorial. Claramente cada matriz se-
midefinida positiva K de la forma tiene rango 2 y cada matriz semidefinida
positiva & de rango 2 puede ser escrita en la forma (C.21).

Ahora, se suponer que la matriz K tiene rango 1, entonces, sin pérdida de generali-
dad, se puede asumir
k1 > 0, ko =0, k3 = 0. (C.23)
De (C.2), se deduce inmediatamente que
Tr(K)>0,  (Tr(K))*"—Tr(K*) =0,  Det(K)=0. (C.24)

Por otra parte, si las condiciones (C.24) se cumplen para una matriz K, al emplear
(C.2), la condicion sobre el determinante requiere que por lo menos uno de los «; sea
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cero, sin pérdida de generalidad se puede tomar por ejemplo a x3 = 0. La segunda
condicién quedara de la forma

(Tr (K))* = Tr (K?) = 2k12 = 0, (C.25)

lo cual requiere que otro autovalor sea cero, se puede tomar por ejemplo a x, = 0.
Eventualmente la primer condicion establece que el autovalor restante x; > 0. Por
consiguiente, la matriz K tiene rango 1y es semidefinida positiva.

Sea w el autovalor de K con respecto al autovalor x; para una matriz de rango 1,
en donde

wiw = 1. (C.26)

De la ecuacion (4.31) se encuentra que

Tr (K) =K1 = Ko\/g, Ky > 0. (C27)

Entonces, cualquier matriz semidefinida positiva K de rango 1 puede ser represen-

K= KO\/ngW (C.28)

Ademas, cualquier matriz de la forma (C.28) con K, > 0 y wiw = 1, es una matriz

tada como

semidefinida positiva de rango 1. Claramente w esta fijo a transformaciones de fase.

Finalmente, se supone que la matriz K tiene rango 0; entonces, evidentemente to-
dos los «; seran cero, correspondiendo a

Tr(K)=0, (Tr(K))’—Tr(K? =0,  Det(K)=0. (C.29)

El proceso opuesto en este caso serd: se tiene las condiciones (C.29), la condicién
sobre el determinante implicaria que por lo menos un x; sea cero, por ejemplo k3 =
0, la segunda condicion sobre la traza, de hecho requiere que otro autovalor sea
cero, por ejemplo x, = 0, y la primera condicién de la traza implicaria que «; = 0.
Esto significa que K = 0. Por lo tanto, hemos demostrado el siguiente teorema.
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Teorema 4 Sea K = K,\,/2 una matriz hermitica. K tiene rango 3 y es semidefi-
nida positiva si y solo si

Te (K) = /3§50 >0,
2K2 — K K, > 0, (C.30)
Det (K) > 0.

K tiene rango 2 y es semidefinida positiva si y solo si
Tr (K) = \/gKO >0,

2K — K, K, >0, (C.31)
Det (K) = 0.

K tiene rango 1 y es semidefinida positiva si y solo si
Tr (K) = \/gKO >0,

OK? — K K, =0, (C.32)
Det (K) = 0.

K =0 siysolo si
Te (K) = /350 =0,
K2 — K, K, =0, (C.33)
Det (K) = 0.

Con este teorema se ha expresado las propiedades de la matriz K en términos de
los coeficientes de expansion K, a =0, ..., 8. Para expresar Det (KX) en términos de
los coeficientes de expansion K, se procede de la siguiente manera (mirar también
[17]). Se define, junto con la matriz K, una matriz M = (M;;), tal que:

Mij - EiklejmnKmk:Knl- (C34)
Para una matriz K hermitica se tiene lo siguiente

M:

gi = EiklejmnK]:mK;;l = EiklﬁjmnKkanz = Mija (C-35)
es decir, M es también hermitica. Para cualquier matriz U € U(3) se tiene la relacion
€ijkUiir Uit Uy =€1jU1 U Upgy + €25 U2i0 Ut Upgy + €35 Usir U1 Upper
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=€123U1i Uz Usyr + €132U15 Usje Uapy + €213U2 Uy 0 Uspr
+ €231U2 Usjr Uy + €312U3 Uy jp Uy + €321 U300 U Uy -

Al reagrupar términos y recordando que ¢;;, = =1, positivo para una permutacion
par y negativo para una permutacion impar

€ijkUiir Ujjr Upry =Urip (UzjrUspy — UsjpUspy) — Usir(Uyj:Uspy — Us e Uygr)
+ Usir (UrjoUspr — Usjr Uppr). (C.36)

La anterior expresion se puede reescribir como
eiijii’Ujj’Ukk’ = €5k Det (U) (C37)

Realizando una transformacién (4.38) de K, en M se tiene que:

Mi/j = EiklejmnK;nkK;lla (038)
donde Kj; = Uim KU}, por lo tanto
Mz‘lj = EiklejmnUmoKopU];kpUanqultu7
- EikzlU]:pUltUEjanmoUanoquw~ (039)

Debido a que U € U(2), se tiene que UU' = 13. Si se usa la notacion indicial
U;.U,, = 04, entonces en (C.39)

M;; = iU, U, (U Uyz) €5mnUnmoUng (U rUS) KopKqu. (C.40)

Al usar (C.38), se obtiene

M;T =Uyz€pw Det (U") €1oq Det (U) Kop K g Uy
——r

=Det (Ut)
=Uy: €2pu€ foq K opKquw Uy Det (UTU) .
— M. =1
M), =U,.M.;U;. (C.41)

Se usa notacion matricial para obtener
M =UKU'. (C.42)
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Ademas se puede encontrar
Tr (KM) = Minji = eiklejmnKkaanji = €ikl€ikl Det (K) = (Szllzf Det (K) (C43)

Se contrae indices

ikl _

Con esto se tiene
Det (K) = o Tr (M) (C.44)

Se considera ahora una transformacion unitaria U la cual diagonaliza K ; mirar (C.1).
Entonces de (C.34) se encuentra lo siguiente

UMUT - UieMepU;p = UieeeklepmnKkanlU;p = UieéfgnKkanlU;p' (C45)

El tensor numérico ¢%,;" tiene el siguiente desarrollo:

or oy of
O = |00 O O = 08 (0307 — 007" ) — 03, (6267 — 6267") + &7 (62" 0 — 66") -
gn6r o on

(C.46)
se reemplaza esto en (C.45)

UMU" =267 67 Use Kyt Ku Uy — 808707 Ui K K U, — 020707 Use Kot K U,
+ OO Ui K e KUy + 870 07 Use Kot Kyt U, — 070287 Ui K K iU
=UseU} K Ko — Use U Ko K, — Ui KU Ko, + Ui Ko Ky U,
+ Ui Ko Krp Uy — Ui KU, K
= (Tr (K))* — Tr (K?) — 2UKU" Tr (K) + 2UK KU,
= (Tr (K))* — Tr (K?) — 2K' Tr (K) + 2UKU'UKU,

UMU' = (Tr (K))* = Tr (K*) — 2K Tr (K) + 2K” (C.47)

La anterior ecuacion en forma matricial queda

K1 0 0
[]MljJr :(:‘il + Ko + /ﬁ?g)zlg — (/‘i% + /ﬁ?g + 53)13 - 2(/@1 + Ko + lig) 0 Ko 0
0 0 K3
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kK2 0 0
+2 0 Iig 0 )

0 0 k2
2%1%2 + 2%1%3 + 2/4,2/{3 0 0
= 0 2/'{1/{2 + 2%1/‘13 + 2/'12/'%3 0
0 0 2/‘{,1:‘62 + 2/*{,1:‘{3 + 2:‘{21‘{,3
2/61/432 + 2%1/433 0 0
- 0 2/’?1:‘%2 + 2/€2I€3 0 )
0 0 2/{1/13 + 2/{2/13
por lo tanto
2K9K3 0 0
UMU' = 0 2Kz 0 |- (C.48)
0 0 21{1%2

Para la condicion sobre el determinante se tiene
Det (K) = %Tr (KM) = K1kokg. (C.49)
Ahora se calcula la traza de M
Tr (M) = €ir€imn I mn I = 041" K K i,

Si se contrae indices
51"]6[ — 5]4:[ — 5k 5l . 5k5l

mn n-m’

es decir

Tr (M) = (Tr (K))? — Tr (K?) (.50)

Como se hizo para (K) en (4.8), se puede expandir M en términos de \,,

M= %MaAa, M, = Tr (M) (C.51)
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Al reemplazar (C.34) en la segunda ecuacion de (C.51), se encontrara la expresion
de M, en términos de K (4.9)

1 1

M, =Tr (M)\a) = §Mz] ()\Oé)ji = §Eikl€jmnKkanl ()\oa)ji ) (052)
donde los elementos de K se pueden representar como
1
Por lo tanto en (C.52) se tiene
1 jmn
M, = ZKﬁKv(sgkz (/\Oé>ji (Aﬁ)mk O‘v)m : (C.54)
De (C.46), se puede inferir el siguiente resultado
O = 87 (0767 — ORoy") — 01 (5707 — 67'67") + 6] (6753 — 6767") (C.35)
Se reemplaza esto en (C.54)
M, {KBKV [67 (507 — Opay™) — 67 (0767 — 6707")
+ 6] (8707 = 6708 T (Ma) s (A8) i A » (C.56)
destruyendo los paréntesis
1
Mo =5 Bka[(Aa)u(Aﬁxnm(AWLm,—(Aa)u(Aﬁ)mn(AVLMn-(Aa%i(xﬁhj(xvhm
)i A ) + Q)i As)is Ay = )i Oy Ay |-
M, :%1 5K [ Tr (M) Tr (Ag) Tr (M) — Tr (Aa) Tr (AgA,) — Tr (A,) Tr (AaAg)
+Tr (AadAg) + Tr (AadsA,) — Tr (Ag) Tr (M a)]. (C.57)

La expresion que define a M, en términos de las variables orbitales K, sera la

siguiente
M, = Gop, KsK.,, (C.58)
donde
Gss :}l{ Tr () Te (Ag) Tr (0) + Tr (A As) + Tr (wAsAs) — Te (A) Tr (AsA,)
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— Tt (Ag) Tr (A Aa) — Tr (A,) Tt (Aaxﬁ)}. (C.59)

Claramente, G4, es completamente simétrica en «, 3y 7. Se hace uso de las pro-
piedades de las matrices de Gell-Mann (4.7), para considerar ciertos valores explici-

tos de la constante,
1
Gosn :Z{ Tr (Ao) Tr (Ag) Tt (A) + Tr (Ao Ag) + Tr (AohsA,) — Tr (Ag) Tr (Ag,)

—Tr (Ag) Tr (A o) — Tr (M) T ()\0)\5)}.

1 2 2 1 2
GOﬁV 21{6\/65605v0 + 4\/g557 - 2\/65/37 - 12\/;5@570} = 1{2\/6550570 - g\/géﬁv}v

2 V6
GOﬁ'y :%(gﬁo&yo - ?667 (CGO)

Un célculo muy interesante con respecto a la constante G,z,, €s cuando toma el
valor G.. Para esta deduccion se toma en cuenta que )\, = 0, es decir

1 1
Gape = 1 Tr [Aa(ApAe + AcNp)] = 1 Tr (Ao { o, A} - (C.61)
El anticonmutador de las matrices de Gell-Mann tiene el siguiente resultado
4
{A, At = gébc + 2dpedAd, (C.62)

donde d,., son las constantes simétricas usuales de SU(3) ( mirar el apéndice C de
[12]). Con esto la constante G, tiene el siguiente valor

1 4 1 4
Gabc =—"Tr |:/\a (gébc + decd/\d):| - Z_l Tr <§5bc)\a + 2dbcd)\a)\d) )

4
1 1
Gabc :gébc Tr ()\a) + §dbcd Tr ()\a/\d) - dbcd(sad - dabc~ (063)
De (C.44), (C.51) y (C.58), se encuentra que
1 1 1
Det (K) = ﬂKaMB Tr ()\a)\@) = EKaMa = EGagA/KaKﬁKA/. (C64)

Esta es la expresion deseada de Det (K) en términos de los K.

Finalmente se discute acerca de la transformacion de la base o = 0,1,...,7,8 a
+,1,...,7,—. Esto puede ser logrado por la matriz

V2/3 0 1/3 S.o 0 Sig
S=|1 o 1, 0 =10 1. o |. (C.65)

V1/3 0 —\/2/3 So 0 Sy
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Entonces, acorde con (4.25) y (4.26),

Ky =S 0Ko+ SsKg = \/%Ko + \/%Ks,

K_ =S Ko+ S_gKs = \/EKO _ \/éf(s, (C.66)
K,, a=1,...,7 sincambios.

Se puede escribir esto como una ecuacién matricial de la forma

K, Sio 0 Sy (Ko
— (K, =0 1, o ko |- (C.67)
K_ S_o 0 S_g Kg

La matriz S satisface

ST =1y, S =8T— (C.68)

El cambio de base para (£,) y E = (E.z) (4.36), se realiza en una manera analoga

5—4— fO E++ E—H? E+_
Sa =5 ga ) Ea—i— Eab Ea— = S(Eaﬁ)STa CL,b € {17"'77}7 O‘B € {07
5— 58 E—+ E—b E__
(C.69)
Por ejemplo, debido a (C.68), se puede realizar el siguiente calculo

K, .
Cala = EaSS Ko = S6SKa = (£ &0 ) | Ko | = &Ko + Y &l + K.
K, a=1

(C.70)
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Apéndice D

Las Matrices de Gell-Mann Generali-
zadas

Para la construccién de las matrices de Gell-Mann )\, de dimensién n, donde, a =
1,...,n?—1, se parte de las matrices e;e! con tamafio n xn, las cuales tienenun 1 en
la j-ésima filay k-ésima columnay 0 en el resto de casillas. Aquie;,conj=1,...,n
son los vectores unitarios cartesianos de C”

er=(1,0,...,0)7,
: (D.1)
e,=(0,...,0,1)T.

En términos de estas matrices, se construye las n? — 1 matrices hermiticas sin traza
AayCONa=1,...,n% —1, de la siguiente manera: Conk=1,....n—1yj=1,... .k
se define

Ao = ejeLr1 + ek+1e}, paraa = k* 4+ 2j — 2, (D.2)
Ao = —ieje} | +ieppiel, paraa=k*+2j— 1. (D.3)

Adicionalmente se construye las n — 1 matrices diagonales

l
2
Ai+1)2-1 = 4 /m <Z eje}) — lel+1e}+1] , 1<i<n—-1. (D.4)
j=1

Eventualmente se define la matriz Ay, proporcional a la matriz unitaria

No = \/%1n. (D.5)

Las matrices A\, (o = 0,1,...,n? — 1) definidas de esta manera, en particular cum-

plen las condiciones (6.7). Para demostrar esto, se calcula Tr (\,\y) y Tr (A,) con A,
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definido por (D.2), (D.3) y (D.4). Claramente se puede ver que la condicién Tr (\,) es
siempre cero si a # 0. Es decir, si )\, esta definido por (D.2), se tiene que

Tr (A,) =Tr (eje};H) + Tr (eppreh) = 0,

J

debido a que, el valor maximo que tiene j es k, por lo tanto, el producto eje,i+1 da
una matriz que tiene todos sus elementos de la diagonal iguales a cero, esto mismo
ocurre para ekﬂe}. Si )\, esta definido por (D.3), se tiene el mismo resultado

Tr (A\.) = —i Tr (eje],,) + i Tr (exq1el) = 0.
Ahora, si \, esta definido por (D.4) se tiene que

2

T =105

l
;Tr (ejel) — I Tr (el+1ezr+1)] = Z(H_l)(l—l) = 0.

Entonces, la Unica forma de que el calculo de la traza de )\, sea diferente de cero es
cuandoa =0

2
Tr (A) = \/jTr (1,) = V2n.
n
Con estos resultados se puede concluir que
Tr (o) = V2nday, a=0,1,...,n% -1,

Al tomar la condicidn Tr (A, \), se considera todos las combinaciones posibles entre
Ao Y Mp: EN primer lugar, se toma el caso cuando estas dos comparten la misma
definicion, entonces

e Si),y \,sedefinenpor(D.2),conb=1,...,n>°~1,l=1,....n—1ei=1,...,1
para b = [? + 2i — 2, se tiene que
Tr (A Np) =Tr [(eje/Lrl + ekHe;)(eieLl + elHeD =Tr (ejeLHeZ-eLl)
+ Tr (ejeLHelHeI) + Tr (ekﬂe}eiezrﬂ) + Tr (ekﬂejelﬂej)
=0k41: Tr (ej€] 1) + Ok Tr (ejel) + 65 Tr (el

+ 8001 Tr (ex41€])
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Tr ()\a)\b) :25k+1,i5j,l+1 + 25ji5k+1,l+l- (D6)

De esta ultima ecuacidn, al tomar el primer término de la parte derecha se tiene
que k+1=1iyj=1+1, es decir, al realizar el reemplazo adecuadamente se
tiene

Tr (AaAp) = 2 4 26141305141

Pero el indice ¢ tiene como maximo valor [, por lo tanto ¢;,;; = 0, ademas esto
implicaria que

Ay = eielT+1 + elJrle;r = ek+1e;r- + ejeLJrl =X = Tr(A\gAo) =2 (D.7)

Al tomar el segundo término de setienequei=jyj+1=%k+1,porlo
tanto,
Tr ()\a)\b) = 25k+1,j5j,k+1 + 2,

de nuevo, el valor maximo de j es k, entonces 4,1, = 0. Nuevamente esto
implica que
Ao = Ao, = Tr (AgAa) = 2. (D.8)

Si )\, # )\, inmediatamente el resutlado de la traza es cero.

Si\, y \,sedefinenpor (D.3),conb=1,...,n2~1,l=1,...,n—-1ej =1,...,1

para b = I?> + 2i — 1, la traza tiene el siguiente resultado

Tr (AaAp) =Tr [(—iejeLH + iekﬂe})(—iej/eﬁrl + iel+1e;,) =-"Tr (ejezﬂej/elll)
+ Tr (ejeLHelHe},) + Tr (ekﬂe}ej/ehl) —Tr (ek+1e}el+1ej,)

Tr (AgAe) = — 205415705141 + 20/ Ok11,141- (D.9)

Tomando el primer término de setieneque k+1=jyj=1+1,esto
implica que §; +1 = 0, ademas

Ay = —z'ej/ezrﬂ + iel+1e;r., = —iekﬂe} + iejeL+1 = —\,.
Con esto, la condicion sobre la traza queda asi

Tr Mo(=M)] = =2 = Tr Aa(N\o)] = 2. (D.10)
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Al tomar el segundo término de (D.9), setieneque j = j'y k+1 =1+1, lo cual
implicaria que d,+1,; = 0, ademas se obtiene

Ap — z'ej/elTH + ielﬂej, = —z'eje,Lr1 + iekﬂej = Ao, = Tr(A\A\) =2 (D.11)
De otra manera, si \, # A\, da como resultado Tr (A, \,) = 0.

Si 4121 Y A@m+1)2—1 €stan definidos por (D.4), con 1 < m < n — 1 se tiene
que

Tr ()‘(l+1)2—1/\(m+1)2—1) =

l m
Tr e-eT. eiel,L
VI+ Dm(m +1) (Z ’ Z )
l m
—mTr Zeje;emﬂejwrl) —{Tr (Z eiejelﬂe;“)
i=1

=1

+mlTr (elﬂejﬂemﬂeInH) ] .

l m

Z Z 0;; Tr (eje;r>

j=1 i=1

l m
—m Z 5j,m+1 Tr (ejeiﬂ_l) —1 Z (5@1_;,.1 Tr (eieLl)

j=1 i=1

2
Tr (Agsr2-1Ams1)2-1) = VII+ Dm(m + 1)

+ ml51+1’m+1] . (D12)

El primer término de la anterior ecuacion determina que i = j, por otra parte,
el ultimo término toma valor cuando [ = m, entonces con esto se obtiene que
A41)2-1 = Apm+1)2—1, POr lo tanto, con este resultado se tiene que 6; 1 = ;141
lo cual lleva a cancelar el segundo término de (D.12), debido a que el Ultimo
término de la sumatoria es [. El tercer término también se hace cero, debido a
que d;,+1 = d; m+1. POr estos resultados se tiene que

2
(0+1)

Tr (/\(l+1)2—1/\(l+1)2—1) = (l + l2)

(1+1)

I
Z Tr (eje;r-) + 12
j=1

Tr ()\(l+1)2—1)\(l+1)2—1) =2. (D13)
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Por otra parte, si se toma [ # m, se obtiene lo siguiente

iimﬂ%)

Jj=1 =1

l m
—-m Z Ojmy1 Tt <ejejn+1) — lz 0141 Tr (ez’ezTH) ] :
=1 =1

Una forma de desarrollar la anterior ecuacion es considerar [ < m, de tal forma

2
VIl+ D)m(m+1

Tr ()‘(l+1)271>\(m+1)271) =

que, el segundo término se vuelve cero, llevando al siguiente resultado

S0 (ege])

=1 =1

—1 Z 51'75_’_1 Tr (eielTH)
i=1

Tyt Aminz-) = I+ Dm(m + 1)

9 l
~ 0+ Dm(m + 1) ;Tr (ese]) _l]
2
Tr (A1 Ammay2-1) = NEDITE: 1)(l —1)=0. (D.14)

Esto mismo sucede al tomar m < [, entonces, se puede resumir estos dos
resultados en
TI' ()\a)\b) = 25ab7

cuando A, y ), estan definidos por (D.4)

e Es facil ver que cuando se tiene dos matrices definidas por [D.5 se obtiene que
el valor de su traza es 2

Ahora se procede a calcular Tr (\,),) cuando ambas matrices no tienen la misma
definicion
e Si )\, esta definida por y \, esta definida por conl=1,....n—1,
j =1,...,nyb=1%+2i— 1, se tiene lo siguiente
Tr (AaAy) =Tr [(ejeLH +epel)(—ieye],, + ieHleTv)} =—i'Tr <ejez+1ej’e;+1)
+ ¢ Tr (ejeLHelHe},) —1Tr (ekHeTeJ/elH) +¢Tr (ekﬂe}elﬂej,)
Tr (Aas) = — 10k 11, 05011 + 10k 1,0410550 — 105500k 4 1,041 + 1051110k 41,50 = O

(D.15)

201



o Si )\, esté definida por (D.2) y A;11)2—1 por (D.4), el célculo de la traza es el
siguiente

Tr (AaAgg1)2-1) =\ / l ) [(Z €;e; lel+1el+1> (eje;TCH + ekﬂe;)]

2
I(1+1) ZZI 03 Tr (eieitzﬂ) + 121 O 1 Tr (eie})

— 10111, Tr (egs1€f 1) — 1011141 Tr (el+1e})]

Tr ()\a)\(l+1)2_1> :« / l + 1

- 215z+1,j5l+1,k+1] : (D.16)

!
Z 9i; Tr (e; eLH) + Z Oijr1 Tr (eie})

=1

Cualquier via que se tome para desarrollar la anterior ecuacion da como resul-
tado cero. Tomando el primer término del lado izquierdo, cuando i = j se tiene
que

2

Tr (/\QA(H-I)?—I) = l(l + 1)

l
Tr (ejekﬂ + Z 5j k+1 Tr (ej ]) 2[(554_1 J51+1 k—i—l] s

7j=1
como el valor maximo que puede tomar j es k, se tiene que Tr (ejeLH) =0y
d;k+1 = 0, es decir

2 2
% (=2 , -, /—=
[+ 1) (=200141,j0141,k+1) +1)

Sucede exactamente el mismo proceso si se escoge cualquier alternativa que

Tr ()‘a)\(l+1)2—1) = (2l5j,k+1) =0.

ofrece la ecuacion (D.16), por lo tanto se concluye que
Tr (Aahs) = 0,
si \, esta definido por (D.2) y )\, por (D.4)

e Al tomar las matrices A\, y )\, definidas por y respectivamente. El
calculo de Tr (A\,)\;) es totalmente analogo al proceso llevado en el anterior
numeral, por lo tanto, se concluye que

Tr (Aa)y) = 0 (D.17)
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e El ultimo caso es el calculo de Tr(\o),) con a # 0, donde )\, puede estar
definido en cualquiera de sus formas, dando el siguiente resultado

Tr (M) = \/%Tr()\a) =0

Un método facil de recordar para este esquema de numeracién es el siguiente. Se
dibuja una tabla de tamafo n x n y se inserta los nimeros a = 0, 1,...,n% — 1 como
se muestra en la tabla [D.1] Si o es un numero superior (inferior) en un cuadrado
fuera de la diagonal entonces )\, toma un 1 (—i) en ese lugar, 1 (+i) en el lugar
transpuesto y cero en el resto de casillas. Si « esta sobre alguna casilla diagonal,

entonces )\, esta dado por para « > 0y por paraa =0

Tabla D.1: Esquema de numeracién para las matrices generalizadas de Gell-Mann

0 1141]9 (n— 1)
5010 7 | (n—1)2+1
3 6 | 11 (n—1)*+2
7112777 [ (n—1)2+3
3 13 (n—1)7+4
4] 7 | (n—1)2+5

—1\2
15 (n—1)"+6
(n—1)247

n?—1

Fuente: Tomado de [4]
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