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Resumen

Incluimos correcciones radiativas de un campo escalar ex6tico al momento magnético anéma-
lo para los leptones en general, y dirigido en particular al muén g — 2. Este observable, i.e.,
g—2, se desvia en mas de tres o de la prediccion del modelo estdndar de particulas y por tanto
es posible que esta anomalia sea una consecuencia de fisica mas alla del modelo estandar. Con
nuestro proyecto de investigacion esperamos explicar los datos experimentales por medio de
una particula escalar exdtica. Parte del proyecto es recrear el cdlculo del momento magnético
anomalo del mudn y aprender los fundamentos basicos de la electrodindmica cudntica y la
teoria cudntica de campos para hacer investigacion en fisica de particulas.

Palabras clave: momento magnético anémalo del muén, g — 2, bosones escalares, campo escalar
exotico.



Abstract

We include radiative corrections from an exotic scalar field to the anomalous magnetic mo-
ment for leptons in general, and directed in particular at the g — 2 muon. This observable, i.e.,
g — 2, deviates by more than three o from the prediction of the standard model of particles
and therefore it is possible that this anomaly is a consequence of physics beyond the standard
model. With our research project we hope to explain the experimental data by means of an
exotic scalar particle. Part of the project is to recreate the calculation of the anomalous mag-
netic moment of the muon and learn the basics of quantum electrodynamics and quantum
field theory to do research in particle physics.

Keywords: anomalous muon magnetic moment, g — 2, scalar bosons, exotic scalar field.
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Glosario

Electrodinamica cuantica: se dice de la teoria de la interaccion de la luz con la materia
€n un marco cuantico relativista.

Teoria cuantica de campos: es la cuantificacion de un campo clasico, cuyo ejemplo
mads familiar es el campo electromagnético. La teoria es
perturbativa y proporciona métodos computacionales pa-
ra el calculo de interacciones fundamentales. Aunque sus
fundamentos matématicos no estan bien definidos, sus pre-
dicciones tedricas coinciden con las predicciones experi-
mentales.

Modelo estandar: es el resultado de la teoria cudntica de campos que reune
a las particulas fundamentales encontradas hasta el dia de
hoy y que describe sus simetrias y estructura fundamental.

Leptones: corpusculos relativamente ligeros de espin 1/2, cuyas in-
teracciones con otras particulas o entre leptones, son débi-
les, se los conoce como electrén (e~ ), mudn (p ™), tau (7),
neutrino electronico (), muodnico (v,) y taudnico (v;).

Muon es un leptén de segunda generacion, y se caracteriza por
ser 206 veces mas pesado que el electron. Su gran masa y
vida media de 2,245 1o hacen un excelente candidado por
los experimentos.

g-2: es la anomalia magnética de los leptones con carga, la
constante g giromagnética relaciona el momento magnéti-
co con el espin e indica qué tan fuerte es el acoplamiento
entre el campo magnético externo y el espin de la particu-
la.

Particula escalar: es una particula sin estructura interna y sin espin que per-
manece invariante bajo las transformaciones.

Momento magnético de espin: es el momento magnético causado por el espin de las particu-
las fundamentales



Capitulo 1

Introduccion

La medida experimental del momento magnético anémalo del muén se ha apartado de la
prediccidn del modelo estdndar por muchos afios hasta los 3,6 o [[14]. Se han propuesto mu-
chas soluciones tedricas para este problema [9, 10} 8, 135, 139, 48]]. Nuestro proyecto de grado
consiste en hacer el estudio de un modelo que contiene campos escalares, en especifico, una
particula escalar exética neutra y reproducir sus resultados generales para aplicarlos al caso
del momento magnético andmalo del mudn [38], que pueda disminuir la tension entre este
observable y las predicciones del modelo estandar.

El problema se solucionard a partir de un modelo fundamental en la electrodindmica cudnti-
ca (EC) y la teoria cuantica de campos (TCC) que combinan de forma exitosa la relatividad
especial y la mecénica cuantica. En este formalismo se interpretard la anomalia en el mo-
mento magnético del muén, g-2, como una correccion radiativa generada por una particula
escalar exdtica. La TCC permite calcular secciones eficaces y anchos de decaimiento para
particulas fundamentales o compuestas. Para calcular la amplitud invariante usamos diagra-
mas de Feynman, que se pueden obtener de la densidad Lagrangiana del modelo. Ademas,
con el propdsito de tener una formacion sélida en el campo, estudiaremos la formulacién de la
ecuacion de ondas relativista para los fermiones desarrollada por Paul Adrien Maurice Dirac,
mejor conocida como ecuacion de Dirac. El trabajo consiste en calcular la contribucién a un
bucle de la funcién de vértice del muoén para generar una correcciéon al momento magnético
anomalo del muodn y de la particula escalar neutra como particula mediadora.
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Capitulo 2

Planteamiento del Problema

El momento magnético anémalo del muén, se ha medido con una precision sorprendente, y
es actualmente una de las inconsistencias que mds se han estudiado entre los datos y las pre-
dicciones del Modelo Estandar (ME) en toda la fisica de particulas. Con los datos actuales,
la discrepancia estd a un nivel de 3,60 [14], y se estdn realizando esfuerzos en los frentes
experimental [3] y tedrico [9, 10, 8, 131} 135, 39, 48] para mejorar la precision tanto del valor
medido como de la prediccion del ME y sus extensiones. Esta desviacion respecto del valor
esperado por el ME se ha utilizado como motivacién para el desarrollo de muchos modelos
de nueva fisica [4, 19, 36, 20, 3|, 23| 34, 24!, [7]]

Desde el punto de vista tedrico la pregunta es: ;cudl es la extension minima electrodébil del
ME con un contenido minimo de fermiones? Es por si misma interesante, y como propuesta
la extension minima en este trabajo serd aumentar un campo escalar neutro ¢, teniendo en
cuenta el modelo propuesto en el articulo [38]] que sugiere el Lagrangiano de interaccion,

Lin = g7 0lil; + 195 9lA°L;

donde [ puede ser un doblete de SU(2), o un singlete de leptones del ME y gi{p son los
acoplamientos. La literatura actual sobre los modelos minimos abunda en ejemplos [28, [17,
30, 12}, 133] 118} 42] pero hasta donde sabemos, no existe una parametrizacién de estos mo-
delos. Desde un punto de vista fenomenoldégico los modelos minimos son utiles para ex-
plicar las anomalias aisladas en los experimentos de baja energia debido a la ausencia de

fermiones exoticos a bajas energias (ejemplos de estas clases de anomalias se pueden ver
en [41, 1,137, 132]).

Para los modelos no universales, es decir, modelos que tienen acoplamientos que dependen
de la familia (sin tener en cuenta los acoplamientos de Yukawa o de masa), tal como esta pre-
sente en la literatura, el nimero total de paradmetros aumenta puesto que intervienen nuevos
acoplamientos, dando lugar a una gran variedad de soluciones. En este caso, en particular, se
restringird al estudio del mudn o que es el de interés para abordar el problema del momento
magnético anémalo.
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Capitulo 3

Objetivos

3.1. Objetivo general

Estudiar un modelo de fisica més alld del modelo estdndar con contenido minimo de particu-
las para resolver la anomalia g — 2.

3.2. Objetivos especificos

= Reproducir el calculo del momento magnético andmalo del muén a un loop en el mo-
delo estandar.

= Calcular la correccion al g — 2 usando un campo escalar singlete neutro y exotico; para
esto se usa el Lagrangiano de interaccion propuesto en el articulo [38]].

= Haciendo uso de la tecnologia computacional desarrollada por Feynman y Schwinger
se espera llegar a las expresiones integrales del articulo de referencia [38]].

= Calcular la region del espacio de pardmetros que resuelve la anomalia g-2.

14



Capitulo 4

Electrodinamica Cuantica

La Electrodindmica Cuéntica estudia la interaccién entre la luz y la materia. Su origen se
remonta al articulo [22] de P.A.M. Dirac publicado en 1928 y titulado The Quantum Theory
of the Electron donde se preguntaba, en principio, porqué el electron en lugar de ser nada mds
que una carga puntual debia de tener propiedades como, por ejemplo, el momento magnético
de un magnetén de Bohr y el momento angular de espin igual a medio cuanto de energia. La
falta de argumentos tedricos, llevé a Dirac a pensar que se debia a su desacuerdo con la teoria
de la relatividad y las transformaciones de Lorentz, y este fue el punto clave para desarrollar
una ecuacion de onda relativista y lineal. En el mismo articulo Dirac estudi6 un caso clasico
de lo que llegaria a hacer parte fundamental de la electrodindmica cuéntica, el valor del factor
g del momento magnético como igual a 2.

Haciendo uso de la Ecuacidn de Dirac, se continud con la cuantizacion de la teoria electro-
magnética, que también se denominé: Teoria Cuéntica de Campos, en este teoria la relati-
vidad y la mecénica cudntica parecian armonizarse, pero cuando se profundizé aparecieron
divergencias en los cédlculos. Un ejemplo de ello se da cuando se calcula la autoenergia del
electrén, que es el fendmeno donde el electrén puede emitir y absorber el mismo fotén. El
calculo del diagrama para esta interaccion con términos perturbativos resulta en una integral
divergente. Este problema se solucion6 con el método de renormalizacion propuesto de for-
ma paralela e independiente por Richard Feynman [25], Julian Schwinger [45] y Shin’ichiro
Tomonaga [49].

e T e

Figura 4.1: Diagrama de autoenergia del electron.
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16 CAPITULO 4. ELECTRODINAMICA CUANTICA

4.1. Antecedentes de la electrodinamica cuantica

Desde los origenes de la mecénica cudntica la ecuacion de onda de Schrodinger cuenta con
un problema, y es que no es Util para casos donde las particulas que describe alcanzan velo-
cidades relativistas; por eso mismo se dice que ésta solo funciona en la mecdnica cudntica no
relativista. Una forma de obtener la ecuacion de Schrodinger no relativista es sustituyendo a
la energia E y el momento p por sus respectivos operadores diferenciales:

p— —ihV, E — z’h%, 4.1)

en la ecuacion de energia para una particula de masa m, que por facilidad, se mueve en un
espacio unidimensional y estd sometida a un potencial V(x):

p2
5+ V@ =E, (4.2)

y dejando que el operador resultante opere sobre la funcién de onda ¥, queda:

_ g V(z) = ih%—f,

2m

4.3)

que es la ecuacién de Schrodinger no relativista. Histéricamente Schrodinger fue el primero
en buscar una ecuacién de onda relativista, pero debido a las dificultades que presentaba
prefiri6 dejar ese camino y concentrarse en la ecuacién de onda (4.3)), que ademads cuenta con
la ventaja de que es una ecuacion diferencial con derivada temporal de primer orden. Poco
después en 1926, Klein, Fock y Gordon presentaron sus articulos por separado con una misma
conclusion: la ecuacidn de onda relativista para particulas de espin cero. Yendo por la misma
direccién y usando la relacion de dispersion o relacion relativista de energia-momento:

E? = m?ct + *p?, (4.4)

la cual usando el vector de cuadrimomento:

E E
p‘u = <_7p) 9 p,u = (_7 - ) ) (45)
c c
y tomando su producto:

E E E?
p#p,u = (_7 p) (_7 - ) = a2 PP, (46)
C C C

se ve que la ecuacién (4.4) se puede redefinir usando (4.6)), asi:

P'p, —mPc® =0, 4.7)

sin potenciales y trabajando con particulas libres. Ahora p* y p,, se reescriben como:
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p" — —ihd", p, — tho,,

17

(4.8)

los cuales pueden ser sustituidos en (4.8)) y haciendo actuar a estos operadores sobre la fun-

cion de onda resulta:

(—iho")(ih0,) ¥ — m*c*¥ = 0,
—R20"0, W — m*c*V = 0,

donde:

y 0" se escribe como: 0" = ¢g"d,, siendo ademas:

0 10
0_ Ov — R e fry =
=y 8,,—6’0—(+1)a(ct) =5 V=H 0,
i g _ g o __0 — =
J'=g"0;=0; = ( 1)8a:i_ ot V=H=1

de lo que se obtiene:

10 =
(22
0 (c@t’ V),

de modo que al sustituir (4.11]) y (4.14) en (4.10) resulta:

(10 _g)\. (19 ¢ 22 —
h <c@t’ \Y% Cat,v U —m eV =0,

(L2 (0N g ey
h(028t2 oz, U —mc*¥ =0,

donde en unidades naturales & = ¢ = 1, concluyendo:

4.9)
(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

4.14)

(4.15)
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82
<_@ - v2) U =m0, (4.16)
y definiendo el D’ Alembertiano como:
92
0= ﬁ—v{ (4.17)
la ecuacion (4.16) queda:
(O +m?) ¥ =0, (4.18)

que es la ecuacion de Klein-Gordon. Como se habia dicho, esta ecuacion (4.18) solo puede
trabajar con particulas cuyo espin es cero, y hasta ese entonces no se tenia conocimiento de
particulas con tales caracteristicas y nada mas estaban aquellas con espin de 1/2. Ademas, los
calculos se complicaban ya que esta ecuacién diferencial no es de orden lineal en el tiempo
sino de orden cuadrético. Por ejemplo, el electron estd fuera del alcance de esta ecuacion,
y tal problema no se hizo esperar en solucion pues se requeria una formulacidén que pusiera
a la mano a esta particula dentro del marco de la relatividad. Otro de los problemas es que
la solucién de la ecuacion de Klein-Gordon tiene energias positivas y negativas, lo que a
primera vista no representa ningin problema si se escoge la solucion positiva, pero existe la
posibilidad de que la particula intercambie energia con el medio y no habria un limite que
impida la pérdida infinita de energia; esto no es fenomenoldgicamente correcto en el caso de
una particula y se suma a los problemas antes mencionados.

4.2. Ecuacion de Dirac

El primero de febrero de 1928 se publico el articulo de Paul Dirac en el cual proponia la
ecuacion de onda que mds tarde seria conocida como la Ecuacion de Dirac. Hasta la actua-
lidad, esta ecuacion puede ser aplicada a particulas con espin de 1/2, tal como el electrdn,
que fue la particula en la que se centré el estudio. Y, no siendo suficiente con ser una ecua-
cion de onda relativista lineal, tiene dos caracteristicas fundamentales: es invariante bajo las
transformaciones de Lorentz y predice la antimateria.

4.2.1. La estrategia de Dirac

A partir de la relacion de energia-momento Dirac comenz6 a trabajar dividiendo a esta
misma en una parte temporal y otra espacial, la primera componente:
() — et =0,

(p° — me)(p° + me) =0, (19

es decir, la temporal es equivalente a las ecuaciones de primer orden como sigue:
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P’ —me=0, 6 p’+mec=0, (4.20)

donde cualquiera de las dos ecuaciones satisface a:

P'p, —mic® = 0. (4.21)

Pero no pasa igual cuando las componentes espaciales son incluidas, en este caso:

P'p—m?*c? = (B7p. —me) (Y pa+mc) = B pepr — mefp. +meX p, —m?c?, (4.22)

donde al hacer el cambio en el segundo término 5 — & da:

P'p, — m*c = By papy — mefp, + mey p, — mic?

2.2

L o (4.23)
= [ pepr — me(fT — " )p. — m*c,

y dado que no se quieren términos lineales en p,, se hace 5% = 4", de manera que la ecuacion
(4.23) queda de la forma:

2 2 2

P'pu — mPc® = " papy — mPc?, (4.24)

en la cual se identifica del lado izquierdo de la igualdad que:

PPy = 9" Dby = 97 pabi, (4.25)

donde se han renombrado los indices asi:  — k' y v — . Por lo tanto la ecuacién (4.24) se
escribe asi:

9" PP = 7" Dip (4.26)
la cual se organiza asi:
R 2 SN e 2 2

(Y = g™ pepr = — = + 5 — " pena =0, (4.27)

ahora, si se redefinen en el segundo término de la derecha los indices x = A se tiene:

KA A K
TV PP VY PAPk &
+ — ¢"'pupr = 0,
2 2
1

3 (VY papr + Y ap) — 9 papr = 0,

(V" + " = 29" )peps = 0, (4.28)

y dado que los momentos se han escogido de tal manera que sean diferentes de cero, entonces
la Unica posibilidad es que:
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VY = 20" =0,
Vi + Py = 29", (4.29)

donde al aplicar el dlgebra de anticonmutadores queda:

{77, 7} = 2¢™. (4.30)

Si las v" son matrices, entonces hay soluciones no triviales a esta ecuaciéon. Aqui es impo-
retante dar a conocer que los cdlculos posteriores se van a hacer en la base de masas y no
en la base quiral, entonces se tiene un conjunto de matrices que satisfacen esta relacion de

conmutacion son:
1 0 , 0 ot
0 __ 2%X2 i
7 - < 0 _12><2> 1] fy - (_Uz' O) ) (431)

donde las ¢% con i = 1, 2, 3, son las matrices de Pauli, que se reprentan como:

. (0 1 (0 —i . (1 0
a—(l O)’ ay—(i O)’ 0—(0 _1). (4.32)

Con estds matrices es posible resolver la ecuacion:

p'p, — m2c® = (Y*px — mc) (7’\p,\ + mc) =0, (4.33)

y para que se satisfaga la ecuacion es costumbre escoger:

Y'pr —me =0, (4.34)

donde al hacer la sustitucién p, — 7h0,, y aplicando la misma a la funcién de onda se obtiene:

1hy"0,¥ — mc¥ = 0, (4.35)

la cual, si se usan las unidades naturales de Plank da:

"0, ¥ —mV¥ = 0, (4.36)

siendo esta la Ecuacion de Dirac, la cual es matricial y que escrita de una forma mas compacta
es:

(iv*0, — m)¥ = 0, (4.37)

o con sus indices explicitos:

(iv*0, —ml)ap¥p =0, con a,f=1,234. (4.38)
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4.2.2. Soluciones para la ecuacion de Dirac

Dado que la funcién de onda ¥ depende de coordenadas espaciales y temporales, asi ¥ =
U(t,x,y, z), se va a comenzar por estudiar el caso donde ésta es independiente de la posicion,
de modo que ¥ = W(t), por lo tanto:

Oy= = — — — — — — ==, (4.39)

lo que es equivalente a decir que:
0 .
25\11 =p¥ =0 =123 (4.40)

Entonces, p; = 0 6 p'= 0, es decir, la particula esta en reposo. Por consiguiente la ecuacién
de Dirac se reduce a:

0
VO — U —mV¥ =0 4.41
iy’ U = ml =0, (4.41)
siendo su representacion matricial explicita de la siguiente manera:
10 0 0 1000
o1 0 o01]290 01 00
o 0 21 o E\P_m 0010 v =0, (4.42)
00 0 -1 0001
donde ademas:
U1
Vs
U= , 4.43
¥s 4
Vs

y se define el concepto de espinor como una funcién de onda de dos componentes, llamandose
a 14 la componente superior o up y a ¢z la componente inferior o down, asi:

wl) (#@)
= = . 4.44
,QDA (¢2 ) 1/]3 77Z)4 ( )
De modo que la ecuacién (4.42)) toma la forma:
. 12><2 0 at@bA ¢A
— =0 4.45
: ( 0 —1M) (fwB M\ ) =0 (443)
en la cual se ha denotado:
0
O = —. 4.46
=5 (4.46)

De la ecuacién (@.45)) resultan dos componentes:
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.0
ZEI/)A — mIDA = O, (447)

0
ZaiﬁB +myp =0, (4.48)

que tienen como soluciones particulares:

Ya = e "Pu(0), (4.49)
Vg = e ™Pp(0). (4.50)

Claramente las soluciones et representan estados con energia negativa £ ~ —m y, dado
que, A = 1,2. y B = 3,4., entonces hay cuatro soluciones para la ecuaciéon de Dirac con
p = 0 cuya valor de la normalizacién N se encuentra en el apéndice

77D(l) — Ne—imt ’ ¢(2) _ Ne—imt

(4.51)

w(B) _ N€+imt 1/}(4) — NeJrimt

?

O R OO OO o
_—o OO OO~ Oo

A las soluciones 1) y ¢)¥), con energia negativa, se las interpreta como antiparticulas con
energfa positiva y las otras,s)() y 1(?), son para las particulas, pero ambas, particulas y anti-
particulas, con espin de 1/2. Es de resaltar que la ecuacion de Dirac no describe nada mas una
sola particula sino que describe a dos. De acuerdo con [44] la interpretacion fenomenoldgica
que mejor se adectua es la de entender al espinor como un campo y al cuadrado de su norma
como la medida del nimero de particulas a encontrar en un determinado punto.

En siguiente paso es obtener soluciones de onda planas que son el caso mas simple. Si:

() = Ne ™ ou(k), (4.52)

donde £, es un cuadrimomento y N la constante de normalizacion; y si se deriva a 1(z)
respecto de x* se tiene:
D, (x) = —ik,Ne " u(k),

Db(x) = —ik, (),
B = —ik, . (4.53)

De otro lado, usando la Ecuacion de Dirac:

i 0, — mip = 0, (4.54)
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se puede hacer por comparacion de la ecuacion anterior y (4.53)):

iy (—ikup) —my =0,
VWt —my =0,
Yk ae”* T u(k) — mae”* T u(k) = 0,
Whyu(k) —mu(k) =0,
(" — m)u(k) = 0,

(vk, —m)u =0, (4.55)

llegando esta ecuacion a ser conocida la ecuacion de Dirac en el espacio de momentos. Aho-
ra bien, si u(k) satisface la ecuacion anterior, entonces v satisface la ecuacién de Dirac.
Ademads, es de tener en cuenta que la forma matricial de u tiene dos componentes: w4 y up,
que a su vez representan cada una dos componentes, up y down, respectivamente. De modo

que analizando a (4.55) en su forma matricial explicita se tiene:

(1 0 -~ 0 ¢ m 0
© — 0 _ L. —
(k, —ml)u = _<O 1) k° —k (_5, 0) (O

- 0 + -m —k-7 Ug
o 0 —k° EO_: —-m up

(4.56)
B E—m —k-F Uy
k-d —kK'—m]) \ug/"
Del resultado anterior se obtienen las ecuaciones:
(K —m)uy = k - Gugp, (4.57)
k- Gua = (K +m)ug, (4.58)
y se sigue de (4.57) y (4.58)), respectivamente:
k-G
Uy = 0 muB, 4.59)
k-G
) 4.60
UB = 15 A (4.60)
Reemplazando up en u 4, se obtiene:
k-¢  k-¢&
Upg = Ua,
L0 _ L0
(k-5)°

(k9)2 — m? uA-
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Ahora, tomando el numerador de la anterior ecuacién y expresdndolo de forma matricial
resulta:

“\ky+ik, ko ) \ko+ik, —k. '

k, + k2 — (ik,)? 0
0 k2 — (ik,)? + k2

(ko K2+ K2 0
B 0 k4 ky+kZ)

concluyendo desde el numerador que:

o k20 oo (10
(k-3)? = <|0| !75|2> = |k[? (0 1). (4.63)

De este modo u 4 puede escribirse como:
P
(k9)2 — m? A

y al multiplicar amos lados de la anterior ecuacién por u ;' se tiene que:

Ug = (4.64)

k2
(kO)Q —m2

FP = (1) — i,

=1,

(K°)? — [k = m?, (4.65)
concluyendo del anterior resultado la siguiente ecuacion:

k'K, =m?, (4.66)

de manera que para que v(x) = e**%y(z) satisfaga la ecuacién de Dirac, k* tiene que ser el
cuadrimomento con momento al cuadrado igual a m?, escrito de otra manera:

E* = +pH, (4.67)

donde la solucién positiva va ligada a los estados de particulas y la solucidn negativa va ligada
a los estados de antiparticulas.
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A continuacidn se pueden construir cuatro soluciones independientes de la ecuacion de Dirac,

la primera usando a uy4 con los valores:

y sustituyéndola en:

donde ademads se tiene en cuenta que:
ﬁ6:< pz. p:p_zpy)’
Pz + 1Dy —P:z
llega a resultar la primera solucién independiente asi:
ug = 1 ( Pz Pz — Zpy) (1>
po +m \Pz + Z-py —Pz 0
1

_ j28
0 +m (px + ipy> ’

siendo que p° = £

1 P
ug = ) .
B E+m \p: +1py

De igual forma se puede demostrar que:

s Siuyes: X
o 0 o pw_lpy
UA_(l)’ uB_E+m< —p- )
» Siuges:
up = 1 Uy = 1 P=
B=No) AT E—m \pet+ip, )
s Siuges:

. O o 1 pz_ipy
() e ()

(4.68)

(4.69)

(4.70)

4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

4.75)

Se ha de tener en cuenta que cuando se defini6 a uy4, se tomd la solucién para particulas
k* = p* con p® > 0y cuando se definié up se tomd la solucién para antiparticulas k* = —p*
con —p° < 0 obligando a tomar el signo menos. Para que esto sea consistente es necesario

normalizar los espinores de manera que:

(4.76)
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donde:

oy ul=(a" By ), 4.77)

2 @R

por lo que:

ulu = |af? + |82 + |72 + 6], (4.78)

obteniendo como consecuencia las cuatro soluciones que siguen:

1 0
0 1
u =N o |, v@P=N|pin |, (4.79)
E+m E+m
PerZ;Uy —Pz
E+m E+m
Pz Pz —1py
E—m E—m
Perlpy —Pz
u® =N Eim , u® =N E6m 7 (4.80)
0 1

donde N es una constante de normalizacién. Es importante ver que las soluciones u(!) y u(?
son consistentes y que las otras, u® y u(¥) no, porque tienen energias negativas, lo cual re-
quiere una nueva interpretacién, lo que llevard a redefinirlas como v") y v(?) haciendo las
consideraciones fisicas que viene ahora. Anteriormente se habia dicho que las cantidades
y p corresponden fisicamente a la energia y el momento de una particula, particularmente los
estados del electrén, lo cual es cierto para u(!) y u(?, pero en el caso de u® y u® no se
puede interprentar de la misma forma, pues no hay energias negativas, por lo que la manera
adecuada de tratar este resultado es interpretando el signo menos como una antiparticula, en
particular como estados de los positrones. La cuestion de expresar la solucion de los positro-
nes se resuelve haciendo un cambio de signos, tal que la funcién de onda puede escribirse
asf:

(7, t) = ae’ PPy (— B, —p).
De acuerdo con la interpretacion de Feynman-Stiickelberg, la cual sugiere que una solucién
de energia negativa se puede entender como una particula de energia negativa que se propaga
hacia atras en el tiempo o, de igual manera, como una antiparticula con energia positiva que

se propaga hacia adelante en el tiempo, se definen los espinores v = Nu®(—E, —p) y
v?) = —Nu®(—E, —p), por lo tanto:

—pw+ipy pw—ipy
—E—m E+m
_ Pz — Pz
v = Nu(—E, —p) = N fEOfm =N Eam : (4.81)

1 1
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_—Pz Pz
—E—-m E+m
—Pz—1py Pz +1py
v? = —Nu®(—E, —p) = —N B | = =N [ B (4.82)
0 0

Es decir, los espinores u(!) y u(? representan los dos estados de espin de los electrones con
energia £y momento 7'y los espinores v y v(?) representan los dos estados de espin de los
positrones con energia £ 'y momento p. Ya con esto definido se puede encontrar la constante
de normalizacion, cuyo célculo se encuentra en el apéndice |Al y la cual es igual a:

N =VE +m. (4.83)

En consecuencia, las funciones de onda para los estados de particula y antiparticula serdn
respectivamente:

Y = ae” Py, (4.84)
P = ae v, (4.85)

y de las ecuaciones (4.53) y se obtienen dos ecuaciones de Dirac, una para particulas
y otra para antiparticulas, respectivamente:

YWk, —m)u=0 — (¥"p,—m)u=0, (4.86)

(Vhky—mu=0 = (H(=p)—mpv=0 — ('pu+mjv=0, (487

es decir, las ecuaciones de Dirac se satisfacen en el espacio de momentos, y en resumen:

(Y"py — m)u = 0, (4.88)
(V'p, + m)v = 0. (4.89)

4.2.3. Covariantes bilineales

A pesar de que los espinores de Dirac tienen la forma de un cuadrivector sus componentes no
transforman como tal cuando se va de un sistema inecial a otro. Sea un sistema que se mueve
con velocidad v en la direccion z, la regla de transformacion es:

=P = 5, (4.90)
donde S es una matrix de transformacion con tamafio 4 x 4, cuyas componentes son:
5= (aﬂm a1 ) 4.91)
a-01x1 aylaxs

siendo:
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) 1
4y = i\ﬂT, donde 7y = ———. (4.92)

Esta matriz no es ortogonal ni unitaria, es decir:

StS =« ( L2z _%”1) 1, (4.93)
—:01 IE3S
lo que implica que el producto de los siguientes espinores no es invariante:
(2
o=l = (0t v ep e [ 2] 494)
V4

A partir de la la regla de transformacién se puede hacer el producto de un espinor
de Dirac en un marco de referencia de coordenadas x’ por otro en el mismo marco pero
traspuesto conjugado, asi:

(W' = (Su)T(Sv) = ¥TSTSy, (4.95)

por lo tanto el producto de un espinor de Dirac en un marco de referencia de coordenadas 2’
con otro espinor de Dirac en el mismo marco de referencia, pero traspuesto conjugado, no es
invariante, eso por (4.93). Una de las propiedades que satisface .S es:

S1~08 = A0, (4.96)

Para poder continuar es necesario definir el espinor de Dirac adjunto como:

10 0 O
e () B OOl el (T T S ) I )
00 0 -1

cuyas consecuencias son inmediatas, como se ve a continuacion, cuando se hace el produc-
to de un espinor de Dirac y otro espinor, pero adjunto y usando el resultado de la misma
definicion:

Wy
b= (7 5 —v —vi) zij) =[] + [a)? — [¥s]* — |val?, (4.98)
by

siendo el resultado invariante, a esta expresion, donde se suman dos cantidades y se resta la
suma de otras dos se le conoce como escalar de Lorentz. Otra de las consecuencias es que si
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se toma un marco referencia de coordenadas x’ y si a esto le sigue la regla de transformacion
(4.90) en conjunto con la definicion (4.96) resulta:

(W) = ' =10 = (Sy)T70Sy = ¢TSTH0SY = Yy Py = Py, (4.99)

la cual es una cantidad escalar y ademads invariante relativista.

De otro lado es importante definir lo que son las cantidades escalares y las cantidades pseu-
doescalares. Siendo clasificadas de acuerdo a como transforman bajo paridad. Si ocurre que:

P (ZU,y, Z) — (—ZU, —-Y, _Z)a (4100)

entonces se dice que son cantidades pseudoescalares y si no cambian de signo bajo la trans-
formacion de paridad, entonces son escalares. Es necesario estudiar si los espinores de Dirac
o cantidades que los involucran transforman o no bajo paridad y cémo lo hacen , tal sea el
caso de 1) Aparte de eso se hace necesario exigir la covarianza de Lorentz de la ecuacién
de Dirac, es decir:

("0, —m)p =0  — ("9, —m)y’ =0, (4.101)

aqui se va a aplicar la regla de transformacion (4.90) y ademads, se debe tener en cuenta que la
derivada parcial covariante que implicitamente involucra una transformacion de coordenadas:

r @a:” 8 . 1\ v a . 1\ v
b= gy = W) g = (W) 0 (4.102)

Al sustituir estos resultados en la parte derecha de la ecuacion (4.101)) se tiene:

(iy™(A71), 0, —m)Sy =0, (4.103)

si se multiplica a la ecuacién anterior por SS~! en su lado izquierdo resulta:

SS~Hiy" (A1), 0, —m)Sy =0, (4.104)
SESTIYMS(ATY) 78, —m)Y =0, (4.105)
(iS™'Y"S(A™Y) /8, — m)h =0, (4.106)

donde para que la Ecuacion de Dirac sea invariante ha de exigirse que:
STIYHS(ATY) Y =, (4.107)
y haciendo el renombramiento de indices ';x = ¢/ = p y teniendo en cuenta la siguiente

definicion:

(AT, = A", (4.108)

resulta la ecuacion cuyas cuatro soluciones, debido a que u = v = 0,1, 2, 3., garantizan la
covarianza de Lorentz de la Ecuacion de Dirac:
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STIAMSAY =" (4.109)

Una vez garantizada la covarianza de la Ecuacion de Dirac ya se puede estudiar como trans-
forman bajo paridad los espinores de Dirac. Para ello se parte de las transformaciones impro-
pias de Lorentz, en particular la reflexion espacial:

=/ — /
T =—x t =t.

Esta transformacion, por covarianza, requiere una solucién de la ecuacién (4.109), donde
es posible llevar a cabo la transformaciéon de paridad si solo se toman los elementos de la
diagonal, por tanto la matriz sera:

1 0 0 0

, o -1 0 of_

M=o o 21 o | =9 (4.110)
00 0 -1

Ahora, para la reflexion de coordenadas se hace S = P, por lo tanto la ecuacién (4.109) se
reescribe asf:

Pyt Pg", =, (4.111)

donde la unica posibilidad es que ;. = v, asi que resultan las ecuaciones:

PP =4 =v=0, (4.112)
PNP=—4 u=v=i=123, (4.113)
0 mejor escritas quedan:
P = Py, (4.114)
7P = — Pyt (4.115)

Se evidencia que de las anteriores dos ecuaciones la primera conmuta y la segunda anticon-
muta, por tanto se hace que P = ~". Esto no es una eleccion arbitraria, puesto que en la
Ecuacién de Dirac, cuando se lleva a cabo la reflexion espacial o aplicacion del operador
de paridad la coordenada temporal mantiene su signo mientras que la espacial, al tener que
conmutar 7° con 7, lo cambia, de modo que el espinor de Dirac para ser invariante necesa-
riamente debe cumplir la transformacion:

/

¥ =~%. (4.116)

En base a esto se puede hacer que el siguiente producto de espinores transforme de la siguien-
te manera:
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() = P’ = (') T707% = (7%4) 17090 = iy 7040 =ty Py = dep,  (4.117)

mostrando lo que se habia afirmado antes, que este producto de espinores es invariante bajo
transformacion de paridad y por tanto es una cantidad escalar. Pero no solo hay de este tipo
de cantidades, también las hay cantidades pseudoescalares, axiales, vectoriales y tensoriales,
resultado del sandwich de matrices gamma entre el producto de espinores bilineales que son
formas bilineales linealmente independientes, tal como /> la cual bajo paridad transforma
asf:

n n Il
(7°9) = 979 = (@)% = (V09) %% = 9Ty %
= 17990770 = 9Ty, (4.118)
como v° es:
7 =iy, (4.119)
entonces el producto de v°~° sera:
7" =" % = (1)1 = (= 1)%in
= (=1°(iv"'9*%) = "7, (4.120)
y por tanto al usar este resultado en la ecuacion (4.118)) se obtiene:
(") = =My = =y, (4.121)
donde el signo menos indica que esta cantidad es pseudoescalar. Otra forma bilineal es 1y*1)

la cual se divide en dos casos, uno para . = 0 y otro para i # 0, como se ve a continuacion
cuando transforma:

() = Py’ = (@) = (1%) 10440
= 1707 9% = @iy Y, (4.122)
lo cual resulta en:
tA0~0) — 70 _
v {wwv%:—ww p#0 '
que es como transforma un vector, llaméndose por tanto cantidad vectorial y tiene cuatro
componentes. También estd la forma bilineal yog#”1), la cual hace uso de la definicién:

o = %(’y”’y” —4"y"), donde o™ = (o), (4.124)
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y para demostrar como transforma procedemos asi:

(o) = (W)Y oy = (1°9) N oy = Py 00"y 0y
= P[(=1)(") 1w = b0y, (4.125)

de esta manera se puede ver que la cantidad transformé como un tensor, por tanto se la
conoce como cantidad tensorial. La dltima de las formas bilineales que se pueden construir
es 1y"y51, esta cantidad bajo las transformaciones de Lorentz transforma como vector, y
bajo paridad transforma como:

@7 1s9) = (W) 7 59" = (Y09) 17079570 = DTy 957°¢, (4.126)
donde al usar el resultado antes visto: 79® = —°70, se tiene que:
70
Fedinr 00— (Nt mdinOme s — YY) p=70
Py = (1) sy { A L£O (4.127)

de manera que a esta cantidad se le conoce como un vector axial.
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4.3. El foton

Las ecuaciones de Maxwell determinan los campos eléctricos y magnéticos que son conse-
cuencia directa de la densidad de la densidad de carga p y la densidad de corriente .J. En 1873
J.C. Maxwell propuso las cuatro ecuaciones que condensaron la teoria electromagnética, es-
tas son:

V. E = 4np, (4.128)
V-B=0, (4.129)

OB
VxE+—=0 4.130
X B+ 5 ; ( )
V xB— aa—f = 4r. (4.131)

Las componentes de los campos eléctricos y magnéticos, en notacion relativista, pueden for-
mar un tensor de segundo rango llamado tensor electromagnético que es antisimétrico y esta
definido como sigue:

0 —-E, —E, —E.
E, 0 -B. B,

py
Fr = E, B. o B | (4.132)
E. -B, B, 0
y cumple como se habia dicho antes con:
Fr = —F"k (4.133)

ademds la densidad de corriente y de carga forman parte de un unico cuadrivector que se
escribe asi:

JH=(p,J). (4.134)

Las ecuaciones de Maxwell que son ecuaciones diferenciales pueden formar dos grupos,

@.128)y[A.131) y @.129]y @.130), para clasificarse en homogéneas e inhomogéneas respecti-
vamente. Estos dos grupos, cada uno con dos ecuaciones, se reducen a una ecuacion por cada

grupo en la formulacién covariante, tal como se presenta a continuacion:

0, F" = AmJ”, (4.135)
1 aiuy
Ou (3™ Fru ) = 0. (4.136)

Ahora, si a la ecuacién (4.1335)) se le aplica el operador de divergencia se tiene que:

0,0, F" = 4rd, J",
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1 1
SO0 F" + 50,0, F" = 4md),J". (4.137)

y en el segundo término de lado izquierdo de la ecuacién se hace el cambio en los indices
1 — v, por lo tanto lo anterior queda como:

1 1
SO0, + 20,0, = 470,.J",

1

0,0, (F™ + F"") = 8,J",
0,0, (P + F™) = 0,.]
1
—0,0, (F" — F'") =0,J",
87T ,U«( )

0,J" = 0. (4.138)

Este resultado dice que la divergencia del cuadrivector de corriente es cero, y también lleva
directamente a la ecuacion de continuidad la cual implica la conservacion local de la carga.
De modo que explicitamente:

aJ° oJ'  9p
= 920 + o ot +V.-J=0. (4.139)
De otro lado, para las ecuaciones homogéneas de Maxwell se puede definir un potencial
escalar o vectorial cuyo rotor sea igual al campo magnético, asi:

0, J"

B=VxA (4.140)

lo cual es vilido pues se sigue cumpliendo la ecuacién (#.129) porque la divergencia del rotor
de un potencial vectorial es cero, o mejor:

V- (V x A)=0. (4.141)

De este modo la ecuacién de Faraday-Maxwell o (4.130) puede reescribirse en términos del
potencial A:

vXE+a(VXA)=vXE+Vx%=VX(E+%):O> (4.142)

ot ot ot

y como consecuencia se tiene que el argumento al cual se aplica el rotacional debe ser el
gradiente de algtin potencial escalar que se define como V', de forma que:

0A
~VV =B+ (4.143)
0A
E=-vv -2 4.144
\VAY4 o ( )

La formulacién covariante de las ecuaciones (@.140) y (4.144]) deviene en una reescritura de
F#_por lo tanto:
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Fr = 0orAY — 0" A¥, (4.145)
donde el A* es un cuadripotencial que contiene tanto un potencial escalar como uno vectorial,
asi:

AF = (V A). (4.146)

Y esta formulacién permite una modificacion de la ecuacion (4.133)), la cual queda en térmi-
nos del cuadripotencial A*, de modo que:

0, (9" AY — OV AM) = 4mJ”,

4.147
0, 0" AY — 0,0 A" = 4AnJ”, ( )

quedando mejor organizada de la siguiente forma:
0,0"A” — 0"(0,A") = 4nJ"”. (4.148)

En la teoria electromagnética todo lo que hay son campos eléctricos y magnéticos, es decir,
estos hacen parte de la realidad fisica, pero los potenciales no hacen parte de ella, por lo tanto
son herramientas matematicas. Es posible abstraer a los potenciales escalares y vectoriales en
un Unico cuadrivector A* como anteriormente se lo hizo. A estos potenciales puede sumarse
el gradiente de una funcién cualquiera A = A(z,t) sin que esta transformacion afecte la
invarianza de F'*¥ que a continuacion se va a demostrar. El problema de los potenciales es su
valor indeterminado, y un primer paso para intentar darles un valor es hacer lo que sigue:

AM = AF + VA (4.149)

Esta definicion al aplicarse a /' resulta en:

FIM = gRAY YA
= 0M(AY + VA) — (A" + V)

= QA 4+ VA — AP — 9V (4.150)
= gAY — A
=

lo que indica, tal como se habia argumentado, que el tensor electromagnético es invariante
bajo esta escogencia de potencial. Tal cambio de potenciales que no tiene efecto sobre los
campos se llama transformacion de gauge. Como se quiere dar un peso extra a esta transfor-
macién gauge se va a imponer lo que se conoce como gauge de Lorentz que es:

B, A" =0, 4.151)

lo que permite un cambio en las ecuaciones de Maxwell covariantes e inhomogéneas (4.148))
y simplificarlas todavias mas, asi:
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0" A" = AmJ”,

siendo mejor expresar esta ecuacion con el operador de d’ Alembert de la siguiente forma:

OAY = 4nJ”. (4.152)

Aunque la expresion ya se encuentra bastante reducida todavia no se ha dado un valor fijo
de A" por lo que puede tomar cual se quiera. Y por tanto son posibles mas transformaciones
siempre y cuando la funcién del gauge ) satisfaga la funcién de onda:

U = 0. (4.153)

Sin embargo, todavia el cuadripotencial es indefinido y como consecuencia de esto se dan
muchisimos grados de libertad, por lo que es necesario, para este caso, aiadir otra condicién
con la que se corre el peligro de perder la covarianza de Lorentz de la teoria. Sea el caso del
espacio vacio, donde la densidad de carga y de corriente es nula, se tiene que:

JH =0, (4.154)

logrando con esto que la ecuacién (4.152) sea igual a:

HA” =0, (4.155)

la cual explicitamente sera:

02 2\ 4
Erehe Ve A* = 0. (4.156)

En este punto se aflade la condicién adicional que sujeta el problema a un sistema inercial.
Se toma ;. = 0 en A" y se establece que:

A° =0, (4.157)

y ademads se define el gauge de Coulomb el cual hace que para ;1 = 1,2, 3., se cumpla lo
siguiente:

V-A=0. (4.158)

De otro lado, en el vacio el gauge de Lorentz logra reducir las ecuaciones inhomogéneas
llegando al punto de conseguir una ecuacién de onda (4.155)) sugiriendo que A* es una fun-
cion de onda. Esta funcién es la funcién de onda para un fotén libre que también se puede
relacionar directamente con la ecuacion de Klein-Gordon para una particula sin masa. Para
la ecuacion de Dirac se toman soluciones de onda plana:

A, () = ae”*P)(p), con p"=(E,p), (4.159)

o
donde a es la constante de normalizacién y e,(f) el vector de polarizacién que lleva la infor-

macion de la estructura del espacio de momentos y de los ejes en que va a oscilar el campo



4.3. EL FOTON 37

del fotoén con los estados de polarizacién s = 1, 2.; estos estados son ortogonales entre si,
es decir, e, - ¢@# = 0, y ademds estan normalizados e, - ¢ = —1. Dado que (J = 8,0"
entonces al aplicar este operador en A, (x) da:

0,0 (ae™ """l (p)) =
0, [a(—ip“) —ipx (S)(p)]
a(—ip,)(—ip")e " f)(p) 0,
—apupte P (p) = 0,

de donde se tiene que para los fotones reales su masa en reposo es cero, y como consecuencia
de este hecho:

pup" =0, (4.160)
o también que:
pup" = E*—|p|* =0, (4.161)
siendo evidente la relacion de dispercion del fotdn:

E = |p|. (4.162)
Si ademds se hace uso del gauge de Lorentz (4.151]) resulta que:

Oulac ek (p) = 0,
a(—ip")e Tt (p) = 0,

lo que se cumple si y solo si:
e (p) = 0. (4.163)
Y por ultimo, aplicando el gauge de Coulomb se llega a que:
Or =, (4.164)

€p; =0, (4.165)

lo que implica que el vector de polarizacién e del foton es perpendicular a la direccién de
propagacion del mismo, entonces se dice que el foton libre estd transversalmente polarizado.
Estos vectores de polarizacion satisfacen la relacion de completitud:

> e =4y, (4.166)

s=1,2
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por ejemplo, si se toma la componente ¢ = j = 1y también la componente : = j = 2,
entonces:

S e =6 =1, (4.167)
s=1,2
> e =0p =1, (4.168)
s=1,2

Y si el momento es p = (0,0, p,) el espacio de posibles e es:

e =(1,0,0), (4.169)
e? =(0,1,0), (4.170)

pues ambos satisfacen la ecuacion (@.163]). En este ejercicio se ve como de cuatro soluciones
independientes quedan nada més dos. Una particula de sin masa admite solo dos soluciones
independientes.

4.4. Reglas de Feynman para la electrodinamica cuantica

Las reglas de Feynman para la electrodindmica cuéntica se toman de acuerdo con la referencia
[]. Para calcular la amplitud M asociada a algin diagrama de Feynman en particular se
procede de acuerdo con las siguientes reglas:

1. Notacién: para cada linea externa se asocia un momento pi, po, ..., p, Y s€ dibuja una
flecha en la direccidn positiva del tiempo. A cada linea interna se asocia un momento
41,92, ---,qn y se dibuja una flecha al lado de la linea que indique la direccién posivita
asignada arbitrariamente.

2. Lineas externas: las lineas externas aportan factores de la siguiente manera:

entrantes : —»—e : 1
salientes : e—»—: 1

Electrones : {

entrantes : —<e—e : v

Positrones : .
salientes : e—=4—:v

Fotones - entrantes :  VVVV\ .
| salientes: $VVVW\: ¢

3. Factores de vértice: cada vértice contribuye con un factor:
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donde la constante de acoplamiento adimensional g. esta relacionada con la carga del
electrén asi:

47
ge = €\ — = Vdma.
he
4. Propagadores: cada linea interna contribuye con un factor de la forma:

= Electrones y positrones:

Y

i(v*qu) +m
g% —m?

s Fotones:

o ".q.uu
2

q

5. Conservacion de energia y momento: para cada vértice se escribe una funcion delta de
la forma:

(271')454(1{?1 + k?g + ]{?3)7

donde las £ son tres cuadrimomentos que llegan al vértice (si una flecha apunta hacia
afuera, entonces el cuadrimomento £ lleva un signo menos).
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6. Integrar sobre los momentos internos: por cada momento interno se escribe el factor:

d*q
(2m)*’

y se integra.

7. Cancelar la funcién delta: el resultado incluira el factor § global:

2m)* 6% (pr + pa + o 4+ pn),

correspondiente a la conservacion total de energia-momento. Al cancelar este factor y
multiplicar por ¢ lo que queda es M.

8. Antisimetrizacion: incluir un signo menos en los diagramas que difieren solo por un
intercambio de dos electrones o positrones entrando o saliento o de un electron entrante
con un positron saliente o al contrario, un positron entrante y un electron saliente.



Capitulo 5

Calculos de g-2 a un loop

La ecuacion de Dirac no solo predice la existencia de las antiparticulas, también predice una
propiedad udnica de la fisica cudntica y que no tiene una cantidad con la cual compararla en
la fisica cldsica, esta es el momento magnético angular de espin. Tal caracteristica de las
particulas se pudo ver por vez primera en el experimento de Stern y Gerlach [29], donde al
disparar un haz colimado de atomos neutros de plata hacia un campo magnético perpendicular
(2), el cual atravezaban, estos se desviaban y se agrupaban en dos puntos sobre la pantalla.
Desde la mecdnica cudntica no relativista y menos aun de la mecénica cldsica, no se tenia
ningln fundamento tedrico para explicar el fendmeno, por lo que hasta el momento se tenia
que:

i= ()L (5.1)
2m

Hasta 1928, solo Uhlenbeck y Goudsmith habian sugerido un momento magnético de un
magnetén de Bohr y el momento angular de espin igual a medio cuanto de energia. Sin
embargo, solo se llegd a demostrar en la segunda parte del articulo The Quantum Theory of
the Electron II de Dirac [21]. El momento magnético angular intrinseco de una particula con
medio espin era el doble del esperado en la fisica clésica:

d e ~

u=20—)& (5.2)
2m

donde S es una cantidad asociada al momento angular intrinseco de giro de las particulas.

Esto a cominmente se expresa en términos de que la relacion giromagnética g = 2:

ﬁzg@i>§ (5.3)

2m

Pero no todo terminé alli, durante la cuantizacion de la electrodinamica se predijeron expe-
rimentalmente fluctuaciones cudnticas que desviaban el valor del momento magnético angu-
lar intrinseco de espin debido a que habian discrepancias en la medida de la constante de
estructura fina lo cual indirectamente afectaba a la constante g, de modo que en articulos
como [15] [16] demostraron que g = 2 era ahora g — 2 # 0. Citando textualmente a Bethe:
Schwinger, Weisskopfy Oppenheimer han sugerido que una posible explicacion podria ser el

41
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cambio de niveles de energia por la interaccion del electron con el campo de radiacion; es
decir, ya se habian comenzado labores para dar una explicacion tedrica a la anomalia.

5.1. g-2 en el modelo estandar

Después de la determinacion del momento magnético andmalo del electrén en 1948 por parte
de Schwinger, Feynman y Tomonaga, y su confirmacién experimental por parte de Foley y
Kusch, Leén Lederman impulsé la idea de un nuevo experimento, pero esta vez haciendo
uso de muones, sabiendo que al tratarse de particulas més pesadas el campo de las mismas
tendria mayor efecto en sus propiedades. En 1958, Lederman se reuni6 con Gilberto Ber-
nardini, director de investigacion del CERN y le propuso el disefio para medir el g — 2 con
alta precision, haciendo uso de la desintegracion de piones polarizados que tienen la venta-
ja de que sus espines apuntan en la misma direccion permitiendo, cuando ya se los tienen
muones en el acelerador, calcular alguna desviacion de los mismos gracias a la violacién de
paridad que se observa en la direccion en que salen los electrones que son consecuencia de la
desintegracion de los muones.

Muons are fed

Muons are into a uniform,
tiny magnets doughnut-shaped
spinning on magnetic filed )
axis like tops. and travel in a circle. ﬁﬁzrn?:‘:;if‘":;z
JU ﬁég / / changes by 12,
o =~ [ : yet it keeps on traveling
... v D o= 0 * —p N in the same direction.
) J ﬁ
Hit ) ﬁ
Target.
Protons Pions, weighing Pions decay
from AGS. 1/6 proton, to muons.
are created.
One of 24 detectors
see an electron, giving After circling the ring
the muon spin direction; many times, muons
g-2 is this angle, divided spontaneously decay to
by the magnetic field the electron, (plus neutrinos,)
muon is traveling through in the direction of the muon spin.
in the ring.

Figura 5.1: Esbozo del experimento g-2 propuesto por Lederman para el CERN donde se
disparan piones cargados y polarizados que se desintegran en muones también polarizados.
Imagen tomada de la pagina web de la colaboracién BNL.

A pesar de que el experimento fue propuesto en 1958 solo se evidenciaron sus resultados en

1978 [11]. Los resultados tedricos ya habian mejorado mucho, de modo que el (g — 2)/2
calculado era:

a;” = 1165921(8.3) x 107, (5.4)
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con una confirmacién experimental igual a:

at™ = 1165924(8.5) x 10~ (7ppm). (5.5)

Aunque aqui aparece una pequeia discrepancia, se cred en principio que se requeria mayor
precision en el experimento, pero no dejé de pensarse que se debia a efectos de interacciones
débiles o el acoplamiento andmalo del mudn, bosones pesados neutros, contribuciones exoti-
cas o modificaciones que debian hacerse en la EC. Para cerrar la discusion se llevo a cabo
un nuevo experimento llamado (BNL) Muon E821 en el Brookhaven National Laboratory
(BNL) con una precision veinte veces que la medida de 1978, y comenzé a tomar datos en
1997 concluyénsose con su andlisis y resultados en 2006 [13]], se obtuvo:

a™ = 11659185.7(8.0) x 107'°(0.69ppm), (5.6)

o

con un resultado experimental igual a:

at™ = 11659208.0(6.3) x 10~'°(0.54ppm). (5.7)

Existen dos resultados tedricos con los que se debe comparar, que representan dos evaluacio-
nes ligeramente diferentes basadas en e~ y e de la contribucién de la polarizacién del vacio
hadrénico de orden principal. La expectativa tedrica debe compararse con nuestro resultado
experimental. Pero esta vez ya se hace més evidente la anomalia, con una significancia en la
desviacion estandar de 2.20 a 2.70. Y si la contribucion débil no se tiene en cuenta, entonces
la significancia de la desviacion estdndar aumenta a 3.70 y 4.30. Esto indica que no se han
tenido en cuenta todas las correcciones radiativas posibles y que existe una estructura de fon-
do que causa perturbaciones el muén.

El actual estado del arte [6] se defini6 en el altimo experimento que tuvo lugar en el FermiLab
con la ventaja de que en el se puede producir un haz de muones mas puro, aqui los resultados
finales salieron a la luz en el 2021 [2], y fueron:

ai™ = 116591810(43) x 10~"(0.37ppm), (5.8)

con un resultado experimental igual a:
at™ = 116592061 (41) x 10""(0.35ppm). (5.9)

cuyas consecuencias son enormes, pues la desviacion esta vez es de 4,20, lo que indica fisica
mas alld del modelo estindar y la necesidad de profundizar en el estudio de los leptones car-
gados. El aiM resultado de las contribuciones de la EC y las interacciones débiles y fuertes,
se define asi:

SM _ _EC debil hadronica
a,” =a, +a,  +a, . (5.10)
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Y [T A "o

m
QED Weak Hadronie

Figura 5.2: Correcciones en SM a orden mas bajo para a,,.

5.2. Calculo del g-2 del muoén a un loop en el ME.

El cdlculo del momento magnético tiene un aporte a nivel arbol e infinitos aportes a nivel de
loops, tal como se ve en la siguiente figura que ha sido tomada de [40]:

Figura 5.3: EC (correcciones radiativas): contribuciones a nivel arbol y a nivel de loops.

El estudio que corresponde al trabajo se centra al calculo del momento magnético a un loop.
Por lo tanto se va a considerar el diagrama:
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Figura 5.4: Representacion diagramética de la amplitud en el proceso ;1 — 1y en presencia
de un foton.

De las reglas de Feynman para la EC tenemos que:

= Hay tres momentos internos, por lo tanto los propagadores son:

iK' +m)
2 9, 5.11
k' —m?2 + e 11
i(K+m)
—_— 5.12
k? —m? + i€’ (5-12)
_Zgljp
. 5.13
q/Q + je ( )
= Y cada vértice implica que:
2m)*6*(p — k — ¢)(—ien"), (5.14)
(2m)4 6% (k + q — K')(—iey"), (5.15)
(2m)*o* (¢ + K — p')(—ien”). (5.16)
= E integrando sobre cada momento indeterminado del loop:
4 7
i (5.17)

(2m)t
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d'k

o (5.18)
dk

o (5.19)

= Y para poder cancelar la funcién delta en el numerador en el calculo de la amplitud se
tiene que incluir el factor que corresponde a la conservacion total de los momentos en
el denominador.

(2m)*0* (g +p— D). (5.20)

La amplitud para la dispersion de muones es:

. Lo L
iM = ie® [u(p' )" (0", p)u(p)] e [a(k ) yuu(k)], (5.21)
donde a nivel arbol:
[H =AM, (5.22)
pero a un loop ¢:
It =~ 6T, (5.23)
como la suma de los diagramas de vértice es:
—iel™, (5.24)
entonces:
—el" = —iey” —iedTH, (5.25)
asi que:
u(p ) (p', p)u(p), (5.26)
queda:
—ieu(p)I"(p', p)u(p) = —ieu(p')y"(p', p)ulp) — ieu(p)oT" (p', p)u(p), (5.27)

siendo de principal interés calcular la cantidad no trivial 4 que representa la anomalia del
momento magnético del muon. Por lo tanto:

—ieu(p’)sI"(p', p)u(p), (5.28)

se puede calcular usando las reglas de Feynman y es el que corresponde a la contribucién
de un loop a la funcién de vértice del muén; de otro lado a w(p')oT*(p/, p)u(p), al cual
llamaremos de ahora en adelante como 1,y 5FZ, plUp’
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k% —m? e m? + i€ q? + ic
(2#)454(]) k — 27r)454(k +q— k;’)(27r)454(q +k —p) dq d  d*k
(2m)* (2m)* (2m)*

(5.29)

Dado que en el diagrama ¢’ = p — k entonces podemos integral sobre la variable ¢’, de modo
que:

K +m) ¥ +m) g
_ /(SFM, — 3// AV ( 4 P vp
Up 0L pUp € A TeR—— + i KZ—m2+tic! (p—Fk)*+ i ?

2m) 64k + g — K)(2m) 0% (p — k + k' — pf) d%' d'k

. (5.30
Gn m O
El siguiente paso es integrar sobre k' = k + ¢, asi:
K +m) (K +m) g
STy P u S
Ot LT g —mi e R —mPtic (p— k)P +ie "
2m)4 ot (p — k + k —p) dk
2m)'0 (p—k+k+q—p) (531)

@)t

Se nota que las deltas se pueden simplificar al igual que los (27)* y pasando los términos
constantes de lado derecho al lado izquierdo queda:

, K +m) (K +m) g
t,y 0T, :—2/,” ( " ’ 5
Up' 0% pr ptlp e (lf%—q)z—m?j%e7 kK2 —m?+ie | (p—k?)Z—l-iEup
d*k
0 (5.32)

En la ecuacién (5.32)) se puede reescribir el numerador aplicando las propiedades de las ma-
trices gamma, asi:

YHE A+ m)V K+ m)y, = (VK +m)y (K 4 em)

5.33
= VKA Ky, + VKA m A+ my Ky, + mPy Ay, 6-3)

y teniendo en cuenta que:
VA = =2, (5.34)

VKA Ky, = =2k K (5.35)
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P = 497, (5.36)
entonces (5.33)) queda:
VK A+ m) K+ m)y, = =29 K+ my” (B + A K)y — 2mPr. (5.37)

Para el segundo término del lado derecho de la ecuacion (5.37) se hace:

my’ Ky + " K) v = m(y" Y ke v + V' k), (5.38)
donde al aplicar la ecuacion (5.36)) resulta:
my’ (K" + 1K), = m(dg"k; + 497 ke)

— dm (k" 4 k) (5.39)
=4m(k' + k)",

de manera que la ecuacion (5.37) se escribe como:

VK A m)y K+ m)y, = —269"K + Am(K + k)F — 2mPqyH

5.40
= 2[Ky"K — 2m(k' + k)" + m*y*], 40
al sustituir este resultado (5.40[en (5.32) obtenemos:
I o [ —2[KyHK — 2m(k' + k)* + m2yH] d*k
Uy 0Ly yup = —ie” [ iy 2 _ 2 & iellk2 —m2 + 34 Z 102 & 6] P o)A
[(k+q)? —m? + i€][k* — m? + i€][(p — k) + ie] " (2)
(5.41)
organizando finalmente (5.41)) queda:
™ 7y ! m 2.1 4
Ty 0T, = 22'62/ dy K3 K — 2K+ R) iy, dk (5.42)
PP [(k —p)? +ie][(k + q)> — m? + i€|[k? — m? + ie] (27)*

La evaluacion de esta integral requiere el uso de tecnologia computacional conocida como
los Pardmetros de Feynman.

5.2.1. Parametros de Feynman

Feynman desarroll6 este truco con el objetivo de facilitar la solucidn de las integrales que
aparecen seguidamente en la electrodindmica cudntica, y eso es justo lo que dice de este
método [26]. Se debe reacomodar el denominador en una expresiéon mas simple usando los
parametros de Feynman que como se verd mas adelante reducira los tres factores a uno solo
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de potencia igual a tres para que luego se pueda tratar con la rotacion de Wick y que la integral
resultante sea una con simetria esférica. Sea la identidad:

1 1 1 1 1
— = = —1)— 4
AB /0 MEAT (- 0)BP /O dedydle vy =Veae G

que de forma generalizada es:

(n—1)!
(.1'1141 —+ LEQAQ + ...+ iL'nAn)n

1 1
= / dzy..dx,0(zy + ...+, — 1) (5.44)
n 0

A As...

Dado que en el caso de la ecuacion (5.42)) se tiene un polinomio de grado 3 en el denominador,
entonces n = 3, asi que la identidad generalizada (5.44)) se reduce a:

1 (3—1)!
ABC (xA+yB+ 20)%’

por lo tanto el denominador de (5.42) al cual se le aplica esta transformacién queda de la
forma:

(5.45)

1
/ drdydzé(x +y+ 2z —1)
0

1
[(k —p)? +i€][(k + q)? — m? + €] [k2 — m? + i€]

_2/1 d(x +y+z— 1)dedydz (5.46)
o (k2 —m24ie) +y(kr —m24ie) + 2((k—p)2+ie)P
y se define:
1 _2/15(m+y+z—1)dxdydz
[(k —p)2 +id)[(k + q)2 — m2 +ie][k2 —m2 +i] ), D3 ’
(5.47)
donde se hizo:
D = z(k* —m? +ie) + y(K” —m? + i) + z((k — p)? + ie), (5.48)
el cual se puede organizar factorizando los i€ aparte:
D =z(k* —m?) + y(K* —m?) + 2(k — p)* + (z + y + 2)ie, (5.49)
recordando que k' = k + ¢ y estableciendo la condicién x + y + z = 1, se tiene:
D =x(k* —m?) +y((k +q)* —m?) + 2(k — p)* + e, (5.50)

y expandiendo para reorganizar términos:
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D =x(k* —=m?) +y((k +q)> —m?) + 2(k — p)* + ic
=a(k? —mH) +y(k* +2k-q+ ¢ —m?) + 2(k —p)? +ic
= (z+y+2)k — (z +y)m® + 2k(yq — 2p) +yq* + 2p° + ic
=k — (z +y)m® + 2k(qy — pz) + yg* + 2p° + ie,

(5.51)

ahora se va completan cuadrados:

D =k — (z +y)m® + 2k(yq — 2p) + (yq — 2p)* — (yq — 2p)* + yg* + 2p° +ie, (5.52)
quedando:

D =[k+ (yq— zp))* — (x +y)m* — (yqg — 2p)* + yqg° + zp” + ie, (5.53)

y se procede definiendo la siguiente variable:

l=k+yq— 2p, (5.54)

asi que al sustituir la ecuacion (5.54)) en la ecuacion (5.53)) nos da:

D=1~ (z+y)m®— (yqg— 2p)* + yq* + 2p* + ic. (5.55)

Ahora se elige el siguiente término para simplificarlo:

yq* + zp” — (x +y)m® — (yqg — 2p)*. (5.56)

Para simplificar esta expresion se debe tener en cuenta que por conservacion de momento se
satisface que ¢ + p — p’ = 0, asi que:

P =p+q,
2
P =m+q)?
m* =p*+2p-q+ ¢, (5.57)

también, haciendo uso de los momentos externos dentro de la capa de masa se tiene que
2
p? = m?yp'® = m?, resultando:

m*=m*+2p-q+¢°

2 q = —q°. (5.58)

Finalmente, trabajando la ecuacién (5.56)) junto con la ecuacién (5.58)) se obtiene:
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yq® + z2p” — (x +y)m* = (yg — 2p)* = y@® + 2p° — (x + y)m* — (V¢ + yz2q* + 2°p°)
=yq® + 2p° — (z +y)m® — v’ — yzq® — 2°p°
=y*(1—y —2) + z(1 — 2)m* — (1 — 2)m”
=yaq® + (1 - 2)(z — 1)m’
= yzq® — (1 — 2)°m?,
(5.59)

donde por conveniencia y para dejar el resultado tal como aparece en la referencia [40] se
hace:

A = —yzg® + (1 — 2)*m?, (5.60)

con este resultado se escribe de manera mas conveniente la expresion ((5.55)):

D=10—A+ie. (5.61)

Teniendo en cuenta que ¢ es el cuadrado del cuadrimomento de un fotén, que en general
se puede hacer diferente de cero ¢ = p’ — p, ya que no hay ninguna restriccion cinematica
esta diferencia de momentos puede tener cualquier valor, es usual que la energia inicial y
final sean iguales y por lo tanto que q sea un cuadrivector de espacio, es decir, ¢> < 0. Esto
es tipico en procesos dispersivos donde se intercambia un fotén y es lo que se conoce como
canal t. A ap/5fg,’pup se le aplicaron los pardmetros de Feynman en su denominador, lo que
permite reescribirlo de la forma:

1
Uy 01, uy = 2ie? //0 2dxdydzé(z +y+ 2z — 1)

Uy [Ky"K — 2m(K' + k)" + m2y#|u, d*k
D3 2t

(5.62)

Es importante notar que ahora D depende de [, y que [ solo depende de potencias pares de [,
de modo que el integrando es una funcién impar. Como estamos integrando sobre un intervalo
simetrico respecto al origen, entonces la integral es cero:

il I#
/@ﬂqﬁza (5.63)
pero los términos cuadréticos da:
/CMMF_/dH@M2 564
(2m)4 D3 ) (2m)* D3 ’

estas expresiones son realmente identidades, y se definen en [40]. Como el denominador ya
estd en términos de [ es pie de fuerza que el numerador también lo esté, por lo que teniendo
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en cuenta las ecuaciones (5.63) y (5.64) procedemos a simplificarlo a partir de la ecuacién
(5.62), se define:

NF = Ky K — 2m(k' + k) 4+ m>~y*. (5.65)

Recordando que &' = k + gyl = k + yq — zp, y analizando cada término de la ecuacién
(5.65) se procede con:

A K = Ak Ky
= (= yq+ 2p)V"7 (k + q)s
=y — yq + 2p) V"7’ (L = yq + zp + q)s
= YIA"Yls + 7 (—yq + 2p) V" [(1 — y)g + 2p),
= YUl + (—yd + 2Py (L = y)g + 2],

resulta:

KK =51y ls + (—yd + 2p)y"[(1 = y)g + 2. (5.66)

2m(k + k)"

2m(l —yq+zp+q+1—yqg+zp)
2m(2l — 2yq + 2zp + q)*

2m[20 + 2zp + (1 — 2y)q)"

2m(20") 4+ 2m[(1 — 2y)q" + 2zp"],

y aplicando las identidades (5.63)) y

2m(k' + k)* = 2m[(1 — 2y)¢" + 22p"]. (5.67)

Asi el numerador N* queda de la forma:

N* = U ls + (—yg + 2p)y* (1 — y)g + 2p] — 2m[(1 — 2y)g" + 22p"] + m*4*, (5.68)

con el primer término del lado derecho de la ecuacidn (5.68]) se puede aplicar la propiedad de
anticonmutacién de los v:

{7} = 29", (5.69)

se hace:
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P+ = 2",
Y = =+ 29", (5.70)

De modo que el primer término de lado derecho de la ecuacién (5.68) queda:

VLAY ls = ¥l (=77 + 29"l
= [(=~"] + 2¢"°15)
= (=1 +21")
= —v[] + 21"]
= —y"(1)* + 21"
= —"(1)* 4 20", (5.71)

B guellye
=—"()* +2 ( n )

1
= M2+ 5[%“
1

= ——~H?
27 )

concluyendo de aqui que:

1
YVl ls = ‘57”2' (5.72)

Asi que el numerador finalmente no tiene dependencia explicita de £, y se reescribe a partir

de los resultados (5.68) y como:

Nt = _%V“F + (—yg + 2" (1= y)g + 2p] — 2m|(1 — 2y)¢" + 22p"] +m*y*, (5.73)

y Uy 0T, Ju, puede expresarse asi:

iy Now, il
D3 (2m)*

De la integral se procede a calcular el numerador i, N*u,. Este se puede reducir
considerablemente haciendo uso de la invarianza de Lorentz. Dado que I'* transforma como
un vector, entonces debe ser una combinacion lineal de los vectores v*, p'*, p*, ¢"" y que a
su vez son una combinacion de v* y 10¥¢q,,, asi que por conveniencia se va a encontrar la
manera de escribir el numerador de la siguiente manera:

1
Uy T, uy, = 2ie? / / 2dxdydz5(x +y+ 2 — 1) (5.74)
0

=t A+ (" +p*)-B+¢"-C. (5.75)
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La forma (5.75]) solo es posible si se usa la siguiente relacion de anticonmutacion:

Pt = 2pt —AMp, (5.76)

y las ecuaciones de Dirac en el espacio de momentos:

Pup = My, (5.77)
ﬂp’p/ = Uy, (5.78)
Uy g, = 0. (5.79)

Partiendo de la siguiente ecuacion:

1
Uy N*u, = ﬂp/{—éy“ZQ + (—yq + 2p)v"[(1 — y)qg + zp] — 2m[(1 — 2y)q¢"
+ 22p"] + m*y* }u,,  (5.80)

se obtiene siguiendo los pasos del apéndice
1
fy Nty = iy {3 [+ (1= 2)(1 = y)g® + (1= 22 — 22)m?]
+ "+ p)ma(z = 1) +¢" - m(z = 2)(z — y) bup, (5.81)

en la anterior ecuacion se aplica g"I'* = 0, logrando que el término que lleva ¢* se elimine.
Esta operacion se argumenta en el apéndice [C} Asi (5.81) queda:

1
oy NPy = Ty {4 (1= ) (1 = )¢+ (1 = 25 = )
+ (p™ + p")ymz(z — 1) }u,, (5.82)

la cual se organiza convenientemente como:

1
Uy NHu, = ap/{y“[—§l2 +(1—2)(1—y)* + (1 -2z — 2*)m?]

/b 1
+ (p 2‘;7’ ) om2z(z — 1)}uy, (5.83)

ahora se requiere la identidad de Gordon:

(5.84)

o (P i
Uy Y Uy = Uy 5 + o Up,

siendo esta la que permite cambiar el término p'** + p# por uno que involucre o#¥g,,. , por eso
se hace:
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p—nz 7z i
i (Vu _w q”) Uy = Ty (%) Up, (5.85)
y sustituyendo la anterior ecuacion en (5.83), da:

1 o1 g,
By O3+ (L= ) (L= ) (1= 20— ]+ (3% = ) ama (e = 1)

o
i 2m*z(z—1)}u,,

1
ﬂp/{fy“[—éﬂ—i—(l—x)(l — )@+ (1—=22—22)m?|+92m>2(2 — 1) —
io"qy

2m
10" q,
p- 2m*z(1 — 2)}bu,,

2m?z(z —1)}u,,

up/{’y”[—%ﬂ +(1—2)1—y)®+ (1 -2z — 2> )m* +2m?*z(z —1)] —

iy (#1581 —2)(L =) + (1 — 4z + 2)m?] +

y reemplazamos en (5.74)) la ecuacion (B.44) obtenida anteriormente:

1
1
Uy 0T, u, = 2ie? //0 2dxdydzo(z +y + z — 1)121)/{7"[—5[2 +(1—-2)1-19y)¢

g, o 1 dU

+ (1 — 4z + 22)ym?] +
pudiendo escribir el resultado final como:

wotq,
TH(p',p) = Y Fi(q*) +
(b, p) =" Fulq) + =
donde aparecen los factores de forma Fi(q?) y Fz(q?), los cuales corresponden a la carga del
electrén y el momento magnético, respectivamente. Entonces, esta expresion es equivalente
a:

Fy(q), (5.87)

_ n / _ m 2 _ ZO'“Vql,
Uy T (p', p)up = Uy " Fi(q”)up + Uy om

y comparando las ecuaciones (5.86) y (5.88)), se deduce que:

Fy(q*)uy, (5.88)

1
Fi(q?) = 2ie? // drdydzé(x +y + 2z — 1)[—%[2 +(1—2)(1 -y
0

+ (1 —42+22)m?]i a1 (5.89)
D3 (2m)%”
F(Z)—2’2//1ddd5(+ +z2-1) 2(1—)i a1 (5.90)
2(q°) = 2ie i xdydzo(x +y + 2 m°z ZD3(27T)4' .
Como es de interés la anomalia se trabaja a F5(q?)
Fy(q?) = 2ie? /1 drdydz6(z +y + 2z — 1)dm?*z(1 —z)/i a1 (5.91)
2\q”) = . Y Y D3 (27) :
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5.2.2. Rotacion de Wick y eliminacion de divergencias

Tomando la anterior ecuacién (5.91)), se hace notar que el momento [ todavia estd en el espa-
cio de Minkowski:

1 d* d*l 1
/ —_— = / —. (5.92)
D3 (2m)* (2m)* (12 — A + ie)?
Se habia definido durante el cdlculo del denominador que:
D =1%— A +ie, (5.93)

donde [ es un cuadrivector cuyo cuadrado se puede expresar como el cuadrado de la compo-
nente temporal menos el cuadrado de la componente espacial, asi que:

1?2 =12l (5.94)

Es aqui donde se estudian los polos; especialmente los que serdn utiles para definir la rotacién
de Wick. Entonces, son de importancia los [y donde D = 0, asi:

D:l(z)—ll_IQ—A—i—ZG,
0=13 — I’ +yoq® — (1 — 2)*m” + de,

lo = i\/m? —yxq® + (1 — 2)?m? — i, (5.95)

en el anterior resultado se tiene:

A = —yxq® + (1 —2)*>m?* > 0, (5.96)

sabiendo esto se puede continuar. Por lo tanto:

lo = £/ |12 + A — ie, (5.97)

reescribiéndo esta ecuacion (5.97) como:

- 1€
lp = % 24+A) |1 - =
e (i)

- ' (5.98)
~ £/ (]l|>? + A) -t € ,  se hace: €= —
2IP+A 2(112 + A)

~ /(17 + A)(1 - ie),

y redefiniendo € = ¢ la cual tiene como soluciones:
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lo = +\/ (JI]2 + A)(1 —ie), (5.99)
lo = —\/ (JI]2 + A)(1 — ie). (5.100)

Imio]
A
Y
[ ]
> > 3 > R@Il(]l

Figura 5.5: Rotaciéon de Wick: el polo en el segundo cuadrante corresponde a

—+/(|[]2 + A)(1—ie) y el polo en el cuarto cuadrante corresponde a ly = —/ (|I]2 + A)(1—

i€).

Analiticamente se definen las integrales sobre los contornos que se van a llamar C; y Cs:

0 0
0= dly f(l dlyf(l dlyf(lp), 5.101
/0 of(o)+/01 of<o>+/+m of (o) (5.101)
0 —1700
0— / dlof (1) + /C dlof (1) + / dlof (I, (5.102)
oo y 0

Teniendo en cuenta que no hay ningun polo dentro del contorno y que los polos se encuentran
en los cuadrantes inferior izquierdo y superior derecho del plano complejo [y, la integral sobre
el contorno de la figura [5.5|da cero, de ahi que las integrales sobre los ejes reales e imaginario
son iguales y opuestas. Asi al sumar (5.101)) y (5.102), resulta:

“+00 —100
/ dlo f (lo) + / dlo f(lo) =0, (5.103)

0o +i00

también, [y = I§ + il}, donde en el eje vertical [§ = 0, asf [, = il}. De ahi que:
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lomin = +ico = ilg,,., entonces Iy, . = +o0, (5.104)
lomaz = —i0o =il .., entonces [y . = —o0, (5.105)
si se realiza el cambio de variable [ a [
d(ly) = d(ilg) = idly, (5.106)
la integral (5.103) queda:
“+oo —00
|t == [ i)
—00 +o00
resultando:
+o00 +o0
/ dlo f(lo) = / idly f(ilg). (5.107)

lo que se conoce como la rotacion de Wick [S0], la cual permite transformar cantidades del

Espacio de Minkowski al Espacio Euclideo. Si se hace Ij = [ quedan bien definidos:

lo = il%,
f: fE?

donde [E representa que se estd trabajando en el Espacio Euclideo. Si usamos el resultado

(5.107) en la ecuacién (5.92) , tenemos que:

d4l 1 - d3l +o00 ldlE)E
/ (2m)4 (12 — A +ie)® / (2m)* /_OO (2 — A3 (5.108)

notando que la prescripcion de Feynman i€ ya no es necesaria, puesto que la divergencia se
elimin6 cuando se tuvo en cuenta que A > 0, y ademas se hizo [2 = (I5)% + |/|?. De esta

manera:
d*l 1
/(2w)4 E_A) (5.109)

la cual, siguiendo al libro de Peskin y Schroeder [40], tiene por solucioén:

/ o : g : ! (5.110)
(27I')d (Z% — A)m - (47T)2 (m . 1>(m _ 2) Am72’ .
por lo que (5.109) da:
d*l 1 7 11 7
/ (27)% (12 — A)3 T (@Ar)22A T 3RmA’ (5.111)
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y al sustituir este resultado en (5.91)) se obtiene de momento:

1 .
2\ _ 0.2 . 2 . . (4
Fy(q°) = 2ie /0 drdydzd(z +y+ z — 1)dm*z(1 — 2) ( —327T2A) : (5.112)

5.2.3. Cailculo de la correccion radiativa a,,

Si se observa la ecuacion (@]) en ella se encuentra el cuadrado de la carga del electron,
esta constante se puede relacionar con la constante de estructura fina que dice qué tan fuerte
es la interaccion electromagnética entre las particulas elementales cargadas, como lo son el
muon (u), electrén (e) y tau (1), asi:

a=—, (5.113)

por lo que si se reemplaza este valor (5.113)) en (5.112)), da:

1 :
2\ _ o o 2 . _ t
F(q°) = 21(47ra)/0 dedydzé(z +y+ z — 1)dm*z(1 — 2) ( 327T2A> , (5.114)

la cual se organiza para que tome la siguiente forma:

1 1 1 9201 _
Fy(q?) = g/ dx/ dy/ L k) F TSP (5.115)
y al ser evaluada en ¢> = 0 resulta:
a [* ! L oom?2(1 — 2)
F@F=0=—] d d dz—""—"72§ -1 5.116
2(q ) 27T/0 x\/ov y/ov z (1_2)2m2 (l‘+y+Z )7 ( )
es decir:
F5(0) O‘/ld /ld /ld 2 e ty+z—1) (5.117)
b = — €T Y z r+y+z-—1), .
2 Jo 0 0 (1-2)
ahora se reescribe la ecuacién (5.117)) asi:
F5(0) O‘/ld /1(1 /1(1 2 ety+z—1) (5.118)
= — 2 €T T z — .
? 27 Jo 0 Y 0 (1-=2) Y ’

dado que las variables estan evaluadas entre intervalos finitos, entonces debe aplicarse la
siguiente definicion:

/b 5z — t)dz = 0t — a)f(b—t), (5.119)

en el caso de la ecuacion (9.118) setienequet =1 —y — 2,0 =1y a = 0, asi que:
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Fy( 2W/<u/1@91— —@Wy+dﬂ%

dz/ dyf(1 —vy —z)( mt (5.120)

como 1 —y— 2z > (0 entonces, 1 —z > y. Por lo que y estd entre 0 < y < 1 — 2z, concluyendo:

a 1 1—

cuya solucion es trivial:

Finalmente:

ﬁ%@:%% (5.121)

La expresion para el momento magnético del muodn escrita en la forma estdndar es:

i, _g<€)§, (5.122)

2m

donde S es el espin del muén y g es el factor de Landé dado por:

g =2[F,(0) + F(0)] = 2 + 2F(0), (5.123)

el cual, con la ecuacién (5.121), queda como:

g=2+2— =242 (5.124)
27 s
concluyendo:
g=2+2| (5.125)
m
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que es la correcion del factor g del mudn. Este resultado fue obtenido por Schwinger para el
electrén, en 1948 [45, 146, 47]]. Pero en general, para leptones cargados se tiene que:

a=214+a,), (5.126)

donde se define una nueva cantidad, y que es en base a la cual se hacen la mayoria de predic-
ciones experimentales:

a, = —. (5.127)

Aqui se puede dar una primera vision de la primera medida tedrica de Schwinger [45] y
la primera medida experimental obtenida por Foley y Kusch [27] usando el leptén cargado
de primera generacion, el electron. Sin tener en cuenta las contribuciones a mds loops, ni
tampoco las que se deben a las interacciones débiles y al aporte hadrénico el resultado fue:

ateo = 0.001162 (5.128)

Aezp = 0.001145 4= 0.00004. (5.129)

5.3. Correccion a g-2 por un campo escalar

En el modelo estdndar el campo de Higgs no es suficiente para explicar la anomalia expe-
rimental en g-2. Sin embargo, si introducimos un nuevo campo escalar neutro, escogiendo
apropiadamente los acoplamientos y la masa es posible ajustar los datos observados. En esta
seccion calcularemos la contribucién al momento magnético anémalo por un campo escalar
neutro, sin carga débil y sin carga de color.

El célculo de la correccion va a comenzar por hacerse de manera general, de modo que en
lugar de lograr que se reproduzca solo para el mudn, se hard para cualquier lepton cargado
que se va a definir como [. Ahora, con esto claro se procede a observar que si antes de la
interaccion del leptén /; con el campo magnético, este emite una particula escalar neutra y
la reabsorbe mds adelante, como se indica en la figura, entonces la contribucién del campo
escalar en lugar de la del fotén como se vio en el anterior capitulo afectard el valor de la
amplitud total.
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Figura 5.6: Diagrama de Feynman que representa la amplitud del proceso /; — [;7 en pre-
sencia del campo escalar neutro.

Para este caso el campo escalar va a contribuir con el siguiente propagador alli donde el fotén

lo hacia con (5.13):

1 1
= 5.130
(p—k)Q—mi q/2_mi> ( )

donde my es la masa de la particula escalar neutra con la que se trabaja. Ahora, el Lagran-
giano de interaccion para este modelo tiene la forma:

Lins = ga0lily +igh o7l (5.131)
Por la presencia del ~° el acomplamiento izquierdo no es igual al acomplamiento derecho y

por lo tanto no es quiral. Entonces el vértice de interaccién en el diagrama de Feynman que
representa la amplitud se puede inferir de alli:

95 lily +igh oyl = dli(g + ig i)y, (5.132)

y en consecuencia con esto se procede a contruir la integral de la funcion de vértice FZ ' p; que
j7 1

se ve a continuacion:

S sy K A my) iKtmy) g s
_zeup;Fp;7piupi = /up;z(gsl 19,17 )m(—167“)mZ(931+29p1’y )

7; / /
Up,—5— (2m) 0 (p — k — ¢) (2m)* 6" (k + q — k) (2m)*
g —my
1 d*q d*% d*k
4 1 I N ) ‘1
(g +K —p") 2m)i 2n)i (27 (5.133)
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De la integral anterior al organizar los términos constantes del numerador se obtiene:

K +mp)  , (K+my)
K? —m? +ic’ k?—m7 +ie

(glf +igli7")

— ety I, up = e / (9 +ighiy”)

1 / /
Up,—— (2m)* 6 (p — k — ') (2m)*6* (k + ¢ — k)
g —my,
1 diq &K dk
2 464 / E— o=

(5.134)

donde se puede reducir esta expresion de manera andloga a como se hizo en el cédlculo de la
funcidn de vértice del muodn para el calculo de a:

K +my) i (K +my)
(k+q)? —m7 +ie’ k> —mj +ie
1 d*k

P 1

(p— k)" —mg (2)

ap/,F]’,f;,piupi =1 / (931 +igin°) (gt + 19337 Y,

(5.135)

siendo en este punto necesario reacomodar el denominador y numerador, el primero haciendo
uso de los parametros de Feynman y el segundo usando el dlgebra de Dirac.

5.3.1. Calculo del denominador

Para calcular el denominador de (5.135) la herramienta de la que se hard uso a continuacién
serdn los pardmetros de Feynman vistos en el cédlculo del momento magnético andmalo del
muén. Sea:

1
[(k +q)? —mF + ie](k? —mF +ie)[(k — p)> — m + i€]
/ drdydz 6(x+y+z—1) (5.136)
{z[(k —p)? —m +ie] + y(k* — m3} +ie) + 2[(k + q)? — m7 +ie]}3"

donde se hace:

D = z[(k — p)* — mj + ie] + y(k* — m7 +ie) + z[(k 4+ q)* — m} + ie], (5.137)

y que se organiza del siguiente modo:
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D = z[(k — p)> — m} +ie] + y(k* — m} +ie) + z[(k + ¢)* — m + ie]
= z[(k — p)* — mZ] +y(k*> — m7 + z[(k + q)* — m3] + ie
=a(k* =2k -p+p* —m3) +y(k* —m5 + 2(k* + 2k - g+ ¢* — m3) + ic
= k? 4+ 2k(zq — xp) — (y + z)mfc — xmé + ap?® + 2q° + e
= k* 4+ 2k(2q — zp) + (2q — zp)® — (2 — 2p)* — (y + 2)m} — am + ap’
+ 2¢% + ie
= [k + (2q — xp)]2 — (2q — xp)2 —(y+ z)mfc - xmi + ap® + 2¢® + i,

siendo necesario definir el momento que se va a llamar [ y que se va a convertir en el nuevo
momento de integracion:

l=k+ zq — zp, (5.138)

es decir, D deja en este punto de depender del momento £, asi como se observa inmediata-
mente:

D=1~ (2q—ap)?— (y+ z)mfc — xmi + xp® + 2¢* + ie, (5.139)

de aqui se sigue que las otras cantidades en D se pueden simplificar haciendo uso de la
conservacion del momento resultado de la diagramatica, para ello se toman estos términos:

—(2q — xp)? — (y + z)mfc — xmé + ap® + 2¢>. (5.140)

Satisfaciéndose que el momento final p’ es la suma del momento inicial p del leptén y el
momento ¢ debido al fotén incidente sobre el lepton que ha emitido con anterioridad un
campo escalar:

P=p+q
2 2
P ={@+q
=p'+2p-q+ ¢

2
J
2 2 2
mj=m; +2p-q+q

m? —m?—q¢*=2p-q, (5.141)

por lo tanto los términos que se tomaron (5.140) se transforman de manera que se deja de
depender de los momentos inicial y final para tinicamente quedar el momento ¢, tal como
sigue:
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— (2q — xp)* — (y + Z)m?c —am} + ap” + 2¢°
= —(22¢" — 2p - quz + 2°p%) — (y + 2)m}
- mmﬁ) + xm? + 2q°
= —22¢" + xz(mi —mi — ¢*) — °p?
— (y + z)m7 — amj + am? + 2¢*
= —2°¢> + xzm} — xzm — x2¢° — 2*m (5.142)
— (1 — 2)m} — am + am] + 2¢°
=(—z—a+1)2¢+ (—2 — 2+ Dam?
2
2 -
= yzq° + xym? + xzm’ — am}

+ xzm a:mi —(1- x)mff

2
— (1 —x)m5.
A este resultado multiplicado por un signo negativo se lo define como A:

A = —yzq* — zym? — xzm? + xmi +(1- x)m?, (5.143)

a partir de la cual se da la forma final a D, que es:

D =1?— A + e, (5.144)

teniendo en cuenta que para un proceso de dispersion ¢ < 0, y por lo tanto A es positivo y
es el término efectivo de masa.

5.3.2. Calculo del numerador

El numerador por ahora depende de los momentos k y k' que contienen implicitamente a
los momentos que los interesan y que son p, p’ y ¢; para esto es necesario comenzar por
organizar los términos que lo componen teniendo en cuenta las constantes de acoplamiento y
sus simetrias bajo el cambio de indices:

N = (g +ig {7 K + mp)y" (K +my)(glf +iglin®). (5.145)

El primer paso es expandir todos los factores:

N = gl (K +mp)y" (K +myp)gll + gl{ K +mp)y" (K + my)ighn®
+igh A (K + mp)y" K+ mp)gll +ig {7 (K + mp)y" (K +my)ighia®,

y se debe notar que las constantes de acoplamiento con las matrices gamma no tienen rela-
cion, lo que permite el salto de todo el factor sanduchado entre ellas para ponerlas juntas,
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excepto por las matrices 7° que si tienen relaciones de conmutacién con las matrices y*. La
propiedad que define esta relacion es la de anticonmutacién entre las matrices v° y v* de
manera que:

{(7",7°} = 47 4+ 4°4* =0, (5.146)

teniendo en cuenta que de la conmutacién de las matrices v° se obtiene un signo positivo s
el nimero de conmutaciones es par, y un signo negativo si el nimero de conmutaciones es
impar, asi que el numerador N se puede escribir como:

N = g{ gLl A K+ (KP4 K)+mi3y 4+ g ighiv® [—K " K+m g (K" 4 H) —m3A¥]
+igl{ gl Iy Krmp (K "+ K) +miat +igll P ighin® [—K v K+mp (K "+ K) —mEAb).

Por la propiedad de las matrices gamma se sabe que > cumple con:

(v)? =1, (5.147)

resultando el numerador en:

N = gl gLy Kmp (K" 1K) +mia +iv° g gt [—H v K+ (K 4K —m i)
i go] gl KA KA (KA 4+ iy — gl gl =Ky KA mg (K AP+ H) — 3.

Lo que sigue es hacer un estudio de la simetria de los indices de las constantes de acopla-
miento en el Lagrangiano para saber si estas son simétricas o antisimétricas, para ello lo que
se hace es aplicar T a cada uno de los dos términos del L;,; y verificar como se comportan
bajo el cambio de indices:

Lins = g2 olil; +ig ol (5.148)
T/ \‘/_/
B

comenzando por A:

(gholily)t = 1T g% 0 = (14" gle = 114001 g5
= Liligh o = [;(g) T ol = Li(g%) T ol;, (5.149)

se ha demostrado que es simétrico bajo el cambio de indices:

(g)" = gl (5.150)

y haciendo lo mismo para B:
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(ig 3 dliy®l)T = (") (—igh )97l = —illy"+"(g2)) ol
= il;y(gh) ol = iliv"(gh) ol (5.151)

demostrando que igualmente es simétrico bajo el cambio de indices, pues:

- )

(9p1)" = G- (5.152)
Entonces el numerador, después de mostrar la simetria en las constantes de acoplamiento, se
puede ver como:

N = gl gl K + mp K" + 7 K) + min"] + g gl [ KK
+mp (K" + " K) — m] + i g gL WK+ mp (KA + A K) + mi]
— Gl i [—K K A g (K +~7K) — mia*], (5.153)

donde ha de ser necesario arreglar los términos que llevan 79° y los que no lo llevan en dos
grupos:

N = gl gli KA K + mp (KA + 1K) + m2y"] + gl gli KAV K
— mp (A" + 1K) + m3] + iy { g gL KA K A mp (K" + ) + miat
— gl g KA K — my (K" + 7" H) +miAP]}, (5.154)

y se define a cada uno de los términos que acompaiian a las constantes de acoplamiento para
simplificar:

Ny = KK+ my(Ky" +"K) + miy, (5.155)
Ny = K"K — myp(KAy" +~+"K) + miAt, (5.156)

siendo posible con las anteriores expresiones definir una sola, pues todos sus términos son
iguales excepto por un signo, asi:

Ny = Kv"K £ mp(y" +~+"K) + miy*, (5.157)

Este es el numerador, y se debe organizar de tal manera que solo quede en términos de los mo-
mentos p, p, y [, y también que deje de depender del momento k. Para simplificar los calculos
es necesario tener en cuenta que todos los términos que solo tengan x, y, 2z y cantidades de
masa y que llevan como factor a la matriz v* se van a ignorar, pues de la combinacion lineal
en la que se puede expresar a ['* se escoge, como condicidon de renormalizacion, el factor de
forma F(¢?) = 1, que es el correspondiente a la carga eléctrica. La parte que nos interesa es
F5(0), que es la correspondiente al momento magnético anémalo y es la de interés para este
calculo. Por lo tanto se va a volver a definir el numerador una vez mas:
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Ny = Ky K + my (4 + K. (5.158)

La reduccién de Ny se llevé a cabo en el apéndice D]y queda como:

Ny = —x(ym; + zm;) (" + p*) — (£)(1 — 2)ms(p™ + p*). (5.159)

Es necesario organizarlo para compararlo con la identidad de Gordon ([5.85)):

Ny = —[z(ym; + 2my) + (£)(1 — z)my|(p" + p")
2m;

= =G O Py 2mg) + (£)(1 = )my] (5.160)

= —2m; <pm2+pu) [x(ymi + 2m;) + (£)(1 — x)my].

i
En este caso la identidad de Gordon es:

P 11 i
iy (7# e q”) T (p TP ) Up. (5.161)

2m; 2m;

Si se comparan el numerador N con la identidad de Gordon, (5.160) y (5.161])), respectiva-
mente, entonces se tiene que:

i0"q,
Ny = —2m; (711 - )[:p(ymZ + zm;) + (£)(1 — z)my]
i"q, o :
= 2m;[z(ym; + zm;) + (£)(1 — z)my| + términos proporcionales ay",
my

(5.162)

donde es necesario recordar que el aporte de v* no es de interés en este cdlculo. Y para
simplificar se va a definir:

Ay =2mylx(ym; + zmy) + (£)(1 — x)my], (5.163)
Ay =2myz(ym; + zmy) + (+)(1 — z)my], (5.164)
A_ =2m;[xz(ym; + zm;) + (—)(1 — x)my]. (5.165)

De manera que [V, en toda su extension, es:

_ gt o 13 g1 (10" a s 10"
N—931931< 2m; A+) +9p19p1( o A ) +1779 951951 om, Ay

fiogif 10qy

)
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Con este resuldado en las manos, se vuelve a la ecuacién (5.135)) y se la escribe en los nuevos
términos:

1 S e dAl
. o _ —fi fif Y9 4y Up,
up;_Fp;7piupi = 22/0 Sx+y+z 1)dxdydz/up;_g51gsl( o, A+> D" (27)]
1 1Y 4
. i (10" qy u,, dl
+ 21/0 rz+y+z— 1)da:dydz/up 9p19p1( o, A_ )Dp 3 2
! v A . d4l
+ i75{2i/ Sx+y+z— 1)dxdydz/up gﬁgﬁ (w a )
0
ot 7i fif 10" q, Up, 4
— 92 i 0z +y+z— Ddedydz [ Uy g gy Q—WA, D 2yt (- (5.167)

La forma més adecuada de presentar la anterior expresion es:

1 % d4l
~ il - [iotyq, Up,
upijZ, 2 Upi = gligli [22/0 §(x +y+ 2z — 1)dedydz / Uy, (2—WA+) 5’3 W}

! B 1o q, w, d*l
+ gplgp1 [22/ rz+y+z— 1)dxdydz/up; ( A) ng o 4]

)
1 o gy - dil
+ iy {gplgsl {21/ 5(a:+y+z—1)da:dydz/ap; (%A )%p - }
0 (2
1 -
~glig [22/ Sz +y+z— 1)dxdydz/up;_ (M )upl 1} 5.168)
0

2my;
Abhora solo queda comparar con:

iotq,

(g (5.169)

ﬂp/I‘“(p',p)up = ﬂpq“Fl(q2)up + Uy

De aqui es importante resaltar que los términos lineales en v pertenecen al factor de for-
ma F(¢?) y que por renormalizacion se establece que su valor es igual 1. Esto no quita el
hecho de que puedan existir divergencias en el cdlculo del mismo, pero se asume que han
sido corregidas y el factor renormalizado porque el estudio de la carga del electron no esta
contemplado en este trabajo. Por lo tanto si se tiene en cuenta al factor de forma F5(¢?) que
condensa las cuatro expresiones integrales anteriores resulta:

Ay dYl

1
2 _ o _
F(q%) = 2@/0 Mz +y+2z—1)dedydz o (2 i

) " (5.170)
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Haciendo uso del resultado (5.1T1)) se llega a:

! 1 a4
@) =2] A 1 —
5(q%) Z/o O(r+y+z )dxdydz/ D% @2yt
! i

_ /1£5(++—1)ddd
—167T20Aa:y2 rdydz.

El siguiente paso es hacer F5(¢?) = F3(0), de modo que el numerador y denominador explici-
tos se ven como:

1 ! 2m;[z(ym; + zm;) + (£)(1 — z)my]
F5(0) = 4] — 1)dxdyd .
2(0) 167?2/0 (x 4y + 2= 1)dedy Z—xym?—:czm?—l—xmé—ir(l—x)m?
i [ i )+ (£)(1 —
222/ 5(x+y + 2 — )drdyde—Wmi 2y (A —)my
812 J, —xym; — xzmi + am? + (1 — x)m;
2 ! : A +)(1 —
_ M / 5(a 4y + 2 — D dadyde—2mit2my) + () —jmy
8m2m; Jo —zymi — xzm; + xmg + (1 — z)m;
2 1 oy 4 228) + (£)(1 — o) 2L
L dx+y+z—1)dedydz (y;”’ "“2) ( 2)( ), 5
812 Jo —xym; — xzmi +amg + (1 — x)m;

2

2l r(y+ 222) + (£)(1 —z)=L
_m / Sty bz — Ddadyde— 0 T Zm) TEA D),
0

—wym? — xzmf +xmj + (1 —x)m7
(5.172)

872

Con la anterior expresion se ha llegado a la forma que se quiere, esto también con el fin de
poderla comparar con la expresion que aparece en el articulo [38] y que corresponde al caso
de un campo escalar neutro. De tal manera que se ha encontrado el factor de forma tal y como
es para el caso que se busca:

2

1
F5(0) = o / d(x+y+z—1)dvdydz
o —

B @00
zym; — xzmi +amg + (1 —x)mi

82
Se sigue ahora con la organizacién de la integral para reducirla:

1 oy +222) + (£)(1 —2) 2L
Ii—/ x4+ y+z—1)dedydz (2y m) T (2 S (5.174)
0

—xym? — xzm? +axmj + (1 —x)m3

El anterior resultado se lo puede comparar con el obtenido por el articulo de referencia [38]]
de Lindner et al en el apéndice A, expresion A.1 y se debe observar que se ha llegado de
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forma limpia y concisa al mismo. A continuacién deben separarse y hacerse explicitas las
integrales anteriormente implicitas para proceder con el célculo:

I i R dy——"W T Z) F =) 5.175
jE_/0 x/o 2/0 [ty +z- )y—a:ym?—xzm]2~~l—xm?¢+(1—x)mfc (5.175)

Es necesario, para poder seguir, obtener la relacion entre la funcién delta y la funcién de paso,
asf:
b
/ dz—t)de =0(t —a)d(b—1). (5.176)

Donde se tiene que:

t=1—x—2, a=0, b=1. (5.177)

Entonces /. quedard como:

w(y +2t) + (H)(1 —2) 7t
Ii_/ézc—l—y%—z—l)da:dydz 5
—xym; — xzm; + xm¢ (1 —2)m3
v(z+202) + (H) (1 —2)7t

dm/ dz0(1 —z — 2)0(x + 2) (5.178)
/ —xzm? — xzm} + xmi + (1 — x)mfc

—:Ezm2 —xzmi +axmi + (1 - x)mf‘

En este caso se deben evaluar los argumentos de la funcién 6 para conocer los limites de la
nueva integral:

l—2—2>0, 1—-2>2 y O0<z<l-—u (5.179)

Por lo tanto /., toma la forma:

1:E +)(1 — my
Ii—/ dx/ Z+Z )+( ) Dy i . (5.180)

—xzm — xzm} +ami + (1 — x)m3

Aqui se deben aplicar condiciones para poder facilitar la solucién. Se prefiere comenzar con
el caso donde m;/m; < 1, de ahi que m; < m,. La escogencia permite llegar a:

1 1-x vz + (£)(1 — )3t
I, = dz dz . (5.181)
0 0

—wzm? +xmi + (1 — x)m3

que es la expresion que aparecer en el articulo de referencia [38]] de Lindner et al en la seccién
de mediadores escalares, precisamente en escalar neutro, y que se encuentra como la primera
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ecuacion en el conjunto de ecuaciones enumeradas como (19). De acuerdo con lo sugerido
por el articulo se definen como nuevas cantidades:
my my;

A=y ea =L (5.182)

m;’ Mg me

Ef:

Estas cantidades hacen que /.. se pueda escribir también de la forma:

1t -2 rz+ (£)(1—x)=t
I, = —2/ dx/ dz 5 5 s
mg Jo 0 —xzmi +ami + (1 —x)m7

1t 1~z vz + ()1 — )3t
= m_i i dz i dz | 5 - 5 - 5
—xz| 2 ) 4 2) +(1—a)( L
me me me
—L/ldx/lxdz rz+ (£)(1 —2)es 7
m? Jo 0 —22A2 o+ (1 — x)ef2\2 -
_ L / i / PR O[S
m? Jo 0 —22A2 4+ x4 (1 — x)ef2A2
Realizando un cambio de variable, z = (1 — z)y, se resulta:

1! ! z(l —z)y+ (£)(1 — 2)er
I, = m_é/o dac/ dy(l_x)—x(l—x)y)\Q—I—m—i—(l—x)efz)\Q’ (5.184)

(5.183)

y dado que la integral es invariante bajo el cambio z — 1 — z se hace:

I ! z(1—z)y+ (£)(1 —2)es
I = — dx dy(l —x
m¢/ / y( )_x(

1 —2)yN2 + 2+ (1 — 2)ef2\

2/ dx/ dye—— 0~ Dy + )z (5.185)
mqs

— )y + (1 — x) + xe2N?
(1 —2)y+ ()es
= d d .
m(b/ x/ ya* (1 —2)(1 — 2yA?) + zes2\?

De aqui se llega a la expresion integral final que se buscaba. El aporte a la anomalia se deja
en estos términos ya que el objetivo que se plante6 se reducia a este célculo, lo siguiente seria
llevar a cabo un andlisis de cada uno de los casos que puedan darse, yaseai = j 01 # j.

(1—2)y+ (L)es
d d 5.186
md)/ T / Y 1—:1: )1 — zyA?) 4+ xep2A? ( )

Desde este punto de puede retomar la expresion (5.173)) y escribirla de forma compacta usan-
do el anterior resultado:
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m? ! ! (1—2xz)y+ (L)e
Fy(0) = —" dra® | d L 5.187
2(0) 8m2m /0 o /0 y(l —2)(1 — 2yA?) + zep2\? ( )

El paso final serd relacionar esta cantidad con el momento magnético anémalo del lepton de
preferencia, pues hay que observar que el cdlculo se ha llevado a cabo con toda la generalidad
dentro del caso en que la particula emitida por el lepton sea escalar neutra. Para ello es
necesario recordar que:

g=2+2F50), (5.188)

y, por lo tanto:

1 _ m? 1 , ! (1—2)y+ (L)er
§(g —2) = Aaqi(¢) = Srm? /o dxx /0 dy(l T = o) 4w (5.189)



Capitulo 6

Resultados

El cédlculo del momento magnético andmalo del muén que se puede comparar con el del
electrén realizado por Richard Feynman [25]], Julian Schwinger [45]] y Shin’ichiro Tomonaga
[49], pues ambos son leptones cargados con espin de 1/2, se pudo replicar con éxito haciendo
uso de los métodos matematicos y computacionales propuestos por ellos para la solucion del
mismo. El resultado final, en el caso donde no hay violacién de sabor leptonico, es indepen-
diente de la masa de los leptones cargados, por lo tanto, se obtuvo la cantidad debida a las
correcciones radiactivas en la perturbacion a un loop que se debe tener en cuenta en el cdlculo
del momento magnético del mudn, el resultado de este trabajo contando solo con el aporte de
la EC a un loop fue:

ateo = 0.001162. (6.1)

Esta cantidad, que fue la primera calculada teoricamente, se puede comparar con la obtenida
experimentalmente por el CERN para el muén en el afio 1978 [[11] verificindose la efectivi-
dad de la electrodindmica cudntica y el poder de sus predicciones,

ac™ = 1165924(8.5) x 10~ (7ppm). (6.2)

Este resultado nos dice que el calculo replicado en este trabajo es correcto y corresponde a lo
esperado.

De otro lado también se calculd, en general, la interaccidn de un lepton cargado mediada por
un campo escalar neutro y exoético. El éxito de los resultados para el cdlculo del momento
magnético andmalo del muén permiti6 hacer una analogia a la hora de llevar los calculos per-
mitiendo evidenciar el poder de la tecnologia computacional de la teoria cudntica de campos.
Teniendo como punto de partida el Lagrangiano de interaccion propuesto por [38] para el
mediador escalar neutro:

Lt = g2 olil; + g olinl

ARG (6.3)
= ¢li(g +ig7");,
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se determind el vértice de interaccion que se debe tener en cuenta a la hora de plantear I'#
para el calculo de la anomalia del momento magnético. Dado que no habia en el articulo
de referencia mas informacién que el Lagrangiano, ademas de lo mencionado anteriormente,
se hizo el andlisis de las constantes de acoplamiento que resultaron ser simétricas bajo el
cambio de indices. Esto es de vital importancia, pues si no lo fueran el planteamiento de
I'* no seria el correspondiente. Después se procedié a calcular y aplicar los resultados de
la electrodindmica cudntica, tales como (#.88) y (4.89) y las propiedades de las matrices
gamma. El primer resultado obtenido se comparé con expresion del articulo de referencia y
se concluy6 por comparacion que eran iguales. Eso se puede ver en [38] de Lindner et al en
el apéndice A, expresion A.1 y se debe observar que se ha llegado de forma limpia y concisa:

! z(y + 258) + (£)(1 — ) =L
Ii:/ zr+y+z—1)dedydz (g m) T () o (6.4)
0

—wym7 — xzmi +xmj + (1 —x)m7

Los resultados posteriores coincidieron con la referencia [38]. El primero, que aparece en el
apartado y que se dedica al estudio del campo escalar neutro y exdtico es la expresion inicial
de (19), se puede comparar con la expresion (5.181]) de este trabajo:

—xzm? + xmi + (1 — x)m3

1 l1-z ) (1 — )
1L = / d:z;/ dz zz 1 (£) ?) i ) (6.5)
0 0

esto resulta de las condiciones sugeridas por [38]. La siguiente expresion de (19), del articulo
en cuestién, también se pudo replicar al definir las cantidades adimensionales €7 y A que se
proponian como la razén entre las masas:

1 1 .
1L = L/ d:m:Q/ dy (L=2)y + (H)es (6.6)
m Jo o (1—ux

N1 — 2yA?) + ze2N

Esta fue la ultima expresion a comparar con el articulo de referencia, y hasta donde se man-
tuvo la generalidad, es decir, este célculo es, en general, para cualquier lepton cargado que se
escoja incluso dédndose el caso de violacion de sabor leptonico. Ahora, en particular y para
el caso del muon, se puede hacer ¢« = y, siendo dejando indicado que la interaccién es de un
muon, de modo que:

ef:%, A:%, y efA:%, 6.7)

iz ¢ ¢

llegando a contribuir el campo excalar neutro y exdtico al momento magnético anoémalo del
muon de la forma:

1 _ B mi ! 9 1 (1—2)y+ (L)er
Q(g —2)=a(9) = 8m2m /0 d /o dy(l —x)(1 — zyA?) + xef2A? ©8)

donde la contribucidn se deja expresada en términos de dos variables y la razén de las masas,
dado que la solucién requiere de un andlisis computacional y otros métodos numéricos que
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no son el objetivo de este escrito, pero que podrian desarrollarse en otro trabajo.

Pero este hecho no permite que no se pueda realizar el andlisis de una interaccién donde se
cumpla con la condicion impuesta m;/m; < 1, de ahi que si m; < m;:

g -2, |pll]l |<1
=2 Ll ]
=Ty
T
8 s1

Figura 6.1: Region permitida a nivel de un o, i.e., la region del espacio de pardmetros que sa-

2
. exp __Mte .
tisface pull2 = (%t—mf) < 1, donde o' es la suma en cuadratura del error experimental

y el error tedrico. Para el calculo hicimos my = 1,77699 GeV, que corresponde a la masa del
Ty mg = 105 GeV. De la grafica podemos ver que el punto (0,0), que corresponde al modelo
estdndar, no estd en la region permitida de la grafica.



Conclusiones

El desarrollo de este trabajo permitié aprender varias dreas de la fisica de particulas. Al co-
mienzo del trabajo fue necesario trabajar con electrodindmica cudntica para poder calcular
las contribuciones al momento magnético anémalo a un loop. Esto implic6 conocer el for-
malismo de los diagramas de Feynman, tecnologia de trazas y técnicas de regularizacién. En
general, a nivel de fundamento tedrico, se estudid ruptura espontinea de la simetria, el mo-
delo estdndar, anomalias y una gran variedad de tOpicos necesarios para tener el background
tedrico.

Se obtuvieron los resultados esperados y se pudieron comparar satisfactoriamente con los
que se habian encontrado anteriormente. En el caso del momento magnético anomalo del
muén g — 2 determinado por la expresion (5.128)) se pudo confirmar con el resultado tedrico
de Schwinger [45]. En la actualidad el resultado teérico que necesario para comparar con el
experimento requiere el cdlculo a varios loops, pero eso estd mds alld del propdsito de nues-
tro trabajo. Este resultado fue inicialmente confirmado por un experimento en el CERN en
1978 [L1]. Si bien en los experimentos puede elegirse al electron como particula de estudio
en los aceleradores, el mudn tiene caracteristicas que le permiten ser el favorito, estas son
su gran masa, 206 veces la del electron, y su gran tiempo de vida 2.2us, aunque de primera
mano podria pensarse que 7 deberia ser el favorito si se habla de masas, pero no tiene un
tiempo de vida lo suficientemente largo como para facilitar los estudios en el g — 2.

Asumiento nueva fisica en la forma de bosones escalares, se calcul6 la contribucién a un loop
reproduciendo asi los resultados generales del articulo que se tomo como referencia para el
estudio del g — 2, pero esta vez, a diferencia del caso clésico, teniendo como campo mediador
no al campo electromagnético sino a un campo escalar neutro y exotico. Por comparacion se
pudo establecer que se llegd a las mismas expresiones lo que indica que los cédlculos de [38]]
son correctos y realmente confirman lo propuesto en los articulos que el articulo de referencia
confirma [28, 42, 18]. Asi que la expresion resultante puede predecir el g — 2 en el caso de
que no haya violacién de sabor lepténico y también cuando lo hay.

De igual forma para este modelo de extension hicimos un andlisis de y? para determinar la
region del espacio de pardmetros que logra explicar la diferencia entre el experimento y lo
que predice el modelo estandar.
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78 CAPITULO 6. RESULTADOS

De otro lado este trabajo se logré haciendo uso de lo aprendido en las asignaturas de fisica
matematica, mecdnica clésica, electrodindmica, mecdnica cudntica, fisica estadistica y las
asignaturas electivas de fisica de particulas, teoria cudntica de campos y topicos especiales
de la fisica de particulas.



Capitulo 7

Apéndices
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Apéndice A

Constante de normalizacion de los
espinores de Dirac

Como punto de partida para el calculo de la constante se va a elegir a u("), que se escribe de
la forma:

1
0
WW=n| .| (A.1)
E+m
Pz +ipy
E+m

Lo que sigue ahora es tener en cuenta que u/u = 2F, de modo que:

1
Wi, = N2 (1 0 - Peziny 0
ulu = Fim  Etm e
pa;'f‘ipy
E+m
r 2 . .
p (P2 — ipy) (pz + ipy)
— N2 1 O z Y )
I + +(E+m)2Jr (E +m)?
- 9 2 2 (A.2)
N2 |1+ Y2 Dy T Dy
. (E+m)?2 (E+m)?

- 2.2 .2
:N2 1+pz+px+py
I (E+m)?

el 15?
=N 1+(E+m)2}

El siguiente paso es multiplicar a ambos lados por (E + m)?, quedando:

2B(E +m)® = N*[(E +m)” + |pI"]

A3
= N*(E* 4+ 2Em +m® + |[p*) (A
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Y por la relacién de dispersion se tiene que E? = | [ﬂQ + m?, de ahi que:

2E(E +m)* = N*(E* + 2Em + m?* + E* — m?)
= N?(2E* + 2Em) (A.4)
=2EN*(E +m)

llegando a probar que:

N=vVE+m (A.5)



Apéndice B
Calculo de numerador.

Sea

1
Uy N, = ﬂp'{—p“l2 + (—yg + zp)*[(1 — y)g + zp] — 2m[(1 — 2y)¢"
+ 22pH] + m*y*}u,, (B.1)

y usando las relaciones de anticonmutacién tenemos las propiedades:

=200 = "p, (B.2)
Puy = My, (B.3)
Uy = uym, (B.4)
Uy gy, = 0, (B.5)
se trata el término:
(=yd + 2p)v"[(1 — y)d + zp), (B.6)

asi:

(—yd + 27" [(1 = y)g + zp] = —ya"[(1 — y)g + zp] + z2p*[(1 —y)g + zp],  (B.T)

donde se aplica la ecuacién (B.2) para q y p:

" =2q" — "¢, (B.8)
Pt = 2pt = AMp, (B.9)
Yy = 2p" — Pyt (B.10)

Abhora, partiendo la ecuacién (B.7) y haciendo uso de las ecuaciones y (B.9), de manera
que cada término en (B.7) se trata por aparte, tenemos:
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= Sea:

—yay"[(1 — y)g + zp] = —y(2¢" — Y D[(1 — y)g + zp]
= —y(2¢") (1 —y)g + zp] + vy al(1 —y)gd +zp]  (B.11)
= —2yq"[(1 = y)d + zp] + " (L — v)d* + y7"g4zp,

resulta:

—yg*[(1 = v)g + 2p) = —2yq"[(1 — y)g + 2p] + y(1 — YV + y=y"gp. (B.12)
m Sea:
2p (L = y)d + zp] = 2(2p" — +p)[(1 — y)g + zp)]

= 2(2p")[(1 = y)g + 2p] — 29"pl(1 — y)g + zp] (B.13)
=22 ((1 = y)d + 9] = 2(L = y)"pd — =" pp.

y aplicando la ecuacién da:

(1 = y)g + 2p) = 22p"[(1 — y)g + zp] — 2(1 —y)y"pg — 22*m?. (B.14)

Por lo tanto, teniendo en cuenta los resultados (B.12)) y (B.14) la ecuacién (B.7) queda:

(—yd + 2PV [(L — y)d + zp] = —2y¢"[(1 — y)g + zp) + y(1 — y)y"¢?
+yaygp + 220" (1 — y)g + zp] — 2(1 — y)y'pg — m?*2*y*. (B.15)

Ahora tomamos todos los términos con v* que estian dentro de:

) o
Uy N*uy, = upf{—§7“l2 — 29" (1L — y)g + zp] + y(1 — y)y"a® + y=v"qp

+ 22p"[(1 = y)g + zp| — 2(1 — y)v"'pg — m?22y* — 2m|(1 — 2y)q"
+ 22p"] + m*y*}u, (B.16)

asi:

’Y“{_%ZQ +y(1 = y)g* +yzgp — 2(1 - y)pg — m*2* + m?}, (B.17)

de los factores de y* escritos en (B.17]) tomamos y definimos como .S para simplificar:
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S =yl —y)g® +yzqp — 2(1 — y)py. (B.18)

Ahora, trabajando con este término:

S =y —y)¢* + yzqpy — zpd + yzpa

= (1 -2 —2)(1 —y)g* +yz(ap + pa) — 2pq
=(1—2)1=y¢® =z —y)¢* +yz(ap +2p - q — qp) — zpd
=(1-2)1—y)® —2(1 —y)@® +2yzp-q— 2(2p - q — qp) (B.19)
= (1—2)(1—y)g® —2(1 —y)¢* + 2yzp - q — 22p - q + 2qp + 2pp — zpp
= (1 —2)(1—y)¢* = 2(1 —y)g* +22p-q(y — 1) +Z(g+7’)p— 2m”
= (1 —2)(1 = y)¢* = 2(1 —y)¢* +22p - q(y — 1) + zp'p — zm?,

de manera que:

y(1 = y)q* +yzqp — 2(1 —y)pg = (1 — 2)(1 — y)g* — 2(1 — )¢’
+2z2p-qly — 1)+ zp'p — z2m®, (B.20)

en donde se tuvo en cuenta que ' = ¢+ p. Sustituyendo la ecuacién (B.20) en (B.17) resulta:

7“{—312 +y(1—y)a® + yzqp — 2(1 — y)pg — m*2* +m*} = 7“{—%?
(1= 2)(1—y)g® — 2(1 — y)g® +22p - q(y — 1) + zp'p — 2m?
— 22 ) =g+ (L= ) (L )+ (1 - 2~ P)m?)
—2(1 —y)g* +9"2zp - qly — 1)+ zp'p.  (B.21)

Ahora se lleva el resultado anterior a (B.I)), por lo tanto:

|
iy Ny = sy {y"{= 51 + (1= 2)(1 = y)¢* + (1 = 2 = 2%)m*} = 7"2(1 = y)¢”

+922p - q(y — 1) + " 2p'p — 2yq"[(1 — y)g + 2p] + 22p"[(1 — y)q + 2p]
—2m[(1 — 2y)q¢" + 22p"]}u,, (B.22)

por (B.3) los términos lineales a ¢ en (B.22) se hacen cero:

1
iy Ny = iy {y"{=5 1 + (1 = 2)(1 = y)¢* + (1 — 2 = 2%)m*} = 1"2(1 — y)¢*
+22p - qly — 1) + " 2p'p — 2yzq"p + 22°p"p — 2m[(1 — 2y)¢" + 22p"]}u,, (B.23)
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y aplicando (B.3) sobre (B.23)), queda:

1
iy Ny = iy {y"{=5 1 + (1 = 2)(1 = y)¢* + (1 = 2 = 2")m*} = 7"2(1 — y)¢”
+9"2zp - q(y — 1) + 29"p'm — 2y2¢"m + 22°p"m — 2m[(1 — 2y)¢"
+ 2zpH|}bu,, (B.24)

en la anterior ecuacién aplicamos (B.10) y también (B.4):
_ _ 1
iy Ny, = iy { [~ 517 + (1 = 2)(1 = 9)g* + (1 = 2 = 2%)m’] = 1"2(1 — y)¢*

+9"22p - qly — 1) + 220" — my*)m — 2yzq"m + 22°p"m — 2m[(1 — 2y)¢"
+ 2zpH|}u,, (B.25)

reorganizando los términos con el factor v*:

1
Uy N u, = ﬂp/{y“[—§l2 +(1-2)1 -9+ (1 —2—2*)m* — 2m?]

— 21 —y)¢* + 229"p - qly — 1) + 2zmp’" — 2yzq'm + 22°pm
—2m[(1 — 2y)q" + 22p"|}u,, (B.26)

de modo que la ecuacién (B.26) queda:

1
iy Ny = Ty {7 [~ 51 + (1 = 2)(1 = y)g* + (1 = 22 = 2%)m’] = 7"2(1 = y)¢”
+ 229D - q(y — 1) + 2zmp’™ — 2yzq'm + 2m2*p* — 2m[(1 — 2y)q" + 22p"]}u,, (B.27)

de (B.27) se toman los siguientes términos para reescribirlos de una manera mas cémoda:

—Y2(1 = y)g® + 229"p - qly — 1) = 29" (y — 1)g" + 229"y — 1)p - g
=z(y — )" (¢" +2p-q), (B.28)

dado que p + ¢ = P/, si elevamos a la segunda potencia a ambos lados:

2
(p+q)°=p
P+2og+d=p"

2p-q+q =p" —p°, (B.29)
como p? = p? = m? y > = p'*, entonces, del resultado anterior y (B.28) :
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2y — Dy (¢ +2p - q) = 2(y — Dy (0 — p?) = 2(y — *p”°
— z(y — Dy*m?, (B.30)

asi que (B.30) puede ahora tratarse as:

2y —1)p° = 2(y — D)y'm? = 2(y — Dy — 2(y — 1)y'm? (B.31)
=2(y = D" =Py — 2y —1y"m* (B3
=2z(y — Dp"'p — 2(y — D'y (B.33)
— 2(y — 1)y*m?, (B.34)

entonces el anterior término primero lo definimos como ¢ para simplificar:

¢=22(y — "y — 2y = Dp'y"p' — 2(y — Dy'm?, (B.35)
como U,y = Uym, entonces la ecuacién precedente se puede reescribir de la siguiente
manera:

¢=2z(y—1)p"'m —z(y - 1)m7’”zﬂ 2(y — Dy'm?
= 2z(y — Dp"'m — z(y — Dm(2p™ = p'y") = 2(y — 1)7"m”
=2z(y — 1)p"'m — 22(y — )mp™ + 2(y — D)mpy* — 2(y — 1)7*m? (B.36)
= 22(y — Dp"'m — 22(y — Dmp™ + 2(y — )m*y* — 2(y — 1)y'm?
=0,

de forma que los términos (B.30) se reducen a:

—*2(1 = y)g® +229"p - q(y — 1) = 0, (B.37)

por lo tanto (B.27) sera:

1
ﬂp/{fy“[—éﬂ + (1 —2)(1 —y)g® + (1 — 2z — 22 )ym?] + 22mp™" — 2yzq'm
+ 2m2?pH — 2m[(1 — 2y)q¢" + 22p"]}u,, (B.38)

y analizando lo términos de fuera del paréntesis a los cuales se les denominara © sin mas
necesidad que ahorrar espacio:
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O = 2zmp" — 2yzgtm + 2m2*p" — 2m[(1 — 2y)g" + 2zp”]

= 2zmp’" + 2m22pt — 2myzgt — 2ma" + dmyqg” — dmzpt

= 2zm(p" + ¢") + 2m22p" — dmzp! + m(dy — 2 — 2yz)q"

= 2mz*pt — 2zmpt + 2zmgt + m(dy — 2 — 2y2)q"

= 2mz22p* — 2zmp” 4+ m(2z + 4y — 2 — 2yz2)q"

=2mz2*(p" — ¢") — 22m(p" — @) + m(2z + 4y — 2 — 2y2)¢"

= 2m2%p" — 2mzPgt — 2zmp + 2zmgt + m(22 + dy — 2 — 2y2)q"

= m2*p" + m2®p" — m2¢" — m2Pg" — 2mp™" — 2mp™ + 2mgt + 2mg” (B.39)
+m(2z + 4y — 2 — 2yz)q"

= mz2p" + m22(p" + ¢*) — m22¢" — mzp" — mz(p* + ¢*) + 2mg”
+m(2z — 2% + 2+ 4y — 2 — 2yz)g"

= mz22p" + m22p — map — mapt + m(2z — 2%+ 2+ 4y — 2 — 2y2)q"

= m22(p? 4 p") — mz(p" + p") + m(2z — 22 4 2 + 4y — 2 — 2yz)g"

= (mz® —mz)(p" +p") + m(2z — 22 + 2 + 4y — 2 — 2yz)q"

=mz(z — 1)(p" +p") + m(2z — 22 + 2 + 4y — 2 — 2y2)q",

resultando al final que:

O =" +p)mz(z —1)+m(2z — 2> + 2 + 4y — 2 — 2yz)q", (B.40)

donde se va a factorizar el dltimo término:

2 — 2+ +4y—2 -2z =3z — 2> +4y — 2 — 2z
= 2"+ 2(—2y+3)+2(2y - 1)
=2+ 2(—2y+1)+22+2(2y - 1)

=—2(24+2)— 22y —1)+2(2y — 1) B-41
=2(—2+2)+(-2+2)(2y—1)
—(z-2)@ytz 1),
como z = 1 —x — y se llega a:
O=—(2-2)2y+2z-1)

=—(2-2)2y+1—-—az—-y—1)

= (- 2y~ .

= (2 =2)(z —y),

al final, © = (z — 2)(z — y), y al sustituirla en la ecuacién (B.40), queda:
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O =" +p")mz(z — 1) + ¢*m(z — 2)(x — y), (B.43)
siendo el valor anterior de © sustituido en (B.38), se concluye que:

ty Ny =y {5 4 (1= 2)(1 = ) + (1 — 22 — 22)m]
+ (p™ + p")mz(z — 1) + ¢'m(z — 2)(x — y) u,. (B.44)



Apéndice C
Identidad de Ward.

Comenzando por:

=" A+ (" +p") B+ " —p") C, (C.1)
en la cual se aplica ¢, por el lado derecho de (C.1)):

q.I" = q" - A+ q.(0" +p") B+ (" - ") - C, (C2)
y sanduchando (C.2)) entre 1, y u, queda:

" =qg" A+ q.(" +p") B+ q.(p" —p") - C, (C.3)

ahora, recordando que ¢* = p'** — p* y que 4, gu, = 0, entonces:

ﬂp’QuFMup = ap’qlﬂ/u : Aup + Upqu (pm + pu) : Bup + ap’Qu(pm - pu) : Cup
= Uy gy - A+ Uy ('), — pu) 0" + 1" )up - B + Uy ququy, - C
= Uy (pluplu - pup'“)up B+ ﬂp’q2up C
=ty (m* —m*)u, - B+ tyq°u, - C
= ﬁp/unp -C,
como ¢ no es necesariamente igual a cero, y la identidad de Ward debe satisfacerse en la
QED, entonces la tnica posibilidad es que C' = 0 quedando asi demostrado.
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Apéndice D

Numerador del aporte del campo escalar
neutro.

Retomando las relaciones que se obtuvieron por medio del calculo del diagrama representado
en la figura[5.6]y el calculo del denominador donde se aplicaron los parametros de Feynman,
se tiene que:

pP=p+q, K=k+q x+y+z=1, 'y k=I1l+xp—2q. (D.1)

El siguiente paso es reescribir a los momentos k£ y &’ en términos de p y p’. Primero se va a
calcular k:

k=1l+zp—2q
=l+ap—z(p'—p)
=1l+ap—zp +2p (D.2)

=l—zp'+ (z+2)p

y ahora se va a calcular £':

E=k+q
=l+ap—2zq+q
=l+ap—z2(p' —p)+p —p
=l+ap—zp +2p+p —p
=l+(1=-2)p+@x+2z-1)p
=l—yp+(1-2)p.

(D.3)

Entonces el primer término del numerador (5.158]) se va a escribir como:
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KK =[l—yp+ (1= 2Vl -z + 1~y p]

= [—yp + (1 — 2)my]y" zp/—ir 11—y

(1 = 2)m; — yply [(1 —y)m; — ZI/]

= —2(1 = 2)my"y — y(1 — y)ymapy" + yzpy'y’

= —2(1 — z)m;(2p™ “p/ —y(1 = y)mi(2p" —3"p) + yzpr'y
= —2z(1 = 2)m;p" = 2y(1 — y)m;p" + ?JZZZW“Z/

= —22(1 — 2)myp"™ — 2y(1 — y)mip" + yz(m; +my) (™" + p*)

= —2(1 = 2)m;(p" +p") — y(1 — y)ma(p™ + p*) + yz(m; +my) (p" + p*)
[—2(1 = 2)m; — y(1 — y)m; + yz(m; +my)| (0" + p*)

[—2(1 = 2)m; — y(1 — y)m; + yzm; + yzmy] (™ + p*)

{[=2(1 = 2) + y2lm; + [~y(1 — y) + yz]m:} (0™ + p")

= [z(y+2—1)m; +y(y + z — L)my](p"" + p")

= [z(=2)m; + y(==)mi](p" + p")

= —x(ym; + 2my) (p" +p),

(D.4)
donde se tuvo en cuenta que:
py = p2" — P
= 2mp’" — A"
= 2mp" — (2p- p' — Pp)"
= 2mp" = 2p - p'A* + mypy”
= 2myp™ — (mi +m3 — ¢*)y" +my(2p" —+"p)
— 2
=2mp" — (m? + m; — )"+ my(2p* — myt) D.5)

=2mp" + 2m;p" — mym "

= 2mp’" + 2m;p"

= mp" + mip™ + mp" 4 myp!

=mp" +mi(p + ") +mp" +my(p" — ¢")
= mi(p" +p") +m;(p" +p")

= (my +my) (" +p").

Ahora el segundo término del numerador (5.158)) debe también reescribirse, asi:
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K+ k=1 —yp+ (1= 27" + 1] — 20 + ( 1—3/) ]k"y“rv"%
= [—yp + (1 — 2)my]y" + ] 2%4— 1—y
= —yp — A
= —y(2p" — 'p) — 22" — ")
= —y(2p" —my") — 2(2p" — myy*)

— _ Mo /H

PRI (D.6)
= —yp' —ypt — 2p™ — 2p
=—yp' —y(" — ¢") — 2" — 2(p" + ¢")

= —yp" —yp'" — 2p" — 2"
—y(p" + ") = 2(p" +p")
—(y+2)(" +p")
=—(1—2)(p" +p"),

con estos resultados finalmente el numerador se puede expresar como se debe, para poderlo
comparar con la identidad de Gordon.



Apéndice E
Analisis de datos con la funcién y?

El célculo del momento magnético anémalo del muén que sera el foco del anélisis fenome-
noldgico requiere la implementacién de un analisis de y? sobre la particula escalar neutra
que media la interaccion. A fin de fundamentar este andlisis, se esboza aqui la aproximacion
heuristica al método de y? presentado por Rojas en [43].

Se dice que una expresion tedrica O!"(a;), que depende de ciertos pardmetros a; es consis-
tente con el valor experimental del observable O;” = O + o si se satisface:

0 — 0" (ay)]| < 01, (E.D

donde o{° es la suma en cuadratura del error teGrico mds el experimental. Teniendo en cuenta

que o°? es positivo, dividiendo en ambos lados se puede reescribir esta expresién como:

exp _ NHth )
‘O O’L (a’]) S ]-7 (E.Z)

total
0;

donde se ha elevado al cuadrado la expresion.

Si se dan [NV observables y se hace la suma sobre 7 en la expresion anterior se obtiene la
condicion:

N 2 N
0 — O (ay)
} | < 21 = N. (E.3)
Definiendo:
o — Oth(a;
pulll e UtOta{» ( J) (E4)
se tiene la condicidn:
> =) [pull* <N (E.5)
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Si la prediccion tedrica para el observable O (a;) es idéntica a la prediccién experimental
O¢” entonces el pull correspondiente es cero, i.e., pull; = 0. En un caso ideal, todos los pull
son iguales a cero:

pul, =0, para i=1,2,.., N. (E.6)

Estas condiciones constituyen un sistema de /N ecuaciones con p pardmetros ap, as, ..., Gp.
Si los observables dependen linealmente con los pardmetros, este sistema de /N ecuaciones
tendrd una dnica solucién si el nimero de pardmetros es igual al nimero de ecuaciones V.
Para este caso en particular (V pardmetros y N ecuaciones) el valor de y? es igual a cero. Se
define ahora el nuimero de grados de libertad (d.o.f) como:

do.f=N—P, (E.7)
y la bondad del fit como:

2
bondad del fit = Xmin (E.8)
d.o.f

En el trabajo de grado, el caso es trivial (N pardmetros y /V ecuaciones) d.o.f = 0y la bondad

del fit es indeterminada, i.e., % = %. Claramente tener /N ecuaciones y /N pardmetros no
tiene mucho significado ya qye, en principio, se puede hacer que x? sea igual a cero y por
lo tanto, no es la bondad del modelo sino simplemente una consecuencia de tener muchos
parametros. Para que el resultado tenga significado se va a exigir dos condiciones (en un caso

ideal):

Y!)<N-P, P>N. (E.9)

En el caso trivial que se ha considerado N = P, no satisface las condiciones yaque N — P =
0. Dividiendo la primera condicién entre N — P se obtiene:

2

X
N—P~

La segunda condicién es importante porque significa que con pocos pardmetros se puede
explicar datos.

P> N. (E.10)

E.1. Niveles de confianza

Considerando el resultado experimental para un observable:

(0;) = O + 0;. (E.11)

Se va a comenzar por establecer que O;"" = <:1:Z> representa el valor esperado de una varia-
ble aleatoria x;, que para efectos practicos se va a identificar como el pardmetro que va a ser
ajustado, es decir O
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Esta interpretacion siempre puede hacerse ya que es simplemente un cambio de variables.
Como se tiene [V observables experimentales y P parametros, entonces lo que sucede es que
ahora se va a identificar los pardmetros con O'", pero de estos tltimos hay N < P, lo tnico
que debe tenerse en cuenta es que muchos de estos /N parametros estan relacionados entre
si. Se puede preguntar cudl es la probabilidad de hacer una medida adicional = y encontrar
el observable en el intervalo real ((x) — o, (x) + ;). Si se da una densidad de probabilidad
f(z) entonces la probabilidad es:

(x)+o;
P((z) — o;, (x) + 0;) = /< f(z)dx, (E.12)

$>—0’i
donde la densidad de probabilidad estd normalizada. En el caso de la distribucion gaussiana
se tiene:
1 (z—(x))?

flz) = 0\/56_7. (E.13)

Para ésta densidad de probabilidad se tiene que:

(x)+oi o (a))2
~S27 dr ~ 0.68, (E.14)

P((z) — 01, (z) + 07) = /< i

esto significa que hay una probabilidad del 68 % de que al hacer un experimento y medir
x el resultado se encuentre en el intervalo ({(x) — oy, (z) + ;). Se dird que el resultado del
experimento estard en este intervalo con un nivel de confianza del 68 %. Si se define la funcién

x? para este tinico observable:
_ 2\ 2
oo (mtry’ ws)

entonces los valores para x? en los limites de este intervalo son:

— 1. (E.16)
(z)+o

X*(z) =

En el caso que corresponde el valor minimo es £ = 0 cuando = = (z), entonces resulta:

I (E.17)
(z)xo

X(x) =

Se puede decir que el intervalo con el nivel de confianza de un 68 % tiene como limites la
solucién de la ecuacion. El intervalo con un nivel de confianza de un 95 % se obtiene de:

@FV3slos 1 a2

202 dx ~ 0.95. (E.18)

P(<$>—m0i,<$>+mai>:/ﬁm. a\/§€

En los limites del intervalo de confianza:
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(z) = — X2 = 3,84, (E.19)
(z)+o
y se puede afirmar que el intervalo con un nivel de confianza de un 95 % tiene como limites
la solucidn de ésta ecuacion. Si se tienen varios parametros z;, cada uno con una funcién de
probabilidad:
1 (z—(x))?
T;) = e 202 E.20
f(zs) " (E.20)
por los axiomas de probabilidad, la densidad de probabilidad para los pardmetros en el pro-
ducto de las f(z;):

L 1 @@)? 1 X2
L=11r@) =1l —5c > = ——e ¥, (E.21)

donde:

=y ok (E.22)
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