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Resumen

Incluimos correcciones radiativas de un campo escalar exótico al momento magnético anóma-
lo para los leptones en general, y dirigido en particular al muón g − 2. Este observable, i.e.,
g−2, se desvı́a en más de tres σ de la predicción del modelo estándar de partı́culas y por tanto
es posible que esta anomalı́a sea una consecuencia de fı́sica más allá del modelo estándar. Con
nuestro proyecto de investigación esperamos explicar los datos experimentales por medio de
una partı́cula escalar exótica. Parte del proyecto es recrear el cálculo del momento magnético
anómalo del muón y aprender los fundamentos básicos de la electrodinámica cuántica y la
teorı́a cuántica de campos para hacer investigación en fı́sica de partı́culas.

Palabras clave: momento magnético anómalo del muón, g − 2, bosones escalares, campo escalar
exótico.



Abstract

We include radiative corrections from an exotic scalar field to the anomalous magnetic mo-
ment for leptons in general, and directed in particular at the g−2 muon. This observable, i.e.,
g − 2, deviates by more than three σ from the prediction of the standard model of particles
and therefore it is possible that this anomaly is a consequence of physics beyond the standard
model. With our research project we hope to explain the experimental data by means of an
exotic scalar particle. Part of the project is to recreate the calculation of the anomalous mag-
netic moment of the muon and learn the basics of quantum electrodynamics and quantum
field theory to do research in particle physics.

Keywords: anomalous muon magnetic moment, g − 2, scalar bosons, exotic scalar field.
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Glosario

Electrodinámica cuántica: se dice de la teorı́a de la interacción de la luz con la materia
en un marco cuántico relativista.

Teorı́a cuántica de campos: es la cuantificación de un campo clásico, cuyo ejemplo
más familiar es el campo electromagnético. La teorı́a es
perturbativa y proporciona métodos computacionales pa-
ra el cálculo de interacciones fundamentales. Aunque sus
fundamentos matématicos no están bien definidos, sus pre-
dicciones teóricas coinciden con las predicciones experi-
mentales.

Modelo estándar: es el resultado de la teorı́a cuántica de campos que reune
a las partı́culas fundamentales encontradas hasta el dı́a de
hoy y que describe sus simetrı́as y estructura fundamental.

Leptónes: corpúsculos relativamente ligeros de espı́n 1/2, cuyas in-
teracciones con otras partı́culas o entre leptones, son débi-
les, se los conoce como electrón (e−), muón (µ−), tau (τ ),
neutrino electrónico (νe), muónico (νµ) y tauónico (ντ ).

Muón es un leptón de segunda generación, y se caracteriza por
ser 206 veces más pesado que el electrón. Su gran masa y
vida media de 2,2µs lo hacen un excelente candidado por
los experimentos.

g-2: es la anomalı́a magnética de los leptones con carga, la
constante g giromagnética relaciona el momento magnéti-
co con el espı́n e indica qué tan fuerte es el acoplamiento
entre el campo magnético externo y el espı́n de la partı́cu-
la.

Partı́cula escalar: es una partı́cula sin estructura interna y sin espı́n que per-
manece invariante bajo las transformaciones.

Momento magnético de espı́n: es el momento magnético causado por el espı́n de las partı́cu-
las fundamentales



Capı́tulo 1

Introducción

La medida experimental del momento magnético anómalo del muón se ha apartado de la
predicción del modelo estándar por muchos años hasta los 3,6σ [14]. Se han propuesto mu-
chas soluciones teóricas para este problema [9, 10, 8, 35, 39, 48]. Nuestro proyecto de grado
consiste en hacer el estudio de un modelo que contiene campos escalares, en especı́fico, una
partı́cula escalar exótica neutra y reproducir sus resultados generales para aplicarlos al caso
del momento magnético anómalo del muón [38], que pueda disminuir la tensión entre este
observable y las predicciones del modelo estándar.

El problema se solucionará a partir de un modelo fundamental en la electrodinámica cuánti-
ca (EC) y la teorı́a cuántica de campos (TCC) que combinan de forma exitosa la relatividad
especial y la mecánica cuántica. En este formalismo se interpretará la anomalı́a en el mo-
mento magnético del muón, g-2, como una corrección radiativa generada por una partı́cula
escalar exótica. La TCC permite calcular secciones eficaces y anchos de decaimiento para
partı́culas fundamentales o compuestas. Para calcular la amplitud invariante usamos diagra-
mas de Feynman, que se pueden obtener de la densidad Lagrangiana del modelo. Además,
con el propósito de tener una formación sólida en el campo, estudiaremos la formulación de la
ecuación de ondas relativista para los fermiones desarrollada por Paul Adrien Maurice Dirac,
mejor conocida como ecuación de Dirac. El trabajo consiste en calcular la contribución a un
bucle de la función de vértice del muón para generar una corrección al momento magnético
anómalo del muón y de la partı́cula escalar neutra como partı́cula mediadora.
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Capı́tulo 2

Planteamiento del Problema

El momento magnético anómalo del muón, se ha medido con una precisión sorprendente, y
es actualmente una de las inconsistencias que más se han estudiado entre los datos y las pre-
dicciones del Modelo Estándar (ME) en toda la fı́sica de partı́culas. Con los datos actuales,
la discrepancia está a un nivel de 3,6σ [14], y se están realizando esfuerzos en los frentes
experimental [5] y teórico [9, 10, 8, 31, 35, 39, 48] para mejorar la precisión tanto del valor
medido como de la predicción del ME y sus extensiones. Esta desviación respecto del valor
esperado por el ME se ha utilizado como motivación para el desarrollo de muchos modelos
de nueva fı́sica [4, 19, 36, 20, 3, 23, 34, 24, 7]

Desde el punto de vista teórico la pregunta es: ¿cuál es la extensión mı́nima electrodébil del
ME con un contenido mı́nimo de fermiones? Es por sı́ misma interesante, y como propuesta
la extensión mı́nima en este trabajo será aumentar un campo escalar neutro ϕ, teniendo en
cuenta el modelo propuesto en el artı́culo [38] que sugiere el Lagrangiano de interacción,

Lint = gijs ϕl̄ilj + igijp ϕl̄iγ
5lj

donde l puede ser un doblete de SU(2)L o un singlete de leptones del ME y gijs,p son los
acoplamientos. La literatura actual sobre los modelos mı́nimos abunda en ejemplos [28, 17,
30, 12, 33, 18, 42] pero hasta donde sabemos, no existe una parametrización de estos mo-
delos. Desde un punto de vista fenomenológico los modelos mı́nimos son útiles para ex-
plicar las anomalı́as aisladas en los experimentos de baja energı́a debido a la ausencia de
fermiones exóticos a bajas energı́as (ejemplos de estas clases de anomalı́as se pueden ver
en [41, 1, 37, 32]).

Para los modelos no universales, es decir, modelos que tienen acoplamientos que dependen
de la familia (sin tener en cuenta los acoplamientos de Yukawa o de masa), tal como está pre-
sente en la literatura, el número total de parámetros aumenta puesto que intervienen nuevos
acoplamientos, dando lugar a una gran variedad de soluciones. En este caso, en particular, se
restringirá al estudio del muón µ que es el de interés para abordar el problema del momento
magnético anómalo.
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Capı́tulo 3

Objetivos

3.1. Objetivo general
Estudiar un modelo de fı́sica más allá del modelo estándar con contenido mı́nimo de partı́cu-
las para resolver la anomalı́a g − 2.

3.2. Objetivos especı́ficos
Reproducir el cálculo del momento magnético anómalo del muón a un loop en el mo-
delo estándar.

Calcular la corrección al g− 2 usando un campo escalar singlete neutro y exótico; para
esto se usa el Lagrangiano de interacción propuesto en el artı́culo [38].

Haciendo uso de la tecnologı́a computacional desarrollada por Feynman y Schwinger
se espera llegar a las expresiones integrales del artı́culo de referencia [38].

Calcular la región del espacio de parámetros que resuelve la anomalı́a g-2.

14



Capı́tulo 4

Electrodinámica Cuántica

La Electrodinámica Cuántica estudia la interacción entre la luz y la materia. Su origen se
remonta al artı́culo [22] de P.A.M. Dirac publicado en 1928 y titulado The Quantum Theory
of the Electron donde se preguntaba, en principio, porqué el electrón en lugar de ser nada más
que una carga puntual debı́a de tener propiedades como, por ejemplo, el momento magnético
de un magnetón de Bohr y el momento angular de espı́n igual a medio cuanto de energı́a. La
falta de argumentos teóricos, llevó a Dirac a pensar que se debı́a a su desacuerdo con la teorı́a
de la relatividad y las transformaciones de Lorentz, y este fue el punto clave para desarrollar
una ecuación de onda relativista y lineal. En el mismo artı́culo Dirac estudió un caso clásico
de lo que llegarı́a a hacer parte fundamental de la electrodinámica cuántica, el valor del factor
g del momento magnético como igual a 2.

Haciendo uso de la Ecuación de Dirac, se continuó con la cuantización de la teorı́a electro-
magnética, que también se denominó: Teorı́a Cuántica de Campos, en este teorı́a la relati-
vidad y la mecánica cuántica parecı́an armonizarse, pero cuando se profundizó aparecieron
divergencias en los cálculos. Un ejemplo de ello se da cuando se calcula la autoenergı́a del
electrón, que es el fenómeno donde el electrón puede emitir y absorber el mismo fotón. El
cálculo del diagrama para esta interacción con términos perturbativos resulta en una integral
divergente. Este problema se solucionó con el método de renormalización propuesto de for-
ma paralela e independiente por Richard Feynman [25], Julian Schwinger [45] y Shin’ichiro
Tomonaga [49].

Figura 4.1: Diagrama de autoenergı́a del electrón.
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16 CAPÍTULO 4. ELECTRODINÁMICA CUÁNTICA

4.1. Antecedentes de la electrodinámica cuántica
Desde los orı́genes de la mecánica cuántica la ecuación de onda de Schrödinger cuenta con
un problema, y es que no es útil para casos donde las partı́culas que describe alcanzan velo-
cidades relativistas; por eso mismo se dice que ésta solo funciona en la mecánica cuántica no
relativista. Una forma de obtener la ecuación de Schrödinger no relativista es sustituyendo a
la energı́a E y el momento p por sus respectivos operadores diferenciales:

p → −iℏ∇, E → iℏ
∂

∂t
, (4.1)

en la ecuación de energı́a para una partı́cula de masa m, que por facilidad, se mueve en un
espacio unidimensional y está sometida a un potencial V(x):

p2

2m
+ V(x) = E, (4.2)

y dejando que el operador resultante opere sobre la función de onda Ψ, queda:

− ℏ
2m

∇2Ψ+ V (x)Ψ = iℏ
∂Ψ

∂t
, (4.3)

que es la ecuación de Schrödinger no relativista. Históricamente Schrödinger fue el primero
en buscar una ecuación de onda relativista, pero debido a las dificultades que presentaba
prefirió dejar ese camino y concentrarse en la ecuación de onda (4.3), que además cuenta con
la ventaja de que es una ecuación diferencial con derivada temporal de primer orden. Poco
después en 1926, Klein, Fock y Gordon presentaron sus artı́culos por separado con una misma
conclusión: la ecuación de onda relativista para partı́culas de espı́n cero. Yendo por la misma
dirección y usando la relación de dispersión o relación relativista de energı́a-momento:

E2 = m2c4 + c2p2, (4.4)

la cual usando el vector de cuadrimomento:

pµ =

(
E

c
,p
)
, pµ =

(
E

c
,−p

)
, (4.5)

y tomando su producto:

pµpµ =

(
E

c
,p
)(

E

c
,−p

)
=
E2

c2
− p · p, (4.6)

se ve que la ecuación (4.4) se puede redefinir usando (4.6), ası́:

pµpµ −m2c2 = 0, (4.7)

sin potenciales y trabajando con partı́culas libres. Ahora pµ y pµ se reescriben como:
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pµ → −iℏ∂µ, pµ → iℏ∂µ, (4.8)

los cuales pueden ser sustituidos en (4.8) y haciendo actuar a estos operadores sobre la fun-
ción de onda resulta:

(−iℏ∂µ)(iℏ∂µ)Ψ−m2c2Ψ = 0, (4.9)
−ℏ2∂µ∂µΨ−m2c2Ψ = 0, (4.10)

donde:

∂µ =
∂

∂xµ
= (∂0, ∂1, ∂2, ∂3) =

(
1

c

∂

∂t
,
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
=

(
1

c

∂

∂t
, ∇⃗
)
, (4.11)

y ∂µ se escribe como: ∂µ = gµν∂ν , siendo además:

∂0 = g0ν∂ν = ∂0 = (+1)
∂

∂(ct)
=

1

c

∂

∂t
, ν = µ = 0, (4.12)

∂i = gii∂i = ∂i = (−1)
∂

∂xi
= − ∂

∂xi
, ν = µ = i, (4.13)

de lo que se obtiene:

∂µ =

(
1

c

∂

∂t
,−∇⃗

)
, (4.14)

de modo que al sustituir (4.11) y (4.14) en (4.10) resulta:

−ℏ2
(
1

c

∂

∂t
,−∇⃗

)
·
(
1

c

∂

∂t
, ∇⃗
)
Ψ−m2c2Ψ = 0,

−ℏ2
(
1

c2
∂2

∂t2
+ ∂i∂i

)
Ψ−m2c2Ψ = 0,

−ℏ2
(

1

c2
∂2

∂t2
−
(
∂

∂xi

)2
)
Ψ−m2c2Ψ = 0,

−ℏ2
(

1

c2
∂2

∂t2
−∇2

)
Ψ−m2c2Ψ = 0,

(
− 1

c2
∂2

∂t2
+∇2

)
Ψ =

(mc
ℏ

)2
Ψ, (4.15)

donde en unidades naturales ℏ = c = 1, concluyendo:
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(
− ∂2

∂t2
+∇2

)
Ψ = m2Ψ, (4.16)

y definiendo el D’Alembertiano como:

□ =
∂2

∂t2
−∇2, (4.17)

la ecuación (4.16) queda:

(□+m2)Ψ = 0, (4.18)

que es la ecuación de Klein-Gordon. Como se habı́a dicho, esta ecuación (4.18) solo puede
trabajar con partı́culas cuyo espı́n es cero, y hasta ese entonces no se tenı́a conocimiento de
partı́culas con tales caracterı́sticas y nada más estaban aquellas con espı́n de 1/2. Además, los
cálculos se complicaban ya que esta ecuación diferencial no es de orden lineal en el tiempo
sino de orden cuadrático. Por ejemplo, el electrón está fuera del alcance de esta ecuación,
y tal problema no se hizo esperar en solución pues se requerı́a una formulación que pusiera
a la mano a esta partı́cula dentro del marco de la relatividad. Otro de los problemas es que
la solución de la ecuación de Klein-Gordon tiene energı́as positivas y negativas, lo que a
primera vista no representa ningún problema si se escoge la solución positiva, pero existe la
posibilidad de que la partı́cula intercambie energı́a con el medio y no habrı́a un lı́mite que
impida la pérdida infinita de energı́a; esto no es fenomenológicamente correcto en el caso de
una partı́cula y se suma a los problemas antes mencionados.

4.2. Ecuación de Dirac
El primero de febrero de 1928 se publicó el artı́culo de Paul Dirac en el cuál proponı́a la
ecuación de onda que más tarde serı́a conocida como la Ecuación de Dirac. Hasta la actua-
lidad, esta ecuación puede ser aplicada a partı́culas con espı́n de 1/2, tal como el electrón,
que fue la partı́cula en la que se centró el estudio. Y, no siendo suficiente con ser una ecua-
ción de onda relativista lineal, tiene dos caracterı́sticas fundamentales: es invariante bajo las
transformaciones de Lorentz y predice la antimateria.

4.2.1. La estrategia de Dirac
A partir de la relación de energı́a-momento 4.7, Dirac comenzó a trabajar dividiendo a esta
misma en una parte temporal y otra espacial, la primera componente:

(p0)2 −m2c2 = 0,

(p0 −mc)(p0 +mc) = 0,
(4.19)

es decir, la temporal es equivalente a las ecuaciones de primer orden como sigue:
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p0 −mc = 0, ó p0 +mc = 0, (4.20)

donde cualquiera de las dos ecuaciones satisface a:

pµpµ −m2c2 = 0. (4.21)

Pero no pasa igual cuando las componentes espaciales son incluidas, en este caso:

pµpµ−m2c2 = (βκpκ−mc)(γλpλ+mc) = βκγλpκpλ−mcβκpκ+mcλ
λpκ−m2c2, (4.22)

donde al hacer el cambio en el segundo término β → κ da:

pµpµ −m2c2 = βκγλpκpλ −mcβκpκ +mcγκpκ −m2c2

= βκγλpκpλ −mc(βκ − γκ)pκ −m2c2,
(4.23)

y dado que no se quieren términos lineales en pκ se hace βκ = γκ, de manera que la ecuación
(4.23) queda de la forma:

pµpµ −m2c2 = γκγλpκpλ −m2c2, (4.24)

en la cual se identifica del lado izquierdo de la igualdad que:

pµpµ = gµνpµpν = gκλpκpλ, (4.25)

donde se han renombrado los ı́ndices ası́: µ → κ y ν → λ. Por lo tanto la ecuación (4.24) se
escribe ası́:

gκλpκpλ = γκγλpκpλ, (4.26)

la cual se organiza ası́:

(γκγλ − gκλ)pκpλ =
γκγλpκpλ

2
+
γκγλpκpλ

2
− gκλpκpλ = 0, (4.27)

ahora, si se redefinen en el segundo término de la derecha los ı́ndices κ⇌ λ se tiene:

γκγλpκpλ
2

+
γλγκpλpκ

2
− gκλpκpλ = 0,

1

2

(
γκγλpκpλ + γλγκpλpκ

)
− gκλpκpλ = 0,

(γκγλ + γλγκ − 2gκλ)pκpλ = 0, (4.28)

y dado que los momentos se han escogido de tal manera que sean diferentes de cero, entonces
la única posibilidad es que:
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γκγλ + γλγκ − 2gκλ = 0,

γκγλ + γλγκ = 2gκλ, (4.29)

donde al aplicar el álgebra de anticonmutadores queda:

{γκ, γλ} = 2gκλ. (4.30)

Si las γκ son matrices, entonces hay soluciones no triviales a esta ecuación. Aquı́ es impo-
retante dar a conocer que los cálculos posteriores se van a hacer en la base de masas y no
en la base quiral, entonces se tiene un conjunto de matrices que satisfacen esta relación de
conmutación son:

γ0 =

(
12×2 0
0 −12×2

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
, (4.31)

donde las σi con i = 1, 2, 3, son las matrices de Pauli, que se reprentan como:

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
. (4.32)

Con estás matrices es posible resolver la ecuación:

pµpµ −m2c2 = (γκpκ −mc)(γλpλ +mc) = 0, (4.33)

y para que se satisfaga la ecuación es costumbre escoger:

γκpκ −mc = 0, (4.34)

donde al hacer la sustitución pµ → iℏ∂µ y aplicando la misma a la función de onda se obtiene:

iℏγµ∂µΨ−mcΨ = 0, (4.35)

la cual, si se usan las unidades naturales de Plank da:

iγµ∂µΨ−mΨ = 0, (4.36)

siendo esta la Ecuación de Dirac, la cual es matricial y que escrita de una forma más compacta
es:

(iγµ∂µ −m)Ψ = 0, (4.37)

o con sus ı́ndices explı́citos:

(iγµ∂µ −mI)αβΨβ = 0, con α, β = 1, 2, 3, 4. (4.38)
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4.2.2. Soluciones para la ecuación de Dirac
Dado que la función de onda Ψ depende de coordenadas espaciales y temporales, ası́ Ψ =
Ψ(t, x, y, z), se va a comenzar por estudiar el caso donde ésta es independiente de la posición,
de modo que Ψ = Ψ(t), por lo tanto:

∂µ =
∂

∂t
− ∂

∂x
− ∂

∂y
− ∂

∂z
=

∂

∂t
, (4.39)

lo que es equivalente a decir que:

i
∂

∂i
Ψ = piΨ = 0, i = 1, 2, 3. (4.40)

Entonces, pi = 0 ó p⃗ = 0, es decir, la partı́cula está en reposo. Por consiguiente la ecuación
de Dirac se reduce a:

iγ0
∂

∂t
Ψ−mΨ = 0, (4.41)

siendo su representación matricial explı́cita de la siguiente manera:

i


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ∂

∂t
Ψ−m


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Ψ = 0, (4.42)

donde además:

Ψ =


ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

 , (4.43)

y se define el concepto de espinor como una función de onda de dos componentes, llamándose
a ψA la componente superior o up y a ψB la componente inferior o down, ası́:

ψA =

(
ψ1

ψ2

)
, ψB =

(
ψ3

ψ4

)
. (4.44)

De modo que la ecuación (4.42) toma la forma:

i

(
12×2 0
0 −12×2

)(
∂tψA

∂tψB

)
−m

(
ψA

ψB

)
= 0, (4.45)

en la cual se ha denotado:

∂t =
∂

∂t
. (4.46)

De la ecuación (4.45) resultan dos componentes:
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i
∂

∂t
ψA −mψA = 0, (4.47)

i
∂

∂t
ψB +mψB = 0, (4.48)

que tienen como soluciones particulares:

ψA = e−imtψA(0), (4.49)

ψB = e+imtψB(0). (4.50)

Claramente las soluciones e+imt representan estados con energı́a negativa E ∼ −m y, dado
que, A = 1, 2. y B = 3, 4., entonces hay cuatro soluciones para la ecuación de Dirac con
p⃗ = 0 cuya valor de la normalización N se encuentra en el apéndice A:

ψ(1) = Ne−imt


1
0
0
0

 , ψ(2) = Ne−imt


0
1
0
0

 ,

ψ(3) = Ne+imt


0
0
1
0

 , ψ(4) = Ne+imt


0
0
0
1

 .

(4.51)

A las soluciones ψ(3) y ψ(4), con energı́a negativa, se las interpreta como antipartı́culas con
energı́a positiva y las otras,ψ(1) y ψ(2), son para las partı́culas, pero ambas, partı́culas y anti-
partı́culas, con espı́n de 1/2. Es de resaltar que la ecuación de Dirac no describe nada más una
sola partı́cula sino que describe a dos. De acuerdo con [44] la interpretación fenomenológica
que mejor se adecúa es la de entender al espinor como un campo y al cuadrado de su norma
como la medida del número de partı́culas a encontrar en un determinado punto.

En siguiente paso es obtener soluciones de onda planas que son el caso más simple. Sı́:

ψ(x) = Ne−ik·xu(k), (4.52)

donde kµ es un cuadrimomento y N la constante de normalización; y si se deriva a ψ(x)
respecto de xµ se tiene:

∂µψ(x) = −ikµNe−ik·xu(k),

∂µψ(x) = −ikµψ(x),

∂µψ = −ikµψ. (4.53)

De otro lado, usando la Ecuación de Dirac:

iγµ∂µψ −mψ = 0, (4.54)
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se puede hacer por comparación de la ecuación anterior y (4.53):

iγµ(−ikµψ)−mψ = 0,

γµkµψ −mψ = 0,

γµkµae
−ik·xu(k)−mae−ik·xu(k) = 0,

γµkµu(k)−mu(k) = 0,

(γµkµ −m)u(k) = 0,

(γµkµ −m)u = 0, (4.55)

llegando esta ecuación a ser conocida la ecuación de Dirac en el espacio de momentos. Aho-
ra bien, si u(k) satisface la ecuación anterior, entonces ψ satisface la ecuación de Dirac.
Además, es de tener en cuenta que la forma matricial de u tiene dos componentes: uA y uB,
que a su vez representan cada una dos componentes, up y down, respectivamente. De modo
que analizando a (4.55) en su forma matricial explı́cita se tiene:

(γµkµ −mI)u =

[(
1 0
0 −1

)
k0 − k⃗ ·

(
0 σ⃗
−σ⃗ 0

)
−
(
m 0
0 m

)](
uA
uB

)
=

[(
k0 0
0 −k0

)
+

(
−m −k⃗ · σ⃗
k⃗ · σ⃗ −m

)](
uA
uB

)

=

(
k0 −m −k⃗ · σ⃗
k⃗ · σ⃗ −k0 −m

)(
uA
uB

)
.

(4.56)

Del resultado anterior se obtienen las ecuaciones:

(k0 −m)uA = k⃗ · σ⃗uB, (4.57)

k⃗ · σ⃗uA = (k0 +m)uB, (4.58)

y se sigue de (4.57) y (4.58), respectivamente:

uA =
k⃗ · σ⃗
k0 −m

uB, (4.59)

uB =
k⃗ · σ⃗
k0 +m

uA. (4.60)

Reemplazando uB en uA, se obtiene:

uA =
k⃗ · σ⃗

(k0 −m)

k⃗ · σ⃗
(k0 +m)

uA,

=
(k⃗ · σ⃗)2

(k0)2 −m2
uA.

(4.61)
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Ahora, tomando el numerador de la anterior ecuación y expresándolo de forma matricial
resulta:

(k⃗ · σ⃗)2 =
[
kx

(
0 1
1 0

)
+ ky

(
0 −i
i 0

)
+ kz

(
1 0
0 −1

)]2
=

(
kz kx − iky

kx + iky −kz

)2

=

(
kz kx − iky

kx + iky −kz

)(
kz kx − iky

kx + iky −kz

)
=

(
kz + k2x − (ikz)

2 0
0 k2x − (iky)

2 + k2z

)
=

(
kz + k2x + k2z 0

0 k2x + k2y + k2z

)
,

(4.62)

concluyendo desde el numerador que:

(k⃗ · σ⃗)2 =

(
|⃗k|2 0

0 |⃗k|2

)
= |⃗k|2

(
1 0
0 1

)
. (4.63)

De este modo uA puede escribirse como:

uA =
|⃗k|2

(k0)2 −m2
uA, (4.64)

y al multiplicar amos lados de la anterior ecuación por u−1
A se tiene que:

|⃗k|2

(k0)2 −m2
= 1,

|⃗k|2 = (k0)2 −m2,

(k0)2 − |⃗k|2 = m2, (4.65)

concluyendo del anterior resultado la siguiente ecuación:

kµkµ = m2, (4.66)

de manera que para que ψ(x) = eikxu(x) satisfaga la ecuación de Dirac, kµ tiene que ser el
cuadrimomento con momento al cuadrado igual a m2, escrito de otra manera:

kµ = ±pµ, (4.67)

donde la solución positiva va ligada a los estados de partı́culas y la solución negativa va ligada
a los estados de antipartı́culas.
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A continuación se pueden construir cuatro soluciones independientes de la ecuación de Dirac,
la primera usando a uA con los valores:

uA =

(
1
0

)
, (4.68)

y sustituyéndola en:

uB =
p⃗ · σ⃗
p0 +m

uA, (4.69)

donde además se tiene en cuenta que:

p⃗ · σ⃗ =

(
pz px − ipy

px + ipy −pz

)
, (4.70)

llega a resultar la primera solución independiente ası́:

uB =
1

p0 +m

(
pz px − ipy

px + ipy −pz

)(
1
0

)
=

1

p0 +m

(
pz

px + ipy

)
,

(4.71)

siendo que p0 = E:

uB =
1

E +m

(
pz

px + ipy

)
. (4.72)

De igual forma se puede demostrar que:

Si uA es:

uA =

(
0
1

)
, uB =

1

E +m

(
px − ipy
−pz

)
. (4.73)

Si uB es:

uB =

(
1
0

)
, uA =

1

E −m

(
pz

px + ipy

)
. (4.74)

Si uB es:

uB =

(
0
1

)
, uA =

1

E −m

(
px − ipy
−pz

)
. (4.75)

Se ha de tener en cuenta que cuando se definió a uA, se tomó la solución para partı́culas
kµ = pµ con p0 > 0 y cuando se definió uB se tomó la solución para antipartı́culas kµ = −pµ
con −p0 < 0 obligando a tomar el signo menos. Para que esto sea consistente es necesario
normalizar los espinores de manera que:

u†u = 2E, (4.76)
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donde:

u =


α
β
γ
δ

 , y u† =
(
α∗ β∗ γ∗ δ∗

)
, (4.77)

por lo que:

u†u = |α|2 + |β|2 + |γ|2 + |δ|2, (4.78)

obteniendo como consecuencia las cuatro soluciones que siguen:

u(1) = N


1
0
pz

E+m
px+ipy
E+m

 , u(2) = N


0
1

px−ipy
E+m
−pz
E+m

 , (4.79)

u(3) = N


pz

E−m
px+ipy
E−m

1
0

 , u(4) = N


px−ipy
E−m
−pz
E−m

0
1

 , (4.80)

donde N es una constante de normalización. Es importante ver que las soluciones u(1) y u(2)

son consistentes y que las otras, u(3) y u(4) no, porque tienen energı́as negativas, lo cual re-
quiere una nueva interpretación, lo que llevará a redefinirlas como v(1) y v(2) haciendo las
consideraciones fı́sicas que viene ahora. Anteriormente se habı́a dicho que las cantidades E
y p⃗ corresponden fisicamente a la energı́a y el momento de una partı́cula, particularmente los
estados del electrón, lo cual es cierto para u(1) y u(2), pero en el caso de u(3) y u(4) no se
puede interprentar de la misma forma, pues no hay energı́as negativas, por lo que la manera
adecuada de tratar este resultado es interpretando el signo menos como una antipartı́cula, en
particular como estados de los positrones. La cuestión de expresar la solución de los positro-
nes se resuelve haciendo un cambio de signos, tal que la función de onda puede escribirse
ası́:

ψ(r⃗, t) = aei(Et−p⃗·r⃗)u(−E,−p⃗).
De acuerdo con la interpretación de Feynman-Stückelberg, la cual sugiere que una solución
de energı́a negativa se puede entender como una partı́cula de energı́a negativa que se propaga
hacia atrás en el tiempo o, de igual manera, como una antipartı́cula con energı́a positiva que
se propaga hacia adelante en el tiempo, se definen los espinores v(1) = Nu(4)(−E,−p⃗) y
v(2) = −Nu(3)(−E,−p⃗), por lo tanto:

v(1) = Nu(4)(−E,−p⃗) = N


−px+ipy
−E−m

pz
−E−m

0
1

 = N


px−ipy
E+m
−pz
E+m

0
1

 , (4.81)
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v(2) = −Nu(3)(−E,−p⃗) = −N


−pz

−E−m
−px−ipy
−E−m

1
0

 = −N


pz

E+m
px+ipy
E+m

1
0

 . (4.82)

Es decir, los espinores u(1) y u(2) representan los dos estados de espı́n de los electrones con
energı́a E y momento p⃗ y los espinores v(1) y v(2) representan los dos estados de espı́n de los
positrones con energı́a E y momento p⃗. Ya con esto definido se puede encontrar la constante
de normalización, cuyo cálculo se encuentra en el apéndice A, y la cual es igual a:

N =
√
E +m. (4.83)

En consecuencia, las funciones de onda para los estados de partı́cula y antipartı́cula serán
respectivamente:

ψ = ae−ip·xu, (4.84)

ψ = aeip·xv, (4.85)

y de las ecuaciones (4.55) y (4.67) se obtienen dos ecuaciones de Dirac, una para partı́culas
y otra para antipartı́culas, respectivamente:

(γµkµ −m)u = 0 → (γµpµ −m)u = 0, (4.86)

(γµkµ −m)u = 0 → (γµ(−pµ)−m)v = 0 → (γµpµ +m)v = 0, (4.87)

es decir, las ecuaciones de Dirac se satisfacen en el espacio de momentos, y en resumen:

(γµpµ −m)u = 0, (4.88)

(γµpµ +m)v = 0. (4.89)

4.2.3. Covariantes bilineales
A pesar de que los espinores de Dirac tienen la forma de un cuadrivector sus componentes no
transforman como tal cuando se va de un sistema inecial a otro. Sea un sistema que se mueve
con velocidad v en la dirección x, la regla de transformación es:

ψ → ψ′ = Sψ, (4.90)

donde S es una matrix de transformación con tamaño 4× 4, cuyas componentes son:

S =

(
a+I2×2 a−σ1
a−σ1×1 a+I2×2

)
, (4.91)

siendo:
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a± = ±
√
γ ± 1

2
, donde γ =

1√
1− v2

c2

. (4.92)

Esta matriz no es ortogonal ni unitaria, es decir:

S†S = γ

(
I2×2 −v

c
σ1

−v
c
σ1 I2×2

)
̸= 1, (4.93)

lo que implica que el producto de los siguientes espinores no es invariante:

ψ† · ψ = ψ†ψ =
(
ψ∗
1 ψ∗

2 ψ∗
3 ψ∗

1

)
ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

 . (4.94)

A partir de la la regla de transformación (4.90) se puede hacer el producto de un espinor
de Dirac en un marco de referencia de coordenadas x′ por otro en el mismo marco pero
traspuesto conjugado, ası́:

(ψ′)
†
ψ′ = (Sψ)†(Sψ) = ψ†S†Sψ, (4.95)

por lo tanto el producto de un espinor de Dirac en un marco de referencia de coordenadas x′

con otro espinor de Dirac en el mismo marco de referencia, pero traspuesto conjugado, no es
invariante, eso por (4.93). Una de las propiedades que satisface S es:

S†γ0S = γ0. (4.96)

Para poder continuar es necesario definir el espinor de Dirac adjunto como:

ψ̄ = ψ†γ0 =
(
ψ∗
1 ψ∗

2 ψ∗
3 ψ∗

4

)
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 =
(
ψ∗
1 ψ∗

2 −ψ∗
3 −ψ∗

4

)
, (4.97)

cuyas consecuencias son inmediatas, como se ve a continuación, cuando se hace el produc-
to de un espinor de Dirac y otro espinor, pero adjunto y usando el resultado de la misma
definición:

ψ̄ψ =
(
ψ∗
1 ψ∗

2 −ψ∗
3 −ψ∗

4

)
ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

 = |ψ1|2 + |ψ2|2 − |ψ3|2 − |ψ4|2, (4.98)

siendo el resultado invariante, a esta expresión, donde se suman dos cantidades y se resta la
suma de otras dos se le conoce como escalar de Lorentz. Otra de las consecuencias es que si
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se toma un marco referencia de coordenadas x′ y si a esto le sigue la regla de transformación
(4.90) en conjunto con la definición (4.96) resulta:

(ψ̄ψ)′ = ψ̄′ψ′ = ψ′†γ0ψ′ = (Sψ)†γ0Sψ = ψ†S†γ0Sψ = ψ†γ0ψ = ψ̄ψ, (4.99)

la cual es una cantidad escalar y además invariante relativista.

De otro lado es importante definir lo que son las cantidades escalares y las cantidades pseu-
doescalares. Siendo clasificadas de acuerdo a cómo transforman bajo paridad. Si ocurre que:

P : (x, y, z) → (−x,−y,−z), (4.100)

entonces se dice que son cantidades pseudoescalares y si no cambian de signo bajo la trans-
formación de paridad, entonces son escalares. Es necesario estudiar si los espinores de Dirac
o cantidades que los involucran transforman o no bajo paridad y cómo lo hacen , tal sea el
caso de ψ̄ψ. Aparte de eso se hace necesario exigir la covarianza de Lorentz de la ecuación
de Dirac, es decir:

(iγµ∂µ −m)ψ = 0 → (iγ′
µ
∂′µ −m)ψ′ = 0, (4.101)

aquı́ se va a aplicar la regla de transformación (4.90) y además, se debe tener en cuenta que la
derivada parcial covariante que implı́citamente involucra una transformación de coordenadas:

∂
′

µ =
∂xν

∂x′µ
∂

∂xν
= (Λ−1) ν

µ′
∂

∂xν
= (Λ−1) ν

µ′ ∂ν . (4.102)

Al sustituir estos resultados en la parte derecha de la ecuación (4.101) se tiene:

(iγ′
µ
(Λ−1) ν

µ′ ∂ν −m)Sψ = 0, (4.103)

si se multiplica a la ecuación anterior por SS−1 en su lado izquierdo resulta:

SS−1(iγ′
µ
(Λ−1) ν

µ′ ∂ν −m)Sψ = 0, (4.104)

S(iS−1γ′
µ
S(Λ−1) ν

µ′ ∂ν −m)ψ = 0, (4.105)

(iS−1γ′
µ
S(Λ−1) ν

µ′ ∂ν −m)ψ = 0, (4.106)

donde para que la Ecuación de Dirac sea invariante ha de exigirse que:

S−1γ′
µ
S(Λ−1) ν

µ′ = γµ, (4.107)

y haciendo el renombramiento de ı́ndices ′µ = µ′ = µ y teniendo en cuenta la siguiente
definición:

(Λ−1) ν
µ = Λν

µ, (4.108)

resulta la ecuación cuyas cuatro soluciones, debido a que µ = ν = 0, 1, 2, 3., garantizan la
covarianza de Lorentz de la Ecuación de Dirac:
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S−1γµSΛν
µ = γν . (4.109)

Una vez garantizada la covarianza de la Ecuación de Dirac ya se puede estudiar como trans-
forman bajo paridad los espinores de Dirac. Para ello se parte de las transformaciones impro-
pias de Lorentz, en particular la reflexión espacial:

x⃗′ = −x⃗ t′ = t.

Esta transformación, por covarianza, requiere una solución de la ecuación (4.109), donde
es posible llevar a cabo la transformación de paridad si solo se toman los elementos de la
diagonal, por tanto la matriz será:

Λν
µ =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 = gνµ. (4.110)

Ahora, para la reflexión de coordenadas se hace S = P , por lo tanto la ecuación (4.109) se
reescribe ası́:

P−1γµPgνµ = γν , (4.111)

donde la única posibilidad es que µ = ν, ası́ que resultan las ecuaciones:

P−1γ0P = γ0, µ = ν = 0, (4.112)

P−1γiP = −γi, µ = ν = i = 1, 2, 3., (4.113)

o mejor escritas quedan:

γ0P = Pγ0, (4.114)

γiP = −Pγi. (4.115)

Se evidencia que de las anteriores dos ecuaciones la primera conmuta y la segunda anticon-
muta, por tanto se hace que P = γ0. Esto no es una elección arbitraria, puesto que en la
Ecuación de Dirac, cuando se lleva a cabo la reflexión espacial o aplicación del operador
de paridad la coordenada temporal mantiene su signo mientras que la espacial, al tener que
conmutar γ0 con γi, lo cambia, de modo que el espinor de Dirac para ser invariante necesa-
riamente debe cumplir la transformación:

ψ
′
= γ0ψ. (4.116)

En base a esto se puede hacer que el siguiente producto de espinores transforme de la siguien-
te manera:
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(ψ̄ψ)′ = ψ̄′ψ′ = (ψ′)†γ0γ0ψ = (γ0ψ)†γ0γ0ψ = ψ†γ0
†
γ0γ0ψ = ψ†γ0ψ = ψ̄ψ, (4.117)

mostrando lo que se habı́a afirmado antes, que este producto de espinores es invariante bajo
transformación de paridad y por tanto es una cantidad escalar. Pero no solo hay de este tipo
de cantidades, también las hay cantidades pseudoescalares, axiales, vectoriales y tensoriales,
resultado del sándwich de matrices gamma entre el producto de espinores bilineales que son
formas bilineales linealmente independientes, tal como ψ̄γ5ψ la cual bajo paridad transforma
ası́:

(ψ̄γ5ψ)′ = ψ̄′γ5ψ′ = (ψ′)†γ0γ5γ0ψ = (γ0ψ)†γ0γ5γ0ψ = ψ†γ0
†
γ0γ5γ0ψ

= ψ†γ0γ0γ5γ0ψ = ψ†γ5γ0ψ, (4.118)

como γ5 es:

γ5 = iγ0γ1γ2γ3, (4.119)

entonces el producto de γ0γ5 será:

γ5γ0 = iγ0γ1γ2γ3γ0 = (−1)iγ0γ1γ2γ0γ3 = (−1)2iγ0γ1γ0γ2γ3

= (−1)3γ0(iγ0γ1γ2γ3) = −γ0γ5, (4.120)

y por tanto al usar este resultado en la ecuación (4.118) se obtiene:

(ψ̄γ5ψ)′ = −ψ†γ0γ5ψ = −ψ̄γ5ψ, (4.121)

donde el signo menos indica que esta cantidad es pseudoescalar. Otra forma bilineal es ψ̄γµψ
la cual se divide en dos casos, uno para µ = 0 y otro para µ ̸= 0, como se ve a continuación
cuando transforma:

(ψ̄γµψ)′ = ψ̄′γµψ′ = (ψ′)†γ0γµψ′ = (γ0ψ)†γ0γµγ0ψ

= ψ†γ0γ0γµγ0ψ = ψ†γµγ0ψ, (4.122)

lo cual resulta en:

ψ†γµγ0ψ =

{
ψ†γ0γ0ψ = ψ̄γ0ψ µ = 0
ψ†γiγ0ψ = −ψ̄γiψ µ ̸= 0

, (4.123)

que es como transforma un vector, llamándose por tanto cantidad vectorial y tiene cuatro
componentes. También está la forma bilineal ψ̄σµνψ, la cual hace uso de la definición:

σµν =
i

2
(γµγν − γνγµ), donde σµν = (σµν)†, (4.124)
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y para demostrar como transforma procedemos ası́:

(ψ̄σµνψ)′ = (ψ′)†γ0σµνψ′ = (γ0ψ)†γ0σµνγ0ψ = ψ̄γ0σµνγ0ψ

= ψ̄[(−1)(σµν)†]ψ = ψ̄σµνψ, (4.125)

de esta manera se puede ver que la cantidad transformó como un tensor, por tanto se la
conoce como cantidad tensorial. La última de las formas bilineales que se pueden construir
es ψ̄γµγ5ψ, esta cantidad bajo las transformaciones de Lorentz transforma como vector, y
bajo paridad transforma como:

(ψ̄γµγ5ψ)
′ = (ψ′)†γ0γµγ5ψ

′ = (γ0ψ)†γ0γµγ5γ
0ψ = ψ†γµγ5γ

0ψ, (4.126)

donde al usar el resultado antes visto: γ0γ5 = −γ5γ0, se tiene que:

ψ†γµγ5γ
0ψ = (−1)ψ†γµγ0γ5ψ =

{
−ψ̄γ0γ5ψ µ = 0
ψ̄γiγ5ψ µ ̸= 0

, (4.127)

de manera que a esta cantidad se le conoce como un vector axial.
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4.3. El fotón
Las ecuaciones de Maxwell determinan los campos eléctricos y magnéticos que son conse-
cuencia directa de la densidad de la densidad de carga ρ y la densidad de corriente J . En 1873
J.C. Maxwell propuso las cuatro ecuaciones que condensaron la teorı́a electromagnética, es-
tas son:

∇ · E = 4πρ, (4.128)

∇ ·B = 0, (4.129)

∇× E +
∂B

∂t
= 0, (4.130)

∇×B − ∂E

∂t
= 4πJ. (4.131)

Las componentes de los campos eléctricos y magnéticos, en notación relativista, pueden for-
mar un tensor de segundo rango llamado tensor electromagnético que es antisimétrico y está
definido como sigue:

F µν =


0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0

 , (4.132)

y cumple como se habı́a dicho antes con:

F µν = −F νµ, (4.133)

además la densidad de corriente y de carga forman parte de un único cuadrivector que se
escribe ası́:

Jµ = (ρ, J). (4.134)

Las ecuaciones de Maxwell que son ecuaciones diferenciales pueden formar dos grupos,
(4.128 y 4.131) y (4.129 y 4.130), para clasificarse en homogéneas e inhomogéneas respecti-
vamente. Estos dos grupos, cada uno con dos ecuaciones, se reducen a una ecuación por cada
grupo en la formulación covariante, tal como se presenta a continuación:

∂µF
µν = 4πJν , (4.135)

∂α

(
1

2
ϵαλµνFµν

)
= 0. (4.136)

Ahora, si a la ecuación (4.135) se le aplica el operador de divergencia se tiene que:

∂ν∂µF
µν = 4π∂νJ

ν ,
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1

2
∂ν∂µF

µν +
1

2
∂ν∂µF

µν = 4π∂νJ
ν , (4.137)

y en el segundo término de lado izquierdo de la ecuación se hace el cambio en los ı́ndices
µ→ ν, por lo tanto lo anterior queda como:

1

2
∂ν∂µF

µν +
1

2
∂µ∂νF

νµ = 4π∂νJ
ν ,

1

8π
∂ν∂µ (F

µν + F νµ) = ∂νJ
ν ,

1

8π
∂ν∂µ (F

µν − F µν) = ∂νJ
ν ,

∂νJ
ν = 0. (4.138)

Este resultado dice que la divergencia del cuadrivector de corriente es cero, y también lleva
directamente a la ecuación de continuidad la cual implica la conservación local de la carga.
De modo que explı́citamente:

∂νJ
ν =

∂J0

∂x0
+
∂J i

∂xi
=
∂ρ

∂t
+∇ · J = 0. (4.139)

De otro lado, para las ecuaciones homogéneas de Maxwell se puede definir un potencial
escalar o vectorial cuyo rotor sea igual al campo magnético, ası́:

B = ∇× A, (4.140)

lo cual es válido pues se sigue cumpliendo la ecuación (4.129) porque la divergencia del rotor
de un potencial vectorial es cero, o mejor:

∇ · (∇× A) = 0. (4.141)

De este modo la ecuación de Faraday-Maxwell o (4.130) puede reescribirse en términos del
potencial A:

∇× E +
∂(∇× A)

∂t
= ∇× E +∇× ∂A

∂t
= ∇×

(
E +

∂A

∂t

)
= 0, (4.142)

y como consecuencia se tiene que el argumento al cual se aplica el rotacional debe ser el
gradiente de algún potencial escalar que se define como V , de forma que:

−∇V = E +
∂A

∂t
, (4.143)

E = −∇V − ∂A

∂t
. (4.144)

La formulación covariante de las ecuaciones (4.140) y (4.144) deviene en una reescritura de
F µν , por lo tanto:
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F µν = ∂µAν − ∂νAµ, (4.145)

donde elAµ es un cuadripotencial que contiene tanto un potencial escalar como uno vectorial,
ası́:

Aµ = (V,A). (4.146)

Y esta formulación permite una modificación de la ecuación (4.135), la cual queda en térmi-
nos del cuadripotencial Aµ, de modo que:

∂µ(∂
µAν − ∂νAµ) = 4πJν ,

∂µ∂
µAν − ∂µ∂

νAµ = 4πJν ,
(4.147)

quedando mejor organizada de la siguiente forma:

∂µ∂
µAν − ∂ν(∂µA

µ) = 4πJν . (4.148)

En la teorı́a electromagnética todo lo que hay son campos eléctricos y magnéticos, es decir,
estos hacen parte de la realidad fı́sica, pero los potenciales no hacen parte de ella, por lo tanto
son herramientas matemáticas. Es posible abstraer a los potenciales escalares y vectoriales en
un único cuadrivector Aµ como anteriormente se lo hizo. A estos potenciales puede sumarse
el gradiente de una función cualquiera λ = λ(x, t) sin que esta transformación afecte la
invarianza de F µν que a continuación se va a demostrar. El problema de los potenciales es su
valor indeterminado, y un primer paso para intentar darles un valor es hacer lo que sigue:

A′µ = Aµ +∇λ. (4.149)

Esta definición al aplicarse a F µν resulta en:

F ′µν = ∂µA′ν − ∂νA′µ

= ∂µ(Aν +∇λ)− ∂ν(Aµ +∇λ)
= ∂µAν + ∂µ∇λ− ∂νAµ − ∂ν∇λ
= ∂µAν − ∂νAµ

= F µν ,

(4.150)

lo que indica, tal como se habı́a argumentado, que el tensor electromagnético es invariante
bajo esta escogencia de potencial. Tal cambio de potenciales que no tiene efecto sobre los
campos se llama transformación de gauge. Como se quiere dar un peso extra a esta transfor-
mación gauge se va a imponer lo que se conoce como gauge de Lorentz que es:

∂µA
µ = 0, (4.151)

lo que permite un cambio en las ecuaciones de Maxwell covariantes e inhomogéneas (4.148)
y simplificarlas todavı́as más, ası́:
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∂µ∂
µAν = 4πJν ,

siendo mejor expresar esta ecuación con el operador de d’Alembert de la siguiente forma:

□Aν = 4πJν . (4.152)

Aunque la expresión ya se encuentra bastante reducida todavı́a no se ha dado un valor fijo
de Aµ por lo que puede tomar cual se quiera. Y por tanto son posibles más transformaciones
siempre y cuando la función del gauge λ satisfaga la función de onda:

□λ = 0. (4.153)

Sin embargo, todavı́a el cuadripotencial es indefinido y como consecuencia de esto se dan
muchı́simos grados de libertad, por lo que es necesario, para este caso, añadir otra condición
con la que se corre el peligro de perder la covarianza de Lorentz de la teorı́a. Sea el caso del
espacio vacı́o, donde la densidad de carga y de corriente es nula, se tiene que:

Jµ = 0, (4.154)

logrando con esto que la ecuación (4.152) sea igual a:

□Aν = 0, (4.155)

la cual explı́citamente será: (
∂2

∂t2
−∇2

)
Aµ = 0. (4.156)

En este punto se añade la condición adicional que sujeta el problema a un sistema inercial.
Se toma µ = 0 en Aµ y se establece que:

A0 = 0, (4.157)

y además se define el gauge de Coulomb el cual hace que para µ = 1, 2, 3., se cumpla lo
siguiente:

∇ · A = 0. (4.158)

De otro lado, en el vacı́o el gauge de Lorentz logra reducir las ecuaciones inhomogéneas
llegando al punto de conseguir una ecuación de onda (4.155) sugiriendo que Aµ es una fun-
ción de onda. Esta función es la función de onda para un fotón libre que también se puede
relacionar directamente con la ecuación de Klein-Gordon para una partı́cula sin masa. Para
la ecuación de Dirac se toman soluciones de onda plana:

Aµ(x) = ae−ip·xϵ(s)µ (p), con pµ = (E,p) , (4.159)

donde a es la constante de normalización y ϵ(s)µ el vector de polarización que lleva la infor-
mación de la estructura del espacio de momentos y de los ejes en que va a oscilar el campo
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del fotón con los estados de polarización s = 1, 2.; estos estados son ortogonales entre sı́,
es decir, ϵ(1)µ · ϵ(2)µ = 0, y además están normalizados ϵµ · ϵµ = −1. Dado que □ = ∂µ∂

µ

entonces al aplicar este operador en Aµ(x) da:

∂µ∂
µ(ae−ip·xϵ(s)ν (p)) = 0,

∂µ
[
a(−ipµ)e−ip·xϵ(s)ν (p)

]
= 0,

a(−ipµ)(−ipµ)e−ip·xϵ(s)ν (p) = 0,

−apµpµe−ip·xϵ(s)ν (p) = 0,

de donde se tiene que para los fotones reales su masa en reposo es cero, y como consecuencia
de este hecho:

pµp
µ = 0, (4.160)

o también que:

pµp
µ = E2 − |p|2 = 0, (4.161)

siendo evidente la relación de disperción del fotón:

E = |p|. (4.162)

Si además se hace uso del gauge de Lorentz (4.151) resulta que:

∂µ(ae
−ip·xϵµ(p)) = 0,

a(−ipµ)e−ip·xϵµ(p) = 0,

lo que se cumple sı́ y solo sı́:

pµϵ
(s)µ(p) = 0. (4.163)

Y por último, aplicando el gauge de Coulomb se llega a que:

ϵ(0)µ = 0, (4.164)

ϵipi = 0, (4.165)

lo que implica que el vector de polarización ϵ del fotón es perpendicular a la dirección de
propagación del mismo, entonces se dice que el fotón libre está transversalmente polarizado.
Estos vectores de polarización satisfacen la relación de completitud:∑

s=1,2

ϵ
(s)
i ϵ

(s)∗
j = δij, (4.166)
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por ejemplo, si se toma la componente i = j = 1 y también la componente i = j = 2,
entonces: ∑

s=1,2

ϵ
(s)
1 ϵ

(s)∗
1 = δ11 = 1, (4.167)

∑
s=1,2

ϵ
(s)
2 ϵ

(s)∗
2 = δ22 = 1, (4.168)

Y si el momento es p = (0, 0, pz) el espacio de posibles ϵ es:

ϵ(1) = (1, 0, 0), (4.169)

ϵ(2) = (0, 1, 0), (4.170)

pues ambos satisfacen la ecuación (4.165). En este ejercicio se ve como de cuatro soluciones
independientes quedan nada más dos. Una partı́cula de sin masa admite solo dos soluciones
independientes.

4.4. Reglas de Feynman para la electrodinámica cuántica

Las reglas de Feynman para la electrodinámica cuántica se toman de acuerdo con la referencia
[]. Para calcular la amplitud M asociada a algún diagrama de Feynman en particular se
procede de acuerdo con las siguientes reglas:

1. Notación: para cada lı́nea externa se asocia un momento p1, p2, ..., pn y se dibuja una
flecha en la dirección positiva del tiempo. A cada lı́nea interna se asocia un momento
q1, q2, ..., qn y se dibuja una flecha al lado de la lı́nea que indique la dirección posivita
asignada arbitrariamente.

2. Lı́neas externas: las lı́neas externas aportan factores de la siguiente manera:

Electrones :

{
entrantes : : u
salientes : : ū

,

Positrones :

{
entrantes : : v̄
salientes : : v

,

Fotones :

{
entrantes : : ϵµ
salientes : : ϵ∗µ

.

3. Factores de vértice: cada vértice contribuye con un factor:
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donde la constante de acoplamiento adimensional ge está relacionada con la carga del
electrón ası́:

ge = e

√
4π

ℏc
=

√
4πα.

4. Propagadores: cada lı́nea interna contribuye con un factor de la forma:

Electrones y positrones:

Fotones:

5. Conservación de energı́a y momento: para cada vértice se escribe una función delta de
la forma:

(2π)4δ4(k1 + k2 + k3),

donde las k son tres cuadrimomentos que llegan al vértice (si una flecha apunta hacia
afuera, entonces el cuadrimomento k lleva un signo menos).
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6. Integrar sobre los momentos internos: por cada momento interno se escribe el factor:

d4q

(2π)4
,

y se integra.

7. Cancelar la función delta: el resultado incluirá el factor δ global:

(2π)4δ4(p1 + p2 + ...+ pn),

correspondiente a la conservación total de energı́a-momento. Al cancelar este factor y
multiplicar por i lo que queda es M.

8. Antisimetrización: incluir un signo menos en los diagramas que difieren solo por un
intercambio de dos electrones o positrones entrando o saliento o de un electrón entrante
con un positrón saliente o al contrario, un positrón entrante y un electrón saliente.



Capı́tulo 5

Calculos de g-2 a un loop

La ecuación de Dirac no solo predice la existencia de las antipartı́culas, también predice una
propiedad única de la fı́sica cuántica y que no tiene una cantidad con la cual compararla en
la fı́sica clásica, esta es el momento magnético angular de espı́n. Tal caracterı́stica de las
partı́culas se pudo ver por vez primera en el experimento de Stern y Gerlach [29], donde al
disparar un haz colimado de átomos neutros de plata hacia un campo magnético perpendicular
(ẑ), el cual atravezaban, estos se desviaban y se agrupaban en dos puntos sobre la pantalla.
Desde la mecánica cuántica no relativista y menos aún de la mecánica clásica, no se tenı́a
ningún fundamento teórico para explicar el fenómeno, por lo que hasta el momento se tenı́a
que:

µ⃗ =
( e

2m

)
L⃗, (5.1)

Hasta 1928, solo Uhlenbeck y Goudsmith habı́an sugerido un momento magnético de un
magnetón de Bohr y el momento angular de espı́n igual a medio cuanto de energı́a. Sin
embargo, solo se llegó a demostrar en la segunda parte del artı́culo The Quantum Theory of
the Electron II de Dirac [21]. El momento magnético angular intrı́nseco de una partı́cula con
medio espı́n era el doble del esperado en la fı́sica clásica:

µ⃗ = 2
( e

2m

)
S⃗, (5.2)

donde S⃗ es una cantidad asociada al momento angular intrı́nseco de giro de las partı́culas.
Esto a comúnmente se expresa en términos de que la relación giromagnética g = 2:

µ⃗ = g
( e

2m

)
S⃗. (5.3)

Pero no todo terminó allı́, durante la cuantización de la electrodinámica se predijeron expe-
rimentalmente fluctuaciones cuánticas que desviaban el valor del momento magnético angu-
lar intrı́nseco de espı́n debido a que habı́an discrepancias en la medida de la constante de
estructura fina lo cual indirectamente afectaba a la constante g, de modo que en artı́culos
como [15, 16] demostraron que g = 2 era ahora g − 2 ̸= 0. Citando textualmente a Bethe:
Schwinger, Weisskopf y Oppenheimer han sugerido que una posible explicación podrı́a ser el

41
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cambio de niveles de energı́a por la interacción del electrón con el campo de radiación; es
decir, ya se habı́an comenzado labores para dar una explicación teórica a la anomalı́a.

5.1. g-2 en el modelo estándar
Después de la determinación del momento magnético anómalo del electrón en 1948 por parte
de Schwinger, Feynman y Tomonaga, y su confirmación experimental por parte de Foley y
Kusch, León Lederman impulsó la idea de un nuevo experimento, pero esta vez haciendo
uso de muones, sabiendo que al tratarse de partı́culas más pesadas el campo de las mismas
tendrı́a mayor efecto en sus propiedades. En 1958, Lederman se reunió con Gilberto Ber-
nardini, director de investigación del CERN y le propuso el diseño para medir el g − 2 con
alta precisión, haciendo uso de la desintegración de piones polarizados que tienen la venta-
ja de que sus espines apuntan en la misma dirección permitiendo, cuando ya se los tienen
muones en el acelerador, calcular alguna desviación de los mismos gracias a la violación de
paridad que se observa en la dirección en que salen los electrones que son consecuencia de la
desintegración de los muones.

Figura 5.1: Esbozo del experimento g-2 propuesto por Lederman para el CERN donde se
disparan piones cargados y polarizados que se desintegran en muones también polarizados.
Imagen tomada de la pagina web de la colaboración BNL.

A pesar de que el experimento fue propuesto en 1958 solo se evidenciaron sus resultados en
1978 [11]. Los resultados teóricos ya habı́an mejorado mucho, de modo que el (g − 2)/2
calculado era:

ateoµ = 1165921(8.3)× 10−9, (5.4)
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con una confirmación experimental igual a:

aexpµ = 1165924(8.5)× 10−9(7ppm). (5.5)

Aunque aquı́ aparece una pequeña discrepancia, se creó en principio que se requerı́a mayor
precisión en el experimento, pero no dejó de pensarse que se debı́a a efectos de interacciones
débiles o el acoplamiento anómalo del muón, bosones pesados neutros, contribuciones exóti-
cas o modificaciones que debı́an hacerse en la EC. Para cerrar la discusión se llevó a cabo
un nuevo experimento llamado (BNL) Muon E821 en el Brookhaven National Laboratory
(BNL) con una precisión veinte veces que la medida de 1978, y comenzó a tomar datos en
1997 concluyénsose con su análisis y resultados en 2006 [13], se obtuvo:

aSMµ = 11659185.7(8.0)× 10−10(0.69ppm), (5.6)

con un resultado experimental igual a:

aexpµ = 11659208.0(6.3)× 10−10(0.54ppm). (5.7)

Existen dos resultados teóricos con los que se debe comparar, que representan dos evaluacio-
nes ligeramente diferentes basadas en e− y e+ de la contribución de la polarización del vacı́o
hadrónico de orden principal. La expectativa teórica debe compararse con nuestro resultado
experimental. Pero esta vez ya se hace más evidente la anomalı́a, con una significancia en la
desviación estándar de 2.2σ a 2.7σ. Y si la contribución débil no se tiene en cuenta, entonces
la significancia de la desviación estándar aumenta a 3.7σ y 4.3σ. Esto indica que no se han
tenido en cuenta todas las correcciones radiativas posibles y que existe una estructura de fon-
do que causa perturbaciones el muón.

El actual estado del arte [6] se definió en el último experimento que tuvo lugar en el FermiLab
con la ventaja de que en el se puede producir un haz de muones más puro, aquı́ los resultados
finales salieron a la luz en el 2021 [2], y fueron:

aSMµ = 116591810(43)× 10−11(0.37ppm), (5.8)

con un resultado experimental igual a:

aexpµ = 116592061(41)× 10−11(0.35ppm). (5.9)

cuyas consecuencias son enormes, pues la desviación esta vez es de 4,2σ, lo que indica fı́sica
más allá del modelo estándar y la necesidad de profundizar en el estudio de los leptones car-
gados. El aSMµ resultado de las contribuciones de la EC y las interacciones débiles y fuertes,
se define ası́:

aSMµ = aEC
µ + adebilµ + ahadronicaµ . (5.10)



44 CAPÍTULO 5. CALCULOS DE G-2 A UN LOOP

Figura 5.2: Correcciones en SM a orden más bajo para aµ.

5.2. Cálculo del g-2 del muón a un loop en el ME.

El cálculo del momento magnético tiene un aporte a nivel arbol e infinitos aportes a nivel de
loops, tal como se ve en la siguiente figura que ha sido tomada de [40]:

Figura 5.3: EC (correcciones radiativas): contribuciones a nivel árbol y a nivel de loops.

El estudio que corresponde al trabajo se centra al cálculo del momento magnético a un loop.
Por lo tanto se va a considerar el diagrama:
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Figura 5.4: Representación diagramática de la amplitud en el proceso µ → µγ en presencia
de un fotón.

De las reglas de Feynman para la EC tenemos que:

Hay tres momentos internos, por lo tanto los propagadores son:

i(��k′ +m)

k′2 −m2 + iϵ
, (5.11)

i(��k +m)

k2 −m2 + iϵ
, (5.12)

−igνρ
q′2 + iϵ

. (5.13)

Y cada vértice implica que:

(2π)4δ4(p− k − q′)(−ieγν), (5.14)

(2π)4δ4(k + q − k′)(−ieγµ), (5.15)

(2π)4δ4(q′ + k′ − p′)(−ieγρ). (5.16)

E integrando sobre cada momento indeterminado del loop:

d4q′

(2π)4
, (5.17)
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d4k′

(2π)4
, (5.18)

d4k

(2π)4
. (5.19)

Y para poder cancelar la función delta en el numerador en el cálculo de la amplitud se
tiene que incluir el factor que corresponde a la conservación total de los momentos en
el denominador.

(2π)4δ4(q + p− p′). (5.20)

La amplitud para la dispersión de muones es:

iM = ie2 [ū(p′)Γµ(p′, p)u(p)]
1

q2
[ū(k′)γµu(k)] , (5.21)

donde a nivel árbol:

Γµ = γµ, (5.22)

pero a un loop δ:

Γµ = γµ + δΓµ, (5.23)

como la suma de los diagramas de vértice es:

−ieΓµ, (5.24)

entonces:

−ieΓµ = −ieγµ − ieδΓµ, (5.25)

ası́ que:

ū(p′)Γµ(p′, p)u(p), (5.26)

queda:

−ieū(p′)Γµ(p′, p)u(p) = −ieū(p′)γµ(p′, p)u(p)− ieū(p′)δΓµ(p′, p)u(p), (5.27)

siendo de principal interés calcular la cantidad no trivial δ que representa la anomalı́a del
momento magnético del muón. Por lo tanto:

−ieū(p′)δΓµ(p′, p)u(p), (5.28)

se puede calcular usando las reglas de Feynman y es el que corresponde a la contribución
de un loop a la función de vértice del muón; de otro lado a ū(p′)δΓµ(p′, p)u(p), al cual
llamaremos de ahora en adelante como ūp′δΓ

µ
p′,pup:
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ūp′δΓ
µ
p′,pup =

∫ ∫ ∫
ūp′(−ieγν)

i(��k′ +m)

k′2 −m2 + iϵ
(−ieγµ) i(��k +m)

k2 −m2 + iϵ
(−ieγρ) −igνρ

q′2 + iϵ
up

(2π)4δ4(p− k − q′)(2π)4δ4(k + q − k′)(2π)4δ4(q′ + k′ − p′) d4q′

(2π)4
d4k′

(2π)4
d4k

(2π)4
. (5.29)

Dado que en el diagrama q′ = p− k entonces podemos integral sobre la variable q′, de modo
que:

ūp′δΓ
µ
p′,pup = −e3

∫ ∫
ūp′γ

ν (��k′ +m)

k′2 −m2 + iϵ
γµ

(��k +m)

k2 −m2 + iϵ
γρ

gνρ

(p− k)2 + iϵ
up

(2π)4δ4(k + q − k′)(2π)4δ4(p− k + k′ − p′) d4k′

(2π)4
d4k

(2π)4
. (5.30)

El siguiente paso es integrar sobre k′ = k + q, ası́:

ūp′δΓ
µ
p′,pup = −e3

∫
ūp′γ

ν (��k′ +m)

(k + q)2 −m2 + iϵ
γµ

(��k +m)

k2 −m2 + iϵ
γρ

gνρ

(p− k)2 + iϵ
up

(2π)4δ4(p− k + k + q − p′) d4k

(2π)4
. (5.31)

Se nota que las deltas se pueden simplificar al igual que los (2π)4 y pasando los términos
constantes de lado derecho al lado izquierdo queda:

ūp′δΓ
µ
p′,pup = −ie2

∫
ūp′γ

ν (��k′ +m)

(k + q)2 −m2 + iϵ
γµ

(��k +m)

k2 −m2 + iϵ
γρ

gνρ

(p− k)2 + iϵ
up

d4k

(2π)4
. (5.32)

En la ecuación (5.32) se puede reescribir el numerador aplicando las propiedades de las ma-
trices gamma, ası́:

γν(��k′ +m)γµ(��k +m)γν = (γν��k′ + γνm)γµ(��kγν + γνm)

= γν��k′γµ��kγν + γν��k′γµγνm+mγνγµ��kγν +m2γνγµγν ,
(5.33)

y teniendo en cuenta que:

γνγµγν = −2γµ, (5.34)

γν��k′γµ��kγν = −2��kγµ��k′, (5.35)
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γµγνγλγµ = 4gνλ, (5.36)

entonces (5.33) queda:

γν(��k′ +m)γµ(��k +m)γν = −2��kγµ��k′ +mγν(��k′γµ + γµ��k)γν − 2m2γµ. (5.37)

Para el segundo término del lado derecho de la ecuacion (5.37) se hace:

mγν(��k′γµ + γµ��k)γν = m(γνγϵk′ϵγ
µγν + γνγµγϵkϵγν), (5.38)

donde al aplicar la ecuación (5.36) resulta:

mγν(��k′γµ + γµ��k)γν = m(4gµϵk′ϵ + 4gϵµkϵ)

= 4m(k′
µ
+ kµ)

= 4m(k′ + k)µ,

(5.39)

de manera que la ecuación (5.37) se escribe como:

γν(��k′ +m)γµ(��k +m)γν = −2��kγµ��k′ + 4m(k′ + k)µ − 2m2γµ

= −2[��kγµ��k′ − 2m(k′ + k)µ +m2γµ],
(5.40)

al sustituir este resultado (5.40 en (5.32) obtenemos:

ūp′δΓ
µ
p′,pup = −ie2

∫
ūp′

−2[��kγµ��k′ − 2m(k′ + k)µ +m2γµ]

[(k + q)2 −m2 + iϵ][k2 −m2 + iϵ][(p− k)2 + iϵ]
up

d4k

(2π)4
,

(5.41)
organizando finalmente (5.41) queda:

ūp′δΓ
µ
p′,pup = 2ie2

∫
ūp′ [��kγ

µ
��k′ − 2m(k′ + k)µ +m2γµ]up

[(k − p)2 + iϵ][(k + q)2 −m2 + iϵ][k2 −m2 + iϵ]

d4k

(2π)4
. (5.42)

La evaluación de esta integral requiere el uso de tecnologı́a computacional conocida como
los Parámetros de Feynman.

5.2.1. Parámetros de Feynman
Feynman desarrolló este truco con el objetivo de facilitar la solución de las integrales que
aparecen seguidamente en la electrodinámica cuántica, y eso es justo lo que dice de este
método [26]. Se debe reacomodar el denominador en una expresión más simple usando los
parámetros de Feynman que como se verá más adelante reducirá los tres factores a uno solo
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de potencia igual a tres para que luego se pueda tratar con la rotación de Wick y que la integral
resultante sea una con simetrı́a esférica. Sea la identidad:

1

AB
=

∫ 1

0

dx
1

[xA+ (1− x)B]2
=

∫ 1

0

dxdyδ(x+ y − 1)
1

(xA+ yB)2
, (5.43)

que de forma generalizada es:

1

A1A2...An

=

∫ 1

0

dx1...dxnδ(x1 + ...+ xn − 1)
(n− 1)!

(x1A1 + x2A2 + ...+ xnAn)n
. (5.44)

Dado que en el caso de la ecuación (5.42) se tiene un polinomio de grado 3 en el denominador,
entonces n = 3, ası́ que la identidad generalizada (5.44) se reduce a:

1

ABC
=

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)
(3− 1)!

(xA+ yB + zC)3
, (5.45)

por lo tanto el denominador de (5.42) al cual se le aplica esta transformación queda de la
forma:

1

[(k − p)2 + iϵ][(k + q)2 −m2 + iϵ][k2 −m2 + iϵ]

= 2

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dxdydz

[x(k2 −m2 + iϵ) + y(k′2 −m2 + iϵ) + z((k − p)2 + iϵ)]3
, (5.46)

y se define:

1

[(k − p)2 + iϵ][(k + q)2 −m2 + iϵ][k2 −m2 + iϵ]
= 2

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dxdydz

D3
,

(5.47)

donde se hizo:

D = x(k2 −m2 + iϵ) + y(k′
2 −m2 + iϵ) + z((k − p)2 + iϵ), (5.48)

el cual se puede organizar factorizando los iϵ aparte:

D = x(k2 −m2) + y(k′
2 −m2) + z(k − p)2 + (x+ y + z)iϵ, (5.49)

recordando que k′ = k + q y estableciendo la condición x+ y + z = 1, se tiene:

D = x(k2 −m2) + y((k + q)2 −m2) + z(k − p)2 + iϵ, (5.50)

y expandiendo para reorganizar términos:
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D = x(k2 −m2) + y((k + q)2 −m2) + z(k − p)2 + iϵ

= x(k2 −m2) + y(k2 + 2k · q + q2 −m2) + z(k − p)2 + iϵ

= (x+ y + z)k2 − (x+ y)m2 + 2k(yq − zp) + yq2 + zp2 + iϵ

= k2 − (x+ y)m2 + 2k(qy − pz) + yq2 + zp2 + iϵ,

(5.51)

ahora se va completan cuadrados:

D = k2 − (x+ y)m2 + 2k(yq − zp) + (yq − zp)2 − (yq − zp)2 + yq2 + zp2 + iϵ, (5.52)

quedando:

D = [k + (yq − zp)]2 − (x+ y)m2 − (yq − zp)2 + yq2 + zp2 + iϵ, (5.53)

y se procede definiendo la siguiente variable:

l = k + yq − zp, (5.54)

ası́ que al sustituir la ecuación (5.54) en la ecuación (5.53) nos da:

D = l2 − (x+ y)m2 − (yq − zp)2 + yq2 + zp2 + iϵ. (5.55)

Ahora se elige el siguiente término para simplificarlo:

yq2 + zp2 − (x+ y)m2 − (yq − zp)2. (5.56)

Para simplificar esta expresión se debe tener en cuenta que por conservación de momento se
satisface que q + p− p′ = 0, ası́ que:

p′ = p+ q,

p′
2
= (p+ q)2,

m2 = p2 + 2p · q + q2, (5.57)

también, haciendo uso de los momentos externos dentro de la capa de masa se tiene que
p2 = m2 y p′2 = m2, resultando:

m2 = m2 + 2p · q + q2

2p · q = −q2. (5.58)

Finalmente, trabajando la ecuación (5.56) junto con la ecuación (5.58) se obtiene:
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yq2 + zp2 − (x+ y)m2 − (yq − zp)2 = yq2 + zp2 − (x+ y)m2 − (y2q2 + yzq2 + z2p2)

= yq2 + zp2 − (x+ y)m2 − y2q2 − yzq2 − z2p2

= yq2(1− y − z) + z(1− z)m2 − (1− z)m2

= yxq2 + (1− z)(z − 1)m2

= yxq2 − (1− z)2m2,

(5.59)

donde por conveniencia y para dejar el resultado tal como aparece en la referencia [40] se
hace:

∆ = −yxq2 + (1− z)2m2, (5.60)

con este resultado se escribe de manera más conveniente la expresión (5.55):

D = l2 −∆+ iϵ. (5.61)

Teniendo en cuenta que q2 es el cuadrado del cuadrimomento de un fotón, que en general
se puede hacer diferente de cero q = p′ − p, ya que no hay ninguna restricción cinematica
esta diferencia de momentos puede tener cualquier valor, es usual que la energı́a inicial y
final sean iguales y por lo tanto que q sea un cuadrivector de espacio, es decir, q2 < 0. Esto
es tı́pico en procesos dispersivos donde se intercambia un fotón y es lo que se conoce como
canal t. A ūp′δΓ

µ
p′,pup se le aplicaron los parámetros de Feynman en su denominador, lo que

permite reescribirlo de la forma:

ūp′δΓ
µ
p′,pup = 2ie2

∫ ∫ 1

0

2dxdydzδ(x+ y + z − 1)

ūp′ [��kγ
µ
��k′ − 2m(k′ + k)µ +m2γµ]up

D3

d4k

(2π)4
. (5.62)

Es importante notar que ahora D depende de l, y que l solo depende de potencias pares de l,
de modo que el integrando es una función impar. Como estamos integrando sobre un intervalo
simetrico respecto al origen, entonces la integral es cero:∫

d4l

(2π)4
lµ

D3
= 0, (5.63)

pero los términos cuadráticos da:∫
d4l

(2π)4
lµlν

D3
=

∫
d4l

(2π)4

1
4
gµνl2

D3
, (5.64)

estas expresiones son realmente identidades, y se definen en [40]. Como el denominador ya
está en términos de l es pie de fuerza que el numerador también lo esté, por lo que teniendo
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en cuenta las ecuaciones (5.63) y (5.64) procedemos a simplificarlo a partir de la ecuación
(5.62), se define:

Nµ = ��kγµ��k′ − 2m(k′ + k)µ +m2γµ. (5.65)

Recordando que k′ = k + q y l = k + yq − zp, y analizando cada término de la ecuación
(5.65) se procede con:

��kγµ��k′ = γϵkϵγ
µγδk′δ

= γϵ(l − yq + zp)ϵγ
µγδ(k + q)δ

= γϵ(l − yq + zp)ϵγ
µγδ(l − yq + zp+ q)δ

= γϵlϵγ
µγρlδ + γϵ(−yq + zp)ϵγ

µγρ[(1− y)q + zp]ρ

= γϵlϵγ
µγδlδ + (−y�q + z�p)γ

µ[(1− y)�q + z�p],

resulta:

��kγµ��k′ = γϵlϵγ
µγδlδ + (−y�q + z�p)γ

µ[(1− y)�q + z�p]. (5.66)

2m(k′ + k)µ = 2m(l − yq + zp+ q + l − yq + zp)µ

= 2m(2l − 2yq + 2zp+ q)µ

= 2m[2l + 2zp+ (1− 2y)q]µ

= 2m(2lµ) + 2m[(1− 2y)qµ + 2zpµ],

y aplicando las identidades (5.63) y

2m(k′ + k)µ = 2m[(1− 2y)qµ + 2zpµ]. (5.67)

Ası́ el numerador Nµ queda de la forma:

Nµ = γϵlϵγ
µγδlδ +(−y�q+ z�p)γ

µ[(1− y)�q+ z�p]− 2m[(1− 2y)qµ +2zpµ] +m2γµ, (5.68)

con el primer término del lado derecho de la ecuación (5.68) se puede aplicar la propiedad de
anticonmutación de los γ:

{γµ, γδ} = 2gµδ, (5.69)

se hace:
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γµγδ + γδγµ = 2gµδ,

γµγδ = −γδγµ + 2gµδ. (5.70)

De modo que el primer término de lado derecho de la ecuación (5.68) queda:

γϵlϵγ
µγδlδ = γϵlϵ(−γδγµ + 2gµδ)lδ

= ��l(−γµ ��l + 2gµδlδ)

= ��l(−γµ ��l + 2lµ)

= −γ ��l ��l + 2lµ ��l

= −γµ(��l)2 + 2lµ ��l

= −γµ(��l)2 + 2lµlϵγϵ

= −γµ(��l)2 + 2

(
gµϵl2γϵ

4

)
= −γµl2 + 1

2
l2γµ

= −1

2
γµl2,

(5.71)

concluyendo de aquı́ que:

γϵlϵγ
µγδlδ = −1

2
γµl2. (5.72)

Ası́ que el numerador finalmente no tiene dependencia explı́cita de k, y se reescribe a partir
de los resultados (5.68) y 5.72 como:

Nµ = −1

2
γµl2 + (−y�q + z�p)γ

µ[(1− y)�q + z�p]− 2m[(1− 2y)qµ + 2zpµ] +m2γµ, (5.73)

y ūp′δΓ
µ
p′,pup puede expresarse ası́:

ūp′δΓ
µ
p′,pup = 2ie2

∫ ∫ 1

0

2dxdydzδ(x+ y + z − 1)
ūp′N

µup
D3

d4l

(2π)4
. (5.74)

De la integral (5.74) se procede a calcular el numerador ūp′Nµup. Éste se puede reducir
considerablemente haciendo uso de la invarianza de Lorentz. Dado que Γµ transforma como
un vector, entonces debe ser una combinación lineal de los vectores γµ, p′µ, pµ, qµ y que a
su vez son una combinación de γµ y iσµνqν , ası́ que por conveniencia se va a encontrar la
manera de escribir el numerador de la siguiente manera:

Γµ = γµ · A+ (p′
µ
+ pµ) ·B + qµ · C. (5.75)
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La forma (5.75) solo es posible si se usa la siguiente relacion de anticonmutación:

�pγ
µ = 2pµ − γµ�p, (5.76)

y las ecuaciones de Dirac en el espacio de momentos:

�pup = mup, (5.77)

ūp′�p
′ = ūp′m, (5.78)

ūp′�qup = 0. (5.79)

Partiendo de la siguiente ecuación:

ūp′N
µup = ūp′{−

1

2
γµl2 + (−y�q + z�p)γ

µ[(1− y)�q + z�p]− 2m[(1− 2y)qµ

+ 2zpµ] +m2γµ}up, (5.80)

se obtiene siguiendo los pasos del apéndice B:

ūp′N
µup = ūp′{γµ[−

1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− 2z − z2)m2]

+ (p′
µ
+ pµ)mz(z − 1) + qµ ·m(z − 2)(x− y)}up, (5.81)

en la anterior ecuación se aplica qµΓµ = 0, logrando que el término que lleva qµ se elimine.
Esta operación se argumenta en el apéndice C. Ası́ (5.81) queda:

ūp′N
µup = ūp′{γµ[−

1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− 2z − z2)m2]

+ (p′
µ
+ pµ)mz(z − 1)}up, (5.82)

la cual se organiza convenientemente como:

ūp′N
µup = ūp′{γµ[−

1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− 2z − z2)m2]

+

(
p′µ + pµ

2m

)
2m2z(z − 1)}up, (5.83)

ahora se requiere la identidad de Gordon:

ūp′γ
µup = ūp′

(
p′µ + pµ

2m
+
iσµνqν
2m

)
up, (5.84)

siendo esta la que permite cambiar el término p′µ + pµ por uno que involucre σµνqν . , por eso
se hace:
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ūp′

(
γµ − iσµνqν

2m

)
up = ūp′

(
p′µ + pµ

2m

)
up, (5.85)

y sustituyendo la anterior ecuación (5.85) en (5.83), da:

ūp′{γµ[−
1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− 2z − z2)m2] +

(
γµ − iσµνqν

2m

)
2m2z(z − 1)}up,

ūp′{γµ[−
1

2
l2+(1−x)(1−y)q2+(1−2z−z2)m2]+γµ2m2z(z−1)− iσµνqν

2m
2m2z(z−1)}up,

ūp′{γµ[−
1

2
l2+(1−x)(1−y)q2+(1−2z−z2)m2+2m2z(z−1)]− iσµνqν

2m
2m2z(z−1)}up,

ūp′{γµ[−
1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− 4z + z2)m2] +

iσµνqν
2m

2m2z(1− z)}up,

y reemplazamos en (5.74) la ecuación (B.44) obtenida anteriormente:

ūp′δΓ
µ
p′,pup = 2ie2

∫ ∫ 1

0

2dxdydzδ(x+ y + z − 1)ūp′{γµ[−
1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2

+ (1− 4z + z2)m2] +
iσµνqν
2m

2m2z(1− z)}up
1

D3

d4l

(2π)4
, (5.86)

pudiendo escribir el resultado final como:

Γµ(p′, p) = γµF1(q
2) +

iσµνqν
2m

F2(q
2), (5.87)

donde aparecen los factores de forma F1(q
2) y F2(q

2), los cuales corresponden a la carga del
electrón y el momento magnético, respectivamente. Entonces, esta expresión es equivalente
a:

ūp′Γ
µ(p′, p)up = ūp′γ

µF1(q
2)up + ūp′

iσµνqν
2m

F2(q
2)up, (5.88)

y comparando las ecuaciones (5.86) y (5.88), se deduce que:

F1(q
2) = 2ie2

∫ ∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)[−1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2

+ (1− 4z + z2)m2]
2

D3

d4l

(2π)4
, (5.89)

F2(q
2) = 2ie2

∫ ∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)m2z(1− z)
4

D3

d4l

(2π)4
. (5.90)

Como es de interés la anomalı́a se trabaja a F2(q
2)

F2(q
2) = 2ie2

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)4m2z(1− z)

∫
1

D3

d4l

(2π)4
. (5.91)
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5.2.2. Rotación de Wick y eliminación de divergencias
Tomando la anterior ecuación (5.91), se hace notar que el momento l todavı́a está en el espa-
cio de Minkowski: ∫

1

D3

d4l

(2π)4
=

∫
d4l

(2π)4
1

(l2 −∆+ iϵ)3
. (5.92)

Se habı́a definido durante el cálculo del denominador que:

D = l2 −∆+ iϵ, (5.93)

donde l es un cuadrivector cuyo cuadrado se puede expresar como el cuadrado de la compo-
nente temporal menos el cuadrado de la componente espacial, ası́ que:

l2 = l20 − |⃗l|2. (5.94)

Es aquı́ donde se estudian los polos; especialmente los que serán útiles para definir la rotación
de Wick. Entonces, son de importancia los l0 donde D = 0, ası́:

D = l20 − |⃗l|2 −∆+ iϵ,

0 = l20 − |⃗l|2 + yxq2 − (1− z)2m2 + iϵ,

l0 = ±
√

|⃗l|2 − yxq2 + (1− z)2m2 − iϵ, (5.95)

en el anterior resultado se tiene:

∆ = −yxq2 + (1− z)2m2 > 0, (5.96)

sabiendo esto se puede continuar. Por lo tanto:

l0 = ±
√

|⃗l|2 +∆− iϵ, (5.97)

reescribiéndo esta ecuación (5.97) como:

l0 = ±

√√√√(|⃗l|2 +∆)

(
1− iϵ

|⃗l|2 +∆

)

≈ ±
√
(|⃗l|2 +∆)

(
1− i

2

ϵ

|⃗l|2 +∆

)
, se hace: ϵ′ =

ϵ

2(|⃗l|2 +∆)

≈ ±
√

(|⃗l|2 +∆)(1− iϵ′),

(5.98)

y redefiniendo ϵ′ = ϵ la cual tiene como soluciones:
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l0 = +

√
(|⃗l|2 +∆)(1− iϵ), (5.99)

l0 = −
√
(|⃗l|2 +∆)(1− iϵ). (5.100)

Figura 5.5: Rotación de Wick: el polo en el segundo cuadrante corresponde a

−
√

(|⃗l|2 +∆)(1− iϵ) y el polo en el cuarto cuadrante corresponde a l0 = −
√

(|⃗l|2 +∆)(1−
iϵ).

Analı́ticamente se definen las integrales sobre los contornos que se van a llamar C1 y C2:

0 =

∫ ∞

0

dl0f(l0) +

∫
C1

dl0f(l0) +

∫ 0

+i∞
dl0f(l0), (5.101)

0 =

∫ 0

−∞
dl0f(l0) +

∫
C2

dl0f(l0) +

∫ −i∞

0

dl0f(l0), (5.102)

Teniendo en cuenta que no hay ningun polo dentro del contorno y que los polos se encuentran
en los cuadrantes inferior izquierdo y superior derecho del plano complejo l0, la integral sobre
el contorno de la figura 5.5 da cero, de ahı́ que las integrales sobre los ejes reales e imaginario
son iguales y opuestas. Ası́ al sumar (5.101) y (5.102), resulta:∫ +∞

−∞
dl0f(l0) +

∫ −i∞

+i∞
dl0f(l0) = 0, (5.103)

también, l0 = lR0 + ilI0, donde en el eje vertical lR0 = 0, ası́ l0 = ilI0. De ahı́ que:
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l0min = +i∞ = ilI0min, entonces lI0min = +∞, (5.104)

l0max = −i∞ = ilI0max, entonces lI0max = −∞, (5.105)

si se realiza el cambio de variable l0 a lI0:

d(l0) = d(ilI0) = idlI0, (5.106)

la integral (5.103) queda: ∫ +∞

−∞
dl0f(l0) = −

∫ −∞

+∞
idlI0f(il

I
0),

resultando: ∫ +∞

−∞
dl0f(l0) =

∫ +∞

−∞
idlI0f(il

I
0), (5.107)

lo que se conoce como la rotación de Wick [50], la cual permite transformar cantidades del
Espacio de Minkowski al Espacio Euclı́deo. Si se hace lI0 = lE0 quedan bien definidos:

l0 ≡ ilE0 ,

l⃗ = l⃗E,

donde E representa que se está trabajando en el Espacio Euclideo. Si usamos el resultado
(5.107) en la ecuación (5.92) , tenemos que:∫

d4l

(2π)4
1

(l2 −∆+ iϵ)3
=

∫
d3l

(2π)4

∫ +∞

−∞

idlE0
(l2E −∆)3

, (5.108)

notando que la prescripción de Feynman iϵ ya no es necesaria, puesto que la divergencia se
eliminó cuando se tuvo en cuenta que ∆ > 0, y además se hizo l2E = (lE0 )

2 + |⃗l|2. De esta
manera: ∫

d4l

(2π)4
1

(l2E −∆)3
, (5.109)

la cual, siguiendo al libro de Peskin y Schroeder [40], tiene por solución:∫
ddlE
(2π)d

1

(l2E −∆)m
=
i(−1)m

(4π)2
1

(m− 1)(m− 2)

1

∆m−2
, (5.110)

por lo que (5.109) da:∫
d4l

(2π)4
1

(l2E −∆)3
= − i

(4π)2
1

2

1

∆
= − i

32π2∆
, (5.111)
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y al sustituir este resultado en (5.91) se obtiene de momento:

F2(q
2) = 2ie2

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)4m2z(1− z)

(
− i

32π2∆

)
. (5.112)

5.2.3. Cálculo de la corrección radiativa aµ
Si se observa la ecuación ( 5.112) en ella se encuentra el cuadrado de la carga del electrón,
esta constante se puede relacionar con la constante de estructura fina que dice qué tan fuerte
es la interacción electromagnética entre las partı́culas elementales cargadas, como lo son el
muón (µ), electrón (e) y tau (τ ), ası́:

α =
e2

4π
, (5.113)

por lo que si se reemplaza este valor (5.113) en (5.112), da:

F2(q
2) = 2i(4πα)

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)4m2z(1− z)

(
− i

32π2∆

)
, (5.114)

la cual se organiza para que tome la siguiente forma:

F2(q
2) =

α

2π

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

dz
2m2z(1− z)

∆
δ(x+ y + z − 1), (5.115)

y al ser evaluada en q2 = 0 resulta:

F2(q
2 = 0) =

α

2π

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

dz
2m2z(1− z)

(1− z)2m2
δ(x+ y + z − 1), (5.116)

es decir:

F2(0) =
α

2π

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

dz
2z

(1− z)
δ(x+ y + z − 1), (5.117)

ahora se reescribe la ecuación (5.117) ası́:

F2(0) =
α

2π

∫ 1

0

dz

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

dx
2z

(1− z)
δ(x+ y + z − 1), (5.118)

dado que las variables están evaluadas entre intervalos finitos, entonces debe aplicarse la
siguiente definición: ∫ b

a

δ(x− t)dx = θ(t− a)θ(b− t), (5.119)

en el caso de la ecuación (5.118) se tiene que t = 1− y − z, b = 1 y a = 0, ası́ que:
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F2(0) =
α

2π

∫ 1

0

dz

∫ 1

0

dyθ(1− y − z)θ(y + z)
2z

(1− z)

=
α

2π

∫ 1

0

dz

∫ 1

0

dyθ(1− y − z)
2z

(1− z)
, (5.120)

como 1−y−z > 0 entonces, 1−z > y. Por lo que y está entre 0 < y < 1−z, concluyendo:

F2(0) =
α

2π

∫ 1

0

dz

∫ 1−z

0

dy
2z

(1− z)
,

cuya solución es trivial:

F2(0) =
α

π

∫ 1

0

dz
z(1− z)

1− z

=
α

π

∫ 1

0

dzz

=
α

π

z2

2

∣∣∣1
0

=
α

2π
.

Finalmente:

F2(0) =
α

2π
. (5.121)

La expresión para el momento magnético del muón escrita en la forma estándar es:

µ⃗µ = g
( e

2m

)
S⃗, (5.122)

donde S⃗ es el espı́n del muón y g es el factor de Landé dado por:

g = 2[F1(0) + F2(0)] = 2 + 2F2(0), (5.123)

el cual, con la ecuación (5.121), queda como:

g = 2 + 2
α

2π
= 2 +

α

π
, (5.124)

concluyendo:

g = 2 +
α

π
, (5.125)
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que es la correción del factor g del muón. Este resultado fue obtenido por Schwinger para el
electrón, en 1948 [45, 46, 47]. Pero en general, para leptones cargados se tiene que:

gl = 2(1 + aµ), (5.126)

donde se define una nueva cantidad, y que es en base a la cual se hacen la mayorı́a de predic-
ciones experimentales:

aµ =
α

2π
. (5.127)

Aquı́ se puede dar una primera visión de la primera medida teórica de Schwinger [45] y
la primera medida experimental obtenida por Foley y Kusch [27] usando el leptón cargado
de primera generación, el electrón. Sin tener en cuenta las contribuciones a más loops, ni
tampoco las que se deben a las interacciones débiles y al aporte hadrónico el resultado fue:

ateo = 0.001162 (5.128)

aexp = 0.001145± 0.00004. (5.129)

5.3. Corrección a g-2 por un campo escalar

En el modelo estándar el campo de Higgs no es suficiente para explicar la anomalı́a expe-
rimental en g-2. Sin embargo, si introducimos un nuevo campo escalar neutro, escogiendo
apropiadamente los acoplamientos y la masa es posible ajustar los datos observados. En esta
sección calcularemos la contribución al momento magnético anómalo por un campo escalar
neutro, sin carga débil y sin carga de color.

El cálculo de la corrección va a comenzar por hacerse de manera general, de modo que en
lugar de lograr que se reproduzca solo para el muón, se hará para cualquier leptón cargado
que se va a definir como l. Ahora, con esto claro se procede a observar que si antes de la
interacción del leptón li con el campo magnético, este emite una partı́cula escalar neutra y
la reabsorbe más adelante, como se indica en la figura, entonces la contribución del campo
escalar en lugar de la del fotón como se vio en el anterior capı́tulo afectará el valor de la
amplitud total.
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Figura 5.6: Diagrama de Feynman que representa la amplitud del proceso li → ljγ en pre-
sencia del campo escalar neutro.

Para este caso el campo escalar va a contribuir con el siguiente propagador allı́ donde el fotón
lo hacı́a con (5.13):

i

(p− k)2 −m2
ϕ

=
i

q′2 −m2
ϕ

, (5.130)

donde mϕ es la masa de la partı́cula escalar neutra con la que se trabaja. Ahora, el Lagran-
giano de interacción para este modelo tiene la forma:

Lint = gijs1ϕl̄ilj + igijp1ϕl̄iγ
5lj, (5.131)

Por la presencia del γ5 el acomplamiento izquierdo no es igual al acomplamiento derecho y
por lo tanto no es quiral. Entonces el vértice de interacción en el diagrama de Feynman que
representa la amplitud se puede inferir de allı́:

gijs1ϕl̄ilj + igijp1ϕl̄iγ
5lj = ϕl̄i(g

ij
s1 + igijp1γ

5)lj, (5.132)

y en consecuencia con esto se procede a contruir la integral de la función de vértice Γµ
p′j ,pi

que
se ve a continuación:

−ieūp′jΓ
µ
p′j ,pi

upi =

∫
ūp′j i(g

jf
s1+ig

jf
p1γ

5)
i(��k′ +mf )

k′2 −m2
f + iϵ

(−ieγµ) i(��k +mf )

k2 −m2
f + iϵ

i(gfis1+ig
fi
p1γ

5)

upi
i

q′2 −m2
ϕ

(2π)4δ4(p− k − q′)(2π)4δ4(k + q − k′)(2π)4

δ4(q′ + k′ − p′)
1 d4q′

(2π)4
d4k′

(2π)4
d4k

(2π)4
. (5.133)
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De la integral anterior al organizar los términos constantes del numerador se obtiene:

− ieūp′jΓ
µ
p′j ,pi

upi = e

∫
ūp′j(g

jf
s1 + igjfp1γ

5)
(��k′ +mf )

k′2 −m2
f + iϵ

γµ
(��k +mf )

k2 −m2
f + iϵ

(gfis1 + igfip1γ
5)

upi
1

q′2 −m2
ϕ

(2π)4δ4(p− k − q′)(2π)4δ4(k + q − k′)

(2π)4δ4(q′ + k′ − p′)
1 d4q′

(2π)4
d4k′

(2π)4
d4k

(2π)4
, (5.134)

donde se puede reducir esta expresión de manera análoga a como se hizo en el cálculo de la
función de vértice del muón para el cálculo de α:

ūp′jΓ
µ
p′j ,pi

upi = i

∫
ūp′j(g

jf
s1 + igjfp1γ

5)
(��k′ +mf )

(k + q)2 −m2
f + iϵ

γµ
(��k +mf )

k2 −m2
f + iϵ

(gfis1 + igfip1γ
5)upi

1

(p− k)2 −m2
ϕ

d4k

(2π)4
, (5.135)

siendo en este punto necesario reacomodar el denominador y numerador, el primero haciendo
uso de los parámetros de Feynman y el segundo usando el álgebra de Dirac.

5.3.1. Cálculo del denominador

Para calcular el denominador de (5.135) la herramienta de la que se hará uso a continuación
serán los parámetros de Feynman vistos en el cálculo del momento magnético anómalo del
muón. Sea:

1

[(k + q)2 −m2
f + iϵ](k2 −m2

f + iϵ)[(k − p)2 −m2
ϕ + iϵ]

= 2

∫ 1

0

dxdydz δ(x+ y + z − 1)

{x[(k − p)2 −m2
ϕ + iϵ] + y(k2 −m2

f + iϵ) + z[(k + q)2 −m2
f + iϵ]}3

, (5.136)

donde se hace:

D = x[(k − p)2 −m2
ϕ + iϵ] + y(k2 −m2

f + iϵ) + z[(k + q)2 −m2
f + iϵ], (5.137)

y que se organiza del siguiente modo:
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D = x[(k − p)2 −m2
ϕ + iϵ] + y(k2 −m2

f + iϵ) + z[(k + q)2 −m2
f + iϵ]

= x[(k − p)2 −m2
ϕ] + y(k2 −m2

f + z[(k + q)2 −m2
f ] + iϵ

= x(k2 − 2k · p+ p2 −m2
ϕ) + y(k2 −m2

f + z(k2 + 2k · q + q2 −m2
f ) + iϵ

= k2 + 2k(zq − xp)− (y + z)m2
f − xm2

ϕ + xp2 + zq2 + iϵ

= k2 + 2k(zq − xp) + (zq − xp)2 − (zq − xp)2 − (y + z)m2
f − xm2

ϕ + xp2

+ zq2 + iϵ

= [k + (zq − xp)]2 − (zq − xp)2 − (y + z)m2
f − xm2

ϕ + xp2 + zq2 + iϵ,

siendo necesario definir el momento que se va a llamar l y que se va a convertir en el nuevo
momento de integración:

l = k + zq − xp, (5.138)

es decir, D deja en este punto de depender del momento k, ası́ como se observa inmediata-
mente:

D = l2 − (zq − xp)2 − (y + z)m2
f − xm2

ϕ + xp2 + zq2 + iϵ, (5.139)

de aquı́ se sigue que las otras cantidades en D se pueden simplificar haciendo uso de la
conservación del momento resultado de la diagramática, para ello se toman estos términos:

−(zq − xp)2 − (y + z)m2
f − xm2

ϕ + xp2 + zq2. (5.140)

Satisfaciéndose que el momento final p′ es la suma del momento inicial p del leptón y el
momento q debido al fotón incidente sobre el leptón que ha emitido con anterioridad un
campo escalar:

p′ = p+ q

p′2 = (p+ q)2

m2
j = p2 + 2p · q + q2

m2
j = m2

i + 2p · q + q2

m2
j −m2

i − q2 = 2p · q, (5.141)

por lo tanto los términos que se tomaron (5.140) se transforman de manera que se deja de
depender de los momentos inicial y final para únicamente quedar el momento q, tal como
sigue:
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− (zq − xp)2 − (y + z)m2
f − xm2

ϕ + xp2 + zq2

= −(z2q2 − 2p · qxz + x2p2)− (y + z)m2
f

− xm2
ϕ + xm2

i + zq2

= −z2q2 + xz(m2
j −m2

i − q2)− x2p2

− (y + z)m2
f − xm2

ϕ + xm2
i + zq2

= −z2q2 + xzm2
j − xzm2

i − xzq2 − x2m2
i

− (1− x)m2
f − xm2

ϕ + xm2
i + zq2

= (−z − x+ 1)zq2 + (−z − x+ 1)xm2
i

+ xzm2
j − xm2

ϕ − (1− x)m2
f

= yzq2 + xym2
i + xzm2

j − xm2
ϕ

− (1− x)m2
f .

(5.142)

A este resultado multiplicado por un signo negativo se lo define como ∆:

∆ = −yzq2 − xym2
i − xzm2

j + xm2
ϕ + (1− x)m2

f , (5.143)

a partir de la cual se da la forma final a D, que es:

D = l2 −∆+ iϵ, (5.144)

teniendo en cuenta que para un proceso de dispersión q2 < 0, y por lo tanto ∆ es positivo y
es el término efectivo de masa.

5.3.2. Cálculo del numerador
El numerador por ahora depende de los momentos k y k′ que contienen implı́citamente a
los momentos que los interesan y que son p, p′ y q; para esto es necesario comenzar por
organizar los términos que lo componen teniendo en cuenta las constantes de acoplamiento y
sus simetrı́as bajo el cambio de ı́ndices:

N = (gjfs1 + igjfp1γ
5)(��k′ +mf )γ

µ(��k +mf )(g
fi
s1 + igfip1γ

5). (5.145)

El primer paso es expandir todos los factores:

N = gjfs1 (��k
′ +mf )γ

µ(��k +mf )g
fi
s1 + gjfs1 (��k

′ +mf )γ
µ(��k +mf )ig

fi
p1γ

5

+ igjfp1γ
5(��k′ +mf )γ

µ(��k +mf )g
fi
s1 + igjfp1γ

5(��k′ +mf )γ
µ(��k +mf )ig

fi
p1γ

5,

y se debe notar que las constantes de acoplamiento con las matrices gamma no tienen rela-
ción, lo que permite el salto de todo el factor sanduchado entre ellas para ponerlas juntas,



66 CAPÍTULO 5. CALCULOS DE G-2 A UN LOOP

excepto por las matrices γ5 que si tienen relaciones de conmutación con las matrices γµ. La
propiedad que define esta relación es la de anticonmutación entre las matrices γ5 y γµ de
manera que:

{γµ, γ5} = γµγ5 + γ5γµ = 0, (5.146)

teniendo en cuenta que de la conmutación de las matrices γ5 se obtiene un signo positivo sı́
el número de conmutaciones es par, y un signo negativo si el número de conmutaciones es
impar, ası́ que el numerador N se puede escribir como:

N = gjfs1g
fi
s1[��k

′γµ��k+mf (��k
′γµ+γµ��k)+m2

fγ
µ]+gjfs1 ig

fi
p1γ

5[−��k′γµ��k+mf (��k
′γµ+γµ��k)−m2

fγ
µ]

+igjfp1γ
5gfis1[��k

′γµ��k+mf ((��k
′γµ+γµ��k)+m2

fγ
µ]+igjfp1γ

5igfip1γ
5[−��k′γµ��k+mf (��k

′γµ+γµ��k)−m2
fγ

µ].

Por la propiedad de las matrices gamma se sabe que γ5 cumple con:

(γ5)2 = 1, (5.147)

resultando el numerador en:

N = gjfs1g
fi
s1[��k

′γµ��k+mf (��k
′γµ+γµ��k)+m2

fγ
µ]+iγ5gjfs1g

fi
p1[−��k′γµ��k+mf (��k

′γµ+γµ��k)−m2
fγ

µ]

+iγ5gjfp1g
fi
s1[��k

′γµ��k+mf (��k
′γµ+γµ��k)+m2

fγ
µ]−gjfp1g

fi
p1[−��k′γµ��k+mf (��k

′γµ+γµ��k)−m2
fγ

µ].

Lo que sigue es hacer un estudio de la simetrı́a de los ı́ndices de las constantes de acopla-
miento en el Lagrangiano para saber si estas son simétricas o antisimétricas, para ello lo que
se hace es aplicar † a cada uno de los dos términos del Lint y verificar como se comportan
bajo el cambio de ı́ndices:

Lint = gijs1ϕl̄ilj︸ ︷︷ ︸
A

+ igijp1ϕl̄iγ
5lj︸ ︷︷ ︸

B

, (5.148)

comenzando por A:

(gijs1ϕl̄ilj)
† = l†j l̄i

†
gijs1ϕ = l†j(l

†
iγ

0)†gijs1ϕ = l†jγ
0(l†i )

†gijs1ϕ

= l̄jlig
ij
s1ϕ = l̄j(g

ji
s1)

Tϕli = l̄i(g
ij
s1)

Tϕlj, (5.149)

se ha demostrado que es simétrico bajo el cambio de ı́ndices:

(gijs1)
T = gjis1, (5.150)

y haciendo lo mismo para B:
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(igijp1ϕl̄iγ
5lj)

† = l†j(γ
5)†(−igijp1)ϕγ0li = −il†jγ5γ0(g

ji
p1)

†ϕli

= il̄jγ
5(gjip1)

†ϕli = il̄iγ
5(gijp1)

†ϕlj, (5.151)

demostrando que igualmente es simétrico bajo el cambio de ı́ndices, pues:

(gijp1)
T = gjip1. (5.152)

Entonces el numerador, después de mostrar la simetrı́a en las constantes de acoplamiento, se
puede ver como:

N = gfjs1g
fi
s1[��k

′γµ��k +mf (��k
′γµ + γµ��k) +m2

fγ
µ] + iγ5gfjs1g

fi
p1[−��k′γµ��k

+mf (��k
′γµ + γµ��k)−m2

fγ
µ] + iγ5gfjp1g

fi
s1[��k

′γµ��k +mf (��k
′γµ + γµ��k) +m2

fγ
µ]

− gfjp1g
fi
p1[−��k′γµ��k +mf (��k

′γµ + γµ��k)−m2
fγ

µ], (5.153)

donde ha de ser necesario arreglar los términos que llevan iγ5 y los que no lo llevan en dos
grupos:

N = gfjs1g
fi
s1[��k

′γµ��k +mf (��k
′γµ + γµ��k) +m2

fγ
µ] + gfjp1g

fi
p1[��k

′γµ��k

−mf (��k
′γµ + γµ��k) +m2

fγ
µ] + iγ5{gfjp1g

fi
s1[��k

′γµ��k +mf (��k
′γµ + γµ��k) +m2

fγ
µ]

− gfjs1g
fi
p1[��k

′γµ��k −mf (��k
′γµ + γµ��k) +m2

fγ
µ]}, (5.154)

y se define a cada uno de los términos que acompañan a las constantes de acoplamiento para
simplificar:

N1 = ��k′γµ��k +mf (��k
′γµ + γµ��k) +m2

fγ
µ, (5.155)

N2 = ��k′γµ��k −mf (��k
′γµ + γµ��k) +m2

fγ
µ, (5.156)

siendo posible con las anteriores expresiones definir una sola, pues todos sus términos son
iguales excepto por un signo, ası́:

Nf = ��k′γµ��k ±mf (��k
′γµ + γµ��k) +m2

fγ
µ, (5.157)

Este es el numerador, y se debe organizar de tal manera que solo quede en términos de los mo-
mentos p, p′, y l, y también que deje de depender del momento k. Para simplificar los cálculos
es necesario tener en cuenta que todos los términos que solo tengan x, y, z y cantidades de
masa y que llevan como factor a la matriz γµ se van a ignorar, pues de la combinación lineal
en la que se puede expresar a Γµ se escoge, como condición de renormalización, el factor de
forma F1(q

2) = 1, que es el correspondiente a la carga eléctrica. La parte que nos interesa es
F2(0), que es la correspondiente al momento magnético anómalo y es la de interés para este
cálculo. Por lo tanto se va a volver a definir el numerador una vez más:
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Nf = ��k′γµ��k ±mf (��k
′γµ + γµ��k). (5.158)

La reducción de Nf se llevó a cabo en el apéndice D y queda como:

Nf = −x(ymi + zmj)(p
′µ + pµ)− (±)(1− x)mf (p

′µ + pµ). (5.159)

Es necesario organizarlo para compararlo con la identidad de Gordon (5.85):

Nf = −[x(ymi + zmj) + (±)(1− x)mf ](p
′µ + pµ)

= −2mi

2mi

(p′
µ
+ pµ)[x(ymi + zmj) + (±)(1− x)mf ]

= −2mi

(
p′µ + pµ

2mi

)
[x(ymi + zmj) + (±)(1− x)mf ].

(5.160)

En este caso la identidad de Gordon es:

ūp′

(
γµ − iσµνqν

2mi

)
up = ūp′

(
p′µ + pµ

2mi

)
up. (5.161)

Si se comparan el numerador Nf con la identidad de Gordon, (5.160) y (5.161), respectiva-
mente, entonces se tiene que:

Nf = −2mi

(
γµ − iσµνqν

2mi

)
[x(ymi + zmj) + (±)(1− x)mf ]

=
iσµνqν
2mi

2mi[x(ymi + zmj) + (±)(1− x)mf ] + términos proporcionales aγµ,

(5.162)

donde es necesario recordar que el aporte de γµ no es de interés en este cálculo. Y para
simplificar se va a definir:

A± = 2mi[x(ymi + zmj) + (±)(1− x)mf ], (5.163)

A+ = 2mi[x(ymi + zmj) + (+)(1− x)mf ], (5.164)

A− = 2mi[x(ymi + zmj) + (−)(1− x)mf ]. (5.165)

De manera que N , en toda su extensión, es:

N = gfjs1g
fi
s1

(
iσµνqν
2mi

A+

)
+ gfjp1g

fi
p1

(
iσµνqν
2mi

A−

)
+ iγ5

{
gfjp1g

fi
s1

(
iσµνqν
2mi

A+

)
− gfjs1g

fi
p1

(
iσµνqν
2mi

A−

)}
. (5.166)
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Con este resuldado en las manos, se vuelve a la ecuación (5.135) y se la escribe en los nuevos
términos:

ūp′jΓ
µ
p′j ,pi

upi = 2i

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dxdydz

∫
ūp′jg

fj
s1g

fi
s1

(
iσµνqν
2mi

A+

)
upi
D3

d4l

(2π)4

+ 2i

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dxdydz

∫
ūp′jg

fj
p1g

fi
p1

(
iσµνqν
2mi

A−

)
upi
D3

d4l

(2π)4

+ iγ5

{
2i

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dxdydz

∫
ūp′jg

fj
p1g

fi
s1

(
iσµνqν
2mi

A+

)
upi
D3

d4l

(2π)4

− 2i

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dxdydz

∫
ūp′jg

fj
s1g

fi
p1

(
iσµνqν
2mi

A−

)
upi
D3

d4l

(2π)4

}
. (5.167)

La forma más adecuada de presentar la anterior expresión es:

ūp′jΓ
µ
p′j ,pi

upi = gfjs1g
fi
s1

[
2i

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dxdydz

∫
ūp′j

(
iσµνqν
2mi

A+

)
upi
D3

d4l

(2π)4

]
+ gfjp1g

fi
p1

[
2i

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dxdydz

∫
ūp′j

(
iσµνqν
2mi

A−

)
upi
D3

d4l

(2π)4

]
+ iγ5

{
gfjp1g

fi
s1

[
2i

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dxdydz

∫
ūp′j

(
iσµνqν
2mi

A+

)
upi
D3

d4l

(2π)4

]
− gfjs1g

fi
p1

[
2i

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dxdydz

∫
ūp′j

(
iσµνqν
2mi

A−

)
upi
D3

d4l

(2π)4

]}
. (5.168)

Ahora solo queda comparar con:

ūp′Γ
µ(p′, p)up = ūp′γ

µF1(q
2)up + ūp′

iσµνqν
2m

F2(q
2)up. (5.169)

De aquı́ es importante resaltar que los términos lineales en γµ pertenecen al factor de for-
ma F1(q

2) y que por renormalización se establece que su valor es igual 1. Esto no quita el
hecho de que puedan existir divergencias en el cálculo del mismo, pero se asume que han
sido corregidas y el factor renormalizado porque el estudio de la carga del electrón no está
contemplado en este trabajo. Por lo tanto si se tiene en cuenta al factor de forma F2(q

2) que
condensa las cuatro expresiones integrales anteriores resulta:

F2(q
2) = 2i

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dxdydz

∫
A±

D3

d4l

(2π)4

= 2i

∫ 1

0

A±δ(x+ y + z − 1)dxdydz

∫
1

D3

d4l

(2π)4
.

(5.170)
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Haciendo uso del resultado (5.111) se llega a:

F2(q
2) = 2i

∫ 1

0

A±δ(x+ y + z − 1)dxdydz

∫
1

D3

d4l

(2π)4

= 2i

∫ 1

0

A±δ(x+ y + z − 1)dxdydz

(
− i

32π2∆

)
=

1

16π2

∫ 1

0

A±

∆
δ(x+ y + z − 1)dxdydz.

(5.171)

El siguiente paso es hacer F2(q
2) = F2(0), de modo que el numerador y denominador explı́ci-

tos se ven como:

F2(0) =
1

16π2

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dxdydz
2mi[x(ymi + zmj) + (±)(1− x)mf ]

−xym2
i − xzm2

j + xm2
ϕ + (1− x)m2

f

=
mi

8π2

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dxdydz
x(ymi + zmj) + (±)(1− x)mf

−xym2
i − xzm2

j + xm2
ϕ + (1− x)m2

f

=
m2

i

8π2mi

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dxdydz
x(ymi + zmj) + (±)(1− x)mf

−xym2
i − xzm2

j + xm2
ϕ + (1− x)m2

f

=
m2

i

8π2

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dxdydz
x(ymi

mi
+ z

mj

mi
) + (±)(1− x)

mf

mi

−xym2
i − xzm2

j + xm2
ϕ + (1− x)m2

f

=
m2

i

8π2

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dxdydz
x(y + z

mj

mi
) + (±)(1− x)

mf

mi

−xym2
i − xzm2

j + xm2
ϕ + (1− x)m2

f

.

(5.172)

Con la anterior expresión se ha llegado a la forma que se quiere, esto también con el fin de
poderla comparar con la expresión que aparece en el artı́culo [38] y que corresponde al caso
de un campo escalar neutro. De tal manera que se ha encontrado el factor de forma tal y como
es para el caso que se busca:

F2(0) =
m2

i

8π2

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dxdydz
x(y + z

mj

mi
) + (±)(1− x)

mf

mi

−xym2
i − xzm2

j + xm2
ϕ + (1− x)m2

f

(5.173)

Se sigue ahora con la organización de la integral para reducirla:

I± =

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dxdydz
x(y + z

mj

mi
) + (±)(1− x)

mf

mi

−xym2
i − xzm2

j + xm2
ϕ + (1− x)m2

f

(5.174)

El anterior resultado se lo puede comparar con el obtenido por el artı́culo de referencia [38]
de Lindner et al en el apéndice A, expresión A.1 y se debe observar que se ha llegado de
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forma limpia y concisa al mismo. A continuación deben separarse y hacerse explı́citas las
integrales anteriormente implı́citas para proceder con el cálculo:

I± =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dz

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dy
x(y + z

mj

mi
) + (±)(1− x)

mf

mi

−xym2
i − xzm2

j + xm2
ϕ + (1− x)m2

f

(5.175)

Es necesario, para poder seguir, obtener la relación entre la función delta y la función de paso,
ası́: ∫ b

a

δ(x− t)dx = θ(t− a)θ(b− t). (5.176)

Donde se tiene que:

t = 1− x− z, a = 0, b = 1. (5.177)

Entonces I± quedará como:

I± =

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dxdydz
x(y + z

mj

mi
) + (±)(1− x)

mf

mi

−xym2
i − xzm2

j + xm2
ϕ + (1− x)m2

f

=

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dzθ(1− x− z)θ(x+ z)
x(z + z

mj

mi
) + (±)(1− x)

mf

mi

−xzm2
i − xzm2

j + xm2
ϕ + (1− x)m2

f

=

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dzθ(1− x− z)θ(x+ z)
x(z + z

mj

mi
) + (±)(1− x)

mf

mi

−xzm2
i − xzm2

j + xm2
ϕ + (1− x)m2

f

.

(5.178)

En este caso se deben evaluar los argumentos de la función θ para conocer los lı́mites de la
nueva integral:

1− x− z > 0, 1− x > z, y 0 < z < 1− x. (5.179)

Por lo tanto I± toma la forma:

I± =

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dz
x(z + z

mj

mi
) + (±)(1− x)

mf

mi

−xzm2
i − xzm2

j + xm2
ϕ + (1− x)m2

f

. (5.180)

Aquı́ se deben aplicar condiciones para poder facilitar la solución. Se prefiere comenzar con
el caso donde mj/mi ≪ 1, de ahı́ que mj ≪ mi. La escogencia permite llegar a:

I± =

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dz
xz + (±)(1− x)

mf

mi

−xzm2
i + xm2

ϕ + (1− x)m2
f

. (5.181)

que es la expresión que aparecer en el artı́culo de referencia [38] de Lindner et al en la sección
de mediadores escalares, precisamente en escalar neutro, y que se encuentra como la primera
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ecuación en el conjunto de ecuaciones enumeradas como (19). De acuerdo con lo sugerido
por el artı́culo se definen como nuevas cantidades:

ϵf =
mf

mi

, λ =
mi

mϕ

, y ϵfλ =
mf

mϕ

. (5.182)

Estas cantidades hacen que I± se pueda escribir también de la forma:

I± =
1

m2
ϕ

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dz
xz + (±)(1− x)

mf

mi

−xzm2
i + xm2

ϕ + (1− x)m2
f

=
1

m2
ϕ

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dz
xz + (±)(1− x)

mf

mi

−xz
(

mi

mϕ

)2

+ x

(
mϕ

mϕ

)2

+ (1− x)

(
mf

mϕ

)2

=
1

m2
ϕ

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dz
xz + (±)(1− x)ϵf

−xzλ2 + x+ (1− x)ϵf 2λ2
I±

=
1

m2
ϕ

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dz
xz + (±)(1− x)ϵf

−xzλ2 + x+ (1− x)ϵf 2λ2
.

(5.183)

Realizando un cambio de variable, z = (1− x)y, se resulta:

I± =
1

m2
ϕ

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy(1− x)
x(1− x)y + (±)(1− x)ϵf

−x(1− x)yλ2 + x+ (1− x)ϵf 2λ2
, (5.184)

y dado que la integral es invariante bajo el cambio x→ 1− x se hace:

I± =
1

m2
ϕ

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy(1− x)
x(1− x)y + (±)(1− x)ϵf

−x(1− x)yλ2 + x+ (1− x)ϵf 2λ2

=
1

m2
ϕ

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dyx
x(1− x)y + (±)xϵf

−x(1− x)yλ2 + (1− x) + xϵf 2λ2

=
1

m2
ϕ

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dyx2
(1− x)y + (±)ϵf

(1− x)(1− xyλ2) + xϵf 2λ2
.

(5.185)

De aquı́ se llega a la expresión integral final que se buscaba. El aporte a la anomalı́a se deja
en estos términos ya que el objetivo que se planteó se reducı́a a este cálculo, lo siguiente serı́a
llevar a cabo un análisis de cada uno de los casos que puedan darse, ya sea i = j o i ̸= j.

I± =
1

m2
ϕ

∫ 1

0

dxx2
∫ 1

0

dy
(1− x)y + (±)ϵf

(1− x)(1− xyλ2) + xϵf 2λ2
(5.186)

Desde este punto de puede retomar la expresión (5.173) y escribirla de forma compacta usan-
do el anterior resultado:
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F2(0) =
m2

i

8π2m2
ϕ

∫ 1

0

dxx2
∫ 1

0

dy
(1− x)y + (±)ϵf

(1− x)(1− xyλ2) + xϵf 2λ2
. (5.187)

El paso final será relacionar esta cantidad con el momento magnético anómalo del leptón de
preferencia, pues hay que observar que el cálculo se ha llevado a cabo con toda la generalidad
dentro del caso en que la partı́cula emitida por el leptón sea escalar neutra. Para ello es
necesario recordar que:

g = 2 + 2F2(0), (5.188)

y, por lo tanto:

1

2
(g − 2) ≡ ∆ai(ϕ) =

m2
i

8π2m2
ϕ

∫ 1

0

dxx2
∫ 1

0

dy
(1− x)y + (±)ϵf

(1− x)(1− xyλ2) + xϵf 2λ2
. (5.189)
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Resultados

El cálculo del momento magnético anómalo del muón que se puede comparar con el del
electrón realizado por Richard Feynman [25], Julian Schwinger [45] y Shin’ichiro Tomonaga
[49], pues ambos son leptones cargados con espı́n de 1/2, se pudo replicar con éxito haciendo
uso de los métodos matemáticos y computacionales propuestos por ellos para la solución del
mismo. El resultado final, en el caso donde no hay violación de sabor leptónico, es indepen-
diente de la masa de los leptones cargados, por lo tanto, se obtuvo la cantidad debida a las
correcciones radiactivas en la perturbación a un loop que se debe tener en cuenta en el cálculo
del momento magnético del muón, el resultado de este trabajo contando solo con el aporte de
la EC a un loop fue:

ateo = 0.001162. (6.1)

Esta cantidad, que fue la primera calculada teoricamente, se puede comparar con la obtenida
experimentalmente por el CERN para el muón en el año 1978 [11] verificándose la efectivi-
dad de la electrodinámica cuántica y el poder de sus predicciones,

aexpµ = 1165924(8.5)× 10−9(7ppm). (6.2)

Este resultado nos dice que el cálculo replicado en este trabajo es correcto y corresponde a lo
esperado.

De otro lado también se calculó, en general, la interacción de un leptón cargado mediada por
un campo escalar neutro y exótico. El éxito de los resultados para el cálculo del momento
magnético anómalo del muón permitió hacer una analogı́a a la hora de llevar los cálculos per-
mitiendo evidenciar el poder de la tecnologı́a computacional de la teorı́a cuántica de campos.
Teniendo como punto de partida el Lagrangiano de interacción propuesto por [38] para el
mediador escalar neutro:

Lint = gijs1ϕl̄ilj + igijp1ϕl̄iγ
5lj

= ϕl̄i(g
ij
s1 + igijp1γ

5)lj,
(6.3)
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se determinó el vértice de interacción que se debe tener en cuenta a la hora de plantear Γµ

para el cálculo de la anomalı́a del momento magnético. Dado que no habı́a en el artı́culo
de referencia más información que el Lagrangiano, además de lo mencionado anteriormente,
se hizo el análisis de las constantes de acoplamiento que resultaron ser simétricas bajo el
cambio de ı́ndices. Esto es de vital importancia, pues si no lo fueran el planteamiento de
Γµ no serı́a el correspondiente. Después se procedió a calcular y aplicar los resultados de
la electrodinámica cuántica, tales como (4.88) y (4.89) y las propiedades de las matrices
gamma. El primer resultado obtenido se comparó con expresión del artı́culo de referencia y
se concluyó por comparación que eran iguales. Eso se puede ver en [38] de Lindner et al en
el apéndice A, expresión A.1 y se debe observar que se ha llegado de forma limpia y concisa:

I± =

∫ 1

0

δ(x+ y + z − 1)dxdydz
x(y + z

mj

mi
) + (±)(1− x)

mf

mi

−xym2
i − xzm2

j + xm2
ϕ + (1− x)m2

f

. (6.4)

Los resultados posteriores coincidieron con la referencia [38]. El primero, que aparece en el
apartado y que se dedica al estudio del campo escalar neutro y exótico es la expresión inicial
de (19), se puede comparar con la expresión (5.181) de este trabajo:

I± =

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dz
xz + (±)(1− x)

mf

mi

−xzm2
i + xm2

ϕ + (1− x)m2
f

. (6.5)

esto resulta de las condiciones sugeridas por [38]. La siguiente expresión de (19), del artı́culo
en cuestión, también se pudo replicar al definir las cantidades adimensionales ϵf y λ que se
proponı́an como la razón entre las masas:

I± =
1

m2
ϕ

∫ 1

0

dxx2
∫ 1

0

dy
(1− x)y + (±)ϵf

(1− x)(1− xyλ2) + xϵf 2λ2
. (6.6)

Esta fue la última expresión a comparar con el artı́culo de referencia, y hasta donde se man-
tuvo la generalidad, es decir, este cálculo es, en general, para cualquier leptón cargado que se
escoja incluso dándose el caso de violación de sabor leptónico. Ahora, en particular y para
el caso del muón, se puede hacer i = µ, siendo dejando indicado que la interacción es de un
muón, de modo que:

ϵf =
mf

mµ

, λ =
mµ

mϕ

, y ϵfλ =
mf

mϕ

, (6.7)

llegando a contribuir el campo excalar neutro y exótico al momento magnético anómalo del
muón de la forma:

1

2
(g − 2) ≡ aµ(ϕ) =

m2
µ

8π2m2
ϕ

∫ 1

0

dxx2
∫ 1

0

dy
(1− x)y + (±)ϵf

(1− x)(1− xyλ2) + xϵf 2λ2
, (6.8)

donde la contribución se deja expresada en términos de dos variables y la razón de las masas,
dado que la solución requiere de un análisis computacional y otros métodos numéricos que
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no son el objetivo de este escrito, pero que podrı́an desarrollarse en otro trabajo.

Pero este hecho no permite que no se pueda realizar el análisis de una interacción donde se
cumpla con la condicion impuesta mj/mi ≪ 1, de ahı́ que si mj ≪ mi:

Figura 6.1: Región permitida a nivel de un σ, i.e., la región del espacio de parámetros que sa-

tisface pull2 =
(

Oexp−Ote

σtotal

)2
< 1, donde σtotal es la suma en cuadratura del error experimental

y el error teórico. Para el cálculo hicimos mf = 1,77699 GeV, que corresponde a la masa del
τ y mϕ = 105 GeV. De la gráfica podemos ver que el punto (0,0), que corresponde al modelo
estándar, no está en la región permitida de la gráfica.



Conclusiones

El desarrollo de este trabajo permitió aprender varias áreas de la fı́sica de partı́culas. Al co-
mienzo del trabajo fue necesario trabajar con electrodinámica cuántica para poder calcular
las contribuciones al momento magnético anómalo a un loop. Esto implicó conocer el for-
malismo de los diagramas de Feynman, tecnologı́a de trazas y técnicas de regularización. En
general, a nivel de fundamento teórico, se estudió ruptura espontánea de la simetrı́a, el mo-
delo estándar, anomalı́as y una gran variedad de tópicos necesarios para tener el background
teórico.

Se obtuvieron los resultados esperados y se pudieron comparar satisfactoriamente con los
que se habı́an encontrado anteriormente. En el caso del momento magnético anómalo del
muón g − 2 determinado por la expresión (5.128) se pudo confirmar con el resultado teórico
de Schwinger [45]. En la actualidad el resultado teórico que necesario para comparar con el
experimento requiere el cálculo a varios loops, pero eso está más allá del propósito de nues-
tro trabajo. Este resultado fue inicialmente confirmado por un experimento en el CERN en
1978 [11]. Si bien en los experimentos puede elegirse al electrón como partı́cula de estudio
en los aceleradores, el muón tiene caracterı́sticas que le permiten ser el favorito, estas son
su gran masa, 206 veces la del electrón, y su gran tiempo de vida 2.2µs, aunque de primera
mano podrı́a pensarse que τ deberı́a ser el favorito si se habla de masas, pero no tiene un
tiempo de vida lo suficientemente largo como para facilitar los estudios en el g − 2.

Asumiento nueva fı́sica en la forma de bosones escalares, se calculó la contribución a un loop
reproduciendo ası́ los resultados generales del artı́culo que se tomo como referencia para el
estudio del g−2, pero esta vez, a diferencia del caso clásico, teniendo como campo mediador
no al campo electromagnético sino a un campo escalar neutro y exótico. Por comparación se
pudo establecer que se llegó a las mismas expresiones lo que indica que los cálculos de [38]
son correctos y realmente confirman lo propuesto en los artı́culos que el artı́culo de referencia
confirma [28, 42, 18]. Ası́ que la expresión resultante puede predecir el g − 2 en el caso de
que no haya violación de sabor leptónico y también cuando lo hay.

De igual forma para este modelo de extensión hicimos un análisis de χ2 para determinar la
región del espacio de parámetros que logra explicar la diferencia entre el experimento y lo
que predice el modelo estándar.
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De otro lado este trabajo se logró haciendo uso de lo aprendido en las asignaturas de fı́sica
matemática, mecánica clásica, electrodinámica, mecánica cuántica, fı́sica estadı́stica y las
asignaturas electivas de fı́sica de partı́culas, teorı́a cuántica de campos y tópicos especiales
de la fı́sica de partı́culas.



Capı́tulo 7

Apéndices
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Apéndice A

Constante de normalización de los
espinores de Dirac

Como punto de partida para el cálculo de la constante se va a elegir a u(1), que se escribe de
la forma:

u(1) = N


1
0
pz

E+m
px+ipy
E+m

 . (A.1)

Lo que sigue ahora es tener en cuenta que u†u = 2E, de modo que:

u(1)
†
u(1) = N2

(
1 0 pz

E+m

px−ipy
E+m

)
1
0
pz

E+m
px+ipy
E+m


= N2

[
1 + 0 +

p2z
(E +m)2

+
(px − ipy)(px + ipy)

(E +m)2

]
= N2

[
1 +

p2z
(E +m)2

+
p2x + p2y
(E +m)2

]
= N2

[
1 +

p2z + p2x + p2y
(E +m)2

]
= N2

[
1 +

|p⃗|2

(E +m)2

]

(A.2)

El siguiente paso es multiplicar a ambos lados por (E +m)2, quedando:

2E(E +m)2 = N2[(E +m)2 + |p⃗|2]
= N2(E2 + 2Em+m2 + |p⃗|2)

(A.3)
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Y por la relación de dispersión se tiene que E2 = |p⃗|2 +m2, de ahı́ que:

2E(E +m)2 = N2(E2 + 2Em+m2 + E2 −m2)

= N2(2E2 + 2Em)

= 2EN2(E +m)

(A.4)

llegando a probar que:

N =
√
E +m (A.5)



Apéndice B

Cálculo de numerador.

Sea

ūp′N
µup = ūp′{−

1

2
γµl2 + (−y�q + z�p)γ

µ[(1− y)�q + z�p]− 2m[(1− 2y)qµ

+ 2zpµ] +m2γµ}up, (B.1)

y usando las relaciones de anticonmutación tenemos las propiedades:

�pγ
µ = 2pµ − γµ�p, (B.2)

�pup = mup, (B.3)

ūp′�p
′ = ūp′m, (B.4)

ūp′�qup = 0, (B.5)

se trata el término:

(−y�q + z�p)γ
µ[(1− y)�q + z�p], (B.6)

ası́:

(−y�q + z�p)γ
µ[(1− y)�q + z�p] = −y�qγ

µ[(1− y)�q + z�p] + z�pγ
µ[(1− y)�q + z�p], (B.7)

donde se aplica la ecuación (B.2) para q y p:

�qγ
µ = 2qµ − γµ�q, (B.8)

�pγ
µ = 2pµ − γµ�p, (B.9)

γµ�p
′ = 2p′

µ − �p
′γµ. (B.10)

Ahora, partiendo la ecuación (B.7) y haciendo uso de las ecuaciones (B.8) y (B.9), de manera
que cada término en (B.7) se trata por aparte, tenemos:
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Sea:

−y�qγ
µ[(1− y)�q + z�p] = −y(2qµ − γµ�q)[(1− y)�q + z�p]

= −y(2qµ)[(1− y)�q + z�p] + yγµ�q[(1− y)�q + z�p]

= −2yqµ[(1− y)�q + z�p] + yγµ(1− y)�q
2 + yγµ�qz�p,

(B.11)

resulta:

−y�qγ
µ[(1− y)�q + z�p] = −2yqµ[(1− y)�q + z�p] + y(1− y)γµq2 + yzγµ�q�p. (B.12)

Sea:

z�pγ
µ[(1− y)�q + z�p] = z(2pµ − γµ�p)[(1− y)�q + z�p]

= z(2pµ)[(1− y)�q + z�p]− zγµ�p[(1− y)�q + z�p]

= 2zpµ[(1− y)�q + z�p]− z(1− y)γµ�p�q − z2γµ�p�p,

(B.13)

y aplicando la ecuación (B.3) da:

z�pγ
µ[(1− y)�q + z�p] = 2zpµ[(1− y)�q + z�p]− z(1− y)γµ�p�q − z2γµm2. (B.14)

Por lo tanto, teniendo en cuenta los resultados (B.12) y (B.14) la ecuación (B.7) queda:

(−y�q + z�p)γ
µ[(1− y)�q + z�p] = −2yqµ[(1− y)�q + z�p] + y(1− y)γµq2

+ yzγµ�q�p+ 2zpµ[(1− y)�q + z�p]− z(1− y)γµ�p�q −m2z2γµ. (B.15)

Ahora tomamos todos los términos con γµ que están dentro de:

ūp′N
µup = ūp′{−

1

2
γµl2 − 2yqµ[(1− y)�q + z�p] + y(1− y)γµq2 + yzγµ�q�p

+ 2zpµ[(1− y)�q + z�p]− z(1− y)γµ�p�q −m2z2γµ − 2m[(1− 2y)qµ

+ 2zpµ] +m2γµ}up, (B.16)

ası́:

γµ{−1

2
l2 + y(1− y)q2 + yz�q�p− z(1− y)�p�q −m2z2 +m2}, (B.17)

de los factores de γµ escritos en (B.17) tomamos y definimos como S para simplificar:
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S = y(1− y)q2 + yz�q�p− z(1− y)�p�q. (B.18)

Ahora, trabajando con este término:

S = y(1− y)q2 + yz�q�p− z�p�q + yz�p�q

= (1− x− z)(1− y)q2 + yz(�q�p+ �p�q)− z�p�q

= (1− x)(1− y)q2 − z(1− y)q2 + yz(�q�p+ 2p · q − �q�p)− z�p�q

= (1− x)(1− y)q2 − z(1− y)q2 + 2yzp · q − z(2p · q − �q�p)

= (1− x)(1− y)q2 − z(1− y)q2 + 2yzp · q − 2zp · q + z�q�p+ z�p�p− z�p�p

= (1− x)(1− y)q2 − z(1− y)q2 + 2zp · q(y − 1) + z(�q + �p)�p− 2m2

= (1− x)(1− y)q2 − z(1− y)q2 + 2zp · q(y − 1) + z�p
′
�p− zm2,

(B.19)

de manera que:

y(1− y)q2 + yz�q�p− z(1− y)�p�q = (1− x)(1− y)q2 − z(1− y)q2

+ 2zp · q(y − 1) + z�p
′
�p− zm2, (B.20)

en donde se tuvo en cuenta que �p
′ = �q+ �p. Sustituyendo la ecuación (B.20) en (B.17) resulta:

γµ{−1

2
l2 + y(1− y)q2 + yz�q�p− z(1− y)�p�q −m2z2 +m2} = γµ{−1

2
l2

+ (1− x)(1− y)q2 − z(1− y)q2 + 2zp · q(y − 1) + z�p
′
�p− zm2

−m2z2 +m2} = γµ{−1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− z − z2)m2}

− γµz(1− y)q2 + γµ2zp · q(y − 1) + γµz�p
′
�p. (B.21)

Ahora se lleva el resultado anterior (B.21) a (B.1), por lo tanto:

ūp′N
µup = ūp′{γµ{−

1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− z − z2)m2} − γµz(1− y)q2

+ γµ2zp · q(y − 1) + γµz�p
′
�p− 2yqµ[(1− y)�q + z�p] + 2zpµ[(1− y)�q + z�p]

− 2m[(1− 2y)qµ + 2zpµ]}up, (B.22)

por (B.5) los términos lineales a �q en (B.22) se hacen cero:

ūp′N
µup = ūp′{γµ{−

1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− z − z2)m2} − γµz(1− y)q2

+ γµ2zp · q(y − 1) + γµz�p
′
�p− 2yzqµ�p+ 2z2pµ�p− 2m[(1− 2y)qµ + 2zpµ]}up, (B.23)
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y aplicando (B.3) sobre (B.23), queda:

ūp′N
µup = ūp′{γµ{−

1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− z − z2)m2} − γµz(1− y)q2

+ γµ2zp · q(y − 1) + zγµ�p
′m− 2yzqµm+ 2z2pµm− 2m[(1− 2y)qµ

+ 2zpµ]}up, (B.24)

en la anterior ecuación (B.24) aplicamos (B.10) y también (B.4):

ūp′N
µup = ūp′{γµ[−

1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− z − z2)m2]− γµz(1− y)q2

+ γµ2zp · q(y − 1) + z(2p′
µ −mγµ)m− 2yzqµm+ 2z2pµm− 2m[(1− 2y)qµ

+ 2zpµ]}up, (B.25)

reorganizando los términos con el factor γµ:

ūp′N
µup = ūp′{γµ[−

1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− z − z2)m2 − zm2]

− γµz(1− y)q2 + 2zγµp · q(y − 1) + 2zmp′
µ − 2yzqµm+ 2z2pµm

− 2m[(1− 2y)qµ + 2zpµ]}up, (B.26)

de modo que la ecuación (B.26) queda:

ūp′N
µup = ūp′{γµ[−

1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− 2z − z2)m2]− γµz(1− y)q2

+ 2zγµp · q(y − 1) + 2zmp′
µ − 2yzqµm+ 2mz2pµ − 2m[(1− 2y)qµ + 2zpµ]}up, (B.27)

de (B.27) se toman los siguientes términos para reescribirlos de una manera más cómoda:

− γµz(1− y)q2 + 2zγµp · q(y − 1) = zγµ(y − 1)qµ + 2zγµ(y − 1)p · q
= z(y − 1)γµ(q2 + 2p · q), (B.28)

dado que p+ q = p′, si elevamos a la segunda potencia a ambos lados:

(p+ q)2 = p′
2

p2 + 2p · q + q2 = p′
2

2p · q + q2 = p′
2 − p2, (B.29)

como �p
2 = p2 = m2 y �p

′2 = p′2 , entonces, del resultado anterior y (B.28) :
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z(y − 1)γµ(q2 + 2p · q) = z(y − 1)γµ(p′
2 − p2) = z(y − 1)γµ�p

′2

− z(y − 1)γµm2, (B.30)

ası́ que (B.30) puede ahora tratarse ası́:

z(y − 1)�p
′2 − z(y − 1)γµm2 = z(y − 1)γµ�p

′
�p
′ − z(y − 1)γµm2 (B.31)

= z(y − 1)(2p′
µ − �p

′γµ)�p
′ − z(y − 1)γµm2 (B.32)

= 2z(y − 1)p′
µ
�p
′ − z(y − 1)�p

′γµ�p
′ (B.33)

− z(y − 1)γµm2, (B.34)

entonces el anterior término primero lo definimos como ζ para simplificar:

ζ = 2z(y − 1)p′
µ
�p
′ − z(y − 1)�p

′γµ�p
′ − z(y − 1)γµm2, (B.35)

como ūp′�p
′ = ūp′m, entonces la ecuación precedente se puede reescribir de la siguiente

manera:

ζ = 2z(y − 1)p′
µ
m− z(y − 1)mγµ�p

′ − z(y − 1)γµm2

= 2z(y − 1)p′
µ
m− z(y − 1)m(2p′

µ − �p
′γµ)− z(y − 1)γµm2

= 2z(y − 1)p′
µ
m− 2z(y − 1)mp′

µ
+ z(y − 1)m�p

′γµ − z(y − 1)γµm2

= 2z(y − 1)p′
µ
m− 2z(y − 1)mp′

µ
+ z(y − 1)m2γµ − z(y − 1)γµm2

= 0,

(B.36)

de forma que los términos (B.30) se reducen a:

−γµz(1− y)q2 + 2zγµp · q(y − 1) = 0, (B.37)

por lo tanto (B.27) será:

ūp′{γµ[−
1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− 2z − z2)m2] + 2zmp′

µ − 2yzqµm

+ 2mz2pµ − 2m[(1− 2y)qµ + 2zpµ]}up, (B.38)

y analizando lo términos de fuera del paréntesis a los cuales se les denominará Θ sin más
necesidad que ahorrar espacio:
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Θ = 2zmp′
µ − 2yzqµm+ 2mz2pµ − 2m[(1− 2y)qµ + 2zpµ]

= 2zmp′
µ
+ 2mz2pµ − 2myzqµ − 2mqµ + 4myqµ − 4mzpµ

= 2zm(pµ + qµ) + 2mz2pµ − 4mzpµ +m(4y − 2− 2yz)qµ

= 2mz2pµ − 2zmpµ + 2zmqµ +m(4y − 2− 2yz)qµ

= 2mz2pµ − 2zmpµ +m(2z + 4y − 2− 2yz)qµ

= 2mz2(p′
µ − qµ)− 2zm(p′

µ − qµ) +m(2z + 4y − 2− 2yz)qµ

= 2mz2p′
µ − 2mz2qµ − 2zmp′

µ
+ 2zmqµ +m(2z + 4y − 2− 2yz)qµ

= mz2p′
µ
+mz2p′

µ −mz2qµ −mz2qµ − zmp′
µ − zmp′

µ
+ zmqµ + zmqµ

+m(2z + 4y − 2− 2yz)qµ

= mz2p′
µ
+mz2(pµ + qµ)−mz2qµ −mzp′

µ −mz(pµ + qµ) + zmqµ

+m(2z − z2 + z + 4y − 2− 2yz)qµ

= mz2p′
µ
+mz2pµ −mzp′

µ −mzpµ +m(2z − z2 + z + 4y − 2− 2yz)qµ

= mz2(p′
2
+ pµ)−mz(p′

µ
+ pµ) +m(2z − z2 + z + 4y − 2− 2yz)qµ

= (mz2 −mz)(p′
µ
+ pµ) +m(2z − z2 + z + 4y − 2− 2yz)qµ

= mz(z − 1)(p′
µ
+ pµ) +m(2z − z2 + z + 4y − 2− 2yz)qµ,

(B.39)

resultando al final que:

Θ = (p′
µ
+ pµ)mz(z − 1) +m(2z − z2 + z + 4y − 2− 2yz)qµ, (B.40)

donde se va a factorizar el último término:

2z − z2 + z + 4y − 2− 2yz = 3z − z2 + 4y − 2− 2yz

= −z2 + z(−2y + 3) + 2(2y − 1)

= −z2 + z(−2y + 1) + 2z + 2(2y − 1)

= −z(z + 2)− z(2y − 1) + 2(2y − 1)

= z(−z + 2) + (−z + 2)(2y − 1)

= −(z − 2)(2y + z − 1),

(B.41)

como z = 1− x− y se llega a:

Θ = −(z − 2)(2y + z − 1)

= −(z − 2)(2y + 1− x− y − 1)

= −(z − 2)(y − x)

= (z − 2)(x− y),

(B.42)

al final, Θ = (z − 2)(x− y), y al sustituirla en la ecuación (B.40), queda:
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Θ = (p′
µ
+ pµ)mz(z − 1) + qµm(z − 2)(x− y), (B.43)

siendo el valor anterior de Θ sustituido en (B.38), se concluye que:

ūp′N
µup = ūp′{γµ[−

1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− 2z − z2)m2]

+ (p′
µ
+ pµ)mz(z − 1) + qµm(z − 2)(x− y)}up. (B.44)



Apéndice C

Identidad de Ward.

Comenzando por:

Γµ = γµ · A+ (p′
µ
+ pµ) ·B + (p′

µ − pµ) · C, (C.1)

en la cual se aplica qµ por el lado derecho de (C.1):

qµΓ
µ = qµγ

µ · A+ qµ(p
′µ + pµ) ·B + qµ(p

′µ − pµ) · C, (C.2)

y sanduchando (C.2) entre ūp′ y up queda:

qµΓ
µ = qµγ

µ · A+ qµ(p
′µ + pµ) ·B + qµ(p

′µ − pµ) · C, (C.3)

ahora, recordando que qµ = p′µ − pµ y que ūp′�qup = 0, entonces:

ūp′qµΓ
µup = ūp′qµγ

µ · Aup + ūp′qµ(p
′µ + pµ) ·Bup + ūp′qµ(p

′µ − pµ) · Cup
= ūp′�qup · A+ ūp′(p

′
µ − pµ)(p

′µ + pµ)up ·B + ūp′qµq
µup · C

= ūp′(p
′
µp

′µ − pµp
′µ)up ·B + ūp′q

2up · C
= ūp′(m

2 −m2)up ·B + ūp′q
2up · C

= ūp′q
2up · C,

como q no es necesariamente igual a cero, y la identidad de Ward debe satisfacerse en la
QED, entonces la única posibilidad es que C = 0 quedando ası́ demostrado.
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Numerador del aporte del campo escalar
neutro.

Retomando las relaciones que se obtuvieron por medio del cálculo del diagrama representado
en la figura 5.6 y el cálculo del denominador donde se aplicaron los parámetros de Feynman,
se tiene que:

p′ = p+ q, k′ = k + q, x+ y + z = 1, y k = l + xp− zq. (D.1)

El siguiente paso es reescribir a los momentos k y k′ en términos de p y p′. Primero se va a
calcular k:

k = l + xp− zq

= l + xp− z(p′ − p)

= l + xp− zp′ + zp

= l − zp′ + (x+ z)p

= l − zp′ + (1− y)p,

(D.2)

y ahora se va a calcular k′:

k′ = k + q

= l + xp− zq + q

= l + xp− z(p′ − p) + p′ − p

= l + xp− zp′ + zp+ p′ − p

= l + (1− z)p′ + (x+ z − 1)p

= l − yp+ (1− z)p′.

(D.3)

Entonces el primer término del numerador (5.158) se va a escribir como:
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��k′γµ��k = [��l − y�p+ (1− z)��p
′]γµ[��l − z��p

′ + (1− y)�p]

= [−y�p+ (1− z)mj]γ
µ[−z��p

′ + (1− y)mi]

= [(1− z)mj − y�p]γ
µ[(1− y)mi − z��p

′]

= −z(1− z)mjγ
µ
��p
′ − y(1− y)mi�pγ

µ + yz�pγ
µ
��p
′

= −z(1− z)mj(2p
′µ − γµ��p

′)− y(1− y)mi(2p
µ − γµ�p) + yz�pγ

µ
��p
′

= −2z(1− z)mjp
′µ − 2y(1− y)mip

µ + yz�pγ
µ
��p
′

= −2z(1− z)mjp
′µ − 2y(1− y)mip

µ + yz(mi +mj)(p
′µ + pµ)

= −z(1− z)mj(p
′µ + pµ)− y(1− y)mi(p

′µ + pµ) + yz(mi +mj)(p
′µ + pµ)

= [−z(1− z)mj − y(1− y)mi + yz(mi +mj)](p
′µ + pµ)

= [−z(1− z)mj − y(1− y)mi + yzmi + yzmj](p
′µ + pµ)

= {[−z(1− z) + yz]mj + [−y(1− y) + yz]mi}(p′µ + pµ)

= [z(y + z − 1)mj + y(y + z − 1)mi](p
′µ + pµ)

= [z(−x)mj + y(−x)mi](p
′µ + pµ)

= −x(ymi + zmj)(p
′µ + pµ),

(D.4)

donde se tuvo en cuenta que:

�pγ
µ
��p
′ = �p(2p

′µ −��p
′γµ)

= 2mip
′µ − �p��p

′γµ

= 2mip
′µ − (2p · p′ −��p

′
�p)γ

µ

= 2mip
′µ − 2p · p′γµ +mj�pγ

µ

= 2mip
′µ − (m2

i +m2
j − q2)γµ +mj(2p

µ − γµ�p)

= 2mip
′µ − (m2

i +m2
j − q2)γµ +mj(2p

µ −miγ
µ)

= 2mip
′µ + 2mjp

µ −mimjγ
µ

= 2mip
′µ + 2mjp

µ

= mip
′µ +mip

′µ +mjp
µ +mjp

µ

= mip
′µ +mi(p

µ + qµ) +mjp
µ +mj(p

′µ − qµ)

= mi(p
′µ + pµ) +mj(p

′µ + pµ)

= (mi +mj)(p
′µ + pµ).

(D.5)

Ahora el segundo término del numerador (5.158) debe también reescribirse, ası́:
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��k′γµ + γµ��k = [��l − y�p+ (1− z)��p
′]γµ + γµ[��l − z��p

′ + (1− y)�p]��k
′γµ + γµ��k

= [−y�p+ (1− z)mj]γ
µ + γµ[−z��p

′ + (1− y)mi]

= −y�pγ
µ − zγµ��p

′

= −y(2pµ − γµ�p)− z(2p′
µ − γµ��p

′)

= −y(2pµ −miγ
µ)− z(2p′

µ −mjγ
µ)

= −2ypµ − 2zp′
µ

= −ypµ − ypµ − zp′
µ − zp′

µ

= −ypµ − y(p′
µ − qµ)− zp′

µ − z(pµ + qµ)

= −ypµ − yp′
µ − zp′

µ − zpµ

= −y(pµ + p′
µ
)− z(p′

µ
+ pµ)

= −(y + z)(p′
µ
+ pµ)

= −(1− x)(p′
µ
+ pµ),

(D.6)

con estos resultados finalmente el numerador se puede expresar como se debe, para poderlo
comparar con la identidad de Gordon.



Apéndice E

Análisis de datos con la función χ2

El cálculo del momento magnético anómalo del muón que será el foco del análisis fenome-
nológico requiere la implementación de un análisis de χ2 sobre la partı́cula escalar neutra
que media la interacción. A fin de fundamentar este análisis, se esboza aquı́ la aproximación
heurı́stica al método de χ2 presentado por Rojas en [43].

Se dice que una expresión teórica Oth
i (aj), que depende de ciertos parámetros aj es consis-

tente con el valor experimental del observable Oexp
i = Oexp

i ± σi si se satisface:∣∣Oexp −Oth
i (aj)

∣∣ ≤ σtotal
i . (E.1)

donde σtotal
i es la suma en cuadratura del error teórico más el experimental. Teniendo en cuenta

que σtotal
i es positivo, dividiendo en ambos lados se puede reescribir esta expresión como:∣∣∣∣Oexp −Oth

i (aj)

σtotal
i

∣∣∣∣ ≤ 1, (E.2)

donde se ha elevado al cuadrado la expresión.

Si se dan N observables y se hace la suma sobre i en la expresión anterior se obtiene la
condición:

N∑
i

∣∣∣∣Oexp −Oth
i (aj)

σtotal
i

∣∣∣∣2 ≤ N∑
i

1 = N. (E.3)

Definiendo:

pulli =
Oexp −Oth

i (aj)

σtotal
i

(E.4)

se tiene la condición:

χ2 =
∑
i

|pulli|
2 ≤ N (E.5)
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Si la predicción teórica para el observable Oth
i (aj) es idéntica a la predicción experimental

Oex
i entonces el pull correspondiente es cero, i.e., pulli = 0. En un caso ideal, todos los pull

son iguales a cero:

pulli = 0, para i = 1, 2, ..., N. (E.6)

Estas condiciones constituyen un sistema de N ecuaciones con p parámetros a1, a2, ..., ap.
Si los observables dependen linealmente con los parámetros, este sistema de N ecuaciones
tendrá una única solución si el número de parámetros es igual al número de ecuaciones N .
Para este caso en particular (N parámetros y N ecuaciones) el valor de χ2 es igual a cero. Se
define ahora el número de grados de libertad (d.o.f) como:

d.o.f = N − P, (E.7)

y la bondad del fit como:

bondad del fit =
χ2
min

d.o.f
. (E.8)

En el trabajo de grado, el caso es trivial (N parámetros yN ecuaciones) d.o.f = 0 y la bondad
del fit es indeterminada, i.e., χ2

min

d.o.f
= 0

0
. Claramente tener N ecuaciones y N parámetros no

tiene mucho significado ya qye, en principio, se puede hacer que χ2 sea igual a cero y por
lo tanto, no es la bondad del modelo sino simplemente una consecuencia de tener muchos
parámetros. Para que el resultado tenga significado se va a exigir dos condiciones (en un caso
ideal):

χ2 ≤ N − P, P ≫ N. (E.9)

En el caso trivial que se ha consideradoN = P , no satisface las condiciones ya queN−P =
0. Dividiendo la primera condición entre N − P se obtiene:

χ2

N − P
≤ 1, P ≫ N. (E.10)

La segunda condición es importante porque significa que con pocos parámetros se puede
explicar datos.

E.1. Niveles de confianza
Considerando el resultado experimental para un observable:〈

Oi

〉
= Oexp

i ± σi. (E.11)

Se va a comenzar por establecer que Oexp
i =

〈
xi
〉

representa el valor esperado de una varia-
ble aleatoria xi, que para efectos prácticos se va a identificar como el parámetro que va a ser
ajustado, es decir Oth

i .
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Esta interpretación siempre puede hacerse ya que es simplemente un cambio de variables.
Como se tiene N observables experimentales y P parámetros, entonces lo que sucede es que
ahora se va a identificar los parámetros con Oth

i , pero de estos últimos hay N ≪ P , lo único
que debe tenerse en cuenta es que muchos de estos N parámetros están relacionados entre
sı́. Se puede preguntar cuál es la probabilidad de hacer una medida adicional x y encontrar
el observable en el intervalo real (⟨x⟩ − σi, ⟨x⟩ + σi). Si se da una densidad de probabilidad
f(x) entonces la probabilidad es:

P (⟨x⟩ − σi, ⟨x⟩+ σi) =

∫ ⟨x⟩+σi

⟨x⟩−σi

f(x)dx, (E.12)

donde la densidad de probabilidad está normalizada. En el caso de la distribución gaussiana
se tiene:

f(x) =
1

σ
√
2
e−

(x−⟨x⟩)2

2σ2 . (E.13)

Para ésta densidad de probabilidad se tiene que:

P (⟨x⟩ − σi, ⟨x⟩+ σi) =

∫ ⟨x⟩+σi

⟨x⟩−σi

1

σ
√
2
e−

(x−⟨x⟩)2

2σ2 dx ∼ 0.68, (E.14)

esto significa que hay una probabilidad del 68% de que al hacer un experimento y medir
x el resultado se encuentre en el intervalo (⟨x⟩ − σi, ⟨x⟩ + σi). Se dirá que el resultado del
experimento estará en este intervalo con un nivel de confianza del 68%. Si se define la función
χ2 para este único observable:

χ2 =

(
(x− ⟨x⟩)2

σ

)2

, (E.15)

entonces los valores para χ2 en los lı́mites de este intervalo son:

χ2(x) =

∣∣∣∣
⟨x⟩±σ

= 1. (E.16)

En el caso que corresponde el valor mı́nimo es ξ2 = 0 cuando x = ⟨x⟩, entonces resulta:

χ2(x) =

∣∣∣∣
⟨x⟩±σ

− χ2
min = 1. (E.17)

Se puede decir que el intervalo con el nivel de confianza de un 68% tiene como lı́mites la
solución de la ecuación. El intervalo con un nivel de confianza de un 95% se obtiene de:

P (⟨x⟩ −
√
3.84σi, ⟨x⟩+

√
3.84σi) =

∫ ⟨x⟩+
√
3.84σi

⟨x⟩−
√
3.84σi

1

σ
√
2
e−

(x−⟨x⟩)2

2σ2 dx ∼ 0.95. (E.18)

En los lı́mites del intervalo de confianza:



96 APÉNDICE E. ANÁLISIS DE DATOS CON LA FUNCIÓN χ2

χ2(x) =

∣∣∣∣
⟨x⟩±σ

− χ2
min = 3,84, (E.19)

y se puede afirmar que el intervalo con un nivel de confianza de un 95% tiene como lı́mites
la solución de ésta ecuación. Si se tienen varios parámetros xi, cada uno con una función de
probabilidad:

f(xi) =
1

σi
√
2
e−

(x−⟨x⟩)2

2σ2 . (E.20)

por los axiomas de probabilidad, la densidad de probabilidad para los parámetros en el pro-
ducto de las f(xi):

L =
P∏
i

f(xi) =
P∏
i

1

σi
√
2
e−

(x−⟨x⟩)2

2σ2 =
1

(2π)P/2σ1σ2 · · · σP
e−

χ2

2 , (E.21)

donde:

χ2 =
∑
i

(x− ⟨x⟩)2

σ2
i

. (E.22)
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lies, Yukawa unification and muon g − 2. JHEP, 05:079, 2014.

[5] Usama Al-Binni et al. Project X: Physics Opportunities. 6 2013.

[6] T. Aoyama et al. The anomalous magnetic moment of the muon in the Standard Model.
Phys. Rept., 887:1–166, 2020.

[7] Richard L. Arnowitt, Bhaskar Dutta, and B. Hu. Dark matter, muon g-2 and other SUSY
constraints. In 4th International Conference on Physics Beyond the Standard Model:
Beyond the Desert (BEYOND 03), pages 25–41, 10 2003.

[8] Christopher Aubin, Thomas Blum, Maarten Golterman, Kim Maltman, and Santiago
Peris. The muon anomalous magnetic moment, a view from the lattice. Int. J. Mod.
Phys. Conf. Ser., 35:1460418, 2014.

[9] Christopher Aubin, Thomas Blum, Maarten Golterman, and Santiago Peris. Model-
independent parametrization of the hadronic vacuum polarization and g-2 for the muon
on the lattice. Phys. Rev. D, 86:054509, 2012.

[10] Christopher Aubin, Thomas Blum, Maarten Golterman, and Santiago Peris. Hadronic
vacuum polarization with twisted boundary conditions. Phys. Rev. D, 88(7):074505,
2013.

[11] J. Bailey et al. Final Report on the CERN Muon Storage Ring Including the Anomalous
Magnetic Moment and the Electric Dipole Moment of the Muon, and a Direct Test of
Relativistic Time Dilation. Nucl. Phys. B, 150:1–75, 1979.

97



98 BIBLIOGRAFÍA
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