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Abstract

En este trabajo se estudiara la electrodindamica escalar (SQED,) y la electro-
dinamica escalar de primer orden en el formalismo de plano nulo. Se utilizara el
formalismo de Dirac para sistemas con vinculos con el fin de realizar un analisis
detallado de la estructura de vinculos en ambas teorias. Se impondran apropiadas
condiciones de de frontera en los campos para poder fijar el subconjunto oculto de
vinculos de primera clase que generan transformaciones de gauge impropias y asi
obtener una tunica inversa de la matriz de vinculos de segunda clase. Finalmente,
escogiendo las condiciones de gauge de plano nulo, se determinan los corchetes de
Dirac asociadas a las variables dinamicas independientes.
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Capitulo 1

Introduccion

El éxito de la ecuacién de Dirac para estudiar particulas relativistas de espin
% inspiro a algunos investigadores en buscar ecuaciones de onda de primer orden
que describan particulas de spin 0 y espin 1. De esta manera, G. Petiau [1], R.
Duffin [2], y N. Kemmer [3] propusieron una ecuacion de primer orden en una
formulacion unica que sigue las ideas propuestas por los trabajos de Broglie [4].
Esta ecuacién es conocida como ecuacién de Duffin-Kemmer-Petiau o también
como teoria DKP y su forma es similar a la ecuacién de Dirac con la diferencia
que las matrices que la definen obedecen un algebra diferente.

Una caracteristica fundamental de la teoria de DKP es que puede ser des-
compuesta en tres representationes irreducibles: La representacion 5 X 5 esta
asociada a particulas de espin 0, la representacion 10 x 10 correspondiente a
particulas de espin 1 y una representacion trivial 1 X 1 la cual no tiene significa-
do fisico. Durante el periodo de 1939 hasta aproximadamente 1970 la mayoria
de los trabajos acerca de la ecuacion DKP fue dirigida al desarrollo del forma-
lismo e investigacion de particulas cargadas DKP en interaccion con un campo
electromagnético. Calculos correspondientes a diferentes procesos basados sobre
las ecuaciones de DKP y de Klein-Gordon condujeron a resultados idénticos en
aproximaciones de one loop [5]. Una importante contribucion para entender esas
ecuaciones fue hecha por A. Wightman [6], quien mostré que cuando el campo
de DKP es acoplado al campo electromagnético las ecuaciones de DKP para
particulas de espin 1 es estable bajo suaves perturbaciones locales del campo
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externo.

La ecuacion de DKP ha sido utilizada con éxito en el analisis de interac-
ciones relativistas entre hadrones y niicleos. Este ecuacion relativista de primer
orden permite describir de una manera unificada bosones de espin 0 y 1, resul-
tando asi en un mecanismo alternativo a las formulaciones convencionales de
segundo orden de Klein-Gordon y Proca. Las ecuaciones de DKP se asemejan
mucho a la ecuacion de Dirac, no obstante las algebras asociadas a las matri-
ces 3, difieren substancialmente de las matrices ,. La equivalencia entre las
ecuaciones de DKP y las ecuaciones de Klein-Gordon y Proca fue demostrada
para el caso de las interacciones vectoriales minimamente acopladas [11] aun
canto la equivalencia entre la ecuacion de DKP y la ecuacién de Proca ya tuvo
un precedente si no se consideran corrientes parcialmente conservadas en las
interacciones [12].

La gran variedad de acoplamientos incapaces de ser expresados en la for-
mulacion de Klein-Gordon y Proca garantiza mayor contenido fisico para siste-
mas descritos a partir de la teoria de DKP. Los acoplamientos se clasifican de
acuerdo al comportamiento de los mismos bajo transformaciones de Lorentz.
Los acoplamientos escalares y vectoriales han sido utilizados para describir la
dispersion elastica meson-nucleén con mejores resultados experimentales com-
parados a aquellos obtenidos a partir del formalismos de Klein-Gordon y Proca

[13].

Al investigar la equivalencia entre las teorias de DKP y su contraparte de
segundo orden, algunos resultados recientes fueron adicionados como la prueba
de equivalencia entre los elementos fisicos de la matriz S para el campo de
particulas escalares interactuando con los campos externos electromagnéticos,
Yang-Mills y gravitacional [14]. La teoria de DKP mostré su equivalencia a las
teorias de segundo orden cuando presentan un acoplamiento minimo al campo
electromagnético donde fueron analizados también los términos anémalos que
surgen en el Hamiltoniano de la ecuacion de onda acoplada [15]. La teoria de
DKRP relativista ha sido aplicada con éxito en la mecanica cuantica en el estudio
de osciladores de bosones escalares y vectoriales [16], de osciladores en espacios
no conmutativos [17], en la QCD [18], en el estudio de Hamiltoniano covariante
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[19], en la condensacion de Bose-Einstein [20], en el campo electromagnético a
temperatura finita [21], etc.

A la mitad del siglo pasado, Dirac impuso dos requerimientos sobre sistemas
dinamicos relativistas: relatividad espacial y que las ecuaciones de movimiento
deban ser expresadas en forma Hamiltoniana. Estas condiciones no definen el
sistema dinamico pero limitan las posibles formas que éste pueda tener. Una
completa descripcion de la dinamica implica que se especifique todas las posi-
bles interacciones que el sistema pueda tener. La evolucion de un sistema en
mecanica no relativista es determinada por el Hamiltoniano: el estado del siste-
ma en un instante t = cte permite calcular su comportamiento en un instante
posterior. Dirac propuso tres diferentes formas de dinamica relativista depen-
diendo del tipo de superficies donde las condiciones iniciales fueran establecidas
[7]. La primera forma, identificada como frente forma , es aquella cuando se
selecciona una superficie tipo espacio y es la que frecuentemente se utiliza. La
segunda, punto forma, es aquella consistente en considerar una rama de la su-
perficie hiperbdlica z'x, = k* x¢ > 0 y finalmente, el frente forma, es una
superficie de una onda de luz a la que cominmente se conoce como formalismo
de plano nulo.

En el frente forma dos puntos a tiempos iguales poseen separacion tipo es-
pacio y por tanto los campos definidos en esos puntos son cantidades indepen-
dientes. Sin embargo, en el plano nulo la situacioén difiere porque el principio de
micro-causalidad conduce a un requerimiento de localidad en las componentes
transversales y de no localidad en la coordenada longitudinal [8]. Las coorde-
nadas de plano nulo no son relacionadas por una trasformacion de Lorentz a
las coordenadas tradicionales utilizadas en el frente forma y como tal las des-
cripcion del mismo contenido fisico en una teoria dinamica sobre el plano nulo
podria resultar diferente de aquella descrita en el tratamiento convencional [9].

Una importante ventaja senalada por Dirac de la formulacién de plano nulo
es que siete de los generadores del grupo de Poincare son cinematicos mientras
que en el tratamiento convencional solo seis tiene esta propiedad. Otra intere-
sante caracteristica de una teoria relativista descrita en el plano nulo es que da
origen a Lagrangianos singulares, es decir, a sistemas dinamicos con vinculos
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[10]. Esto en general conduce a una reduccion en el nimero de operadores de
campo independientes en el correspondiente espacio de face.

La electrodinamica escalar de primer orden describe un campo de DKP en
la representacion 5 X 5 con acoplamiento minimo a un campo electromagnético.
Dada la estructura singular de la densidad Lagrangiana que describe el campo
DKP y la naturaleza gauge del campo de Maxwell, un analisis consistente de
la teoria requiere un procedimiento canonico apropiado que garantice compati-
bilidad entre los vinculos que surgiran de la teoria y un adecuado conjunto de
corchetes de Poisson. Ahora, siendo que el estudio se realizara en las coorde-
nadas de plano nulo, se debera construir una representacion conveniente de las
matrices 3, y del campo fundamental de DKP. Ademas, se espera que la es-
tructura de vinculos que surgen en la teoria sea, de alguna manera, equivalentes
a los resultados que ya se han derivado en las coordenadas usuales [15]. Siendo
que se deben obtener un conjunto de corchetes consistente con los vinculos de
primera clase, apropiadas condiciones de gauge tendran que ser impuestas.

Neville and Rohrlich [22] observaron que la cuantizacién sobre el plano nullo
significa cuantizar sobre las superficies caracteristicas de las ecuaciones de cam-
po clasicas, es decir, se debe especificar condiciones sobre ambas caracteristicas,
x™ = cte, v~ = cte y no solo sobre un plano nulo. Mc Cartor’s [23] demostré que
al cuantizar fermiones sin masa en (1+ 1) en ambas caracteristicas implica que
existan conmutadores a iguales v y x~ en la descripcion Hamiltoniana y asi
dos parametros de evolucion temporal son necesarios lo cual dificultara determi-
nar una unica formulacién Hamiltoniana. Sin embargo, Steinhardt [24] destaco
un importante problema asociado al procedimiento de cuantizacion sobre el
plano nulo. Después que la condicion de gauge ha sido introducida a la teoria
v los vinculos de primera clase han sido eliminados de la misma de tal manera
que no existan mas transformaciones de gauge propias, surgen transformacio-
nes de gauge impropias que son consecuencia de no definir apropiadamente las
condiciones de frontera y que por ende no se pueden eliminar introduciendo
condiciones de gauge adicionales ya que pueden eliminar posibles estados fisi-
cos [25]. Ademas, la presencia de las transformaciones de gauge impropias no
permite definir coherentemente los conmutadores de la teoria.



Capitulo 2

Electrodinamica Escalar

sQeD, en las Coordenadas
de Plano Nulo

En este capitulo se estudiara la estructura de vinculos de la electrodinami-
ca escalar SQE D, en forma detallada y las ecuaciones de movimiento de las
variables dinamicas seran determinadas utilizando el Hamiltoniano extendido.
Se procedera a clasificar el conjunto de vinculos y a eliminar estos imponiendo
condiciones de gauge y apropiadas condiciones de frontera sobre los campos.
Finalmente, se calcularan los correspondientes corchetes de Dirac entre las va-
riables dinamicas fundamentales.

2.1. Estructura de vinculos de la SQFED, en las
Coordenadas de Plano Nulo

La teoria gauge que se esta considerando es descrita por la siguiente densidad
Lagrangiana:
1

L=y

F"™ Fu + ¢" Dy (Dyg)" — m*¢g’, (2.1)
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donde ¢ es un campo escalar complejo de una componente, F,, = 0, A, — 0,4,
denota el tensor de campo electromagnético, D,, = 0, +1igA,, se identifica como
la derivada covariante. La densidad Lagrangiana (2.1) es invariante bajo la
siguiente transformacion:

: , 1
QS N ela(x)qb 7 ¢* N e—Za($)¢* ) A,LL — A,LL — _a‘uag' (22)
9

Las ecuaciones de campo correspondientes son:

5AiL(x) = 0, "+ =0,
5;@» (D;D* +m?) ¢* =0, (2.3)
ey = (DD ) o=
donde j* es la corriente que se expresa como:
j* =ig[¢(D"¢)" — ¢"D"¢]. (2.4)

Con el fin de calcular los momentos canoénicos se re escribira la densidad
Lagrangiana (2.1) de la siguiente manera *:

L = _iFMVFW + D¢ (D_¢)" + D_¢ (D1 ¢)" + Dpop (Dk¢)*
—m>pg*. (2.5)

Ahora, de la expresion (2.5) se puede deducir que los momentos canénicos
asociados a los campos A, ¢ y ¢" son :

oL
=5 O FrT (2.6)

oc , oc
o (a+¢) - (D—¢) ) Q a9 4k D—¢7 (27)

*
0 (0+0")
!Para notacién ver Apéndice 77

N
Il
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respectivamente. De la relacion (2.6) es posible identificar la siguiente ecuacion
dinamica:

T =0,A  —0_ Ay, (2.8)
junto con un conjunto de cinco vinculos primarios identificados de la siguiente
manera:

» Tres vinculos asociados al sector electromagnético:

C=r"m0 , Y'=r"—0_A,+0A_~0. (2.9)

» Dos vinculos correspondientes al sector escalar:

l'=r—-D ¢=~0 , TH"=7"—(D_¢) =0. (2.10)

Siguiendo el procedimiento de Dirac [43], es necesario calcular la consis-
tencia de los vinculos primarios, para ello, se procede a definir la densidad
Hamiltoniana canonica de la siguiente manera:

HC == 7Tﬂ6+AM + a+¢*77' + 7T*6+¢ - ﬁ

= S () (0~ ) AL~ (Dio) (Do)

1
+m2¢¢* + ZFlekl, (211)

por consiguiente, el Hamiltoniano canonico se especifica como:
Heo = / Py He o / Py = / dytdy’dy™ = / dytdy. (2.12)
Ahora, se procede a introducir el Hamiltoniano primario Hp el cual resulta de

adicionar al Hamiltoniano canonico los vinculos primarios via multiplicadores
de Lagrange,

Hp=He + /d3y (uC + wx® + v+ Iv), (2.13)
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con u, uy siendo los multiplicadores asociados a los vinculos electromagnéticos
en tanto que v y v* los respectivos multiplicadores de los vinculos escalares.

En este momento, se procede a definir los corchetes de Poisson (CP) funda-
mentales entre los campos de la teoria en la siguiente manera:

{Au@). 7 )} =00 (@~ ). (2.14)

{s@.rw]=Fa-y . {d@rw}=c-y. @1

donde §° (x —y) = § (z~ —y~)6° (z+ — y*). El procedimiento de Dirac estable-
ce que los vinculos primarios se deben preservar en el tiempo bajo la evolucién
generada por el Hamiltoniano primario, ésta afirmacién se conoce como condi-
cion de consistencia de los vinculos. Con el fin de garantizar la consistencia de
los vinculos primarios se debe requerir que ellos tengan un CP que desaparezca
débilmente con Hp. Utilizando los CP (2.14) y (2.15), es posible deducir los
siguientes CP entre los vinculos primarios:

{P@. "W} = —2076 (@),
{r* (:(:),F(y)} = 9D"§ (z —y), (2.16)
{(¥@ ] = 20076 @—y),

junto con las siguientes expresiones:
{7t @7 )} =20%2) 6" (2) 8 (z — ),
{T@ W)} =ig o) D28 (@ —y) + & @ -y Do )|, (217)
{1"@).5* )} ==ig [ @ - (DLow) + (o) D7) ¢ @—y)].
{T@) 7 @)} =—igo@) @y . {I"@,7 W} =i ()8 (@-y).

Asi, se puede verificar que la consistencia del vinculo I' resulta en:
I = { T, Hp} — —ig [pr~ +2D_ (A )] — D*Dyp—m2p—2D_v ~ 0. (2.18)
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Un procedimiento similar permite mostrar que en el caso del vinculo I'* se
deduce que:

™ — { I Hp} =ig [¢'m~ +2D* (A;¢")] — (DyD*¢)" —m?¢* —2(D_v)" ~ 0.
(2.19)
Las expresiones (2.18) y (2.19) se interpretan como condiciones que permiten
fijar el valor de los multiplicadores de Lagrange v y v* respectivamente, como
consecuencia, no existiran mas vinculos asociados al sector escalar.

Ahora, se procede a calcular la condicion de consistencia asociado a los
vinculos primarios del sector electromagnético. En el caso del vinculo x* se
determina:

= {8 Hp ) = 0 + 5+ 0, — 20w~ 0, (2.20)

que se entiende como una ecuacion que determina uy. Finalmente, en el caso
del vinculo 7 resulta:

# (@) = {7 (@), Hpp = 0" 4+ Ofmt 4
~ 0

Y

que se interpreta como un vinculo secundario asociado a w* y que se definird
como:

G=0_1m +07"+jt =0 (2.21)

Esta ecuacion se interpreta como la ley de Gauss para la electrodinamica escalar
en las coordenadas de plano nulo.

Dado la presencia del vinculo (2.21), el método de Dirac exige que se debe
analizar su consistencia, para ello se utiliza las siguientes relaciones:

{G@) . Tw} = 2ig0(2) (07 —igA )& (z - y),
{G@) T ()} = —2ig0" (@) (0 +igA )6 (2 —y),
{G(x),x’“(y)} =0,
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lo que permite mostrar que de la consistencia de la ley de Gauss resulta en:

Gz) = g { 2 { 9 (60T + 6 0" A + 0" [6d* AL]) + i (07 — igA ) v*
—ig" (0" +igA_) v] + it [p0fe" — 0k — 2igAF$o] } |

Sin embargo, es posible observar que:

oD — ol = —i{2g| 00" n + 0 (6"As0) + 06" (07 A4)| - i6" [07 +igA ] v
i (07— igA) v | +i0f [00k" — 670k0 — 2igA"o6] |

de tal manera que:

G (2) =ig| 9" (@) (@) = 6 (2) " (2)] =0, (2.22)

es decir, que ningun vinculo adicional es generado de la consistencia de la ley de
Gauss ya que la expresion (2.22) indica que ésta es automaticamente conservada.

2.2. Clasificacion de los Vinculos

Las relaciones (2.9), (2.10) y (2.21) constituyen el conjunto completo de
vinculos que la teoria posee, por lo tanto, se procede a clasificarlos en vinculos
de primera y segunda clase [42, 43]. Fdcilmente, se puede observar que ™ tiene
CP débilmente cero con el restante conjunto de vinculos de la teoria, entonces,
7T se identifica como un vinculo de primera clase. Ahora, con el fin de clasificar
el restante conjunto de vinculos ®* (z) = {T' (z), I'"(z), G (z), x" (2)}, se
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requiere considerar los correspondientes CP entre ellos:

(@)X} = —200078 (=),

{T@. @} = —207" (@ —y),

{T@).Gly)} = 2ig6" (x — y) D26 (2) + 2ig0 (2) 76 (z — ), (2.23)
{I'@). G} = —2i98" (@ —y) (D76 (1)) = 2ig6" () 076" (x — y)

[G@),Gw)} =20 [ (0~ 1) 0 (6 () 6" () +20 (1) 6" () 26" (2 — )]

Las relaciones anteriores parecen indicar que el conjunto de vinculos % (x),
aparentemente son de segunda clase. Sin embargo, al construir la matriz de

vinculos asociado a ® con elementos de matriz definidos por: Cgy (x,y) =
{@ (), (y)} = Aw () §° (x — y), donde A (z) tiene la forma:

( 0 —2(D*)* 2ig [(D*)" ¢ (x)] + 2igp (x) 0 0
A ()= —2D* 0 —2ig [D* ¢* (x)] — 2igop™ (x) O” 0
2ig¢ (v) DT —2ig¢” (z) (D) F () 0
\ 0 0 0 —25F0”
(2.24)

y con F' es un operador que se expresa como:

= 2620 (66") — 49°95"0.. (2.25)

se puede mostrar que C (x,y) es singular. La anterior implica que C (x,y) po-
see un autovalor nulo cuyo autovector asociado se puede expresar como una
combinacion de los vinculos ®* (x) y que tiene la propiedad de ser un vinculo
de primera clase. El autovector correspondiente U (x), se calcula a partir de la
siguiente ecuacion de autovalores:

/d%C’ (x,y)U (y) = 0. (2.26)
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De la expresion anterior es posible mostrar que el segundo vinculo de primera
clase es de la forma:

5 (x) = 0 (1) Uy () = G (x) —ig [ 6" (1) T () =6 () " ()] . (2.27)

Una manera alternativa de garantizar el resultado anterior es observar la
ley de Gauss representada por el vinculo G que segiin el conjunto de CP (2.23)
es de segunda clase. En el limite g — 0, se debe recuperar la teoria de campo
de Maxwell libre en la cual la ley de Gauss es estrictamente un vinculo de
primera clase. Por otra parte, si G pertenece a un conjunto minimo de vinculos
de segunda clase, el limite en el que la constante de acoplamiento tiende a cero
no se podria considerar naturalmente con el fin de recuperar las teorias libres
debido a que los corchetes de Dirac (CD), que son necesarios construir para
una teoria gauge, no estarian bien definidos. Se debe tener en cuenta que los
DB asociados a la teoria estan definidos en términos de una matriz no singular
construida a partir del conjunto minimo de vinculos de segunda clase y como
tal, ésta resultaria singular cuando se restaure las teorias libres, es decir, cuando
g — 0. En conclusion, se debera considerar una combinacion lineal de vinculos
¢ (z) = {T'(2), T*(2), G(x), x"(z)} que resulta ser de primera clase y la
cual sera dada por (2.27).

Con el fin de corroborar que X (x) es un vinculo de primera clase se calcula
los CP de ¥ (x) con el restante conjunto de vinculos que la teoria tiene. Se
puede verificar que:

= —igl ()8 (x —y) = 0,

{2(33)7F y}
b= gl (0) 8 (w — ) ~0,
}

(v)
{T@).r" @)
{T@.cw
{z@.wm} =0

= 0, (2.28)

lo que garantiza que (2.27) es de primera clase. Es posible notar que X (x) se
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puede expresar como:
X = G—ig(¢pT —ol'™)
= .1 + Ot —ig (gb*ﬂ — gzbw*) . (2.29)

Asi, se concluye que los vinculos de la SQ E D, en las coordenadas de plano
nulo se pueden clasificar de la siguiente manera:

= Vinculos de primera clase:

C=r"~0 , S=071 +0ha" —ig (qﬁ*w — ¢7r*> ~ 0. (2.30)

» Vinculos de segunda clase:

' =7-D o¢~0 , IM=a"—(D_¢)" =0,
Y=t =0 A+ 0,A- ~0. (2.31)

El vinculo de primera clase %, (2.27), puede ser comparado con su equi-
valente en el instante forma [42] donde el segundo vinculo de primera clase,
en este sistema de coordenadas, no resulta de una combinacion lineal de los
vinculos del sector escalar y electromagnético ya que en el analisis canonico en
el instante forma el sector escalar es regular.

2.3. Ecuaciones de Movimiento

Ahora, se procedera a derivar las ecuaciones de movimiento que deberan ser
compatibles con la completa libertad de gauge que existe en la teoria. Es asi
que dada la presencia del nuevo vinculo de primera clase (2.30), la evolucion

temporal de los campos debera ser evaluado con el Hamiltoniano extendido,
Hpg [10]. Es decir, si

Vo () = (A (), 7" (2), ¢ (), 0" (2) 7 (x) 7" ())
17



denota las variables del espacio de fase de la teoria, su dinamica es determinada
a partir de:

U, () = { v, (2) HE} , (2.32)

donde el Hamiltoniano extendido se obtiene adicionando a Hp todos los vinculos
de primera clase que surgieron en el problema. Para el caso en consideracion
Hpg toma la forma:

1 x 1
Hg = /d3y [5 (7F)2 + (7r_8_ + 7%, — j*) AL — Dyo (Dk(b) + m2po* + ZFMFM
(2.33)
+ /d?’y [ch +upxt + v T + T + W22i| :

Las cantidades (v,v*,ux) son los multiplicadores de Lagrange asociados a los
vinculos de segunda clase y que se pueden determinar de la consistencia de
(F, I, Xk). (w1, W) son los multiplicadores de Lagrange asociados a los vincu-
los de primera clase y que son, en principio, indeterminados y arbitrarios.

A partir de (2.32) es posible establecer que la evolucién temporal de los
campos asociados al sector electromagnéticos es dada como:

A (@) = wi(a).
A (x) = 7 (2)+ 0% Ay () — 0% wsy (), (2.34)
Ap(z) = OFAL (2) 4w (x) — OFwy (2).

Por consistencia de la segunda relacion (2.33) con la ecuacién de movimiento

(2.8) se podria escoger wo = 0. En forma similar, la evolucion temporal de sus
momentos canonicos conjugados resulta en:

T(x) = G(z) =0,

(@) = 20%(2) ¢ (2) As (@) + O (@) + igv* (2) 6 () — ig” (@) v (x) , (2.35)
(@) = igo (@) | 956" (2) — igA" (2) 6" (2) | +igo™ (x) | 06 (@) + igAy (2) 6 ()]
+0 Fii. () — 0"y, () .

T
T
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Al combinar las ecuaciones (2.34) y (2.35) se obtiene:

OEFM 4 ¥~ 0 (2.36)

Un analisis similar sobre el sector escalar permite establecer que:

ci: (z) = v(z)+igws(2) ¢ (2),

¢ (x) = v (2) —igws (z) " (2),

iw(x) = —D"D"¢(x) —igAy (x) D*¢ (x) — DyDji¢ (x) — m*¢ (x)
+igD? [wy (7) ¢ (x)] + igws (z) DX (2), (2.37)
i (z) = —(D"D"¢(x))" +igA, (z) (D¢ (z))" — (DEDho ()

—m*¢" (x) — ig (¢ (x) D2)" wa (z) — 2igws (z) (D¢ (2))"
a partir de las cuales se puede deducir que:
(DzDé‘ + m2) ¢ ~ g0 wy + 2igwo D* ¢,

(Dg*Dg* + m2> &~ —igd 0w — 2igws (DT H)", (2.38)
2.4. Eliminacion de los Vinculos

El algoritmo de Dirac requiere de tantas condiciones de gauge como vinculos
de primera clase surjan en la teoria. Sin embargo, tales condiciones de gauge
deberan ser compatibles con las ecuaciones de movimiento y deben fijar los
multiplicadores de Lagrange asociados a los vinculos de primera clase y trans-
formarlos en vinculos de segunda clase. Una condicion de gauge que satisface
tales requerimientos es:

A =0 : T +0_-A; =0 (2.39)

la cual es estandar en teorias de gauge que se describen por coordenadas de
plano nulo y se conocen en la literatura como gauge de plano nulo [55, 56].

Ahora, se procede a eliminar un primer grupo de vinculos de segunda clase
y para ello se aplicard el método iterativo [42]. Para cumplir con tal propdsito,
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se seleccionara el conjunto de vinculos de primera clase (2.30) junto con las
condiciones de gauge (2.39) y se los denotarad de la siguiente forma:

(I)l = ’7T+ , q)g =A_
(2.40)
Q=X =G—ig(¢p’l—ol™) |, dy=7n1" +0_A,.

Utilizando los siguientes PB no nulos entre ellos:
{#@). 2] = 076 (@),
{®200) 000} = 078 (@ —),
{®:@). 0} = &),

se definira una primera matriz de vinculos de segunda clase con los siguientes
elementos: Cj; (x,y) = {®; (x),P; (y)}. Esta posee la siguiente representacion:

0 0 0 &
cap=| 0 0 TE 0 s 2.41
(z,y) = 0 ¢ 0 1 (z—y), (2.41)
¥ 0 —1 0

siendo que su inversa es determinada de la solucion del siguiente sistema de
ecuaciones:

205t (0,2) Cug (9) = [2C (0,20 O () = 08 (=) (242)

Sin embargo, a fin de cumplir con ésta relacion se requiere definir la inversa
del operador longitudinal 0_. En general, se sabe que:

(O) " fla) = %/dy_ e(z”—y ) fy,ata)+ F(ahah), (243)

donde la funcién € (x) es definida por,

1, >0
€(z) = 0, x= (2.44)
-1, <0
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v F (x*, xl) es una funcién arbitraria independiente de x~. La presencia de la
funcién F en la expresion (2.43) es asociada con el hecho de no haber especifica-
do las condiciones de frontera lo que podria implicar que a la matriz de vinculos
(2.41) no se le pueda asociar una inica inversa. Dirac mostré que la matriz for-
mada por un conjunto completo de vinculos de segunda clase debe tener una
unica inversa [43], por lo que el grupo de vinculos (2.40) no es un conjunto
puro de vinculos de segunda clase. La matriz inversa de (2.41) no es por tanto
unica porque entre los vinculos de segunda clase se encuentra un subconjunto
de vinculos de primera clase ocultos [56]. La presencia de éste conjunto oculto
de vinculos puede ser visualizada observando las condiciones de consistencia
(2.18), (2.19) ¥ (2.20) a las cuales se les puede asociar las siguientes soluciones
a los correspondientes multiplicadores de Lagrange (v,v*, uy):

v(e) = V(@) +s (@ a),

vi(x) = v (x)+ s (x+, IL> , (2.45)

() = g (x) + s (x+, xL) ,
donde s (x,zt), s* (%, 2F) y sy, (¢F, 2) son funciones arbitrarias de (", 2+,
en tanto que Vv (x), v*(x) y U (x) representan soluciones sin ambigiiedades.
Ahora, el Hamiltoniano extendido se puede expresar como:

1 . 1
Hy, = /d‘”’y E (7)) + (70 + 70 — ) Ay — Dy (Do) +m2¢¢*+1Fk1Fkl]

+ /d3y [W1C + G + 9T + F*\/\/+W22:| + /dSy [skxk + 5T+ F*s} . (2.46)

Dirac noté que la contribucién de la solucién homogénea para v, v* y uy,
(2.45), estard siempre asociada con vinculos de primera clase, que en nuestro
caso, son los vinculos ocultos de primera clase. Steinhardt [55] demostré que
este subconjunto de vinculos oculto de vinculos de primera clase esta asociado
con trasformaciones de gauge impropias [56], las cuales cambian el estado fisico
de un sistema y proyectan una solucién de las ecuaciones de movimiento en
otra solucion completamente diferente. Por tanto, no es posible eliminar las
trasformaciones de gauge impropias por medio de condiciones de gauge ya que
tal procedimiento podria excluir consideraciones fisicas permitidas al sistema.
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La manera natural de eliminar los vinculos ocultos es fijando adecuadas con-
diciones de frontera con el fin de que el Hamiltoniano total sea un apropiado
generador de traslaciones temporales. De hecho, la invariancia de la accién por
trasformaciones de gauge impropias da origen a leyes de conservacion no trivia-
les que se expresan en la forma de integrales de superficie [56]. Distinto a las
trasformaciones de gauge usuales las cuales generan transformaciones propias,
que son caracteristica de una teoria gauge, y las cuales no cambian el estado
tisico del sistema. La posibilidad de realizar trasformaciones de gauge propias
puede siempre ser eliminada imponiendo condiciones de gauge.

Entonces, la evaluacion explicita de la inversa de la matriz de vinculos de
segunda clase (2.41) involucra la determinacion de una funcién arbitraria de
(a:+, xL) que puede ser evaluada considerando apropiadas condiciones de fron-
tera sobre la variacion en la coordenada candnica generada por el vinculo. En-
tonces, imponiendo las condiciones de frontera sobre los campos (¢, ¢*, Ag)
citadas en [47] y [58], la inversa del operador O_ es definida sobre toda funcién
integrable f(x™) en la forma:

O ) =5 [dy el —y) 1), (2.47)

la cual es menos singular que x% y desaparece mas rapido que w% para valores
grandes de x~. A partir de (2.47) se puede garantizar que la inversa tnica de
la matriz de vinculos (2.41) es dada por:

0 — |z =y | 0 e(z”—y")
1 |z =y 0 —€e(z7—y") 0
Cil , =— 52 L 1L
i (1Y) 2 0 —e(z”—y") 0 0 (aj y)
e(z”—y) 0 0 0
(2.48)

Una manera alternativa de calcular la inversa (2.48) es usar el hecho que los
DB deben satisfacer las identidades de Jacobi [59].

Utilizando la inversa de la matriz de vinculos definida por la ecuacion (2.48),
el primer conjunto de corchetes de Dirac (CD) {-, -} p; para dos variables dinami-
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cas A (z) y B (y) son calculados a partir de:

{A@.Bw} = {A@.Bo)}- /d%d% {A@), 0@} o)

{®0). B} (2.49)

Utilizando las siguientes relaciones:

{6@).0:)} = igo @) @-y) , {6 @),0:()} = —igd" (2)5" (x ),

{7 @), 0 () }=igh (@ =) 0" (w) . { " (), 0s (u) } = ~igs" (x — y) 96" (u)

{1(0),4, ()} = =" @—y) , {A@),6:w)} = -078" (2~ w)

{7rk (), 6 (u)} — 0,
se puede determinar que el primer conjunto de CD no nulos son:

{o@. 7w} =Fa-y . {F@. 1w} =@-y . 250

= %¢(x)}x‘—y‘!52($T—yT),

= Yy @) o -y P Ty,

= Jla -y [P -y T, (25
_ _%y v —y |62 (a7 —yT) 87" (x).

{A@. W@} = a8 @-y).

D1

(@A) = —5le -yl e -y, @52)

La definicién de los DB {-, -}, implica que:

{Ta@) By} =0,
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es decir, debido a (2.49) se tiene las siguientes identidades:

7t =0 , A_=0
(2.53)
G—ig(6T—ol") =0 , 7 +0 A, —0.

2.5. Inversion de Vinculos Escalares

En este instante se procede a invertir los vinculos de segunda clase asociados
al sector escalar. Para ello, sera necesario definir un segundo conjunto de CD,
{-, -} ps, @ partir de los vinculos:

Uy (x)=7(z) — 0" ¢(x) =0 : Uy =7"(x) —0%¢" (x) = 0. (2.54)

El CD {-,-},, para las variables A, (z) y By (y) es definido de la siguiente
manera:

{Aa@.Bw}] = {A@.Bw)}

D2

o /d3ud3v { A, (x),V, (u)}

D (wv){ Wa(0) By (n)} (2.55)

D1

donde D! (v,y) (con a,b = 1,2) es la inversa de la matriz de vinculos de
segunda clase Dy, (x,y) construida a partir de (2.54) y que sus componentes se
determinan por:

Dy (2,1) = { U, (), 0, (y)} | (2.56)

Utilizando las siguientes relaciones:
{01(0),9:0)} =200 —y) . {W(2), 011} = 206" (2~ p),

se observa que D (x,y) se expresa:

D (z,y) = —2 ( ? (1) ) 0° 5383 (x —y), (2.57)

24



siendo que su inversa es:

D! (z,y) = —i ( (1) (1) ) e(z”—y )8 (2T —yT). (2.58)

Bajo la definicién de los DB {-, -}, se cumple la siguiente condicion:

{v.0) Biw)} =0,

D2

es decir, debido a (2.55) los vinculos escalares se pueden considerar identidades
fuertes:

m(z)—0%¢(x) =0 : ™ (x) —0%¢" () =0, (2.59)

de tal manera que las cuatro coordenadas asociadas a ellos, (¢, ¢", m, ) solo
dos son independientes. Aun cuando los vinculos no especifican cuales con las
coordenadas independientes, existe completa libertad en la seleccién de los gra-
dos de libertad. La forma funcional de las relaciones (2.58) permite considerar
a (¢,¢") como las coordenadas independientes que se derivan de (2.55) y por
ende, los CD {-,-}, se calcularan inicialmente en relacion a éstas variables.
Si existe interés de calcular los CD asociado a las variables (m,7*) se utilizara,
simplemente, las expresiones (2.58).

Ahora, deducir los CD {-, -}, sera conveniente utilizar las siguientes expre-
siones:

b o=y L {nee ), =-te-y)
{n@aw), = -Fe@ec(v )@ e -,

} = %(b* (We(v —y )& (@ —yT), (2.60)

j

-0 {\Pi(v),wk(y)} — 0.

D1

A partir de (2.55) y (2.60) se puede determinar el siguiente conjunto de CD
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{-, -} po 10 nulos:

{6@),0" )]
{6().4: )}

D2

D2

e ) P Ty,

%952 (2T —yT) [¢ (x) ‘ A y_‘ — i/dv_(b(v)

e(a:_—v_)e(v_—y_)],

A5 -y |0 @)ool - [ oo

e(a” =y )e(v =y,

5253 (LU o y) )

o o -,
%6 Budv [(/) (u) ¢* (v) 4 ¢* (u) é (U)] . (x_ B u_)
52 (2T —uT)e (u— . U—) 52 (uT — 7)€ ( o — y*)

52 (UT — yT) .

(2.62)

2.6. Corchetes de Dirac

El espacio de fase de la SQE Dy esta conformado por: (A,, ¢, ¢", mh m, %),
es decir, un espacio de dimensién 12. Bajo la definicion de los {., '}DQ’ las
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siguientes identidades deben ser satisfechas:

A_=0,

T +0-A; =0,

T—D ¢=1m—0_¢p=0,

™ —(D_¢) =7 —0_¢" =0, (2.63)
7t =0,

D1 + O’ — ig [qﬁ*w _ ¢7T*} — O 1 + O —ig [¢*8_gb — $0_¢*| =0.

Asi, la teoria hasta el momento estara constituida de 6 coordenadas indepen-
dientes. De las relaciones (2.63) se deduce que el conjunto de vinculos x* (z)
del sector electromagnético se expresan de la siguiente forma:

X' =r" -0 A, =0, (2.64)

lo que permite identificar al momento 7* (x) como dependiente del campo Ay, (x)
reduciendo la dimension del espacio a 5. Con el fin de transformar la igualdad
débil (2.64) en una identidad, definiremos una nueva matriz de vinculos de
segunda clase asociada a x* con elementos:

Py = { ¥ @)\ ) =-2008 @ —y). (265

De manera sencilla, es posible mostrar que ésta matriz posee la siguiente inversa:
—1\ /¥ Lo - -\ 52
(F )" (z,y) = _Zél e(z”—y ) (2T —yT). (2.66)

Asi, el conjunto final de DB para un par de variables A, (x) y B, (z) sera
definido como:

{A@).Bw} = {AG).BWw)}

D

N / Pud { A, (7). X" (u)}m
(F7)™ (u,v) { X" (v), By (y)} (2.67)

D2

D2
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Utilizando la representacion explicita de (Ffl)sn (x,y) dada por (2.66), los CD
(2.67) se expresan:

{Au(2).By (y)}D _ {Aa (1) Bi(y)} + i/d?’ud*gve (u = o) & (uT —oT)

Utilizando los siguientes relaciones,

{A@ W] = o6 @—u),

(@A) = (o) o T -y,
(AW} | = =5l —w) o -y,
{o@ @} =0
{or@ o) =0

se deriva el conjunto final de CD entre las coordenadas independientes de la
teoria que consideramos como siendo: (¢, ¢*, A, Ay, ) :

{Ak (), Ay (y)}D - —%5?6 (z7—y7) 8 (" —yh),
(2.69)
1 - N 2 (L 1
{6@.0° W] = —qe@ —y) (=" —y"),
{o@. A )} = soo@)]e —y |8 (@ —y") (2.70)
—%g52 (xL — yl) /dU_ € (x_ — U_) 10) (.%‘J',U_) € (v_ — y_) ,
{ ¢" (), Ay (y)}D = —%gqb* (@) |z~ =y 6° (¢ —y) (2.71)

+ég52 (xL _ yL) /dv_ € (x_ — U‘) o (xL, v_) € (U_ — y_) :
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Del principio de correspondencia se deduce los siguientes conmutadores entre
los campos:

(M) )] = ol (e =) 8 (e ),
| (2.72)
6@).0" ()] = —e(@—y) O (=" —y),
(0(@), A )] = —500(@)] |8 (&~ o) (273
—1%952 (:15l yL) /dve(a: — v )¢(:UL,U*)6(U —y ),
[cb* (z), Ay (y)} = %gcé* () |27 =y [ 0% (a" —y) (2.74)
_%952 (xl — yl) /dv e(z”—v7) ¢ (xL,v*) e(v"—y).

Las primeras dos relaciones fueron derivadas por Neville y Rohrlich [60]. Ellos
calcularon estas expresiones a partir de las relaciones de conmutacion entre los
operadores de campo libres a tiempos iguales v, y* y posteriormente obtuvie-
ron los conmutadores sobre el plano nulo x+ = y*. Las relaciones de conmu-
tacion que involucra los operadores de campo fl+(az) no fueron obtenidas por
Neville y Rohrlich, sin embargo, ellos afirmaron que éstas expresiones deberian
ser deducidas al resolver una serie de vinculos cuanticos. En esta parte del tra-
bajo se obtuvieron los conmutadores entre campos independientes de la teoria
los cuales fueron derivados a nivel clasico siguiendo un cuidadoso analisis de la
estructura de vinculos del modelo.

Se ha mostrado que la SQFE D, posee un vinculo de primera clase que re-
sulta de una combinacién lineal de vinculos y que es el autovector asociado al
modo cero. De hecho, ésta cantidad es consecuencia de la existencia de vinculos
asociados al sector escalar. El resultado se debe contrastar con el estudio de la
teoria en las coordenadas de instante forma en los cuales el segundo vinculo de
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primera clase es simplemente la ley de Gauss la cual depende tinicamente de
las variables del sector electromagnético y donde los vinculos correspondientes
a la parte escalar no existen.

En ésta primera parte del trabajo se ha utilizado el gauge de plano nulo con
el fin de transformar los vinculos de primera en segunda clase. Cuando apro-
piadas condiciones de frontera se han impuesto sobre los campos, se ha fijado
el subconjunto oculto de vinculos de primera clase y se determino una tinica
inversa correspondiente a la matriz de vinculos de segunda clase. Se dedujeron
los CD de la teoria y se cuantizaron via principio de correspondencia. Las rela-
ciones de conmutacion entre los operadores de campo libre son consistentes con
los resultados reportados en la literatura [60]. Los conmutadores que involucran
los operadores de campo A\Jr fueron calculados cuantizando los CD derivados a
nivel clasico siguiendo un cuidadoso analisis de la estructura de vinculos.
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Capitulo 3

Teoria de
Duffin-Kemmer-Petiau

(DKP)

3.1. Introducciéon

En 1928 Dirac propuso una teoria destinada a describir particulas de espin
% [61] la cual se caracterizaba por que la estructura fina del atomo de hidrégeno
surgia naturalmente a consecuencia del estudio de la interaccion de un electron
con un proton bajo el dominio de un potencial coulombiano. Al analizar el limite
no relativista de la ecuacion de Dirac en la presencia de éste tipo de potencial
se reduce a la ecuaciéon de Schrodinger mas el término de spin-orbita. La razon
de Dirac de proponer su ecuacién fue resolver el problema de la densidad de
probabilidad que surgia de la ecuacion relativista de Klein-Gordon-Fock (KGF).
Se sabe que la ecuacion de KGF' se obtiene de la relacion energia-momento
relativista: E? = p*c® + m2c*, cuando se identifica la energia E y el momento
p con los operadores ih% v —ihV, respectivamente, los cuales deberan actuar
sobre una funcién de onda compleja v (x,t) de manera que se obtiene:

1 0% (x,t) 5 m2c?
T e TV

Y (x,t) =0, (3.1)
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o en forma equivalente:

<D + m;f) b (x,1) = 0. (3.2)

La ecuacion de KGF fue considerada inicialmente por Schrodinger para estudiar
el espectro del atomo de hidrégeno mucho antes de formular su ecuacion no
relativista.

A partir de la funcién de onda 1 (x,t) se puede construir la densidad de
probabilidad p (x,t), donde su importancia radica en el hecho que p(x,t) d*x
se interpreta como la probabilidad de encontrar la particula en un elemento de
volumen d3x y por lo tanto la cantidad p (x,t) debe ser positiva definida. En el
caso de la ecuacion de KGF se puede mostrar que la densidad de probabilidad
es dada por:
ih . oY (x,t) o™ (x,t)
vt e g S (33)
la cual no es definida positiva y por lo tanto no puede ser considerada como
una densidad de probabilidad. Fue hasta 1934 cuando Pauli y Weisskopf inter-
pretaron la densidad de probabilidad (3.3) como una densidad de carga [62].

t) =

La propuesta de Dirac de una teoria cuantica para el electron que condu-
jera a una densidad de probabilidad definida positiva se enfoco en buscar una
ecuacion relativista de primer orden en la deriva temporal y mostro que ésta
deberia ser una ecuacion matricial de la siguiente forma:

<z”y“8u — m) Y (z) =0, (3.4)
donde las matrices v deberan obedecer la siguiente algebra:
Y+t =2 (3.5)

A partir de (3.4) se puede mostrar que la correspondiente densidad de proba-
bilidad es de la forma:

p(z) =9, (3.6)
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la cual es definida positiva.

El estuerzo realizado por Yukawa en 1935 para explicar algunas caracteristi-
cas de las fuerzas nucleares [63] permitié que los fisicos trataran con nuevas

particulas, diferentes de aquellas conocidas de espin 1 tales como el proton,

neutrén, electron y positron. Sus estudios mostraron qUQe la interaccion de corto
alcance entre dos nucleones es mediada por un bosén con una masa intermedia
entre la del proton y la del electréon que denominaron meson. Fue mostrado que
una particula de éste tipo estaba presente en rayos cosmicos [64], no obstan-
te, se espero dies anos para confirmar que dicho meson era diferente de aquel
propuesto por Yukawa [65]. Sin embargo, el éxito de la teoria de Yukawa y
la observacién en rayos césmicos de los mesones incentivo la biusqueda de una
ecuacion que posiblemente describiera éstas particulas. En la época no se habia
encontrado evidencia experimental contundente acerca del espin de los mesones

cargados y neutros, que segin la teoria de Yukawa podria ser 0 6 1.

Después del éxito de la teoria de Dirac, de Broglie propuso que un fotén
podria estar conformado por la combinacion de dos leptones, un hecho podria
explicar la masa del mismo [66]. Fue asi que de Broglie busco una ecuacion
de primer orden que pudiera describir su fotén masivo. En forma simultanea,
Kemmer estudiaba las ecuaciones segundo orden de Proca y pudo observar que
ellas podrian ser escritas como un conjunto de ecuaciones de primer orden [67],
las cuales escribio junto con las correspondientes ecuaciones para el caso de
espin 0. Kemmer se dio cuenta que tales ecuaciones se podrian escribir en las
formas matriciales de 10 x 10 y 5 X 5 de manera que ellas logren describir las
representaciones irreducibles de espin 1 y espin 0 respectivamente, sin embargo,
Kemmer no consiguié determinar el algebra que tales matrices deben satisfacer.
Fue entonces cuando Petiau, un matematico y estudiante de de Broglie, mostro
en 1936 el algebra de las correspondientes matrices y que su estructura deberia
ser 16 x 16 [68].

No obstante, el trabajo de Petiau permanecio practicamente desconocido por
muchos afios, sucediendo lo mismo con un estudio de J. Géhéniau [69], quien
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dos anos después, descompuso tal algebra en las representaciones: diez, cinco
y unidimensional o trivial. Después de conocer el trabajo de Duffin, Kemmer
unifico toda la informacién que se disponia y formulo un abordaje de primer
orden [70]. El propésito principal de Kemmer fue la de reformular la ecuacién
de Proca a fin de obtener ecuaciones de onda de primer orden sin usar una
forma tensorial. La teoria desarrollada estaba en estrecha correspondencia con
la teoria del electron de Dirac. La ecuacién derivada por Kemmer tenia la forma:

(160, —m) ¥ (@) =0, (3.7)
donde las matrices B! deben satisfacer la siguiente algebra:

BrBTB% 4+ 8767 = 0" B% + " . (3.8)

Las matrices 8" tienen dimension 16 y constituyen una representacion re-
ducible del algebra (3.8). Esta algebra solo admite tres representaciones irre-
ducibles: una representacion irreducible en 10 dimensiones, de 5 y una trivial
de dimensién 1. El objeto 1 () es una funcién de onda multicomponente: para
particulas de espin 1 se expresa como una funcion de onda de 10 componentes
vy conduce a la teoria usual basada en la ecuacion de Proca, en la cual la fun-
cion de onda consiste de cuatro componentes formando un cuadri-vector y seis
constituyendo un tensor antisimétrico. La funcion de onda de 5 componentes
esta asociada a particulas de espin 0 y conduce a la teoria de KGF' o llamada
también escalar. La funcion de onda esta constituida de una componente que
es un escalar en tanto que las otras cuatro corresponden a su cuadri-gradiente.

3.2. Ecuacion de Onda Relativista DKP

La ecuacion de onda de la mecanica cuantica no relativista no resulta ser
invariante de Lorentz por que las derivadas espaciales y temporal no aparecen
en ella de forma simétrica. De hecho, la energia que describe una particula no
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. . 2 . ”, . .
relativista es I = 2~ que a nivel cudntico es interpretada por los operadores:

E— zhg : p — —ihV. (3.9)
ot

Se esperaria que la relacion (3.9) se podria utilizar para derivar una ecuacion
de onda relativista de la relacion: E? = p>c®>+m?c* lo que resulta en la ecuacién
de KGF (3.2). Por ésta razon, se asume que los campos de una teoria cudntica
deben satisfacer la condicion de KGF la cual se interpreta de la siguiente ma-
nera: Los campos @, (x) correspondientes a particulas elementales libres deben
satisfacer la ecuacion:

(D + m2> Qu (z) = 0. (3.10)
Ahora, si las componentes de los campos @), (x) corresponden a un conjunto de
particulas con masa (my, ma, - ,my) la ecuacion (3.10) se expresa:

n

I1 (D + mi) Qu (z) = 0. (3.11)

a=1

Es bien conocido que ecuaciones de algin orden pueden ser transformadas en
un sistema de ecuaciones de primer orden al incrementar el niimero de variables,
donde éste nuevo conjunto tiene un importante significado fisico. Un ejemplo
es el caso de un campo escalar ¢ (x) el cual satisface una ecuacion de campo
tipo (3.10), es decir:

(D + m2) o (z) = 0. (3.12)

Es posible convertir (3.12) un ecuacion de primer orden al re escribirla de la
siguiente forma:

1
"o, [E&,gp (x)} +myp (z) = 0. (3.13)
Si se define: |
0 () = ~0,p (), (3.14)

la ecuacion (3.13) se expresa como:
0", () +mep (x) =0. (3.15)
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De esta manera, al adicionar al campo original ¢ (x) el cuadri vector p,, (x), se
puede definir un campo que posee cinco componentes (¢ (x) , p, (x)), las cuales
satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden:

ey ()= =0p(x) , ¢, () +mp(x)=0. (3.16)

1
m
Asi, la ecuacion diferencial de segundo orden (3.12) se ha reducido a un sistema
de ecuaciones de primer orden (3.16) al incrementar el nimero de variables:

(@ (), (2)).

En general, una ecuacion de onda relativista para la funcién de onda Q,, (z)
cona=1,2,--- . n es de la forma:

AY(9)Qy (x) =0. (3.17)

La condicion de KGF limita la ecuacion de onda ya que ésta requiere que exista
un operador diferencial D?,(0) que garantice que se cumpla la mencionada
condicion, es decir:

D% (8) A (9) = (D n m2> 5, (3.18)

En general, el operador D°,(0) tiene la siguiente forma:

D (a) = [DUI/ (a)] = o+ &Mlaﬁh + &Mlu2aﬂ1aﬂz + 04”1/‘2'“38%6#281%
_|_,,,_i_a,u1~-~ulaul,..8m+... , (319)

donde los coeficientes a1 son matrices de dimension n. Si se denota el orden
mas alto de diferenciacion del operador (3.19) por b, se debe cumplir que

atrh = para [ > 0. (3.20)

La matriz A/ (0) es de primer orden en el operador O y es, por lo general,
de la forma:

A(9) = [A)(9)] =ip'd, — mp, (3.21)

1
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donde p" y 8 son matrices de dimension n. El parametro m es una constante y
la funcién de onda Q,, (x) se representa como una matriz columna. A partir de
las relaciones (3.18), (3.19) y (3.21), es posible observar que:

D+ m2 - (Q T aulaﬂl + OéulluQaﬂlaﬂz + Oﬂl’uﬂ%a/h aﬂzaMB T > <Z'0Maﬂ N mﬁ)

Al igualar potencias del mismo orden diferencial en la relacién anterior, se debe
cumplir:
m = —af. (3.22)

lo cual se garantiza si:

es decir, exigiendo que la matriz [ tenga inversa. De esta manera, la ecuacion
(3.17) se puede expresar en la forma:

50 0)Qu (@) = (1670, —m) Qu (2) = 0. (3.24)

Definiendo
=5, (3.25)
la relacion (3.24) se escribe:

(zﬁﬂ@u _ m) Q, (z) = 0, (3.26)

la cual es equivalente a (3.17).

Consideremos como un caso particular la siguiente forma para el operador
D (0):
D (0) = a+ a"0,. (3.27)

Se puede mostrar que
O+m? = 90,0, +m* = (a + a”@u) (zﬂ”@y - m)
= —ma+ (iaB" —ma) 9, + a8 9,0,
— _ma+ (mﬁﬂ _ ma“) 0, + % (oz“ﬂ” + a”ﬁ“) 0,0,
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Al igualar potencias del mismo orden diferencial se determina que:

2

m° = —ma,
0 = iaf" —mat,
Y )
resultando en:
a = —m,
Qu - _iﬁua

v = 5 (8 ),

siendo que la ultima relacion se puede escribir como:

prBY + 87 p" = 2n". (3.28)
El niimero b que aparece en la expresion (3.20) se puede expresar como siendo:
b=2f, (3.29)

donde f es el maximo valor del espin del campo descrito por @, (z) [71].

Ahora, se procede a determinar la estructura de la matrices " que son
de orden n X n. Para n = 2 se podria considerar a las matrices de Pauli oy,
(k =1,2,3) junto con la identidad I como una base que satisfacen:

{ak,aj} =26 {ak,l} —0. (3.30)

No obstante, éstas relaciones indican que las matrices (o, ) no obedecen el
dlgebra (3.28) de manera que no pueden ser identificadas con las matrices p".
Entonces, se procede a considerar la siguiente dimension, n = 4 [72]. Para
éste caso, las matrices asociadas son las de Dirac, que se denotan como " y
satisfacen (3.28). Por tanto, pueden ser identificadas con las matrices ", es
decir, " — ~*, con lo cual la ecuacién (3.26) correspondiente se escribe:

(z’v“@u _ m) b (z) =0, (3.31)
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donde " satisfacen el algebra
YA+ =20 (3.32)

La relacion (3.31) se conoce como ecuacion de Dirac, la cual describe particulas
de masa m. La interpretacion anterior es resultado apenas de una corresponden-
cia ya que la caracterizacion del campo 1 (x) como un espinor es consecuencia
del estudio de las matrices v* y de su comportamiento bajo trasformaciones de
Lorentz.

A partir de (3.32), es posible mostrar que:
<i’y“0u + m) (z’y”@y — m> Y (r) = (D + m2) Y (x) =0, (3.33)

es decir, cada componente del campo ) (x) satisface la condicién de KGF. Cual-
quier funcion de las matrices de Dirac puede ser escrita como una combinacion

lineal de 16 matrices v*, donde A = 1,2,--- ,16 definidas de la siguiente ma-
nera: )
I — 1
v = A4
=4 o 4,
Yoo 1
\ X — 6
donde ]
Y =iyt S = (M = ).

2

Ademés se puede mostrar que las matrices ¥ satisfacen las siguientes condi-
ciones:

(") =1
Tryt =0, A#£L
Tr(%) =0, A#B

Las matrices v son linealmente independientes y por tanto constituyen una

base por lo que cualquier matriz 4 X 4 se puede descomponen en términos de

v
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Ahora, analicemos el caso cuando el operador D (0) es de segundo orden, es
decir:
D (0) = a+ a0, + a/0,0,. (3.34)

La ecuacién (3.18) implica que:
00, +m? = (a+ a9, +a9,0,) (189, —m)
= — Bt — mat kB B — o
= moz—l—(zozﬁ moz)@u—i—[Q(ozﬁ —I—ozﬁ) mao ]%&,
+i Y (aB") 8,0,0,,
P

siendo que ), indica una suma sobre todas las permutaciones posibles de los
indices (pov) debido a la simetria del tensor 0,0,0,. La identidad se satisface
si las siguientes condiciones se cumplen:

m = —a«,
al' = _7:6“7
1

1
@l = = [— (8167 +p7p") —77“"],
m |2
1
0 = _(,uay Uuy)_,uay.
2};[2 BUB7B + BB"B" ) — B]
La ultima relacion conduce a la siguiente algebra:

BrEBTB% + 877" = 0" B% + 7 B (3.35)

3.3. Propiedades de las Matrices Beta

Un analisis de las propiedades de los campos escalares masivos y de los
campos vectoriales masivos se puede dar a partir de una ecuacion de primer
orden. Lo anterior es posible si se aumenta el niimero de variables como ocurrié
con el ejemplo que dio origen a la ecuacion (3.15). La ecuacién que se desea
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considerar es proporcionada por el formalismos de primer orden de DKP que
describe este tipo de particulas y que se expresa como:

(wﬂau . m> b (z) =0, (3.36)
donde las matrices 8" satisfacen:
prBYBT + BB BN =087 + 07t B (3.37)

Esta algebra admite tres representaciones irreducibles: 10 dimensiones repre-
sentando particulas de espin 1; 5 dimensiones representando particulas de espin
0 y 1 dimension que es una representacion trivial sin significado fisico. La evi-
dencia de los valores de espin se dara por el hecho de que la funcién de onda
multicomponente 1 (x) en el caso de espin 0 tendra 5 componentes, en tanto
que en el caso de espin 1 estara constituida de 10 componentes.

Apartir de la relacion (3.37) se puede deducir una serie de propiedades titiles
de las matrices ". Si p = v = o se obtiene:

(") = B*, (3.38)

donde se entiende que no se suma sobre el indice pu. Otro conjunto de matrices
que complementan a las " son:

7 =2(8")° =, (3.39)
las cuales, a partir de (3.38), satisfacen la siguiente propiedad:
T2 = 4 (B g M2 4 (g2 = (g2 = 1. 3.40
(7") (8")° = 4™ (B")" + (") = (") (3.40)
dnpie(B)?

Una relacion de anticonmutacion entre 5" y m* es satisfecha la cual se deriva
de la siguiente manera: Al multiplicar (3.39) por 3 por la derecha se obtiene:

BT =2 (B BT — s, (3.41)
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Si p = v en (3.37) resulta en:
(B")° 57+ B7(B")" = " B” + M B", (3.42)
asi que:
(8" B7 = ™" B7 + 078" — B7 (5")".
Substituyendo la anterior relacién en (3.41) se obtiene
T = 2B — B
Entonces:
PO+ BT = {787 = 2B, (3.43)
a partir de la cual se deduce:
sl o #F u {ﬁ”,ﬁ"}ZO,
si o= U o' pr = nttpr. (3.44)

Ahora, una relacion de conmutacion entre las matrices " y m# se deriva
multiplicando (3.39) por " tanto por la izquierda como por la derecha de
manera que:

Brpt = 2(5u)3 — plr B = g gH,
17##5“

Bt = 2(BM) -t =t B, (3.45)

siendo que se ha utilizado (3.38). Restando las ecuaciones se obtiene que:

g =i = | 81| = o. (3.46)

En el caso de las matrices 7" se puede mostrar a partir de (77):
P = | 98+ T
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de manera que
| = a8, (3.47)
De (3.47) se puede deducir en el caso p # v,
[ﬁ“,ﬁ”} —0. (3.48)
Otra relacion 1til que se puede derivar resulta de (3.37) cuando o = p,
prETEY + BT = " BN + 0" BY,

por tanto:

BB = B (3.49)

3.4. Ecuacion de DKP Conjugada

Si se escoge una representacion para las matrices 3 tal que:

(") =, (3.50)

se garantiza que

@) = (2087 ) =2 ((3))
= 92 (nﬂuﬁﬂ>2 — gt =2 (5u)2 —
= (3.51)

es decir, las matrices N resultan ser hermiticas. Ahora, se pretende buscar una
matriz C' que al actuar sobre ( proporcione su conjugado hermitico, tal que
cumpla las siguientes condiciones

cpre = (B, (3.52)
c? =1
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Combinando (3.52) con (3.50) se obtiene:
CptC = nttph. (3.53)

Si se multiplica (3.53) por la matriz C' tanto por la derecha como la izquierda
resulta:

Cp" = nigrC 7 BIC = phhC A",
Combinando estas ecuaciones se deduce:
| = BC) = - O]
es decir:
(1 + ) [C, ﬁﬂ — 0. (3.54)

De (3.54) se puede deducir que: si p = 0, la igualdad se cumple cuando
[C, ﬁo] = 0, sin embargo, en el caso en que 4 = 1, la cantidad [C, 5’1 mantiene
indeterminada. Por tanto, con el fin de garantizar que (3.54) se cumpla para
todo i se debe exigir que:

{C, 5#} —0. (3.55)
De (3.45), (3.52) y (3.53) se infiere que,
Cprc =n"pt = g,

por lo tanto

cpt = pC,

e igualmente

grC = Cprip.

Al restar los dos ultimos expresiones resulta:
c.p] = |p.c] = [ c] + [ B c]
Como [C, 5“} =0, se debe cumplir:

0= g" [ﬁ“, C] , (3.56)
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con lo cual si (3.56) se debe satisfacer para todo 3", se establece que:
{C, ﬁ“] _0. (3.57)

Siendo que [ﬁ“,ﬁ”} = 0, se puede elegir C tal que:
C = A,

sin embargo, dado que el cuadrado de éste matriz debera ser la identidad,
podremos restringir la forma de ésta matriz tal que:

C? = AT AT = AANT + Y AT AN =) AAa+ Y At A
a a#b a a#b

La forma mas simple de satisfacer esta restriccion es si todos los coeficientes
A, son nulos con excepcion de uno en particular, que podriamos denotar por
e. No obstante, la condicién C? = 1, nos hace seleccionar el valor e = 1. Con
lo cual se establece que C' = 7*, que garantiza C* = (ﬁ“)2 = 1. Utilizando éste
resultado en la expresion (3.53) junto con (3.46) se deduce:

et = = Br (') = B,
es decir:
(1—n")p" =0. (3.58)

Si la expresion anterior se cumple para todo " se debe garantizar que n** =1,
lo que implica que la tinica solucién posible de ésta ecuacién es cuando p = 0,
ast, se concluye que C' = 7° y de (3.52) sigue,

(B =708 = . (3.59)

Por tanto, la matriz responsable de la conjugacion hermitica de las matrices "
es 7', con lo cual se puede concluir que B° es hermitica en tanto que [ son
anti-hermiticas.

Si la operacion de adjunto hermitiano es aplicada a la ecuacion de DKP
(3.36) se obtiene:

O @) (=i () 0= m) =~ (@) (7870, + m) = 0.
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Multiplicando la expresién anterior por 7° por la derecha,
of @) (8770 + mi’) = ot (@) 7 (89, +m) = 0.

Definiendo el campo conjugado a v (x) como siendo,

b (x) =9 ()7, (3.60)
la ecuacién de DKP conjugada se define por:
? (2) <i5“8ﬂ + m) — 0. (3.61)

Ahora, se procederd a derivar la correspondiente ecuacién de continuidad
asociada a la teorfa. Multiplicando (3.36) por v (x) por la izquierda en tanto
que a la ecuacion (3.61) se la multiplica por ¢ (x) por la derecha, se deduce:

B (0u) —mipp =0, i (0uh) B + miptp = 0.

Al sumar resulta:

W B! (0uh) + 1 (0u) B = @0, (¥ B') = 0. (3.62)
Si se define la densidad de corriente como siendo:
T = S8, (3.63)
la ecuacion de continuidad se expresa:
o, J" =0. (3.64)

El factor 5 en (3.63) se introduce con el fin de obtener una densidad de corriente
similar a aquella que resulta en la ecuacion de Klein-Gordon-Fock y su limite
no relativista [73]. No obstante, la componente temporal de la corriente, J°, no
es definida positiva lo que implica que ésta cantidad no puede ser interpretada
como una densidad de probabilidad. Aiin, es posible interpretar a J° como una
densidad de carga. Esta carga no necesariamente debe ser considerada como
una carga eléctrica, mas como una carga generalizada que resulta de la simetria
asociada al sistema.
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3.5. Covarianza de Lorentz de la Ecuacion de
DKP

Las transformacion de Lorentz son definidas como:
= AF x¥ (3.65)
donde A", debe cumplir la condicion:
AJAC, =61, (3.66)
El operador 0,, se comporta como un vector covariante:
8; = A0y, (3.67)

con lo cual si la ecuacion de DKP es covariante bajo una transformacion de
Lorentz se debe cumplir que:

(w’“a; - m) W (a') =0, (3.68)
Se asumira que el campo 1 () transforme en la forma:

Y (af) = (Ax) = U (A)y) (2), (3.69)

Ahora, se deberd exigir que las matrices 3" también satisfagan el algebra de
DKP, es decir:

ﬁluﬁwﬁ’o + ﬁlaﬁmﬁm — nlﬂ/ﬁla + 770”5/#- (370)
Con el fin de conectar dos sistemas de referencia inercial se debera encontrar

una representacion explicita de 8" y U (A), con la condicién de que la trans-
formacién U~ (A) exista. Utilizando (3.67) y (3.69) en (3.68) se obtiene:

(WA,;@V - m) U (A) 9 (z) = 0.
Si se multiplica el lado izquierda la expresién anterior por U~ (A) resulta:
(w—l (A) BT (A) A8, — m) () = 0. (3.71)
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Por tanto, se debe cumplir que:
UL (A)B"U () = A" B, (3.72)

Una manera de encontrar una representacion de U (A) es considerar las trans-
formaciones de Lorentz infinitesimales propias, para las cuales A", deberan ser
de la forma:

A~ 51+ Awt, + O (Aw?) . (3.73)
Siendo que bajo transformaciones de Lorentz:
d’s = n,,da"dz" = n,,do"dz”, (3.74)
se puede mostrar que Aw,,, satisface:
Aw,y = —Awy,, (3.75)

Expandiendo la matriz U (A) en potencias de Aw,, y manteniendo potencias
hasta de primer orden se determina que:

U(A) ~1+icAw,,S", (3.76)

donde o y S"™ son cantidades a ser determinadas. Substituyendo (3.76) en
(3.72) y manteniendo términos hasta de primer orden en Aw,, se determina
que:

pr = pgr, (3.77)
Aw!,B" = iaAw,, [6“,5”} : (3.78)

esta ultima sera utilizada para encontrar la forma explicita del generador infi-
nitesimal S*°. Siendo que Aw,,, es antisimétrico, es posible escribir:

|
B, 8 = Doyt B = =Dy (B —np7), (3.79)

de manera que la expresion (3.78) se pueda expresar en la forma:

%Awop (U“aﬁp _ nupﬁa) = iaAw,, {/B’“‘, Sop} : (3.80)
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Ahora, a partir del algebra de las matrices DKP, es posible mostrar que:
g - = |8 | 8] (3.81)

de manera que

%A%p [ B, { 5, &’H = iaAw,, [ B, wa} . (3.82)

Asi, la relacién anterior permitira inferir que,

7
a=-2 ., 57= [ﬁa,m} . (3.83)
Por tanto, la transformacion de Lorentz finita es completamente determinada

para ser:

1

U (A) = exp (§w0psap> , (3.84)

Ahora, la transformacion de Lorentz correspondiente a el campo conjugado

es:
—

@) = @) =0 (@) (R'UT) (3.85)
donde

U (A) = exp (%%pSTf’P) : (3.86)

De la expresion (3.59) se puede determinar que:

Ster — g0 grop. (3.87)

Considerando nuevamente términos hasta de primer orden en Aw,,,, se deduce

que:

1
ﬁOUT_O ~1]1— §wap5pg,

con lo que.

1
7°UT (A7 = exp (—ﬁwc,psap) =U ' (A), (3.88)
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por lo tanto
/

U () = (@)U (D). (3.89)
A partir de la relacion (3.72) es posible mostrar que:
U™'S7°U = A%, A, S,

Lo que indica que S°P es un tensor de segundo orden en el algebra de las
matrices $". En general todo tensor en ésta algebra puede ser escrito como una
combinacion lineal del producto de 3y § [75].

La relacion (3.81) indica que,
PR - = | B, 57 (3.90)
se manera que
[S“”, S"p} = nH7SP 4 P SH — P ST — ' SPE, (3.91)
Introduciendo las matrices o de la siguiente manera:
Ok = 1€kImSim, (3.92)

y teniendo en cuenta la expresion (3.91) se determina que:

{%%} - iskm%. (3.93)
La expresién anterior se interpreta como las relaciones de conmutacion para las
matrices de momento angular, entonces oy, tendra las propiedades de momen-
to angular y podra tomar los autovalores: (f, f—-1Lf—=2--,—f+1, —f),
donde f es un numero entero o semientero. La ecuacion caracteristica para las
matrices oy, es:

(O’k—f)(ak;—f-l-l)---(()'k-i-f—1)(0k+f):0. (3.94)

En general la representacion de las matrices de momento angular que satisfacen
(3.94) pueden ser descompuestas en representaciones irreducibles D)y, D|s_y|,
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-+« del grupo de rotaciones infinitesimales. Estas representaciones irreducibles
corresponden a los valores | f|, |f — 1|, - -+ de momento angular. Ya que en una
representacion irreducible D; la funcién de onda tiene (21 + 1) componentes
independientes correspondientes a diferentes direcciones de momento angular,
se muestra que el campo de DKP 1 (x) describe el estado de una particula
con espin f = 1. Asi, se deduce que la funcién de onda en (3.31) describe
los estados de particulas espin |f|, |f — 1], --- .Este momento angular es una
propiedad intrinseca de las particulas ya que no desaparece inclusive cuando
éstas se encuentran en un estado de reposo.

3.6. Representaciones irreducibles de la teoria
DKP

EI conjunto de matrices " junto con el operador unidad generan un anillo
con el algebra de espin entero [76]. El adlgebra expresada por (3.37) constituye
un conjunto de 126 matrices independientes. Esta algebra, por el teorema de
Frobenius-Schur, debe poseer tres representaciones independientes irreducibles
[67].

126 = 1% + 5% + 10°. (3.95)

Se tendra una representacion de primera orden, que es la trivial y la cual no tiene
significado fisico. Una representacion de quinto orden que describira particulas
de espin 0, el cual se identifica como el sector escalar de la teoria DKP. Final-
mente, una representacion de décimo orden asociado con particulas de espin 1
que se conoce como el sector vectorial. El campo de DKP, por tanto, poseera
un exceso de componentes y la teoria debera ser condicionada por una ecuacion
que permita eliminar algunas componentes redundantes. Dicha condicién se de-

riva de la ecuacion de DKP multiplicando (3.36) por <1 — (60)2>, resultando
en:

0 = (1 . (50)2) (zﬁﬂau _ m) " (3.96)
= i (1= (8)") Ba0+i (1~ (8)7) B9 —m (1~ (87)7) | v
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A partir de la relacién (3.38) se determina que:
0= (1-(8)7) 8"
Ahora, de (3.42) se deduce,
()" = (1= (8)) 8~
De manera que la ecuacion (3.96) se reduce a:
8" (8") g =m (1= (8)7) v (3.97)

Como se podra observar posteriormente, la relacién (3.97) permitird determinar
que tres (cuatro) componentes del campo 1 (x) se expresan en términos de las
otras dos (seis) componentes y sus derivadas en el sector escalar (vectorial) de
modo que las componentes superfluas desaparecen y se mantienen solamente
las componentes fisicas de la teoria de DKP. Se mostrara que las ecuaciones
de KGF y de Proca son obtenidas seleccionando los sectores de espin 0 y 1,
respectivamente de la teoria DKP para el boson libre.

3.6.1. Equivalencia entre el formalismos de DKP y el
formalismos de KGF

En 1953, Fujiwara [77] desarrollo dos conjuntos distintos de operadores que
tienen la interesante propiedad de seleccionar el sector de espin 0 o 1 de la
teoria de DKP. La propuesta de Fujiwara se baso en la propuesta de Peaslee
[78]. Sin embargo, el abordaje realizado por Umezawa [71] resulto siendo mucho
mas didactico y presenta de manera explicita estos operadores. Para seleccionar
la funcién de onda de espin 0, es necesario introducir los operadores P y P*
definidos de la siguiente forma:

P=—(8")" (8" (5 (5. (3.98)
Pt = Pg*, (3.99)
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los cuales cumplen con las condiciones:

pP?=1,

PrBY = PRI,

Siendo que, p"B"p" = n* ", se determina:

(88" =) B =o.

Al exigir que la identidad se cumpla para todo B" se deduce que:

BB =,

de manera que
PrBY = Pnt,

Los resultados anteriores conducen a la siguiente identidad:
PS?? =0=SP.
En forma similar se demuestra que:

PHSoP = pho PP _ pht po.

Para una transformacion infinitesimal de Lorentz, se deduce que:

(3.100)
(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

Py (') = PU (AN (z) = P (1 + %5w0p5"p) Y (z) = Py (x), (3.107)

lo que permite determinar que P (x) se comporta como un escalar, de manera
que el operador P selecciona el sector escalar de la teoria de DKP. En forma

analoga se puede observar a partir de (3.106):

Pry () = PPU (M) (x) ~ P* (1 + %(swgpsaﬂ> W (2)

~ ey (Puw),

(3.108)
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lo que indica que P*1 (x) se transforma como un vector. Al aplicar el operador
P a la ecuacion de DKP se obtiene:

0= id, (Pw (x)) —m (P¢ (g;)) | (3.109)
Ahora, si se aplica igualmente el operador P* y se utiliza la expresion (3.104),
0= P (wﬂau - m) b () = i (W (:c)) “m (Pw (:1:)) ,
de manera que:

P (z) = %aﬂ <P¢ (x)) . (3.110)

Relacion que al substituir en (3.109) resulta en:

(D+m2> (P¢ (:c)) —0, (3.111)

por lo tanto, los campos P (z) son identificados con campos escalares de masa
m que obedecen la ecuacion de KGF para un boson libre, es decir, es una
ecuacion de onda para espin 0. Por lo tanto, cuando el operador de proyeccion
P es aplicado a la ecuacion de DKP, inmediatamente el sector de espin 0 de la
teoria es seleccionado suministrado solamente la componente fisica del campo
Y (z) que satisface la ecuacion de KGF libre.

Si se representa la funcion de onda multicomponente asociado a al campo
DKP ) (z) como:

(z)

X

AN

b (z) = - < @ (7) ) . v=0,1,2,3, (3.112)

N— — N

’(
H
2
*(

ASTRASTR SN

8

se puede encontrar la forma de las matrices " de manera que los operadores P
v P* seleccionen las componentes pertinentes. La naturaleza de los operadores
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P y P* debe ser tal que:

o (x) o (2)
o (2) X o () X
Py (z) = =1 0 , P (z) = = 0
Og51 Og51
0 0
0 0
(3.113)
Lo anterior implica que dichos operadores deberan ser de la forma:
(10000\ (01000\ 00100
000O0¢O0 000O0O 000O0¢O
P=100000 PP=]100000 Pl=1 00000,
000O0O 000O0O 000O0¢O0
\ 00000 \ 00000 00000
(00010\ (00001\
000O0O0 000O0O
P2 = 100000 PP=[ 00000 (3.114)
000O0®O0 000O0®O
\ 00000 \ 00000
De la expresion (3.110), se puede determinar que:
" (x) ’ w0l ()
P (z) = 7 :—8“<P ): m
v = (59 ) = Lo (Po pel ),
es decir: '
o (z) = %8“@ (). (3.115)
Definiendo el siguiente campo:
p (r) = Vmp (), (3.116)
se deduce que,
h(r) = — ' 3117
o (2) NG P (x), (3.117)
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con lo cual el campo multicomponente de DKP se puede expresar de la siguiente

¥ () = ( %@f@% ) : (3.118)

que se interpretara como la forma fisica de la funcion de onda de DKP del sector
de espin 0, siendo:

Py (z) = Vim ( 7w ) L P = o= ( 7w ) S (3119)

el cual satisface la condicion:

(0+m?) Py @) =m( (O m*) (@) ) o,

O4x1
es decir:

(D + mQ) % (z) = 0. (3.120)

3.6.2. Equivalencia entre el formalismos de DKP y el
formalismos de Proca

De forma similar, se puede seleccionar la funcion de onda para campos de
espin 1, para ello, se introduce el siguiente conjunto de operadores [71]:

R= (8 () (67) (88" =) (3.121)
R" = R'B".

Del algebra de las matrices 8 se determina que R" cumple la siguiente propie-
dad de simetria:
RN = —R"M (3.122)

de igual manera, se deduce que,
R 3% = R — RV, (3.123)
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Ahora, asociado al operador R" se determina que:
RSP = pho RP — P RO

en tanto que:
S7PRI = PR — " R* = 0. (3.124)

De manera analoga se muestra que:

RHY QoP — nauR,up . T]/MRVp . npuR/w + HMPRVU.

Las relaciones anteriores garantizan que bajo una transformacion infinitesi-
mal se cumple que:

RU (2) = (R“¢ (g;)) + 6wt (R"zp (@) , (3.125)

lo que indica que el operador R selecciona las componentes del campo de DKP
Y (x) que transforman como las componentes de un cuadrivector. Ahora, al
considerar el operador R* se determina que:

R () = RM4p (x) + 0w (R””w (;c)) + 0w, (R“% (x)) . (3.126)

Si se considera una transformacion de Lorentz infinitesimal de un tensor de
segundo orden, su comportamiento seria:

R™ o~ R™ + 6w! R + 0w, R,

resultado que permite establecer de la relacién (3.126) que el operador RM
selecciona aquellas componentes del campo de DKP 1) (x) que transforman como
un tensor de segundo orden.

Si se aplicar el operador R" a la ecuacién de DPK se obtiene:
RO, () = —imRM) (x) . (3.127)
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Sin embargo, al considerar el operador R* y la expresion (3.123) en la ecuacion
de DKP resulta que:

9" (R% (x)) o <R”¢ (:z:)) — —imR"y (z) . (3.128)

Teniendo en cuenta que RMi) () transforma como un vector, se define el si-
guiente campo tensorial de segundo orden:

v = o (Rw (:c)) Y (Rw (:z:)) , (3.129)
el cual satisface la propiedad de ser antisimétrico,
VY = VY, (3.130)

De esta manera, la ecuacion (3.128) se expresa como:
{
RM = ——V 3.131
Y () = ==V, (3.131)
con lo cual, la relacién (3.127) se escribe:
O,V + m? (Rw) —0, (3.132)

que se interpreta como la ecuacion de Proca para el campo vectorial RF (x) que
describe una particula de espin 1. Si se aplica el operador 0,, a la ecuacion (3.132)
se deriva una condicién subcidiaria para el campo RM (x), dado (3.130),

9, (R%) —0. (3.133)

Ahora, si la condicion anterior es utilizado en (3.132) se obtiene que,

(D + m2) (R“zp (:c)) —0. (3.134)

Las ecuaciones (3.133) y (3.134) son equivalentes a las ecuaciones de proca.
La ecuacion (3.134) indica que son necesarias 4 coordenadas para describir la
particula de espin 1, sin embargo, la condicién (3.133) elimina una de esas
componentes estableciendo que 3 son independientes.
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Al representar la funcién de onda multicomponente 1 (x) para el caso en
consideraciéon como siendo:

8

——
——

8 8 8

, (3.135)

8 8

8

NN NN SN NN NN TN
S— N N N . N N N N

_—
© o TN o Ot e W o = O
8
N—

<
&
[
E SRS S S S S A R SR SH oS

se puede encontrar la forma de las matrices 8" de manera que el operador R*
seleccione las componentes fisicas del campo DKP para el sector de espin 1
las cuales son identificadas como siendo (¢1, %, &>, ¢4). Bajo esta condicion se
puede esperar que el operador R" realize la siguiente accion:

R (z) = ( ¢ () ) . k=0,1,2,3. (3.136)

Ogx1

Con el fin de garantizar (3.136), los operadores R" deberan ser de la forma:
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3.7. Representacion de las Matrices Beta

Segtin la propuesta de de Broglie una manera de construir matrices  que
garanticen que el algebra (3.35) es si éstas se las puede expresar en la forma:

1
5M:§<w®1+1®7’”), (3.138)

donde
{W“,’V”} = 2" = {7’“,7’”} : [7",7’”} = 0. (3.139)

Hay que tener en cuenta que la representacion dada por (3.138) es reducible de
manera que una teoria basada en la ecuacion:

0, (7’“‘ 21+1® v”“‘) b (2) + w0 () = 0, (3.140)

es equivalente a la teoria DKP. A partir de la ecuacion (3.140) se puede concluir
que el campo 1 () se transforma como el producto directo de dos campos de
Dirac. Se mostré que el campo de espin 0 posee cinco componentes (Pw, P‘Lw),
en tanto que el campo de espin 1 tiene dies componentes (R“@b, V“”). De esta
forma, las representaciones irreducibles para los campos de espin 0 y espin 1
contienen 15 componentes. Debido a (3.138), las representaciones reducibles
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para (" tienen 16 componentes, por tanto, es necesario encontrar una tltima
componente, a fin de descomponer en tres representaciones irreducibles: 16 =
10@5 @ 1.

Esta ultima componente sera entonces una representacion irreducible, de
modo que ella deba ser una cantidad escalar satisfaciendo una ecuacion dife-
rencial de primer orden. Sin embargo, es imposible encontrar tal ecuacion para
una componente escalar que satisfaga también la ecuacion de segundo orden de
GKF, a menos que éste escalar sea cero. Por lo tanto, se concluye que la tltima
componente es trivial, es decir, no tiene interés fisico. Debido a la irreducibilidad
de las tres representaciones, el niimero de matrices linealmente independientes
es dado por la expresion (3.95). Se puede mostrar, usando el dlgebra de las
matrices ", que toda matriz en dicha algebra y su producto se puede expresar
como una combinacion lineal de las siguientes 126 matrices [79)]:

I s n'n’ B
B 73" IRTeA
BB B e N (3.141)
BB B B’ 38" a8
BB ' ey’

En cualquier representacion que se de para las 126 matrices, solo 16 poseen
traza no nula, es decir, las " y todos los productos entre ellas. Las trazas de
las matrices " y para matrices que contienen T son las siguientes [80]:

Tr (5#15#2 .. .6:“‘2n+1) = 0, (3142)
Tr <5M1/BM2BH3BH4 . /B:U’2n—2/8:u2n—16:u2n) — 5#1#25#3#4 .. 5M2n—1,u2n

+5M2M35M4M5 .. 5M2n—2,M2n—15M1,M2n
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Ahora, en relacion a cada representacion del campo de DKP se cumple:

s=1 s=0 trivial

Tr () 10 5 1
Tr () 2 —1 —1 (3.143)
Tr (7'7") —2 1 1
Tr (T*7°7) -2 3 ~1
Tr (mg'n°n’) 2 -3 —1

La traza de un nimero impar de matrices 5" es siempre nula. Para el calculo de
diferentes observables solo es necesario conocer las propiedades de las matrices
B*, de manera que las mediciones asociadas a ellas no dependan del la repre-
sentacion especifica de dichas matrices. Se mencionara algunas representaciones
especificas para las matrices beta en los tres casos mencionados aun cuando no
es la unica posible. En el caso de la representacion trivial, todas las matrices
deben ser iguales a cero:

B=p=p =5 =0 (3.144)

En el caso de la representacion correspondiente a los campos de espin 0, las
matrices 5" son 5 x 5 y tienen la forma:

0 10()0\ 0 01 00\
10000 0 0000
B2=100000 ., pl=| -1 0000 ],

00000 0 0000
00000) 00000 )

0 00 10\ 0 00 01\

0 0000 0 0000

= 0 0000 ., B=] 0 0000 (3.145)
—1 0000 0 0000
0 0000 ) 10000

Ahora, para el caso de campos de espin 1, las las matrices " son 10 x 10 y una
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posible representacion es:

— TN~ TN
—
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Q. Q.

(3.146)

o »

Formulacién Lagrangiana de la teoria de

DKP

3.8.

Debido a la estrecha similitud entre la forma funcional de la ecuacion de
Dirac y la ecuacion de DKP, se propone que la densidad Lagrangiana para el

campo de DKP libre es:

1
2

(3.147)

5‘% o m@@/}»

)

5 (07

W“ ((%D) T

L —
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a partir de la cual se calculan las correspondientes ecuaciones de campo asocia-
das a (@b, w) de la siguiente manera:

oL oL oL oL
— =0, =———1]=0 — -0, | ———= | =0 3.148
5 (em) 0 o (a (w)) S
a partir de las cuales resulta que:
G (0,8 4m) =0, (80, —m) v (x) =0, (3.149)

que son las expresiones (3.36) y (3.61). Es posible observar que la densidad
lagrangiana indicada en (3.147) posee una simetria global U (1):

V(@) = (@) =Y (2) , D) =T (1) = P(a), (3.150)

lo cual es el reflejo de la presencia de la corriente conservada indicada por la
ecuacion (3.63)

1_—
T = 68",

Ahora, debido a que el Lagrangiano que describe la teoria de DKP es de
primer orden en las derivadas, es posible mostrar que la teoria posee vinculos.
Con el fin de evidenciar lo anterior, se procede a calcular los momentos canonicos
asociados a los campos (w, E) que se definen de la siguiente manera:

oL i — oL

"= ey 2 =565

= 2By ().

(3.151)
La expresién anterior da a entender que el Lagrangiano que describe los campos
de DKP es singular, es decir, que las coordenadas que definen el espacio de face
(w,ﬂ, T, 7r) no son completamente independientes. Por lo tanto, un mecanismo
apropiado debera ser considerado con el fin de analizar consistentemente la
teoria y que en nuestro caso serd el método de Dirac [82]. Es asi, que al sistema
de ecuaciones (3.151) se le asociara el siguiente conjunto de vinculos primarios:

I'(z)=7(z) - %E () By~=0 , T'(x)=mn(x)+ %ﬁow () =~ 0. (3.152)
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El nimero de vinculos que resulta de (3.152) dependera del tipo de campo que
se desea describir. Siguiendo el procedimiento de Dirac se definira la densidad
Hamiltoniana canonica de la siguiente manera:

He = Waglb + 8077b77 -
— _—¢5k8k¢ + 5k¢5 U+ my,

con lo cual el Hamiltoniano canonico asociado es:
He = / Bty = / & [-%Eﬁ’f@m + %akww + mw] | (3.153)

Ahora, se define el Hamiltoniano primario adicionando al Hamiltoniano canoni-
co los vinculos primarios con sus respectivos multiplicadores de Lagrange,

Hp = He+ /d3y [ar + Fa] (3.154)
= / d’y [—%W“ (0)a) + % (014) B + mapyy + @l + Fa] ,

siendo (@, «) los multiplicadores de lagrange asociados a los vinculos (F,F)
respectivamente. Ahora, dado que el espacio de fase de la teoria es dado por
(w, W, T, 77), dos variables dinamicas en dicho espacio:

F(a)=F|0(2),0(),7@),7@)] . G@)=G|v@).6k) 7@, k),
(3.155)
tendran corchetes de Poisson a tiempos iguales definidos por:

B OF (z) 0G (y) = OF (z) 6G (y)
{F(az),G(y)}%ozy0 = /d3z [w e )(m( )+ NPEAE

6F(x) 0G(y)  OF (x) G (y)
e ETINE I e BITRE >]' (3.156)

A partir de la cual se puede mostrar que los unicos PB diferentes de cero son:

{a@ W} =0 @-y) . {F.@.m)}=0u"@-y).
(3.157)
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Utilizando las relaciones (3.157) es posible observar que el conjunto de vinculos
primarios (3.152) satisface el siguiente sistema de ecuaciones:

(L@ T} =i(Bad @=y) . {Ta@).Thm)} = =i (B (@ —y).
(3.158)

El procedimiento de Dirac establece que los vinculos primarios se deberan
preservar en el tiempo, es decir, ellos deben ser consistentes baja la evolucion
temporal generada por el Hamiltoniano primario. Por lo tanto, se exige que
(F, f) posean un PB débilmente igual a cero con el Hamiltoniano primario, con
lo cual (utilizando (3.157)) se deduce que:

T (0) =9 () (105" +m) +ia (2) By ~ 0. (3.159)

I (z) = (w’“@,ﬁg - m) b () + iBya (z) = 0. (3.160)

No obstante, a pesar que (3.159) y (3.160) establecen condiciones sobre los
multiplicadores de Lagrange, la singularidad de la matriz (3, establece que nos
todas las componentes de («, @) consiguen ser determinados. Una manera de
determinar que componentes de los multiplicadores de Lagrange son evaluados
resulta de la definicién de los siguientes operadores:

P=p3  , P=1-p5, (3.161)

los cuales satisfacen las siguientes relaciones:

P+ P =1,

P} = P,

P} = P,
PP, = 0, (3.162)

El conjunto de ecuaciones (3.162) indican que los operadores (Py, P») constitu-
yen un par de proyectores. Re escribiendo les ecuaciones (3.159) y (3.160) en
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la forma
iBoa(z) = — (wka;g - m) Wb () = 0, (3.163)
ia(x) By, = —0(x) (i%zﬁ’f +m) 20, (3.164)

a partir de (3.163) es posible deducir que:
Ha (@) = P () = ify (807 = m) ¥ (2) ~ 0, (3.165)

por tanto, algunas componentes del multiplicador de lagrange o (x) son deter-
minadas. Ahora, si se aplica el operador (1 — [3%) a (3.163) se obtiene:

i(1-82) oo (@) =0 == (1= 83) (B0 —m) v (2) =0,

lo cual constituye una conjunto de relaciones entre las coordenadas del espacio
de fase. Entonces, de la consistencia del vinculo primario I' (x) resulta un vinculo
secundario que se denotaran de la siguiente manera:

=
O () = (1—53) (zﬁkai—m>w(x) ~ 0. (3.166)
Un andlisis similar con la ecuacién (3.164) permite concluir que:
— =,
a(x) B =alz) P =ip(x) (z@kﬁker) By ~ 0, (3.167)

lo que fija algunas de las componentes del multiplicando de Lagrange @ (z).
Ahora, aplicando el operador (1 — 6(2)) por la derecha resulta que:

i@ (2) B (1- 33) = 0= =9 (2) (108" +m) (1-83) ~ 0,

de manera que un nuevo conjunto de vinculos secundarios resulta de la consis-
tencia de I' (x). A este nuevo conjunto se lo denotara como:

6 (z) =9 (2) (ﬁﬁgﬁk +m) (1-83) = 0. (3.168)
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El numero de multiplicadores de lagrange que se consiguen determinar de las
relaciones (3.165) y (3.167), al igual que el numero de vinculos secundarios
que resultan de la consistencia de (F,f), dependera de la dimensiéon de los
operadores (Pi, P,), es decir, de la representacion de los campos de DKP.

Debido a la existencia de vinculos secundarios, la consistencia de los mismos
debera ser considerada, es decir, se exigira que:

O()~0 , ©O(x)~0. (3.169)

Con el fin de calcular las relaciones anteriores, se utilizara las siguientes iden-
tidades que resultan de calcular los PB entre los vinculos secundarios y las
vinculos primarios:

{0.@) . T} = | (1-5) (180 —m)| & —y),
[6,0).0w) =[98+ m) (1-8)] Fa—v). @170)

ab

donde todas las otras posibles combinaciones de PB entre dichos vinculos es
cero. Asi, la consistencia del vinculo secundario © (x) resulta en:

6= (1 _ 53) (z’ﬁ,ﬁ’;j _ m) a(z) ~ 0. (3.171)

Igualmente, en el caso del vinculo © (x) se obtiene:
roglip STk P
@zoz(a:)(zaxﬁkan)(l—ﬁO)%O. (3.172)

Se analiza de (3.165) y (3.167) que el proyector (33 selecciona unas componen-
tes de los multiplicadores de Lagrange o (z),@ (), en tanto que las relaciones
(3.171) y (3.172) indican que el proyector (1 — 33) establece condiciones so-
bre las otras componentes de los multiplicadores. Una manera de verificar la
anteriores afirmaciones es considerar las representacion de las matrices p". Si
consideramos en primer el caso cuando el campo de DKP esta asociado a los
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campos de espin 0, es posible obtener la siguiente representacion de los proyec-
tores al utilizar (3.145):

10000 00000
01000 00000
B=100000 , I-p2=100100 (3.173)
00000 00010
00000 00001

De manera, a partir de (3.165) y (3.167) se determinan las componentes (1,2)
asociados a los multiplicadores de Lagrange « (x),@(x), mientras que de
(3.171) y (3.172) se establecen relaciones para las componentes (3,4,5). Ahora,
si el campo DKP describe particulas de espin 1, las matrices " podran tener la
representacion (3.146), de maneras que los proyectores en consideracion tendran
las siguiente forma:

(0

0

)
)
)

)
/
—_

o000 O OO
N el NN ool
e i e e Wi e B e Wi e Wi o B e Bl e Wl
oo OOOCOCOOO
e I o N o Bl o Wl o Bl o B o B o Bl
OO0 O OO
SO0 OoO OO
el e il e Wi e B e Wi e Wi e B e Bl e Wl
cCoocoocor~—OoOoOO
cCoooORrRrOoOOCOOO
cCoorRroOoOoOO0CcOoOOoOO
el e il e Wi e B e Wi e Wi e B e Bl Wl

[l el e e M e i e R e B e e

—FOoO o000 OO
T
=
o N
I
cCoococococooo

SO OO OO oo
S oo oo o oo
SO OO oo+~ O
SO OO o~ OO

@)

~
el

(3.174)
con lo cual, de (3.165) y (3.167) se calculan las componentes (2, 3,4, 8,9, 10),
en tanto que de (3.171) y (3.172) se determinan las componentes (1,5,6,7) de
los multiplicadores.

Los resultados anteriores permiten garantizar que el conjunto de vinculos
(F, I'o, @) son de segunda clase. Estos vinculos primarios y secundarios seran
agrupados y renombrados de la siguiente manera:

fa = <91,92,93,94) = (r,@,i@), (3.175)
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de manera que podamos construir una matriz de vinculos de segunda clase con
elementos definidos por:

Gap (z,y) = {9,4 (), 05 (y)} . (3.176)

A partir de los PB (3.158) y (3.170) se puede mostrar que ésta matriz tendra
la siguiente estructura:

G (z,y) = <D(2’y) C(g’y) ) (3.177)
donde
" _ i3 (z@’;ﬂk —m) (1 %) 3 (e
C(z,y) = ((1—6%)(z6k8§—m) 0 )5( Y)
_ ~ip] (1= 87) (i80% +m)] ) i
D (z, 7 0” (x
9 = (ot o1 0 : oy
(3.178

Con el fin de eliminar los vinculos de segunda clase de la teoria se debera
introducir los Corchetes de Dirac DB, los cuales son definidos para dos variables
dinamicas A (x) = A [w, W, W,ﬁ] yB(x)=B [1/), W, 77,?] de la siguiente manera:

{Ai(2), B; (y)}D = {4w.Bw} - /d3ud3v {Ai(@),04 ()}
Gap (w.0) { 05 (v), B (9) } (3.179)

donde G 3 (z,y) denota la inversa de la matriz de vinculos (3.177). Bajo la
definicién de los DB (3.179) el conjunto de vinculos (F,f, @,@) se tornan en
identidades fuertes, de manera que podemos determinar la siguiente identidad
a partir de los vinculos primarios:

F=s08 . m= 3B, (3.180)
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es decir, los momentos canénicos (m,T) se tornan en variables dependientes en
la teoria. Con el fin de calcular los correspondientes PD se debe especificar
la representacion del campo de DKP que se desea estudiar, en nuestro caso
campos de espin 0, de manera que los campos (w,ﬂ) estan definidos por cinco
componentes. Por tanto, utilizando la representacion matricial de las matrices
p" dadas por (3.145), los vinculos (@a,@a) tendran para a = 3,4,5 las unicas
componentes no triviales ya que como se menciono anteriormente, la consisten-
cia de estos determina esas componentes de los multiplicadores de Lagrange.
Asi, es posible mostrar que las matrices C (z,y) y D (z,y) se representan como:

( 0 & 0 0 0 —idf —idy —id§ \
i 000 0 0O 0 0 0
00 0 0 0 —-m 0 0
oo o 0o 0 0 -m 0 ;
CEY=l 900 0o 0o 0o 0o -m |OEY
i 0 -m 0 0 0 0 0
20 0 —m 0 0O 0 0
\i% 0 0 0 -m 0 0 0 )
/ 0 —i 0 0 0 0 o8 z'agf\
i 0 0 00 0 0 0
0 0 000 m 0 0
B 0 0 000 0 m 0 |4
D(xy) = 0 00000 0 m|0EY
i 00m 0 0 0 0 0
—i®2 0 0 0m 0 0 0 0
\ =i 00 0m 0 0 0 )
(3.181)

La matriz inversa asociada a G (z,y) se calcula a partir de:

/d?’zG (z,2) G (z,y) = /d?’zG_l (2,2)G (z,y) =16° (x —y), (3.182)

donde 1 representa la matriz identidad de dimensién 16 X 16. A partir de la
relacion (3.182) y de la forma funcional de la matriz G (z,y) dada por (3.177),
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la matriz G=! (x,y), tendra la siguiente estructura:

G (z,y) = ( C—l(()x,y) D_l(()x’y) > , (3.183)

donde C™! (z,y) y D! (z,y) son las matrices inversas correspondientes a C (x, y)
v D (z,y) respectivamente y que tienen la siguiente elementos:

[0 0 0 0 00 0)
i 0 Loy Loy Loy 0 0 0
0o —19f 0 0 0 L 00
oot 0 0 0 010,
Dr@w=19 T o o0 o 00 L |[T@v
o 0 L 0 0 000
0 0 0O L 0 000
\0 0 0 0 L 00 0)
[0 —i 0 0 0 0 0 0\
—i 0 —Lof —loy —Lor 0 0 0
0 Loy 0 0 0 -+ 0 0
1 Az 1
S I I R O R R S R
0o 0 -—-L 0 0o 0 0 0
0 0 o -+ 0 0 0 0
\0o 0 0o 0 -1 0o 0o o)

(3.184)

Ahora, con el fin de calcular los DB correspondientes a los campos se utilizara
los siguientes PB:

{vi@),05, @)} = 6ud* (@~ ),
{ 01, (v), ¥ (y)} = —0;0° (v —y), (3.185)
con lo cual es posible determinar que el DB correspondientes a los campos de
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{v030}, = {w@.50} - [ {v@ .00}

Vv

Gy, (w,0) {05, (v) 0, ()}
= ngj (z,y). (3.186)

De las relaciones (3.183) y (3.184) se determina que ésta submatriz tiene las
siguientes componentes:

0 —i 0 0 0
B —i 0 —Lof —Lloy —Log
{wi(w),%(y)}]): 8 %gi 8 8 8 8 (x —1vy). (3.187)
m22
0 95 0 0 0

Todas las otras posibles combinaciones de DB entre los campos (¢ (z) , v (z))
son nulos. A partir de (3.187) es posible deducir el siguiente DB:

{¥o@) . )} =-it*@—y). (3.188)
Con el fin de comparar con el resultado que se conoce para el campo escalar
complejo se considerara la representacion del campo ¢ () dada por la expresion
(3.118), a partir del cual es posible determinar ¥ (x) = 1" (2)7°, donde la matriz
1" en la representacién considerada para las matrices " tiene la forma:

10 0 0 O
01 0 0 0
7=28-1I=]100 -1 0 0 (3.189)
00 0 -1 0
00 0 0 -1

De esta manera, los campos (gb (x) ,E(a:)) se expresan, en componentes, de la
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siguiente manera:

Vg
70
R (3.190)
—\/%maﬁ
— 7 0s®
U= (VP R0 0T R0 R0 ),

de manera que se puede determinar que: ¥, (z) = vmp (z) y 1, = —\/Lm@o@* (x),
de manera que el DB (3.188) se re escribe como:

{P@).0% @)} = @-y), (3.191)

resultado que es coherente con la teoria que describe el campo escalar complejo.
Los DB asociados a los momentos canénicos (7, ) podran ser derivados a partir
de las identidades (3.180). Un andlisis equivalente debera ser realizado si se
espera que los campos de DKP describan particulas de espin 1, en éste caso se
debera considerar la representacion de las matrices B dada por (3.146) y con
la matriz de vinculos de segunda clase G (x,y) siendo de 32 x 32.

3.9. Interacciéon con Campo Electromagnético

La interaccion de un campo de DKP con el campo electromagnético se
estudia mediante la prescripcion de acople minimo, segiun el cual:

8, — D, = 0, —ieA,. (3.192)
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Asi, la correspondiente densidad Lagrangiana (3.147) se escribe,

Lo L = S00" (D) — 5 (D) 5 — mi
i

= ST (D) — 5 (D30) 6 — mi

2
= SUB"00 = 5 (9,0) B'Y — miy + cPB Ay, (3.193)

de donde el Lagrangiano de interaccion es:
Lr=eppBrAn. (3.194)

Con el fin de comparar con el término de interaccion de la teoria de KGF,
se podria intentar usar la funcién de onda fisica para el campo de DKP i y
Y expresadas por (3.190). De la representacién (3.145) de las matrices (", se
deduce que:

0 Ay A1 Ay Aj

Ao 0 0 0 O

prA, = -A4 0 0 0 0 [, (3.195)
—A, 0 0 0 O
—-A; 0 0 0 O
de manera que:
L= ebB A = ied, |7 (0'7) — (0"7")P| (3.196)

La relacion anterior se diferencia del Lagrangiano de interaccion de la teoria de
KGF,

Liger = 1eA” [@*0,@ - @6@*} + ¢° A A'DE, (3.197)

en el término cuadratico. Este resultado da a entender que la equivalencia entre
la teoria de DKP y la teoria de KGF solo es valido en el caso libre. No obstante,
se mostrara que ésta diferencia resulta de usar una incorrecta representacion de
la forma fisica del campo DKP (3.118) ya que su derivacion se dio en el caso
de campos libres.
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Mostremos en primer lugar que la representacion (3.118) para la forma fisi-
ca del campo es inconsistente con la invariancia de gauge que debera poseer
la teoria. Bajo una transformacion de gauge local el campos de DKP debe
comportarse como:

¢ () = ¢ () = Wy (), (3.198)
siendo que las componentes fisicas deberan transformar de la siguiente manera:
Pla) =7 (2) = g (). (3.199)

Usando (3.199) en la forma fisica del campo de DKP (3.118) se obtiene:

v = <\/_90/>_(, J_eieo‘ﬁ )
1 - e tea(x e leq—=
0'p S G — = (9Ma) e
Vmp
£ e (L7
lo que da a entender que la expresion que fue derivada en el caso libre ya

no es valida en la presencia de interaccion. Una manera de dar solucion a éste
problema consiste en cambiar la forma fisica del campo 1 () y reemplazarlo

por:
Vg
V= ( LD ) : (3.200)

donde D" es la derivada covariante definida por (3.192), de manera que garan-
tiza que:

e~ (YN Vmete
¢ (.T) - D/,usp — \/Lﬁ (a,u _ Z'GAW) ezea@
\/ﬁeiea(x)ﬁ )

Zeo‘@“go + iedHae“p — ie Are YD + ie@“aeiw@)

- ( e ) o < it )
eled 8” —ieAM) P \FD“gp
—_= ele

3\

< §\~
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donde se ha tenido en cuenta la transformacion del campo gauge: A, — A;J =
A, — 0,a. Por lo tanto, se puede garantizar la compatibilidad entre las dos
transformaciones en (3.198) y (3.199).

Ahora, las ecuaciones de campo que resultan de la densidad Lagrangiana
(3.193) son:

(zﬂ“Du - m) ¥ = 0. (3.201)
¥ (iD;‘}B“ + m) = 0. (3.202)

Utilizando las expresiones (3.99) y (3.104), se deduce que al aplicar los opera-
dores P y P* en la ecuacion de campos (3.201) se obtiene:

(Phy) = %D” (Py). (3.203)
(DMD“erQ) (PY) = 0

La relacion anterior muestra que todos los elementos de la matriz columna P
son campos escalares de masa m obedeciendo la ecuaciéon de KGF con aco-
plamiento minimo, en tanto que P") es % veces la derivada covariante del
correspondiente elemento P1i. Utilizando el mismos procedimiento y la repre-
sentacion de las matrices f" utilizadas para derivar (3.118) en el caso libre se
puede deducir que la correcta forma fisica para el campo de DKP 1) cuando
esta presente la interaccion con el campo electromagnético es dado por (3.200),

siendo que

P¢:m(0il> , P%:#(fij), (3.204)

de manera que a partir de (3.203) se deduce:
(DMD“ + m2) 7=0. (3.205)

Por lo tanto, para garantizar la iteracién con un campo electromagnético en la
teoria de DKP de forma coherente no es suficiente tener en cuenta la derivada
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covariante en la densidad Lagrangiana (3.193), lo cual lleva al Lagrangiano de
interaccion (3.194), sino que la forma fisica del campo de DKP 1 debera po-
seer una derivada covariante entre sus componentes, como se indica en (3.200).
Utilizando la version correcta del campo DKP dada por (3.200) en la densidad
Lagrangiana (3.193) permite determinar, a excepcion de un término de frontera,
que

L= 00,5 - mEP +icA, (0T — 507 ) + FA AT,

a partir del cual se puede identificar el correcto Lagrangiano de Interaccién de
la teoria de DKP expresada anteriormente por (3.197). Entonces, utilizando la
correcta forma fisica del campo de DKP 1) en el caso de acoplamiento mini-
mo, es posible recuperar el Lagrangiano de la teoria de KGF' con el apropiado
término de interaccion, asi, la equivalencia de esas teorias se mantiene tanto
en el caso libre como también cuando esta presente una interaccion con campo
electromagnético.
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Capitulo 4

Teoria de
Duffin-Kemmer-Petiau
(DKP) Libre en las
Coordenadas de Plano
Nulo

4.1. Introduccion

El éxito alcanzado por la ecuacion de Dirac con el fin de describir particulas
relativistas de espin % consiguié inspirar a algunos investigadores a buscar una
ecuacion de onda de primer orden que pudiera describir particulas de espin 0
y espin 1. Fue asi que G. Petiau [83], R. Duffin [84], and N. Kemmer [85] pro-
pusieron una ecuacion de primer orden que describiria ésta clase de particulas
de una manera unificada y siguiendo las ideas propuestas en el trabajo de de
Broglie [86]. La ecuacion de primer orden es conocida como teoria DKP y su
estructura es muy similar a la ecuacion de Dirac pero con una algebra matricial
diferente. La caracteristica de la teoria es que su representacion, en un espacio-
tiempo (3 + 1) dimensional, puede ser descompuesta en tres representaciones
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irreducibles: La representacion 5 X 5 que se asocia a las particulas de espin 0,
la representacion 10 x 10 correspondiente a particulas de espin 1 y finalmente
la representacion 1 X 1 que es trivial y la cual no tiene ningun significado fisico.

Durante el periodo de 1939 hasta aproximadamente 1970 la mayoria de los
trabajos relacionados a la ecuacion de DKP fueron direccionados al desarrollo
del formalismo y la investigacion de particulas cargadas DKP en interaccién con
un campo electromagnético. Calculos basados en las ecuaciones de KGF y DKP
para diferentes procesos dieron idénticos resultados, algunos de ellos conside-
raban correcciones a un loop [87]. Una importante contribucion para entender
estas cuestiones fue hecha por A. Wightman [88], quien mostré que cuando el
campo DKP tiene un acoplamiento minimo con el campo electromagnético, la
ecuacion DKP para particulas de espin 0 es estable bajo una suave perturbacion
local de campos externos.

En este capitulo se estudiara la estructura del campo DKP libre en el for-
malismo de plano nulo [89] en 3 + 1 dimensiones.

4.2. Ecuacion de DKP en las Coordenadas de
Plano Nulo

En 3+ 1 dimensiones la métrica g"” posee la siguiente representacion en las
coordenadas de plano nulo:

gt =

De la relacion anterior y del algebra de las matrices ":
preeB” + Bt = B g™ + B g™,
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se deducen las siguientes identidades:

BB BT = BT . BBTE =8
5+(5—)2+(/3—)2/3+3 = 5, B‘§6+)2+(5+)26‘:B+ (4.2)
(6" =0 . (5) =

En 3 4+ 1 dimensiones el campo de DKP tendra la siguiente representacion
matricial:

a partir del cual los operadores de proyeccion seran definidos de manera que:

[ v ot !
0 0 0
Py = | 0| ,Plo=[ 0 Ply=|[ 0 [,
0 0 0
\ 0 0 0
[V Ca
0 0
P = 0 P =1 0 (4.4)
0 0
\ 0 0
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Asi, una conveniente representacion de dichos proyectores es de la forma:

(4.5)
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Ahora, usando el hecho que

(4.6)

PIg’ = Py,

Pl = pp"

una conveniente representacion de las matrices (3 es:

—
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— o000 @O
N N i = = P
—_ e R R e R e Wl e
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cooco - P92 | <@
I I
l_l a
SaY Q.
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4.3. Estructura de Vinculos

La densidad Lagrangiana correspondiente al campo de DKP en 3+ 1 dimen-
siones se expresa de la siguiente manera:

L = - @/}6“8 P — —%wﬁ% maip

2
i
= 3 VBT (0:) — 5 ((9+¢) BT+ 5 wﬁ (Oav) — 5 (&W) B (4.8)
_mqvwa
donde A = —,1,2. Los correspondientes momentos canonicos (p,p) conjugados
a los campos (w, ¢), respectivamente, son definidos como:
_ oL (- oL
p=—=5¢8" , p=-—= =——5W (4.9)
oy 2 a
a partir del cual se deduce el siguiente conjunto de vinculos primarios:
0=p+ %BW ~ 0 : 0=7p %Eﬁ (4.10)

Debido a la dimension de los campos (@, zp), existe un conjunto total de diez
vinculos primarios. Con el fin de analizar su correspondiente consistencia se
debe introducir la densidad Hamiltoniana canénica de la teoria el cual se define
de la siguiente forma:

T —|loa (Sy_50
He = plup— L= |56* (BR-0L) +m]| v,
con lo cual, el correspondiente Hamiltoniano canonico se expresa:
Hp = /d3y7-[c, (4.11)

con d*r = dr~dx'dx®. La consistencia del conjunto de vinculos primarios es
analizados a partir del Hamiltoniano primario el cual se construye adicionando
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al Hamiltoniano canonico una combinacion de los vinculos primarios, es decir:
Hp— Hq + /d3x {X@ + éA] , (4.12)

donde ()\,X) son multiplicadores de Lagrange a ser determinados. El espacio

de face de la teoria es definido por las coordenadas (@b,a, D, p), de manera que
los corchetes de Poisson fundamentales a tiempos iguales (x* = y™*) correspon-
dientes a estas coordenadas son definidos por,

{va@). W)} =0’ @—y) . {6, @) .m(v)} = 0w’ (& —y), (413)
con la delta de Dirac en tres dimensiones definida como:
5% (z —y) 55(33_—y_)é(xl—y1)5(x2—y2).

A partir de (4.13) es posible comprobar que los vinculos primarios satisfacen
las siguientes corchetes de Poisson:

{0a(2),0, ()} =iB50° (x—y) . {0a(2),0h(v)} = —iB,0° (z —y).
(4.14)

Utilizando los resultados previamente establecidos, las condiciones de con-
sistencia sobre los vinculos primarios determinan que,

0 = (i058% —m) ¥ +iBT A\~ 0. (4.15)

0 = (805 +m) +irgt = 0. (4.16)

En principio, las expresiones (4.15) y (4.16) permiten establecer condiciones
sobre los dies multiplicadores de Lagrange ()\, X), sin embargo, debido a la na-
turaleza singular de las matrices 3, sera posible intuir que algunas componentes
de dichos multiplicadores mantienen indeterminadas. Con el fin de poner en evi-
dencia la afirmacién anterior, se utilizara algunas propiedades de las matrices
B y de los proyectores definidos con anterioridad que resultan del algebra que
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Pt =Pt | P =P Pg* = pk Pt =0
P pt=P P35~ =0 P ¥ = Pkpt =0
BP=(PH) | P =(P) | g =—(P| g (PH =0
g (P =Pl (P =0| () =0 | B (P =0
Prgf=0 | Pgl=ofP | gt =0 |8 (PY) =4iP
Pt~ =P | Pg =0 | gr(PH) =P | g (P") =0

Cuadro 4.1: Algunas propiedades de las matrices 5.

satisfacen las mismas matrices y como se muestran en el cuadro 4.1. De donde
se puede deducir que

p=p , Pr(p)st=P , gr(B) (P ) =P (4.17)
Se muestra que de la consistencia del vinculo 6 (x) se obtiene:

PO = 0" (P %) +i0f (P) —m (Py) +i (PTA) = 0
)

P9 = 0" (Py) —m (PT) =0,
P'o = i (Py) —m (P'Y) =0, (4.18)
PO = —m (P ) +i(P)) ~0.

Asi, dos componentes del multiplicador de Lagrange A (x) pueden ser determi-
nadas: (P\, PT)), de manera que nuevos vinculos deberan surgir de (4.15) los
cuales se podran extraer aplicando el proyector (1 — 6+5_), de manera que se
deduce el siguiente vinculo secundario:

ws = | (1= 8%87) (805 —m) ¥| ~0, (4.19)

4]

con 6 = 2,3,4. Al utilizar nuevamente los operadores de proyeccion para el
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campo de DKP, es posible observar de la relacion anterior que:

Ptw = P (870" + Bridfh —my) = id" (Py) —m (P*e)

= PO ~0,
Plw = P (p7i0"y + Bridfy — map) = idf (Py) —m (P'y)
= Plo~o,
Puw = 0,
P w = 0,

resultados que son consistentes con la ecuacion (4.18).

De igual forma, al analizar la consistencia del vinculo 0 (x), via proyectores,
es posible determinar que:

) )
0(P)" = ior (bP)+m |0 (P)| =0, (4.20)
)

Entonces, en lo que corresponde al multiplicador ) (), tnicamente las com-

ponentes (XP,X(P)T> pueden ser fijadas y dos nuevos vinculos secundarios

deberan surgir. Los vinculos secundarios son extraidos mediante la aplicacion
del proyector (1 — B~ 5+), con lo cual se establece que:

D5 = [E (i0% B> +m) (1 — ﬁ—ﬁ)h ~ 0, (4.21)

con 6 = 3,4,5. Con el fin de garantizar que los resultados en la ecuacion (4.21)
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son coherentes, apliquemos los operadores de proyeccion del campo de DKP:

@ (P! = (07 0B~ +idfes" +mi) (P) =i (GP) +m & (P')']

= 9(P) ~0
@ (P)' = (0B + 0" +mi) (P7) =07 (bP) +m |6 (P)]
- ?( ) ~ 0
wP = 0,
w(PH' = o,

expresiones equivalentes a aquellos derivados en (4.20). Asi, La teoria posse el
siguiente conjunto de seis vinculos secundarios:

Wy = { (1— 67 (B0 — m) w]é ~0,  §=23.4, (4.22)
T = W(@@MA +m) (1- 5—5+)h ~0,  6=234,5,
los cuales satisfacen los siguientes corchetes de Poisson:
{wa@ b)) = [(1-5"67) (8405 —m)] &
(8@, )} = [(-68) (8Y0g +m)] &
{[@@).00)} = [G@56%+m) (-5
{0c@) @)} = [0F8°—m)(1- 8" 5*)]@53 (= ).

A partir de (4.23) se muestra que la consistencia del vinculo w (x) implica que:

& (x—vy), (4.23)

b= (1-p7) [(8Yi0% — m) A(2)] ~ 0, (4.24)
de donde es posible extraer los siguientes resultados:
Pw = 0,
P w = 0,
Plo = 0} (PA) —m (P'A\) =~ 0, (4.25)

P*w = id” (PX)—m (PTA) = 0.
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La ecuacion (4.15) se puede escribir como:
BN~ =075 — Of ' — ima.

Utilizando los proyectores del campo de DKP y las propiedades expresadas en
la tabla 4.1 es posible deducir de la ecuacién anterior:

(PTA) = =02 (P) = 3 (P*y) — im (Py).
(PX) = —im (P ¢). (4.26)

Por lo tanto, la cuarta ecuacion que aparece en (4.25) se puede re escribir de la
siguiente forma:

Pt = md" (P7¢) +md” (P~¢) + mdy (P*Y) +im* (Py)
= 2md* (Pv) + may (PM) +im® (Py)
— _p ( —omBd — mprar — imQ) .

La relaciéon (4.17) permite expresar el resultado anterior como:
Pty = —p* {(5)2 gt ( —om B8 — mBror — imQ) w}
~ —PH{() 87 (- 2mpom - mptop —im? ) v}

de manera que hemos podido extraer un vinculo terciario definido de la siguiente
manera:

Q= (5) 8" ( —2m B0 — mprar — im2) b~ 0 (4.27)
Ahora, utilizando (4.26) en la tercera ecuacién de (4.25) se establece que:
Pl =md (Py) —m (P'A), (4.28)

lo cual determina las componentes | = 1,2 del multiplicador de Lagrange A (z),
es decir: P'\.

Ahora, al estudiar la consistencia del vinculo @ (z) se determina que:
w=A(i0x B* +m)) (1—- B B") =0. (4.29)
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Los proyectores del campo DKP indican que:

wP = 0,
(P = o
5 (P = iof (AP) +m X (P)] ~o, (4.30)
5 (P)" = ior (\P)+m [X(P)| %0

La ecuacion (4.16) se escribe como:

ABT = =0 B — OEpBY +imap, (4.31)
de donde se puede deducir que:
(P) = im |6 (P)

De esta manera, la cuarta ecuacion en

X))l = _ax[ N o [0 (P +im (0P).
(4.30) se expresa como:

(0 = e [50Y] i 52 i[5 5] 5
= 2 [7(P*)'] +mag [¢ (P)] +im® (GP)
= ¥ [-2mo B — moppt +im?) P
- {@ [—2mo” B~ — moy 8" + im?] B* (5‘)2} (7))’

{0 —2ms-or —mprop +im?] 5+ (57)°} (P),

Q

donde la relacién (4.17) ha sido utilizada. Entonces, se ha deducido un vinculo
terciario definido que se define de la siguiente manera:

Q=70 [ —ompBO" — mBrOF + imQ] B+ (57)* ~0. (4.32)

Ahora, de la tercera ecuacion en (4.30) se puede verificar que:
@ (P = =mar |6 (P)!] +m [X(P)] ~0, (4.33)
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lo que resulta en condiciones para las componentes [ = 1,2 del multiplicador de

Lagrange X (z), es decir: \ (PZ)T. En conclusion, se han obtenido el siguiente
conjunto de vinculos terciarios en la teoria:

Q

(57) 8% (= 2mBm0" —mpoy —im* ) ¥ ~0,

Q=79 ( —omB~ — mBrIE + imz) 8" (57)° ~0. (4.34)

Al continuar con el procedimiento de Dirac la consistencia de los vinculos
terciarios (4.34) debera ser analizada, para tal fin, serd necesario considerar los
corchetes de Poisson de estos vinculos con los vinculos primario que han surgido
en la teoria, es decir:

(0@ 8w} = [(5)5 (- 2mpor —msop—im?) ] 5w —y),
{Qu(@),00)} = [(—2mp 0" —mBop +im?) 57 (57)"] ’:b 5 (z —y).
(4.35)
La consistencia del vinculo € (z) implica que:
Q= (57) 8" (=2m B0 — mproy —im?) A (4.36)

Los proyectores del campos DKP muestran que:

P=Q = 0,
PFQ = 0,
PQ = 0,

Pt = PH(87) 8% (=2m 79" — mBray —im?) A
= P(-2mp~o" — mpBEor — im2) A
= —2m 9" (P~A) —ma; (P"\) —im* (PA) ,

relacién que permite que se derive P~ )\, con lo caul todas las componentes del
multiplicador de Lagrange A (x) consiguen ser evaluadas.
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De manera similar, la consistencia sobre el vinculo () (z) garantiza que:

O = (—2md" X8~ — mOAB" +im*X) B+ (87)°, (4.37)
de la cual se puede deducir:
a(rh) = o,
arH)' = o,
QP =0
QP = (—2md* X~ —maAg" +im™N) g+ (87) (P’
= (—2md" N3~ — moIABY 4 im*\) P

= —2mo” [X(P*)'] = mog [X(P)'] +im? (XP),

lo que permite determinar la componente \ (P+)T y por tanto determinar com-

pletamente el multiplicador de Lagrangue A. Entonces, se concluye que no mas
vinculos se generan el la teoria de DKP libre.

Se ha podido mostrar que la teoria esta caracterizada por el siguiente con-
junto de vinculos:

0 = p+%ﬁ*¢ : 5=ﬁ—§w+ (4.38)
w = (1=pp) (BYo5—m)y . w=7 (05 +m) (1-56Y),
0 = (87)° 8 (- 2mpor - mphop —im? ) v,
Q= §( -2momg —magst +im?) 5 (87)".

Los corchetes de Poisson (4.14), (4.23) y (4.35) permiten establecer que este
conjunto de vinculos es de segunda clase siendo ésta una caracteristica que
se comparte también cuando se analiza la teoria de DKP en el sistema de
coordenadas de instante forma aun cuando el conjunto de vinculos terciarios
no son propios de ellas y son consecuencia directa de utilizar el sistema de
coordenadas de plano nulo.
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4.4. FEcuaciones de movimiento

Ahora, se procede a estudiar la equivalencia entre las ecuaciones deducidas
en el espacio de face, es decir, las ecuaciones de Hamilton y su contraparte en el
espacio de configuracion que son las ecuaciones de Fuler-Lagrange. Se sabe que
la dinamica de la teoria en el espacio de face es gobernada por el Hamiltoniano
primario:

— 1|2 ~— — — —
Hp = /d3y lw léﬁA (8%—8%) + m] Y+ N0+ 19)\} ,
de manera que la evolucion temporal de los campos DKP (@D,@) es:

zb:{zb,HE}:A : Jz{E,HE}:X, (4.39)

de manera que la evolucion temporal de dichos campos, en principio, estaria
indeterminada por la arbitrariedad de los multiplicadores de Lagrange ()\,X),
no obstante, siendo que los vinculos que surgen en la teoria libre son de segunda
clase, dichos multiplicadores son fijados gracias a la consistencia de los mismos.

Al estudiar la evolucién temporal de los momentos (p,p) se determina que:

b= {pHe}= (Y05 —m) v+ 56N
b= {pHe} =T (ph0g +m) - T3 (w) "
De la definicién de los vinculos primarios es posible determinar que:
p = 0= (BY0n—m) v+ LprA= (Fhidn —m) v+ L0
~ 260,

que se escribe como,

(Bm'aﬂ — m) Y0 (4.40)
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Igualmente,

b = 0p= 0 (Yon+m) — 35" = (hios +m) — 0. 05"

l

|
=
<
ey
\'+

con lo cual
Y (B"i0, +m) =~ 0. (4.41)

Las relaciones (4.40) y (4.41) indican que las ecuaciones de campo que resultan
de las dos formulaciones son débilmente equivalentes.

4.5. Corchetes de Dirac

A fin de invertir los vinculos de segunda clase seria conveniente proyectar
los mismos, de manera que se descarten las elementos triviales que surgen de
estos. Para ello, se utilizaran las siguientes propiedades de las matrices (3:

BHY =5, () =58,
(ﬁO)T _ 50 : (ﬁl)T :—51,
P = gt(1—8"8)p =8 (818 =5 (8) 8",
Pt = PRt =p"(1-85")=p5 (87 (4.42)
P~ = P3 =5 (87)°,
P*B_ = P = P’BJ’ , P*ﬁ* =0=P 5,
junto con

P=pP P )s =P  B(B)(P) =P

al igual que los resultados presentados en la tabla 4.1. Utilizando la siguiente
representacion de las variables (w, Y, p,]‘)) que definen el espacio de face:
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v= || L U=(e T TP T

p=| m , p=(DP, Py D1 Do P_), (4.43)
D2
\ -

se puede establecer que para el vinculo,

1
0= p + §B+¢ ~ 07
se cumple

PO = PP+§P5+¢ZP@+§P+¢ZP¢+§¢+%07

P = Pp+ %wa — . A0, (4.44)
P = P4 SPY8 0 =pr a0,
P9 = Pp+ %P—M —p_ + %Pw —p + %gp ~ 0.

Ahora, para el vinculo
w = (1=p8787) (8%0% —m) v
= (1-8787) (B7i0" + pYioy —m) ¢ ~ 0,
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se cumple que:

Pw = (P—=P'87)(B7i0" —m) ¢ = (P —P) (870" —m) ¢

= 0,
Ptw = Pt (870" + Yo —m) ¢ = id" (PY) —m (P*)
= i0"p—myT =0, (4.45)

Prw = PY(p7i0" + griof —m) ¢ = iof (Py) — m (P*y)
= 0 —my* =0,

Pw = (P~ —P7) (70" + Bidf —m) v
= 0,

En el caso de,

Q

(57)? B ( —om B8 — mplor — im2> b 0
se determina,
PQ = 0,
Pr = P —2mp 0" —mBof —im?) ¢
— —2md” (Py) — mdy (P*) —im? (Py)
= —2m ™Y~ — mIfP* —im*pa 0

PFQ = 0, (4.46)
PQ = 0.

Un analisis sobre
N
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implica:

— 1

0P = PP~ J0B"P=p,~ ;0 (P) =B, 50 ~0,
3 (p) = ]_?(P+)T_%W+ (P =p —%EP:@—%@*M),
g(Ph' = ]—)(pk)t%aw (P =p, ~0, (4.47)
7(P) = B(P) — 0Bt (P) =7~

Ahora, al estudiar la proyeccion de:

w = 1 (i05 B4 +m) (1 -8 B7)
Y (i0° B~ +i0f B +m) (1 -5 B7),

se deduce:

wP = Y (i0" B~ +idf B+ m) (P — P) =
o(PHY = ¥ (0" B +iof B +m ((p+)T p+ N=o
(P = (025~ +iop ' +m) (PR =iop [GP] +m |
— 0T +mY A0, (4.48)
w(P) = G0t s +iof f+m) (P) =io” [¢P] +m[a (p—)*]
= 102 9" +my =0.

—

Finalmente, cuando se estudia el vinculo

=0 (= 2mo7 g —mopp +im?) B+ (87)" ~ 0,
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se obtiene:

ar = §( —2morp - mopp+im?) 5787 (PH) =0,
apPn = v( -2 wﬂ-—mwwuwmﬁﬁwaﬁ ) =o0.
(P = ¥ —2momm —mors +im?) B8 (P =0,
QP = U —2mo5 — mops +im?) P (4.49)

= —2md [0(P)'] +map [0 (P)] + 0P
= 2md" D +mAY + imi" ~ 0,

Por tanto, el conjunto de vinculos de segunda clase de la teoria de DKP libre
son:

W= p,+ , Wy=p, 0
Uy =py ; Ug= p, —5¢"
Vs =pr : V1o = Dy
Uy= p+350p ; U= po
Us =i0%p —ma™ : U =i0%¢* +ma)
=i0pp — may* , U3 = i0f ¢" + mﬂk
U, = —2mo*y — m@,‘szpk —imPp , Uy = —2m3f$+ + m@,f%k + im2p*

(4.50)
a partir de los cuales se puede definir la matriz de vinculos de segunda clase
donde sus elementos de matriz son dados por la siguiente relacion:

Dy (w,y) = { Wile), w50 } (451)

v se puede mostrar que tendra la siguiente representacion matricial:

_ 0 X (P(xay)
D= ( ) ‘o ). (4.52)
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donde A (z,y) y B (x,y) son matrices 7 x 7 que tienen la siguiente forma:

( 0 i 0 0 0T oF —im?
0 0 0 0 0 0  —2mo*
0 0 0 0 0 —mékl m@lf
e(x,y)Hd i 0 0 0 -m 0 0 5 (z — ),
0 —m 0 0 0 0 0
0y 0 —moy 0 0 0 0
\ —im?> 0 —mdf —2md* 0 0 U

(4.53)
( 0 0 0 —i 0% 0} im? \
—1 0 0 0 m 0 0
0 0 0 0 0 moy —md
x (2,y) = 0 0 0 0O O 0 —2mo”* 53(x_y),
10" 0 0 m 0 0 0
Za;;f 0 m&kl 0 0 0 0
| im® —2mor mor 0 0 0 0

donde 0747 se interpretan como matrices nulas de 7 X 7.

A fin de deducir los corchetes de Dirac es necesario calcular la inversa de la
matriz (4.52) la cual debera satisfacer la siguiente ecuacion:

/d3zD (z,2)C ! (z,y) = /d3zC1 (2,2)D(2,y) = 8 (x — 2). (4.54)

Es posible mostrar que la inversa de la matriz de vinculos de segunda clase tiene
la siguiente representacion:

1 _ Ogx9 % (z,9)
C (z,y) = ( & (. y) ) : (4.55)
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donde

(Alo An A Az Ay As 0 0 0 \

By Bu B2 Biz B Bis Bis Bir Bisg
Ciyp Cii Cip Ci3 Ciy Ci5 Cig 00
Dy Dy Dy D3 Dy Dis 0 Dz 0O
Y(r,y)=| Ei En Eip Eizs B Eis 0 0 0 ;
Fio Fiu Fip Fi3 Fiuy Fis 0 0 0
0 0 Gy 0 Gy 0 0 0 0
0 0 0 Hiy3 Hiy O 0 0 0
\0 0 0 0 Ky 0O 0 0 0 )
[ My My Mz My Ms Mg 0 00\
PP P P, PP, O 0 0
Q1 @2 Q3 Q4 Q5 Qs Q7 0 0
R, Ry Ry Ry Ry Rg 0 Rg O
¢ (v,y) = St Sy Sz Sy S5 Se St Ss Sy |,
T Ty 15 Ty 15 15 0 0 O
0 Uy Uz O 0 O 0 0 O
0o W, 0 W, 0 O O 0 O
\0 Z 0 0 0 0 0 0 0

siendo que los elementos de las submatrices ¥ (x,y) y ¢ (z,y) tienen la siguiente
forma:

» Funciones A; (x,y):

m 1

A (2,y) = —58—9653@—9),
i 3

Ap(ry) = 0% (. —y),
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Anwy) = 5o (018 @ —).

Ay (2,y) = %%(a;a?’ (=),

Aulen) =~y | (o0 + o) o8-,
A (z,y) = _%aix S(r—y).

» Funciones B; (x,y):

Bio (2,9)
B (z,y)
Bia (2,9)
Biz (z,y)
By (2,y)
Bis (2,y)
Big (z,y)

B17 (LU, y)

BlS (ZL‘, y) -




» Funciones C; (z,y):

Culen) = 37 (500 -0).

Cuilwg) = 508 (o =),

Coo o) = 5 - %(afa?’ (=)

Culos) = 50 |5 (%8 -0)].

Ch (2,y) = —ﬁa{c _%<8$8§+m2) 50 (x—y)],
Cus(o) = ~gdt |50 @ =)

1
Ci (z,y) = ECSB (x—y).
» Funciones D; (z,y):

Do) = 505 |50 )]

2 0
1
Du (@) = 5056 (v~ y).
1 1
Dis(a.y) = 5-05 |5 (076" (w =) .
11
Dy (a,y) = 505 |5 (956° (@ =) |,
1 ; 1 T T 2 - 1 3
Dua,y) = —=05 |55 (00F +m?) 56" (a = y)|
1 1
Dis () = —5-05 (50 (=)

1
Dir (w,y) = —8' (2 —y).
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» Funciones F; (x,y):

By (z,y) = §5S($—y)a
Bu(w.y) = 507 (—y),
Bu(oy) = 5000 (o —y).
Bis(w.y) = 5058 (2 =),
Busleg) = — (000 +m?) 58 (o — ).
By (z,y) = ﬁ(sgu_y)
» Funciones F; (x,y):
Fu(e,y) = —55:0 @ —1),
Fi(ey) = 5-0°(c—).
Fa(ry) = —5-o: (018 @ - ).
Pu(ey) = —5-= (560 @-1),
Fu(ey) = =10 [(agag+m2) 0 (o —y)} |
Fis(z,y) = %%63 (z—y).
» Funciones G; (x,y):
Gz (z,y) = %53(37_9),
Gula) = 50t (55 =)
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» Funciones H; (x,y):

Hiz(z,y) = =68 (x—y),

1 1
Hyy(z,y) = —%83 <8_x(53 (x — y)) :

» Funciones K; (x,y):

K (z,y) _%0_@“53( ~y)
» Funciones M; (x,y):
m 1 4
M (z,y) = _58_375 (z—y),
11 1
Mae) =~ | (10— ) 50 @ - )
il
My(z.y) = =557 (910° (@ —y)).
il
Mi(ey) = —55 (356" (2 =),
l
My (e,y) = —58 (o= y),
11
Mg (z,y) = —56—9@53@—2@-
» Funciones P; (z,y):
1
Pizy) = 58 —y),
1 1
Py (x,y) = E(@f@g—m2> a—xég(x—y),
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Py(e.y) = 501" (x—y),
1
Py(z,y) = 5-050"(x —y),
1
Pi(ey) = 507" (@ —y),
1
Po(x,y) = —5-0" (& —y)
» Funciones Q; (x,y):
i (1
Q1 (z,y) = —501 | 520 (z—y) |,
1 [ 1 1
Quo) = g0t |5 (10— ) 0% (@ =)
11 ’
Qs(x.y) = 507 |55 (016" (@ =) |.
11
Qu(r.y) = 507 |5 (356" (@ =) |.
m |
Qs (z,y) = %8{353@—3;),
1 1
Qo) = 5ot (5 n),
1 3
Qr(w,y) = ——8* (2 ~y)
» Funciones R; (x,y):
2 x 1 3
Ri(z,y) = —5(92 (9_905 (z—y)),
1 1
Rao) = g0t |5 (010 - ) 0% @ =)
11
Ra(o) = 50t |5 (908 - 0)




Rie) = 505 | 5 (050w — )|
Rs (v,y) = % 36 (x —y),
Ruo) = 505 (50 - 0).
Ro(e,y) = ——8(—y).
» Funciones S; (z,y):
Si (z,y) = ——2% [(aga,f+m2) %53(::;—11)],
Sa(o) = {3 (008 + ) o | (3508 - ) o8- |},
Sy (r,y) = —ﬁ% _<8§8§+m2)%(5f(53($—y)) ;
Sy(r,y) = —ﬁ% _(8§3§+m2)%(0§53($—y)) ;
S5 (x,y) = —ﬁaix :(@f@f-l—m?) 53(-%_3/)},
Se (z,y) = —ﬁ% _<8,f8,§+m2) %53 (x—y)],
Si(ey) = 5o (018 (0 =),
S(ry) = 5-a0 (058 (0= ).
So (,y) = —%6—1{53@—@-
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» Funciones T; (x,y):

Ti(ey) = —55:0(-y) . Ti(ey)=—5 -0y,
Ta(o) = g | (9008 =) 50 - )]

Ty(ry) = 5o (08 (0= ).

Ti(wy) = 55 (30 @-1),

T (w,y) = %%53(96—1/)-

alos) = 50t (506 -0).
Us(2,y) = ——6 (z—y)
» Funciones W; (x,y):
Walo) = ~5-05 (58 =),
Wi(z,y) = —%53 (z—y).
» Funciones Z; (x,y):
7o (2,9) = —5 0" ( — )

Los resultados anteriores garantizan que se pueda definir el corchete de Dirac
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entre dos variables dindmicas A, () y By (y) de la siguiente manera:

[a,0) B} = {A@) B} - /d%d% [ A (). W ()}
Dt () { W5 (v) By (9) } (4.56)

De la estructura de vinculos definidos por (4.50), que en total constituye un
conjunto de 19 elementos, es posible observar que el espacio de face expandido
por (@D,E,p,]‘?), que tiene dimensién 20, solamente existen 2 campos indepen-
dientes, que dada la forma de los mismos vinculos se pueden considerar como
siendo (p, p*). Utilizando las siguientes corchetes de Poisson, diferentes de cero,
entre (@, *) y los vinculos (4.50):

{go(x),‘lfg(u)}:(Ss(x—u) , {gp*(x),‘lfl(u)}:(53(x—u), (4.57)

se deduce que el corchete de Dirac asociados al campo ¢ (x) se calcula a partir
de:

(@) Bty = {0@) B} - [ dude { (@), %} DG (w.0)
{w: () By ()}
- {¢@ B}~ [ @05 @ {v.0) B}

Asi, se determina que el corchete de Dirac entre (p, ") es:
{e@w}, = - [ @D @o{ne.e W)

~ @D @@y
= D8_11 (x7y)

De la representacion matricial de la inversa de la matriz de vinculos de segunda
clase se pude deducir que

{ p(z),¢" (y)}D = M (v,y) = —%6 (27 —y) 8 (2T —y7). (4.58)
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Utilizando la forma fisica de la funcion de onda del campo DKP para el sector
de espin 0 indicada por la ecuacion (3.118), segun la cual:

p(x)=vmé(z) . ¢ (¥) =vme (z), (4.59)

se puede observar a partir de (4.58)

{p@.o @} =m{o@. o'W} =-Tel@ —y) @6y,

D

es decir:

lo@). o)} =—te(e —y )& 6T —y7), (4.60)

D
resultado que es equivalente a las relaciones derivadas en (3.62) para el caso
libre.
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Capitulo 5

Electrodinamica Escalar de
primer Orden en las
Coordenadas de Plano

Nulo

5.1. Introduccion

En el periodo comprendido entre 1939 hasta 1970 los trabajos desarrolla-
dos con la ecuacion de DKP se direccionaron al estudio de particulas cargadas
interactuando con un campo electromagnético. Estudios de diferentes procesos
tomando como base la formulacion de DKP y de Klein-Gordon condujeron a re-
sultados idénticos hasta correcciones de un loop [87]. Sin embargo, A. Wightman
[88] mostré que cuando el campo de DKP se acopla al campo electromagnético,
la ecuacién de campo para la particula de espin 0 es estable bajo perturbaciones
locales suaves de campos externos.

Es bien conocido el hecho que en el caso de campos libres existe una equi-
valencia entre el formalismo de DKP con las ecuaciones de campo de KG y de
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Proca, no obstante, cuando alguna interaccion es presente, como en el caso de la
electromagnética, surgen surgen ciertas dudas. Fue mostrado [91] la presencia
de términos anomalos en el Hamiltoniano de la teoria y la aparente diferencia
entre las descripciones no existen si se especifican cuidadosamente las compo-
nentes fisicas de los campos de DKP. Ha sido probado [92] que los elementos
de matriz S en las teorias de DKP y de KG coinciden en en caso de particulas
de espin 0 interactuando con campos externos gauge abelianos y no abelianos
incluyendo el campo gravitacional.

En este capitulo estudiaremos la estructura canonica del campo de DKP
interactuando con el campo electromagnético. Se realizara el estudio de la es-
tructura de vinculos de la teoria y la naturaleza gauge del problema y se con-
siderara la condicion de gauge mas conveniente con el fin de calcular los DB
entre los grados de libertad.

5.2. Electrodinamica Escalar de Primer Orden
en las Coordenadas de Plano Nulo

La teoria, en forma general, es descrita por la siguiente densidad Lagrangiana

1

T8 (D) — 5 (DuT) B — i = JF*F, (51)

[\

donde se ha definido las derivadas covariantes D,, = 10, —gA, yﬁu =10, +gA,.
Las ecuaciones de campo que correspondientes a la densidad Lagrangiana (5.1)
son:

O F" — g =0 , ¢ ('Dy+m)=0 , (B"'D,—m)y=0, (5.2)

Los momentos canénicos (7", p, p) conjugados a las variables (A/u W, E), respec-
tivamente, son definidos de la siguiente manera:

oL 6)£ ) — oL
p— _ 7 _— _ptH o) :_:__ +
(5.3)

DO | =
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A partir de la densidad Lagrangiana (5.1) y de las relaciones asociadas a los
momentos canénicos conjugados definidas por (5.3), es posible demostrar que
la electrodinamica escalar de primer orden presenta el siguiente conjunto de
vinculos primarios en el sector electromagnético:

a0 P =nF—0_ AL+ OpA_, (5.4)
Al igual que un conjunto de vinculos correspondientes al sector escalar:
QEp-l—%BJ’w%O , 05@—%¢5+%0. (5.5)
Ademas de una relacién dinamica definida por:
OLA_=7m" +0_A, (5.6)

La Hamiltoniano canénico correspondiente a la teoria es definido por

HC = /dgy%07
con

Ho = 10, A, + Pb+ip — L

1 — — | yxrilivd
= gt (P g T6) A+ | 30 (BK-3L) + g Ant 4 m| 0
1
+5 (F1)7, (5.7)
donde A = —,1,2. La evolucion dinamica del sistema estara determinado por el

Hamiltoniano primario, el cual se construye a partir del Hamiltoniano canonico
mas una combinacioén lineal de los vinculos primarios via multiplicadores de
Lagrange, que para el caso sera:

HP:H0+/CZ3$|:’U,($)7T+(l')+Ul(l‘)¢l($)+>\(l’)0(l’)—|—(9(ZE‘))\($) :



donde Pz = dr~dx'dx? = 2. Con el fin de complementar la evolucién del
sistema se introduce los PB fundamentales los cuales son definidos por:

{A@. 7w} = 6 @-y),
{0@) .5} = dud® (2~ 1), (5.9)
{Pa@) m )} = 608" (@ —y).

Ahora, analicemos la consistencia de los vinculos primarios estudiando en pri-
mer lugar aquella correspondientes al sector electromagnético, de manera que:

it =05t — gt =G =0, (5.10)
es decir, un vinculo secundario surge en el sector electromagnético. Ahora, con

el fin de estudiar su consistencia se utilizara los siguientes PB calculados entre
G (z) y los vinculos primarios:

{G@)ow} = —g |80 @] & @-y), (5.11)

junto con las siguientes relaciones:

{G@.rmw} = o
{G(a:),A (y)} = B (r—y), (5.12)
{G@ aw} = -0 @-y).

De manera que al analizar la consistencia de G (x) se obtiene:
G =05 (BB ) + X8* Y+ BB A~ 0. (5.13)
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Ahora, con el fin de calcular la consistencia del vinculo ¢* (x) consideremos las
siguientes expresiones:

= 076 (xz —y)
- [agA+ (y) OF — O A4 (y) 0" | 8° (x — ),

}

)
{6"(@).9400 )T W) B )} = —g0 (2) 8" (2) 8 (v — p),
j
(

{6 @), P

™ (y)
{cbk(x) () A4 ()
¥ (y)
2 ()

= (030 — 00,07) " (v — y)

8" = Orm — gUBNY + 07 Fyy — 207wy, (5.14)
lo que indica una relacion sobre el multiplicador de Lagrange uy ().

Ahora, se procede a analizar la consistencia de los vinculos asociados al
sector DKP, para los cuales se obtiene:

0 = (D58 —m) 1+ B (ix — gA) =0, (5.15)
éezw<ﬁfﬁj+nﬁ—%@X+9EA+y@%mo, (5.16)

con D% = i0% —gAx y Dy = i0% 4+ gAa. Las expresiones (5.15) y (5.16) pueden
ser escritas como:

BN~ i (DRBY - m) v —igA. BT,
gt i (BADh +m) +igdBt AL,
que al ser substituidas en (5.13) se demuestra que:
G =0, (5.17)

con lo cual, la ley de Gauss para la electrodinamica escalar de primer orden,
identificada con la relacion G(x), es automaticamente conservada.
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Ahora, es necesario determinar si el conjunto de relaciones (5.15) y (5.16)
determina completamente los multiplicadores de Lagrange ()\, )\). Para este fin,

se utilizara el siguiente conjunto de propiedades que satisfacen las matrices beta
en las coordenadas de plano nulo:

Pgt =p+t, P~ =P, PgF=pF
P~g*=P, P 3 =0, P p" =0,

Pt =0, Pt~ =P, PtpF=0, (5.18)
Pgt =0, P*3~ =0, Ptg'=4rP.
ademas de las siguientes relaciones:
BP=(P), 8P =(P)", BP=— (P,
g (P) =P pt(P) =0, B°(P) =0, (5.19)
g- (PN =0, gr(P) =p  gH(P) =0, |
B~ (Pk)T —0, g* (Pk:)T — 0, ﬁl (Pk)T _ 5;:

donde los operadores de proyeccién son definidos de la siguiente manera:

p=p | Pr(p)gr=P , gr(B)(P) =P (5.20)

De manera que al utilizar a representacion matrical de las variables (@b, 1, p,]‘?)
correspondientes al espacio de face del sector DKP expresadas en la forma:

[ ¢

:
v= || w=(e T T ),

\ ¥

(1.
p= || ., p=(p, B P 1), (5.21)

o
\ b
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con |l = 1,2, es posible deducir de (5.15):

P§ = D” (P %)+ Di (P*y) —m (Py) +i (PTN) — gA. (PTy) ~ 0,
(Py) —

P = D* (Py (PW) ~ 0,
P'9 = Dy (Py)—m (Ph) =0, (5.22)
PO = —m (P ) +i(PA\) — gAs (Py) =~ 0,

con lo cual, dos condiciones sobre el multiplicador de Lagrange \ pueden ser
determinadas y que corresponden a PTX y PA, siendo que las componentes
P'\ y P\ aiin mantienen indeterminadas. Lo anterior da a entender que la
teoria posee vinculos secundarios, como lo dan a entender las relaciones (5.22),
asociado a la consistencia de 0 () y el cual puede ser deducido, en analogia con
el caso libre, mediante la aplicaciéon del operador (1 — B+5_), de manera que
el vinculo secundario correspondiente es dado por:

ws=[(1=B767) (B DL —m) ¥], =0, (5.23)

con 0 = 2,3,4. Mediante la accién de los proyectores (5.20), es posible observar
que:

Ptw = P (B D¢+ B"Div — my)

— D' (Py)—m (P*y) = PTO~0
Plw = P'(B D¢+ B"Djap — map)
Di (Py) —m (P'y) = P9~ 0
Pw =0 : P w=0,

resultados que son consistentes con (5.22).
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De forma similar, cuando la expresion (5.16) es considerada, se deduce que:

op = D" [0 (P*)| = Dp [@ (PY)!| +m (P) +i [X(P)]
+gA, [@ (P)q ~ 0,
0(P)" = m[o(P)] +i(3P) + g4, (5P) =0,

6(P)" = DL (@P)+m |4 (P)] =0, (5.24)

Asi, las relaciones que donde se evidencia AP y X(P‘)T, dan a entender que

solamente dos componentes del multiplicador A\ consiguen ser fijadas, en tanto

que las componentes X(Pl)T y X(P_)T aun estan por ser deducidas. De la

expresion anterior es posible constatar que nuevamente vinculos secundarios
surgen de la consistencia de 0(x) y que pueden ser identificados mediante la
accion del operador (1 — ﬁ_5+), de manera que:

ws = [¢ (Dy B*+m) (1-8 B8], ~0, (5.25)

donde § = 3,4,5. Facilmente, es posible mostrar a partir de (5.25) que:

5(P) = (D" 98 + Dy +mi) (P)

o (P) = (DB + D +m
= D" @P)+m |6 (P =0(P) ~0
wP =0 , wPH'=o,

g
"

lo que resulta compatible con (5.24). Entonces, la teoria posee un conjunto de
vinculos secundarios asociados al sector DKP identificados con (5.23) y (5.25)
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v que satisfacen los siguientes PB:

{w@). B} = [(1-8767) (#*Di-m)] F@-y),
(@)} = [(1-8707) (#*Dr+m)] &@-y),
{m@.0w} = [(Dapt+m)(1-88)] &@-v,
{t.) 2} = [(Di6*—m) (1-5787)] &@-y),
{w@) st} = —g[(1-8707) B0 @] @),
{¢@.wl} = o[(1-567) 8w @)] 6 @-y).
{B@.¢" W} = g[d@ 6 (1-58")] & @-y),
{¢¢@. 2.0} = —g[F@ 5 (1-58")] &@-y).

(5.26)
Utilizando los siguientes resultados:
{w = —g[(1-p"8") B (@), (x—y),
{wa (@ ayA+ = —g' @y [[(1-877) B @)] oA @)
+|(1-8767) Bv @)] oA @),
{U z), 7 (y)} = g[0(@)p~ (1=p478)],8 (x—y),
(@ @), 7 KA W)} = 9 (=) | [P (@) 8 (1-878")] 074, (@)
+ [0 (@) 8" (1-678%)] w0t As ()],

(v)}
(v)}

se determina que:
o= (1=87) [~om B0 — 9B 0T AL — g8 VOTA,
—gu Bl + ( BADE — m) /\] ~ 0. (5.27)
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Ahora, es necesario establecer si le expresion (5.27) garantiza fijar todas las
componentes del multiplicador de Lagrange X (z), para ello, se utiliza los ope-
radores (5.20), de manera que se deduce lo siguiente:

PO =0 , Po=0,
P = —g ( oA, + ul) (PY) + DF (PA) —m (P'\) ~ 0,
Pto = —g (77_ + awu) (PY)+ D* (PA) —m (P*)) ~ 0,

entonces, utilizando las siguientes relaciones:
(P*) = iD* (Pu) +iD} (P0) — im (Py) — igA, (P*0)
(PA) = —im (P7y) —igAy (Py),

deducidas con anterioridad de la consistencia del vinculos 0 (x), es posible mos-
trar el siguiente resultado:

Pto~ —P* {(6)2 B <22’m B8-D* + imBkD,f —im? + gﬂ) zp} :
Asi, se concluye que un vinculo terciario resulta y que se define como:

Q= (3) 8" <2im B~D® + imBEDE — im? + gﬂ_) b~ 0. (5.28)

Si la condicion de consistencia del vinculo @W(x) es estudiada se determina
que:

G = |gm OB+ gP B0 A + gUB O AL + gui 8+ X (DA +m) |
(1 . B‘B*) ~ 0. (5.29)
De la relacién anterior es posible deducir que,
wP =0 , w(PH'=o
5 (P = g(arA. +w) @P)+D; (\P) +m |[X(P)'],
a(P)' = g(7 +074,) @P) + D" (WP) +m X (P7)'].
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De las expresiones que resultan de la consistencia de 0 (x), es posible verificar
que:

(A\P) = [ (P )}+igA+(@p),
X(P)Y| = D¢ (P)] =Dy [ (PY)] +im (0P) +igA, [4 (P7)'],

de manera que:
G (P) e {0 (2mD" B~ + imDis" + im? + gn~ ) 57 (87)°} (P7)
entonces, un vinculo terciario resulta y que se define en la forma:

Q=1 (Qimﬁiﬁ‘ +imD Y + im? + g7r_> BT (87) ~0. (5.30)

Con el fin de calcular la consistencia del conjunto de vinculos terciarios que
han surgido en la teoria correspondiente al sector escalar, es necesario utlizar
los siguientes PB:

— :(5—)2 Bt (Qim B~D" + imB*DF —im? + g7r_> } & (z—y),

a

)
b= g[8 (s @) — v @) 5)] -y,
;
j

= :(Qimbgiﬁ_ + imD, 8" +im? + g7r_) Bt (ﬁ_)Q} . 8 (z —y),
= g{(imP @) 8" + T @) 57 (57)"} @ —y),
(5.31)
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al igual que las siguientes expresiones:

~2img | (87)" 8* 870 (@)] &z~ ).

= —img{ (5767 (2670 (2) 02 A, (1) + 5 ()

p
oA ()} 8 (e —y).
—g[@?)ﬁ ()}5W$—y%

2img |0 (x) 578" (87)°] 8 (x—y),

img { (2074, (@) (2) B~ + O Ay (2) 6 (2) B)
5 (5)'} S a—y).

[ @8 (5] o @-y),

a

Es posible mostrar que la consistencia de los vinculos 2 (x) resulta en:

O — 03)5+{ [%m(w‘+&&h)ﬂﬂHﬁm(Wﬂ++w>ﬁw—¢Wm}
—g° [ Y] v+ <2im B~D* +imfB" DY —im? + gﬂ_) /\} :

De la relacion anterior se puede deducir que:

PQ =0 , PQ=

: PQ=0

PO — —g[%nz<ﬂ_+fVA+)(P‘¢)+¢nz<@%h:+uo(jﬂw)—(Pw)@%¢
—g* [667¢] (Pe) + | 2im D” (P™A) + imDf (P*A) —im? (PA)+g7~ (PA)] |

fijando la tultima componente del multiplicador de Lagrange \ y garantizando
que no mas vinculos son generados a partir de 6.
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De manera similar, al estudiar la consistencia de € (x) se deduce que:

0 — {g {QZ'm (w— + a&u) DB~ +im (a;m + ul> 0B+ Ea;cul}
—g Wﬁ_@b} P+ (ZimﬁiXB_ + imEiXﬁk + im2\ + gﬂ_x> } Bt (5_)2 ,
a partir de la cual es posible verificar:

arePH) =0 , aeHl=0 , ar=o,

QP =g|2im (7 omal) (6P| —im (a7 A, +w) [& (P)] + (6P) oful

~g* [087] (@P) + 2imD" |X(P*)'| = imDj X (P))']
+im* (AP) 4+ gn~ (AP) ,

resultados que indican que el multiplicador de Lagrange \ es completamente
determinado y asegurando simultaneamente que la cadena de vinculos asociados
a 0 queda truncado.

5.3. Clasificacion de los Vinculos

En resumen, la teoria esta constituida por el siguiente conjunto de vinculos
asociados al sector electromagnético:

a0, ¢F=at—0"AL+ AL G =05 — gy, (5.32)
junto con un conjunto de vinculos asociados al sector DKP:
0 = p+gBY . G=p- 08", (5.33)
w = (1-887) (B*Di-m)v . @=0(Dap*+m)(1-58")
Q = (ﬁ’)2 BF < 2im 3~ D" + imﬁkD,f —im?® + gﬂ) (0

P <2imﬁfﬁ_ + imbﬁﬁk +im? + gw‘) BT (B_)2

2
Il
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Fécilmente se puede verificar que '+ (x) satisface la condicién de que posee PB
cero con cualquier otro vinculo de la teoria, por tanto, se identifica a 7" (x)
como un vinculo de primera clase. Sin embrago, dado que se estudia una teoria
gauge se debe mostrar que existe un vinculo adicional de primera clase, similar
a lo que se pudo mostrar en la electrodindmica cudntica escalar (SQED). De
lo aprendido con SQFED, el segundo vinculo de primera clase debe resultar de
una combinacion lineal del segundo vinculo asociado al sector electromagnético
v un conjunto de vinculos del sector DKP. Mostremos ahora, que el segundo
vinculo de primera clase es dado por la siguiente expresion:

Y=G—1g <E9 — 5¢) = 0" + Oint —ig (@p —ﬁw) (5.34)

En primer lugar, se sabe que al considerar los PB con los vinculos correspon-
dientes al sector electromagnético se determina que:

{T@."w}={c@.s'm} =0
de igual manera:
{S@.cm)} = —ig* [ @) 56 ) - ¥ @) 8" ()] 8 (v - y)
= 0.

Ahora, cuando el analisis es realizado con los vinculos del sector DKP se obtiene
que:

(@00} ~ —g[57% @), 0" (@ —y) + g[8 @)],8 (=~ )
~ 0.
En forma similar:
(@00} ~ ~g[F @57, @—y) +9[F)8],6 (= —y)
~ 0.

Cuando los vinculos secundarios del sector DKP son considerados se obtiene
que:

(@@} = —igd (@ - y)w(2) =0,
{T@.mw} = =i @ - y@ @) ~o.
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Finalmente, si se tiene en cuenta los vinculos terciarios del sector DKP se de-
duce:

{S@. 2w} = —ig @) @ -y ~0,
(@), 2w} = ig% @) @ -y ~0.

Por lo tanto, se determina que el conjunto de vinculos deducidos para la teoria
se pueden clasificar de la siguiente manera:

= Vinculos de primera clase:
Tt=0 , Y=G-—ig (EQ —§¢) = 05t —ig (@p—]‘?@/}) . (5.35)
» Vinculos de segunda clase:

0 = ptipte . B=p- 08"

w = (1=887) (B*DF-m)y . w=70(Dyp*+m)(1-p ")
0 = (5)° 6" (2im B D +impD; —in® + g ) ¥,
?E::?J<2mnffﬁ——+mnfi5k+¢nﬂ—%gw‘>5+(B‘Yﬂ

o = 7T AL+ A (5.36)

Ahora, con el fin de eliminar los vinculos de primera clase y tornarlos de se-
gunda se consideraran las condiciones de gauge de cono de plano nulo, definidas
como:

A ~0 , 7T +0A, ~0, (5.37)

lo anterior con el fin de garantizar la equivalencia de los resultados que se
deduciran con aquellos derivados en la electrodinamica escalar.

123



5.4. Ecuaciones de Movimiento

Una vez establecida la completa libertad de gauge de la teoria al momento
de identificar todos los vinculos de primera y de segunda, se esta en posicion
de especificar la dinamica de los campos que sea compatible con estos vinculos.
Para ello, se utilizara el Hamiltoniano extendido Hp que resulta de adicionar
al Hamiltoniano canonico todos los vinculos de primera clase que del problema
resulten, por tanto, para el caso en consideracion Hg se define como:

Hp = Hp+ / Cyusy

= /dgy Ew_z + (WAGX +g Eﬁﬂb) A, + 9 BﬁA (gi—(?i) + g AxB™ + m] WP

1 _ _
+Z (an)2 + w4+ wd + N+ 0N+ ugE] .

Al estudiar la dinamica de los campos asociados al sector electromagnético se
deduce que:

A+ = uj,
AL = 7 +0_A, — 0_uy, (5.39)
Ay = 0,AL + uy — Osua.

Ahora, si la dindmica de los momentos canénicos asociados a los campos A, ()
es considerada, resulta que:

7 = G~0,
T o= —gUBTY + Oy, (5.40)
o= _gwﬁsw + O Fins — O—us.

Ahora se procede a garantizar la equivalencia de éstas ecuaciones de movimiento
con su contraparte Lagrangiano, combinando las relaciones (5.39) y (5.40) se
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obtiene:

O " — gy
O, F" — gB Y + 90y = 0, (5.41)
O, F" — g — D_dsuy = 0.

Q
o

La equivalencia con la ecuacion de movimiento para el campo electromagnéti-
co derivada en el espacio de configuracion exigira que se deba cumplir la la
condicion us = 0.

Ahora, al estudiar la dinamica de los campos asociados al sector DKP se
obtiene que:

b= A+igud ,  ®=N—iguyg. (5.42)

En el caso de los momentos canénicos conjugados a los campos (w, w) se obtiene
que:

b= —gAusr+ [8 (105 - gAx) —m] v+ 557N
+iguop, '

o= —gA 8" =B (05 +9 Ax) +m| - 5h8T (5.43)
—1gUusp.

De (5.42) y (5.43) se deduce que:

(#Du=m)v ~ —guse,

(8 (ﬁ’@u + m) ~ gugfT. (5.44)

que al exigir la equivalencia con las ecuaciones de DKP confirman que el hecho
de escoger uy = 0 es valida.

125



5.5. Eliminacion de los Vinculos de Primera
Clase

Con el fin de eliminar los vinculos de segunda clase que la teoria posee,
procederemos a aplicar el método iterativo, con lo cual se considerara en primer
lugar el conjunto de vinculos correspondiente a los vinculos de primera clase y
las condiciones de gauge. De manera que definiremos las siguientes relaciones:

@1 = 7T+,
0, = 1 + 3,f7rk —ig (Ep — ]3¢> ,
@3 = A_, (545)

O, = 7 +0°A,,

a partir de los cuales se procede a definir la primera matriz de vinculos cuyos
elementos se calculan por:

Cys(2.9) = { @i (1), ®; (1)} (5.46)
v que posee la siguiente representacion:

0 O 0 o*

Cay=| Y % "0 |ou_y), (5.47)

La inversa de la matriz (5.47) se calcula de la siguiente identidad que debe
satisfacer:

/dz_C (z,2)C ' (z,y) = /dz_C_l (2,2)C(z,y) =16 (2~ —y "), (5.48)
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siendo que I es la matriz identidad de 3 x 3. Es posible mostrar por calculo
directo que la matriz C~! (x,y) tiene la siguiente representacion:

0 — [ —y| 0 e(r”—y7)
1 1 | 27—y | 0 —e(x™—y7) 0 P
C (x?y)_E 0 —G(I_—y_) 0 0 (5 (.Q?T—yT).
e(z”—y") 0 0 0
(5.49)

Se procede a definir el primer conjunto de DB, identificados con D1, que
para dos variables dinamicas A, (x) y By (y) se calculan de la siguiente manera:

(@).0.(u)}
Ct (u,v) { 0, (v),By (y)} . (5.50)

D1

{Aa(x),Bb(y)} _ {Aa(a:),Bb(y)}—/d?’udSv{A

Utilizando las siguientes relaciones:

(W} = igh (@) @—u), {, (@), 0 (u)} = ~igh, @) (¢ ),
{Pa(@). @200} = igpa@)" @ —w), {5, (2),02()} = ~igp, () 8" (w — ).
W} = -Cw-y . {AE@) 0w} =-00 -,

(u)

-0

se puede deducir para el caso cuando A, (x) es una variable asociada al sector
DKP se cumple:

(a0 B} = {A@) B} - / Pudv { Ay (2).0, ()} G5! (u.0)
{04(). By (w) }.
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Ahora, si By (y) es también un campo DKP se determina:
(0@ Bw} = (A0 B0} - [duo{a @ 020} (00)
{6:(0).B, )}
= {A.@) By},

con lo cual se puede concluir que:

(6@ B} =0u@-y) , {P@n} =dus@-y).
(5.51)

Cuando By, (y) = A4 (y) se determina:
1

{Aa(x),fh(y)}m 2/d3u{Aa(x),®2(u)}‘u_—y_|52(uT—yT),

a partir de lo cual se infiere:
— ﬂ — 82 (T T
{6.@. 40} = Zv.@]a” =y —y),

@), A W pr = Tpa(@) [o —y7 [T~y

2.
{Bo@ 4w}, = -S@ |y |@ 6 -y,
W}, = —Sh@| -y [P -y, G52)

{0 B}, = {4@ B }+ar [@ucy @o {eaw) Biw)}.

de manera que los tinicos DB no nulos son:
1

{a@ Aaw} = o -v|aee -y, 653)
{ A (z),m (y)}Dl = —%e (27 —y ) 05" (a7 — yT).
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Facilmente se puede mostrar que:

(A @) @)}y = {Ac@) 7' )} =8 (). (554

5.6. Inversion de los Vinculos asociados al Sec-
tor DKP

Con el objeto de eliminar los vinculos asociados al sector escalar repre-
sentados por los campos de DKP es fundamental extraer las componentes no
redundantes de los mismos, para tal fin sera necesario utilizar las propiedades
asociadas a los proyectores de los campos de DKP indicadas por la ecuacion
(4.42), junto con las siguientes relaciones:

Pt =Pt  PB=P- Pﬁkzpk
PBt=P P B =0 —5—0
5P=<P+> BTP = <P—>* = (P ol
B (P)'=pP pr(P) =0 ﬁ() =0

ademas de:
Ptgt=0 Ptp =P PtaF =0
Pkpt =0 Pk~ =0 PEgl = 6T P
g (PH =0 gt (P =pr pPH =0
B~ (Pk:>T:0 Bt (Pk)T:O 3! (Pk)T:chP

Utilizando la representacion fisica de los campos DKP indicados por la ecua-
cion (4.43), es posible extraer de los vinculos asociados a los campos DKP los
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elementos no triviales los cuales resultan ser:
U= ot sUtRO L W=pom0 L Wy =pe,
v, = p_+%¢%0 , U5 =i0"p —myT =0,
Ve = (28}5 —gAk> o —myF 0,

U, = 2mad*y —im (z@,‘f — gAk) oF + (z’m2 — g7r> w0,
_ i _ (. _
Vg = p(p—?b ~0 , Y= P —5¢ ~0 , VY= p,~0,
Uy = po~0 , Up=id'¢" +my =0,
Vi3 = (i@%gAk) ©" +mﬁk,
Uy = 2m8f@+ +1im <7j8,f + gAk) Ek — (im2 + g7r_> 0" =~ 0.

(5.55)

Sobre la base de conjunto de vinculos (5.55) es posible construir una segunda
matriz con elementos definidos de la siguiente manera:

Dy (,9) = { W), ¥;(y) } (5.56)

)
D1

Vv que posee la siguiente representacion:

_ A(Q?,y) B(l’,y) 3 .
D(z,y) = ( C(z,y) D(z,v) ) 0’ (z —y), (5.57)

donde se han introducido las siguientes submatrices:

(0000 0 0 0 )
0000 0 0 0
0000 0 0 0
Alz,yy=]10000 0 0 0 |,
0000 0 0 a(x
0000 0 0 0
\0 000 —a()0 0 )
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( 0 i 0 0 i0r Dy A(x) \
0 0 0 0 0 0 2mo*
0 0 0 0 0  —mdy imDy
B(x,y) = i 0 0 0 —m 0 0 :
i0Y  —m 0 0 0 0 B (x)
Dlﬁ 0 —m5kl 0 0 0 0
K9($) 0 —imD{ 2mo* pB(x) 0 =€ (:1:))
( 0 0 0 —i i0® D, —0() \
—1 0 0 0 m 0 0
0 0 0 0 0 méy —imD,
C(z,y) = 0 0 0 0 0 0  2mo* |
10" 0 0 m 0 0 —G(z)
D, 0 mdy 0 0 0 0
—X(z) 2md* imD, 0 —B(x) O ¢ (z) )
0000 0 0 O \
0000 O O O
0000 O O O
D(z,y) =] 0000 0 0 0
0000 0 0 —y(x)
0000 O O O
\0000~@ 0 0 )
v se han fijado los siguientes elementos:
a(z) = ge()p(r) , Bla) =g’ (@) , v(2) =g (v)¢"(2),
0(xr) = {z’m2 — g (x)} . M) = {z’m2 + g (a:)} :
§(2) = 2img? | @' (@) (@) + p(2)d (2)] (5.58)

La matriz inversa C~1(z,y) asociada a D (z,y) es calculada de la siguiente

relacion:

/d3yD (z,y)C (x,2) =16° (x — 2),

(5.59)
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Es posible mostrar que la matriz C~! (x,y) se puede expresar de la siguiente

manera: 1 (o) = ( E (z,y) ]F((x’y% > ,

con

A, 0 0 0 O

_—

F
3
&
F
F

=
I/
\'E%
Ny
N—

[
coococoococo o
&
coococoococooo
coococoococooo
cCcoocococoococoo

(M1M2M3M4M5M6o 00\
P, P, P PbL P P 0O 0 0
Qi Q2 Q3 Qy Q5 Qs Q7 0 0
R Rb Ry Ry, Rs Rg 0 Rs O
G (ZC, y) = Sl SQ 53 S4 S5 Sﬁ 57 Sg Sg 5
T, Ty Ty Ts Ts 0 0 0
0O U U 0 0 0 0 0 0
O Wy 0 Wy 0 0 0 0 0
\ 0 Z 0 0 0 0 0 0 0)
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( 0 0 0 0 My 0 00 0\
0O 0 0 0 P4 0 0O00O
0O 0 0 0 GQu 0 000
0O 0 0 0 Ry O O0O00O
H(l’ay)z St S11 Si12 Si3 S S5 0 00
0O 0 0O 0 Tiyu 0 0O00O
o 0 0O O 0 0 0O00O0
o 0 O O o0 0 0O00O0
\0 0 0 0 0 0 000)
Con los siguientes valores:
» Funciones A; (x,y):
1 1 1 m 1
Ay = T Am ot 7 (@) Eé?) (x—y)] ; Alo——gg(sg (x—y),
? 11 —
All — 553 (]} — y) ) A12 = 5@ I:D153 (.I' . y):| :
A13 = 5@ 263 (ZL'_Z/)} , 1414_18—E [Dka— ‘1‘29( )
11
A = ——— 8B (x —
15 28{5 (x —y)
» Funciones B; (x,y):
1 1 1
B = —— — 53 (r —
B = G| [P0+ 50 - g [ 0 0 e )
LU ey, B(@) 1
+7 (z) {i [Dka o ( )] @5 (x—y)p o,
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1
—~
=
- _
—— 8
| — | — ~—
—~ —~ e}
- > = o)
A o S |
> 5 & & = -
S SR 8 —_— \w
o 1$_ —~
< s | 5 _n0 =
—~ s — T~ (2 8 iy
— = S - %) %) - — &l
> > - - ~< ~ ~ o Q
| | = = T = = S
8 - SN © 8
T NG ey W.Lm\x) = s o & S
2 5 X_U_Rv | @l @ 5 = R - -
e & o+ osx  + 4 Y + = =
1_81_8 s — B 2 S B e B 2 _mO | > Mm = e
—_ —_ 8 IQ B e IQ I o~ 8 _ _
e e ==k =Rk =, hy PR RS
R T~ | v~ + 8 8 8 — 5 o _
Q Q Q 1_ 1_%0_1_%0_ —_— L N
T N A N - - —~E R LT R E S
AN S
I I I I I I I I _4 1|"|2 1_%0_ 1TmT _2 _2 le
I
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» Funciones C; (z,y):

6 = Dl @ o) |
Cu = 301 |50 @),
Cn = —ﬁDlég(x—y),
Cip = —iﬁl{alf [E%S(f’?_y)]} )
Ciz = —%31{5133 [E§53(x—y)]},
m
Cu = ~D1 {5 DIDL - 2 i )] o0 o )}
O = 3D 5@,
Cis = %53@_9)7

D,

Dy

Dy,

Dy =
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D3

Dy

Dy

D5 |50 (@ = )]

aiL'

Lmpmren) o
_RDQ{;_ [Dka—%jL i (x )} 81553(33—?;)},
%53(33—@.

» Funciones E; (x,y):

» Funciones F; (z,y):

B = 1 5wy,

Ey = %53(x—y),

By = %63”53 (x—1),

Ey = —%ET(SS (z—y),

Eiz = —#D;(Sg (z —y)

By = 50 (0 —y),

FEuy = ﬁ [D Dk—l—%%—w( )] %53(.@—;/)
P = g 1@ 58 @)
Fuo = —350 @ =1,
Fip = ﬁdg’(x—y),
Fy = iaix [D16° (x —y)] ,



v 1

_ s
F13 - 2ma£ [D25 (33 y)}?
Fiy = —m@{[Dka_ -
11,
Fis = %@5 (x—y).

Funciones G; (z,y):

1 3 o 1 —x
Glg—a(s (x—y) , G14— 2mD1
Funciones H; (x,y):
Hiy = 8 (2 — y) Hy= D}
3= r—Yy ) 14—2m 2
Funciones K; (x,y):
1 1
K — 5 (z —
U= oo ( y)
Funciones M; (x,y):
m 1 4
My = —5 50 (@—y),
i1 e P@)
My = L1 Dist(x—y)]
’ 200 U1 ’
11 -3
My = Ya [D50° (x —y)] ,
1
M; = —553(x—y),
il
My = —§§5 (z —y),
11 1
My = Am O° Oé(x)a—xfg?)(x—y)
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» Funciones P; (x,y):

P1 - —553($—y),
1 e BT 1
P, = T am Dy Dy, — 751)_ A(z) 6753(33—31),
1
Pi= —5 D36 (v~ ),
1
Py = %6&53 (x —vy),
1
P6 - _%53('x_y)7
a(x 1
Py = 4757/2) [@53@ y)]
» Funciones Q; (x,y):
1 1
Q= 30t 50|
Q2 = le{ﬁ_z [Dka+7—z (x)] g5 (z—y) ¢,
1 X 1 T
Q3 = —%D1{£[D153($—y)}},
1 T 1 T3
Qs = —%D1 @[Dﬁ (z—v)] ¢,
i T 3
Q5 - —%D15 (:E_y)7
Qs = —=Df |5 (x—y)
07 T, o LY
1
Q7 = —E(S?’(gy—y),

Qu = 4%7;217“1” {% [oz (x) %63 (x — y)] } .
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» Funciones R; (x,y):

Ry

Ry

1

— _102 [(91153(5”_”] , Rsz——Dm{l [D%g(”;_y)]}’

8(£

p(x) 1

_ LD {813: [D,ka—l—T— i\ (z )] 8153(9:—9)},

1 1 :
= ——Dz {ax [D253 (z — y)]} , Ry = —LD%S (z—y),

2m

1 1
_—D2 [89”63 (:U—y)] , Rg = —Eég(x—y),

- ooi{g few g}

» Funciones S; (z,v):

S1

_ié)ix { [D;D,ﬁ _ @ + 0 (:c)] 8%53 (z — y)}

L {% {D,fD]f S (m)] " { {D,fD,f A A (af)]

G- {60 58 -0+ G @) g )

p(x) [

= —ma—w{_D'fD'f‘THW g LDi0” @”‘y”}’

_ __ ~Jlprpr —
4m5’x{_ Bk

Bs) + 16 (x) (9% [D56° (x —y)] } ;

1 1 [
S = %g{_DzDZ—I— %4—@9(@} 5 (x—y)},
1 1 [ 1
S = oo { |00 2 i )] -}
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- v = T <3 .
B 1 1 vs3
Sg = —%@ |:D2(5 (Qf y)i|,
B I 1 4 B
59 - Qmaf (ZU y)?
R 1
S = e [0(0) 50 =)
11 ;
S = T2 ot [ () 0° (z —y)]
S =~ da(e) 2 D16 (o — )
27 gmrgr | C\W e Y
11 1 —=
513 = 4—7’}12£ {&(x)E[DQ&”(x—y)]},
1 B (x) 1

Sis =
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_§E53 (r—y),
_ﬁ%{lpgpgju%—z)( )] 6—_53(x—y)},
o (D1 (- )],



T, = o [D§53 (z—y)].

T = e —y),

Ty = 5= (0 - ).

Ty = —ﬁaix [a(a:) 6%53 (x —y)

» Funciones U; (x,y):

I L _ e
UQ—Qle [8{5 (x y)] : Us = m5 (x —vy).

» Funciones W; (x,y):

_ | e N Y
W2—2mD2 [8{5 (x y)] : Wy = m5 (x —vy).
» Funciones Z; (x,y):
11,
Zz—%a—x(s (z —y)

Después de calcular la matriz D™ (z,y) se procede a definir el segundo
conjunto de DB, para dos variables dindmicas A, (x) v By (y), de la siguiente
manera:

{A@).Bw} = {AE).Bw)}

D2

T /d3ud3v { A, (z),¥, (u)}

Dy (w,0) { 5 (1), By (v) |

D1

" (5.60)

De la definicién del conjunto de vinculos de segunda clase asociados al sector
escalar (5.55), es posible caracterizar a (y, ¢*) como variables independientes en
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la teoria. Ahora, de la definicion de los corchetes de Dirac D1, se puede conside-
rar inicialmente como coordenadas independientes del sector electromagnético
a (A, Ag). Entonces, con la finalidad de calcular los correspondientes corchetes
de Dirac D2, se utilizaran las siguientes relaciones:

—
AS)
B
-
K
o'
=
—

2

—
<
T
&
=
\]
&

2

{90(93),
{90*(56),

=
&
S

—
A
*
&
Sl
\]
=

S

junto con
{0, 4.0}
{40}
{vew. a0}
{Vu@. 4,0}
{¢a@) A )}
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Sl

\]

N

N

N—

N~ 7 T~ N —— =

S

I

S

6% (. —u),

)¢ ) (a7 ) a7 ).
S @) o e (a7 — ) 82T ).
@ e e (o —u) a7 — ),

8 (x —y), (5.61)
o @) e o —u) 8 a7 — ),

Y @)¢ e —u) 8 a7 — ),

0° (x —y),

= —Ze@e(v -y )& (T —y7),

= imgy~ (v)e( v —y )P (T —yT),



{% (z), Ay (y)} = —%g% ()| 2= =y |0* (2" —y"),  (5.62)

[Ac@) o) = Sgp()e (e —u) o (o7 —uT),
{ Ap (x) , Uy (u)}D1 = %gg@* (w)e(z™ —u) OL8? (7 — uT).

De esta manera, los DB que pueden ser asociados al campo ¢ (x), se calcula
a partir de (5.60) y (5.61) con los siguientes términos relevantes:

{e@.Bw)} = {¢@.B)} Dy (u,0)

D2

- /d3ud?’v { ¢ (x), Uy (u)}

D1 D1

{ v ). By (y)}

Dl

De manera que se establece que los tinicos D2 con las variables que se consideran
independientes son :

{e@ .0 W)} =-Tel—ys (T —aT), (5.63)
{p@ aw}, = Zea -y [o@ o —y|- [arel —v)
p)e(v — y‘)} , (5.64)

De manera similar, los corchetes de Dirac D2 correspondientes al campo ¢* (x)
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se deducen de:

{v@Bw}, - {80}, - [¢u{sw nw} bilw)
(w080}, - [Puto{s @ 1w}, D} o)
{0 By} - / Pudv { " (@), Vi ()} Dy (u,0)

resultando que el iinicos DB diferentes de cero seran con los campos ¢ (y) y
A, (y), con lo cual:

(@ w}), = e - e @l -r]-g [de o)
e(z”—v)e(v —y‘)} (5.65)

Ahora, los restantes corchetes de Dirac D2 relacionados con el campo A, (z)
se derivan de:

(@B}, - {4080}, - [due{dw vw)

D2 D1

D1

5
Dy} (u,v) { U5 (v), B, (y)}m - / Bud { Al (2), Uy (u)}
DR (n0) {05 () Byw)} - / Pudv { A, () 0 ()}
B}

D1

D1
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a partir del cual resulta:

- lg—m / dud’v [ (u) " (v) + ¢* (u) @ (V)] € (27 —u7)
52 (zT —uT)e ( U — v_) 52 (uT —vT)e ( v o— y_) 5’ (0T —yT)
(5.66)

{4 @), 4.0}

D2

{A+ (), Ay, (y)}D2 —~ % | @™ =y 950% (2T —yT). (5.67)

En el caso que se consideren los campos Ay (r), es posible mostrar que los
corchetes de Dirac diferentes de cero con ésta variable son:

{A@). 7 W)} =6 @-y). (5.68)

D2

5.7. Conjunto Final de Corchetes de Dirac

Finalmente, el conjunto de vinculos que restan por ser invertidos bajo la
definicion de los corchetes de Dirac D2 son:

@ =P — 0" A, (5.69)

a partir de los cuales se construye la tltima matriz de vinculos, cuyos elementos
son definidos por:

Fu(oy) = {¢"@),0' )} =200 (x —y),

D2

donde su correspondiente tiene la forma:

1
Fl (v,y) = —1526 (27 —y )8 (2T —yT). (5.70)
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De acuerdo con (5.70), es posible introducir el conjunto final de corchetes de
Dirac entre dos variables dindmicas A, (z) y By (y) de la siguiente manera:

{As(z),Bu(y)tp = {Au(2),By(y)}ps — /dsUdgv {Ay(2),9" (u)}py Fp;l (u,v)
{67 (v), By (y)} po
— {8 @) By} o+ 7 [ Pud's (A, (@).67 ()}

e (u —v7) & (uT = o) {¢? (1), By (4)} o (5.71)

Bajo la definicion de los corchetes de Dirac D2 y el conjunto de vinculos (5.69)
se puede considerar como variables independientes a los campos (Ay, Ay, p, , ¢*).
Entonces, con el proposito de calcular los DB finales entre ellas se utilizaran las
siguientes relaciones:

{Ak(:v),gbp(u)} = 8 (x — ),

{ Ay (), ¢ (u)}D2 = —%e (27 —u") 8;;"52 (T —ul),
{e@ow} =0 . {e@ow) =0 672

En el caso que se considere el campo Ay, (), los términos relevantes de la relacion
(5.71) son:

{Ak(x),Bb(y)} — {Ak(x),Bb(y)} —|—i/d3ve(aj_—v_>52(xT_vT)

D D2

{¢¢).B.w)} .

D2

Con base en (5.73) es posible mostrar que:
1
{Ac@), )} =0k (™ —y) & @ =y, (5.73)

(4@ Avw)} = —3lo —y | ). (57)

D
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{A@).ew} =0

D

{A@.¢m} =o. (5.75)

D

De la relacion (5.71) se puede verificar que cuando A, () = ¢ (z) 6 A, (z) =
©* (z), se cumple:

{e@.By)} = {¢@) B}

)
D2

D

{r@Bw} = {e@.BW)} . (5.76)
de manera que los corchetes de Dirac asociados a los campos ¢ () y ¢* (x) son:
{p@ ¢ )} = ~Telw—yd @ —am),

{gp(az),A+ (y)} = %952 (T —yT) {gp (a:)‘ xrT—y | — Z/dv_e (:U_ —U_)

D2

{v@aw}), = -Zea - @l |- [dre@ -0)
P (v)e (v — y)} : (5.77)

Finalmente, cuando se estudia el caso A, (x) = Ay (z), se concluye que los
términos a considerar de la expresion (5.71) son:

{A+(:c),Bb(y)} = {A+(x)’Bb(y)}D2
e(u—v){ﬁﬁp(v)aBb(y)} ’

D2

1. [ L
. —gap/du dPve (x7 —u7) 6 (a7 —o7)

a partir del cual se infiere que:

(@ aw), = 2 [ Fudlo@e @)+ ¢ We@le(a - o)
6% (T —uT)e (v —v7) 6Z(uT —vT)e (v —y) 6% (vT —yT)
—é%Vi(SQ (a7 — yT)/du_e (z7—u)|u —y | (5.78)
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Utilizando, nuevamente la forma fisica de la funcién de onda del campo DKP
para el sector de espin 0, es posible nuevamente mostrar la equivalencia entre los
resultados derivados en SQE D, y la electrodinamica escalar de primer orden.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo consideramos los aspectos clasicos mas importantes de la
electrodinamica escalar de primer orden en las coordenadas de plano nulo. Se
sabe que una teoria de campos en las coordenadas de plano nulo sera siempre
descrito por un Lagrangiano singular, lo cual requiere que un tratamiento ade-
cuado sea utilizado de manera de lograr un analisis consistente con los vinculos
que resulten en una teoria particular. Debido al caracter singular de la teoria,
la formulacion de Dirac para estudiar sistemas con vinculos fue utilizada.

En el capitulo 2 del trabajo se realizo una analisis consistente de la elec-
trodinamica escalar, SQFED,, en las coordenadas de plano nulo y varias ca-
racteristicas se presentaron que contrastan con su contraparte desarrollada en
las coordenadas de instante forma. Después de obtener y clasificar todos los
vinculos correspondientes a la teoria se observo que uno de los primera clase,
que se identifica como la ley de Gauss, resulta de una combinacién lineal de
los vinculos del sector electromagnético y escalar. Este vinculo es el resultado
de la existencia de vinculos asociados al sector escalar. Cuando el analisis de la
teoria se realiza en las coordenadas del instante forma es posible mostrar que
la ley de Gauss no tiene contribucion escalar ya que éste sector esta libre de
vinculos.
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Después de seleccionar las condiciones de gauge de plano nulo, los vincu-
los de primera clase se tornan de segunda, no en tanto, fue necesario importer
apropiadas condiciones de frontera sobre los campos con el fin de eliminar el
subconjunto oculto de vinculos de primera clase, lo que garantiza que la inversa
de la matriz de vinculos de segunda clase este bien definida. Los corchetes de
Dirac de la teoria fueron derivados de manera consistente y se cuantizaron via
principio de correspondencia. Las relaciones de conmutacion obtenidas son con-
sistente con aquellos resultados reportados en la literatura [93]. Sin embargo, las
relaciones de conmutacion que involucran al operador de campo A, nu fueron
derivados por Neville and Rohrlich, quienes afirmaron que dichas expresiones
podrian ser obtenidas resolviendo las ecuaciones de vinculo a nivel cuantico.

En el capitulo 3 se introdujo la teoria de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) que
es una formulacion relativista en primer orden para describir particulas de espin
0 y 1. Se estudio las propiedades generales de la ecuacion de DKP y el algebra
de las matrices B que la identifican. Posteriormente, se analizo la covarianza de
la ecuacion de DKP y la ley de trasformacioén de los campos fundamentales. En
seguida, se examino las representaciones irreducibles de la teoria d DKP y se
mostré la equivalencia entre éste formalismo y el formalismo de Klein-Gordon-
Fock cuando se selecciona el sector de espin 0 6 con el formalismo de Proca
cuando se considera el sector de spin 1. Debido a la dependencia lineal en la
derivada de los campos, la densidad Lagrangiana asociada a la teoria de DKP
se caracterizar por ser singular. Por tanto, el método de Dirac fue necesario
utilizar con el fin de dar un manejo apropiado a la estructura de vinculos que
la teoria presenta y encontrar los apropiados grados de libertad y corchetes de
Poisson consistente con ellos. Finalmente, se discutio el acoplamiento minimo
electromagnético en la teoria de DKP.

En el capitulo 4 se analizo la teoria de DKP libre en las coordenadas de plano
nulo. La naturaleza singular de la teoria resulto mas evidente en este sistema
de coordenadas, ya que a diferencia de su contraparte, en las coordenadas de
instante forma, la teoria posee un nuevo conjunto de vinculos secundarios y
terciarios. Su presencia pone de manifiesto que los multiplicadores de lagrange
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que se deben considerar para estudiar la dinamica de los campos no se pueden
fijar completamente y el niimero de componentes a determinar depende de la
representacion de los campos a considerar. Con el fin de ponen en evidencia los
vinculos secundarios que resultan fue necesario introducir un nuevo conjunto
de proyectores, los cuales se identifican por ser los que extraen las componentes
de los campos de DKP. Ya definidos éste conjunto de vinculos, se procedié a
determinar los grados de libertad correspondientes ala teoria y los corchetes de
Dirac asociados a estas cantidades. Se pudo observar que las expresiones que
resultaron eran equivalentes a aquellas que se derivan para el campo escalar de
KGF complejo en las coordenadas de plano nulo que se derivaron en el capitulo

3.

En el ultimo capitulo, se estudio la electrodinamica escalar de primer orden
que se interpreta como la interaccion de un campo escalar descrito por el campo
DKP con el campo electromagnético. Como era de esperar, las estructura fun-
cional de los vinculos es completamente diferente de aquella que se obtuvo en el
formalismo de segundo orden de la SQ E D,. Se mostré con detalle la estructura
de vinculos que el sistema posee y se pudo visualizar directamente, que en el
Iimite cuando la constante de acople tiende a cero se reproduce los resultados
que se conocen en las teorias libres, lo que garantizé la coherencia de los resul-
tados derivados. Se pudo mostrar, cuando los vinculos fueron clasificados, que
uno de los vinculos de primera clase, que se identifica como el equivalente de la
ley de Gauss para la teoria en interaccion, resulta de una combinacion de lineal
de los vinculos del sector electromagnético con los vinculos primarios del sector
DKP. Un andlisis detallado, permite identificar a los campos (¢, ¢*, A;) como
las coordenadas independientes de la teoria. Los corchetes de Dirac entre estas
variables fueron calculadas y se mostro que son equivalentes a los resultados
obtenidos en el formalismo de segundo orden, cuando la representacion fisica
de los campos DKP es considerada.
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Apéndice A

Coordenadas de Plano
Nulo

A.1. Notacion

Las coordenadas de plano nulo se interpretan en términos del tiempo de
plano nulo x* y la coordenada longitudinal x~ las cuales se relacionan a las
coordenadas x° y x® a partir de las siguientes ecuaciones de trasformacion:

o b=
+ = = Al
rh = , x = : (A.1)
V2 V2
con las coordenadas transversales ¥+ = (x',2%) manteniéndose las mismas.
Asi, el cuadrivector de posicién es denotado como xt = (x*,xl,xQ,a:’) =

(x+, xt, a:_), de manera que la métrica tendra la siguiente representacion:

0 0 0 1
Sy v
1 0 0 0
En forma explicita, es posible deducir las siguientes relaciones,
st =2 |, v =2, , z-y=ay +xy"—at -y, (A.3)
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donde las derivadas en relacion a las variables % y x~ son definidas por:

0 0

=575 0 -=5°

(A4)

con 0" = 0_.

A.2. Problema de Valores Inicias Sobre el Plano
Nulo

Considérese el campo escalar real libre masivo clasico ¢ (x) que satistace la
ecuacion de Klein-Gordon-Fock:

(O, +m?) ¢ (z) = 0. (A.5)

Es conocido que sobre una superficie tipo espacio Y, un conjunto completo de
condiciones iniciales se establecen si se especifica el campo y sus derivadas sobre
dicha superficie. Ahora, la cuestion seria saber cual es el valor del campo en un
punto arbitrario y fuera de la superficie. La solucién a este problema parte del
siguiente teorema [44]:

Teorema 1 Fn un punto y fuera de la superficie tipo espacio X el campo es dado
por:

bly) = / 0z [A @y — 2) 86 (z) — 6 () A (y — )]
— /Zd‘le(y—x)(%qﬁ(x), (A.6)

donde A (y — x) es la funcion de Schwinger que tiene las siquientes propiedades:
es solucion de la ecuacion homogénea de Klein-Gordon-Fock (KGF), es real, nu-
la fuera del cono de luz y es antisimétrica. Por tanto, el campo asi determinado
corresponde a la propagacion causal o sea, ¢ (y) es solo influenciada por puntos
x € X que estdn atrds o delante del cono de luz asociado a y, dependiendo de
sty estd después o antes de 2 (ver Figura A.1)

154



Figura A.1: En la primera figura el punto y es influenciado causalmente por
puntos que estan en Y. En la segunda figura y influencia causalmente aquellos
puntos que estan dentro de su cono de luz en ..

Si es seleccionada ¥ como una superficie plana con tiempo constante z° =
cte, la solucion apropiada del problema de valores iniciales se escribe como:

o (y) = / B (y — 2) 0 (). (A7)

La solucion tradicional de teoria de campos es basada en la bien entendida
teoria de Cauchy-Kowalewski de las ecuaciones hiperbdlicas [45], que propor-
ciona teoremas para la existencia y unicidad de las soluciones cuando el campo y
sus derivadas temporales son conocidas sobre una hiper-superficie tipo espacio.

Ahora, surge la controversia sobre la existencia y unicidad de las soluciones
para condiciones impuestas sobre el plano nulo. Con el fin de responser a ello,
la ecuacion diferencial (A.5) se expresara en términos de las coordenadas de
plano nulo

(070" + 0,0, + m*) p=0.. (A.8)

En término de las coordenadas de plano nulo, la ecuacion de KGF se expre-
sa en la forma candnica de una ecuacion diferencial hiperbdlica [45] y x* son
denominadas superficies caracteristicas de la ecuacion diferencial. En la teoria
de ecuaciones diferenciales parciales se demuestra que especificar el valor del
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campo y un numero finito de derivadas sobre una caracteristica no determina
una solucién tnica de la ecuacion diferencial [46]. Asi que se esta tratando con
un problema de valores iniciales caracteristicos cuando se desea resolver (A.8),
lo que implicara que se deben precisar condiciones sobre ambas caracteristicas
o™ = cte. El problema de valores iniciales caracteristicos se formula de la si-
guiente manera: Determinar una solucion ¢ (x*,x~) que satisfaga las siguientes

condiciones iniciales !,
¢ (e, 2g) =f (%) , o(af.27)=g(a7), (A.9)

v la condicion de continuidad

6 (af,ay) = £ (ai7) = g (x7). (A.10)

Las funciones f y g que especifican ¢ sobre ambas caracteristicas son llamados
de datos caracteristicos. De acuerdo con Neville e Rohrlich [47], la solucién del
problema de valores iniciales caracteristicos se obtiene de la relacion (A.7) y de
utilizar el teorema de Gauss. Entonces, es posible mostrar que:

0 |8ty a) o] =0, (A1)

recordando que tanto ¢ como A satisfacen la ecuacion de KGF. Integrando
la relacién (A.11) en el volumen limitado por ABC' (ver Figura A.2), donde
el plano x° = 0 intercepta la parte de posterior del cono de luz del punto P,
AB: 2=0, BC : 2t =zf y AC : 1~ = z,. Por el teorema de Gauss
resulta:

[atwor s -ndo] -0

o, explicitamente

</AB+/BC+/CA>d2(x)nu{A(y_x)gﬁ(x)]:o, (A.12)

1Se considerard el caso en dos dimensiones por simplicidad.
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Figura A.2: Contorno de integracién usado en la derivacién de (A.12).

donde dY. es un elemento de superficie apropiado y n* es un vector normal a la
superficie. De (A.7) se deriva que,

bly) = / PeA (y — ) 06 ()

— [ A0S [ drAly a0 ). (A1)
CB cA

Debido a que la normal a un plano nulo se encuentra en el mismo plano, el cono-
cimiento de ¢ sobre el plano nulo implica su derivada normal. Asi, se establece
el siguiente teorema [47]:

Teorema 2 La solucion de la ecuacion de KGF (A.8) para m > 0 es unicamente
determinada por (A.12) en la region conexa limitada por la curia formada por
los planos ©= = cte si ¢ se especifica sobre esos planos.

Utilizando el hecho que A desaparece sobre argumentos de tipo espacio,
(x —y)® < 0, las integrales en (A.12) se extienden desde la cuia (punto C
na Fig. (A.2)) hasta +oo, por lo tanto, esas partes que estan fuera del cono
caracteristico de P no contribuyen a la integral. Si se compara (A.12) con (A.7)
se determina que el lado derecho de la solucion del problema de Cauchy, que
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en término de las condiciones iniciales (A.9), se expresa:

> 0 0
o) = [Ty 8ty ) S () A o = g = )|
’ (A.14)

> 0 0
+/x+ dy~ {A (:CJF—:U(J{,x* —y*) %— (y*) %A (:ﬁ—xar) X —y] :

0

Esta es la solucion del problema de valores caracteristicos para la ecuacion
de KGF en el plano nulo en términos de las condiciones iniciales f y g y la
funcion de Schwinger A. Entonces, con el fin de obtener una solucién tinica
es necesario especificar condiciones iniciales sobre las dos caracteristicas y no
solamente sobre una.

Para una teoria cuantica de campos en d = 1 + 1 dimensiones, la relacion
(A.14) implica que se debe cuantizar sobre el plano nulo [48]. Con el fin de
entender mejor esta afirmacion, se sabe que el conmutador de dos campos es-
calares libres se puede expresar en términos de la funcion de Schwinger de la
siguiente forma [49)]:

0 (x),0(y)] =iA(x—y) . (A.15)

De ésta relacion se puede determinar los siguientes conmutadores a tiempos
iguales entre los campos en las coordenadas tradicionales:

6(2),6Wloop =0 |6@).00)] =-idz—y).  (Al6)

20=y0

De Ia expresion (A.7) se puede deducir que:

0.0 = [a{[pow] At -2 -bE o0l SaE-a}

(A.17)
Insertando en esta relacion la expresion (A.16) se obtiene la identidad (A.15).
Asi, la ecuacion (A.17) es una condicion de consistencia que expresa el conmu-
tador para tiempos diferentes 2 > y" a través de las condiciones de Cauchy a
tiempos iguales x° = y° [50).
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Con el fin de derivar una condiciéon de consistencia andloga a (A.17), se
escogera x* = 0; por lo tanto, usando (A.14) se obtiene que el conmutador de
campos a tiempos diferentes es dado por:

0@ 00= [ A= 5 06 0w ()00 A -2
(A18)
R I P ORI S R PN I

lo que implica que para todo x* dos conmutadores independientes deben ser
especificados, '
?

0(2), 0 )]s = —6 (+F —57), (A.19)

es decir, el problema de valores iniciales caracteristicos corresponde a cuantizar
en el plano nulo. En la literatura los conmutadores son especificados sobre una
sola caracteristica, usualmente x* = 0, lo cual es indispensable si se desea
una formulacion Hamiltoniana con un solo parametro de evolucion temporal
2", lo que estaria en contradiccién con los resultados obtenidos. Por tanto,
la cuantizacion sobre una sola caracteristica es posible si condiciones sobre la
segunda caracteristica son impuestas [47, 50]. Un caso interesante resulta si se
mueve el plano nulo = = cte hacia el pasado distante y sobre este imponer
¢ = 0, explicitamente,

lim ¢=0 , Vx , a2 >uxf, (A.20)

T~ ——00

obteniéndose de (A.14) la solucién:
_ o
o= [ dyaE-9d o). (A21)

Consecuentemente, se establece el siguiente teorema:

Teorema 3 Especificado ¢ sobre el plano xt = xf y la condicidon asintdtica

(A.20), la ecuacion de KGF, para m > 0, tendrd una dnica solucion dada por
(A.21) en el plano xt > xf [47].
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Corolério: Cualquier solucion de la ecuacion de KGF que satisfaga (A.20)
y que se anule sobre el plano nulo definido por por x™ = x{, también se anula
para xt > xf.

En (A.21) la integracion sobre y~ se extiende de —oo hasta 400, aun cuando
el conjunto abierto y~ € (x7,00) no contribuya, ya que A desaparece para
argumento tipo espacio. Los puntos del cono caracteristico deberan ser todos
internos al dominio de integracion , ¢ sera correctamente dada por ésta ecuacion
para algin x* > z{, pero en el limite cuando " se aproxima de x] una
condicion de convergencia para ¥~ — 400 sobre la integral (A.21) se hace
necesaria. Asi, se impone la siguiente restriccion adicional:

lim ¢ =0 , sobre z* =z, (A.22)

T~ —00

¥, con esto, se verifica la consistencia de (A.21) tomando P sobre el plano nulo
+
xy [47].
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