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Resmen

Una manera alternativa de generar masa a los campos gauge consiste
en romper simetria a través de mecanismo de Higgs. En QED es posible
atribuir una masa al foton y aun mantener una teoria renormalizable y
unitaria. Tal posibilidad no ocurre en teorias de gauge no abelianas, sin
embargo, existe un mecanismo de rompimiento dinamico de simetria
donde los campos de la teoria se reorganizan generando el equivalente
del boson de Higgs y campos de gauge masivos. Un ejemplo cldsico de
este tipo de teorias es el modelo de Nambu-Jona-Lasinio y el mecanismo
es denominado rompimiento dinamico de simetria. En este proyecto se
estudiara la estructura canonica de la densidad Lagrangiana propuesta
por Cornwall que le da masa al campo electromagnético y aun garan-
tiza la invariante de gauge de la teoria. Para cumplir este proposito, se
utilizara la formulacion de Dirac y de Faddeev-Jackiw que permite de-
ducir en forma natural la estructura simplética del espacio de face y los
paréntesis generalizados de la teoria.
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Teoria Cldsica de Campos. Electrodinamica de Proca. Invariancia
de Gauge. Formulacién de Dirac. Formulacion Simplética de Faddeev-

Jackiw.
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Capl'tulo 1

Introduccion

Uno de los mayores triunfos del siglo diecinueve fue la formulacidn
de Maxwell para describir matematicamente de una manera unificada
los fenomenos electromagnéticos. Su principal implicacion fue el hecho
que toda radiacion electromagnética se propaga en el vacio con velo-
cidad constante. Las evidencias experimentales confirman que toda la
radiacion electromagnética se propaga con la velocidad de la luz en un
amplio rango de frecuencias, lo que implica que el cuanto de luz, es decir
el fotén, parece no tener masa [1]. Ahora, el éxito de la electrodindmica
cudntica (QED) ha dado lugar a una total aceptacién de este concepto, sin
embargo, experimentos han sido realizados con el fin de probar directa o
indirectamente si el fotén tiene masa o no. De un punto de vista tedrico,
si la masa del fotén fuera diferente de zero, la teoria electromagnética
clasica y la QED mantendrian siendo validas a pesar de la perdida de
invariancia de gauge. Por otra parte, una masa del fotén finita seria com-
patible con los principios de la fisica de particulas y su valor solo podria
ser determinada a partir de experimentos y observaciones.

La formulacion relativista de la electrodindmica cuantica de Tomo-
naga aclara el hecho que la electrodinamica cudntica covariante y su
prescripcién de renormalizacion puede conducir exitosamente con todos

los problemas asociados con la masa del electron, la carga del electron,
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las variables de campos del electrén y el fotén. Sin embargo, encuentra
dificultades con la masa del foton ya que su substraccion no se podria
realizar en una forma natural y verosimil como ocurre con los infinitos
asociados a la carga y a la masa del electron. La substraccion de la ma-
sa del fotén que se considero, fue considerada como arbitraria, lo cual
podria resultar en drdsticos cambios en las ecuaciones de Maxwell para
la radiacion. Asi, se sugeria que no se podria manejar simultdneamente
una teoria de fotones masivos y el principio de invariancia de gauge [2].

Surgieron asi propuestas de teorias efectivas que intentaban man-
tener estos dos principios, fotones sin masa e invariancia de gauge. La
primera, fue formulada por Podolsky, Schwed and Bopp [3] y es descrita
por la siguiente densidad Lagrangiana:

1
L - _ZFPV

donde el tensor de campo electromagnético es definido en la manera

P4 L2 pmanp
9 A Mo

usual de la siguiente forma: F,, = d,A, — d,A,.. Este modelo, por Io tanto,
propone considerar derivadas de orden superior en los campos. La teoria
electromagnética de Podolsky, como se la conoce, resuelve el problema de
la energia infinita en el caso de la electrostdtica y da la correcta expresion
para la auto fuerza de las particulas cargadas a cortas distancias [4].
Ademads, se demostré que el Lagrangiano anterior es la unica posible
generalizacion del campo electromagnético que preserva invariancia de
gauge por el grupo de simetria U(1) y produce ecuaciones de campo que
aun son lineales en los mismos. Una predicciéon importante del modelo,
es la existencia de fotones masivos cuya masa es proporcional al inverso
del pardmetro de Podolsky a. La determinacion de un valor superior
para la masa del fotén es actualmente de interés [5, 6].

Una manera alternativa de generar masa a los campos gauge consiste
en romper simetria a través de mecanismo de Higgs. En QED es posible
atribuir una masa al foton y aun mantener una teoria renormalizable y
unitaria [77]. Tal posibilidad no ocurre en teorias de gauge no abelianas,

8



9

sin embargo, existe un mecanismo de rompimiento dindmico de simetria
donde los campos de la teoria se reorganizan generando el equivalente del
boson de Higgs y campos de gauge masivos. Un ejemplo clasico de este
tipo de teorias es el modelo de Nambu-Jona-Lasinio [8] y el mecanismo
es denominado rompimiento dindmico de simetria.

Analicemos como en el caso abeliano es posible construir una La-
grangiana masiva invariante de gauge. Consideremos la densidad La-
grangiana para un modelo dindmico con un término de masa para un
campo vectorial A' propuesto por Cornwall que es descrito por [g]:

L= —iFWFW + ;MQA,JA#,
donde M # 0. Esta Lagrangiana corresponderd a una teoria con un
boson vectorial masivo y es denominada de electrodindmica masiva o La-
grangiana de Stueckelberg. Esta Lagrangiana no es invariante de gauge,
sin embargo, para garantizar esta simetria, se re escribird de la siguiente
forma .

1

1 1 ’
L=— FFy+ M? A,J+€((7,JU)U—1] , (1.1)

4

donde e es una constante de acoplamiento y

U(x) =exp[—i6(x)].

Esta Lagrangiana es invariante por las siguientes transformaciones
1
U->vu , A, ->VAVT4+-Vi VT,
e

donde V' es una matriz de transformacién del grupo de simetria U(1).
Basicamente, éste modelo pertenece al mismo grupo de simetria de la
electrodindmica de Maxwell con la diferencia que posee un término de

masa.

A la mitad del siglo pasado, Dirac impuso dos requerimientos sobre
sistemas dindmicos relativistas: relatividad espacial y que las ecuaciones
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de movimiento deban ser expresadas en forma Hamiltoniana. Estas con-
diciones no definen el sistema dinamico pero limitan las posibles formas
que éste pueda tener. Una completa descripcion de la dinamica implica
que se especifique todas las posibles interacciones que el sistema pueda
tener. La evolucion de un sistema en mecanica no relativista es deter-
minada por el Hamiltoniano: el estado del sistema en un instantet = cte
permite calcular su comportamiento en un instante posterior. Dirac pro-
puso tres diferentes formas de dinamica relativista dependiendo del tipo
de superficies donde las condiciones iniciales fueran especificadas [10].
La primera forma, identificada como instante forma , es aquella cuando
se selecciona una superficie tipo espacio y es la que frecuentemente se
utiliza. La segunda, punto forma, consistente de una rama de la superficie
2

hiperbdlica xt'x, = x*, xo > 0 y finalmente, el frente forma o plano nulo, es

una superﬁcie asociada a una onda de luz.

En el instante forma dos puntos a tiempos iguales poseen separacion
tipo espacio y por tanto los campos definidos en esos puntos son canti-
dades independientes. Sin embargo, en el plano nulo la situacion difiere
porque el principio de micro-causalidad conduce a un requerimiento de
localidad en las componentes transversales y de no localidad en la coor-
denada longitudinal [11]. Las coordenadas de plano nulo no son relacio-
nadas por una trasformacion de Lorentz a las coordenadas tradicionales
utilizadas en el instante forma y como tal las descripcién del mismo con-
tenido fisico en una teoria dindmica sobre el plano nulo podria resultar
diferente del aquella descrita en el tratamiento convencional [12].

Una importante ventaja sefialada por Dirac de la formulacion de plano
nulo es que siete de los generadores del grupo de Poincare son cinemati-
cos mientras que en el tratamiento convencional solo seis tiene esta carac-
teristica. Otra interesante particularidad de una teoria relativista descri-
to en el plano nulo es que da origen a Lagrangianos singulares, es decir,
a sistemas dindmicos con vinculos [13]. Esto en general conduce a una
reduccion en el numero de operadores de campo independientes en el
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correspondiente espacio de face.

Neville and Rohrlich [177] observaron que la cuantizacién sobre el
plano nullo significa cuantizar sobre las superficies caracteristicas de las
ecuaciones de campo cldsicas, es decir, se debe especificar condiciones
sobre ambas caracteristicas, x* = cte, x~ = cte, y no solo sobre un plano
nulo. No obstante, McCartor [18] demostré que al cuantizar fermiones sin
masa en (14 1) en ambas caracteristicas implica que existan conmutado-
res aiguales x* y x~ en la descripcion Hamiltoniana y asi dos pardmetros
de evolucién temporal dificultara determinar una unica formulacion Ha-
miltoniana. Con todo, Steinhardt [19] destaco un importante problema
asociado al procedimiento de cuantizacién sobre el plano nulo. Después
que la condicion de gauge ha sido introducida y los vinculos han sido
eliminados de la misma de tal manera que no existan mas transforma-
ciones de gauge propias, existen transformaciones de gauge impropias
que son consecuencia de no definir apropiadamente las condiciones de
frontera y que por ende no se pueden suprimir introduciendo condicio-
nes de gauge adicionales ya que pueden excluir posibles estados fisicos
[20]. Ademads, la presencia de las transformaciones de gauge impropias
no permite definir coherentemente los conmutadores de la teoria,

Se ha observado que una caracteristica fundamental de una teoria
relativista sobre las coordenadas de plano nulo es el hecho que el La-
grangiano que la describe se torna singular, es decir, que ésta se torna
un sistema dinamico con vinculos, por ende, un procedimiento apropiado
debera ser utilizado con el fin de cuantizar la teoria correspondiente.

Dirac [13] desarrollo un formalismo candnico generalizado que per-
mite establecer un procedimiento sistemdtico para estudiar cualquier
Lagrangiano singular e incorporar de manera consistente los vinculos,
logrando escribir las ecuaciones de movimiento en forma candnica en
términos de un Hamiltoniano generalizado conocido como Hamiltoniano
primario [21]. El formalismos de Dirac constituye el punto de partida
para cuantizar canonicamente teorias gauge ya que el método permite
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deducir de manera natural los grados de libertad la teoria y deducir un
conjunto de corchetes generalizados, conocidos como corchetes de Dirac,

los cuales se cuantizan via principio de correspondencia [22].

El formalismo de Dirac clasifica los vinculos en primera y segunda
clase los cuales tienen la siguiente interpretacion: los vinculos de segun-
da clase permiten reducir el espacio de fase de manera unica en cuanto
que los de primera clase poseen la propiedad fundamental de estar aso-
ciados con la simetrias de gauge de la teoria [22]. Uno de los aspectos mas
discutidos del formalismo Hamiltoniano para sistemas singulares ha sido
la conjetura de Dirac [23], segun el cual todos los vinculos de primera cla-
se, primarios y secundarios, actian como generadores independientes de
transformaciones candnicas infinitesimales que no alteran el estado fisico
del sistema. Si la hipdtesis es correcta, la dindmica del sistema se des-
cribe en forma alternativa en términos del denominado Hamiltoniano
extendido el cual se obtiene adicionando al Hamiltoniano primario todos
los vinculos secundarios de primera clase acompafiados por multiplica-
dores de Lagrange. La importancia de la conjetura de Dirac radica en
el hecho que solo el Hamiltoniano extendido conduce a procedimientos
consistentes para cuantizar teorias gauge e incorpora la maxima liber-
tad de gauge que la teoria posea. Sin embargo, una dindmica basada en
el Hamiltoniano extendido ha sido cuestionada por muchos autores [24]
por el hecho que las ecuaciones de movimiento en este formalismo no
son estrictamente equivalentes a su contraparte Lagrangiana.

Al final de la década de los ochenta, Faddeev y Jackiw [25] desarrolla-
ron una nueva formulacidn alternativa para cuantizar sistemas dindmi-
cos con vinculos siguiendo un tratamiento geométrico badsico basado en
la estructura simpléctica del espacio de fase [26] y aparecié como una
opcion al tradicional y exitoso método propuesto por Dirac. EI método
consideraba Lagrangianos de primer orden en las derivadas temporales,
no obstante, aun cuando inicialmente pareceria que restringe el tipo de
sistemnas fisicos a los cuales puede ser aplicado, se debe recordar que una
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teoria descrita por lagrangianos de segundo orden se puede transfor-
mar en uno de primer orden expandiendo el espacio de configuracion.
Esta nueva formulacion para analizar sistemas singulares es conocido co-
mo método de Faddeev-Jackiw y consiste en diagonalizar, por medio de
una transformacion de Darboux, la matrix 2-forma simpléctica asociada
al Lagrangiano. Si la matriz es singular se obtiene nuevos vinculos los
cuales se incorporan al Lagrangiano. El procedimiento continua a través
de una nueva diagonalizacidn y finaliza cuando una matrix simpléctica
no singular es obtenida y que que estard asociada a los paracentesis ge-
neralizados en el espacio de face reducido. El método pone en evidencia
las variables ciclicas lo que permite identificar ficilmente las ecuaciones
de los vinculos que serdan usadas para eliminar las variables superfluas,
reduciendo de este modo el espacio de face.

La importancia de método de Faddeev-Jackiw radica en el hecho que
no surge la necesidad de clasificar los vinculos en primera y segunda clase
y permite obtener los corchetes generalizados apropiados para cuantizar
el sistema fisico sin seguir paso a paso el método de Dirac. Ademads, evita
procedimientos engorrosos y complicados que surgen en el método de
Dirac.

La equivalencia entre estos dos métodos no esta bien establecido pues
cada una de ellos tienen sus propias caracteristicas que se mantienen
durante su aplicacidn. A pesar de ello, la principal diferencia entre estos
métodos radica en el hecho que en Faddeev-Jackiw la reduccién del es-
pacio de fase conduce directamente a los grados de libertad del sistema
en cuanto que en Dirac aun cuando se puede eliminar variables redun-
dantes mediante la implementacion de los corchetes de Dirac calculados
con los vinculos de segunda clase, aun permaneceran grados de libertad
superfluos asociados a los vinculos de primera clase los cuales sola serdn
eliminados hasta hasta que se fijen las condiciones de gauge. En el méto-
do de Faddeev-Jackiw la reduccidn del espacio de face, cuando vinculos
de primera clase estan presentes, se puede realizar sin afectar el conte-
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nido fisico de la teoria. Estos significa que el método de Faddeev-Jackiw
fija la condicidn de gauge implicitamente durante la ejecucion del propio
método, lo que dara origen a los grados de libertad fisicos.

El idea del presente proyecto es realizar un estudio canonico de la
teoria descrita por la densidad Lagrangiana (6.1) que describe fotones
masivos en las coordenadas de instante forma y de plano nulo. Para ello,
se utilizara el método de Dirac y el de Faddeev-Jackiw. Se pretende de-
ducir el espacio de face reducido y los paréntesis generalizados los cuales
se cuantizaran aplicando el principio de correspondencia. Finalmente, se
pretende encontrar la equivalencia entre estas dos formulaciones.
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Capl'tulo 2
Plano Nulo

Dirac establecié que un sistema relativista deberia cumplir con dos
requisitos [1]:

» La relatividad exige que las leyes de la fisica se expresen en térmi-
nos de un sistema de coordenadas curvilinea en el espacio-tiempo
y que ademads ellas deban ser invariantes por transformaciones de
un sistema de coordenadas a otro.

» Segun la mecdnica cudntica, las ecuaciones de movimiento tienen
que ser expresadas en forma Hamiltoniana.

Estos requerimientos no definen un sistema dindmico pero si limitan
las posibles formas que este puede tener. Una completa descripcion de
la dindmica del sistema implica que se deba especificar todas las posi-
bles interacciones. Por tanto, es de vital importancia considerar nuevos
sistemas dindmicos y verificar si ellos describen el mundo atémico de
una manera mas adecuada [1]. Después de todo, estos nuevos sistemas
dinamicos deberdn cumplir con los requisitos de relatividad general y
las ecuaciones de Hamilton de movimiento.

Por otra parte, la dindmica no relativista tiene una unica forma posi-
ble ya que las interacciones deben estar contenidas en el Hamiltoniano
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y todos los otros generadores del grupo de Galileo son independientes de
la interaccion. De acuerdo a Dirac, el problema central para una general
formulacién Hamiltoniana es proporcionar una representacion particu-
lar de los dies generadores del grupo de Poincare los cuales son definidos
por las siguientes relaciones de corchetes de Poisson:

gPV,P”g =0
gMﬂv,ppg — g'fPI— gltp
gMW,MPU% = gl M"? — gl M" — g" MM + g M | (2.1)

en términos de un conjunto de variables dindmicas independientes, tales
como las coordenadas, los momentos, el espin, etc. Por lo tanto, alguna
teoria dindmica invariante de Poincare que describe por ejemplo la in-
teraccion de particulas deberd proporcionar una realizacion particular
del dlgebra de poincare (2.1).

Una realizacién elemental de (2.1) consiste en escoger un punto del
espacio-tiempo xH y su respectivo momento conjugado p” como variables
candnicas de tal manera que Satisfagan la siguiente é]gebra:

gx“,p”g =—gl | 396",96”% =0 |, 3pf‘,p”§ =0, (2.2)

de tal manera que los correspondientes generadores de Poincare tienen
la siguiente estructura:

Pl=pl , M =xlp —x'ph, (2:3)

con lo cual se puede mostrar que (2.1) es satisfecha. Sin embargo, a pesar
de que (2.3) es una representacién covariante sufre de varias deficien-
cias. Por ejemplo, ésta no describe ninguna interaccidn; para un sistema
de particulas los generadores son simplemente la suma de los generado-
res de una simple particula. Ademds, la representacion (2.3) no lleva en
consideracién las condicién on-shell p* = m* que garantiza la causalidad
relativista.
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Con el fin de solucionar ésta situacidn se procede a elegir una variable
de tiempo, es decir, una foliacién del espacio-tiempo X con normal tipo
luz o tipo tiempo. La superficie Y. deberd ser escogida de tal manera que
ésta cruce todas las posibles lineas de mundo una y solo una vez. A parte
de esta necesaria consistencia con causalidad, la foliacidn parece arbitra-
ria. A pesar de ello, dada una particular foliacion uno puede preguntar
por los generadores de Poincare que dejan la hiper-superficie Y. inva-
riante. El conjunto de tales generadores definen un subgrupo de grupo
de Poincare llamado grupo de estabilidad Gy, de X.. Los generadores aso-
ciados son llamados cinematicos en tanto que los otros son denominados
dinamicos. Los generadores dindmicos mapean Y. en otra hiper-superficie
Yy por tanto involucran la evolucion temporal. Por tanto, se espera que
éste tipo de generadores dependan del Hamiltoniano y en consecuencia
de la interaccion, ya que es una cantidad dindmica.

Se espera que el grupo de estabilidad que corresponde a una hiper-
superficie irregular y que no tenga un alto grado de simetria sea vacio.
Por ende, se exigird que el grupo Gy, actué transitivamente sobre 1, es
decir, que dos puntos sobre Y. se puedan conectar por una trasformacion
que pertenece a Gy..

La construccion de una teoria dindmica se realiza en dos pasos:

» Primero se especifica los generadores del grupo de estabilidad, es
decir, se determina la cinemadtica en la superficie Y.. La caracteristi-
ca principal de estos generadores es su independencia de la inter-
accion con lo cual las variables dindmicas y los estados fisicos se
transforman, bajo el grupo de estabilidad, de un manera simple.

» Se tienen en cuenta los generadores de Poincare que no pertenecen
al grupo de estabilidad y que transforman la superficie . en alguno
otra superficie Y. En particular, estos generadores describirdn la
evolucidn del sistema como una funcion del tiempo. Estos genera-
dores contienen toda la informacion de la dinamica del sistema, y
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por ende se conocen comojbrmas Hamiltonianas segﬁn Dirac.

E.l mismo procedimiento puede ser aplicado a la dindamica no relativis-
ta, para la cual el grupo a considerar es el de Galileo. Para este caso existe
una unica superficie inicial con la propiedad de interceptar cada linea de
mundo una sola vez; ésta es la superficie x® = cte. Por lo tanto, hay una
manera posible de dividir el grupo de Galileo en una parte cinemdti-
ca y otro dindamica. El subgrupo de Galileo que mantiene invariante el
instante x° = cte posee nueve generadores, y ademads, se presenta un
simple Hamiltoniano que genera desplazamientos en el tiempo. Dirac
establecio que la unicidad del Hamiltoniano no relativista es perdida en
el caso no relativista. La razon es que la causalidad restringe la familia
de Iineas de mundo y permite un gran numero de superficies %, [1, 3].
En principio, alguna superficie que no presenta direcciones tipo tiempo
podria ser considerada.

Si la hiper-superficie Y. no posee simetrias, el grupo de estabilidad es
nulo, en este caso, la descripcion no contiene la parte cinematica y cada
uno de los dies generadores del grupo de Poincare es un Hamiltoniano.
Por tanto, se considera superficies Y. para las cuales el grupo de estabi-
lidad Gy, puede por lo menos ser transitivo con lo cual todos los puntos
sobre . son equivalentes. Con éste requerimiento adicional existen cinco
clases in equivalentes de superficies [3]. Tres de ellas fueron identificadas
por Dirac [1]:

= E] instante de tiempo v = x° = 0 conocido como instante forma (i).

» Una superficie del hiperboloide r = x? = a? > 0,x° > 0 al que se
denomina punto forma (ii).

» La superficie definida por r = x°+ x> = 0, conocida como plano nulo

(iii).

Una reciente clasificacion de todos los subgrupos del grupo de Poinca-
re tiene en cuenta dos clases posib]es y adicionales de superﬁcies iniciales
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con sus respectivos grupos de estabilidad [4]. Una de ellas consiste en

considerar una de las superficies del hiperboloide 7 = x3 — xi — x3 =

a?> 0, x%> 0 (iv) en tanto que la otra es definida por: 7 = x3 — x3 = a* >
0, x° > 0 (v). Asi, la unicidad de la descripcién Hamiltoniana no relativis-
ta resulta ser cinco veces ambigua en el caso relativista. Es importante
tener en cuenta que si en todas las formas se toma lim.,, 7 = t, exis-
te solo una posible foliacion conduciendo al tiempo absoluto Galileano.
Esto es consistente con el hecho de que no existe una velocidad limite
en el caso no relativista y por tanto la hiper-superficie 3., : t = cte es la

unica que corta todas las posibles lineas de mundo.

Con el fin de determinar cual de los generadores del grupo de Poinca-
re son cinematicos, se utiliza el hecho que la accidn del grupo de Poincare
sobre alguna funcién F (x) es dada por:

1
SF (o) = gF (x),éG% =00y F — G0, (P~ IVF . (2g)

donde 0G = <5a,1PP —% 5@/,U/MIJV es el generador de las trasformaciones
infinitesimales de Poincare. Considerando que X es de la forma X.: 7 =
F(x) y que Pt y M son generadores cinemdticos para algin valor de i
o v, entonces, se deberd cumplir que:

HF=0 , (xtd"—x"d"F=0, (2.5)
es decir, el gradiente y la ”derivada angular”de F (x) deben ser nulos.

Segun Dirac [1], las diez cantidades fundamentales para un sistema
dindmico son tales que algunas de ellas son simples y otras tienen una
estructura mas compleja. Las cantidades complejas son identificadas con
los Hamiltonianos y tienen el mismo papel de un Hamiltoniano en la
dindmica no relativista. En tanto que las cantidades simples serdn iden-
tificadas como los generadores cinemdticos.

La eleccion del tiempo Galileano t =t es generalmente la mas comun,
aun en el caso relativista, por tanto, se construira la representacidon aso-

ciada de los generadores del grupo de Poincare sobre la hiper-superficie
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Y. :t = 0. La idea es usar el vinculo p* = m? para eliminar la variable
conjugadaat y que es: p° = N-p = (p2+m?)1, siendo N un vector normal
al hiper-plano y posteriormente elegir x° = 0 en (2.8). Utilizando la idea
de Dirac [1], se adiciona el vinculo on-shell a los generadores de Poincare
(2.8) mediante multiplicadores de Lagrange,

Pl = pl+ N (p?—m?) (2.6)
MI = xtp” — o pt + A (pQ — mg). (2.7)

Ahora, se impone la condicion de que el lado derecho sea independiente
de p°. Derivando la parte derecha de (2.6) y (2.7) con relacién a p° y
resolviendo se determina los siguientes valores para los multiplicadores
de Lagrange:

S D
QPO ’ - ) - QPO )

0 = AT=0, (2.8)

De esta manera, los generadores de Poincare, por su estructura simple,

de cardcter cinemdtico son:
R i i i
P'=p' |, MY=x'"p—xlp, (2.9)
en tanto que los de cardacter dindmico tienen la siguiente forma:
0_ i0 i
PP=w, , M"=x'oy, (2.10)

con wy, = (p'p' + m?)2. Comparando con (2.3), p° fue substituido por w,
y x se torna nulo.

Como regla se puede observar que los generadores que contienen p°
en la representacién (2.6) y (2.77) tienen en cuenta los multiplicadores de
Lagrange que no desaparecen. Ellos se identifican como los generadores
dinamicos, que en el caso del instante forma son dados por el Hamilto-
niano P° y los generadores boosts M'°. De acuerdo con la relacién (2.5),
para Y. :7 = F(x) =t = cte, se deduce que:

J'F (xc)=0 , (o'd) —acdd")F(x)=0. (2.11)
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de tal manera que X.:t = cte es invariante por rotaciones y traslaciones,
con lo cual se establece que el grupo de estabilidad tiene dimensidn seis.
De otra manera,

0OF () =1#0 , (x°¢ — /%) F (x) =~/ #£0. (2.12)

A parte del Hamiltoniano, los boost son generadores dindmicos por tanto
Y. : t = cte no es invariante por transformaciones generadas por este
tipo de elementos ya que éstos generadores mezclan las coordenadas de
espacio y tiempo. Las representaciones (2.g) y (2.10) garantizan que el
algebra de Poincare sea compatible con el vinculo x® = 0. Utilizando la
relacion{x', p’'} = 0 es posible mostrar que los generadores (2.9) y (2.10)
obedecen los corchetes de Poisson (2.1).

Tal como ocurre en el instante forma, se puede construir la repre-
sentacion asociada a los generadores de Poincare sobre el plano nulo
Y v =0t =x+x° =0 el cual se identifica como un plano tangente al
cono de luz. Esta hiper-superficie puede equivalentemente ser vista co-
mo el frente de onda de una onda de luz plana viajando en la direccidn z
positiva. Por ello, la hiper-superficie Y. := x* = 0 es también denominada
Jrente de luz.

Ahora, con el fin de eliminar la variable candnica conjugada a x*,
que es p~ y posteriormente seleccionar x* =0 en (2.3), se considera que
el lado derecho de las ecuaciones (2.6) y (2.7) sean independientes de
p~. Se puede mostrar los siguientes valores para los multiplicadores de
Lagrange:

1
2p*

-~
+
I
>
I
O
.l
I

xi

_Qp+ ,

AT = =0 , A~ = AT =0, (2.13)

Asi, se obtiene la siguiente representacion de los generadores de Poincare
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de cardcter cinematico:

Pl — pl ’ P+ — p-i- : M+l — _xip'i"
M7~ =—x"p" | MP=ux'p?—xp. (2.14)

En tanto que los generadores dindmico se puede expresar en la forma:

B pipi + m2
p-l—

P~ , Mi=x"p'—x'p”, i=12. (2.15)

Sietes de los generadores de Poincare son cinematicos asi que el plano
nulo conduce al grupo de estabilidad de mayor dimension. La dimen-
sién de los grupos de estabilidad paras hiper-superficies (i), (ii), (iv) e (v)
son 6, 6, 4, 4, respectivamente. Ademds, los grupos de estabilidad de las
superficies (i) hasta (v) no son isomdrficos, con lo cual ellos no pueden
ser deformados uno en otro por difeomorfismos [2]. De esta manera, de
las teorias Hamiltonianas invariantes de Poincare basadas sobre super-
ficies in-equivalentes iniciales en un instante de referencia difieren de
la manera por la cual los dies generadores de Poincare son divididos en
cinemdticos y en dindmicos [3]. EI cuestionamiento que surge es si la di-
ferencia es solo formal o existen consecuencias fisicas inherentes, hasta

el momento no surgen respuestas desde el trabajo de Dirac [1].

Es importante destacar que el Hamiltoniano P~ no contiene una raiz
cuadrada como ya lo habia seflalado Dirac. Sin embargo, existe una sin-
gularidad en p* = O que resulta peculiar y que en el lenguaje de teorias
gauge corresponde a que la matriz de Faddeev-Popov desperezca. Tam-
bién, se puede destacar que para un valor positivo de p* el signo del
Hamiltoniano P~ es también positivo, con lo cual no existe ambiguedad
en el signo de la energia en la formulacion del plano nulo. No obstante,
para una particula de masa cero y pi = 0, el valor de p* = 0 conduce a
un valor indeterminado de P~. Aun, para particulas masivas, se debe dar
una prescripcion para desplazarse alrededor de la singularidad p* = 0.
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2.1. Algebra de Poincaré 29

2.1. Algebra de Poincaré

Se considera un boost en la direccién z con rapidez w, que expresado
en el sistema de coordenadas del instante forma, se escribe de la siguiente
forma:

t' =tcoshw+ zsinhw , z'=zcoshw+tsinhw. (2.16)

Se sabe que las transformaciones de boost mezclan coordenadas espacia-
les y temporales, de la relacién (2.16) se puede determinar que la accion
del boost en el plano nulo tienen la forma:

J—

ol X T =e 0%, (2.17)

x't = e®x”
entonces, las trasformaciones de Lorentz tienen una forma muy simple
en este sistema de coordenadas, donde la caracteristica mas notable es que
las variables x™ y x~ no llegan a ser mezcladas bajo esta trasformacion [4].
Estas simplemente sufren una trasformacion de escala manteniendo el
producto x*x~ invariante. Las coordenadas de plano nulo diagonalizan
el boost en la direccidn z. Se debe notar que los puntos sobre la hiper-
superficie 3 : x* = O son mapeados sobre ella misma, con lo cual, el
generador M*~ = OM30 = —9K3, es cinemdtico. No obstante, los otros
generadores cinematicos M™*" actdan sobre las coordenadas transversales
manteniéndolas inalterables [2, 3].

Las relaciones de corchetes de Poisson no nulos de los siete genera-
dores de Poincare son:

IMP, M = edMY (2.18)
{MlQ,Pz} — FUpi

MY Pt = —2F"

SIM*T Pl = —gUpPT,

com i = 1,2, en tanto que el restante conjunto de corchetes de Poisson
son nulos. Es interesante considerar el grupo de Galileo bidimensio-
nal donde los generadores, para una particula libre de masa m, son: dos
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30 2.1. Algebra de Poincaré

momentos k', un momento angular L = eYx'p/, dos trasformaciones de
boost de Galileo G' = mx', un Hamiltoniano H = % y la masa m que es
el operador de Casimir. Utilizando {x',k/} = 6 e identificando P' & k,
MY o L, M e —2G!, P* < 9m y P~ < H, de puede mostrar que (2.18)
es una subalgebra del dlgebra de Poincare isomorfa al dlgebra de Lie
del grupo de Galileo bidimensional [6]. Las primeras dos relaciones en
(2.18) establecen que M*" y P! se trasforman en vectores bidimensio-
nales. Por tanto, se espera que la cinemadtica del plano nulo muestre un
comportamiento no relativista que es asociado a la dimensidn transversa

y gobernada por el grupo de Galileo bidimensional [7].

Es importante destacar algunas caracteristicas fundamentales de las
coordenadas de plano nulo:

= Las coordenadas de plano nulo x!: (x*, xt, x‘), donde x* = %
y xt = (xl, xQ) no estdan relacionadas por una trasformacion de
Lorentz con las coordenadas tradicionales x! : (xo =t, x!, x? xg)
[8], por lo tanto, la descripcion del contenido fisico de una teoria
dindmica sobre el plano nulo, que estudia la evolucidn temporal
del sistema en x* en lugar de xP, podria ser diferente de aquel
determinado por el tratamiento convencional. Este es el caso de
la descripcion del rompimiento de simetria y del estudio de los
modelos de teorias gauge en dos dimensiones, en donde fue demos-
trado que la cuantizacidn sobre el plano nulo es apropiada para la
exhibicion de los grados de libertad relevantes, lo cual conduce a
un espacio de Hilbert fisico [g, 10].

» En general, se conoce que dos puntos que pertenecen al hiper-
plano x° = cte son separados por distancias tipo espacio (x — y)Q =

0 0\2 9 2 . :

(x -y ) — (X—y) = —(x—y) <0y la separacion se torna ti-
po luz cuando los dos puntos coinciden. Sin embargo, los puntos
en el hiper-plano x* = cte, también tienen una separacion tipo

espacio cuando x' # ', (x — y)Q = (x+ — y*)(x_ — y‘) — (xi — yi)Q —
30



2.2. Problema de Valores Inicias Sobre el Plano Nulo 31

—(xi —yi)Q < 0 y se torna tipo luz en el caso x' = ', no obstante,
con la diferencia de que los puntos no necesitan coincidir ya que
(x_ — y‘) no requiere ser nulo. Este observacién, combinada con
el principio de micro-causalidad, establece que la dindmica en el
plano nulo puede llagar a ser no local con respecto a las coordena-
das longitudinales x~ [11].

» Una teoria dindmica en las coordenadas de plano nulo poseen una
caracteristica fundamental, es descrita por Lagrangianos singula-
res [12] y la construccién de una formulacién Hamiltoniana consis-
tente no es simple. El procedimiento de Dirac [13] o métodos andlo-
gos para el estudio de sistemas dindmicos con vinculos deberdn ser
utilizados. Una formulacion Hamiltoniana cldsica autoconsistente
es la mas conveniente para cuantizar las teorias via principio de co-
rrespondencia de los corchetes de Dirac con los conmutadores /anti-
conmutadores de los correspondientes operadores.

2.2. Problema de Valores Inicias Sobre el Plano
Nulo

Con el fin de iniciar la discusion se considerara el campo escalar real

libre masivo cldsico ¢ (x) que satisface la ecuacién de campo de Klein-
Gordon-Fock (KGF):

(DX + m9)¢(x) =0. (2_19)

Es conocido que sobre una superficie tipo espacio Y., un conjunto com-
pleto de condiciones iniciales consiste en especificar el campo y sus de-
rivadas sobre dicha superficie. Ahora, la cuestidn seria saber cual es el
valor del campo en un punto arbitrario y fuera de la superficie. La so-
lucidn a este problema resulta de la solucion covariante de campo libre
con lo cual se introduce el siguiente teorema [14]:
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32 2.2. Problema de Valores Inicias Sobre el Plano Nulo

Teorema 1 En un punto y fuem de la Supe(ﬁcie tipo espacio X el campo es dado

por:
6(y) = fd‘* A(y =) 376 (x) = ¢ () 7 Ay — )

= fd‘*xA y—x)&ﬁqb(x), (2.20)

donde A ( Yy — x) es la funcion de Schwinger que satisface las siguientes propieda-
des: es solucion de la ecuacion homogeénea de Klein-Gordon-Fock, es real, nula fuera

del cono de luz Y es antisimétrica.

Figura 2.1: En la primera ﬁgura el punto y es influenciado causalmente
por puntos que estan en X.. Ein la segunda ﬁgura Y influencia causalmente
aquellos puntos que estan dentro de su cono de luz en X.

El campo asi determinado corresponde a la propagacion causal o sea,
¢(y) es solo influenciada por puntos x € ¥. que estdn atrds o delante del
cono de luz asociado a 7y, dependiendo de si y estd después o antes de L.
(ver Figura 2.1)

Si es selecciona a Y. como siendo una superﬁcie plana a tiempo cons-
tante x° = cte, la solucién apropiada del problema de valores iniciales se
escribe como:

:/dsxA(y—x) ;?}q“) (o). (2.21)
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2.2. Problema de Valores Inicias Sobre el Plano Nulo 33

La solucion tradicional de teoria de campos es basada en la bien enten-
dida teoria de Cauchy-Kowalewski de las ecuaciones hiperbdlicas [15],
que proporciona teoremas para la existencia y unicidad de las solucio-
nes cuando el campo y sus derivadas temporales son conocidas sobre una
hiper-superficie tipo espacio.

Ahora, surge la controversia sobre las condiciones para la existencia
y unicidad de las soluciones para datos impuestos sobre el plano nulo.
Con el fin de responser a ello, la ecuacién diferencial (2.1g) se expresard
en términos de las coordenadas de plano nulo ":

((?+(?_ + m9)¢ =0. (2.22)

En término de las coordenadas de plano nulo, la ecuacion de KGF se
expresa en la forma candnica de la ecuacién diferencial hiperbdlica [15]
y x* son denominadas como superficies caracteristicas de la ecuacién
diferencial. Ein la teoria de ecuaciones diferenciales parciales se demues-
tra que la especificacidon del campo y un numero finito de derivadas
sobre una caracteristica no determina una solucion unica de la ecuacion
diferencial [16]. Asi que se esta tratando con un problema de valores
iniciales caracteristicos cuando se desea resolver ésta ecuacion, lo que
implicara que se deben especificar condiciones sobre ambas caracteristi-
cas x* = cte.

El problema de valores iniciales caracteristicos se formula de la si-
guiente manera: Determinar una solucién ¢ (x*,x™) que satisfaga:

= Condiciones iniciales,
¢(x",ocg) = f ("), dlag,x)=g(x). (2.23)
= Condicién de continuidad
¢ (xxg,x0) = f (o) = g () (2.24)

Las funciones f y g son denominadas de datos caracteristicos.

“Se considerara el caso en dos dimensiones por simplicidad.
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34 2.2. Problema de Valores Inicias Sobre el Plano Nulo

Figura 2.2: Contorno de integracién usado en la derivacién de (2.26).

De acuerdo con Neville e Rohrlich [177], la solucién del problema de
valores iniciales caracteristicos se obtiene de la relacién (2.21) y del teo-
rema de Gauss. Es posible mostrar que:

gt

Aly=x) 3o 0| =0, (2:25)

donde ¢ como A son soluciones de la ecuacién de KGF. Integrando (2.25)
en el volumen limitado por ABC (ver Figura 2.2) con: AB : x° =0 siendo
el plano que intercepta la parte de atrds del cono de luz generado en el
punto P; BC': x* =x} y AC: x~ = xj. Integrando la relacién (2.25),

[t 3 Ay - x) 3o ()

por el teorema de Gauss se obtiene,

=0,

0, (2.26)

[+ e[ty

B BC CA

donde dY. es el elemento de superficie apropiado y nt es un vector normal
a la superficie. De (2.21) se deriva que,

6(y) = [ A (y—a) g (x)
= [y Aly=x)d9 () + [ dy Aly—x)o(x), (227)
CB CA
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2.2. Problema de Valores Inicias Sobre el Plano Nulo 35

debido a que la normal a un plano nulo se encuentra en el mismo plano,
el conocimiento de ¢ sobre el plano nulo implica su derivada normal. Asi,
se establece el siguiente teorema [17]:

Teorema ¢ La solucion de la ecuacion de KGF (2.22) para m > O es unicamente
determinada por (2.26) en la regidn conexa limitada por la cuiia formada por los
planos x* = cte si ¢ se especifica sobre esos planos.

Utilizando el hecho que A desaparece sobre argumentos de tipo espa-
cio, (x — y)Q <0, las integrales en (2.26) se extienden desde la cufia (punto
C na Fig. (2.2)) hasta +oo, por lo tanto, esas partes que estdn fuera del
cono caracteristico de P no contribuyen a la integral. Si se compara (2.26)
con (2.21) se determina que el lado derecho de la solucién del problema
de Cauchy, que en término de las condiciones iniciales (2.23), se expresa:

7 J J

¢ (xc*,27) =x[ dy* {A (ot =y 007 = xg) (;yf+ - f ") P (ot =yt~ xa)}
O (2.28)
dg d

e (y‘)—_A(x*—xé“),x‘—y‘ :

+/dy_ [A(oﬁ—xé,x‘—y‘) iy

Esta es la solucion del problema de valores caracteristicos para la ecua-
ciéon de KGF en el plano nulo en términos de las condiciones iniciales
f, g y la funcién de Schwinger A. Asi, con el fin de obtener una so-
lucidn unica es necesario especificar condiciones iniciales sobre las dos
caracteristicas y no solamente sobre una.

Para una teoria cudntica de campos en d = 1+ 1 dimensiones, la
relacion (2.28) implica que se debe cuantizar sobre el plano nulo [18].
Para entender mejor esta afirmacidn, se sabe que el conmutador de dos
campos escalares libre se puede expresar en términos de la funcidén de
Schwinger de la siguiente forma [19]:

(¢ (), ¢ (p)] = A (x —p) (2.20)
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del cual sepuede determinar los siguientes conmutadores a tiempos igua-
les entre los campos en las coordenadas tradicionales:

90, ¢ Moy =0+ [$0x),0(p)],_,=—id(x=3).  (230)

x0=10
De la relacion (2.21) se puede determinar que:

0. 600) = [ a=J6(a). 60| Al - )~ [p .9l yar e - 2

(2.31)
Insertando en esta relacién la expresion (2.30) se obtiene la identidad
(2.2g9). La ecuacidn (2.31) es una condicién de consistencia que expresa
el conmutador para tiempos arbitrarios diferentes x° > y° a través de las
condiciones de Cauchy a tiempo iguales x° = y° [20].

Con el fin de derivar una condicién de consistencia andloga a (2.31), se
escogerd x* = 0; por lo tanto, usando (2.28) se obtiene que el conmutador
de campos a tiempos diferentes es dado por:

9 <X>,¢(y)]=fd2‘{A (x = 2) af; [(2),0(y)]-[¢(2).0(y) ;A (xx —2)

X~ =z~

(2.32)

xt=z*
lo que implica que para todo x* dos conmutadores independientes deben
ser especificados,
1
[#(0), $ (W) ey = =7l = 7). (2.33)
es decir, el problema de valores iniciales caracteristicos corresponde a

cuantizar en el plano nulo.

En la literatura los conmutadores son especiﬁcados sobre una sola ca-
racteristica, usualmente x* = 0, lo cual es indispensable si se desea una
formulaciéon Hamiltoniana con un solo parzimetro de evolucidn tempo-

ral, lo que estaria en contradiccidon con los resultados obtenidos. Por
b
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2.2. Problema de Valores Inicias Sobre el Plano Nulo 37

tanto, la cuantizacién sobre una sola caracteristica es posible si condi-
ciones sobre la segunda son impuestas [177, 20]. Un caso interesante se
obtiene si se mueve el plano nulo x~ = cte hacia el pasado distante y
sobre este se impone ¢ = 0; explicitamente,

lim ¢=0 , Vx , x*>uxg, (2:34)

X —=>—00

resultando de (2.28) la solucidn:

b= [ dy Alx—3)d 6(y) (2:35)

xt=uxf
Consecuentemente, se establece el siguiente teorema:

Teorema 3 Especificado ¢ sobre el plano x™ = x{ y la condicion asintdtica
(2.34), la ecuacién de KGF, para m > O, tendrd una unica solucién dada por
(2.35) en el plano x* > & [17].

Coroldrio: Cualquier solucidén de la ecuacion de KGF que satisfaga (2.84) y
que se anule sobre el plano nulo definido por por x™ = x{, también se anula para

+ +
X7 =g

En (2.35) la integracién sobre y~ se extiende de —oo hasta 400, aun
cuando el conjunto abierto y~ € (x~,00) no contribuya, ya que A desapa-
rece para argumento tipo espacio. Los puntos del cono caracteristico de-
berdn ser todos internos al dominio de integracion, ¢ serd correctamente
dada por ésta ecuacién para algun x* > x{;, pero en el limite cuando x™*
se aproxima de x§ una condicién de convergencia para x~ — +oo sobre
la integral (2.35) se hace necesaria. Asf, se impone la siguiente restriccién
adicional:

; _ v
lim¢ =0, sobre x"=xg, (2.36)

y, con esto, se verifica la consistencia de (2.35) tomando P sobre el plano
nulo xg [17].
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Capl’tulo 3

Meétodo de Dirac para
Sistemas Singulares

3.1. HEstructura de Vinculos

Consideremos un sistema con un numero finito de grados de libertad
cuya dindmica puede ser derivada de una accion

§= [ dt L(q".¢" 1), (3.1)

donde L es la funcion de Lagrange que describe el sistema y que de-

pende de las coordenadas generalizadas q* (k =1,2,....N), las velocidades

generalizadas qk = %qk y del tiempo. El Lagrangiano asociado al sistema
se dice ser regular si la matriz Hessiana, con elementos de matriz,

W = d°L (2.2)

1) — (?ql(?qj, 8'2

no es idénticamente nulo como una funcién de g%, §* y t, donde la re-

gularidad es una propiedad del Lagrangiano y no del sistema que éste
describe [1].

Siendo que la accion es una funcional de las coordenadas qk, el prin-
cipio de Hamilton establece que las trayectorias cldsicas qf seguidas por
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44 3.1. Estructura de Vinculos

el sistema son puntos estacionarios de la accion. Una condicion para su
existencia es que la primera variacién de (3.2) sea cero, lo que conduce
a las ecuaciones de movimiento o mejor conocidas como ecuaciones de
Euler-Lagrange (EL), (parat; <t <to)

9L d L o
Lk:(?qk—dt(?qkzo para  q* =g’ (3-3)

Ly es denominada derivada de Euler de L com respecto a qk. Las ecua-
ciones de EL se pueden re escribir de la siguiente forma

Li=Vi(q",4"t) = Wi;(q".¢".1)§’ =0, (8-4)
donde W;; es la matriz Hessiana y

v k,kt_ﬂL J?L J?L ;
7«(q q ): dqi - é'c']iﬁt - 0c']i8qjq ' (3'5)

En el caso de un sistema regular donde det ‘Wﬁ‘ # 0 todas las ecuaciones
son de segundo orden y funcionalmente independientes. Bajo esta con-
dicidn, existen soluciones en el intervalo t; <t <tq y son unicas después
de que 2N constantes de integracién (q%(t1), g*(t1)) son especificadas.

Ademas de la formulacion Lagrangiana de la mecdnica cldsica, existe
el formalismo Hamiltoniano el cual se construye definiendo los momen-
tos candnicos conjugados a las coordenadas qk de la siguiente forma:

JdL

La funcion de Hamilton es definido a partir del Lagrangiano por medio
de la siguiente transformacidon de Legendre,

H=ped* — L, (87)

la cual sera funcion de (q,p, t) que especifican el espacio de face. Ahora,

solo en el caso regular, las ecuaciones asociadas a los momentos candnicos
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3.1. Estructura de Vinculos 45

(3.6) pueden ser resueltos unicamente para las velocidades generalizadas
qk, es decir, siendo

dp;

Wi = ag

, (3-8)
Si det‘Wij‘ # 0 el teorema de funcidn inversa garantiza que exista una
Unica solucion c']k = qk (q,p,t) [2]. Solo en este caso, se puede realizar un
cambio del conjunto de variables (q,p, t) para (q, q,t) de una forma unica.
Ahora, si el Lagrangiano que describe el sistema es singular, det |Mj| =0,
las ecuaciones que definen los momentos candnicos no se pueden resol-
vers de modo que puedan expresar todas las velocidades en términos de
(q,p,t), una vez que det |W;j‘ es justamente el Jacobiano de la transforma-
cidn (3.8), donde q's hacen el papel de los pardmetros.

La formulacion candnica de la dinamica de sistemas singulares fue
desarrollada por Dirac [3], posteriormente Bergmann, Goldberg y cola-
boradores refinaron el método original [4]. En el caso que el Lagrangiano
es singular, con (N —M) el rango de la matriz Hessiana, entonces (N —M)
velocidades se pueden expresar como funciones independientes de las
coordenadas, de los momentos candnicos y de las M restantes veloci-
dades indeterminadas. Existen por tanto M relaciones independientes
entre los (g, p). Estas expresiones que son consecuencia de las ecuaciones
(3.6) se pueden escribir de la siguiente forma

¢>m(q,p)=0 m=192 M<N . (3.9)

Ellas muestran que de las 2N variables Hamiltonianas qk € b, apenas
9N — M son realmente independientes. Las relaciones (3.q) fueron de-
nominadas por Bergmann [4] como vinculos primarios, que resaltan del
hecho que ellas son el resultado de la definicién (3.6) sin hacer uso de las

ecuaciones de movimiento.

Cuando se trata con sistemas singulares se introduce el concepto de

Hamiltoniano canonico He del sistema, el cual es definido de manera usual
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46 3.1. Estructura de Vinculos

por la transformacidén de Legendre

Hc(q,p) = prd" — L. (3-10)

Es posible mostrar que H¢ es funcidn unicamente de las variables del
espacio de face (q,p), es decir, Hc = H¢ (q, p), a pesar del hecho que las
velocidades no pueden ser completamente eliminadas en favor de los
momentos [5, 6]. Debido a la presencia de los vinculos primarios (3.9) el
Hamiltoniano canénico (3.10) no es determinado tnicamente como una
funcidn de las coordenadas q y los momentos candnicos p. Se establece,
que la dindmica del sistema mantiene inalterable si se adiciona al Hamil-
toniano candnico una combinacidn lineal de los vinculos primarios, es

decir:

He(g.p) - Helgp)+c™(q.p)onlg.p), (3.11)

donde c¢™(q, p) son funciones arbitrarias y regulares de (q, p).

El principio de Hamilton se puede expresar en términos del Hamil-

toniano canonico como

pid* — Helg,p)| =0 (312
con variaciones en q's y p's sujetas a las condiciones

5qk (t1) = 5qk (ta) =0 , on (q,p) =0, m=12, ,M. (3-13)

Las restricciones (3.13) se pueden tener en cuenta introduciendo multi-
plicadores de Legendre A™(t) los cuales deberdn ser considerados como
variables independientes, de manera tal que se modifique (3.12) por

o [t | pudt— Holg.p)= X" (0 ¢ulg.p)] = O (314)

com las restricciones (3.13). Las ecuaciones de movimiento derivadas de
(3-14) se escriben de la siguiente forma

JdH ddm : JH o
q'k — a + e ¢ : pk - _ c —\m ¢
dIpr Ipr

aqk aqk : (815)
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3.1. Estructura de Vinculos 47

Es posible demostrar que los multiplicadores de Lagrange A™, coinciden
con las M restantes velocidades [1, 5]. Las ecuaciones (3.15) son validas
cuando se consideran en conjunto con los vinculos primarios. Por este
motivo, es conveniente denominar I' el espacio de face de 2N dimensidn
cuyas coordenadas independientes son (qk,pk) y se define el hiperespacio
de vinculos & como siendo un subespacio deI" de dimensiéon 2N —M, en el
cual son vdlidos los vinculos primarios. Las ecuaciones (3.15) se cumplen
en Y., lo que implica que las derivadas que en ellas aparecen deben ser
primero calculadas en I y después su valor evaluado en .. Por ello, las
ecuaciones de movimiento serdn escritas de la siguiente forma:

dPm
P
dg*

 0Hc
Y apk

L JdHc
) p‘):__(qu

(? m
yan??

-k
‘ ) apk

q (3.16)

X X X

Las ecuaciones de movimiento Hamiltonianas obtenidas a partir de
(3-14), para una variable dindmica g(q, p) se expresan en la forma

2la.p) = 3gla.p)Heb+ 2" g(q.0).0na b
¢mlg.p) = O m=12 ,M; (3-17)

donde los corchetes de Poisson (PP) para dos variables dindmicas f (q, p)
y g(q, p) son definidos de la siguiente manera:

_df dg  dgdf
T dgtdpr  dprdgt

(o).l (3.18)

Es conveniente definir la cantidad conocida como Hamiltoniano primario
Hp del sistema como:

Hp = He + A", (319)

a partir del cual se puede verificar que las ecuaciones de movimiento
(3.16) pueden ser escritas de la siguiente forma [3, 8]:

qk‘z = qu’Hpg

I (3:20)
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48 3.1. Estructura de Vinculos

Sin embargo, los PP de los multiplicadores de Lagrange con funciones
del espacio de face no estan definidos, pero el hecho de que ellos este mul-
tiplicados por los vinculos primarios los cuales se anulan en 3., da sentido
a las ecuaciones de movimiento (3.177). Para una funcion arbitraria g (q, p)
definida en el espacio de fase se puede escribir

(3.21)

lg.plly = 38 (a.p) He{]

Como las ecuaciones de movimiento se restringen a la hipersuper-
ficie Y., se puede afirmar que si una funcion g(q, p) se anula en Y., ésta
es débilmente igual a cero, g(q, p) ~ O, para caracterizar que su PP con
otras variables dindmicas, en general, no se anulan en Y. [g]. Se utiliza el
simbolo” ~” con el fin de diferencial igualdades débiles de las igualda-
des usuales o fuertes. De ahora en adelante se expresaran los vinculos de
la siguiente forma

(g, p)~ O m=192, ,M, (3.22)

para recordar que en ecuaciones como (3.17), los PP deberan ser calcu-
lados antes de hacer uso de las ecuaciones de vinculos. Se asumira que
(3.22) constituye un conjunto completo de ecuaciones independientes lo
que garantizara que ninguno de los vinculos ¢m(q, p) se puede expre-
sar como una combinacidn lineal de los demds con funciones regulares
de (q, p) como coeficientes. La anterior condicién, también conocida co-
mo condicion de ireducibilidad [1, 5], garantizard que cualquier funcién
g(q, p) que se anule débilmente es fuertemente una combinacion lineal
de los vinculos, es decir:

glap)~0 . glg.p)=c"(q.p)¢n(qp) (3-23)

Esta condicién equivale a exigir que los gradientes de los vinculos sean
bien definidos y linealmente independientes en 1., asi, la matrizde 2N X |

E
dqt

componentes:
d¢m
) ‘?P Uy
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3.2. Condiciones de Consistencia 49

serd finita y de rango J [1, 5].

3.2. Condiciones de Consistencia

Estas condiciones exigen que los vinculos primarios se mantengan
durante la evolucidn temporal del sistema lo que matematicamente se
traduce a través de (3.17) de la siguiente manera:

b (g, p) = §¢7n(q,P),Hc§+ A”gq%n(q,P),sbn(q,P)g ~0, n=12 M.
(3-25)

Estas relaciones pueden implicar:
1. Que las ecuaciones (8.25) se satisfacen idénticamente en X.

2. Que (8.25) resulte en un conjunto de relaciones en el espacio de
face independientes de los multiplicadores de Lagrange A".

3. Que (3.25) imponga condiciones sobre algunos o todos los multipli-
cadores de Lagrange.

Las relaciones asociadas al item 2 y que son independientes de os
vinculos primarios constituyen un nuevo conjunto de vinculos entre las
variables dindmicas Hamiltonianas. Este nuevo conjunto de vinculos es
denominado: vinculos secundarios los cuales, a diferencia de los vinculos
primarios, son consecuencia de las ecuaciones de movimiento definidas
en el espacio de face. Este nuevo conjunto de vinculos restringen la
dindmica del sistema en el espacio de face a una hipersuperficie &' de
menor dimensién que Y. definido por (3.26). Se representara el nuevo
conjunto de vinculos asociados el item 2 por:

xlgp)~0 , s=19 ,R. (3.26)

Ahora, al nuevo conjunto de vinculos se les exigird que sean consistentes

con lo que se repite el procedimiento anterior. El algoritmo continua con
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50 3.2. Condiciones de Consistencia

los vinculos subsiguientes y finalizard cuando no resulten mas vinculos
independientes o se obtenga condiciones sobre el mayor numero de mul-
tiplicadores de Lagrange A". Al final, se obtendra un total de S vinculos
secundarios, que se denominan asi por que ellos son consecuencia de las
dinamica definida en el espacio de face y que se denotan por:

v lgp)~0 , r=M+1LM+2, ,M+S. (3-27)

El conjunto total de vinculos, donde se incluyen los primarios y secun-
darios, se identifican como:

6ilg.p)~0 , =12, M+S=] (3-28)

Después de exigir consistencia sobre todos los vinculos secundarios
(3-.27) se obtendrd un cierto nimero de ecuaciones asociadas al item g y

que en forma general se escriben como:

Yoilg.p) HE + 10030500, 0) oulg pf %0, n=12 M. (329

Estas ecuaciones se pueden interpretar como un sistema de ecuaciones
lineales en A™(t), con coeficientes que dependen de (g, p). La solucion
mas general de (3.29) serd de la forma:

A" (t) =™ (q.p) + € (1) ¢ir (. p), (8-30)
donde gom(q, p) es la solucidén particular de (3.29) y %"(q, p); a=12..A<

S es un a base de soluciones del sistema homogéneo asociado

02 (0p)3 61 (g.p). 0nlg. P 0, (331

con €°(t) funciones completamente arbitrarias de t. Con esto, se separa de
los A™(t) aquellos multiplicadores de Lagrange que estdn determinados
por las condiciones de consistencia de aquellos que permanecen total-
mente arbitrarios. Usando (8.30) y el siguiente conjunto de relaciones

H/ = HC + §0m¢m , ¢a = ¢;n¢7na (832)
Ko
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las ecuaciones de movimiento se pueden expresar de la siguiente manera:

2la.p)=3gla.p) H'+€°0uf, (3:33)

donde se puede considerar a las §* como funciones del espacio de face. La
funcién Hr = H'4+€§%¢,, fue denominada por Dirac [g] como Hamiltoniana
total. En términos de Hr, las ecuaciones de movimiento para una variable
dinamica g(q, p) asume la forma:

glg.p)= gg(q, p), HT%- (3-34)

El contenido de estas ecuaciones es idéntico al de las ecuaciones de Euler-

Lagrange [3, 5, 7].

3.3. Vinculos de primera e segunda clase

La presencia de las funciones arbitrarias €°(t) en la solucién de las
ecuaciones de movimiento (8.34) muestra que los valores de las coorde-
nadas (q, p) en un instante futuro permanecen completamente indeter-
minados por sus valores iniciales. A partir de un estado inicial (qo,po)
sobre Y/, el sistema podré evolucionar en diferentes trayectorias, todas

contenidas en Y/ y cada una de ellas asociada a un miembro del conjunto
de funciones $€°(t)}.

En teoria de campos gauge se dice que cada una de estas trayectorias
corresponde a un gauge del sistema y la arbitrariedad en la eleccion de
los €%(t) es llamada libertad de gauge. Todos los puntos sobre ¥ en los
cuales puede evolucionar el sistema después de un determinado inter-
valo de tiempo a partir del mismo estado inicial, siguiendo cada una de
los posibles gauge, representard necesariamente el mismo estado fisico.
Ademds, cuando a cada punto de Y corresponde apenas un estado fisico,

a cada estado fisico le corresponde una clase de equivalencia de puntos
sobre Y.
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52 3.3. Vinculos de primera e segunda clase

Si se considera una funcidon g(q, p) con un valor inicial go = g(qo,po)
y se calcula su valor después de un intervalo infinitesimal de tiempo At,
asumiendo que el sistema evoluciona segun la libertad de gauge §°(t),
se tendrd que

ge(t+ A1) = go+§ g HE+€2()] g 9uf At (535)

Ahora, si el mismo andlisis es considerado con la libertad de gauge £'°(t),
se obtendrad que

59 = ge(t+At)— ge(t+ At) = e (t)gg, ¢a§, (3.36)

donde €% (t) = (€9(t) — €'*(t)) At, son funciones infinitesimales y arbitra-
rias. La transformacién (3.86) que conectard puntos de la misma clase
de equivalencia y no alteran el estado fisico del sistema es denominada
transformacién de equivalencia. De (3.36) se concluye que los vinculos ¢,
son generadores de transformaciones infinitesimales de equivalencia.

Las transformaciones de equivalencia son conocidas en la literatura
como transformaciones de gauge [3, 6]. Con el fin de trabajar con transfor-
maciones de equivalencia se introduce la siguiente terminologia [1]: Una
funcidn F(q,p) se dice ser de primera clase si:

gF(q,p),%(q,p)gwo . Jj=19..] . (3-37)

Una funcién que no es de primera clase se dice que es de segunda clase.
Utilizando la irreducibilidad de los vinculos, (3.23), es posible mostrar
que el PP de dos funciones de primera clase es también de primera cla-
se. Se puede verificar que H' y ¢, son funciones de primera clase [3] y
por consiguiente Ht es de primera clase. Ademas, como ¢ (q,p) es una
base de soluciones de (3.31), ¢a(q, p) constituye un conjunto completo de
vinculos de primera clase independientes. De tal manera que los vinculos
Pq (q,p) ~ 0, que aparecen en las ecuaciones de movimiento (3.33), des-
empefian el papel de generadores de transformaciones de equivalencia.
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3.3. Vinculos de primera e segunda clase 53

En virtud del cardcter de primera clase de los vinculos ¢, (q,p), la
transformacion de equivalencia preserva los vinculos, es decir, 0¢; (q, p) A
0, (j=1,2,...J). Asi, las transformaciones de equivalencia no conducen
a puntos fuera de Y/, propiedad que debe ser satisfecha por cualquier
transformacion de equivalencia [3, 5]. Ademas, se puede mostrar que las
funciones de primera clase ¢ (q, p) [1, 7]

§¢a(q,1ﬂ),¢b(q,?)§%0 : gqﬁa(q,P),H’%%O ab=12.4, (338)

también son generadores de transformaciones candnicas infinitesimales
que no alteran el estado fisico del sistema. Por tanto, las cantidades (3.38)
pueden incluir tanto vinculos de primera clase primarios como secun-
darios. Se concluye que pueden existir vinculos secundarios de primera
clase que generan transformaciones de equivalencia. Este argumento no
afirma que todos los vinculos secundarios de primera clase sean transfor-
maciones de equivalencia, sin embargo, no se conoce ejemplos que posean
vinculos secundarios de primera clase que no genere transformaciones
de equivalencia [1, 3]. Por este motivo Dirac [3, 7] conjeturo que todos
los vinculos secundarios de primera clase actuan como generadores in-
dependientes de transformaciones infinitesismales de equivalencia. Para
sistemas que posean solo vinculos de primera clase es posible mostrar
que la conjetura es cierta como teorema [g].

Para relacionar las transformaciones generadas por los vinculos de
primera clase con las transformaciones de equivalencia es necesario con-
siderar todos los vinculos de primera clase y no solo los vinculos pri-
marios de primera clase que surgen inicialmente en la definicion del
Hamiltoniano primario. Dirac [3] no conocia de algun caso en el cual el
generador de transformaciones de equivalencia dependiese unicamente
de los vinculos primarios de primera clase, por tanto, €l considero en sus
lecturas [3] ampliar el Hamiltoniano primario para

Hg=Hp+p'¢, , b=12.4 (3-39)
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54 3.4. Corchetes de Dirac (PD)

con multiplicadores arbitrarios pb acompanando a todos los vinculos se-
cundarios de primera clase. Hg es llamado de Hamiltoniano extendido y
es el que de ahora en adelante determinara la dindmica del sistema. EI
Hamiltoniano primario también describe la dindmica mas no tiene en
cuenta la completa libertad de gauge del sistema. Ein conclusidn, el Ha-
miltoniano extendido es mas general que el Hamiltoniano primario.

3.4. Corchetes de Dirac (PD)

La distincion entre vinculos primarios y secundarios depende del
Lagrangiano de partida y en general no es unica, sin embargo, la clasi-

ficacion de los vinculos en primera clase,

v, (q, p) ~0 a=19,..C, (3.40)
y vinculos de segunda clase
Os(q,p)~0 , p=12,..D, (3-41)

donde (C + D = J), es mas trascendente por el hecho que los vinculos de
primera clase no cambien el estado fisico en tanto que las transforma-
ciones generadas por los vinculos de segunda clase no presentan interés
fisico ya que ellos no conservan la hipersuperficie los vinculos X

En principio, la separacion en vinculos de primera y segunda clase es
ambigua ya que ciertas combinaciones lineales de vinculos de segunda
clase puede resultar en vinculos de primera clase. Asi, se elige nuevos
vinculos como una combinacion lineal de los antiguos, se puede pasar
de vinculos de segunda clase en primera. Se asumird que (8.40) e (3.41)
constituye el mayor numero de vinculos de primera y segunda clase y
que por tanto ninguna combinacidn de vinculos de segunda clase podrd
resultar en un vinculo de primera clase. Esto implica que la siguiente

matriz

Colg.p)= §®/s (9.£).0(q. p)§ . B7=12.D, (3-42)
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3.4. Corchetes de Dirac (PD) 55

es regular y por ende invertible en Y [3, 18], es decir,

det |30, (0.p).0,(q.pf|_| #0

(3-43)

Como la matriz C (q, p) es antisimétrica, la condicidn (3.43) garantiza-
ra que el numero de vinculos de segunda clase es siempre par (D = 2L).
La presencia de vinculos de segunda clase implica la existencia de coor-
denadas que no son independientes y que pueden ser eliminadas de la
teoria expresando éstas en términos de las coordenadas independien-
tes. Para esto, se eliminaran los vinculos de segunda clase construyendo
un nuevo conjunto de corchetes que son definidos en términos de las
variables independientes de la teoria.

Con el fin de eliminar de manera sistematica los vinculos de segun-
da clase, Dirac introdujo el siguiente conjunto de corchetes entre dos

variables dindmicas f(q p) y g(q,p) [3]
gf,ggD = gf,gg— gﬁ%%Dmg@v,g%, (3-44)

donde D es la inversa de la matriz C' (3.42). Los corchetes (3.44) se
conocen en la literatura como Corchetes de Dirac (PD) [1, 5, 6]. Se puede
mostrar que los PD tienen las mismas propiedades de los corchetes de
Poisson [3, 4, 5], es decir:

e, = et

rogoif ~brd, odsi

3fgh§ —ggfhg gfaggDh, (3-45)
LU AR LA RS IR

Si f(q, p) 0 g(q, p) son de primera clase, se puede demostrar facilmente
la siguiente propiedad:

3f,g§D N %f,gg, (3-46)
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56 3.4. Corchetes de Dirac (PD)

y para cualquier funcidn F(q, p) se cumple

gF, ®/3§D =0 , p=19.D. (3-47)

Esto garantiza que bajo la definicidn de PD todos los vinculos de se-
gunda clase son fuertemente nulos ya que segun (3.47), el PD de alguna
variable dindmica con un vinculo de segundo clase es cero. La propiedad
(3-46) permite expresar las ecuaciones de movimiento (8.34) en términos
de los PD de la siguiente forma:

3la.p)~3glg.p)Hrl | (3:48)

Debido a la propiedad (8.47), la ecuaciones débiles se pueden consi-
derar como igualdades fuertes, es decir:

®s(q.p)=0 , B=1,2.D, (8-49)

por lo tanto, se puede utilizar (8.49) para eliminar totalmente 2L de las
coordenadas (q, p) que definian el espacio de face original Y. en funcidn
de las restantes variables canonicas. De esta manera, las ecuaciones de
movimiento (8.48) involucraran apenas 2 (N — L) coordenadas indepen-
dientes con lo que los unicos vinculos que se mantendran en la teoria son
los vinculos de primera clase. El simbolo de igualdad débil en la relacion
(3-48) hace referencia a estas cantidades. El en caso particular que el sis-
tema posea Unicamente vinculos de segunda clase, la expresion (3.48) se
considerard como una ecuacion fuerte y ésta sera util para cuantizar el
sistema.

Un estudio sistematico de la estructura de vinculos puede ser realiza-
do para un sistema mecdnico cldsico descrito por variables de Grassmann
[10]. Este mecdnica fue denominada de Pseudo-mecdnica [11] y es el li-
mite cldsico de una teoria cudntica fermidnica. Una caracteristica del
Lagrangiano que describe un sistema relativista que utiliza variables de
Grassmann es que éste es singular [1, 12].
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3.5. Condiciones de Gauge 57

Si el numero de vinculos de segunda clase es muy numeroso, existe
un método iterativo para calcular los PD que evita invertir la matriz
asociada a el conjunto de vinculos de segunda clase. EEl método consiste
en considerar un subconjunto del conjunto de vinculos de segunda clase
g@% C {®/3}, con los cuales se construye la matriz C;j7 = «3 ’/3,@’7%, la cual
satisface la condicién: det G’ # 0. Ahora, se define un primer conjunto de

PD asociados a §®//3§ de la siguiente manera:

gf’ggp(cw) = gf g%—;f,@'ﬁ%l)' m%@%’g%' (3:50)

Después, se elige otro subconjunto de vinculos: g ’é% C 104, y se define

—— 1! 2

la matriz Gy, = g / ’®7§D(C”)’

de vinculos g ’/3’2 se forma un nuevo conjunto de PD:

, =] —3 0 D”/37§®’,% . .
3 g%D(C,,) 3 g%D(C,) 3 /3§D(C,) 0 SR C%. 1

El algoritmo continua hast que todos los vinculos de segunda clase del

que satisface det C" # 0. Asociado al sistema

conjunto {(9/3} hayan sido considerados. El resultado obtenido de esta
manera es equivalente a calcular los PD en un solo paso [1, 6].

3.5. Condiciones de Gauge

Como se ha podido observar, los vinculos de segunda clase se pue-
den eliminar de la teoria usando los PD, sin embargo, aun persisten los
vinculos de primera clase. Estos vinculos y la libertad de gauge asocia-
dos a ellos indica que aun persiste un conjunto de variables candnicas
correspondientes al mismo estado fisico. Esta ambiguedad se elimina in-
troduciendo condiciones adicionales sobre las variables canonicas con el
fin de obtener una correspondencia uno a uno entre los estados fisicos y
los valores de las variables candnicas que se mantienen independientes
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58 3.5. Condiciones de Gauge

después de que las condiciones adicionales son impuestas. Estas con-
diciones extras son conocidas como condiciones de gauge y no son una
consecuencia de la teoria Pero si relaciones externas a la misma con el

fin de evitar un multiple conteo de estados [14].

Asumiendo que todos los vinculos de primera clase son independien-
tes, las propiedades que un conjunto de condiciones de gauge

Qy(q.p) ~ 0 (3-52)
deberad satisfacer son [1, 14, 15]:

1. Las condiciones de gauge deberdn ser atingibles, lo que significa
que dado un conjunto de variables candnicas, deberd existir una
transformacion de gauge que transporte un conjunto de (q’, p’) que
no satisfacen la condicidn de gauge en un conjunto (q, p) que si. Exsta
transformacion debe ser obtenida por iteracion de transformacio-
nes infinitesimales de la forma §u’§F, ¥ ,}. El nimero de pardmetros
independientes du’ es igual a el numero de vinculos de primera cla-
se independientes ¥,. De esta manera, el numero de condiciones
de gauge independientes (3.52) no puede ser mayor que el nimero
de independientes ¥,,.

2. Las condiciones (3.52) deberdn fijar el gauge completamente, es
decir, una vez que (3.52) sea establecido no existird ninguna trans-
formacion de gauge que conduzca a alguna otra condicion que
satisfaga §/3 (q, p) ~ 0, excepto la identidad. En otras palabras, la

ecuacion
ou’ 3 Qq, \Iflgg ~ O (3-53)
debera implicar que
du’ = 0. (3-54)
La relacidn (3.53) resulta en (8.54) solo si el nimero de ecuacio-

nes independientes fuera igual o mayor que los ou? desconocidos.
Las condiciones (1) y (2) garantizan que para poder fijar el gauge
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3.5. Condiciones de Gauge 59

completamente el numero de condiciones de gauge independientes
debe ser igual al numero de vinculos de primera clase independien-
tes. Asi que §Q2,, ¥yt constituye una matriz cuadrada e invertible
con la condicion:

detggla,‘lfp§ 7 0. (3-55)

La ultima relacion establece que el conjunto de vinculos , y vy
forman un conjunto de segunda clase. Gomo consecuencia, después
de fijar el gauge los vinculos de primera clase desaparecen.

3. Las condiciones de gauge deberan ser preservadas por la evolu-
cion dinamica del sistema, es decir, ecuaciones de movimiento mas

condiciones iniciales.

4. La invariancia de Lorentz de la teoria no deberd ser destruida por
las condiciones de gauge.

Lo anterior permite concluir que por cada vinculo de primera clase
se debe introducir una condicidn de gauge. A partir de ahora, todos los
vinculos de la teoria son de segunda clase. Por lo tanto, si se agrupa todos
los vinculos en un vector: }®,} = {@7,\11@, Qa}, se puede definir la matriz
no singular formada por los corchetes de Poisson entre las diferentes
componentes del vector, es decir:

G, = g <1>T,<1>s§, (.56)

y como tal, la ecuacién de movimiento sera de la siguiente forma

§=jaHcl (357)

Utilizando nuevamente la propiedad iterativa para calcular los corchetes
de Dirac, (3.50) v (3.51), se determina que

H =9 H — ,A% G‘lgA,Hg , =8
o, ~ford,,, Yot oifand, 6
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60 3.5. Condiciones de Gauge

con Aj representando un elemento del conjunto {\Ifﬂ, Qa} por los vinculos
de primera clase y las condiciones de gauge. Siendo que

1] = 31\1, Ang : (3-59)

(A)

es la inversa de la matriz de vinculos definida en términos de los cor-
chetes de Dirac formados solo por los vinculos de segunda calase. Ahora,
bajo la definicion de estos corchetes de Dirac, todos los vinculos de la
teoria, incluyendo las condiciones de gauge, son fuertemente nulos.

Ahora, el numero de grados fisicos de libertad son determinada a
partir de la siguiente relacidn:

K=9N—-L-M-M=9N—-L-9M. (3.60)

K = numero de variables candénicas independientes (Espacio de fase reducido).
9N = numero total de variables candnicas.
L = numero de vinculos de segunda clase.
M = numero de vinculos de primera clase.

M = numero de condiciones de gauge.

Sin embargo, la eleccion de las condiciones de gauge (llamado también de
método implicito) permite describir la teoria en términos de los corchetes
de Dirac, en general, no es posible encontrar una representacion para el
espacio de face reducido. En la mayoria de los sistemas de interés fisico,
la dimensidn del espacio de face reducido es determinado por (3.60). EI
método explicito de reduccion de gauge intenta aislar e identificar los
pares canonicos del espacio de face reducido. Este método se explica en
las referencias [1, 16].

0o



3.6. Ejemplos 61

3.6. Ejemplos

Particula puntual no relativista moviéndose sobre una
N —1 esfera

Considérese una part1’cu1a puntua] no relativista que se mueve sobre
la superficie de una (N — 1) esfera de longitud unidad sumergida en un
espacio N dimensional. La funcién de Lagrange del modelo es descrito

pOI'.'

1 A 1 A
Qq 5 (C] —1) quqﬁ (qqu—l) (3.61)

donde q = (q1 q9, ---ry qN) son las coordenadas de la particula y N la dimen-
sion del espacio. Aqui A es un multiplicador de Lagrange que permitira
incorporar la ligadura mecanica qyqr —1 = O a la dindmica del sistema.
Las correspondientes ecuaciones de Euler Lagrange para las coordena-
das introducidas tienen la forma:

d JL. JL .

dtdg gy TR0 (3:62)
d JdL JdL

diar " an ~ 19— 1=0 (3-63)

Como se puede observar la relacién (3.62) corresponde a una ecuacién
dindmica asociada a la coordenada g, en tanto que (3.63) es una expre-
sion independiente de las aceleraciones y se interpreta como un vinculo
Lagrangiano. Una manera de evidenciar la existencia de este vinculo
resulta de calcular la correspondiente matriz Hessiana la cual es definida
por las siguientes componentes:

9L
90,0y’
01

Wab =

(3-64)
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donde se denota Q, = (C]1, g9, ,qn, k\). La correspondiente matriz (N + 1) X
(N +1) tiene la forma,

100 O
010 O

w=[loo1 ol (3.65)
000 O

Es posible verificar que dicha matriz es singular, con un autovalor cero
y siendo su correspondiente autovector dado por (3.63).

La estructura canodnica de la teoria implica conocer los momentos
canonicos conjugados a las coordenadas (qk,)\) los cuales son definidos de
la siguiente manera:

- L _, 66
pr = PP U (3.66)
= %=o (367
pa = an 3.7

Larelacion (3.677) se interpreta como un vinculo primario que se definird
de la siguiente manera:

¢1 = pa~ 0. (3.68)
El Hamiltoniano candnico asociado es definido en la manera estandar:
Hq: = qkpk + /\p;\—L
1 A
= obrbr- Q(qqu -1) (3.69)

Para un sistema con vinculos la dinamica del sistema en el espacio de
face es gobernada por el Hamiltoniano primario el cual es definido de la
siguiente manera:

Hp EHC—|-(21¢1 (370)

donde oy es el multiplicador de Lagrange asociado al vinculo primario ¢;.
Ahora, se procede a calcular la consistencia ¢, es decir, se debera evaluar
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3.6. Ejemplos 63

la siguiente ecuacion:

951 = §¢1,HP§ ~ 0. (8-71)
Con el fin de resolver la expresién (3.71) se debe introducir los parénte-
sis de Poisson (PP) entre las coordenadas que definen el espacio de face
(Q4, P,), siendo F, = (% los momentos canonicos conjugados a las coor-

denadas Q,. Los PP para dos variables dindmicas A(Q,P) y B(Q,P) en
este espacio de face estan definidos por:

ARl JdA JB JA 0B
VA5~ 637, im0, (572)

a partir de los cuales se pueden deducir que los unicos PP no nulos entre
las coordenadas son:

qu’ Pzg =0, 3?\,?2\2 =1. (3-73)

De (3.771) y (3.73) se puede determinar que:

. 1
1= g —1) w0,

que es una expresion que muestra relaciones entre las coordenadas del
espacio de face, por tanto, un vinculo secundario que se definird de la
siguiente forma:

9 =qrqr —1~0. (3-74)
La expresién anterior muestra como la hipersuperﬁcie esférica sobre la
cual se mueve la part1’cula puntual surge naturalmente como un vincu-

lo en la teoria. Ahora, dada la existencia del vinculo secundario ¢9 su
consistencia debe ser analizada, lo que implica:

o = §¢Q,HP% = 2qkpr ~ O,

resultando en un nuevo vinculo secundario que se definird en la forma:

¢3 = qrepr ~ 0. (8-75)
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Al proceder con el método de Dirac, se deber garantizar la consistencia

de éste vinculo con lo cual resulta:

b3 = §¢8,HP§ = prpr + Agrqr ~ O,

con lo cual un nuevo vinculo secundario surge que se denotara de la
siguiente manera:

G4 = prpr+ AGrqr & prpr + A= O, (3-76)

donde se ha utilizado el vinculo secundario (3.7 4). Ahora, se debe garan-
tizar que (8.76) se mantenga con el tiempo, es decir, se debe cumplir:

¢4 = §¢4,HP§ = 2Aqrpr + a1 & 0.

Este resultado establece una condicién sobre el multiplicador de La-
grange asociado al vinculo primario ¢; y por ende la teoria no posee
mas vinculos. Asi, se determina que el conjunto completo de vinculos
asociados al sistema son:

o1 = pam 0,

P9 = qrqr—1~0,

$P3 = qrpr ~ 0,

¢s = prpr+AxO. (3-77)

Procediendo con el método de Dirac se procede a clasificar los vinculos
en primera y segunda clase. Para ello, se define una matriz con todos los
vinculos de la teoria con los siguientes elementos:

Cij = g% %%- (378)
con lo cual se determina la siguiente representacién:

0 0 0 1
0 0 2 O
0 _QqQ 0 QPQ ) (379)
-1 0 -=2p* 0

C =
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Es posible mostrar que el determinate de la matriz tiene un valor de
4q4, es decir, es una matriz regular, lo cual garantiza que el conjunto de
vinculos definidos en (8.777) son de segunda clase.

Ahora, se procede a definir un conjunto de corchetes que sean con-
sistentes con los vinculos de segunda clase que la teoria posee, es decir,
los paréntesis de Dirac (PD) que en el caso de dos variables dindmicas A
y B se definen de la siguiente manera:

gA,BgD - gA,Bg—gA,gbi%Ci‘jlgqu,B%, (5.80)

donde Ci_j1 identifica los elementos de matriz asociada a la inversa de C.
Es posible mostrar que C~1 tiene la forma:

ol

0 —% 0 -1
p? 0 _ 1 0
=l 7 2q° . (3-81)
0 5z 0 O
1 0 O 0

La relacién (3.80) garantiza que si se calcula el PD de cualquier viable
dindmica A con alguno de los vinculos de segunda clase (8.777) se cumple

que:
jnel, -

por lo tanto, los vinculos de segunda clase son consistente con los PD y
bajo la definicidn (3.80) se pueden asumir como identidades de manera
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que se cumple las siguientes relaciones:

-

pr =

Geqe =1 =
Jrpr =
pkpk-l-/\ =

-

-

o O O O

(3.82)

Las relaciones anteriores establecen que del espacio de face original de
dimension 8, existen unicamente 4 grados de libertad. Inicialmente se
puede concluir que

pr=0 , )\:—pQ

No obstante, a partir de (3.82) no se puede determinar directamente
las otras dos coordenadas dependientes y por ende los grados de libertad
que definen el espacio de face reducido. Por tanto, se calcularan los PD
entre las siguientes variables del espacio de face (qk,pk). Para ello, se
consideraran los siguientes PP:

§Qk, ¢3% = QZg Qk,Plg = qr,

Okl

Gk, Par = QPlg C]k,Plg = 2py,

Ikl

Okl

LR
gsbe,?zg = 9%%%,?%:9%
oupt

= Pkg Gk, Pl% = pu- (3-83)

Okl

P3, b1

Del conjunto de relaciones anteriores se puede determinar que el PD
asociado a la coordenada q; implicara que se deba evaluar la siguiente
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expresi on:

s, - Jnt-Jncfer o
- uof-fudesio
—qu,@%c;} ¢j,B§
= JaeB{ -0 o5
—QPkCZ}g%Bg- (3-84)

Por lo tanto, se puede determinar los siguientes PD asociados a las coor-
denadas qy:

3 G Png = % G Pzg —q:Cs; 3 Pj Pl% — 2piCy; g P Pl%
— 3qupib— 9:Cii Y0, pif — 0uCd 39,
~2piCi g pil — 2pCil g i

Utilizando (8.83) y la representacién de la inversa de la matriz de vinculos
se determina que:

1
qu,Png = 5kl—Qk(QqQ)(QQZ)
= 5kz—qquql- (3-85)

Un cdlculo similar permite deducir que:

qu,ngD = qu, qz%—qus‘jl%%,qz%—kacz}g%,qz%
= —qxCs3 § ¢s, ng — GGy g Pa, ng

—kaCE g Ps, C]l% - kac;ll g P4, C]z%
_ 0 (3.86)
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Ahora, para calcular el PD correspondiente a la coordenada py, implica

que se considere la siguiente expresién:

e, ~ ot foofro
SR L e L S L
—3Pk’¢3g Cs_}g%,Bg
= %pk, B% +2qrCoj 3 i, Bg +peCs; g i, Bg.
De la relacién anterior se puede deducir que:
gpk, Png = gpk, Plg +24xCo; g b5 Pl% + piClj g b5 Pl%
= 99:Ci3 6. pif+ 2:Cid . pif
G313 o, pif + prCi Y . pif

S o (AR e e
— C;(;gkql—qkpl). (3:87)

Finalmente, se puede concluir que los corchetes de Dirac asociados
a una particula puntual no relativista que se mueve sobre la superfi-
cie de una (N — 1) esfera de longitud unidad inmersa en un espacio N
dimensional son:

e, = 0

3%,{91&) = (5kl_q;gl,
pr, P = 19 Prq1— qrpi]- (3-88)
b g

Ahora, bajo la definicién de los PD la dinamica de la particula es gober-
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nada por el siguiente Hamiltoniano:

1
= 5pibu, (3-89)

con lo cual las ecuaciones de movimiento son:

qr = qu,HgD = qu, ;PZP%D = ngqk,pz%D

= <5kz - q;gl)Pl = pr— g (;]lel)
b

qr = gpk,HgD = ngpk,ngD = qQ(quz — qkpz)

-~ —ZSPQ (3-90)

= pr.

1
= | prlat) - alprp)
Campo de Proca Abeliano

Este tipo de campo es descrito por la siguiente densidad Lagrangiana
1 w m? p
L= —ZF/U,F + ?A#A . (891)

donde F,, es definido de la siguiente manera
Fy = d,A, —d,A,. (3.92)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a los campos A/l son calcu-

ladas a partir de:

L 9L
aA,~ "9(a,A) " (3.93)

de manera que de la densidad Lagrangiana (3.91) se determina que:
g F" +m?A” = 0A” — d,0" AV + m* A" = 0, (3.94)

donde el operador O = d,d se identifica como el operador d’Alambertiano.
Ahora, es posible verificar de la ecuacién de campo (3.94) que al aplicar
a ella el operador diferencial d, se obtiene que:

4,0, +m?d, A" = m*,A” = 0. (8-95)
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La relacion anterior es consecuencia de la antisimetria del tensor F,
y de la simetria del operador d,d,. Sin embargo, del hecho de que el
pardmetro m? # 0, la relacién establece que el campo vectorial deberd
satisfacer el siguiente restriccidn:

9,A” =0, (3.96)

El andlisis candnico de la teoria implica que se definan los momentos
candnicos I1” asociados a los campos A, de la siguiente manera:

v (?L(O) v0

La relacion anterior establece que existe un vinculo primario definido
como:

¥ () =119 (x) &~ O, (3-98)

al igual que una ecuacion dinamica:
H FZO é”AO (?OAi = (?oAi - (71~A0. (399)
En el espacio de face (A,,11") los corchetes de Poisson para dos varia-

bles dindmicas I [A(x),II(x)] = F (x) y G[A(x),II(x)] = G(x) a tiempos

iguales se definen como:
(2) 0TI (2)  0A,(2) 0TI (2) ]’

3F(xo,x),G 2960_ —/
(3.100)

a partir de los cuales se puede determinar el siguiente conjunto de cor-

x) 0G(y)  9G(y) OF (x)

chetes fundamentales de Poisson diferentes de cero:
;Aﬂ (t,x),IT” (yo, y)g = 55(58 (X — y). (3.101)

La existencia del vinculo primario (3.98) implica que el método de
Dirac sera aplicado. Para ello, primero se deberd introducir el la densidad
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Hamiltoniana candnica de la siguiente manera:

H. = II"dpA, — L
~ TdoA 4 F e T A A
~ 0417 4 12 Q M
1771 1 1 10 710 1 mQ
= VI + I Ao — SFOF 4+ FFy = A, A"
H'L
| 1 m’ P
= §HH +1I aiAo-l-ZFijFij—?A'uA ,

con lo cual el Hamiltoniano candnico se expresa:

H = (| ST 4 A + SR — ™ A ar]
c—f X§ + iO"’Zijij_?p J

: . .
= [ | STTIT — AT 4+~ F— T, A8
X 9 o0ill" + 4 Uty 9 J, (3'102)

donde que el ultimo resultado es consecuencia de una integracion por
partes y de las condiciones de frontera de los campos. La consistencia
del vinculo primario serd evaluada a partir del Hamiltoniano primario
que resulta de sumar al Hamiltoniano candnico una combinacion lineal

de los vinculos primarios, es decir:
Hy,=H, —I—deX/\l (2c) £ (o), (3-.103)

siendo A, (x) el multiplicador de lagrange asociado a Y (x).

La evolucion temporal del vinculo primario debera cumplir que,

% (o) = §>:1 (x),Hpg ~0. (3.104)

Con el fin de calcular la anterior expresion, se debera utilizar las siguien-
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tes relaciones que se derivan de los corchetes fundamentales (3.101):

2

JZi ). He = [ d8y§H0 <X>,—Ao(y)5gnk(y)‘7;A“(y)‘“(y)g
= _fdﬁyagnk(y)gﬂo (%), Ao (y)%
—0*(x-)
—m? [ d®pAr(y) § 1% (), A, (y)g

—300%(x-y)
= G (o) + m? ) AV ()
= GXTIF (o) + m*A° (). (3.105)

De igual forma, se puede mostrar que,

gzl (), % (y)% =0 (3.106)

A partir de las relaciones anteriores se determina que la consistencia del
vinculo primario ¥y implica:

£1(0) & §Ea00) Hefr [ a3 (5)] (), B 0
= XTI () + m* A° () ~ O (3-107)

Es decir, un vinculo secundario surge al cual se denotara de la siguiente

forma:

Yo (a¢) = d¥TT' (a¢) + m* A° (o) ~ 0. (3-108)

Continuando con el procedimiento de Dirac, la consistencia del vincu-
los secundario deberd ser analizada. Para ello, se utilizara las siguientes
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73

expresi ones:

gzg (x),Hcg

dxfdg 311’( sz( ) Fu(y)— TZ o () A (y )g
dxfdaysz g ), Fia ( g
dedeyA/z )3 ,Ap(y)g
)

—0t ()3()( y

S [ B (3)| 310 o) (o) — 300 (),

—d;éS(x—y) —§ﬁ§g(x—y)
13 AF (x)
1 . .
5%fd%fhwm$®?%@q5WXY)
-

259 AT (x)

1 . . .

S0 (010 ) [ A pEa(3)0* < )+ ")
1
Q@ﬁﬁM@—@ﬁm@»—ﬁ@mW)
alxachkl (X) — mQ(?fAl (DC)

—m?dX A (x),

siendo que el ultimo término consecuencia de la antisimetria del tensor

Fyi. De igual manera, resulta:

gZQ (o), 24 (y)g = mgg A (), T1° (y)g = m?§° (x — y). (3.100)

(53(X—y)
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Por tanto, la consistencia del vinculo secundario %o (x) implica:

Ba(x) & JTal) Hif+ [ e (3)3 20 (), 2 o

mQJS(X—y)
= —m?d*A;(x) + m?*A; (x) & 0,

con lo cual se garantiza la siguiente condicion sobre el multiplicador de
Lagrange A; (x) asociado al vinculo primario:

A (x) & dF A; (). (3.110)

La expresion anterior indica que no existe mas vinculos asociados a
la teoria. Ademds, la relacién (3.109) garantiza que los vinculos son de
segunda clase, con lo cual se pueden eliminar al introducir los paréntesis
de Dirac correspondientes.

Bajo la definicién de los PD los vinculos primarios (3.98) y (3.108) se
convierten en igualdades fuertes con lo cual se puede determinar que
los grados de libertad que describen la teoria y que definen el espacio
de face reducido son: (Ai,Hi). Asi, los corchetes de Dirac para dos varia-
bles dindmicas F [A;(x),IT' (x)| = F (x) y G|Ai(x),I(x)| = G(x) en este
espacio de face son definidos de la siguiente manera:

gF(x),G(y)g = gF(x),G(y)g—fdgudgng(x),Za(u)g

’ C(u, v)ga (v), G(y)g, (3.111)

donde C~! denota la inversa de la matriz de vinculos de segunda clase,
la cual se construye a partir de los siguientes elementos de matriz:

Ca (x,y) = gZa (x),Zb(y)g. (3.112)

A partir de (3.98), (3.108) y de los PP (3.109) se puede determinar que
ésta matriz tiene la siguiente representacion:

C(x,y) = mg( (1) _01 )(58 (x—y). (3.113)
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Ahora, la matriz C(x,y) y su inversa deberdn satisfacer el siguiente

sistema de ecuaciones:

fdngab (2,2) C;) (z,y)z/dgzcgbl (2¢, 2) Cye (z,y)z 0400° (x—y).

(3114)
Fdcilmente se puede mostrar que c1 posee la siguiente forma:
1 0 1
1 _ 3
T R e L) e

Utilizando las siguientes relaciones

Ai(o0), B (w)b = 9 A (x), ITF (w)b = 363 (x — u)
a5 = s mof=

0Fd3(x—u)
= —d%9°(x —u),
STk = 0 a=12
se puede mostrar, a partir de las relaciones (3.111) y (3.115), que el PD
asociado al campo A;(x) se calculan de la siguiente expresién:

gAi (x),G(y)g = %Ai (x),G(y)g—fcﬁud%ngi (x),Zg(u)g

D
—d¥03(x—u)

c;,}(u,v)gzb(vw(y)%
— gAi (x),G(y)%-l—c?f/dSUCil <x,v>321(v>,G(y)§,

con lo cual se deduce que el unico PD diferente de cero es:

gAi (x) TV (y)g _ gAi () TV (y)g — 518t (x—y). (3.116)

D

La dinamica del sistema se puede evaluar re escribiendo el Hamilto-
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niano canonico de la siguiente manera:

5. |1 i — m’ m’
HC = /d y 51_1 IT" — Ao 6k I + ZFlekl - ?A()Ao + ?AiAi
e

4 Am?2
= f ds3 -1HiHi—|—ldych?ka—l—lelelJrQA-A-
I om2 ™ R T g 9 )

11 1
— f d*y QI+ ﬁdlynlagnk + — FuFy — alyn Y TI* + ?A iAi ]

Entonces, la dinamica del sistema en el espacio de face reducido, bajo la
definicion de los PD, es dada por el siguiente Hamiltoniano:

1 2
H= fdg Hka o2 (? IT (?gnk + ZFlekl + TgAkAk}. (3117)

Asi, la evolucion de las variables A; es:

Aile) = Ao HE =2 [ %3 a0, 1 () p)f

. 1
— Hl(x)%—mgfdgydlyﬂl(y) 83)58()(—}/)
—g¥

= IT'(x) — mQ Ifdsyﬁyﬂ (y)ég(x—y)
— T (o) — T ),

es decir:

Ai(oc) = IT () — nlﬂagca;cnl (). (3.118)
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En forma similar, para el momento candnico IT'(x) se deriva la siguiente

ecuacion de Hamilton:

fr(e) = J11 () if ) =310, [ @y o) o

3G, [ 'y alo)aclof

- ;/di‘ysz (y)%Hi (x), Fr (y)%D + mgdeyAk(y)gni (x),Ak(y)g

—5;58(x—y)

D

D

- ; [ d*yFu(y) aggni (x),Az(y)gD —d gﬂi (X),Ak(y)g

_(;li(;s(x_y) —(5;;,(53(x—y)

D

5 —5268’)63 (x = y) = m*Ai(x)
g

1/ .

B 9(5?(7;? - 6édf)/ d®yFia()9° (x = y) = m*Ai (x)

_ ;(a?Fki (%) = ¢ Fu (x))— m? A; (x)

= déCFki (DC) — mQAi (X),

IT' () = 02 Fyi (o) — m2 A; (x). (3.119)

Por tanto, las relaciones (3.118) y (3.119) establecen la dindmica del campo
de Proca en el espacio de face reducido.
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Campo masivo de Yang-Mills

Ap]icaremos la formulacion de Dirac para el caso de campos masivos
de Yang-Mills el cual es descrito por la siguiente densidad Lagrangiana:

2

1 m
L=——F*F" 4+ —

R 5 ARAL. (3.120)

donde Aﬁ son los potenciales para los cuales a = 1,2,3,...d, que repre-
sentan los grados internos de libertad con d la dimension del grupo.
El tensor Fj, es definido en termino de los potenciales de la siguiente

manera:

Fi =0, Ay — d, A+ g fA° AT A, (3.121)

abc

siendo g la constante de acoplamiento y [ la constate de estructura

del grupo. Las ecuaciones de campo correspondientes son:
DﬁdFéw +m?A” =0, (3.122)
donde ha introducido la derivada covariante
Dﬁd = §addp — gfadf’Az. (3-123)

Ahora, para realizar el andlisis candnico de la teoria se debe introducir
los momentos candnicos conjugados a los campos A!, definidos por:

J1.(0) 0
e =G@an = (3224)

del cual se puede deducir el siguiente conjunto de vinculos primarios
T2 (o) = 119 (x) w O, (3125)
junto con la siguiente relacion dinamica,
I =F° = F& = A — G, A3 + g fIS AL AL (3.126)
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El espacio de face es determinado por el par candnico (A% II") con
lo cual el PP para dos variables dindmicas F[A(x),II(x)] = F(x) y
G[A(x),II(x)] = G(x) a tiempos igua]es se definen como:

JF (0,%),6y". %xo_ = [ @2 x) 9G(y)  9G(y) OF ()

(2) 0114 (z)  0AS(z)0TI% (2)|
de esta manera, los PP fundamentales diferentes de cero son:

(3.127)
gA/‘j (6.5). 115 (5°, y)f = 620,0° (x — y). (3.128)

Con el fin de analizar la consistencia de los vinculos primarios se
debe, en primer lugar, introducir el Hamiltoniano candnico asociado a
la teoria de la siguiente manera:

H, = IdoA%— L

) 1 ap mQ d
~ I doA! + FF, — 5 AL
i i9 Aa aegieg]"iOiOldUdea
- Hana_l_nadiAO_gf HaAOAi _5 d Fd +ZF‘ide _?AaAd
I

. . . 1 . .1 m?
= II'IT + 11,6, A% — g fO°8T1L AG AY — LIl + ZF-‘-ZF” - QAdA“

1771 19 A acgicgliildd d pa
= T+ TL0A7 — g f“STLAGAT — JTLIT, + 4FUFU—?AA

= lngng + 0, (T A§) — AS (6°°0; — g fe8 AS)TTL + ! _FAFd — ngAg

2 4 YUy 9
1 1 m? )
= LI, — AGDIIT, + J FFj — QAgAg +d; (T, A),
de tal manera que el Hamiltoniano candnico se pues expresar de la forma
1 m? ]
H. f B Hl [T — ASDITL + 4373;1 5 — A2 A i (3-129)

donde el término de frontera se ha descartado. La consistencia del vincu-
lo primario se estudia a partir del Hamiltoniano primario el cual se define
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adicionando al Hamiltoniano candnico una combinacion de los vinculos
primarios (3.125), es decir:

H,=H, +fd8x2\f“ (2c) ¢ (o), (3.130)

siendo A{(x) el conjunto de multiplicadores de Lagrange asociados a
Y. (x). La consistencia de éste vinculo implica que la evolucién tem-
poral del mismo debera ser establecida por la siguiente expresion:

36 (o) = §>:f (x),Hpg ~0. (3.131)

Con el fin de calcular (3.181) se utilizara las siguientes relaciones que son
consecuencia de los PP fundamentales:

ot = f a3, -5 00) 05 I o) 4201 50

= [ @m0, a5 (3D I

—m [ dyAd (y)3 10 () A5 (v

—§g§g(x—y)
= D ()T () + A3 ().

igualmente
gzil (x),}:f(y)g = 0.

De esta manera, la evolucion temporal del vinculo primero implica:
Tf (x) ~ 32? (x),Hc§+ [ (y)gﬂ? (x),zf(y)g
= D% ()11} (o) + m? Ad (x) ~ 0. (3-132)
Asi, un nuevo vinculo surge al cual se denotara por:
T4 (x) = D2 () I (3¢) + m A8 (x) & 0. (3.133)
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Ahora, la consistencia de este vinculo secundario deberd ser analiza-

da, para lo cual se utilizara las siguientes relaciones:

J 280, H.{

D2 (o) I, (),

g f DI () [ Py (y)3 T, (), A% (BT ()

—§£§ééa(x—y)

% Di® ae) [ Ay ()| 31T} (), A7 (9 — YT, ), 41 (o)

—070j0%(x—y) —00303 (x—y)

+g AT, (), AL (AT () + £.£ 24 45 ()3T, (), 4F (o)
() 50 ()

~gf "D (x) {AS (o) T (o0) | — m? D (o) A7 (x)

031D ()~ t o] i

~g D ()

5 D () DY () ()= Py () DY () i )

Af (20) ITg (o) | = m? D (o) A (20)

De igual manera, sa determina que:

323 (o) ,Zf (y)g = mgg Aj (x),Hg (y)g = mgé;‘jég (x — y) (3-134)

(5{7153()(—)/)
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Entonces, la consistencia del vinculos secundario ¥.§ (x) establece que:

2 (x) ~ gzg (x),HC§+ [ et (y)gﬂii (x),Ei’(y)%
—m20¢03(x—y)

= g DI ()| A () I ()| - m2DE? 30) A7 ()

5| P () DY () g ()~ D (o) DY () )

~ O

que es una condicién sobre el multiplicador de Lagrange A{ (x) asociado
al vinculo primario, implicando que no existen mas vinculos en la teoria

y también que el conjunto de vinculos encontrados son de segunda clase.

El conjunto de vinculos encontrados determinan que es posible con-
siderar como el espacio de face reducido aquel que es expandido por
el siguiente conjunto de variables: (Af“,Hia). Ahora, con el fin de garanti-
zar la afirmacidn anterior y encontrar un conjunto de corchetes consis-
tentes con los vinculos de segunda clase, se introduciran los paréntesis
de Dirac que para dos variables dindmicas F[A%(x),II} ()] = F (x) y
G |A¢ (o), IT ()| = G () se definen de la siguiente forma:

gF(x),G(y)g - gF(x),G(y)%—/d?’udav%F(x),Zm(u)%

D Con (1, v)gﬂn(v) , G(y)g, (3-185)

donde G es la inversa de la matriz de vinculos de segunda clase la cual
se define a partir de los siguientes elementos de matriz:

Cab (x,y) = gZa(x),Zb(y)g, mn=12 (3.136)
y que posee la representacion matricial:
2 ca 0 -1 8
C(x,y): m-oy Lo ) (x—y). (3.137)
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Un procedimiento andlogo al utilizado en el problema anterior, per-
mite mostrar que la matriz inversa correspondiente es dada por:

B I 01
G 1(x,y)mgéb(_l 0)53(X ) (3138)
A partir de los siguientes resultados,

JA2(0), 2P (@ = 347 (), D™ () I (w)f = D" ()} 42 (), T ()

dadk3(x—u)

= D" (u) 6% (x —u) = |07 dY — g £ A (1) | 0% (x — u)
—0; Af(x)
= (~0™GF + g £ AC (1)) 0% (x — u) = —D™ (xx) 6% (x — )

%EYGR(U)'iH;)(y)g - O ,m:]‘,Q)
se puede mostrar que el PD asociado al campo A{(x) se calcula a partir
de la siguiente expresidn:

gAf(x),G(y)g _ gAf(x),G(y)g—fdgudgngg(x),Zg(u)g

D
—D@™(x)03(x—u)

3 (w0)§ 2 (o), G )
_ gAi(x),G(y)ng@xfdgvcg_ll(Xav)gzl(v)va(y)g'

La relacidn anterior permite determinar facilmente que los unicos PD
diferentes de cero entre las variables que definen el espacio de face re-
ducido para el campo de Yang-Mills no masivo son:

JAL) I = A O = g0l —y). (3a30)
Ahora, con el fin de determinar la dindmica del sistema en el espacio

de face descrito por la variables (Af,Hia), se debera reescribir el Hamil-
toniano (8.130) utilizando la identidad asociada al vinculo secundario
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(3-133). De esta manera se deduce que:

Hy = [ap[ G- A5l DEBIT )+ E )R D)
_ﬁDzb(X)Hé(x)
m? 2
S alh) AdD)+ At AL
— =3 D ()T} (x)

+”§Aﬁ (v)AF (y)] ,

es decir, la evolucidn temporal de las variables del espacio de face redu-
cido es gobernada por el siguiente Hamiltoniano:

1
H = [d [ o (9)+ 5,2 01" ()L () Dy ()11 ()
1
+yﬁwﬁmw+9Aﬁﬁ%bﬁ (3149
Por lo tanto, la dindmica asociada a el campo A¢(x) es:

At (x) = gA“( g = [y y)gA?(x),H’Z(y)g

0g ko3 (x—y)

b [ @ pDp (3)11 (5) D (5)] 4% (). 12 )

020k 0% (x—y)

D

D

() [ D ()T () D )y
—Dg#(xx)
- m(x )—,,;Df% ) Di? ()11 (),
es decir: )
() =T ()~ DF (DML (). (3140)
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De igual manera, la evolucién temporal del momento candnico IT (x)
determina que:

I, (v) = J1m, (), 1}
= =& pee [ D ) ()0 (), 45 (T )

—050}0%(x—y)

+; f d*yFd(y) a,g’gng (x), A7 (y)%D —6£’§ IT, (x), Af (y)g

—036103(x—y) ~036,0%(x~y)

D

g T (), A3 (9 AF (3)+ g 44 ()L (), 4F ()

—dgéééa(x—y) _‘55‘5;(53()(_3’)
—m? A¢ (x)

D

= et o) i o () - 2 ()

o )| - oot - g AL 0)
DE()
+03(0207 — g fe8 AF (x))| 0% (x — y)
DF()

= et () D (o) TH () - 42 )

5| Do) R ) — D o) i )]

= et (o) D (o) I () - 42 ()
—Dge (o) Ff (),
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de tal manera que:

I, () = 5 oI (o) P ()T () - A2 ()

+D% () B3 (x). (3-142)
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Capl’tulo 4

Metodo de
Faddeev-Jackiw

Estudiaremos un formalismo alternativo al método de Dirac para sis-
temas con vinculos el cual fue desarrollado por Faddeev-Jackiw [1]. Este
método es aplicado a Lagrangianos de primer orden en la derivadas tem-
porales y se fundamenta en la estructura simplética geométrica haciendo
uso del teorema de Darboux [2] el cual permitird obtener los parénte-
sis generalizados y el Hamiltonianos sin necesidad de seguir a rigor la
formulacién de Dirac [3].

Existen varias caracteristicas que se resaltan en el formalismo de
Faddeev-Jackiw en relacion al método de Dirac. La primera, surge del
cardacter lineal en las velocidades é;i con lo cual el Lagrangiano debera
ser escrito de la forma:

L(¢L€)= fi(e)é+C (4.1)

De la definicién del momento candnico m; asociado a la variable &' se

determina que
dL
m:d??i: 1(€), (4-2)

de donde se resalta que no es posible expresar las velocidades é’i en fun-
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cién de los momentos m;. La relacién (4.2) en el método de Dirac se con-
sidera como vinculos, sin embargo, en el formalismo de Faddeev-Jackiw
esta interpretacidn ya no es introducida.

El formalismo de Faddeev-Jackiw es un método Lagrangiano, de esta
manera, introduzcamos algunos elementos que serdn utilizados para el
desarrollo de éste capitulo. Consideremos un sistema fisico descrito por
un numero finito N de grados de libertad donde la dindmica se deriva
de una accion A[qi] que escrita en términos del Lagrangiano L(qi,qi) se
expresa como,

Algl=[dtL(g.g) i=1,2,..N. (4.3)

El principio de Hamilton establece que el movimiento real descrito por
el sistema serd aquel que minimiza la accidén, es decir JA [qi] = 0. De
esta manera, las trayectorias que tornan un extremo (4.3) deberdn ser

solucién del siguiente sistema de ecuaciones,
————>—=0 1=12..N, (4-4)

que son las ecuaciones de Euler-Lagrange y determinardn la dindmica
del sistema. El Lagrangiano L(qi,qi) describe el movimiento del sistema
en el espacio de configuracidn (qi, q'i), de igual manera, es posible esta-
blecer una formulacidn equivalente segun la cual la dindmica serd go-
bernada por una nueva funcidn H(qi,pi) conocida como Hamiltoniano
y que dependerd las coordenadas generalizadas q; y de los momentos
canonicos conjugados p; asociados a dichas coordenadas los cuales son
definidos de la siguiente manera:

dL

= qu (4-5)

bi

Asumiendo, inicialmente, que el Lagrangiano que describe el sistema no
es singular, a partir de (4.5) es posible expresar las velocidades generali-
zadas q; en términos de (qi,pi), de tal manera que se deducen el siguiente
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4.1. Formalismo de Faddeev-Jackiw sin Vinculos g1

sistema de relaciones:

g = gi(q.p). (4.6)
Cuando este ocurre, se puede conectar el Lagrangiano L (qi, ql) con el Ha-
miltoniano H (qi, pi) a partir de la siguiente transformacion de Legendre

H(qi, pi) = pigi — L(gs C]i)\qi:gi(q,p)a (4.7)

de donde se puede mostrar que el lado derecho es independiente de las
velocidades generalizadas. De la relacién (4.6) y (4.77) se puede deducir
que el Lagrangiano se puede expresar como

Le(i pi) = L{Gu 4i)l 5 _g (4,) = P91 = H (9 £1), (4:8)

donde L (%Pi) es denominado como Lagrangiano candnico y a dife-
rencia de L(qi, c']i), L¢ (qi,pi) esta definido en el espacio de face (qi,pi).
La principal diferencia que existe entre estas dos cantidades es el he-
cho que mientras L(qi, ql) determina las ecuaciones de movimiento de
Euler-Lagrange, de L¢ (qi,pi) se derivan las ecuaciones de Hamilton [4].

La ventaja de expresar el Lagrangiano en su forma candnica es el
hecho de que se puede expresar un Lagrangiano de cualquier orden en
las velocidades en un Lagrangiano lineal en las mismas lo que permitira
desarrollar el método de Faddeev-Jackiw pues esta formulacidn, como
destacamos, se aplica a Lagrangianos de primer orden.

4-1. Formalismo de Faddeev-Jackiw sin Vincu-

los

Se identificara con &' cualquiera de las 2n variables candnicas (%Pi)
que definen el espacio de fase, tal que:

& =q , €=q , , €=q, (4-9)
€n+1 _ pl ’ €n+Q:pQ , , éﬂQn:pn
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92 4.1. Formalismo de Faddeev-Jackiw sin Vinculos

de tal manera que

€l = (ql,qg, ,qn; P1, P2, ,Pn) , 1=1,2,8, N=92n (4.10)

No necesariamente existird una correspondencia entre €t = g; con cada
€ = bj, es decir, no siempre existird para cada variable q; su correspon-
diente momento candnico p;, de esta manera, N no es po lo general un
numero par a menos que dicha correspondencia exista. Por lo tanto, de
ahora en adelante la formulacién y descripcion del sistema serd realizada
en términos de la variable & que se conocen como variables simpléticas.

Consideremos un Lagrangiano de primer orden, es decir, lineal en ¢t
que en forma general se expresara de la siguiente forma,

LO(€,€) = ai(€) €'~V (2), (411)
donde a;(€§) se conocen como las componentes de la uno forma candnica
a(§) =ai(§)d€" y V (€) se lo define como el potencial simplético. Esta re-
presentacion de la teoria se conoce en la literatura como no estdndar ya
que, como posteriormente observaremos, las ecuaciones de movimiento
no involucraran aceleraciones. Una caracteristica de las componentes de
la uno forma candnica, es el hecho de que si a;(§) se modifica por la de-
rivada de una funcién arbitraria g (§) que depende unicamente de las
variables simpléticas €', es decir,

d
a;(§) > a;(§) = ai(§) + géf) (4-12a)

esto no modificara las ecuaciones de movimiento. Con el fin de probar la

anterior afirmacion, escribamos

0)/ - / -] 5g(€) i
LO(.€) = al(e)é —V(€>={ai<€>+ e }5 —V(€)
= [a(®&-vE)+ aﬁéf)éi
0 o dg(€)dE 0 o\ dg(é)
= LO(e€)+ JE dt = LO(€.€)+ =5
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4.1. Formalismo de Faddeev-Jackiw sin Vinculos 93

Debido a que los Lagrangianos L© (5 6) y L©O (6 5) se diferencian a
penas en la derivada total de la funcion g (§), se sabe que son equiva-
lentes, esto quiere decir, que ellos generaran las mismas ecuaciones de

movimiento.

Es posible observar que el Hamiltoniano definido a partir de una

transformacion de Legendre del Lagrangiano L© (6 5) es decir,

JL() .
HO = 9éi £ —LO), (4.13)

dependerd unicamente de la variables simpléticas € y no de E ya que

0 i i 0 -7
HO) = aglé '—gag[ )& =V (€)= |ai(€) €=V (¢)
= £'q;(€) 3? —a; ()€ +V(€)=Ea;(€) 6] —ai () €'+ V (€)
= V(€)=HY(¢).

Asi, se deduce que el Hamiltoniano es exactamente el potencial simpléti-

co con lo cual (4.11) se escribe,

Ofe,€) = ai(€) € = HO(e), (414)
De (4.14) se puede derivar las correspondientes ecuaciones de Euler-
Lagrange:
JLO  da;(€).. JH(E g1,
" _ 94 IH(E) | Cae),
73 73 73 det

de manera que,

gLl d gL aaj(g)éj_aH(E) d

get  dt gei - d€ Jéi i ai ()
_ aaj(é“)éj_aH(g)_aai(g)éj
Jet del J€J
_ (3% (&) _ dai(€))€j CHO©)
23 d€J dgi
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94 4.1. Formalismo de Faddeev-Jackiw sin Vinculos

Definiendo Ja (€)  dai6)
i€ =06~ e = file), (415)

las ecuaciones de movimiento se expresan como,

dH? (€)

fii(€)€) = —e (4.16)

Calculando la derivada exterior de la uno forma candnica a(€) = a; (€) d€!
se determina que,

(da,()  dai(9))
S\ gt gel )

donde f (&) se denomina la dos forma candnica con fi; representando sus

f(€)=da(§) dé'ANde) = fi;dE NdE, (4.17)

componentes y que de ahora en adelante identificaremos como la matriz
simplética.

Un andlisis de la ecuacidn (4.16) permitird establecer dos casos:

= det f;; # 0. Este caso identificard a los sistemas regulares.

» det f;; = 0. Se asocia a sistemas singulares, es decir con vinculos.

Consideremos en primer lugar los sistemas regulares, si multiplicamos
la ecuacidn (4.16) por Y, que denota la inversa de fi;, se obtendrd:

o THON(E)
=" (4-18)

Ahora, teniendo en cuenta que la variable simplética €' esta asociada a
las coordenadas del espacio de fase (qi,pi), la evolucidn temporal de la
misma es dada a partir de las ecuaciones de Hamilton que en términos
de los paréntesis de Poisson se expresa como:

- L JHO
' ={¢ HO (&) = {¢", ¢} de@(g) (4-19)
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4.1. Formalismo de Faddeev-Jackiw sin Vinculos 95

Comparando las relaciones (4.18) y (4.19) se deduce,

jeielt=fi (4.20)

Para el caso de un sistema regular, las relaciones (4.20) representardn
los paréntesis fundamentales de Poisson entre las variables (qi,pi) del
espacio de fase, de esta manera fY tendrd la siguiente representacién
matricial

g [0
Lf )(_I o)’ (4.21)

donde I es la matriz identidad n X n. Es posible mostrar que en el caso
de dos variables dindmicas A(§) y B(€), los paréntesis de Poisson se
expresan de la siguiente manera:

JdA . dB
e (422)

1A(€),B(&)} =

Mostremos que (4.20) satisface las propiedades de los paréntesis de
Poisson:

» Antisimetria: de (4.20) se obtiene que
{gﬁgi% = fij — _fji — _ggj,gi}. (4-93)
» Linealidad: Utilizando (4.19) se deduce que si &1 y a9 constantes:

o N T . . o
geﬂf4=agef%£;:aqef%%=aqef4. (424)

De igual forma:

L &) + aofdl = i€’ é“k} e +a93€ € }déj
) y agk agk
= o 36, €M 0] + aq 3¢, €7 5]
= @36, €0t + a9 i€, €L (4-25)
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96 4.1. Formalismo de Faddeev-Jackiw sin Vinculos

» Identidad de Jacobi: Esta relacidn implica que se deberd cumplir:
[ =¢k 3¢, el +{e {67, €8 + 37 3¢k ¢t = 0. (4.26)

En el caso mas general, la inversa da la matriz simplética podra ser
funcién de las variables del espacio de fase, en esta caso la expresion
(4.20) se escribe en la forma:

§€L80= (). (4-27)

De esta manera, utilizando (4.19) y (4.277) se obtendrd que

g = J&5 V(O HIEL SO+ 16, S (E)
dfu dJ g fki
={@f%~29®+@€6%“29) %@6%”@Q@
I | i MO | i A O

:fkl(E) aé"l +fil(€) dé"l ‘|'fjl(€) agl

Sin embargo, teniendo en cuenta que f(€) y f;;(€) deben satisfa-
cer la siguiente identidad matricial,

FIE) S (€)=, (4.28)
se determina que:
T e+ i ) o

de manera que

J fii g Fii g Fim ) If
J;é-l(g)ﬁk(g)fkm(g): J;gl(g)(%m: fdgl(g):_fu(g) Jzzgg)fkm(g)’

es decir:

dfim(€) i (¢ Jdfik(€) b
aé?’l :_f ( ) agl f ( ) (429)
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4.1. Formalismo de Faddeev-Jackiw sin Vinculos 97

Por lo tanto,

0 = [ L i+ o e Y ke

- e et Lo e

] ; nm Y ml J In
= e e L) ) )

Ahora, de (4.15) se deduce:

w _ d’an (§)  d?an(€)

get  gglgen  gglgem’
dfm(€) _ Fa(§) Fan(f)
ger gErgEm genger”
dfin(€)  Pan(§)  Fa(f)
gem JEmIEL  gEmIEn”

De esta manera, si las componentes de la uno forma a,,(§) son
funciones continuas se cumple que:

?ay(€)  %an(€) Pai(€)  Pan()

déﬂldéﬂn N gelgem + gengem JEnge!

g = f’”( )fi”( ) S (€)

(79@1
66”861 o agmagn
#a, n(€)\  (d*an(§) d%an(é)
_ kl m .
- f fj [( 86185" 651075” )+( agmdé"l 557”661)
/dgaz anl )\
\aé"naé"m - é"naé"m”

=0
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98 4.2. Formalismo de Faddeev-Jackiw con Vinculos

4-2. Formalismo de Faddeev-Jackiw con Vincu-

los

Consideremos el caso cuando la matriz simplética, que denotaremos

por fii(€) = ﬁ(o)(é”), es singular [5]. Esto implica que de (4.18) no es

posible determinar todas las derivadas temporales de las coordenadas

) L. .. 0
s1mplet1cas. Como consecuencia si m es el rango de fu( )

(m <n) modos ceros v®(con a = 1,2,..,m) que satisfacen la siguiente

(€), existen m

relacion:
o) iﬁ(O) (€)= 0. (4.30)

Si se multiplica la ecuacidn de movimiento (4.18) por la izquierda con
los vectores v{?) i, es posible mostrar que estas cantidades satisfacen una
serie de identidades, es decir:

a=192,..,m, (4.31)

que constituye en un conjunto de mrelaciones entre las variables simpléti-
cas. Por tanto, la relacién (4.31) indica que H)(€) impondrd restriccio-
nes especificas sobre las variables de tal manera que se definiran un con-
junto de m vinculos que de ahora en adelante se denotaran por Q) (¢),
de tal manera que (4.81) se expresa de la siguiente forma:

Q=i 22=0 | ¢=1,9,..,m (4-32)

Al igual que su contraparte Hamiltoniana, es necesario de que éstas
condiciones proporcionen una consistente descripcion del sistema. Para
tal fin, se deberd exigir que la subvariedad de vinculos definida por Q")
sea estable bajo la evolucidn temporal del sistema lo cual es garantizado
si, o

dQLo .
= (75(6)5 =0, (4-33)
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4.2. Formalismo de Faddeev-Jackiw con Vinculos 99

donde se observa que esta relacion depende linealmente de la derivada
temporal de la variable simplética. Ahora, la condicién anterior deberd
ser incorporada a la parte candnica de la accidn original por medio de
multiplicadores de Lagrange, A9 ¢ Jos cuales deberdn ser adicionados al
conjunto de variables dindmicas originales lo que implicara que se amplié
el espacio de configuracidn. Este requisito es introducido con el fin de
deformar la dos forma simplética ﬁ}o)(é") y tornarla regular. De esta
manera, el primer Lagrangiano en el proceso iterativo, que denotaremos

por LY (6, €. A0) "), se expresard de la siguiente forma:

L(D(g,é, A©) a) - L(o><5,g>_;\(o> QO (¢)
= ai(§) € = AV () - HO\(¢).

Sin embargo, la ultima relacidn podrd ser modificada de la siguiente

manera:

L0 (€600 %) = 0, ()€ + 0 (€) A  HO ()~ 5 ({9 20 (6)], (454

donde el ultimo término no modifica las ecuaciones de movimiento de

tal manera que puede ser descartado.

Teniendo en cuenta que se ha extendido el espacio de configuracion,
podemos definir una nueva variable simplética que incluya a los mul-
tiplicadores de Lagrange A ¢ Esta nueva variable serd definida de la
siguiente forma €W = <€,é;,)\(o) “). En términos de ésta nueva variable
el Lagrangiano LM el cual deberd incorporar los vinculos, se define de
la siguiente forma:

LD (,6,100) = o0 (€)1 0 ) (435)

donde
HY (€)= H (€)

Qi (€)=0 (4:36)

La correspondiente dos forma simplética expresada en términos del nue-
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100 4.2. Formalismo de Faddeev-Jackiw con Vinculos

vo conjunto de variables se define como:

aa(l) 5(1) aagl) 5(1)
fij('l) (5(1)): (;g((m )_ aé"((l)j ) (4-37)

@) - (0)
La matriz f;; (6( )) se caracteriza por contener f;;”’(§) como una subma-
triz. Por tanto, en cada paso después de incluirlos vinculos, el numero
de variables simplética, y como consecuencia, la dimension de la matriz

simplética debera cambiar.

Ahora, si detfij(l) # 0, entonces exitosamente se han eliminado los
vinculos y se ha obtenido la estructura geométrica basica la cual es dada
por la inversa de la dos forma simplética. Sin embargo, en caso contrario,
se deberd repetir el procedimiento anteriormente mencionado tantas
veces como sea necesario hasta tornar la matriz simplética inversible.

En este algoritmo dos posibles resultados se pueden presentar:

= Que después de un cierto numero de pasos, es decir N, la matriz

N . . / . 7 .
ﬁ( ) es inversible. En este caso, la bdsica estructura geométrica

1
se deduce directamente de los elementos (ﬁ(-N)> . Es posible mos-

trar que ellos coincidirdn con los corchetes de Dirac. Si no existe
problema en el ordenamiento de los operadores, los conmutadores
cuanticos se pueden obtener directamente de la inversa de ﬁ(»N).
Los importante que se debe destacar es que muchos de los pasos
que se desarrollan en el formalismo de Dirac desaparecen con éste
proceso geométrico y para algunos problemas, los paréntesis gene-

ralizados se derivan de una manera mas répida y simple.

» Enalgunos casos es posible que se llegue a un punto donde la matriz
simplética es singular y ningun nuevo vinculo se obtiene de los
correspondientes modos cero, es decir, cuando el lado izquierdo de
(4.31) desaparece idénticamente. Esto generalmente ocurre cuando
se trabaja con teorias que son invariantes por reparametrizacion o
teorias gauge. En este punto, un término de gauge fixing deberd
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4.3. Formalismo de Faddeev-Jackiw en Teoria de campos 101

ser introducido en el potencial simplético

H(§) > H(§)=H () + Hgy () (4-38)

y se procederé de la misma forma como el a]goritmo lo menciona.
L.a matriz simplética Hegara a ser inversible con la introduccidon de

Hgf(g)-

En éste formalismo se debe destacar que los vinculos pueden ser
siempre considerados como relaciones fuertes en la parte del potencial
simplético de Lagrangiano. De (4.31) se puede observar que los vinculos
ya estdn incorporados en el potencial. Esto difiere significativamente de
la formulacidn de Dirac donde la nocidn de igualdades fuertes y débiles
deben ser introducidas ya que los vinculos son inconsistentes con los
paréntesis de poisson originales.

4-3. Formalismo de Faddeev-Jackiw en Teoria

de campos

Se introducira la formulacién de Faddeev-Jackiw en teoria de campos
[6]. La mas general accion conteniendo derivadas de primer orden en los
campos es definida por una densidad Lagrangiana expresa en términos
de dos funciones arbitrarias de los campos: [KA (@A),V (@A)], tal que

LOp", %) = o K4 (p") =V (p"). (4-30)

Las funcionales K 4 (goA) son componentes de la una forma candnica K (@A) =
K4 (;0‘4) dgoA, en cuanto que la funcional V (;0‘4) se identifica con el potencial
simplético. El indice A correra sobre los diferentes rangos del conjunto
completo de variables de campo que incluira: el conjunto original de
campos mas un conjunto de campos auxiliares necesarios para transfor-

mar el Lagrangiano que describe el sistema en una cantidad de primer
grang

101



102 4.3. Formalismo de Faddeev-Jackiw en Teoria de campos

orden en las derivadas temporales, es decir, en la forma (4.89). El con-
junto de variables §0A definirdn el espacio de configuracién extendido
asociado al sistema.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange,

oL 9 oL _
dpA  dtopd

para el Lagrangiano (4.39) se determina:

oL ‘5KB(90) ‘B ‘5V(§0)

S = ot T aph
oL 5P
. KB(SO)WZKA(SO)

de manera que

6L d 6L 6Kglp)., V(e) 4

Sph Gtogh  dph P gl — 5. Kalp)

0Ks(p) 5 9V{p) IKalp) .5
Sph p oA dpP P

0Kslp) _0Kalp)| 5 _ Vi) _
JpA dpP % dpA
que finalmente se expresa en la forma:
, oV
Mas(p)p” = 550(10 ) (4-40)

donde M 4p (go) indica los elementos de la matriz simplética que son com-
ponentes de la dos forma M(go) =dK (90), que es la derivada exterior de la
una forma candnica K(gp) escrita como un rotor generalizado construido
con las derivadas funcionales:

_(5KB(Y)_(5KA(X) .
T opr(x)  opB(y)’ (447

Mg (p)=Mas(x,y)
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4.3. Formalismo de Faddeev-Jackiw en Teoria de campos 108

Cuando la matriz simplética Mg no es singular, de la ecuacién de
movimiento (4.40) se puede deducir que

LoV
oM (x) = [ d*y [M*F(x,y)) 5503(@))- (4-42)

Ahora, el potencial simplético coincidird con el Hamiltoniano el cual se
puede expresar en términos de una densidad Hamiltoniana H(;o) en la
forma,

V)= [ d H(p). (4-43)

La ecuacion (4.42) escrita en término de corchetes de Poisson asociado
al sistema se expresa como:

av
') = otV el = [ 4y o (0" (v apB(@.)) (4-44)
3 AB (5 a dV
= fdy[M ()] 3P [y)
a partir del cual se puede deducir que,
ot (x),0" (y b = [M*2 (x,y) (4-45)

que son los corchetes generalizados del formalismo de Faddeev-Jackiw
para teoria de campos. Los elementos de (MAB)_1 corresponderan a los
corchetes de Dirac de la teoria.

La transicion a una teoria cudntica es obtenida de la manera usual
segun la cual se reemplazan los campos clasicos por operadores de campo
cuantico que actuan sobre un espacio de Hilbert. Por lo tanto, en esta
caso los métodos de Faddeev-Jackiw y de Dirac seran equivalentes. Sin
embargo, si la teoria es invariante de gauge, ademds de los verdaderos
grados de libertad también habrd grados gauge de libertad y como con-
secuencia surgiran vinculos de primera clase lo que implicard que la
matriz M sp sea singular.
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En el formalismo de Faddeev-Jackiw los vinculos aparecen como rela-
ciones algebraicas las cuales deberan ser necesarias con el fin de garan-
tizar la consistencia de las ecuaciones de campo. En el caso que existan
m(m < n) (siendo n el numero de variables de campo) modos ceros vé) (x)
(¢ =1,2,..,m) de la matriz M 4p, se satisface la siguiente ecuacion,

fdgx vé) (x)Map(x,y)=0. (4-46)

Como consecuencia de las ecuaciones de movimiento (4.40) y de (4.46) se
obtiene el siguiente conjunto de m vinculos en el formalismo de Faddeev-
Jackiw:

3V (p)
dp? (x)
5
= [ d*x iy () 5¢A(x)fd3y}{(§0)’ ¢=1,2,.m. (4-47)

Q(a) = fdgx Ué) (X)

Las cantidades Q(,) son introducidas en el Lagrangiano usando mul-
tiplicadores de Lagrange A de manera conveniente

LO(p,p) = ¢'Ki(p) = A — V (p) (4-48)

lo que definira el primer Lagrangiano en el proceso de iteracion. En la
ecuacion (4.48) se ha asumido que ¢' (x) representa algun campo que per-
tenece al conjunto simplético, de tal manera que la submatriz Mij (x,y)
de la matriz (4.41) no es singular. Si se redefine la variable A\ de Ia

siguiente manera
A(C() - _éa

se puede expresar LW en la forma:
LW = 6K (p) + Q) — V (p) (4-49)

En este punto el algoritmo simplético se ap]ica nuevamente usan-
do el hecho de que ahora se ha expandido el espacio de conﬁguracién
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al conjunto de variables ¢4 = (goﬂé) con lo cual se expresa el primer
Lagrangiano iterado en la forma

LD (p,,¢.€) = 9'Kip) + ()~ VP o). (4-50)
donde

V(o) = V(o) (4-51)

En término de este nuevo conjunto de variables, la matriz simplética se

Q(Q)ZO

expresa:
0Kpg (y) 0K 4 (x)
M%J)B (X’Y) - 564 (x)  5¢B (y)’ (4-52)
con la siguientes componentes:
0K;ly) O0Ki(x) _
MS)(X’Y) - 555(()()) B 3€i (y) = Mij(x,y) = Mj
0Kc(y) 0Ki(x) 0Quly) 0w
(1) _ Ayl _ 088y (@)
M, (X,Y) - 56i(x)  o¢¢ (Y) - 501 (x) opi
0Kiy) OKc(x) 0 (x) 0\
(1) Yy ¢ _ %) _ ()
MCi (X’Y) - 55(()() 567;(},) o 5§0i(y) ( 5@ )
M{ (x,y) = 0
de manera que,
( My 59
M (X’Y)Zk _<§9(f,)>T 55 ) (4-58)
dp
con Mij siendo la matriz cuadrada no singular construida del conjunto

(SQ(G)

simplético original de variables de campo ¢'(x). En la notacién 5

representara una matriz rectangular.

En el procedimiento simplético se deberd modificar la matriz simpléti-
ca con el fin de eliminar todos los modos cero. Esto implica que el algorit-
mo deberd ser repetido hasta que ningun nuevo vinculo sea generado.
En el caso de que el Lagrangiano describa una teoria gauge, éste al-
goritmo no serd capas de generar una matriz simplética inversible. De
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esta manera, a fin de obtener los corchetes generalizados, condiciones de
gauge deberdn ser introducidas.

. -1 . " , .
La inversa (MAB) de la matriz simplética Mg deberd satisfacer
la condicién de ser unica. Asi, para garantizar este criterio, se deben
cumplir las siguientes identidades,

fdgz MAc(X,Z)(MCB)_l(Z,y) = §fég(x—y) (4-54)
fdgz (MAC)_1 (x,z)MCB(z,y) = §§53(X—y)

Definiendo la inversa de la matriz simplética por las siguiente compo-

nentes, ik Jo (x
) 22023) 2060),

del sistema de ecuaciones (4.54) se deduce que,

fdgz M ¢ (%, 2) (MCB)_1 (Z, y) =

~ [a% My (. z) W\ Atay) B2y
Sty 0 J\C*zy) ¢(zy)

donde 1 es la submatriz identidad asociada al espacio definida por Mij.

De la anterior expresion se obtiene el siguiente conjunto de relaciones,

0Q(a) (2)

J @2 [ My () A ) S )| = 000 v 55)
_ 0, (z ]

[z (ot ) B () 5;2i>)aap<z,y>_ —0 4so)

- d* 5@ S Aflzy) = 0 (457

(X

fdg 5@ Z) (Z y) = §fég(x—y)(4.58)
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Usando el hecho que la inversa de una matriz antisimétrica debe ser
antisimétrica se deberd cumplir que,

B (X,y) — (y,x). (4'59)

De la ecuacidn (4.56) se determina que,

fdgz M;j(x,2z) B/ (z,y)= fds G"P(z y).

Recordando que la matriz Mij (x,y) no es singular, si multiplicamos la

: . . S i1 ,
anterior relacion por su inversa (MU) (x,y) se obtendrad que:

[ s (515) (v, [ d°2 1y (x,2) B (2, y) =

— /ds Vdg (MM)™ (v, %) My (x,2)| B (2, y)
= [d’z3fd*(v —-)B”(,Y)=E*P6“Y)
(SQ(a)(Z)

_ —fdgx A3 (Mki)_l(v,x) 5@. ) QGop (Z,Y)

de tal manera que se determina la siguiente componente:

Bt (x,y) = —Ct [y, x) = — [ dPv d%% (M (x,v) 555;;)(%) c (2, y)
(4-60)
Ahora, de la relacion (4.58) se determina que
0y (x) .
Ty B ey) = f / v du (M7 (z,V)

05 (u )
(8)\%M
ok (v) G/p(u’}’)

:fdsu

G’ (u,y)
= 0% (x—y)

3 3 59((1)()() —rik\ 1
/d zd ”U(W(M k‘) (z,V) —~t——
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108 4.3. Formalismo de Faddeev-Jackiw en Teoria de campos

Definiendo

s s O (x), i ly)
fd ud vé(j)((MJk) (u,v) 5§0(152V) =®,4(x,y), (4.61)

7 (u)

se determina que se debe cumplir la siguiente identidad:

fdgu ®.4(x,u) G (u,y)=6f0°(x — y) (4.62)
Finalmente, de la ecuacidn (4.55) se obtiene:
0R(y) (2)

Mcak (z.y)

fdsz Mij(x,Z)Ajk(z,y):§f§g(x—y)—fdgz o (x

multiplicando nuevamente por (Mij)_l (x,y) se determina que

f s (9 ) [ @2 N 2 4742 y) =

_ /d3 Udg (M) (v, X)Mij(X,Z)]Ajk(Z’Y)

= [z dl% (v - )AJ’E(z y)=A%(v,y)

e ot
)

082 (2
fdgz X ()C“k(z y)

dp' (x)
_ (M”")_1 (V, y)+/d8xdgz (]\7[”)_1 (v, x)

U d*w d’u (M’m)_1 (y, W)T’jvtfl

= () (wy) - [ [ a0 (v
59(0) (u)
é‘pm (W)

108
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de manera que la ultima componente es dada por:

. - a—1 3 3 3 —ib\—1 §Qa z
AY (X,y) = (MU) (x,y)—/d zd’u || d U(M k) (x,Vv) §$0k(i))
3 Tjm -1 59(0) (LI) aga

Lo anterior, permite concluir que los corchetes generalizados entre las
variables de campo simpléticas originales ¢'(x) es dada por

Jo' (e (9§ = A0 () = (9] (e y) - [ @

o 5 (2
»deU(Mzk) (X,V) 650(k)(i))
f d®w (M) (Y,W)W(W)

0R(5) (u)
Las relaciones anteriores garantizan que los corchetes generalizados de

(4-64)

G’ (u,z)

Faddeev-Jackiw pueden ser calculados solo si @, (x,y) y Mij (x,y) son
inversibles. De esta manera, toda la manipulacidn algebraica se reduce
a calcular las matrices (Mij)_l (X, y) y G (x, y).

4-4. Ejemplos

Particula puntual no relativista moviéndose sobre una
N —1 esfera

Considérese una particula puntual no relativista que se mueve sobre
la superficie de una (N — 1) esfera de longitud unidad sumergida en un
espacio N dimensional. Este ejemplo se caracteriza por ser un sistema
que posee vinculos hasta de 4 nivel cuando se analiza en la formulacion
de Dirac. La funcidn de Lagrange del modelo es descrito por:

1 A 1 A
QC] +5 (C] _1) quqk+ (C]qu—l) (4.65)
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donde q = (ql, g, -y qN) son las coordenadas de la particula y N la dimen-
sion del espacio. Con el fin de linealizar el Lagrangiano, se introducira
el momento candnico py definido por:

Pr =~ =G, (4.66)

de esta manera se tendra que,

1 1 1
5%% = 51%1% = prqr — prgr + §pkpk

1
= Prge— Prprt 5 PP
1
= Prgr — §pkpk,

De esta manera si interpretamos a p como una variable auxiliar, pode-
mos linealizar el Lagrangiano realizando el cambio %qqu - pqu—%pkpk,
de tal manera que nos permitira ampliar el espacio de configuracion in-
cluyendo las variables (qk, pk). Asi, el Lagrangiano de primer orden llega

a ser: ) A

L = prgr - oPrPEt g (g —1). (4.67)
La variable A se la identifica con el multiplicador de Lagrange que se
debe considerar dentro de la variables del espacio de configuracion. Por
lo tanto, la variable simpléctica que define el espacio de configuracidn es

definida por las siguientes componentes: 6,50) = (qk, bk, A), de esta manera,
la matriz simpléctica se construye de la siguiente forma:

(O) 8a(~0) 8a(-o)

9= fo)_ EO)' (4.68)
Tooag” g€

Con el fin de identificar a§~0), el Lagrangiano (4.67) tendrd que ser

expresado en la forma:

1O = ol () €O — H (¢). (4-69)
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Entonces,
R I e N (4:70)
se deduce que al comparar (4.67) y (4.69) que:

Wop . de0 L A0 ()

. . 0 .
con lo cual podemos deducir los elementos de la matriz ﬂj( ). Siendo que
esta cantidad es antisimétrica, solo tres elementos son independientes y
son necesarios calcular, ellos son:

c?agjo) dalo) dpr

0 = - — ks =——— = —0u,
f“iP (7&50) aé}()o) dp

dal) a9 gp,

(0) _ q _
_ _ - _Fr_o
S G a0 0
(0) (0)
f(/{)) _ (?CZ/\ B (?ap _0
p (75;(70) (?E/{O)

De esta manera, la matriz f(O) se expresa como:

0 —d; O
fi?=[os 0 o} (47
\0 0 0}

Fdcilmente se puede observar que esta matriz es singu]ar y por ende
tendra un modo cero dado por:

80=( 50 o) #”)=(0 0 1) (4.73)
Esta elemento va a general el siguiente vinculo:
0 = Q(O) = Z§§O) JH (05) _ 5(0) JH (05) n {)(O) JH (05) 4 ZAjg\o) JH (05)
551( ) q 0"15(5 ) p ag{(}) ag){ )
~ JH(§)
N dA
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Ahora, el factor H(€) se deduce de comparar (4.67) y (4.69) resultando

Ser,
1 A
H (€)= Shebr—5(9:9: —1). (4-74)
De esta manera, se determina que el vinculo tiene la siguiente forma:
d /1 A \

1
Q0 = i \kapk b (grqr — 1)/ =79 (grgx —1)=0

que lo re expresamos como

1
QO =7 (qege —1) =0 (475)

Este vinculo tendrd que ser incluido en el sector candnico del La-
grangiano. Para ello, se incluye en la forma aQ® o0 QO donde a es
un multiplicador de Lagrange. Sin embargo, es mas practico simplificar
reemplazando A - ¢. Este procedimiento solo introduce una derivada
temporal, ademads, hay que tener en cuenta que esta variable es arbitra-
ria. Por tanto, se tendra que

LY = brqr + g(qqu — 1) — ;Pkpk — agl) (€) éi(l) ~HW (€). (4'76)
Ahora, podemos considerar que la variable simplética se exprese en la
forma Eél) = (qk,pk,a), de esta manera, de (4.76) se puede observar que
la un forma canonica tendrd las siguientes componentes:

1
G“S]l) - pr : ag) -0 , CLS) - 9 (Qka - 1)) (477)

con lo que la matriz simplética f(l), que se calcula a partir de:

(1) (7(1(1) (7(1(-1)

Ji' = 20~ o
7€M gl

tendra la siguiente representacién:

0O —0m qx
=l 6w o o] (4.78)
_qk 0 0
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Se puede observar facilmente que esta matriz es singular y que tiene un

(1)

modo cero U;’, el cual debera satisfacer:

0 —0u gk
ﬁgl)ﬁ-(l) :( a b c > oy O O :( bor — cqr —adr aq ): o
_qk 0 0

donde a, b y ¢ son elementos a determinar. Por tanto, se debe cumplir
las siguientes relaciones:

a=20 , békl—ch:O
El autovector asociado al autovalor cero es:

50=(0 g 1) (4-79)

Este vector cuando se contrae con la ecuacion de movimiento gene-

rara otro vinculo:

o gl = z0HV(©)
! (?é}(o)
con
1
HWY (€)= §Pkpk,
por lo tanto se determinara que:
o) — ~(1)6H(1)(€) B N(l)aHu)(g) N(l)aH(l)(E) ~(1)<7H(1)(€)
= v W—Uq W—l—’()p W—{—va W
§i &g Ep &

HOE) GO a1\
ipr + P —Qkapk\gpl{?l/—%@e—o

de tal manera que el nuevo vinculo se escribe en la siguiente forma,

Q(l) = qrpr = 0 (4.80)

Nuevamente, este vinculo deberd ser incorporado en la formulacidn
original con el uso de un nuevo multiplicador de Lagrange que deno-

minaremos 3. De esta manera, la nueva variable simplética se expresara
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como: 5,52) = (qk,pk, a, ﬂ) y el Lagrangiano de primer orden es:

a

. 1 -
LB = pypgy + 9 e R gPrbr= a? (€) 6P —HD(€), (481)

con lo que es posible identificar las componentes de la un forma canénica,

e

1
CZE]Q) - Pk R CZ(Q) -0 p - 5 (qqu — 1) R a(ﬁg) - qkpk'

p ’

De esta manera, se define la matriz simplética en el siguiente orden de

iteracion,

que en forma matricial se representa por: donde las componentes se cal-
culan de la siguiente forma:

0 —0m q pi
) 0O O

£O = _’;ll 0 o Cél . (4-82)
Pt —q 0 0

Es posible mostrar que ésta matriz es regular y por lo tanto se puede
invertir. La inversa de (4.82) es dada por,

0 ou—TF =% 0

Sy 4 0 QGePr—qPe  Pr Gk

Q-1 kl qQ qQ qQ qQ
0 -5 5 0

Los corchetes generalizados son determinados directamente de ésta in-
versa, es decir,

e, 69 = P (4:84)
114
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a partir del cual se puede identificar:

et = o
gfég),é}(f)g = %qz,Pkg = Okl — q;;]l

{5}(92)’ 5[()@% _ 3 b Pkg _ qulq—QqZP@

que coinciden con los corchetes de Dirac reportados en el capitulo an-
terior. Diferente a lo que ocurre con los cdlculos de los corchetes de
Dirac, no es necesario invertir la matriz completa para obtener los cor-
chetes generalizados. El procedimiento de cuantizacion del método de
Faddeev-Jackiw se encuentra un vinculo no trivial en cuanto que con el
método de Dirac se deducen cuatro.

Campo de Proca Abeliano

Este tipo de campo es descrito por la siguiente densidad Lagrangiana

2

O Yo o ™
LO = B P 4 - A AT (4.85)

donde

Fu=d,A, — A,

Recordando que 1.9 es una expresion de segundo orden en las deri-
vadas temporales, la tornaremos lineal definiendo el momento canonico
conjugado el cual es definido por:

=F"0. (4.86)
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Con este término es posible la densidad Lagrangiana

1 1 1 m?
O = SR FO% — —FoFf — —F FR 4 —— A, A”
L 7 For 72 Fko yRiL + o A
_ g o lp e T 40 T g
= otk PR QQ 0 QQ k
1 1 m m
= QFkOFkO—4Flekl+Q A()Ao—iQ AkAk
1 2 m?

= JTIFITF — leszz + 2 AgAg — = Ak AR
2 4 2 2 '

Sumando el siguiente cero en la relacion anterior
AT — AL TTF = ALITF — 9 ARTTR.

se obtendra que:
9

. 1 1 m m2
L(O) = Aknk - aOAka + annk — ZFlekl + ?AOAO - QAkAk.

Ahora, teniendo en cuenta que
[1¥ = F* = [y, = 9y A — dr Ao

se obtiene que,

. 1 1 m2 m>
LO) = AITF —(IT% + 6, Ao) ITF + annk — Pl + - Ao Ao - QAkAk
. 1 1 m? m?
= A,IIF — TIFII* + annk — 1%, Ag — ZFlekl + 7AOAO — QAkAk
SRR S k 1 m’ m? kAk
= AkH — §H H - H (?kAo —_— ZFlekl ‘|‘ ?AOAO - ?A A

Integrando por partes el tercer término de la relacion anterior e descar-
tando la contribucidn de frontera se obtendra:

©) _ i 1k L rkirk . m’ m?
LY = ARITF — §H IT° + AgdpI1" — ZFlekl + ?A()Ao — ?A A (487)
que en forma compacta expresamos
LO) = A1k — HO) (4.88)
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) 1 1 2 2
L@):/uﬂk—[nﬁﬁﬁ—AmﬁHk+lﬁﬂ%—-nLAvo+TnfﬁAd,
12 4 9 ) |
donde se ha definido el potencial simplético en la forma
o) _ Lo 1 k m’ m’ k Ak
H( ) = 51_[ IT* + ZFlekl — AgdpIT" — ?A()Ao + ?A A (489)

Con el fin de calcular la matriz simplética, definiremos las variables
simpléticas de la siguiente forma ¢l = (A¢,11}, Ag). De (4.88) se puede
identificar,

Kff) - IT

i ’ b

K9 >0 KY > o.

Con el cual, podremos calcular la matriz
oK\ (y) B oK) (x)
0" (x) o (y)’

M (x.y) =

con los siguientes elementos,

De tal manera que la matriz M&&% (x,y se puede escribir:

Many) = 50 (x) 9 (y) ~ omly) by,
- 5128
k- E0 A

)

0O -1 0
Mff]%(x,y)z 1 0 O n}@g(x—y)
O 0 O

Se observa que esta matriz es singular con un autovalor cero. El autovalor
correspondiente a esta matriz es dada por

#4(0) :< 0 0 v(x) )
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donde v (x) es una funcién arbitraria. El vinculo asociado a este auto-

valor es:
Q. = [ (%A /dSyH = [ 0™ (x §€A0 fdsyH
= —fdng fdg [ —l—m *Ag (Y)} gjgﬁi;
_ —fdaxv de [ +m9Ao(y)}58(X—y)

= —fdng [d,fﬂk (x) + m*Ag (x)}

Debido a que la funcién v (x) es completamente arbitraria, se puede
escoger como vinculo Lagrangiano primario la siguiente relacion:

QO = G*TT* (x) + m? Ao (x) = O (4.90)

El primer Lagrangiano del proceso de iteracion se obtiene adicionan-
do el vinculo anterior a la parte candnica de L) con Io que se obtendra4,

LW = AT+ AQO) — O, (4-91)
donde
1 1 m? m?
HO = Hgt_o = oI+ m? Ao Ao + 3 FuFh — - Ao Ao + - A" A"
1, . 1 m? m?
== 51_1 IT* + ZFlekl + ?A()Ao + ?A A (492)

Con el fin de simplificar los cdlculos, se considerard el siguiente cam-

bio de variable )
A - —T1°
m2

de tal manera que,

) 1 .
L) = AGT0 1O (G () + m? Ao () — KO (4-93)
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Si introducimos la nueva variable simplética 5,51) = (Ai,H’:,Ao,HO), pode-
mos identificar las siguientes componentes de la uno forma candnica:
. 1
1 i 1 1 1
KV -1, k{Y-0 , kY50 , K- mg(a,;fnk (x) + m2 Ao (x)).

)

a partir del cual podremos calcular los elementos de matriz:

_ oK (y) B oK (x)
o6 (x)  oel(y)

MYk (x.y)

0 -t 0 0

] 00—k
My)=| T ey (494)

Esta matriz es no singular y con una inversa que se deriva de,

[ @2MB) (e, 2) [MEPO] (2, y) = 05% (x — )

Si se propone que [MCB(]L)]_1 tiene la siguiente representacion,

rre
MO eyl = L0 at] pbey] i) |
bi(x,y) ba(x,y) Os(x,y) ba(x,y)

fdazM(l) (x,2) [M(l)]_l (z,y)=8*(x—y)
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Es posible mostrar que [MAB(D]_1 tiene las siguiente forma:

0 7 49X 0

- —nt 0 0 O
[MAB(I)] 1(X’Y): lgjx 0 0 -1 58(X—Y) (495)

m?2
O 0 1 O
De (4.95) se puede determinar los corchetes generalizados entres las
componentes de la variable simplética € = (A¢,11i, Ag,T19) obteniendo
los siguientes resultados:

() 0 = $ 4 Aoy = oo (x—y),
60,68 () = $ai. 0 () =0, (490
= 30 (x), Aoy} = 0,

Campo masivo de Yang-Mills

Aplicaremos la formulacion de Faddeev-Jackiw para el caso de campos
masivo de Yang-Mills el cual, segun el método de Dirac, solo presenta
vinculos de segunda clase. La teoria a considerar es descrita por la si-
guiente densidad Lagrangiana:

1 m?
LO = =2 FLFL + - ATAL (4-97)
Expresemos el Lagrangiano (4.977) en primer orden utilizando el mo-
mento candnico asociado al campo que es definido por:
J1.(0)
I =F"° .08
= G(ooan ~ e (4-98)
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121

Con este término podemos expandir la densidad Lagrangiana

1 1 m?
LO) = —Fdp? —ZFk%FkO—4F F¥ +QAdA“
Q

1
= —-FGF  ——FiF] —AdAO Ak
orl'a” — 4Ll + Q + Q

1
= _[ROpko - 2 Fkl+9AdAd QA’;A’;

1
= SIaITG — 21 Fkl+9AdAd QA’;A’;

Sumamos el siguiente cero,
f ATk cdiik . AdTTkR ditk
en la relacidn anterior se obtendra que

2 2

. 1 1 m m
LO) = AT — do ASTTS + —TIATTS — ~F4FG + —AdAS — — AR AL

Q a*+d 4 Q 04*0 Q

Teniendo en cuenta que,
I = FJ° = Fg, = A} — AL + g fT AGA]
se obtiene,

AL = TI% + AL — g £ ASA]
= T+ 0% AG + g £ AL A
= Ik + <§d6ak + gfdfeA{)Ag,

donde se ha utilizado la antisimetria de la constante de estructura. De

la definicidn de derivada covariante

D (x) A5 = (0%, + g £ AL) AG = G AT+ g fA7 AL AT (4.99)

se deduce,
doAfl =TT + D A
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Por tanto, se puede expresar la densidad Lagrangiana como,

. 1 1 m? m?

LO = AJTIG — (TG + D AG) TG + S TETLG — RG] + - AGAG — = - AGA;
CdrTk k de ge kklkklddmgddmgkk
) 1 1

= A I (0%, + g ] A ST - SRR
TI’LQ mQ
+QAgAg — QA';A’;
) 1 1
= AT = 6Ty — g O T AL A - ST, — LR
mQ TTLQ
+QAgAg — QAZAZ

Integrando por partes en el segundo término y eliminando el término
de frontera resulta:

LO) = AT — g, (09TIEAG) + 097 AL G ITE — g £ “TIE A A

1 1 m2 m2
—QHZHZ - ZFﬁFﬁ + QAgAg - QA’;A’;
) 1 1
= AT ¢ A (570 0T, g f AT - IS R
m? m?
5 AGAG — 5 AGA
= ARTT 1 AG (%0, + g T AL )T - LTI — R
kilg T Ag kt+gf k)Hd T gt dNd T g TRk
m? m?
+QAgAg — QAZA’;
'dklkklddeedkmgddmgkk
Esta expresion se puede escribir en forma compacta,
P P P
1O = Adrrh — H©) (4.100)

donde se ha definido el potencial Simplético en la forma

(O)lkklddeedkmgemgdd
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Si se define las variables simpléticas en la forma 5,20) = (Af,HfL,AS), de
(4.100) se determina,

K > K950 k') 0. (4.102)

) )

Con el cual la matriz
oK\ (y) B oK) (x)
s (x)  9e(y)’

tiene la siguiente representacién:

M (x.y) =

0O —-10
Mgg%(x,y)z 1 0 O (5ab7]J§8(X y)
\0 0 0

Se observa que esta matriz es singular y el correspondiente autovector
nulo asociado es dada por:

ﬁA(O)=< 0 0 vAg(x) >’

donde v*% (x) es una funcién arbitraria. El vinculo asociado a este auto-
vector es:

Q, = [d*x5)® yH (9)
— fdngAg( )§€Aa deyH (¢)
a 3 AC e €
= detix) [ 5Aa£y; (D y) + m 45 (y)
= —fdng X fd8y58 X — y)(DCdHZ (Y)+mQA€ (Y))
= — [ d®x0" () (DTS (x) + m2 A () = 0

de donde se puede escoger como vinculo Lagrangiano primario la si-

guiente relacion:

QO = DR (x) + m2Af (x)

0 (4103)
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124 4.4. Ejemplos

El primer Lagrangiano del proceso de iteracion se obtiene adicionan-
do el vinculo anterior a la parte candnica de L) con Io que se obtendra4,

LO = AT + A — 1O, (4.104)
con
(1) (0) Ve L L rapma e Qemgemgdd
H — HQG(O):O — 51—1de + ZFlekl - AO —Tn AO ‘|‘ ?AO _+_ ?AkAk
1 1 m? m?
= QHEHQ + P+ o Aodot QAgAg (4-105)
Se considerara el siguiente cambio de variable
1
/\e 5 71—‘[0
m2 ¢
la expresién (4.104) se escribe,
. 1 .
L0 = AdTTE + ﬁng (D{TIE (x) + m? Ag (x)) — H (4.106)

Introduciendo un nuevo conjunto de variables simpléticas &) = (A¢,TIL, AG,TI9),
es posible identificar las siguientes componentes de la uno forma candni-

ca:
M) i 1) (1) o 1 e 9 1a
Kp-T, , Kg'»0 , Ky-0 KH2—>mQ(Dk IT (x) + m? A§ (x))
(4-.107)
a partir de los cuales la matriz
M) KR (y) 9KV ()
AB (Xa Y) - 1) - 1) ’
6€3 (x) €5 (y)
se expresa,
0 =0 0 = [T (x)
aboi 1 ab
1) _ 0"n; 0 0  —=DP(x) |
Mab (X’ Y) o 0 / 0 0 §ab 0 (X o Y)
L O (x) —5DI(x) —0% 0
(4.108)
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Se determina que esta matriz es no singular y Su inversa se calcula

utilizando la siguiente ecuacidn funcional:
fdazMgz; (x,2) [MCB(I)]_l (z,y)= 650" (x—y). (4-109)

Considerarando que [MCB(l)]_l tiene las siguientes componentes

C3) ) e oo
MCB(1)—1 x,v) = Xy Xy X,y ,
STt ] N R N i e e e

61 (%, y) Q“d(x y) 9ad(x y) 9‘“’( y)
a partir de (4.109) se puede mostrar que la inversa para la matriz simpléti-
ca tiene las siguientes componentes

0 ot LD (x) 0
MO ey) = |0 0 AU (<) 0
Y = 77lﬂl)ac( ) mgfacdnt ( ) m4fabchd ( )Hb (X) _(§ab
0] 0 gab 0
53 (X _ Y)- (4.110)

De (4.110) se puede determinar los corchetes generalizados entres las
componentes de la variable simplética E,gl) = (A?,Hé,Ag,Hg) obteniendo
los siguientes resultados:

= Jareo.

§“b 58 X y

vl

m

() 1
e, (vl = Y4200, 48[y = D (98*(x - y),
el (). & (v = 34z (v =0, (42)
Jei o€ (v = TG0, b (y)f = =5 pirm () 0 (x - y),
Jel o€ v = 34560, 45 () = 50 (e = y) oD ()T (),
] [yl = 34560, (y)f =

Oy = o3 (x— ).
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Capl'tulo 5

Teoria de Fotones
Masivos en las
Coordenadas de Instante
Forma

La electrodindmica de Proca describe una teoria de fotones masivos
la cual no es invariante de gauge. Ein este capitulo se mostrara que la in-
variancia de gauge es recuperada si un campo escalar es apropiadamente
incorporado en la teoria. Se utilizara el método de Dirac para describir
sistemas con vinculos con el fin de realizar detallado analisis de la estruc-
tura de vinculos que la teoria posee. Condiciones de gauge apropiadas
serdn derivadas con el objetivo de eliminar los vinculos de primera clase.
Finalmente, se deduciran los corchetes de Dirac asociados a las variables
dinamicas independientes.
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130 5.1. Formulacion de Dirac

5.1. Formulacion de Dirac

La electrodindmica cudntica (QED) establece una ligadura sobre la
masa en reposos del fotén la cual es propuesta para ser cero. Sin em-
bargo, fotones no masivos pueden existir a bajos niveles de energia que
los actuales experimentos no pueden detectar. Ahora, el principio de
incertidumbre indica que la masa del fotén puede ser estimada como
M, ~ <. en una magnitud del orden de 10~ g. Aunque tal masa infi-
nitesimal es extremadamente dificil de ser detectada, una masiva QED
no sélo es mas sencillo tedricamente que la teoria estandar [1], sino que
también proporciona un estructura solida para el andlisis de las impli-
caciones de la existencia de un fotén masivo tendria para la fisica. En
realidad, algunos de estos posibles efectos, como la variacion de la ve-
locidad de la luz [2], la desviacidn de la ley de Coulomb [4] y la ley de
Ampere [5], la existencia de ondas electromagnéticas longitudinales [6],
y el adicional potencial de Yukawa del campo dipolar magnético [77], se
estudiaron con detalle.

La electrodindmica masiva de Proca es el modelo mas simple en el que
el fotén tienen una masa pequefia. La teoria del campo electromagnéti-
co de proca en una unica manera adicionando un término de masa al
Lagrangiano del campo electromagnético, es decir, el campo de Proca
es descrito por la siguiente densidad lagrangiana:

1 1
L=— FI"F,+ QMQA#A/“, (51)

donde F/W = (?PA,/ — (?,A#. El pardametro M puede ser interpretado como la
masa del fotén siendo que la longitud de escala M~ llega a ser la longitud
de onda de Compton reducida del fotén el cual es el rango efectivo de
la interaccidn electromagnética. No obstante, el término de masa viola
la invariancia de gauge de la teoria.

Sin embargo, Cornwall [§] mostré que en el modelo de Jackiw-Johnson
[9] no es posible adicionar una término de masa que rompa simetria sin
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5.1. Formulacion de Dirac 131

destruir la renormalizabilidad ya que éste factor viola las identidades
de Ward-Takahashi. Por otra parte, la invariancia de gauge puede ser
recuperada si un término no local y no polindmico es adicionado al La-
grangiano el cual es invariante de gauge en el sentido estricto. En este
capitulo, se seguird el procedimiento Cornwall con el fin de restaurar la
invariancia de gauge de la teoria de Proca. En seguida, se estudiara de
manera consistente la estructura canonica de vinculos de la teoria de-
terminando el Hamiltoniano que genera la dindmica del sistema y tiene
en cuenta la completa libertad de gauge. Finalmente, se determinaran
apropiadas condiciones de gauge a fin de calcular los correspondientes
corchetes de Dirac.

El campo de Proca que es descrito por la densidad Lagrangiana (5.1)
no es invariante de gauge, sin embargo, adicionar un cierto término no
local y no polinémico a (5.1) restaurard la invariancia de gauge. Si la
transformacion

Ay (o) > Ay (o) + A (),
es realizada sobre el término de masa, se obtiene que
1
2

Ahora, se reemplazard el pardmetro gauge de la siguiente manera

11
A->6=———J,A"
e

1
M A Al > S M (A, + A ) (A" +dFA).

Asi, se definird el término de masa en la forma

2
;MQ {A,l + ia,ﬁ} , (52)

el cual sera invariante de gauge si se realiza la siguiente transformacion:
Ay(x) > Ay(e)+ M (x) ,  B(x) > 6(x)—eA(x), (5-3)

siempre que 08 # 0. Aqui, 6 (x) es un campo escalar auxiliar y e es una
constante de acople. De esta manera, se obtienen la siguiente densidad
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132 5.1. Formulacion de Dirac

Lagrangiana de gauge efectiva:

11 1. T
L=——FH ,l,,—|—§M A#—i—gc?p(? : (5-4)

4

De (5.4), es posible derivar las correspondientes ecuaciones de Euler-
Lagrange,

2 1 2 1
0,F" + M2Al = —M?3"8 | d,| A"+ ~d"§
€ €

=0. (5-5)

De la densidad Lagrangiana (5.4), se determina que los correspon-
dientes momentos canonico ('nfl,pg) conjugados a los campos (A#,Q), res-
pectivamente, son definidos por:

JL ) _dL M
3(doA,)  PE 008 T e

T =

1
Ao+ edo@]. (56)

Entonces, de (5.6) se deduce el siguiente conjunto de relaciones dindmi-

cas
2

e
doAr = "+ dAo , ol = w{?g —eAy, (57)

junto con el siguiente vinculo primario [10],
Q=1"~0. (5.8)

A fin de realizar un estudio candnico de la teoria que resulte consistente
con el vinculo (5.8) se utilizara el procedimiento de Dirac [10]. Para ello,
en primer lugar se define el Hamiltoniano candnico, H¢, a partir de la
siguiente relacidn:

Hc:fdsyHc:fdgy

donde H¢ se interpreta como la densidad Hamiltoniana candnica aso-

7 do Ay + pedoll — L, (5.9)

ciada. Utilizando la relacién n* = F* que resulta de (5.6), la densidad
Lagrangiana se escribe de la siguiente manera:
1 1 e? 1

1 1P
_ k)2 9 2
L. = 5 (TT ) + §Wp9 — ZFlekl — §M [Ak + ed}g@] (5.10)
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5.1. Formulacion de Dirac 133

Al substituir (5.10) en (5.9) se obtiene la siguiente expresién para el
Hamiltoniano candnico:
1 €2

1 1
Hqs = /dgy {Q (ﬂk)Q + prg + ﬂkdkAo — €A0p9 + ZFlekl

1, 1P
+-M Ak+28k9

5 . (5-11)

Ahora, la consistencia del vinculo primario [10] requiere introducir el
Hamiltoniano primario Hp el cual resulta de adicionar al Hamiltoniano
canonico los vinculos con sus respectivos multiplicadores de Lagrange
[10],

HPEHc+fd8y ul(y)Ql(y), (5.12)
donde u! es el multiplicador de lagrange asociado al vinculo electro-
magnético. Siendo que el espacio de face es definido por las coordenadas
generalizadas (AH,H, ﬂ”,pg), los corchetes fundamentales de Poisson (PB)
no nulos entre ellas son dados por las siguientes relaciones:

JA4,00,7 (9 =0, —y) . 306 palpf =% (x—3).  (533)

EI procedimiento de Dirac [10] establece que los vinculos primarios
deben ser preservados en el tiempo bajo la evolucidn generada por el
Hamiltoniano primario (5.12). Dicha consistencia es determinada exi-
giendo el PB entre los vinculos primarios y el Hp sea débilmente igual
a cero. Utilizando las siguientes relaciones:

gAP (x),HC% — [ (o) + 3 Ao ()],

gn”(x),Hcg = 6 [T () + epe (x)]+5;§amk(x)

— M?| Ay (x)+i07§‘9 (X)E,
36 (x), Hef = Aejgpg(x)—er(x), (514)
Sput) el = i [+ L)
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134 5.1. Formulacion de Dirac

sepuede demostrar que el requerimiento de consistencia sobre el vinculo
primario resulta en:

Ql(X):%ﬂo(x),Hpgzdécﬂk—l—epgEQQ(X)%O, (5.15)

La expresién (5.15) se interpreta afirmando que la consistencia de S
implica en un vinculo secundario Q9 que sera el equivalente de la ley de
Gauss.

El método de Dirac establece que la consistencia del nuevo vinculo
deberd ser analizada, sin embargo, es posible mostrar que

300 (x) = gszg(x),Hpg
= JXF Fip () — M2 {Ak (o) + if?;?@ (x)}

+M2 gy {Ak () + ia,;ce (x)}
- 0

y

por tanto, no hay mas vinculos generados de la condicion de consistencia
de la ley de Gauss, lo que implica que ésta es automdticamente conser-
vada. Asi, las relaciones (5.8) y (5.15) constituyen el conjunto mdximo
de vinculos que la teoria posee.

A partir de (5.13) es posible mostrar que los vinculos Q; and Q9 tienen
corchetes de Poisson nulos entre ellos, por tanto, constituyen un conjunto
de vinculos de primera clase [11]. De esta manera, con el fin de obtener
una dinamica que resulte compatible con la libertad de gauge completa
de la teoria se debera introducir lo que se conoce como el Hamiltoniano

extendido Hg el cual es definido por,

Hp=Hc+ [ d®y

ut (y) () +u? (9) Qa(y)], (516)

siendo u? el multiplicador de lagrange asociado al vinculo de primera
clase secundario Q9. Con el Hamiltoniano extendido es posible calcular
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5.1. Formulacion de Dirac 135

las ecuaciones candnicas de las variables (A,I,H, ﬂ”,pg) que es compatible
con la completa libertad de gauge de la teoria. Por tanto, a partir de
(5.16) es posible mostrar que para el campo A, se obtiene la siguiente
ecuacion:

Ay =6} 1" + deAo] — 6 fau?, (5.17)
que implica que la dindmica de la variable candnica AM es definida como
una combinacidn lineal del multiplicador de Lagrange que esta aun

por determinar. De igual manera, la ecuaciéon de Hamilton asociada al
momentum rt es dada por

1
= (501/ [(?kﬂk + epg] + (5;! g(?lFlk — M? {Ak + edkg}g (5.18)

La evolucidn temporal de las variables dindmicas correspondiente al
campo escalar es:
. e2 9
6 = ng —eAp+eu’, (5.19)
) 2 1
pe = — [Ak + —dpf
e e

Combinando las relaciones (5.17), (5.18) y (5.19) es posible mostrar que

o
c?pr“’-I—MQ{A”—I—ed”H ~ 0, (5.20)
[ L] )
d A+ —-dl'8; ~ dyu”.
i

Asi, las ecuaciones (5.20) que se interpretan como las ecuaciones de cam-
po a nivel Hamiltoniano son compatibles con las ecuaciones de campo
obtenidas a nivel Lagrangiano (5.5) solo si convenientes condiciones de
gauge son elegidas con el fin de fijar el multiplicador de lagrange u?.

Ahora, el objetivo es utilizar la libertad de gauge que existe en el
sistema de estudio con el fin de fijar dos componentes del campo A” de
tal manera que se pueda transformar los vinculos de primera clase en un
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136 5.1. Formulacion de Dirac

conjunto de vinculos de segunda clase. Por tanto, el problema de elegir
apropiadas condiciones de gauge debera ser tenido en cuenta y resuelto
a fin de eliminar las variables redundantes de la teoria a nivel cldsico.

De acuerdo al método de Dirac, el numero de condiciones de gauge
a introducir es determinado por el numero de vinculos de primera clase
que la teoria presente. Por tanto, la teoria en consideracion requerira
de dos condiciones de gauge para asi transformar los dos vinculos de
primera clase en vinculos de segunda clase [11, 12]. Una manera natural
de derivar condiciones de gauge apropiadas es observar nuevamente a
la estructura de vinculos que la teoria presenta. Siendo que 70 ~ 0, una
Iégica condicion de gauge a escoger que sea consistente con los PB de la
teoria es:

Al = AO =~ 0. (5.21)

La segunda condicién de gauge se puede deducir de las ecuaciones
de Euler-Lagrange obtenidas al sistema a nivel Hamiltoniano [12]. Por
lo tanto, si se elige la componente v = 0 de la ecuacidn (5.20) se obtiene

que

2

1 M
d,F' + M? [AO + 2609 ~ o | e Ak + 79 ~ 0. (5.22)

Entonces, la ecuacién (5.22) se mantendrd valida durante la evolucién
dinamica del sistema solo si:

M?
Ag = G A + 79 ~ 0. (5.23)

Asi, la ecuacidn (5.23) es similar a un vinculo secundario que resulta
de la condicién de gauge (5.21), por tanto, la expresion (5.23) se puede
considerar como la segunda condicién de gauge que se requiere.

El siguiente paso es calcular los corchetes de Dirac (DB) asociados al
conjunto completo de vinculos que la teoria posee, es decir, el conjunto
constituido por los vinculos de primera clase y las condiciones de gauge

136
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que se renombrardn de la siguiente manera:

U, = 71°~0,
U, = akﬂk +epy ~ 0,
Vs = Ay~ O, (5.24)

M?
\I/4 = akAk + 79 ~ O,

y que conforman un conjunto de vinculos de segunda clase. De (5.24)
se puede construir definir una matriz con los PP calculados entre ellos
y cuyos elementos se definen de la siguiente manera:

Cij (x,y) E;‘I’i (), ¥; (y)§’ (5-25)

La matriz asociada a (5.25) tiene la siguiente forma:

0 0 -1 0
O 0 0 D

C= * 58 (x — .
Lo o o |9y (5:26)
0 -D, 0 O

donde se ha introducido el operador diferencial D, = V2 — M?.

Para calcular los correspondientes PD la inversa de la matriz (5.26)
debera ser calculada y debera ser solucidn del siguiente sistema de ecua-
ciones:

dengel(x,z)ij(z,y) = 5ijc58(x—y),
fdgzcik(x,z)Cg}(z,y) = <§ij<§3(x—y). (5.27)

Se propondra que o (x, y) tiene la siguiente forma:

3 s

1 _| P\ Y) Pa\X, Y] P\, YY) p4axs Y

CHeIE L) aley) ey ey | 5
mloe, ) ma(oey) 13l ) malx, p)
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donde los elementos de matriz son completamente desconocidos y nece-
sarios de determinar. Al substituir (5.26) y (5.28) en (5.277) se obtiene el

siguiente sistema de ecuaciones:

“nley) = Ple—y) , —lxy)=0, i=234,
Dup(x,9) = 0°(e=p) , Dupilx,3)=0, =184,
ag(x,y) = 53(x—y) , ai(x,y):O, 1=1,2,4,
—Dyfa(c,y) = *(c—3p) , —DiBi(x,y)=0, i=1,2,3.

(5-29)

Imponiendo las condiciones de frontera de que los campos desaparezca
en el infinito, se puede mostrar que la solucién de (5.29) es,

ag(x,y) = 58(95—3)) , ai(x,y):O, 1=1,2,4,
I .
Paley) = =5 @le=3) . Bilxy)=0, =123,
nley) = —0%ec—y) . plxy)=0, i=2384
1, .
7]9(90’3’) = DTC& (X—y) : T}i(x,y)=0, 1=1,8,4.
(530)
Por tanto, se muestra que la inversa de (5.26) existe y tiene la siguiente
forma:
[0 0 1 0 )
0 0 0 —5
Cljl(x’y): -1 0 O ODX (58(96_})) (581)
0O - 0 O

&8

Con la inversa dada por (5.31), es posible definir los PD para dos
variables dindmicas A (x) y B(x) [11] de la siguiente manera:

gA(x),B(y)% _ gA(x),B(y)g—fdgudgv gA(x),\Ifi(u)g

’ Ci_jl(u,v)g\llj(v),B(y)g (5.32)
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La anterior definicién implica eliminar las vinculos de segunda clase
(5.24) de la teoria y de la dindmica definida a partir del Hamiltoniano
extendido (5.16). Bajo la definicién de los PD, los vinculos (5.24) son
fuertemente nulos, es decir, se cumplen las siguientes identidades:

7(0 =0 y AO = O,
.. €
by = _Eakn , 0= —WakAk- (5-33)

Las relaciones (5.33) establecen que Ay, y n* son los grados de libertad de
la teoria, es decir, las variables independientes y constituyen el espacio
de face reducido. Por tanto, los PD asociados a ellas deben ser calculados
a partir de (5.32), de tal manera que los PD asociados al campo Ay son
dados por:
@uube% :%ﬁ@%B@%+%fd%Q§umﬁwﬂwJﬂﬂg
(5-34)

de la cual es posible mostrar que los PD no nulo entre los grados de

D

libertad son:
0 dj

5, 5
X

6% (2 — y) (5.35)

gAk (x),ﬂl(y)g —

D

Ahora, usando las relaciones (5.83) se puede determinar que los restantes
PD correspondientes a las coordenadas generalizas son:

boce o, = (145l

P = M ey (550
0 608 = el o le-y)

Bajo la definicién de los PD y las relaciones (5.85), el Hamiltoniano (5.16)
que determino la evolucién temporal con la completa libertad de gau-
ge se transforma en el espacio de face reducido a una expresion de la
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140 5.2. Formulacién de Faddeev-Jackiw

siguiente forma:
1 11 1 1 2
_ k 9 y
H —fd3y 32(7{ QMQ (d ) + ZFlekl + §M [A — Wak d; Al] g
(5-37)

5.2. Formulacion de Faddeev-Jackiw

Un tratamiento canonico consistente de la teoria fue realizado me-
diante la utilizacion de la formulacién de Dirac [1]. En ésta seccién se
utilizara la propuesta geométrica de Faddeev-Jackiw [2] para un andlisis
simpléctico de la teoria. La densidad Lagrangiana efectiva invariante de
gauge que describe el campo de Proca es dado por:

L 1, 1.7

Con el fin de describir la teoria bajo la formulacion simpléctica de
Faddeev-Jackiw es necesario introducir los momentos candnicos mt' y pyg
asociados a los campos A, y 8, respectivamente,

AR S AL M1
" 3(a0A,) T PTG T e [T e

De esta manera, es posible expresar la densidad Lagrangiana (5.38) de

(5-39)

la siguiente manera:

1 €2 1 1 17T

©0) = — (gh)? 4 = — By — — Q[A 769]

L (TT) —I_QMQPQ 4 k1L R QM [ k-l-e k J . (540)

Considerando el siguiente término cero

Akﬂk + Hpg — ((?oAk) Tk — ((?08) pe = Akﬂk + ng — (ﬂk + (?kAo) k
69
_(]\/[ng — €A0) 1z

= Apr® 4 6pg— (r*) — 1t Ao — i
+€A0pg,
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5.2. Formulacion de Faddeev-Jackiw 141

se puede re escribir la densidad Lagrangiana (5.40) de la siguiente ma-
nera:

) : 2 1 1
1.0 — Akﬂk+9p9—( ) -7 dkAo—7p9+€AoP9+ ( )+€P9

e i a2 a1 L]
R [k‘|‘ kJ

= A+ — 22 () Le s Fd Ao — eA 1FF
= Apm +0pg Q(ﬂ) -I-QMQPQ-HT kAo — €Aops + —Lkil'kl

1, 1. TV
+ §M Ap+ Ede , (5-41)

que en forma compacta se puede expresar de la siguiente manera:

LO = Apr® + 0pg — HO, (5.42)
donde
HO) = 1(7rk)Q - 191@ +7*G Ag — eAopg + ! —FuFuy + L [Ak + ake]g
) 9 M2Fo 0 TRy 27 | |

(5-48)

denota el potencia] simp]ético de orden cero en el proceso de interaccidn.

De acuerdo a (5.42) el conjunto inicial de variables simpléticas es
denotado por €,§O) = (Ak,'rrk,g, pg,Ao). Se determina a partir de (5.42) los
siguientes momentos:

Ki)=r*, KV=0 , KV=py , K)=0, K{)=0, (544)

con los cuales se puede definir la matriz dos forma simpléctica de orden

cero en el proceso de iteracion de la siguiente manera:

(5K(0) (y) sK'Y) (x)

14_1

M(O) (X y)
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La matrix M(Aog (x,y) tiene la siguiente forma:

01000
-10 0 00

MO(x,y)=[ 0 0 0 1 0 |®(x—7y). (5-46)
0 0-100
0 0 000

Es posible observar que la matriz simp]éctica es Singular y facilmente
se puede mostrar que su correspondiente modo cero es:

50 =(0 0 0 0 v (x)), (5.47)

donde v#° (x) es una funcidn arbitraria. De este no trivial modo cero se
puede deducir el siguiente vinculo:

Q) — fdngAO( 5€A fdayH <€k )

" (Y) G+ epr (Y)] 0 (x—y)

= [ () gt () + epa )

Sin embargo, dado que v (x) es completamente arbitrario, es posible
elegir como un vinculo primario Lagrangiano la siguiente relacion:

0 = G + epg = 0. (5.48)

De acuerdo al algoritmo simplético, el vinculo (5.48) es introducido
a la densidad Lagrangiana usando multiplicadores de Lagrange, asi, la
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5.2. Formulacion de Faddeev-Jackiw 143

densidad Lagrangiana de orden uno en el proceso de iteracion es:
LW =gkA, + p99 1+ Q) — HO (5.49)
donde el potencial simplético de primer orden de iteracion es:
HO =R, .. (5.50)

Siendo que HO) se puede expresar de la siguiente manera:

HO) = 1(nk)9+19p 1" 0o Ao — e Aoy + —FuFo + ~ M2 [A +1der
9 o p2P? kA0 ope R k k
1 1e . 1 ) 2
= Q( ) +§ng Ao | O +€p9]+4Flekl+QM [Ak—l—o"kgl
2 2
= ;(Tf’e)Q Sl =4 ()+iszsz+2M9 [Ak+1(7k9]

se puede determinar que

1 2

1 2
~HO = Hgo):o = ( )Q + *7P9 + Flekl + M [Ak + dk9] (551)

2

Se extenderid el espacio con el conjunto de variables simplética resul-
tado del primer proceso de iteracion. Este nuevo conjunto de variables
es definido por: é‘él) = (Ak,nk,H, pg,)\). La nueva uno forma candnica es:

KYort K50 KPP spy . K50, KV gt +epy,
(5-52)
con los cuales se podra definir la matriz simplética en el primer proceso
de iteracidn para ser definida en la forma:

0K (y) 0K (%)
JEAN (x)  9€BM (y) (5-53)

M(l) (X y)
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144 5.2. Formulacién de Faddeev-Jackiw

Y que s€ expresa como:

0O —=6F 0 0 O
o 0 0 0 —d
MY(x,y)]=l 0 0 0 -1 0 |®x—y) (5-54)
0 0 1 0 e
0 —d° 0 —e O

Es posible mostrar que la matriz (5.54) es nuevamente singular, por
tanto, existe un nuevo modo cero asociada a ella y que deberd satisfacer
la siguiente ecuacidn:

fdgxﬁA(l) ()()]\4541])8 (X,y) = 0. (5-55)
Asumiendo que el autovector §) (x) tiene la forma

50 (x) = (i (x) i(x) 7(x) 6(x) 6(x) ), (5.56)

donde i = 1,2,8, de (5.56) se puede mostrar que se debe satisfacer el
siguiente sistema de ecuaciones:

-

-

-

vvivv
Il
O O O O O

La solucién de ellas permite determinar que el vector nulo tiene la si-
guiente forma:

50 (x) = (#8(y) 0 ~etly) 0 by))
= ((?ga(y) 0 —ea(y) O a(y)>, (5-57)

en la ultima relacién se ha hecho el cambio 6(x) - a(x) y con a(x)
una cantidad arbitraria. Un nuevo vinculo resulta de (5.57), el cual serd
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5.2. Formulacion de Faddeev-Jackiw 145

consecuencia de la siguiente expresion:
Q) = [ dPet) (x) §€A f A’ yHW(y)
X)fd?’yH y —efdgxa(x)
+ [ dxa () 5)\5 J dyHO(y)
= [d% [ a? gdx Fkl(y)(dggjjg;dz ; Ai(x))—l_MQ[Ai(Y)]
- 020(3)]o° = y) - M) )+ S| 92—
_ fdaxg_;a;mx)(a;ag_cs,;a;c)Fkl (%) + M3 a (x)

%

- [ g 3 (x) 6 Fei (x) + M20¥a (x)

(

Integrando por partes la ultima relacidn se obtiene que

1
+ M?a (x) 6 | A (x) + Eﬂg‘@ (x)

A (x) + ia;ce (x)]

1
+ M?a(x) 3¢ | A (x) + pUi (x)

QW = f d®x g ) 0¥ 0¥ Fr (x) — M?a (x) 0¥

Ai(x)+ i&f@ (x)]

1
+ M?a (x) 07 | A (x) + Eﬁ,f@ (x)

= [ d*xa (x)ga;fami (x) — M2 [Ai (x)+ ide (x)] (5-58)
+ M20° | A (x) + iaﬁ (X)lg

= 0

Ahora, QW es idénticamente cero, entonces, la relacién (5.58) indica que
no hay mas vinculos Lagrangianos asociados en la teoria y como conse-
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146 5.2. Formulacién de Faddeev-Jackiw

cuencia la matriz simplética mantiene singular, un hecho caracteristico
de una teoria de gauge.

Con el objetivo de tornar regular la matriz simplética una condicion
de gauge deberd ser adicionada al potencial simplético. Se escogerd el
gauge de Coulomb © = d; Ay, + MTQH = 0 deducido naturalmente por el
método de Dirac. Usando el multiplicador de Lagrange 1(x), el cual in-
crementara la dimension del espacio de configuracion, se obtendrd el
segundo Lagrangiano iterativo:

L® = Apr® + 6pp + QO+ 05 — HO (5.50)
donde
1 1 e 1 2
_ @ _ 9
H(Q) = HpLop = 5 (nk) Q Ve pg + 4Flekl + QM [Ak + —d.f (5.60)

Se escogerad el nuevo conjunto de variables simpléticas como siendo:
6,59) = (Ak, 7% 0, b, k\,n) y de (5.60) se determinara los siguientes elementos
de la uno forma candnica:

K9 - ot K?50 , KP->ps , K250

pe ’
9

M
Kg\g) - dknk +epy , K%Q) - dpAp + 79 (561)

y

De (5.61) se determina la matriz dos-forma simplética en el segundo

orden del proceso de iteracion con los siguientes elementos de matriz:

oK (v) sKP (x)
664 (x)  dEPA (y)

M(Q) (X y) (5-69)

que se representa en la forma:

0O -6 0 0 0 =g
58 0 0 0 —d O
o 0o o0 -1 o M
2 _ e 3
0 -9 0 — O O
— 0o M o0 0o o0
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5.2. Formulacion de Faddeev-Jackiw 147

Siendo que Mf,)g (x, y) no es singular, la inversa de ésta cantidad es

calculada a partir de:
/dgz M (x,z) [MCB(Q)]_l (z,y)=050%(x—y) (5.64)

Considerando que [MCB(Q)]_1 tiene la siguiente forma:

@, (%) oo (%) o (xy) ex(xy) as(xy) ao(xy)
B, (x,y) Po.(x,y) Bs(xy) Balxy) Bs(xy) fo(xy)
AR 1.(xy) 1. (xy) BEy) 1xy) BEy) %6xy)
0L, (x,y) 0o, (xy) Bs(xy) a(x,y) O5(xy) 65(x,y)
G.(xy) Guxy) Glxy) Glxy) Gxy) Glxy)
pa(xy) e (xy) ps(xy) palxy) ps(xy) pe(xy)

donde sus componentes estdn por determinar. A partir de (5.64) se pue-

de mostrar que dichas componentes satisfacen el siguiente sistema de
ecuaciones:

MQ

—dm,, (x,y)— 771m (x,y) = 0,
MQ
—0a, (x.y) =~ . (xy) = 0.
MQ
—das, (x y)— 773 (x y) =0
MQ
—0fan(x,y) =~ nlxy) = 0
MQ
—d as, (x y)— 775 (x y) =0
MQ
—d; a, (X y)— 796 (x,y) = ¢ (X—y)
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@, (%) = 4G (x,y) = 0,

a,, (%, y) = GG, (xy) = 0d°(x—y),
agk(x,y)—c?,f{’g(x,y) = 0,
a4k(x,y)—d§‘C4(X,y) = 0,
a5k(x,y)—dgcC5(x,y) = 0,
QGk(x,y)—ﬁgcCG(x,y) = 0.

—Pu, 6 ¥) = dp(xy) = 9L0%(x—y),

—Pou. (%, y) = Fpa (xy) = O,

—ﬂgk(X Y) Iy pS(X’Y) =0,

—Ba, (x.y) = Fpa(xy) = O,
—Ps.(x, )= dps(x,y) = O,

P (% y) = Fps(xy) = 0.

-1
MAPE (x,y) = (5:65)
~(Bu-%E) o el o - o
i MQ
_ 0 el o (1+3) o & Plx—y).
g 0o —(1+3¥) o ML o0
g M? 1 1
° ~D. 0 %o, 9 “n;
A 1
I 0 £ o A o0
(5.66)

donde se ha definido el operador diferencial D,, = V2 — M?. Con esta
matriz se puede determinar los corchetes generalizados entres las com-
ponentes de la variable simplética é"k(?) = (Ak,ﬂk,H, pg,/\,n) obteniendo los
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siguientes resultados relevantes:

3Ai(x),ﬂj(}’)§ = (51']'—3?35;)‘58(’(_}’)’

000 pulylf = (1ot y). (567)
St pulyf = Tt oley).

377"e (X),H(y)g = egic??’ (X — y).

que comparados con su contraparte, los corchetes de Dirac se observa su
equivalencia.
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Capl'tulo §)

Teoria de Fotones
Masivos en las
Coordenadas de Plano

Nulo

6.1. Introduccidon

Se procedera a realizar un estudio de la teoria de fotones masivos
en las coordenadas de plano nulo. Inicialmente se realizard un andlisis
canonico de la teoria utilizando la formulacion de Dirac con el fin de
deducir la estructura de vinculos de la teoria y comparar ésta con los
resultados derivados con aquellos que resultan del andlisis de la teoria en
las coordenadas de instante forma. Dada la libertad de gauge de la teoria
se pretende deducir los corchetes de Dirac para los grados de libertad
utilizando la condicion de gauge de plano nulo.

Posteriormente se procedera a realizar un estudio de la teoria utili-
zando la formulacion de Faddeev-Jackiw. Se pretende deducir todos los
vinculos d Lagrangianos y mostrar que la libertad de gauge también se
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154 6.2. Formulacion de Dirac

hace manifiesta en este formalismo. Con el fin de deducir los corchetes
generalizados, nuevamente, se impondrd la condicion de gauge d plano
nulo. La equivalencia de los dos resultados se pretende demostrar.

6.2. Formulacion de Dirac

La teoria electromagnética masiva es descrita por la siguiente densi-
dad Lagrangiana:

2

Lz—lF/“’ +1M9[A +}ae] (6.1)
4 T T -

a partir del cual es posible deducir las siguientes relaciones:

0L _ JL  M?
d(d,Au) ©d(d8) e

1
A+ -3
€

De la ultima expresion, se determina que los momentos candnicos (7{*‘, pg)
conjugados a los campos (AH,Q) son:

0L - dL M
iaa) " P awe) T e

=

A_+ ia_el (6.2)

de donde es posible deducir el siguiente conjunto de vinculos primarios:

91 = 71'+ I O,
Qo = 14— d_As+ dA_~ O, a=129 (6.3)
M? 1
Qg = pg—7 A_‘}‘E(?_B %0,

Con el fin de establecer la consistencia de los vinculos primarios es
necesario introducir, inicialmente, la densidad Hamiltoniana candnica la
cual es definida por:

He =10y Ay + padif — L
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6.2. Formulacion de Dirac 155

Ahora, expresando la densidad Lagrangiana en las coordenadas de plano

nulo,
Lo 1, 1.7
L = —ZF FH,,+§M AH+E(?#9
1 1
= §7T_7T_ + 7%, A, —n4d, AL — ZFabFab + €A+p9 + pgd+9 (64)
1 1 1
+—M? [Aa + dﬁ] A+ 8‘19],
2 € €
se deduce

1 1
He = §7T_7T_ +7 d A, + 1%, AL + ZFabFab — €A+pg

1 1 1
+—M? (Aa + dae) (Aa + dae)
2 e e

Asi, el Hamiltoniano candnico tendra la forma:

1 1
Hq = /d?’x [Qﬂ_ﬂ_ +n1 Ay + 7%, AL+ ZFabFab —eAips (6.5)

1
2

Para una teoria que posee vinculos la dindmica de la misma es gobernada

+—M? (Aa + idﬁ)(Aa + iaae)}

por el Hamiltoniano primario que para nuestro caso sera definido como:

ut () Q1 () +u® () Q. () + 1 () 2s ()

donde u!, u** y u® son multiplicadores de Lagrange a ser determinados.
y P grang

Hp=Hc+ [ d®y

., (6.6)

Asi, la evolucidén temporal de cualquier variable dindmica F (x) definida
en el espacio de fase (AP,H, ﬂf‘,pg) es dada por:

a+F:§F(x),HP§.

En este espacio de face los corchetes fundamentales de Poisson no nu-
los entre las coordenadas fundamentales (AH,H, n“,pg) son definidos por:

J4,00,7 (0 =0, =y) . 300G palpf =2l —3)  (67)
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156 6.2. Formulacion de Dirac

Utilizando (6.6) y (6.77) es posible mostrar las siguientes relaciones:

gA,l (x),Hc% — 0T () + 0 AL () 40 2 AL (%), (6.8)

%ﬂ”(x),Hcg Sy afn—(x)wgna(x)ﬂp@(x)] (6.0)

—0,) [agc ub (o) + M*? (Aa (o) + ia;fe (x)) .

gH(x),Hcg _ _ed, (x), (6.10)
ot piof = A (a0 L00). (611

De igual manera, se deduce que los unicos corchetes de Poisson no nulos
entre los vinculos primarios son:

19, (0,90, (0 = —20,00° x - ) (6.12)
s
39300, 2 (0 = —= 5 @0 (x - ).

Asi, la consistencia de vinculo primario Q; (x) determina:
7 (x) = gszl (x),Hp§:§n+ (x),Hcg
= *n (o) + IS¢ (o) + epg (x) ~ O,

que resulta en la existencia de un vinculo secundario que se denotara

pOI‘.’

Qg4 (0c) = 0¥ (0) + 0w (%) + epg (x) ~ 0. (6.13)
De forma similar, al estudiar la consistencia de los vinculos 29, y Q3 se
deduce:
Qg (x) = — {c?chab (o) + M? (Aa( )+ c?"@ )} + X (o)

—929*u? (x) ~ 0, (6.14)
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6.2. Formulacion de Dirac 157

() = g [0t + 226 () - M
2
—Qi};lafug () ~ O, (6.15)

relaciones que se interpretan como condiciones sobre los multiplicadores
de Lagrange u2a y ud implicando que no mas vinculos son generados a
partir de Qo y Q3.

Ahora, dada la presencia del vinculo secundario 4, su consistencia
debera ser analizada, para ello se utilizaran las siguientes PP:

394(90),&21(3))% - o,
394(96),9%(3))% _ o, (6.16)
%94@),95(;;)% = 0.

de manera que resulta:

7D () = g Qu (x),Hpg _0, (6.17)

por lo tanto, no mas vinculos son generados en la teoria y con lo cual
se identifica a (Q1, Rq,,Rs,Q4) como el conjunto mdximo de vinculos del
campo de Maxwell masivo en las coordenadas de plano nulo. De las
relaciones (6.12) y (6.16) es posible concluir que (21,R4) constituye un
conjunto de vinculo de primera clase en tanto que (Q9,,Q2s) se identifican
como vinculos de segunda clase.

Dada la libertad de gauge consecuencia de la presencia de los vinculos
de primeras clase, la correcta evolucion temporal de los campos debera
ser considerada. Esta serd mediada por el Hamiltoniano extendido que
se define por:

u () Q1)+ u® (9) 29, ()
+1(3) Rs (3)+ u* (5) 2 3] (6.18)

157

Hp = He+ [ d%y




158 6.2. Formulacion de Dirac

a partir del cual es posible deducir:

0p Ay (x) = 6, () +0,

7 () + I A, (o) — (x)} (6.19)

my { A, (20) + u () — Fu’ (x)}

o (x) = 6 d’fﬂ_(x)—}—c?é‘na(x)—l—epg(x)} (6.20)

2

+0 7 [dFu? (o) + —u® (x)
e

a

—0) _dgc ub (o¢) + M? (Aa (o) + iﬁj@ (x)) + 0% u? (x)

06 (x) = —eAy (o) +u® (o) + eu* (x). (6.21)

M? 1 2
drpo(x) = —dr (Aa (x)+ -6 (x)) — —5 0%’ (x). (6.22)

€ e e
De (6.19) y (6.20) se determina que:
1

u = e(A+ + eﬁ+9) —eu?, (6.23)
u* = F9 +dut, (6.24)

de manera que,

dpm” = 0 F"T =0 01" + d,m + epy

r 9
4 Qb M 3
+o0 " |du + —u
e

a y

[ 1
—0" |0, Fy, + M? (Aa + dae) + d_u?e
€

a partir de la cual se deduce:

MQ
G, F" + M2 AR = — =30 + 6t (—dyd,u* + M2u*) + 0 (d_d,u?).  (6.25)
€
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6.2. Formulacion de Dirac 159

En forma similar, combinando (6.21) y (6.22) se obtiene:
1 x4
Oy A/l—i—gﬁf‘() = d*u” (x). (6.26)

La consistencia de las ecuaciones compatib]es con la completa libertad
de gauge de la teoria y aquella derivadas a nivel Lagrangiano se dara si.

La arbitrariedad en la dindmica de la teoria debido a la presencia
de los mu]tip]icadores de Lagrange asociados a los vinculos de primera
clase serd subsanada cuando dos condiciones de gauge son introducidas.
Inicialmente, se consideraran las condiciones de gauge de plano nulo las
cuales son definidas por:

A~0 | 1w +d°AL~0. (6.277)
Asi, se introducird la siguiente notacion con el fin de incluir todos los
V1'nculosjunto con las condiciones de gauge que caracterizan la teoria:

O1(x) = 77 (x)~ 0,
O, (x) = 77 (x)— ¥Ay(x)+FA_(x)~0, a=1,2
9
Oz(x) = pa(x)— M (x)+io7f9(x) ~ 0,
OQ4(x) = & (x)+ dx “(o) + epp(x) ~ 0 (6.28)
Os5(x) = A_ (x)m
Og(x) = 7 (x)+d*As(x)~ 0

A partir de los corchetes de Poisson entre ellos es posible construir la
matriz de vinculos de segunda clase C(x, y) donde sus elementos son
definidos en la forma:

Cijloc, y) = g ©;(x),0; (}’)2
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que en forma exph’cita se expresa como:

0 0 0 0 0
0 =259 O O 0 g~
o o My o o M
C = S ¢ 0% (a - 6.
3=l g 0 o g o |Tb=3) (62)
0 0 0 - 0 1
G M0 -1 0

El método de Dirac requiere calcular la inversa de la matriz (6.29),
para lo cual se propondra que ésta sea de la forma:

Ay (x, y) Aq, (x, y) As (x, y) Ay (x, y) As (x, y) Ag (x, y)
B, (%,y) Ba, (%) Bs, (%) Ba,(x,y) Bs,(x,) Bs,(x )
C_l(x y): Dl(x,y) ng(x,y) D(x,y) D4(x,y) D5(:>c,y) Dﬁ(x,y)
’ E, (x, y) Eo, (x, y) Eg (x, y) E,4 (x, y) E; (x, y) Eg (x, y)
F (x, y) Iy, (x, y) F3 (x, y) Fy (x, y) F5 (x, y) Fg (x, y)
G1 (x, y) Go, (x, y) Gs (x, y) Gy (x, y) Gs (x, y) GG((éx, y;
.80

Las matrices (6.29) y (6.30) deberdn satisfacer la siguiente identidad:

fdng (20, 2) €7z, y) = 16% (2 — ), (6.31)
Al solucionar la ecuacidn (6.31), se determina las siguientes relaciones:

e
3% G,
3G
<G
<G
e

0% (e = ),

S O ©o o o

2
[,
[,
[,
[,
2

):
) =
) =
) =
) =
):

e <
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—Q(?fBla(x,y)—l-&le(x,y) = O,
—20% By, (¢, y) + 93 Ga, [, p) = 0”2 — ),
—9d*Bsg (x,y)—l—dngg(x,y) = 0,
—90*By, (2, )+ XG4, y) = 0,
—Qde5a(x,y)+82‘G5(x,y) = 0,
—QﬁfBGa(x,y)wLﬁfG@(x,y) = 0.
IM? M?
— 3 6fD1(x,y)—€G1(x,y) =0
IM? M?
— 3 (7fD9b(x,y)—eGab(x,y) = 0
IM? M?
o D5 [ y) =~ ~Gslxy) = 8 (x )
IM? M?
" de4(x,y)—eG4(x,y) =0
IM? M?
— 3 o'?fD5(x,y)—€G5(x,y) =0
IM? M?
3 (75D6(Xay)—ea6(x’y) =0

~d*F (x,y) = 0,
—d*Fy, (¢, ) = O,
—d*F3(x,y) = 0,
—02Fy(x,y) = 0°(x =)
—c?i‘Fs(x,y) = 0,
—dfFa(x,y) = 0.
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—6xEl(x,y)+G1(x,y) = 0,
—6XE9b(x,y)—I—ng(x,y) = 0,
—(?ng(x,y)—}—Gg(x,y) = 0,
—de4(x,y)—|—G4(x,y) = 0,
—02Es (%, ) + Gs e, y) = 0%(xx— )
—(?fEG(QC,y)—I-GG(OC,y) = 0.
MQ
d* A (x y)+6b By, (x y)+ —Dl (x y) K (x y) 0,
MQ
d* Aqg, (x y)+6xB9b(x y)+—ng (x y) Iy, (x y) 0,
MQ
6fA3(x,y)—|—d§Cng (x,y)+€Dg( ) F; (x y) 0,
MQ
d*Ay (x, y) + 0;' By, (x,y)—l— €D4( ) Fy (x y) 0,
MQ
6fA5(x,y)—|—dch5b (x,y)+€D5( ) F5(x y) 0,
MQ
7 Aol )+ B 9] + Dy, )~ o) = 0°(x— ).

€

La solucion de éste sistemna de ecuaciones establece que la matriz
¢! (x, y) admite la siguiente forma:

Mfey) Asley) Asley) Asley) 0 Aslxy)
By, (x,y) Ba,(x,y) 0 0 0 0
1 | D1loc,y 0 Ds(x,y 0 0] 0
7 ey)= El((x,y)) 0 (o ) 0  Eslxy) O
0 0 0  Fi(x,y) O 0
G1 (o, y) 0 0 0 0 0
(6.32)
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con,
Afoe,) = —;(82‘82‘—M9)@58(x—y)
Ag, [0, y) = ;(;if@g(x—y)
As(x,y) = ;(7;@58(96—3))
Asfx,y) = —axlax(?g(x—y)

A partir de (6.32) es posible construir los PD entre dos variables

dindmicas A (x) y B(y) en la siguiente forma:

gA(x),B(y)gD _ gA(x),B(y)%—/dgudgng(x),(*Dk(u)g
C;f(u,v)%@l(u),B(y)g. (6.33)
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Bajo la definicién (6.33) se cumplen las siguientes identidades:

+

7" (x) = O,
70 () — Ay (x) = 0, a=12
2
o)~ g #8(x) = 0, (6.34)
d*n (o) + i (¢ )—I—epg(x) = 0,
A_(x) = 0,
T (o) + d*Ay () = 0.

De esta manera, se puede considerar como variables independientes los
campos (A4, Aq8), con lo cual se procede a calcular los PD entre ellos.
Utilizando las siguientes relaciones:

YA (), 01 (f = 8*(x—u)

§40(0),05, (W = 020° (v —w),

§40 (0,04 () = ~36° (x ),
36(x), 05 (wf = 0 (x ), (635)
16(x), 04 (wf = 0 (x ),

se deduce, a partir de las expresiones (6.33) y (6.35), que los PD no nulos
entre los campos (A4, A4, 6) son:

J a0, = gt

§A+(x),9(y)§D = —;a;axéa(x—y),

Jaa) o} = <20, (659
39(96),9(32)%1) = —Q;Q;ﬁ(x—y)
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6.3. Formulacion de Faddeev-Jackiw

Con el fin de realizar un estudio de la teoria de fotones masivos en las
coordenadas de plano nulo utilizando la formulacidn de Faddeev-Jackiw

se expresard la ecuacién (6.3) en la forma:
™ =0

1¢—d_A,+d,A- = 0, a=12 (6.37)

—%Q[A +}ae]—o
S e

€

de manera que la relacién (6.4) se puede expresar como:

1 1
L = §n_7r_ +7%d, A, —md AL — ZFabFab +eAypg + ppdi 8

1 1
+—M? [Aa + aael
92 e

1
A*+ (?“8]
e
1
= 7 d A+ 10y Ag + pedi O + 571_71_ — 71 d A — 1 AL

1 1 9 1 1
——Fyp gy + €A+p9 + §M Aa + E(?GQ A+ E(?GQ

4

siendo que
5+A_ — ﬂ_ ‘l’ 0_A+.

Resulta que la densidad Lagrangiana se puede expresar de la siguiente
forma:

1
L = ﬂ_(?_*_A_ + ﬂa(L_Aa + p8(9+9 - 3 §7T_7T_ + ﬂ_(?_A+ + ﬂaaaA+

—I—lF Fap—eAsp —EMQ[A +}d 8”A“+}d@81
4 abl'ab +e 9 [ a e a J[ B J .

con lo cual es posib]e identificar el primer Lagrangiano iterativo de la
teoria como siendo:

LO=n70, A+ 719, A, + ped6 — HO (6.38)
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166 6.3. Formulacion de Faddeev-Jackiw

donde se define el potencial simpléctico por:
1 1
HO = g7 T+ A+ TG+ ZFuFu —eAipy
! M?| A - d,011 A . d,6 6
_5 Q—I_Ea a—l_ga . ( .39)

El primer conjunto de variable simplécticas es identificadas como
siendo: 5,50) = (A_,n_,Aa,na,H, pg,A+), con lo cual es posible reconocer:

K&?} > T Ki?a)—nr“ : K((;O)apg (6.40)
kK9 50, kK950 | K9 >0, KY - o.

Los elementos de matriz de la matriz simpléctica se calcula de la siguiente
expresién:
_ 5K§30) (y) B (5K(£) (x)

5e (x) o€ (y)

Utilizando las expresiones (6.40) se puede deducir que la matriz M(©) (x, y)

tendra la siguiente representacién:

000-1 0 00
0000 —6¢ 00
0000 O —-10

Mid(xy)=[1 00 0 0 0 0[dx—y). (6.41)
046200 0 00
0010 0 00
0000 O 0O

Fdcilmente, es posible observar que (6.41) es singular con el siguiente
autovector con autovalor nulo:

50 (x)=(0 000 0 0 v(x)), (6.42)

donde v (x) es una funcién arbitraria. El vinculo asociado al autovector

166



6.3. Formulacion de Faddeev-Jackiw 1677

ot

= fdng( §A+ fdg
—eA(y)ps (y)]

= = [dtxu(x) [ dy|r(3) -+ 7 (3) 5 + epu(y)]0*[y %)

= — [ d®cv(x)| @7 (o) + 377 (o) + ey (20)|.

Dada la arbitrariedad de la funcidn v (x), es posible seleccionar el primer

Y)2AL(y)+ 7 ()93 A ()

vinculo Lagrangiano para ser:
=1 (o) + Y m (%) + epg (x) = 0. (6.43)

El primer Lagrangiano en el proceso de iteracién se obtiene adicio-
nando este vinculo a la parte candnica de 1) de la siguiente forma:

LW = 170, A+ 190, Ay + peds + QY — HW (6.44)
donde se ha identificado A, — 3 y:
HO=HE), . (6.45)

El potencial simplectico H©) a menos de un termino de frontera, se
puede expresar de la siguiente forma:

o 1 ) 1
HY = —n 7 —A,|dn +d,n%+ epg}—l- —F . Fu

2 4
v (A+ La0)( A+ Las 6.46
9 at—0a0 || Aat —dub |, (6.46)
de manera que la relacion (6.45) toma la forma:
H<1>—1——+3FF 1M9A+}09 A+}59 (6.47)
_Qﬂﬂ 4abab 9 a™ ta a ™ a 47
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En este momento es necesario introducir un segundo conjunto de
i ) ) i ) 1 1
variables s1mplect1cas Ek , las cua]es se identifican como: 61( ) = é;(x_) = A_,

59(” 5“ A V=gl =g V=V V=W =re, =) = py

y V) = = 8. De la expresién (6.44) se puede establecer que:
KP = kW =r, KY=zkP =19 K=k =p,
kY = k=0, k¥=kW=0 k{'zk{ =0,

1)
m &
K = KV =0 = 1 (x) + 31 (x) + epy ().

Las componentes de la segunda matriz simpléctica M% (X, y) son deter-
minadas por:
1 1
MY (X ): 5a§9) (Y) _ 5G(A)(X)
AB\X: Y @ M ()’
o€y (x)  0ép (}’)

a partir del cual se puede mostrar que MW (x,y) Se expresa como:

000 -1 0 0 0
000 0 —6¢ 0 0
000 0 0 -1 0
Mi(xy)=l1 00 0 0 0 —¢ |®x—y) (6.48)
060 0 0 0 —d*
001 0 0 0 e
0 0 0 —¢ —df —e O

Mostremos que la matriz (6.48) aun se mantiene singular. Vamos a
proponer que la naturaleza singular de la matriz se debe a la existencia

de un vector nulo el cual se considerarda como siendo de la forma:

0 () = (@ (x) a3, (0 as(x) ar(x) as.(x) a() @(x)), (6.49)

donde las cantidades ¢;(x) son funciones desconocidas que se deben de-
terminar. Si (6.49) es un autovector de (6.48) se debe satisfacer la si-
guiente relacion,

[ @ () Mk (x, y) = 0 (6.50)
168
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Al substituir (6.48) y (6.49) en (6.50) se puede deducir que el conjunto
de funciones «;(x) satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones:

asly) = 0

a5b(y) =0

a(y) = 0

—al(y)—i—(ﬁw(y) =0
—agb(y)—l—ﬁgw(y) = 0
—as(y)—ear(y) = O
dﬁ)a4(y)+(?g’a5a(y)+ea6(y) =0

que al resolver establece:

asly) = 0, a5(y)=0, as(y)=0
aly) = Harly),  aly)=derly), asly)=—ear(y).

De manera que el autovector 4 (x) tendrd la forma:
#40 (x) :( 0*ar (x) d%ar (x) —ear(x) 0 0 0 ay(x) ) (6.51)

Entonces, si existe un vinculo adicional, este debera ser consecuencia

de la siguiente ecuacion:

= [ @tV (x) 5 €A f d®yHW (y)
= /dSX”UA_ yHW +fd3va

—i—fdsxvg

169
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= [0 (x) [ a® [ Fie (y (5gag’—5gag)—M9(Aa(y)+idc%@(y))]
#lx—y)+ f i) [ a2y (o) + ool ore? )|
= [ dzan ()| g (8 Fialo) = 8P () -3 )+ s )|

1
—M? [ d®xar (x) 6| A () + 026 (x)

Integrando por partes se deduce que:
1
QM) = —fdgxar/ ) d¥ [6;6 ub (2¢) — M? (Aa (x)+ -6 (x))]
€

1
~M? [ d®xay (x) 0 | Aa () + ~076 (x)

1
— [ P (x [axach (s0) — M2 | Aq () + =76 ()
€

1
+M23% | Ay () + -6 ()
=0 (6.52)

Este resultado indica que el modo cero no dard un nuevo vinculo La-

grangiano y como consecuencia la matriz simpléctica continua siendo
singular lo que caracteriza a la teoria de Maxwell como una teoria gauge.

Con el fin de obtener una matriz simpléctica no singular se debera
adicionar un término de gauge fixing al potencial simpléctico. Se es-
cogerd el gauge de plano nulo ® = A_(x) = 0. Usando la condicidén
de consistencia por medio del multiplicador de Lagrange 1(x), lo cual
aumentara la dimension del espacio de configuracién, obtendremos el
segundo Lagrangiano iterativo, es decir:

L) =170, A_ + 710, A+ ppds 6 + QB+ @5 — HO) (6.53)
donde
Q) _ 14(1)
H = Hsz“f),@:o'

1

1’70



6.3. Formulacion de Faddeev-Jackiw 171

El potencial simpléctico H@ se puede expresar de la siguiente forma:

9 _ FoF . — M2 - -

Ahora, vamos a introducir las nuevas variables simplécticas 6,59), las
cuales se definen como: 5'1(2) = é"f_) = A_, 69(9) = é‘fa) = A, 5'3(2) = 69(9) =4,
== Pzl =n, =gl = py, 6 =¢V=p, eV = =y,
De la expresién (6.53) se identifica:

K = kQ=n, kP=zkP=r1 KPP =k =ps,
K? = k?=0 K =K@ =0,
kP = K =Y = 91 (o) + 07 (2¢) + ey (o)

(

K = KD=0(x)=A_(x).

Las componentes de la matriz simpléctica M@ (X, y) son calculadas a
partir de:
B §K§§) (y) (5K(AQ) (x)

o (x) 0P (y)

De Ia relacién (6.55) se deducen que la matriz M® (x,y) tendrd la si-

(6.55)

guiente estructura:

O 0 0 -1 0 0 0O 1
O 00 0 -6 O 0O O
O O O O O -1 0 O
. o
Mig(xy)=| 5058 8 8 8 _358 *lx—y)  (6.56)

O 01 O 0 0 e O
0 00— -4 —e 0 O
-1 0 0 O 0 0 O O

Esta matriz no es singu]ar y por ende su inversa deberd ser calculada
con el fin de determinar los corchetes genera]izados. La inversa de la

1'71
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matriz M® (X,y) deberd se consecuencia de la siguiente identidad:

fdgszfc); (x,2) []\/[CB(Q)]_1 (Z,y) = o8 6° (x — y),

(6.57)

donde se propondré que [MAB(Q)]_l( ,y) se puede expresar en la forma:

{ MCB(Q)]_l _

Az y) Aglzy) As(zy) Aslzy) As(zy) As(zy)
By (zy) Ba.(2y) Bs.(zy) Balzy) Bs,(zy) Bs(zy
Ci(z,y) Calzy) Cs(zy) 04(2 y) Cs,(zy) Colzy)
Di(z,y) Dyl(2zy) Ds(zy) Di(zy) Ds(zy) Delzy)
By, Z,y) Egcb(z,y) Egc(z,y) 4, zy) E5b(z y) Ee, (z, )
Fzy) Iay(zy) Blzy) Filzy) Fl(zy) Flzy)
Gi(z,y) Golzy) Gslz)y) Galz,y) Gslzy) Golzy)
Hi(z,y) Ho(zy) Hs(z,y) Halz,y) Hsl(zy) Hs(zy)
A7 (z,y) As(zy)
B7.(2,y) Bs.(2y)
C7((Z,y)) Cg((z,y))
D7(z,y) Dsl(z,y
Er.(zy) Es (2y) (65%)
Fr(zy) Fs(zy)
Gr(zy) Gs(zy)
Hy(z,y) Hs(zy

Al substituir (6.56) y (6.58) en (6.57) se deducen el siguiente sistema de

ecuaciones:

= *(x—y),

I
O O O O O O O



173

6.3. Formulacion de Faddeev-Jackiw

— — — — — — — —

~—— — — Y~ Y~ ~——— ~——— ~——
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o0
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e
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B (X,y)—ﬁfGl(X,y) = 0,

Bq b(x,y)—dfngb (X, y) = 0,

Bs (x,y)—c?fng(X,y) = 0,

B4 (x,y)—&j&;(x,y) = 0,

Bs,, (x.y) = 0G5, (x,y) = 00°(x—y),
B (X,y)—dng(x,y) = 0,

B~ (X,y)—8§G7(x,y) = 0,

Bsg (x,y)—&ng(x,y) = 0.
Cl(x,y)-l-eGl(X,y) = 0,
Cgb(x,y)-l-eng(X,y) = 0,
Cg(x,y)+eGg(x,y) = 0,
C4(x,y)+eG4(x,y) = 0,

c, (x,y)—l—eG5b(x,y) = 0,
Co(x,y)+eGo(xy) = 0°(x—y)
C7(X,y)+eG7(X,y) = 0,
Cg(x,y)—l—eGg(X,y) = 0.
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|
o O O O o O O

~— —— — e S Y S S

“ X ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥

o B e e T e T N o I . B e

i (x—y).

La solucidn de éstas ecuaciones determina que las unicas componen-
tes diferentes de cero son:

As(x,y)=—0*(x —y),

dy
Do,(x,y) = 20%(x=y), Ds(xy)=20°(x—y)
1
Dr(xy) = —20%(x—y),
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Hilxy) = &*(x=y), Ha(xy)= 0% (x—y),

Hs(x,y) = —-0°(x—y), Hz(xy)=—2-0"(x—y),

0 0 0 0 0 0
0 0 0  Ba,(zy) Bs,(zy) O
0 0 0 C’4(z,y) 0 CG(z,y)
MeBE O  Dolz,y) Ds(z,y) O 0 0
0 Es,,(z,y) 0 0 0 0
0 0 Fs(z,y) O 0 0
0 0 0  Galzy) 0 0
Hy(zy) Ho,(zy) Hs(zy) 0 0 0
0 Asfzy)
0  Bs,(zy)
0 Cs(zy)
D7(z,y 0
ey 0 (6.50
0 0
0 Gslzy)
Hz(z,y) O

De la expresion (6.59) se deduce el siguiente conjunto de corchetes ge-
neralizados:
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Capl'tulo 7
Conclusiones

Se observo que la invariancia de gauge de la electrodindmica de Proca
es restaurada si un término de masa es adicionado con el soporte de un
campo auxiliar el cual debera cambiar apropiadamente bajo una trans-
formacion de gauge. Dada la simetria que posee la teoria, el Lagrangiano
que la describe es singular, por tanto, métodos apropiados debieron ser
implementados para estudiar consistentemente los vinculos que surgen
en el problema.

Inicialmente se realizo un estudio candnico el problema en las coor-
denadas de instante forma utilizando el método de Dirac. Se determino,
consistentemente, todos los vinculos de la teoria y el dlgebra correspon-
diente y se demostré que ellos son de primera clase, lo que refleja la
libertad de gauge que la teoria posee. Se construyo el Hamiltoniano que
establece, apropiadamente, la dindmica del espacio de face que garantizo
la compatibilidad de las ecuaciones a nivel Lagrangiano y Hamiltoniano.
Se pudo observar que a partir de las ecuaciones de movimiento se puede
deducir un adecuado conjunto de condiciones de gauge que tornaron los
vinculos de primera clase en segunda clase. Un conjunto de corchetes
de Poisson consistentes con los vinculos fueron deducidos, permitiendo
definir el espacio de face reducido y la dinamica del mismo.

En seguida se estudio la invariancia de gauge de la electrodindmi-
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ca de Proca utilizando el método de Faddeev-Jackiw. Se observo que el
numero de vinculos es menor que aquel obtenido a partir de la formu-
lacién de Dirac. La naturaleza de estos vinculos resulto ser mas simple
ya que no fue necesario realizar una clasificacion en vinculos primarios
o secundarias al igual que en vinculos de primera y de segunda cla-
se. La simetria de gauge de la teoria se vio reflejada en la singularidad
de la dos forma ﬁg (x, y) que dio como consecuencia un nuevo modo
cero QW que resulto idénticamente nulo. Con el fin de tornar ésta ma-
triz simplética regular se introdujo la condicion de gauge de Goulomb
O =d,Ap + MTQH = 0 via multiplicador de Lagrange al Lagrangiano.

Los paréntesis generalizados entre las variables relevantes del pro-
blema se determinaron de las componentes de la matriz [fAB(Q)]_l. Se
observo la equivalencia de estos con aquellos derivados por el método de
Dirac. Finalmente, se pudo observar que el potencial simplético obtenido
el final del proceso de iteracidn es exactamente el mismo Hamiltoniano
que se resulta a través de varios pasos en el ortodoxo método de Dirac.

Posteriormente, la electrodinamica de Proca se estudio en las coor-
denadas del plano nulo. Inicialmente, el analisis canonico de la teoria se
realizo utilizando el método de Dirac. Se dedujo los vinculos de primera
clase que la teoria debe tener, no obstante, la estructura de los mismos
es completamente diferente a aquella que se obtuvo en las coordenadas
de instante forma. Ademads, un conjunto de vinculos de segunda clase
resultaron, una caracteristica propia de los Lagrangianos descritos en
las coordenadas de plano nulo. Para tornar los vinculos de segunda de
primera clase en segunda se introdujo las condiciones de gauge de plano
nulo, lIo que permitié deducir los paréntesis de Dirac que son compati-
bles con los mismos.

Finalmente, el método simplético fue utilizado para estudiar el pro-
blema en las coordenadas de plano nulo. Consistentemente se dedujeron
los vinculos Lagrangianos correspondientes y se mostro al final de to-
do el proceso iterativo que la dos forma f(l) (x, y) se mantenia singular.
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Dicha singularidad fue eliminada implementando el gauge de plano nu-
lo ® = A_(x) = 0. Esto, permitié calcular la inversa de las dos forma

[fAB(Q)]_l (x, y) y se observo que sus componentes son equivalentes a los
corchetes de Dirac anteriormente deducidos.
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