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Resmen

Una manera alternativa de generar masa a los campos gauge consiste

en romper simetr��a a trav�es de mecanismo de Higgs. En QED es posible

atribuir una masa al fot�on y aun mantener una teor��a renormalizable y

unitaria. Tal posibilidad no ocurre en teor��as de gauge no abelianas, sin

embargo, existe un mecanismo de rompimiento din�amico de simetr��a

donde los campos de la teor��a se reorganizan generando el equivalente

del boson de Higgs y campos de gauge masivos. Un ejemplo cl�asico de

este tipo de teor��as es el modelo de Nambu-Jona-Lasinio y el mecanismo

es denominado rompimiento din�amico de simetr��a. En este proyecto se

estudiara la estructura can�onica de la densidad Lagrangiana propuesta

por Cornwall que le da masa al campo electromagn�etico y aun garan-

tiza la invariante de gauge de la teor��a. Para cumplir este prop�osito, se

utilizara la formulaci�on de Dirac y de Faddeev-Jackiw que permite de-

ducir en forma natural la estructura simpl�etica del espacio de face y los

par�entesis generalizados de la teor��a.

Palabras Clave:

Teor��a Cl�asica de Campos. Electrodin�amica de Proca. Invariancia

de Gauge. Formulaci�on de Dirac. Formulaci�on Simpl�etica de Faddeev-

Jackiw.
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Cap��tulo 1

Introducci�on

Uno de los mayores triunfos del siglo diecinueve fue la formulaci�on

de Maxwell para describir matem�aticamente de una manera uni�cada

los fen�omenos electromagn�eticos. Su principal implicaci�on fue el hecho

que toda radiaci�on electromagn�etica se propaga en el vaci�o con velo-

cidad constante. Las evidencias experimentales con�rman que toda la

radiaci�on electromagn�etica se propaga con la velocidad de la luz en un

amplio rango de frecuencias, lo que implica que el cuanto de luz, es decir

el fot�on, parece no tener masa [1]. Ahora, el �exito de la electrodin�amica

cu�antica (QED) ha dado lugar a una total aceptaci�on de este concepto, sin

embargo, experimentos han sido realizados con el �n de probar directa o

indirectamente si el fot�on tiene masa o no. De un punto de vista te�orico,

si la masa del fot�on fuera diferente de zero, la teor��a electromagn�etica

cl�asica y la QED mantendr��an siendo validas a pesar de la perdida de

invariancia de gauge. Por otra parte, unamasa del fot�on �nita seria com-

patible con los principios de la f��sica de part��culas y su valor solo podr��a

ser determinada a partir de experimentos y observaciones.

La formulaci�on relativista de la electrodin�amica cu�antica de Tomo-

naga aclara el hecho que la electrodin�amica cu�antica covariante y su

prescripci�on de renormalizaci�on puede conducir exitosamente con todos

los problemas asociados con la masa del electr�on, la carga del electr�on,
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las variables de campos del electr�on y el fot�on. Sin embargo, encuentra

di�cultades con la masa del fot�on ya que su substracci�on no se podr��a

realizar en una forma natural y veros��mil como ocurre con los in�nitos

asociados a la carga y a la masa del electr�on. La substracci�on de la ma-

sa del fot�on que se considero, fue considerada como arbitraria, lo cual

podr��a resultar en dr�asticos cambios en las ecuaciones de Maxwell para

la radiaci �on. As��, se suger��a que no se podr��a manejar simult�aneamente

una teor��a de fotones masivos y el principio de invariancia de gauge [2].

Surgieron as�� propuestas de teor��as efectivas que intentaban man-

tener estos dos principios, fotones sin masa e invariancia de gauge. La

primera, fue formulada por Podolsky, Schwed and Bopp [3] y es descrita

por la siguiente densidad Lagrangiana:

L = x
1

4
F��F

�� +
1

2
a2@�F

��@ F� ;

donde el tensor de campo electromagn�etico es de�nido en la manera

usual de la siguiente forma: F�� � @�A� x @�A�. Este modelo, por lo tanto,

propone considerar derivadas de orden superior en los campos. La teor��a

electromagn�etica dePodolsky, como se la conoce, resuelve el problemade

la energ��a in�nita en el caso de la electrost�atica yda la correcta expresi�on

para la auto fuerza de las part��culas cargadas a cortas distancias [4].

Adem�as, se demostr�o que el Lagrangiano anterior es la �unica posible

generalizaci�on del campo electromagn�etico que preserva invariancia de

gauge por el grupo de simetr��a U (1) y produce ecuaciones de campo que

aun son lineales en los mismos. Una predicci�on importante del modelo,

es la existencia de fotones masivos cuya masa es proporcional al inverso

del par�ametro de Podolsky a. La determinaci�on de un valor superior

para la masa del fot�on es actualmente de inter�es [5, 6].

Una manera alternativa de generar masa a los campos gauge consiste

en romper simetr��a a trav�es de mecanismo de Higgs. En QED es posible

atribuir una masa al fot�on y aun mantener una teor��a renormalizable y

unitaria [7]. Tal posibilidad no ocurre en teor��as de gauge no abelianas,
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sin embargo, existe unmecanismo de rompimiento din�amico de simetr��a

donde los campos de la teor��a se reorganizangenerando el equivalente del

boson de Higgs y campos de gauge masivos. Un ejemplo cl�asico de este

tipo de teor��as es el modelo de Nambu-Jona-Lasinio [8] y el mecanismo

es denominado rompimiento din�amico de simetr��a.

Analicemos como en el caso abeliano es posible construir una La-

grangiana masiva invariante de gauge. Consideremos la densidad La-

grangiana para un modelo din�amico con un t�ermino de masa para un

campo vectorial A� propuesto por Cornwall que es descrito por [9]:

L = x
1

4
F ��F�� +

1

2
M2A�A

� ;

donde M ä 0. Esta Lagrangiana corresponder�a a una teor��a con un

bos�on vectorialmasivo y es denominada de electrodin�amicamasiva oLa-

grangiana de Stueckelberg. Esta Lagrangiana no es invariante de gauge,

sin embargo, para garantizar esta simetr��a, se re escribir�a de la siguiente

forma

L = x
1

4
F ��F�� +

1

2
M2

24A� +
i

e

�
@�U

�
Ux1

352 ; (1.1)

donde e es una constante de acoplamiento y

U (x) = exp [xi� (x)] :

Esta Lagrangiana es invariante por las siguientes transformaciones

U ! V U ; A� ! V A�V
x1 +

i

e
V @�V

x1;

donde V es una matriz de transformaci�on del grupo de simetr��a U (1).

B�asicamente, �este modelo pertenece al mismo grupo de simetr��a de la

electrodin�amica de Maxwell con la diferencia que posee un t�ermino de

masa.

A la mitad del siglo pasado, Dirac impuso dos requerimientos sobre

sistemas din�amicos relativistas: relatividad espacial y que las ecuaciones
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de movimiento deban ser expresadas en forma Hamiltoniana. Estas con-

diciones no de�nen el sistema din�amico pero limitan las posibles formas

que �este pueda tener. Una completa descripci�on de la din�amica implica

que se especi�que todas las posibles interacciones que el sistema pueda

tener. La evoluci�on de un sistema en mec�anica no relativista es deter-

minada por el Hamiltoniano: el estado del sistema en un instante t = cte

permite calcular su comportamiento en un instante posterior. Dirac pro-

puso tres diferentes formas de din�amica relativista dependiendo del tipo

de super�cies donde las condiciones iniciales fueran especi�cadas [10].

La primera forma, identi�cada como instante forma , es aquella cuando

se selecciona una super�cie tipo espacio y es la que frecuentemente se

utiliza. La segunda, punto forma, consistente de una rama de la super�cie

hiperb�olica x�x� = �2; x0 > 0 y �nalmente, el frente forma o plano nulo, es

una super�cie asociada a una onda de luz.

En el instante forma dos puntos a tiempos iguales poseen separaci�on

tipo espacio y por tanto los campos de�nidos en esos puntos son canti-

dades independientes. Sin embargo, en el plano nulo la situaci�on di�ere

porque el principio de micro-causalidad conduce a un requerimiento de

localidad en las componentes transversales y de no localidad en la coor-

denada longitudinal [11]. Las coordenadas de plano nulo no son relacio-

nadas por una trasformaci�on de Lorentz a las coordenadas tradicionales

utilizadas en el instante forma y como tal las descripci�on del mismo con-

tenido f��sico en una teor��a din�amica sobre el plano nulo podr��a resultar

diferente del aquella descrita en el tratamiento convencional [12].

Una importante ventaja se~naladaporDirac de la formulaci�ondeplano

nulo es que siete de los generadores del grupo de Poincare son cinem�ati-

cosmientras que en el tratamiento convencional solo seis tiene esta carac-

ter��stica. Otra interesante particularidad de una teor��a relativista descri-

to en el plano nulo es que da origen a Lagrangianos singulares, es decir,

a sistemas din�amicos con v��nculos [13]. Esto en general conduce a una

reducci�on en el n �umero de operadores de campo independientes en el

10
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correspondiente espacio de face.

Neville and Rohrlich [17] observaron que la cuantizaci�on sobre el

plano nullo signi�ca cuantizar sobre las super�cies caracter��sticas de las

ecuaciones de campo cl�asicas, es decir, se debe especi�car condiciones

sobre ambas caracter��sticas, x+ = cte, xx = cte, y no solo sobre un plano

nulo. No obstante,McCartor [18] demostr�o que al cuantizar fermiones sin

masa en (1+1) en ambas caracter��sticas implica que existan conmutado-

res a igualesx+ yxx en la descripci�onHamiltoniana y as�� dos par�ametros
de evoluci�on temporal di�cultar�a determinar una �unica formulaci�onHa-

miltoniana. Con todo, Steinhardt [19] destaco un importante problema

asociado al procedimiento de cuantizaci �on sobre el plano nulo. Despu�es

que la condici�on de gauge ha sido introducida y los v��nculos han sido

eliminados de la misma de tal manera que no existan mas transforma-

ciones de gauge propias, existen transformaciones de gauge impropias

que son consecuencia de no de�nir apropiadamente las condiciones de

frontera y que por ende no se pueden suprimir introduciendo condicio-

nes de gauge adicionales ya que pueden excluir posibles estados f��sicos

[20]. Adem�as, la presencia de las transformaciones de gauge impropias

no permite de�nir coherentemente los conmutadores de la teor��a.

Se ha observado que una caracter��stica fundamental de una teor��a

relativista sobre las coordenadas de plano nulo es el hecho que el La-

grangiano que la describe se torna singular, es decir, que �esta se torna

un sistema din�amico con v��nculos, por ende, un procedimiento apropiado

deber�a ser utilizado con el �n de cuantizar la teor��a correspondiente.

Dirac [13] desarrollo un formalismo can�onico generalizado que per-

mite establecer un procedimiento sistem�atico para estudiar cualquier

Lagrangiano singular e incorporar de manera consistente los v��nculos,

logrando escribir las ecuaciones de movimiento en forma can�onica en

t�erminos de unHamiltoniano generalizado conocido comoHamiltoniano

primario [21]. El formalismos de Dirac constituye el punto de partida

para cuantizar can�onicamente teor��as gauge ya que el m�etodo permite
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deducir de manera natural los grados de libertad la teor��a y deducir un

conjunto de corchetes generalizados, conocidos como corchetes de Dirac,

los cuales se cuantizan via principio de correspondencia [22].

El formalismo de Dirac clasi�ca los v��nculos en primera y segunda

clase los cuales tienen la siguiente interpretaci�on: los v��nculos de segun-

da clase permiten reducir el espacio de fase de manera �unica en cuanto

que los de primera clase poseen la propiedad fundamental de estar aso-

ciados con la simetr��as de gauge de la teor��a [22]. Uno de los aspectos mas

discutidos del formalismo Hamiltoniano para sistemas singulares ha sido

la conjetura de Dirac [23], seg �un el cual todos los v��nculos de primera cla-

se, primarios y secundarios, act �uan como generadores independientes de

transformaciones can�onicas in�nitesimales que no alteran el estado f��sico

del sistema. Si la hip�otesis es correcta, la din�amica del sistema se des-

cribe en forma alternativa en t�erminos del denominado Hamiltoniano

extendido el cual se obtiene adicionando al Hamiltoniano primario todos

los v��nculos secundarios de primera clase acompa~nados por multiplica-

dores de Lagrange. La importancia de la conjetura de Dirac radica en

el hecho que solo el Hamiltoniano extendido conduce a procedimientos

consistentes para cuantizar teor��as gauge e incorpora la m�axima liber-

tad de gauge que la teor��a posea. Sin embargo, una din�amica basada en

el Hamiltoniano extendido ha sido cuestionada por muchos autores [24]

por el hecho que las ecuaciones de movimiento en este formalismo no

son estrictamente equivalentes a su contraparte Lagrangiana.

Al �nal de la d�ecada de los ochenta, Faddeev y Jackiw [25] desarrolla-

ron una nueva formulaci�on alternativa para cuantizar sistemas din�ami-

cos con v��nculos siguiendo un tratamiento geom�etrico b�asico basado en

la estructura simpl�ectica del espacio de fase [26] y apareci�o como una

opci�on al tradicional y exitoso m�etodo propuesto por Dirac. El m�etodo

consideraba Lagrangianos de primer orden en las derivadas temporales,

no obstante, aun cuando inicialmente parecer��a que restringe el tipo de

sistemas f��sicos a los cuales puede ser aplicado, se debe recordar que una
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teor��a descrita por lagrangianos de segundo orden se puede transfor-

mar en uno de primer orden expandiendo el espacio de con�guraci�on.

Esta nueva formulaci�on para analizar sistemas singulares es conocido co-

mo m�etodo de Faddeev-Jackiw y consiste en diagonalizar, por medio de

una transformaci�on de Darboux, la matrix 2-forma simpl�ectica asociada

al Lagrangiano. Si la matriz es singular se obtiene nuevos v��nculos los

cuales se incorporan al Lagrangiano. El procedimiento continua a trav�es

de una nueva diagonalizaci�on y �naliza cuando una matrix simpl�ectica

no singular es obtenida y que que estar�a asociada a los paracentesis ge-

neralizados en el espacio de face reducido. El m�etodo pone en evidencia

las variables c��clicas lo que permite identi�car f�acilmente las ecuaciones

de los v��nculos que ser�an usadas para eliminar las variables superuas,

reduciendo de este modo el espacio de face.

La importancia de m�etodo de Faddeev-Jackiw radica en el hecho que

no surge la necesidadde clasi�car los v��nculos enprimera y segunda clase

y permite obtener los corchetes generalizados apropiados para cuantizar

el sistema f��sico sin seguir paso a paso el m�etodo de Dirac. Adem�as, evita

procedimientos engorrosos y complicados que surgen en el m�etodo de

Dirac.

La equivalencia entre estos dos m�etodos no esta bien establecido pues

cada una de ellos tienen sus propias caracter��sticas que se mantienen

durante su aplicaci�on. A pesar de ello, la principal diferencia entre estos

m�etodos radica en el hecho que en Faddeev-Jackiw la reducci�on del es-

pacio de fase conduce directamente a los grados de libertad del sistema

en cuanto que en Dirac aun cuando se puede eliminar variables redun-

dantes mediante la implementaci�on de los corchetes de Dirac calculados

con los v��nculos de segunda clase, aun permanecer�an grados de libertad

superuos asociados a los v��nculos de primera clase los cuales sola ser�an

eliminados hasta hasta que se �jen las condiciones de gauge. En el m�eto-

do de Faddeev-Jackiw la reducci�on del espacio de face, cuando v��nculos

de primera clase est�an presentes, se puede realizar sin afectar el conte-
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nido f��sico de la teor��a. Estos signi�ca que el m�etodo de Faddeev-Jackiw

�ja la condici�on de gauge impl��citamente durante la ejecuci�on del propio

m�etodo, lo que dar�a origen a los grados de libertad f��sicos.

El idea del presente proyecto es realizar un estudio can�onico de la

teor��a descrita por la densidad Lagrangiana (6.1) que describe fotones

masivos en las coordenadas de instante forma y de plano nulo. Para ello,

se utilizara el m�etodo de Dirac y el de Faddeev-Jackiw. Se pretende de-

ducir el espacio de face reducido y los par�entesis generalizados los cuales

se cuantizaran aplicando el principio de correspondencia. Finalmente, se

pretende encontrar la equivalencia entre estas dos formulaciones.
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Cap��tulo 2

Plano Nulo

Dirac estableci�o que un sistema relativista deber��a cumplir con dos

requisitos [1]:

La relatividad exige que las leyes de la f��sica se expresen en t�ermi-

nos de un sistema de coordenadas curvil��nea en el espacio-tiempo

y que adem�as ellas deban ser invariantes por transformaciones de

un sistema de coordenadas a otro.

Seg �un la mec�anica cu�antica, las ecuaciones de movimiento tienen

que ser expresadas en forma Hamiltoniana.

Estos requerimientos no de�nen un sistema din�amico pero si limitan

las posibles formas que este puede tener. Una completa descripci�on de

la din�amica del sistema implica que se deba especi�car todas las posi-

bles interacciones. Por tanto, es de vital importancia considerar nuevos

sistemas din�amicos y veri�car si ellos describen el mundo at�omico de

una manera mas adecuada [1]. Despu�es de todo, estos nuevos sistemas

din�amicos deber�an cumplir con los requisitos de relatividad general y

las ecuaciones de Hamilton de movimiento.

Por otra parte, la din�amica no relativista tiene una �unica forma posi-

ble ya que las interacciones deben estar contenidas en el Hamiltoniano
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y todos los otros generadores del grupo de Galileo son independientes de

la interacci�on. De acuerdo a Dirac, el problema central para una general

formulaci�on Hamiltoniana es proporcionar una representaci�on particu-

lar de los dies generadores del grupo de Poincare los cuales son de�nidos

por las siguientes relaciones de corchetes de Poisson:(
P � ; P �

)
= 0(

M�� ; P �
)

= g � �P � x g��P �

(
M�� ;M��

)
= g��M� � x g��M� � x g � �M�� + g � �M�� ; (2.1)

en t�erminos de un conjunto de variables din�amicas independientes, tales

como las coordenadas, los momentos, el esp��n, etc. Por lo tanto, alguna

teor��a din�amica invariante de Poincare que describe por ejemplo la in-

teracci�on de part��culas deber�a proporcionar una realizaci�on particular

del �algebra de poincare (2.1).

Una realizaci�on elemental de (2.1) consiste en escoger un punto del

espacio-tiempox� y su respectivomomento conjugadop� comovariables

can�onicas de tal manera que satisfagan la siguiente �algebra:(
x� ; p�

)
= xg�� ;

(
x� ; x�

)
= 0 ;

(
p� ; p�

)
= 0 ; (2.2)

de tal manera que los correspondientes generadores de Poincare tienen

la siguiente estructura:

P � = p� ; M�� = x�p� xx�p� ; (2.3)

con lo cual se puede mostrar que (2.1) es satisfecha. Sin embargo, a pesar

de que (2.3) es una representaci�on covariante sufre de varias de�cien-

cias. Por ejemplo, �esta no describe ninguna interacci �on; para un sistema

de part��culas los generadores son simplemente la suma de los generado-

res de una simple part��cula. Adem�as, la representaci�on (2.3) no lleva en

consideraci�on las condici�on on-shell p2 =m2 que garantiza la causalidad

relativista.
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Con el �n de solucionar �esta situaci�on se procede a elegir una variable

de tiempo, es decir, una foliaci �on del espacio-tiempo � con normal tipo

luz o tipo tiempo. La super�cie � deber�a ser escogida de tal manera que

�esta cruce todas las posibles l��neas de mundo una y solo una vez. A parte

de esta necesaria consistencia con causalidad, la foliaci �on parece arbitra-

ria. A pesar de ello, dada una particular foliaci �on uno puede preguntar

por los generadores de Poincare que dejan la hiper-super�cie � inva-

riante. El conjunto de tales generadores de�nen un subgrupo de grupo

de Poincare llamado grupo de estabilidad G� de �. Los generadores aso-

ciados son llamados cinem�aticos en tanto que los otros son denominados

din�amicos. Los generadores din�amicosmapean� en otra hiper-super�cie

�0 y por tanto involucran la evoluci�on temporal. Por tanto, se espera que

�este tipo de generadores dependan del Hamiltoniano y en consecuencia

de la interacci�on, ya que es una cantidad din�amica.

Se espera que el grupo de estabilidad que corresponde a una hiper-

super�cie irregular y que no tenga un alto grado de simetr��a sea vac��o.

Por ende, se exigir�a que el grupo G� actu�e transitivamente sobre �, es

decir, que dos puntos sobre � se puedan conectar por una trasformaci�on

que pertenece a G�.

La construcci�on de una teor��a din�amica se realiza en dos pasos:

Primero se especi�ca los generadores del grupo de estabilidad, es

decir, se determina la cinem�atica en la super�cie�. La caracter��sti-

ca principal de estos generadores es su independencia de la inter-

acci�on con lo cual las variables din�amicas y los estados f��sicos se

transforman, bajo el grupo de estabilidad, de un manera simple.

Se tienen en cuenta los generadores de Poincare que no pertenecen

al grupo de estabilidad y que transforman la super�cie� en alguno

otra super�cie �
0

. En particular, estos generadores describir�an la

evoluci�on del sistema como una funci�on del tiempo. Estos genera-

dores contienen toda la informaci�on de la din�amica del sistema, y
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por ende se conocen como formas Hamiltonianas seg �un Dirac.

Elmismo procedimiento puede ser aplicado a la din�amica no relativis-

ta, para la cual el grupo a considerar es el de Galileo. Para este caso existe

una �unica super�cie inicial con la propiedad de interceptar cada linea de

mundo una sola vez; �esta es la super�cie x0 = cte. Por lo tanto, hay una

manera posible de dividir el grupo de Galileo en una parte cinem�ati-

ca y otro din�amica. El subgrupo de Galileo que mantiene invariante el

instante x0 = cte posee nueve generadores, y adem�as, se presenta un

simple Hamiltoniano que genera desplazamientos en el tiempo. Dirac

estableci�o que la unicidad del Hamiltoniano no relativista es perdida en

el caso no relativista. La raz�on es que la causalidad restringe la familia

de l��neas de mundo y permite un gran n�umero de super�cies � [1, 3].

En principio, alguna super�cie que no presenta direcciones tipo tiempo

podr��a ser considerada.

Si la hiper-super�cie � no posee simetr��as, el grupo de estabilidad es

nulo, en este caso, la descripci�on no contiene la parte cinem�atica y cada

uno de los dies generadores del grupo de Poincare es un Hamiltoniano.

Por tanto, se considera super�cies � para las cuales el grupo de estabi-

lidad G� puede por lo menos ser transitivo con lo cual todos los puntos

sobre� son equivalentes. Con �este requerimiento adicional existen cinco

clases in equivalentes de super�cies [3]. Tres de ellas fueron identi�cadas

por Dirac [1]:

El instante de tiempo � � x0 = 0 conocido como instante forma (i).

Una super�cie del hiperboloide � � x2 = a2 > 0; x0 > 0 al que se

denomina punto forma (ii).

La super�cie de�nida por � � x0+x3 = 0, conocida como plano nulo

(iii).

Una reciente clasi�caci�on de todos los subgrupos del grupo dePoinca-

re tiene en cuenta dos clases posibles y adicionales de super�cies iniciales
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con sus respectivos grupos de estabilidad [4]. Una de ellas consiste en

considerar una de las super�cies del hiperboloide � � x2
0 x x2

1 x x2
2 =

a2 > 0; x0 > 0 (iv) en tanto que la otra es de�nida por: � � x2
0xx2

3 = a2 >

0; x0 > 0 (v). As��, la unicidad de la descripci�onHamiltoniana no relativis-

ta resulta ser cinco veces ambigua en el caso relativista. Es importante

tener en cuenta que si en todas las formas se toma l��mc!1 � = t, exis-

te solo una posible foliaci �on conduciendo al tiempo absoluto Galileano.

Esto es consistente con el hecho de que no existe una velocidad limite

en el caso no relativista y por tanto la hiper-super�cie �nr : t = cte es la

�unica que corta todas las posibles l��neas de mundo.

Con el �n de determinar cual de los generadores del grupo de Poinca-

re son cinem�aticos, se utiliza el hecho que la acci�on del grupodePoincare

sobre alguna funci�on F (x) es dada por:

�F (x) =
(
F (x) ; �G

)
= �a�@

�F x
1

2
�!�� (x

�@ � xx� @�)F ; (2.4)

donde �G = �a�P � x 1
2 �!��M�� es el generador de las trasformaciones

in�nitesimales de Poincare. Considerando que � es de la forma � : � =

F (x) y que P � yM�� son generadores cinem�aticos para alg �un valor de �

o � , entonces, se deber�a cumplir que:

@�F = 0 ; (x�@ � xx� @�)F = 0 ; (2.5)

es decir, el gradiente y la "derivada angular"de F (x) deben ser nulos.

Seg �un Dirac [1], las diez cantidades fundamentales para un sistema

din�amico son tales que algunas de ellas son simples y otras tienen una

estructura mas compleja. Las cantidades complejas son identi�cadas con

los Hamiltonianos y tienen el mismo papel de un Hamiltoniano en la

din�amica no relativista. En tanto que las cantidades simples ser�an iden-

ti�cadas como los generadores cinem�aticos.

La elecci�on del tiempoGalileano � = t es generalmente la mas com�un,

aun en el caso relativista, por tanto, se construir�a la representaci�on aso-

ciada de los generadores del grupo de Poincare sobre la hiper-super�cie
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� : t = 0. La idea es usar el v��nculo p2 = m2 para eliminar la variable

conjugada a t y que es: p0 =N yp = (p2+m2)
1
2 , siendoN un vector normal

al hiper-plano y posteriormente elegir x0 = 0 en (2.3). Utilizando la idea

de Dirac [1], se adiciona el v��nculo on-shell a los generadores de Poincare

(2.3) mediante multiplicadores de Lagrange,

P � = p� + ��
�
p2 xm2

�
(2.6)

M�� = x�p� xx�p� + ���
�
p2 xm2

�
: (2.7)

Ahora, se impone la condici�on de que el lado derecho sea independiente

de p0. Derivando la parte derecha de (2.6) y (2.7) con relaci�on a p0 y

resolviendo se determina los siguientes valores para los multiplicadores

de Lagrange:

�0 = x
1

2p0
; �i = 0 ; �0i = x

xi

2p0
; �ij = 0 ; (2.8)

De esta manera, los generadores de Poincare, por su estructura simple,

de car�acter cinem�atico son:

P i = pi ; Mij = xipj xxjpi; (2.9)

en tanto que los de car�acter din�amico tienen la siguiente forma:

P 0 = !p ; Mi0 = xi!p ; (2.10)

con !p � (pipi +m2)
1
2 . Comparando con (2.3), p0 fue substituido por !p

y x0 se torna nulo.

Como regla se puede observar que los generadores que contienen p0

en la representaci�on (2.6) y (2.7) tienen en cuenta los multiplicadores de

Lagrange que no desaparecen. Ellos se identi�can como los generadores

din�amicos, que en el caso del instante forma son dados por el Hamilto-

niano P 0 y los generadores boostsMi0. De acuerdo con la relaci �on (2.5),

para � : � = F (x) = t = cte, se deduce que:

@ iF (x) = 0 ;
�
xi@ j xxj@ i

�
F (x) = 0 : (2.11)
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de tal manera que � : t = cte es invariante por rotaciones y traslaciones,

con lo cual se establece que el grupo de estabilidad tiene dimensi�on seis.

De otra manera,

@0F (x) = 1 ä 0 ;
�
x0@ j xxj@0

�
F (x) = xxj ä 0 : (2.12)

Aparte del Hamiltoniano, los boost son generadores din�amicos por tanto

� : t = cte no es invariante por transformaciones generadas por este

tipo de elementos ya que �estos generadores mezclan las coordenadas de

espacio y tiempo. Las representaciones (2.9) y (2.10) garantizan que el

�algebra de Poincare sea compatible con el v��nculo x0 = 0. Utilizando la

relaci �on fxi; pjg = �ij es posible mostrar que los generadores (2.9) y (2.10)

obedecen los corchetes de Poisson (2.1).

Tal como ocurre en el instante forma, se puede construir la repre-

sentaci�on asociada a los generadores de Poincare sobre el plano nulo

� : � = x+ � x0 +x3 = 0 el cual se identi�ca como un plano tangente al

cono de luz. Esta hiper-super�cie puede equivalentemente ser vista co-

mo el frente de onda de una onda de luz plana viajando en la direcci�on z

positiva. Por ello, la hiper-super�cie� := x+ = 0 es tambi�en denominada

frente de luz.

Ahora, con el �n de eliminar la variable can�onica conjugada a x+,

que es px y posteriormente seleccionar x+ = 0 en (2.3), se considera que

el lado derecho de las ecuaciones (2.6) y (2.7) sean independientes de

px. Se puede mostrar los siguientes valores para los multiplicadores de

Lagrange:

�+ = �i = 0 ; �x = x
1

2p+

�+x = x
x+

2p+
= 0 ; �ix = x

xi

2p+
; �+i = 0 : (2.13)

As��, se obtiene la siguiente representaci�on de los generadores dePoincare
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de car�acter cinem�atico:

P i = pi ; P + = p+ ; M+i = xxip+;

M+x = xxxp+ ; M12 = x1p2 xx2p1 : (2.14)

En tanto que los generadores din�amico se puede expresar en la forma:

P x =
pipi +m2

p+
; Mxi = xxpi xxipx; i = 1;2 : (2.15)

Sietes de los generadores de Poincare son cinem�aticos as�� que el plano

nulo conduce al grupo de estabilidad de mayor dimensi�on. La dimen-

si �on de los grupos de estabilidad paras hiper-super�cies (i), (ii), (iv) e (v)

son 6, 6, 4, 4, respectivamente. Adem�as, los grupos de estabilidad de las

super�cies (i) hasta (v) no son isom�or�cos, con lo cual ellos no pueden

ser deformados uno en otro por difeomor�smos [2]. De esta manera, de

las teor��as Hamiltonianas invariantes de Poincare basadas sobre super-

�cies in-equivalentes iniciales en un instante de referencia di�eren de

la manera por la cual los dies generadores de Poincare son divididos en

cinem�aticos y en din�amicos [3]. El cuestionamiento que surge es si la di-

ferencia es solo formal o existen consecuencias f��sicas inherentes, hasta

el momento no surgen respuestas desde el trabajo de Dirac [1].

Es importante destacar que el Hamiltoniano P x no contiene una ra��z
cuadrada como ya lo hab��a se~nalado Dirac. Sin embargo, existe una sin-

gularidad en p+ = 0 que resulta peculiar y que en el lenguaje de teor��as

gauge corresponde a que la matriz de Faddeev-Popov desperezca. Tam-

bi�en, se puede destacar que para un valor positivo de p+ el signo del

Hamiltoniano P x es tambi�en positivo, con lo cual no existe ambig�uedad

en el signo de la energ��a en la formulaci�on del plano nulo. No obstante,

para una part��cula de masa cero y pi = 0, el valor de p+ = 0 conduce a

un valor indeterminado de P x. Aun, para part��culas masivas, se debe dar

una prescripci�on para desplazarse alrededor de la singularidad p+ = 0.
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2.1. Álgebra de Poincaré 29

2.1. �Algebra de Poincar�e

Se considera un boost en la direcci �on z con rapidez !, que expresado

en el sistema de coordenadas del instante forma, se escribe de la siguiente

forma:

t0 = t cosh!+ z sinh! ; z0 = z cosh!+ t sinh! : (2.16)

Se sabe que las transformaciones de boost mezclan coordenadas espacia-

les y temporales, de la relaci �on (2.16) se puede determinar que la acci�on

del boost en el plano nulo tienen la forma:

x0+ = e!x+ ; x0x = ex!xx ; (2.17)

entonces, las trasformaciones de Lorentz tienen una forma muy simple

en este sistemade coordenadas, donde la caracter��sticamas notable es que

las variablesx+ yxx no llegan a sermezcladas bajo esta trasformaci�on [4].
�Estas simplemente sufren una trasformaci�on de escala manteniendo el

producto x+xx invariante. Las coordenadas de plano nulo diagonalizan
el boost en la direcci�on z. Se debe notar que los puntos sobre la hiper-

super�cie � : x+ = 0 son mapeados sobre ella misma, con lo cual, el

generador M+x = 2M30 = x2K3, es cinem�atico. No obstante, los otros

generadores cinem�aticosM+i act �uan sobre las coordenadas transversales

manteni�endolas inalterables [2, 3].

Las relaciones de corchetes de Poisson no nulos de los siete genera-

dores de Poincare son: n
M12;M+xo = "ijM+j (2.18)n
M12; P i

o
= "ijP jn

M+i; P x
o
= x2P in

M+i; P j
o
= x�ijP + ;

com i = 1;2, en tanto que el restante conjunto de corchetes de Poisson

son nulos. Es interesante considerar el grupo de Galileo bidimensio-

nal donde los generadores, para una part��cula libre de masa m, son: dos
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momentos ki, un momento angular L = "ijxipj , dos trasformaciones de

boost de Galileo Gi =mxi, un Hamiltoniano H = kiki

2m y la masa m que es

el operador de Casimir. Utilizando
n
xi; kj

o
= �ij e identi�cando P i $ ki,

M12$ L,M+i $x2Gi, P +$ 2m y P x$H, de puede mostrar que (2.18)

es una subalgebra del �algebra de Poincare isomorfa al �algebra de Lie

del grupo de Galileo bidimensional [6]. Las primeras dos relaciones en

(2.18) establecen que M+i y P i se trasforman en vectores bidimensio-

nales. Por tanto, se espera que la cinem�atica del plano nulo muestre un

comportamiento no relativista que es asociado a la dimensi�on transversa

y gobernada por el grupo de Galileo bidimensional [7].

Es importante destacar algunas caracter��sticas fundamentales de las

coordenadas de plano nulo:

Las coordenadas de plano nulo x� :
�
x+; x?; xx

�
, donde x~ = x0~x3p

2

y x? =
�
x1; x2

�
no est�an relacionadas por una trasformaci�on de

Lorentz con las coordenadas tradicionales x� :
�
x0 = t; x1; x2 x3

�
[8], por lo tanto, la descripci�on del contenido f��sico de una teor��a

din�amica sobre el plano nulo, que estudia la evoluci�on temporal

del sistema en x+ en lugar de x0, podr��a ser diferente de aquel

determinado por el tratamiento convencional. Este es el caso de

la descripci�on del rompimiento de simetr��a y del estudio de los

modelos de teor��as gauge en dos dimensiones, en donde fue demos-

trado que la cuantizaci �on sobre el plano nulo es apropiada para la

exhibici �on de los grados de libertad relevantes, lo cual conduce a

un espacio de Hilbert f��sico [9, 10].

En general, se conoce que dos puntos que pertenecen al hiper-

plano x0 = cte son separados por distancias tipo espacio
�
xxy

�2
=�

x0 xy0
�2
x

�
xxy

�2
= x

�
xxy

�2
< 0 y la separaci�on se torna ti-

po luz cuando los dos puntos coinciden. Sin embargo, los puntos

en el hiper-plano x+ = cte, tambi�en tienen una separaci�on tipo

espacio cuando xi ä yi,
�
xxy

�2
=

�
x+ xy+

� �
xx xyx

�
x

�
xi xyi

�2
=
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x
�
xi xyi

�2
< 0 y se torna tipo luz en el caso xi = yi, no obstante,

con la diferencia de que los puntos no necesitan coincidir ya que�
xx xyx

�
no requiere ser nulo. �Este observaci�on, combinada con

el principio de micro-causalidad, establece que la din�amica en el

plano nulo puede llagar a ser no local con respecto a las coordena-

das longitudinales xx [11].

Una teor��a din�amica en las coordenadas de plano nulo poseen una

caracter��stica fundamental, es descrita por Lagrangianos singula-

res [12] y la construcci�on de una formulaci�on Hamiltoniana consis-

tente no es simple. El procedimiento de Dirac [13] o m�etodos an�alo-

gos para el estudio de sistemas din�amicos con v��nculos deber�an ser

utilizados. Una formulaci�on Hamiltoniana cl�asica autoconsistente

es la mas conveniente para cuantizar las teor��as via principio de co-

rrespondencia de los corchetes deDirac con los conmutadores/anti-

conmutadores de los correspondientes operadores.

2.2. ProblemadeValores Inicias Sobre elPlano

Nulo

Con el �n de iniciar la discusi�on se considerar�a el campo escalar real

libre masivo cl�asico � (x) que satisface la ecuaci�on de campo de Klein-

Gordon-Fock (KGF): �
2x +m2

�
� (x) = 0: (2.19)

Es conocido que sobre una super�cie tipo espacio �, un conjunto com-

pleto de condiciones iniciales consiste en especi�car el campo y sus de-

rivadas sobre dicha super�cie. Ahora, la cuesti �on seria saber cual es el

valor del campo en un punto arbitrario y fuera de la super�cie. La so-

luci�on a este problema resulta de la soluci�on covariante de campo libre

con lo cual se introduce el siguiente teorema [14]:
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32 2.2. Problema de Valores Inicias Sobre el Plano Nulo

Teorema 1 En un punto y fuera de la super�cie tipo espacio � el campo es dado

por:

�
�
y
�
=

Z
�

d4x
�
�

�
yxx

�
@x� � (x)x � (x) @x� �

�
yxx

��

=
Z
�

d4x�
�
yxx

� $
@x� � (x) ; (2.20)

donde�
�
yxx

�
es la funci�on de Schwinger que satisface las siguientes propieda-

des: es soluci�on de la ecuaci�on homog�enea de Klein-Gordon-Fock, es real, nula fuera

del cono de luz y es antisim�etrica.

Figura 2.1: En la primera �gura el punto y es inuenciado causalmente

por puntos que est�an en�. En la segunda�guray inuencia causalmente

aquellos puntos que est�an dentro de su cono de luz en �.

El campo as�� determinado corresponde a la propagaci�on causal o sea,

�
�
y
�
es solo inuenciada por puntos x 2 � que est�an atr�as o delante del

cono de luz asociado a y, dependiendo de si y est�a despu�es o antes de �

(ver Figura 2.1)

Si es selecciona a � como siendo una super�cie plana a tiempo cons-

tante x0 = cte, la soluci�on apropiada del problema de valores iniciales se

escribe como:

�
�
y
�
=

Z
�

d3x�
�
yxx

� $
@xt � (x) : (2.21)
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La soluci�on tradicional de teor��a de campos es basada en la bien enten-

dida teor��a de Cauchy-Kowalewski de las ecuaciones hiperb�olicas [15],

que proporciona teoremas para la existencia y unicidad de las solucio-

nes cuando el campo y sus derivadas temporales son conocidas sobre una

hiper-super�cie tipo espacio.

Ahora, surge la controversia sobre las condiciones para la existencia

y unicidad de las soluciones para datos impuestos sobre el plano nulo.

Con el �n de responser a ello, la ecuaci�on diferencial (2.19) se expresar�a

en t�erminos de las coordenadas de plano nulo *:�
@+@x +m2

�
� = 0 : (2.22)

En t�ermino de las coordenadas de plano nulo, la ecuaci�on de KGF se

expresa en la forma can�onica de la ecuaci�on diferencial hiperb�olica [15]

y x~ son denominadas como super�cies caracter��sticas de la ecuaci�on

diferencial. En la teor��a de ecuaciones diferenciales parciales se demues-

tra que la especi�caci�on del campo y un n�umero �nito de derivadas

sobre una caracter��stica no determina una soluci�on �unica de la ecuaci�on

diferencial [16]. As�� que se esta tratando con un problema de valores

iniciales caracter��sticos cuando se desea resolver �esta ecuaci�on, lo que

implicar�a que se deben especi�car condiciones sobre ambas caracter��sti-

cas x~ = cte.

El problema de valores iniciales caracter��sticos se formula de la si-

guiente manera: Determinar una soluci�on � (x+; xx) que satisfaga:

Condiciones iniciales,

� (x+; xx0 ) = f (x+) ; � (x+
0 ; x

x) = g (xx) : (2.23)

Condici�on de continuidad

� (x+
0 ; x

x
0 ) = f (x+

0 ) = g (xx0 ) : (2.24)

Las funciones f y g son denominadas de datos caracter��sticos.

*Se considerar�a el caso en dos dimensiones por simplicidad.
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34 2.2. Problema de Valores Inicias Sobre el Plano Nulo

Figura 2.2: Contorno de integraci�on usado en la derivaci�on de (2.26).

De acuerdo con Neville e Rohrlich [17], la soluci�on del problema de

valores iniciales caracter��sticos se obtiene de la relaci �on (2.21) y del teo-

rema de Gauss. Es posible mostrar que:

@�x

"
�

�
yxx

� $
@x� � (x)

#
= 0 ; (2.25)

donde � como� son soluciones de la ecuaci�on de KGF. Integrando (2.25)

en el volumen limitado porABC (ver Figura 2.2) con:AB : x0 = 0 siendo

el plano que intercepta la parte de atr�as del cono de luz generado en el

punto P ; BC : x+ = x+
0 y AC : xx = xx0 . Integrando la relaci �on (2.25),

Z
d4x @�x

"
�

�
yxx

� $
@x� � (x)

#
= 0;

por el teorema de Gauss se obtiene,0B@ Z
AB

+
Z
BC

+
Z
CA

1CAd�(x)n�
"
�

�
yxx

� $
@x� � (x)

#
= 0; (2.26)

donded� es el elemento de super�cie apropiado y n� es un vector normal

a la super�cie. De (2.21) se deriva que,

�
�
y
�
=

Z
d3x�

�
yxx

� $
@x0 � (x)

=
Z
CB

dy+�
�
yxx

� $
@x+� (x) +

Z
CA

dyx�
�
yxx

� $
@xx� (x) ; (2.27)
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debido a que la normal a un plano nulo se encuentra en el mismo plano,

el conocimiento de � sobre el plano nulo implica su derivada normal. As��,

se establece el siguiente teorema [17]:

Teorema 2 La soluci�on de la ecuaci�on de KGF (2.22) para m � 0 es �unicamente

determinada por (2.26) en la regi�on conexa limitada por la cu~na formada por los

planos x~ = cte si � se especi�ca sobre esos planos.

Utilizando el hecho que� desaparece sobre argumentos de tipo espa-

cio,
�
xxy

�2
< 0, las integrales en (2.26) se extienden desde la cu~na (punto

C na Fig. (2.2)) hasta +1, por lo tanto, esas partes que est�an fuera del

cono caracter��stico de P no contribuyen a la integral. Si se compara (2.26)

con (2.21) se determina que el lado derecho de la soluci�on del problema

de Cauchy, que en t�ermino de las condiciones iniciales (2.23), se expresa:

� (x+; xx) =
1Z

x+
0

dy+
24� �

x+ xy+; xx xxx0
� @f
@y+

x f
�
y+

� @

@y+
�

�
x+ xy+; xx xxx0

�35
(2.28)

+
1Z

x+
0

dyx
24� �

x+ xx+
0 ; x

x xyx
� @g
@yx

x g
�
yx

� @

@yx
�(x+ xx+

0 ) ; x
x xyx

35 :
Esta es la soluci�on del problema de valores caracter��sticos para la ecua-

ci �on de KGF en el plano nulo en t�erminos de las condiciones iniciales

f , g y la funci�on de Schwinger �. As��, con el �n de obtener una so-

luci�on �unica es necesario especi�car condiciones iniciales sobre las dos

caracter��sticas y no solamente sobre una.

Para una teor��a cu�antica de campos en d = 1 + 1 dimensiones, la

relaci �on (2.28) implica que se debe cuantizar sobre el plano nulo [18].

Para entender mejor esta a�rmaci�on, se sabe que el conmutador de dos

campos escalares libre se puede expresar en t�erminos de la funci�on de

Schwinger de la siguiente forma [19]:

h
� (x) ; �

�
y
�i
= i�

�
xxy

�
; (2.29)
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36 2.2. Problema de Valores Inicias Sobre el Plano Nulo

del cual se puededeterminar los siguientes conmutadores a tiempos igua-

les entre los campos en las coordenadas tradicionales:
h
� (x) ; �

�
y
�i
x0=y0 = 0 ;

�
_� (x) ; �

�
y
��
x0=y0

= xi�(xxy): (2.30)

De la relaci �on (2.21) se puede determinar que:

h
� (x) ; �

�
y
�i
=

Z
dz

8<:� _� (z) ; � �
y
��
�(xx z)x

h
� (z) ; �

�
y
�i @

@z0
�(xx z)

9=;
x0=z0

:

(2.31)

Insertando en esta relaci �on la expresi �on (2.30) se obtiene la identidad

(2.29). La ecuaci�on (2.31) es una condici�on de consistencia que expresa

el conmutador para tiempos arbitrarios diferentes x0 > y0 a trav�es de las

condiciones de Cauchy a tiempo iguales x0 = y0 [20].

Con el �n de derivar una condici�on de consistencia an�aloga a (2.31), se

escoger�ax~ = 0; por lo tanto, usando (2.28) se obtiene que el conmutador

de campos a tiempos diferentes es dado por:

h
� (x) ; �

�
y
�i
=

1Z
0

dz+
24�(xx z)

@

@z+
h
� (z) ; �

�
y
�i
x
h
� (z) ; �

�
y
�i @

@z+
�(xx z)

35
xx=zx

(2.32)

+
1Z
0

dzx
24�(xx z)

@

@zx
h
� (z) ; �

�
y
�
]x[� (z) ; �

�
y
�i @

@zx
�(xx z)

35
x+=z+

lo que implica que para todox~ dos conmutadores independientes deben

ser especi�cados,

h
� (x) ; �

�
y
�i
x~=y~

= x
i

4
�
�
xÿ xyÿ

�
; (2.33)

es decir, el problema de valores iniciales caracter��sticos corresponde a

cuantizar en el plano nulo.

En la literatura los conmutadores son especi�cados sobre una sola ca-

racter��stica, usualmente x+ = 0, lo cual es indispensable si se desea una

formulaci�on Hamiltoniana con un solo par�ametro de evoluci�on tempo-

ral, lo que estar��a en contradicci �on con los resultados obtenidos. Por
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2.2. Problema de Valores Inicias Sobre el Plano Nulo 37

tanto, la cuantizaci�on sobre una sola caracter��stica es posible si condi-

ciones sobre la segunda son impuestas [17, 20]. Un caso interesante se

obtiene si se mueve el plano nulo xx = cte hacia el pasado distante y

sobre este se impone � = 0; expl��citamente,

l��m
xx!x1

� = 0 ; 8x ; x+ � x+
0 ; (2.34)

resultando de (2.28) la soluci�on:

� (x) =
Z

x+=x+
0

dyx�
�
xxy

�$
@
x

x�
�
y
�
: (2.35)

Consecuentemente, se establece el siguiente teorema:

Teorema 3 Especi�cado � sobre el plano x+ = x+
0 y la condici�on asint�otica

(2.34), la ecuaci�on de KGF, para m � 0, tendr�a una �unica soluci�on dada por

(2.35) en el plano x+ � x+
0 [17].

Corol �ario: Cualquier soluci�on de la ecuaci�on de KGF que satisfaga (2.34) y

que se anule sobre el plano nulo de�nido por por x+ = x+
0 , tambi�en se anula para

x+ � x+
0 .

En (2.35) la integraci�on sobre yx se extiende de x1 hasta +1, aun

cuando el conjunto abierto yx 2 (xx;1) no contribuya, ya que� desapa-

rece para argumento tipo espacio. Los puntos del cono caracter��stico de-

ber�an ser todos internos al dominio de integraci�on , � ser�a correctamente

dada por �esta ecuaci�on para alg �un x+ > x+
0 , pero en el limite cuando x+

se aproxima de x+
0 una condici�on de convergencia para xx ! +1 sobre

la integral (2.35) se hace necesaria. As��, se impone la siguiente restricci �on

adicional:

l��m
xx!1

� = 0 ; sobre x+ = x+
0 ; (2.36)

y, con esto, se veri�ca la consistencia de (2.35) tomando P sobre el plano

nulo x+
0 [17].
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Cap��tulo 3

M�etodo de Dirac para

Sistemas Singulares

3.1. Estructura de V��nculos

Consideremos un sistema con un n�umero �nito de grados de libertad

cuya din�amica puede ser derivada de una acci�on

S =
t2Z
t1

dt L
�
qk; _qk; t

�
; (3.1)

donde L es la funci�on de Lagrange que describe el sistema y que de-

pende de las coordenadas generalizadas qk (k = 1;2; :::::N), las velocidades

generalizadas _qk = d
dtq

k y del tiempo. El Lagrangiano asociado al sistema

se dice ser regular si la matriz Hessiana, con elementos de matriz,

Wij �
@2L

@ _qi@ _qj
; (3.2)

no es id�enticamente nulo como una funci�on de qk, _qk y t, donde la re-

gularidad es una propiedad del Lagrangiano y no del sistema que �este

describe [1].

Siendo que la acci�on es una funcional de las coordenadas qk, el prin-

cipio de Hamilton establece que las trayectorias cl�asicas qkc seguidas por
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44 3.1. Estructura de VÍnculos

el sistema son puntos estacionarios de la acci�on. Una condici�on para su

existencia es que la primera variaci�on de (3.2) sea cero, lo que conduce

a las ecuaciones de movimiento o mejor conocidas como ecuaciones de

Euler-Lagrange (EL), (para t1 � t � t2)

Lk �
@L

@qk
x

d

dt

@L

@ _qk
= 0 para qk = qkc : (3.3)

Lk es denominada derivada de Euler de L com respecto a qk. Las ecua-

ciones de EL se pueden re escribir de la siguiente forma

Li = Vi
�
qk; _qk; t

�
xWij

�
qk; _qk; t

�
�qj = 0; (3.4)

donde Wij es la matriz Hessiana y

Vi
�
qk; _qk; t

�
�
@L

@qi
x

@2L

@ _qi@t
x

@2L

@ _qi@qj
qj : (3.5)

En el caso de un sistema regular donde det
���Wij

��� ä 0 todas las ecuaciones

son de segundo orden y funcionalmente independientes. Bajo esta con-

dici �on, existen soluciones en el intervalo t1 � t � t2 y son �unicas despu�es

de que 2N constantes de integraci�on (qk(t1), _qk(t1)) son especi�cadas.

Adem�as de la formulaci�on Lagrangiana de la mec�anica cl�asica, existe

el formalismo Hamiltoniano el cual se construye de�niendo los momen-

tos can�onicos conjugados a las coordenadas qk de la siguiente forma:

pk �
@L

@ _qk
: (3.6)

La funci�on de Hamilton es de�nido a partir del Lagrangiano por medio

de la siguiente transformaci�on de Legendre,

H � pk _q
k xL; (3.7)

la cual ser�a funci�on de
�
q;p; t

�
que especi�can el espacio de face. Ahora,

solo en el caso regular, las ecuaciones asociadas a losmomentos can�onicos
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3.1. Estructura de VÍnculos 45

(3.6) pueden ser resueltos �unicamente para las velocidades generalizadas

_qk, es decir, siendo

Wij =
@pi

@ _qj
; (3.8)

si det
���Wij

��� ä 0 el teorema de funci�on inversa garantiza que exista una

�unica soluci�on _qk = _qk
�
q;p; t

�
[2]. Solo en este caso, se puede realizar un

cambio del conjunto de variables
�
q;p; t

�
para

�
q; _q; t

�
de una forma �unica.

Ahora, si el Lagrangiano que describe el sistema es singular,det
���Wij

��� = 0,

las ecuaciones que de�nen los momentos can�onicos no se pueden resol-

vers de modo que puedan expresar todas las velocidades en t�erminos de�
q;p; t

�
, una vez que det

���Wij

��� es justamente el Jacobiano de la transforma-

ci �on (3.8), donde q0s hacen el papel de los par�ametros.

La formulaci�on can�onica de la din�amica de sistemas singulares fue

desarrollada por Dirac [3], posteriormente Bergmann, Goldberg y cola-

boradores re�naron elm�etodo original [4]. En el caso que el Lagrangiano

es singular, con (NxM) el rango de la matriz Hessiana, entonces (NxM)

velocidades se pueden expresar como funciones independientes de las

coordenadas, de los momentos can�onicos y de las M restantes veloci-

dades indeterminadas. Existen por tanto M relaciones independientes

entre los (q;p). Estas expresiones que son consecuencia de las ecuaciones

(3.6) se pueden escribir de la siguiente forma

�m
�
q;p

�
= 0 m = 1;2; ;M < N : (3.9)

Ellas muestran que de las 2N variables Hamiltonianas qk e pk, apenas

2N xM son realmente independientes. Las relaciones (3.9) fueron de-

nominadas por Bergmann [4] como v��nculos primarios, que resaltan del

hecho que ellas son el resultado de la de�nici�on (3.6) sin hacer uso de las

ecuaciones de movimiento.

Cuando se trata con sistemas singulares se introduce el concepto de

Hamiltoniano can�onicoHC del sistema, el cual es de�nido de manera usual
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46 3.1. Estructura de VÍnculos

por la transformaci�on de Legendre

HC

�
q;p

�
� pk _q

k xL: (3.10)

Es posible mostrar que HC es funci�on �unicamente de las variables del

espacio de face (q;p), es decir, HC = HC

�
q;p

�
, a pesar del hecho que las

velocidades no pueden ser completamente eliminadas en favor de los

momentos [5, 6]. Debido a la presencia de los v��nculos primarios (3.9) el

Hamiltoniano can�onico (3.10) no es determinado �unicamente como una

funci�on de las coordenadas q y los momentos can�onicos p. Se establece,

que la din�amica del sistema mantiene inalterable si se adiciona al Hamil-

toniano can�onico una combinaci�on lineal de los v��nculos primarios, es

decir:

HC

�
q;p

�
! HC

�
q;p

�
+ cm

�
q;p

�
�m

�
q;p

�
; (3.11)

donde cm
�
q;p

�
son funciones arbitrarias y regulares de (q;p).

El principio de Hamilton se puede expresar en t�erminos del Hamil-

toniano can�onico como

�
t2Z
t1

dt
"
pk _q

k xHC

�
q;p

�#
= 0 (3.12)

con variaciones en q0s y p0s sujetas a las condiciones

�qk (t1) = �qk (t2) = 0 ; �m
�
q;p

�
= 0; m = 1;2; ;M: (3.13)

Las restricciones (3.13) se pueden tener en cuenta introduciendo multi-

plicadores de Legendre �m (t) los cuales deber�an ser considerados como

variables independientes, de manera tal que se modi�que (3.12) por

�
t2Z
t1

dt
"
pk _q

k xHC

�
q;p

�
x �m (t)�m

�
q;p

�#
= 0 (3.14)

com las restricciones (3.13). Las ecuaciones de movimiento derivadas de

(3.14) se escriben de la siguiente forma

_qk =
@HC

@pk
+ �m

@�m
@pk

; _pk = x
@HC

@qk
x �m

@�m
@qk

: (3.15)
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3.1. Estructura de VÍnculos 47

Es posible demostrar que los multiplicadores de Lagrange �m, coinciden

con las M restantes velocidades [1, 5]. Las ecuaciones (3.15) son validas

cuando se consideran en conjunto con los v��nculos primarios. Por este

motivo, es conveniente denominar � el espacio de face de 2N dimensi�on

cuyas coordenadas independientes son
�
qk; pk

�
y se de�ne el hiperespacio

de v��nculos � como siendo un subespacio de � de dimensi�on 2NxM, en el

cual son v�alidos los v��nculos primarios. Las ecuaciones (3.15) se cumplen

en �, lo que implica que las derivadas que en ellas aparecen deben ser

primero calculadas en � y despu�es su valor evaluado en �. Por ello, las

ecuaciones de movimiento ser�an escritas de la siguiente forma:

_qk
���
�
=
@HC

@pk

������
�

+ �m
@�m
@pk

������
�

; _pk
���
�
= x

@HC

@qk

������
�

x �m
@�m
@qk

������
�

: (3.16)

Las ecuaciones de movimiento Hamiltonianas obtenidas a partir de

(3.14), para una variable din�amica g
�
q;p

�
se expresan en la forma

_g
�
q;p

�
=

(
g

�
q;p

�
;HC

)
+ �m

(
g

�
q;p

�
; �m

�
q;p

�)
;

�m
�
q;p

�
= 0 m = 1;2; ;M; (3.17)

donde los corchetes de Poisson (PP) para dos variables din�amicas f
�
q;p

�
y g

�
q;p

�
son de�nidos de la siguiente manera:

(
f

�
q;p

�
; g

�
q;p

�)
�
@f

@qk
@g

@pk
x

@g

@pk

@f

@qk
: (3.18)

Es conveniente de�nir la cantidad conocida como Hamiltoniano primario

HP del sistema como:

HP �HC + �m�m; (3.19)

a partir del cual se puede veri�car que las ecuaciones de movimiento

(3.16) pueden ser escritas de la siguiente forma [3, 8]:

_qk
���
�
=

(
qk;HP

)�����
�

; _pk
���
�
=

(
pk;HP

)�����
�
: (3.20)
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48 3.1. Estructura de VÍnculos

Sin embargo, los PP de los multiplicadores de Lagrange con funciones

del espacio de face no est�an de�nidos, pero el hecho de que ellos estemul-

tiplicados por los v��nculos primarios los cuales se anulan en�, da sentido

a las ecuaciones demovimiento (3.17). Para una funci�on arbitraria g
�
q;p

�
de�nida en el espacio de fase se puede escribir

_g
�
q;p

����
�
=

(
g

�
q;p

�
;HP

)�����
�
: (3.21)

Como las ecuaciones de movimiento se restringen a la hipersuper-

�cie �, se puede a�rmar que si una funci�on g
�
q;p

�
se anula en �, �esta

es d�ebilmente igual a cero, g
�
q;p

�
� 0, para caracterizar que su PP con

otras variables din�amicas, en general, no se anulan en � [3]. Se utiliza el

s��mbolo " � " con el �n de diferencial igualdades d�ebiles de las igualda-

des usuales o fuertes. De ahora en adelante se expresaran los v��nculos de

la siguiente forma

�m
�
q;p

�
� 0 m = 1;2; ;M; (3.22)

para recordar que en ecuaciones como (3.17), los PP deber�an ser calcu-

lados antes de hacer uso de las ecuaciones de v��nculos. Se asumir�a que

(3.22) constituye un conjunto completo de ecuaciones independientes lo

que garantizara que ninguno de los v��nculos �m
�
q;p

�
se puede expre-

sar como una combinaci�on lineal de los dem�as con funciones regulares

de
�
q;p

�
como coe�cientes. La anterior condici �on, tambi�en conocida co-

mo condici�on de ireducibilidad [1, 5], garantizar�a que cualquier funci�on

g
�
q;p

�
que se anule d�ebilmente es fuertemente una combinaci�on lineal

de los v��nculos, es decir:

g
�
q;p

�
� 0 ; g

�
q;p

�
= cm

�
q;p

�
�m

�
q;p

�
: (3.23)

�Esta condici�on equivale a exigir que los gradientes de los v��nculos sean

bien de�nidos y linealmente independientes en�, as��, lamatriz de 2NzJ

componentes:  x
@�m
@qk

������
�

x
@�m
@pl

������
�

 ; (3.24)
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3.2. Condiciones de Consistencia 49

ser�a �nita y de rango J [1, 5].

3.2. Condiciones de Consistencia

�Estas condiciones exigen que los v��nculos primarios se mantengan

durante la evoluci�on temporal del sistema lo que matem�aticamente se

traduce a trav�es de (3.17) de la siguiente manera:

_�m
�
q;p

�
=

(
�m

�
q;p

�
;Hc

)
+ �n

(
�m

�
q;p

�
; �n

�
q;p

�)
� 0; n = 1;2; ;M:

(3.25)

Estas relaciones pueden implicar:

1. Que las ecuaciones (3.25) se satisfacen id�enticamente en �.

2. Que (3.25) resulte en un conjunto de relaciones en el espacio de

face independientes de los multiplicadores de Lagrange �n.

3. Que (3.25) imponga condiciones sobre algunos o todos los multipli-

cadores de Lagrange.

Las relaciones asociadas al item 2 y que son independientes de os

v��nculos primarios constituyen un nuevo conjunto de v��nculos entre las

variables din�amicas Hamiltonianas. Este nuevo conjunto de v��nculos es

denominado: v��nculos secundarios los cuales, a diferencia de los v��nculos

primarios, son consecuencia de las ecuaciones de movimiento de�nidas

en el espacio de face. Este nuevo conjunto de v��nculos restringen la

din�amica del sistema en el espacio de face a una hipersuper�cie �0 de
menor dimensi�on que � de�nido por (3.26). Se representara el nuevo

conjunto de v��nculos asociados el item 2 por:

�s
�
q;p

�
� 0 ; s = 1;2; ;R0: (3.26)

Ahora, al nuevo conjunto de v��nculos se les exigir�a que sean consistentes

con lo que se repite el procedimiento anterior. El algoritmo continua con
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50 3.2. Condiciones de Consistencia

los v��nculos subsiguientes y �nalizar�a cuando no resulten mas v��nculos

independientes o se obtenga condiciones sobre el mayor n �umero demul-

tiplicadores de Lagrange �n. Al �nal, se obtendr�a un total de S v��nculos

secundarios, que se denominan as�� por que ellos son consecuencia de las

din�amica de�nida en el espacio de face y que se denotan por:

�r
�
q;p

�
� 0 ; r =M + 1;M +2; ;M + S: (3.27)

El conjunto total de v��nculos, donde se incluyen los primarios y secun-

darios, se identi�can como:

�j
�
q;p

�
� 0 ; j = 1;2; ;M + S � J: (3.28)

Despu�es de exigir consistencia sobre todos los v��nculos secundarios

(3.27) se obtendr�a un cierto n �umero de ecuaciones asociadas al item 3 y

que en forma general se escriben como:(
�j

�
q;p

�
;Hc

)
+ �n (t)

(
�j

�
q;p

�
; �n

�
q;p

�)
� 0; n = 1;2; ;M: (3.29)

Estas ecuaciones se pueden interpretar como un sistema de ecuaciones

lineales en �m (t), con coe�cientes que dependen de
�
q;p

�
. La soluci�on

mas general de (3.29) ser�a de la forma:

�m (t) = 'm
�
q;p

�
+ � a (t) ma

�
q;p

�
; (3.30)

donde 'm
�
q;p

�
es la soluci�on particular de (3.29) y  ma

�
q;p

�
; a = 1;2:::::A �

S es un a base de soluciones del sistema homog�eneo asociado

 ma
�
q;p

� (
�j

�
q;p

�
; �n

�
q;p

�)
� 0; (3.31)

con � a (t) funciones completamente arbitrarias de t. Con esto, se separa de

los �m (t) aquellos multiplicadores de Lagrange que est�an determinados

por las condiciones de consistencia de aquellos que permanecen total-

mente arbitrarios. Usando (3.30) y el siguiente conjunto de relaciones

H0 �Hc + 'm�m ; �a �  ma �m; (3.32)
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3.3. VÍnculos de primera e segunda clase 51

las ecuaciones demovimiento se pueden expresar de la siguientemanera:

_g
�
q;p

�
=

(
g

�
q;p

�
;H0 + � a�a

)
; (3.33)

donde se puede considerar a las � a como funciones del espacio de face. La

funci�onHT =H0+� a�a, fue denominada porDirac [3] comoHamiltoniana

total. En t�erminos deHT , las ecuaciones demovimiento para una variable

din�amica g
�
q;p

�
asume la forma:

_g
�
q;p

�
=

(
g

�
q;p

�
;HT

)
: (3.34)

El contenido de estas ecuaciones es id�entico al de las ecuaciones deEuler-

Lagrange [3, 5, 7].

3.3. V��nculos de primera e segunda clase

La presencia de las funciones arbitrarias � a (t) en la soluci�on de las

ecuaciones de movimiento (3.34) muestra que los valores de las coorde-

nadas
�
q;p

�
en un instante futuro permanecen completamente indeter-

minados por sus valores iniciales. A partir de un estado inicial
�
q0; p0

�
sobre �0, el sistema podr�a evolucionar en diferentes trayectorias, todas

contenidas en �0 y cada una de ellas asociada a un miembro del conjunto

de funciones f� a (t)g.

En teor��a de campos gauge se dice que cada una de estas trayectorias

corresponde a un gauge del sistema y la arbitrariedad en la elecci�on de

los � a (t) es llamada libertad de gauge. Todos los puntos sobre �0 en los

cuales puede evolucionar el sistema despu�es de un determinado inter-

valo de tiempo a partir del mismo estado inicial, siguiendo cada una de

los posibles gauge, representar�a necesariamente el mismo estado f��sico.

Adem�as, cuando a cada punto de �0 corresponde apenas un estado f��sico,

a cada estado f��sico le corresponde una clase de equivalencia de puntos

sobre �0.
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52 3.3. VÍnculos de primera e segunda clase

Si se considera una funci�on g
�
q;p

�
con un valor inicial g0 � g

�
q0; p0

�
y se calcula su valor despu�es de un intervalo in�nitesimal de tiempo�t,

asumiendo que el sistema evoluciona seg �un la libertad de gauge � a (t),

se tendr�a que

g� (t+�t)' g0 +
(
g;H0

)
+ � a (t)

(
g;�a

)
�t: (3.35)

Ahora, si el mismo an�alisis es considerado con la libertad de gauge � 0a (t),
se obtendr�a que

�g � g� (t+�t)x g� 0 (t+�t)' "a (t)
(
g;�a

)
; (3.36)

donde "a (t) � (� a (t)x � 0a (t))�t, son funciones in�nitesimales y arbitra-

rias. La transformaci�on (3.36) que conectar�a puntos de la misma clase

de equivalencia y no alteran el estado f��sico del sistema es denominada

transformaci�on de equivalencia. De (3.36) se concluye que los v��nculos �a
son generadores de transformaciones in�nitesimales de equivalencia.

Las transformaciones de equivalencia son conocidas en la literatura

como transformaciones de gauge [3, 6]. Con el �n de trabajar con transfor-

maciones de equivalencia se introduce la siguiente terminolog��a [1]: Una

funci�on F
�
q;p

�
se dice ser de primera clase si:

(
F

�
q;p

�
; �j

�
q;p

�)
� 0 ; j = 1;2:::::::J : (3.37)

Una funci�on que no es de primera clase se dice que es de segunda clase.

Utilizando la irreducibilidad de los v��nculos, (3.23), es posible mostrar

que el PP de dos funciones de primera clase es tambi�en de primera cla-

se. Se puede veri�car que H0 y �a son funciones de primera clase [3] y

por consiguiente HT es de primera clase. Adem�as, como  ma
�
q;p

�
es una

base de soluciones de (3.31), �a
�
q;p

�
constituye un conjunto completo de

v��nculos de primera clase independientes. De tal manera que los v��nculos

�a
�
q;p

�
� 0, que aparecen en las ecuaciones de movimiento (3.33), des-

empe~nan el papel de generadores de transformaciones de equivalencia.
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3.3. VÍnculos de primera e segunda clase 53

En virtud del car�acter de primera clase de los v��nculos �a
�
q;p

�
, la

transformaci�onde equivalencia preserva los v��nculos, es decir, ��j
�
q;p

�
�

0, (j = 1;2; ::::J ). As��, las transformaciones de equivalencia no conducen

a puntos fuera de �0, propiedad que debe ser satisfecha por cualquier

transformaci�on de equivalencia [3, 5]. Adem�as, se puede mostrar que las

funciones de primera clase �b
�
q;p

�
[1, 7]

(
�a

�
q;p

�
; �b

�
q;p

�)
� 0 ;

(
�a

�
q;p

�
;H0

)
� 0 ; a; b = 1;2; :::A; (3.38)

tambi�en son generadores de transformaciones can�onicas in�nitesimales

que no alteran el estado f��sico del sistema. Por tanto, las cantidades (3.38)

pueden incluir tanto v��nculos de primera clase primarios como secun-

darios. Se concluye que pueden existir v��nculos secundarios de primera

clase que generan transformaciones de equivalencia. Este argumento no

a�rma que todos los v��nculos secundarios de primera clase sean transfor-

maciones de equivalencia, sin embargo, no se conoce ejemplos queposean

v��nculos secundarios de primera clase que no genere transformaciones

de equivalencia [1, 3]. Por este motivo Dirac [3, 7] conjeturo que todos

los v��nculos secundarios de primera clase act �uan como generadores in-

dependientes de transformaciones in�nitesismales de equivalencia. Para

sistemas que posean solo v��nculos de primera clase es posible mostrar

que la conjetura es cierta como teorema [9].

Para relacionar las transformaciones generadas por los v��nculos de

primera clase con las transformaciones de equivalencia es necesario con-

siderar todos los v��nculos de primera clase y no solo los v��nculos pri-

marios de primera clase que surgen inicialmente en la de�nici �on del

Hamiltoniano primario. Dirac [3] no conoc��a de alg �un caso en el cual el

generador de transformaciones de equivalencia dependiese �unicamente

de los v��nculos primarios de primera clase, por tanto, �el considero en sus

lecturas [3] ampliar el Hamiltoniano primario para

HE =HP + �b�b ; b = 1;2; :::A (3.39)

53



54 3.4. Corchetes de Dirac (PD)

con multiplicadores arbitrarios �b acompa~nando a todos los v��nculos se-

cundarios de primera clase. HE es llamado de Hamiltoniano extendido y

es el que de ahora en adelante determinara la din�amica del sistema. El

Hamiltoniano primario tambi�en describe la din�amica mas no tiene en

cuenta la completa libertad de gauge del sistema. En conclusi�on, el Ha-

miltoniano extendido es mas general que el Hamiltoniano primario.

3.4. Corchetes de Dirac (PD)

La distinci�on entre v��nculos primarios y secundarios depende del

Lagrangiano de partida y en general no es �unica, sin embargo, la clasi-

�caci�on de los v��nculos en primera clase,

	�

�
q;p

�
� 0 ; � = 1;2; :::C; (3.40)

y v��nculos de segunda clase

��

�
q;p

�
� 0 ; � = 1;2; :::D; (3.41)

donde (C +D = J ), es mas trascendente por el hecho que los v��nculos de

primera clase no cambien el estado f��sico en tanto que las transforma-

ciones generadas por los v��nculos de segunda clase no presentan inter�es

f��sico ya que ellos no conservan la hipersuper�cie los v��nculos �0.

En principio, la separaci�on en v��nculos de primera y segunda clase es

ambigua ya que ciertas combinaciones lineales de v��nculos de segunda

clase puede resultar en v��nculos de primera clase. As��, se elige nuevos

v��nculos como una combinaci�on lineal de los antiguos, se puede pasar

de v��nculos de segunda clase en primera. Se asumir�a que (3.40) e (3.41)

constituye el mayor n �umero de v��nculos de primera y segunda clase y

que por tanto ninguna combinaci�on de v��nculos de segunda clase podr�a

resultar en un v��nculo de primera clase. Esto implica que la siguiente

matriz

C�

�
q;p

�
�

(
��

�
q;p

�
;�

�
q;p

�)
; �;  = 1;2; :::D; (3.42)
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3.4. Corchetes de Dirac (PD) 55

es regular y por ende invertible en �0 [3, 13], es decir,

det

(
��

�
q;p

�
;�

�
q;p

�)�����
�0

 ä 0: (3.43)

Como la matrizC
�
q;p

�
es antisim�etrica, la condici�on (3.43) garantiza-

ra que el n �umero de v��nculos de segunda clase es siempre par (D = 2L).

La presencia de v��nculos de segunda clase implica la existencia de coor-

denadas que no son independientes y que pueden ser eliminadas de la

teor��a expresando �estas en t�erminos de las coordenadas independien-

tes. Para esto, se eliminar�an los v��nculos de segunda clase construyendo

un nuevo conjunto de corchetes que son de�nidos en t�erminos de las

variables independientes de la teor��a.

Con el �n de eliminar de manera sistem�atica los v��nculos de segun-

da clase, Dirac introdujo el siguiente conjunto de corchetes entre dos

variables din�amicas f
�
q;p

�
y g

�
q;p

�
[3](

f ;g
)
D
�

(
f ;g

)
x

(
f ;��

)
D�

(
� ; g

)
; (3.44)

donde D es la inversa de la matriz C (3.42). Los corchetes (3.44) se

conocen en la literatura como Corchetes de Dirac (PD) [1, 5, 6]. Se puede

mostrar que los PD tienen las mismas propiedades de los corchetes de

Poisson [3, 4, 5], es decir:(
f ;g

)
D
= x

(
g; f

)
D
;(

f ; c1g + c2h
)
D
= c1

(
f ;g

)
D
+ c2

(
f ;h

)
D
;(

f ;gh
)
D
= g

(
f ;h

)
D
+

(
f ;g

)
D
h; (3.45)(

f ;
(
g;h

)
D

)
D
+

(
g;

(
h;f

)
D

)
D
+

(
h;

(
f ;g

)
D

)
D
= 0:

Si f
�
q;p

�
o g

�
q;p

�
son de primera clase, se puede demostrar f�acilmente

la siguiente propiedad: (
f ;g

)
D
�

(
f ;g

)
; (3.46)
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56 3.4. Corchetes de Dirac (PD)

y para cualquier funci�on F
�
q;p

�
se cumple

(
F;��

)
D
= 0 ; � = 1;2; :::D: (3.47)

Esto garantiza que bajo la de�nici�on de PD todos los v��nculos de se-

gunda clase son fuertemente nulos ya que seg �un (3.47), el PD de alguna

variable din�amica con un v��nculo de segundo clase es cero. La propiedad

(3.46) permite expresar las ecuaciones demovimiento (3.34) en t�erminos

de los PD de la siguiente forma:

_g
�
q;p

�
�

(
g

�
q;p

�
;HT

)
D
: (3.48)

Debido a la propiedad (3.47), la ecuaciones d�ebiles se pueden consi-

derar como igualdades fuertes, es decir:

��

�
q;p

�
= 0 ; � = 1;2; :::D; (3.49)

por lo tanto, se puede utilizar (3.49) para eliminar totalmente 2L de las

coordenadas
�
q;p

�
que de�n��an el espacio de face original � en funci�on

de las restantes variables can�onicas. De esta manera, las ecuaciones de

movimiento (3.48) involucraran apenas 2 (N xL) coordenadas indepen-

dientes con lo que los �unicos v��nculos que semantendr�an en la teor��a son

los v��nculos de primera clase. El s��mbolo de igualdad d�ebil en la relaci �on

(3.48) hace referencia a estas cantidades. El en caso particular que el sis-

tema posea �unicamente v��nculos de segunda clase, la expresi �on (3.48) se

considerar�a como una ecuaci�on fuerte y �esta sera �util para cuantizar el

sistema.

Un estudio sistem�atico de la estructura de v��nculos puede ser realiza-

do para un sistemamec�anico cl�asico descrito por variables de Grassmann

[10]. Este mec�anica fue denominada de Pseudo-mec�anica [11] y es el li-

mite cl�asico de una teor��a cu�antica fermi�onica. Una caracter��stica del

Lagrangiano que describe un sistema relativista que utiliza variables de

Grassmann es que �este es singular [1, 12].
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Si el n �umero de v��nculos de segunda clase es muy numeroso, existe

un m�etodo iterativo para calcular los PD que evita invertir la matriz

asociada a el conjunto de v��nculos de segunda clase. El m�etodo consiste

en considerar un subconjunto del conjunto de v��nculos de segunda clase�
�0�

�
�

n
��

o
, con los cuales se construye la matriz C0� �

�
�0�;�

0


�
, la cual

satisface la condici�on: detC0 ä 0. Ahora, se de�ne un primer conjunto de

PD asociados a
�
�0�

�
de la siguiente manera:

(
f ;g

)
D(C0)

�

(
f ;g

)
x

(
f ;�0�

)
D0 �

(
�0 ; g

)
: (3.50)

Despu�es, se elige otro subconjunto de v��nculos:
�
�00�

�
�

n
��

o
, y se de�ne

la matrizC00� �
�
�00�;�

00


�
D(C00)

, que satisface detC00 ä 0. Asociado al sistema

de v��nculos
�
�00�

�
se forma un nuevo conjunto de PD:

(
f ;g

)
D(C00)

�

(
f ;g

)
D(C0)

x

(
f ;�0�

)
D(C0)

D00 �
(
�0 ; g

)
D(C0)

: (3.51)

El algoritmo continua hast que todos los v��nculos de segunda clase del

conjunto
n
��

o
hayan sido considerados. El resultado obtenido de esta

manera es equivalente a calcular los PD en un solo paso [1, 6].

3.5. Condiciones de Gauge

Como se ha podido observar, los v��nculos de segunda clase se pue-

den eliminar de la teor��a usando los PD, sin embargo, aun persisten los

v��nculos de primera clase. Estos v��nculos y la libertad de gauge asocia-

dos a ellos indica que aun persiste un conjunto de variables can�onicas

correspondientes al mismo estado f��sico. Esta ambig�uedad se elimina in-

troduciendo condiciones adicionales sobre las variables can�onicas con el

�n de obtener una correspondencia uno a uno entre los estados f��sicos y

los valores de las variables can�onicas que se mantienen independientes
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despu�es de que las condiciones adicionales son impuestas. Estas con-

diciones extras son conocidas como condiciones de gauge y no son una

consecuencia de la teor��a pero si relaciones externas a la misma con el

�n de evitar un multiple conteo de estados [14].

Asumiendo que todos los v��nculos de primera clase son independien-

tes, las propiedades que un conjunto de condiciones de gauge


�

�
q;p

�
� 0 (3.52)

deber�a satisfacer son [1, 14, 15]:

1. Las condiciones de gauge deber�an ser atingibles, lo que signi�ca

que dado un conjunto de variables can�onicas, deber�a existir una

transformaci�on de gauge que transporte un conjunto de
�
q0; p0

�
que

no satisfacen la condici �on de gauge en un conjunto
�
q;p

�
que si. Esta

transformaci�on debe ser obtenida por iteraci�on de transformacio-

nes in�nitesimales de la forma �u�fF;	�g. El n �umero de par�ametros

independientes �u� es igual a el n �umero de v��nculos de primera cla-

se independientes 	� . De esta manera, el n �umero de condiciones

de gauge independientes (3.52) no puede ser mayor que el n �umero

de independientes 	� .

2. Las condiciones (3.52) deber�an �jar el gauge completamente, es

decir, una vez que (3.52) sea establecido no existir�a ninguna trans-

formaci�on de gauge que conduzca a alguna otra condici �on que

satisfaga f
�

�
q;p

�
� 0, excepto la identidad. En otras palabras, la

ecuaci�on

�u�
(

� ;	�

)
� 0 (3.53)

deber�a implicar que

�u� = 0: (3.54)

La relaci�on (3.53) resulta en (3.54) solo si el n �umero de ecuacio-

nes independientes fuera igual o mayor que los �u� desconocidos.

Las condiciones (1) y (2) garantizan que para poder �jar el gauge
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completamente el n �umero de condiciones de gauge independientes

debe ser igual al n �umero de v��nculos de primera clase independien-

tes. As�� que f
� ;	�g constituye una matriz cuadrada e invertible

con la condici�on:

det
(

� ;	�

)
ä 0: (3.55)

La �ultima relaci�on establece que el conjunto de v��nculos 
� y 	�

forman un conjunto de segunda clase. Como consecuencia, despu�es

de �jar el gauge los v��nculos de primera clase desaparecen.

3. Las condiciones de gauge deber�an ser preservadas por la evolu-

ci �on din�amica del sistema, es decir, ecuaciones de movimiento mas

condiciones iniciales.

4. La invariancia de Lorentz de la teor��a no deber�a ser destruida por

las condiciones de gauge.

Lo anterior permite concluir que por cada v��nculo de primera clase

se debe introducir una condici�on de gauge. A partir de ahora, todos los

v��nculos de la teor��a son de segunda clase. Por lo tanto, si se agrupa todos

los v��nculos en un vector: f�rg =
n
� ;	�;
�

o
, se puede de�nir la matriz

no singular formada por los corchetes de Poisson entre las diferentes

componentes del vector, es decir:

Grs �

(
�r ;�s

)
; (3.56)

y como tal, la ecuaci�on de movimiento sera de la siguiente forma

_g =
(
g;HC

)
D(G)

: (3.57)

Utilizando nuevamente la propiedad iterativa para calcular los corchetes

de Dirac, (3.50) y (3.51), se determina que

(
g;HC

)
D(G)

=
(
g;HC

)
D(C)

x

(
g;�I

)
D(C)

Gx1IJ

(
�J ;HC

)
D(C)

; (3.58)
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con �I representando un elemento del conjunto
n
	�;
�

o
por los v��nculos

de primera clase y las condiciones de gauge. Siendo que

Gx1IJ �
(
�I;�J

)
D(�)

; (3.59)

es la inversa de la matriz de v��nculos de�nida en t�erminos de los cor-

chetes de Dirac formados solo por los v��nculos de segunda calase. Ahora,

bajo la de�nici�on de estos corchetes de Dirac, todos los v��nculos de la

teor��a, incluyendo las condiciones de gauge, son fuertemente nulos.

Ahora, el n �umero de grados f��sicos de libertad son determinada a

partir de la siguiente relaci �on:

K = 2N xLxM xM = 2N xLx 2M : (3.60)

K = n�umero de variables can�onicas independientes (Espacio de fase reducido):

2N = n�umero total de variables can�onicas.

L = n�umero de v��nculos de segunda clase.

M = n�umero de v��nculos de primera clase.

M = n�umero de condiciones de gauge.

Sin embargo, la elecci�on de las condiciones de gauge (llamado tambi�en de

m�etodo impl��cito) permite describir la teor��a en t�erminos de los corchetes

de Dirac, en general, no es posible encontrar una representaci�on para el

espacio de face reducido. En la mayor��a de los sistemas de inter�es f��sico,

la dimensi�on del espacio de face reducido es determinado por (3.60). El

m�etodo expl��cito de reducci�on de gauge intenta aislar e identi�car los

pares can�onicos del espacio de face reducido. Este m�etodo se explica en

las referencias [1, 16].
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3.6. Ejemplos

Part��cula puntual no relativista movi�endose sobre una

N x 1 esfera

Consid�erese una part��cula puntual no relativista que se mueve sobre

la super�cie de una (N x 1) esfera de longitud unidad sumergida en un

espacio N dimensional. La funci�on de Lagrange del modelo es descrito

por:

L =
1

2
_q2 +

�

2

�
q2 x 1

�
=

1

2
_qk _qk +

�

2

�
qkqk x 1

�
; (3.61)

donde q �
�
q1; q2; :::::; qN

�
son las coordenadas de la part��cula yN la dimen-

si �on del espacio. Aqu�� � es un multiplicador de Lagrange que permitir�a

incorporar la ligadura mec�anica qkqk x 1 = 0 a la din�amica del sistema.

Las correspondientes ecuaciones de Euler Lagrange para las coordena-

das introducidas tienen la forma:

d

dt

@L

@ _qk
x
@L

@qk
= �qk x �qk = 0; (3.62)

d

dt

@L

@ _�
x
@L

@�
= qkqk x 1 = 0: (3.63)

Como se puede observar la relaci �on (3.62) corresponde a una ecuaci�on

din�amica asociada a la coordenada qk en tanto que (3.63) es una expre-

si �on independiente de las aceleraciones y se interpreta como un v��nculo

Lagrangiano. Una manera de evidenciar la existencia de este v��nculo

resulta de calcular la correspondiente matriz Hessiana la cual es de�nida

por las siguientes componentes:

Wab �
@2L

@ _Qa@ _Qb

; (3.64)
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donde se denotaQa =
�
q1; q2; ; qN ; �

�
. La correspondiente matriz (N + 1)z

(N + 1) tiene la forma,

W =

0BBBBBBBBBBB@

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0
... ... ... ... ...

0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCA
: (3.65)

Es posible veri�car que dicha matriz es singular, con un autovalor cero

y siendo su correspondiente autovector dado por (3.63).

La estructura can�onica de la teor��a implica conocer los momentos

can�onicos conjugados a las coordenadas
�
qk; �

�
los cuales son de�nidos de

la siguiente manera:

pk �
@L

@ _qk
= _qk; (3.66)

p� �
@L

@ _�
= 0: (3.67)

La relaci�on (3.67) se interpreta como un v��nculo primario que se de�nir�a

de la siguiente manera:

�1 � p� � 0: (3.68)

El Hamiltoniano can�onico asociado es de�nido en la manera est�andar:

HC � _qkpk + _�p� xL

=
1

2
pkpk x

�

2

�
qkqk x 1

�
(3.69)

Para un sistema con v��nculos la din�amica del sistema en el espacio de

face es gobernada por el Hamiltoniano primario el cual es de�nido de la

siguiente manera:

HP �HC + �1�1 (3.70)

donde �1 es el multiplicador de Lagrange asociado al v��nculo primario �1.

Ahora, se procede a calcular la consistencia �1, es decir, se deber�a evaluar
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la siguiente ecuaci�on:

_�1 =
(
�1;HP

)
� 0: (3.71)

Con el �n de resolver la expresi�on (3.71) se debe introducir los par�ente-

sis de Poisson (PP) entre las coordenadas que de�nen el espacio de face

(Qa; Pa), siendo Pa �
@L
@ _Qa

los momentos can�onicos conjugados a las coor-

denadas Qa. Los PP para dos variables din�amicas A (Q;P ) y B (Q;P ) en

este espacio de face est�an de�nidos por:

(
A;B

)
=

@A

@Qa

@B

@Pa
x
@A

@Pa

@B

@Qa
; (3.72)

a partir de los cuales se pueden deducir que los �unicos PP no nulos entre

las coordenadas son:(
qk; pl

)
= �kl ;

(
�;p�

)
= 1: (3.73)

De (3.71) y (3.73) se puede determinar que:

_�1 =
1

2

�
qkqk x 1

�
� 0;

que es una expresi�on que muestra relaciones entre las coordenadas del

espacio de face, por tanto, un vinculo secundario que se de�nir�a de la

siguiente forma:

�2 � qkqk x 1� 0: (3.74)

La expresi�on anterior muestra como la hipersuper�cie esf�erica sobre la

cual se mueve la part��cula puntual surge naturalmente como un v��ncu-

lo en la teor��a. Ahora, dada la existencia del v��nculo secundario �2 su

consistencia debe ser analizada, lo que implica:

_�2 =
(
�2;HP

)
= 2qkpk � 0;

resultando en un nuevo v��nculo secundario que se de�nir�a en la forma:

�3 � qkpk � 0: (3.75)
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Al proceder con el m�etodo de Dirac, se deber garantizar la consistencia

de �este v��nculo con lo cual resulta:

_�3 =
(
�3;HP

)
= pkpk + �qkqk � 0;

con lo cual un nuevo v��nculo secundario surge que se denotara de la

siguiente manera:

�4 � pkpk + �qkqk � pkpk + �� 0; (3.76)

donde se ha utilizado el v��nculo secundario (3.74). Ahora, se debe garan-

tizar que (3.76) se mantenga con el tiempo, es decir, se debe cumplir:

_�4 =
(
�4;HP

)
= 2�qkpk + �1 � 0:

Este resultado establece una condici�on sobre el multiplicador de La-

grange asociado al v��nculo primario �1 y por ende la teor��a no posee

mas v��nculos. As��, se determina que el conjunto completo de v��nculos

asociados al sistema son:

�1 � p� � 0;

�2 � qkqk x 1� 0;

�3 � qkpk � 0;

�4 � pkpk + �� 0: (3.77)

Procediendo con elm�etodo deDirac se procede a clasi�car los v��nculos

en primera y segunda clase. Para ello, se de�ne una matriz con todos los

v��nculos de la teor��a con los siguientes elementos:

Cij �

(
�i; �j

)
: (3.78)

con lo cual se determina la siguiente representaci�on:

C =

0BBBBBBB@

0 0 0 1

0 0 2q2 0

0 x2q2 0 2p2

x1 0 x2p2 0

1CCCCCCCA : (3.79)
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Es posible mostrar que el determinate de la matriz tiene un valor de

4q4, es decir, es una matriz regular, lo cual garantiza que el conjunto de

v��nculos de�nidos en (3.77) son de segunda clase.

Ahora, se procede a de�nir un conjunto de corchetes que sean con-

sistentes con los v��nculos de segunda clase que la teor��a posee, es decir,

los par�entesis de Dirac (PD) que en el caso de dos variables din�amicas A

y B se de�nen de la siguiente manera:

(
A;B

)
D
=

(
A;B

)
x

(
A;�i

)
Cx1ij

(
�j ;B

)
; (3.80)

donde Cx1ij identi�ca los elementos de matriz asociada a la inversa de C.

Es posible mostrar que Cx1 tiene la forma:

Cx1 =

0BBBBBBBBB@

0 x
p2

q2 0 x1
p2

q2 0 x 1
2q2 0

0 1
2q2 0 0

1 0 0 0

1CCCCCCCCCA
: (3.81)

La relaci�on (3.80) garantiza que si se calcula el PD de cualquier viable

din�amica A con alguno de los v��nculos de segunda clase (3.77) se cumple

que:

(
A;�k

)
D

=
(
A;�k

)
x

(
A;�i

)
Cx1ij

(
�j ; �k

)

=
(
A;�k

)
x

(
A;�i

)
Cx1ij Cjk

=
(
A;�k

)
x

(
A;�i

)
�ik

= 0;

por lo tanto, los v��nculos de segunda clase son consistente con los PD y

bajo la de�nici�on (3.80) se pueden asumir como identidades de manera
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que se cumple las siguientes relaciones:

p� = 0;

qkqk x 1 = 0;

qkpk = 0;

pkpk + � = 0: (3.82)

Las relaciones anteriores establecen que del espacio de face original de

dimensi�on 8, existen �unicamente 4 grados de libertad. Inicialmente se

puede concluir que

p� = 0 ; � = xp2

No obstante, a partir de (3.82) no se puede determinar directamente

las otras dos coordenadas dependientes y por ende los grados de libertad

que de�nen el espacio de face reducido. Por tanto, se calcularan los PD

entre las siguientes variables del espacio de face
�
qk; pk

�
. Para ello, se

considerar�an los siguientes PP:

(
qk; �3

)
= ql

(
qk; pl

)
�kl

= qk;

(
qk; �4

)
= 2pl

(
qk; pl

)
�kl

= 2pk;

(
�2; pl

)
= 2qk

(
qk; pl

)
�kl

= 2ql;

(
�3; pl

)
= pk

(
qk; pl

)
�kl

= pl: (3.83)

Del conjunto de relaciones anteriores se puede determinar que el PD

asociado a la coordenada qk implicara que se deba evaluar la siguiente
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expresi�on:
(
qk;B

)
D

=
(
qk;B

)
x

(
qk; �i

)
Cx1ij

(
�j ;B

)

=
(
qk;B

)
x

(
qk; �3

)
Cx13j

(
�j ;B

)

x

(
qk; �4

)
Cx14j

(
�j ;B

)

=
(
qk;B

)
x qkC

x1
3j

(
�j ;B

)

x2pkC
x1
4j

(
�j ;B

)
: (3.84)

Por lo tanto, se puede determinar los siguientes PD asociados a las coor-

denadas qk:(
qk; pl

)
D

=
(
qk; pl

)
x qkC

x1
3j

(
�j ; pl

)
x 2pkC

x1
4j

(
�j ; pl

)

=
(
qk; pl

)
x qkC

x1
32

(
�2; pl

)
x qkC

x1
33

(
�3; pl

)

x2pkC
x1
42

(
�2; pl

)
x 2pkC

x1
43

(
�3; pl

)
:

Utilizando (3.83)y la representaci�onde la inversa de lamatriz dev��nculos

se determina que:

(
qk; pl

)
D

= �kl x qk

0@ 1

2q2

1A �2ql�

= �kl x
qkql
q2

: (3.85)

Un c�alculo similar permite deducir que:
(
qk; ql

)
D

=
(
qk; ql

)
x qkC

x1
3j

(
�j ; ql

)
x 2pkC

x1
4j

(
�j ; ql

)

= xqkC
x1
33

(
�3; ql

)
x qkC

x1
34

(
�4; ql

)

x2pkC
x1
43

(
�3; ql

)
x 2pkC

x1
44

(
�4; ql

)
= 0: (3.86)

67



68 3.6. Ejemplos

Ahora, para calcular el PDcorrespondiente a la coordenadapk implica

que se considere la siguiente expresi�on:

(
pk;B

)
D

=
(
pk;B

)
x

(
pk; �i

)
Cx1ij

(
�j ;B

)

=
(
pk;B

)
x

(
pk; �2

)
Cx12j

(
�j ;B

)

x

(
pk; �3

)
Cx13j

(
�j ;B

)

=
(
pk;B

)
+2qkC

x1
2j

(
�j ;B

)
+pkC

x1
3j

(
�j ;B

)
:

De la relaci �on anterior se puede deducir que:

(
pk; pl

)
D

=
(
pk; pl

)
+2qkC

x1
2j

(
�j ; pl

)
+pkC

x1
3j

(
�j ; pl

)

= 2qkC
x1
22

(
�2; pl

)
+2qkC

x1
23

(
�3; pl

)

+pkC
x1
32

(
�2; pl

)
+pkC

x1
33

(
�3; pl

)

= 2qk

0@x 1

2q2

1A �pl

�
+pk

0@ 1

2q2

1A �2ql�

=
1

q2

 
pkql x qkpl

!
: (3.87)

Finalmente, se puede concluir que los corchetes de Dirac asociados

a una part��cula puntual no relativista que se mueve sobre la super�-

cie de una (N x 1) esfera de longitud unidad inmersa en un espacio N

dimensional son: (
qk; ql

)
D

= 0;(
qk; pl

)
D

= �kl x
qkql
q2

;

(
pk; pl

)
D

=
1

q2

 
pkql x qkpl

!
: (3.88)

Ahora, bajo la de�nici�on de los PD la din�amica de la part��cula es gober-
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nada por el siguiente Hamiltoniano:

H �
1

2
plpl; (3.89)

con lo cual las ecuaciones de movimiento son:

_qk =
(
qk;H

)
D
=

8<: qk; 12plpl

9=;
D

= pl

(
qk; pl

)
D

=

0@�kl x qkql
q2

1Apl = pk x
qk

�
qlpl

�
q2

= pk:

_qk =
(
pk;H

)
D
= pl

(
pk; pl

)
D
=
pl

q2

 
pkql x qkpl

!

=
1

q2

"
pk

�
qlpl

�
x qk

�
plpl

�#
= x

qk
q2
p2 (3.90)

Campo de Proca Abeliano

Este tipo de campo es descrito por la siguiente densidad Lagrangiana

L = x
1

4
F��F

�� +
m2

2
A�A

� : (3.91)

donde F�� es de�nido de la siguiente manera

F�� = @�A� x @�A� : (3.92)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a los campos A� son calcu-

ladas a partir de:
@L

@A�
x @�

@L

@
�
@�A�

� = 0; (3.93)

de manera que de la densidad Lagrangiana (3.91) se determina que:

@�F
�� +m2A� = 2A� x @�@

�A� +m2A� = 0; (3.94)

donde el operador2 � @�@� se identi�ca comoel operadord'Alambertiano.

Ahora, es posible veri�car de la ecuaci�on de campo (3.94) que al aplicar

a ella el operador diferencial @� se obtiene que:

@� @�F
�� +m2@�A

� =m2@�A
� = 0: (3.95)
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La relaci�on anterior es consecuencia de la antisimetr��a del tensor F��
y de la simetr��a del operador @�@� . Sin embargo, del hecho de que el

par�ametro m2 ä 0, la relaci �on establece que el campo vectorial deber�a

satisfacer el siguiente restricci �on:

@�A
� = 0: (3.96)

El an�alisis can�onico de la teor��a implica que se de�nan los momentos

can�onicos �� asociados a los campos A� de la siguiente manera:

�� �
@L(0)

@ (@0A� )
= F �0: (3.97)

La relaci�on anterior establece que existe un v��nculo primario de�nido

como:

�1 (x) � �0 (x)� 0; (3.98)

al igual que una ecuaci�on din�amica:

�i = F i0 = @ iA0 x @0Ai = @0Ai x @iA0: (3.99)

En el espacio de face (A� ;�� ) los corchetes de Poisson para dos varia-

bles din�amicas F [A (x) ;�(x)] � F (x) y G [A (x) ;�(x)] � G (x) a tiempos

iguales se de�nen como:

(
F

�
x0;x

�
;G

�
y0;y

�)
x0=y0

�
Z
d3z

264 �F (x)

�A� (z)

�G
�
y
�

��� (z)
x

�G
�
y
�

�A� (z)

�F (x)

��� (z)

375 ;
(3.100)

a partir de los cuales se puede determinar el siguiente conjunto de cor-

chetes fundamentales de Poisson diferentes de cero:(
A� (t;x) ;�

�
�
y0;y

�)
= ����

3
�
xxy

�
: (3.101)

La existencia del v��nculo primario (3.98) implica que el m�etodo de

Dirac sera aplicado. Para ello, primero se deber�a introducir el la densidad
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Hamiltoniana can�onica de la siguiente manera:

Hc = �� @0A� xL

� �i@0Ai +
1

4
F��F

�� x
m2

2
A�A

�

= �i�i +�i@iA0 x
1

2
F i0

�i

F i0 +
1

4
FijFij x

m2

2
A�A

�

=
1

2
�i�i +�i@iA0 +

1

4
FijFij x

m2

2
A�A

� ;

con lo cual el Hamiltoniano can�onico se expresa:

Hc =
Z
d3x

24 1
2
�i�i +�i@iA0 +

1

4
FijFij x

m2

2
A�A

�

35
=

Z
d3x

24 1
2
�i�i xA0@i�

i +
1

4
FijFij x

m2

2
A�A

�

35 ; (3.102)

donde que el �ultimo resultado es consecuencia de una integraci�on por

partes y de las condiciones de frontera de los campos. La consistencia

del v��nculo primario ser�a evaluada a partir del Hamiltoniano primario

que resulta de sumar al Hamiltoniano can�onico una combinaci�on lineal

de los v��nculos primarios, es decir:

Hp =Hc +
Z
d3x�1 (x)�1 (x) ; (3.103)

siendo �1 (x) el multiplicador de lagrange asociado a �1 (x).

La evoluci�on temporal del vinculo primario deber�a cumplir que,

_�1 (x) =
(
�1 (x) ;Hp

)
� 0: (3.104)

Con el �n de calcular la anterior expresi�on, se deber�a utilizar las siguien-
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tes relaciones que se derivan de los corchetes fundamentales (3.101):

(
�1 (x) ;Hc

)
=

Z
d3y

8<:�0 (x) ;xA0

�
y
�
@
y
k�

k
�
y
�
x
m2

2
A�

�
y
�
A�

�
y
�9=;

= x
Z
d3y@

y
k �

k
�
y
� (
�0 (x) ;A0

�
y
�)

x�3(xxy)

xm2
Z
d3yA�

�
y
� (
�0 (x) ;A�

�
y
�)

x�0� �3(xxy)

= @xk �
k (x) +m2�0�A

� (x)

= @xk �
k (x) +m2A0 (x) : (3.105)

De igual forma, se puede mostrar que,

(
�1 (x) ;�1

�
y
�)
= 0 (3.106)

A partir de las relaciones anteriores se determina que la consistencia del

v��nculo primario �1 implica:

_�1 (x) �

(
�1 (x) ;Hc

)
+

Z
d3y�1

�
y
� (
�1 (x) ;�1

�
y
�)

= @xk �
k (x) +m2A0 (x)� 0 (3.107)

Es decir, un v��nculo secundario surge al cual se denotara de la siguiente

forma:

�2 (x) � @xi �
i (x) +m2A0 (x)� 0: (3.108)

Continuando con el procedimientodeDirac, la consistencia del v��ncu-

los secundario deber�a ser analizada. Para ello, se utilizara las siguientes
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expresiones:

(
�2 (x) ;Hc

)
= @xi

Z
d3y

8<:�i (x) ;
1

4
Fkl

�
y
�
Fkl

�
y
�
x
m2

2
A�

�
y
�
A�

�
y
�9=;

=
1

2
@xi

Z
d3yFkl

�
y
� (
�i (x) ; Fkl

�
y
�)

xm2@xi

Z
d3yA�

�
y
� (
�i (x) ;A�

�
y
�)

x�i��3(xxy)

=
1

2
@xi

Z
d3yFkl

�
y
�
26666664@

y
k

(
�i (x) ;Al

�
y
�)

x�il�3(xxy)

x @
y
l

(
�i (x) ;Ak

�
y
�)

x�i��3(xxy)

37777775
+m2�i�@

x
i A

� (x)

= x
1

2
@xi

Z
d3yFkl

�
y
� 0BB@�il @yk

x@xk

x �ik @
y
l

x@xl

1CCA�3 �xxy�

+m2�ij@
x
i A

j (x)

=
1

2
@xi

 
�il@

x
k x �ik@

x
l

! Z
d3yFkl

�
y
�
�3

�
xxy

�
+m2@xi A

i (x)

=
1

2

 
@xi @

x
k Fki (x)x @xi @

x
l Fil (x)

!
xm2@xi Ai (x)

= @xi @
x
k Fki (x)xm2@xi Ai (x)

= xm2@xi Ai (x) ;

siendo que el �ultimo t�ermino consecuencia de la antisimetr��a del tensor

Fki. De igual manera, resulta:

(
�2 (x) ;�1

�
y
�)
=m2

(
A0 (x) ;�0

�
y
�)

�3(xxy)

=m2�3
�
xxy

�
: (3.109)
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Por tanto, la consistencia del v��nculo secundario �2 (x) implica:

_�2 (x) �

(
�2 (x) ;Hc

)
+

Z
d3x�1

�
y
� (
�2 (x) ;�1

�
y
�)

m2�3(xxy)
= xm2@xi Ai (x) +m2�1 (x)� 0;

con lo cual se garantiza la siguiente condici�on sobre el multiplicador de

Lagrange �1 (x) asociado al v��nculo primario:

�1 (x)� @xi Ai (x) : (3.110)

La expresi �on anterior indica que no existe mas v��nculos asociados a

la teor��a. Adem�as, la relaci �on (3.109) garantiza que los v��nculos son de

segunda clase, con lo cual se pueden eliminar al introducir los par�entesis

de Dirac correspondientes.

Bajo la de�nici�on de los PD los v��nculos primarios (3.98) y (3.108) se

convierten en igualdades fuertes con lo cual se puede determinar que

los grados de libertad que describen la teor��a y que de�nen el espacio

de face reducido son:
�
Ai;�i

�
. As��, los corchetes de Dirac para dos varia-

bles din�amicas F
h
Ai (x) ;�i (x)

i
� F (x) y G

h
Ai (x) ;�i (x)

i
� G (x) en este

espacio de face son de�nidos de la siguiente manera:(
F (x) ;G

�
y
�)
D
�

(
F (x) ;G

�
y
�)
x

Z
d3ud3v

(
F (x) ;�a (u)

)

Cx1ab (u;v)
(
�b (v) ;G

�
y
�)
; (3.111)

donde Cx1 denota la inversa de la matriz de v��nculos de segunda clase,

la cual se construye a partir de los siguientes elementos de matriz:

Cab

�
x;y

�
=

(
�a (x) ;�b

�
y
�)
: (3.112)

A partir de (3.98), (3.108) y de los PP (3.109) se puede determinar que

�esta matriz tiene la siguiente representaci�on:

C
�
x;y

�
=m2

0B@ 0 x1

1 0

1CA�3 �xxy�
: (3.113)
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Ahora, la matriz C
�
x;y

�
y su inversa deber�an satisfacer el siguiente

sistema de ecuaciones:

Z
d3zCab (x;z)C

x1
bc

�
z;y

�
=

Z
d3zCx1ab (x;z)Cbc

�
z;y

�
= �ac�

3
�
xxy

�
:

(3.114)

F�acilmente se puede mostrar que Cx1 posee la siguiente forma:

Cx1
�
x;y

�
=

1

m2

0B@ 0 1

x1 0

1CA�3 �xxy�
: (3.115)

Utilizando las siguientes relaciones

(
Ai (x) ;�2 (u)

)
= @uk

(
Ai (x) ;�

k (u)
)

�ki �
3(xxu)

= @ui
x@xi

�3 (xxu)

= x@xi �
3 (xxu) ;(

�a (v) ;�
i
�
y
�)

= 0 ; a = 1;2;

se puede mostrar, a partir de las relaciones (3.111) y (3.115), que el PD

asociado al campo Ai (x) se calculan de la siguiente expresi�on:

(
Ai (x) ;G

�
y
�)
D

=
(
Ai (x) ;G

�
y
�)
x

Z
d3ud3v

(
Ai (x) ;�2 (u)

)
x@xi �3(xxu)

Cx12b (u;v)
(
�b (v) ;G

�
y
�)

=
(
Ai (x) ;G

�
y
�)
+ @xi

Z
d3vCx121 (x;v)

(
�1 (v) ;G

�
y
�)
;

con lo cual se deduce que el �unico PD diferente de cero es:

(
Ai (x) ;�

j
�
y
�)
D
=

(
Ai (x) ;�

j
�
y
�)
= �ji �

3
�
xxy

�
: (3.116)

La din�amica del sistema se puede evaluar re escribiendo el Hamilto-
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niano can�onico de la siguiente manera:

Hc =
Z
d3y

26664 12�i�i x A0

x 1
m2 @

y
l �

l

@
y
k�

k +
1

4
FklFkl x

m2

2
A0A0 +

m2

2
AiAi

37775
=

Z
d3y

24 1
2
�i�i +

1

m2
@
y
l �

l@
y
k�

k +
1

4
FklFkl x

1

2m2
@
y
l �

l@
y
k�

k +
m2

2
AiAi

35
=

Z
d3y

24 1
2
�i�i +

1

2m2
@
y
l �

l@
y
k�

k +
1

4
FklFkl +

m2

2
AiAi

35 :
Entonces, la din�amica del sistema en el espacio de face reducido, bajo la

de�nici�on de los PD, es dada por el siguiente Hamiltoniano:

H =
Z
d3y

24 1
2
�k�k +

1

2m2
@
y
l �

l@
y
k�

k +
1

4
FklFkl +

m2

2
AkAk

35 : (3.117)

As��, la evoluci�on de las variables Ai es:

_Ai (x) =
(
Ai (x) ;H

)
D
=

1

2

Z
d3y

(
Ai (x) ;�

k
�
y
�
�k

�
y
�)
D

+
1

2m2

Z
d3y

(
Ai (x) ; @

y
l �

l
�
y
�
@
y
k�

k
�
y
�)
D

=
Z
d3y�k

�
y
� (
Ai (x) ;�

k
�
y
�)
D

�ki �
3(xxy)

+
1

m2

Z
d3y@

y
l �

l
�
y
�
@
y
k

(
Ai (x) ;�

k
�
y
�)
D

�ki �
3(xxy)

= �i (x) +
1

m2

Z
d3y@

y
l �

l
�
y
�
@
y
i

x@xi
�3

�
xxy

�

= �i (x)x
1

m2
@xi

Z
d3y@

y
l �

l
�
y
�
�3

�
xxy

�

= �i (x)x
1

m2
@xi @

x
l �

l (x) ;

es decir:
_Ai (x) = �i (x)x

1

m2
@xi @

x
l �

l (x) : (3.118)
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En forma similar, para el momento can�onico �i (x) se deriva la siguiente

ecuaci�on de Hamilton:

_�i (x) =
(
�i (x) ;H

)
D
=

8<:�i (x) ;
Z
d3y

1

4
Fkl

�
y
�
Fkl

�
y
�9=;
D

+

8<:�i (x) ;
Z
d3y

m2

2
Ak

�
y
�
Ak

�
y
�9=;
D

=
1

2

Z
d3yFkl

�
y
� (
�i (x) ; Fkl

�
y
�)
D
+m2

Z
d3yAk

�
y
� (
�i (x) ;Ak

�
y
�)
D

x�ik�3(xxy)

=
1

2

Z
d3yFkl

�
y
�
26666664@

y
k

(
�i (x) ;Al

�
y
�)
D

x�il�3(xxy)

x @
y
l

(
�i (x) ;Ak

�
y
�)
D

x�ik�3(xxy)

37777775
xm2Ai (x)

= x
1

2

Z
d3yFkl

�
y
� 0BB@ �il @yk

x@xk

x �ik @
y
l

x@xl

1CCA�3 �xxy�
xm2Ai (x)

=
1
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�il@

x
k x �ik@

x
l

! Z
d3yFkl

�
y
�
�3

�
xxy

�
xm2Ai (x)

=
1

2

 
@xk Fki (x)x @xl Fil (x)

!
xm2Ai (x)

= @xk Fki (x)xm2Ai (x) ;

�o:

_�i (x) = @xk Fki (x)xm2Ai (x) : (3.119)

Por tanto, las relaciones (3.118)y (3.119) establecen la din�amica del campo

de Proca en el espacio de face reducido.
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Campo masivo de Yang-Mills

Aplicaremos la formulaci�on de Dirac para el caso de campos masivos

de Yang-Mills el cual es descrito por la siguiente densidad Lagrangiana:

L = x
1

4
F a
��F

��
a +

m2

2
Aa
�A

�
a: (3.120)

donde Aa
� son los potenciales para los cuales a = 1;2;3; ::::d, que repre-

sentan los grados internos de libertad con d la dimensi�on del grupo.

El tensor F a
�� es de�nido en termino de los potenciales de la siguiente

manera:

F a
�� = @�A

a
� x @�A

a
� + gf abcAb

�A
c
� ; (3.121)

siendo g la constante de acoplamiento y f abc la constate de estructura

del grupo. Las ecuaciones de campo correspondientes son:

Dad
� F

��
d +m2A�

a = 0; (3.122)

donde ha introducido la derivada covariante

Dad
� � �ad@� x gf adeAe

� : (3.123)

Ahora, para realizar el an�alisis can�onico de la teor��a se debe introducir

los momentos can�onicos conjugados a los campos A�
a de�nidos por:

��
a �

@L(0)

@ (@0Aa
� )

= F �0
a ; (3.124)

del cual se puede deducir el siguiente conjunto de v��nculos primarios

�a
1 (x) � �0

a (x)� 0; (3.125)

junto con la siguiente relaci �on din�amica,

�i
a = F i0

a = F a
0i = @0A

d
i x @iA

d
0 + gf degAe

0A
g
i : (3.126)
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El espacio de face es determinado por el par can�onico (Aa
� ;�

�
a) con

lo cual el PP para dos variables din�amicas F [A (x) ;�(x)] � F (x) y

G [A (x) ;�(x)] � G (x) a tiempos iguales se de�nen como:

(
F

�
x0;x

�
;G

�
y0;y

�)
x0=y0

�
Z
d3z

264 �F (x)

�Ac
� (z)

�G
�
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���
c (z)

x
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�
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�

�Ac
� (z)

�F (x)

���
c (z)

375 ;
(3.127)

de esta manera, los PP fundamentales diferentes de cero son:(
Aa
� (t;x) ;�

�
b

�
y0;y

�)
= �ab�

�
��

3
�
xxy

�
: (3.128)

Con el �n de analizar la consistencia de los v��nculos primarios se

debe, en primer lugar, introducir el Hamiltoniano can�onico asociado a

la teor��a de la siguiente manera:

Hc = ��
a@0A

a
� xL

� �i
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de tal manera que el Hamiltoniano can�onico se pues expresar de la forma

Hc =
Z
d3x

24 1
2
�i
a�

i
a xAe

0D
ea
i �i

a +
1

4
F d
ij F

d
ij x

m2

2
Ad
�A

�
d

35 ; (3.129)

donde el t�ermino de frontera se ha descartado. La consistencia del v��ncu-

lo primario se estudia a partir delHamiltoniano primario el cual se de�ne
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adicionando al Hamiltoniano can�onico una combinaci�on de los v��nculos

primarios (3.125), es decir:

Hp =Hc +
Z
d3x�a1 (x)�

a
1 (x) ; (3.130)

siendo �a1 (x) el conjunto de multiplicadores de Lagrange asociados a

�a
1 (x). La consistencia de �este v��nculo implica que la evoluci�on tem-

poral del mismo deber�a ser establecida por la siguiente expresi �on:

_�a
1 (x) =

(
�a
1 (x) ;Hp

)
� 0: (3.131)

Con el �n de calcular (3.131) se utilizara las siguientes relaciones que son

consecuencia de los PP fundamentales:

(
�a
1 (x) ;Hc

)
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d3y
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x�da �3(xxy)

= Dac
k (x)�k

c (x) +m2Aa
0 (x) ;

igualmente (
�a
1 (x) ;�

b
1

�
y
�)
= 0:

De esta manera, la evoluci�on temporal del v��nculo primero implica:

_�a
1 (x) �

(
�a
1 (x) ;Hc

)
+

Z
d3y�b1

�
y
� (
�a
1 (x) ;�

b
1

�
y
�)

= Dab
i (x)�i

b (x) +m2Aa
0 (x)� 0: (3.132)

As��, un nuevo v��nculo surge al cual se denotara por:

�a
2 (x) �Dab

i (x)�i
b (x) +m2Aa

0 (x)� 0: (3.133)
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Ahora, la consistencia de este v��nculo secundario deber�a ser analiza-

da, para lo cual se utilizara las siguientes relaciones:

(
�a
2 (x) ;Hc

)
= Dab

i (x)
(
�i
b (x) ;Hc

)

= gf ecgDab
i (x)

Z
d3yAe

0

�
y
� (
�i
b (x) ;A

g
k

�
y
�)

x�gb �ik�3(xxy)

�k
c

�
y
�

+
1

2
Dab

i (x)
Z
d3yF d

kl

�
y
�
26666664@

y
k

(
�i
b (x) ;A

d
l

�
y
�)

x�db �il�3(xxy)

x @
y
l

(
�i
b (x) ;A

d
k

�
y
�)

x�db �ik�3(xxy)

+gf deg
(
�i
b (x) ;A

e
k

�
y
�)

x�eb�ik�3(xxy)

A
g
l

�
y
�
+ gf degAe

k

�
y
� (
�i
b (x) ;A

g
l

�
y
�)

x�gb �il�3(xxy)

37777775
= xgf ecbDab

i (x)
"
Ae
0 (x)�

i
c (x)

#
xm2Dab

i (x)Ab
i (x)

x
1

2
Dab

i (x)
"
�ikD

bd
l (x)x �ilD

bd
k (x)

#
F d
kl (x)

= xgf ecbDab
i (x)

"
Ae
0 (x)�

i
c (x)

#
xm2Dab

i (x)Ab
i (x)

x
1

2

"
Dab

k (x)Dbd
l (x)F d

kl (x)xDab
l (x)Dbd

k (x)F d
kl (x)

#
:

De igual manera, sa determina que:

(
�a
2 (x) ;�

b
1

�
y
�)
=m2

(
Aa
0 (x) ;�

0
b

�
y
�)

�ab �
3(xxy)

=m2�ab�
3
�
xxy

�
(3.134)
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Entonces, la consistencia del v��nculos secundario �a
2 (x) establece que:

_�a
2 (x) �

(
�a
2 (x) ;Hc

)
+

Z
d3x�b1

�
y
� (
�a
2 (x) ;�

b
1

�
y
�)

xm2�ab �
3(xxy)

= xgf ecbDab
i (x)

"
Ae
0 (x)�

i
c (x)

#
xm2Dab

i (x)Ab
i (x)

x
1

2

"
Dab

k (x)Dbd
l (x)F d

kl (x)xDab
l (x)Dbd

k (x)F d
kl (x)

#
+m2�a1 (x)

� 0;

que es una condici�on sobre el multiplicador de Lagrange �a1 (x) asociado

al v��nculo primario, implicando que no existen mas v��nculos en la teor��a

y tambi�en que el conjunto de v��nculos encontrados son de segunda clase.

El conjunto de v��nculos encontrados determinan que es posible con-

siderar como el espacio de face reducido aquel que es expandido por

el siguiente conjunto de variables:
�
Aa
i ;�

i
a

�
. Ahora, con el �n de garanti-

zar la a�rmaci�on anterior y encontrar un conjunto de corchetes consis-

tentes con los v��nculos de segunda clase, se introducir�an los par�entesis

de Dirac que para dos variables din�amicas F
h
Aa
i (x) ;�

i
a (x)

i
� F (x) y

G
h
Aa
i (x) ;�

i
a (x)

i
� G (x) se de�nen de la siguiente forma:(

F (x) ;G
�
y
�)
D
�

(
F (x) ;G

�
y
�)
x

Z
d3ud3v

(
F (x) ;�m (u)

)

Cx1mn (u;v)
(
�n (v) ;G

�
y
�)
; (3.135)

donde Cx1 es la inversa de la matriz de v��nculos de segunda clase la cual

se de�ne a partir de los siguientes elementos de matriz:

Cab

�
x;y

�
=

(
�a (x) ;�b

�
y
�)
; m;n = 1;2 (3.136)

y que posee la representaci�on matricial:

C
�
x;y

�
=m2�ab

0B@ 0 x1

1 0

1CA�3 �xxy�
: (3.137)
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Un procedimiento an�alogo al utilizado en el problema anterior, per-

mite mostrar que la matriz inversa correspondiente es dada por:

Cx1
�
x;y

�
=

1

m2
�ab

0B@ 0 1

x1 0

1CA�3 �xxy�
: (3.138)

A partir de los siguientes resultados,(
Aa
i (x) ;�

m
2 (u)

)
=

(
Aa
i (x) ;D

mn
k (u)�k

n (u)
)
=Dmn

k (u)
(
Aa
i (x) ;�

k
n (u)

)
�an�

k
i �

3(xxu)

= Dma
i (u)�3 (xxu) =

0BBB@�ma @ui
x@xi

x gf maeAe
i (u)
Ae
i (x)

1CCCA�3 (xxu)
=

�
x�ma@xi + gf ameAe

i (x)
�
�3 (xxu) = xDam

i (x)�3 (xxu)(
�a
m (v) ;�

i
b

�
y
�)

= 0 ;m = 1;2;

se puede mostrar que el PD asociado al campo Aa
i (x) se calcula a partir

de la siguiente expresi�on:(
Aa
i (x) ;G

�
y
�)
D

=
(
Aa
i (x) ;G

�
y
�)
x

Z
d3ud3v

(
Aa
i (x) ;�2 (u)

)
xDam

i (x)�3(xxu)

Cx12b (u;v)
(
�b (v) ;G

�
y
�)

=
(
Ai (x) ;G

�
y
�)
+ @xi

Z
d3vCx121 (x;v)

(
�1 (v) ;G

�
y
�)
:

La relaci�on anterior permite determinar f�acilmente que los �unicos PD

diferentes de cero entre las variables que de�nen el espacio de face re-

ducido para el campo de Yang-Mills no masivo son:(
Aa
i (x) ;�

j
b

�
y
�)
D
=

(
Aa
i (x) ;�

j
b

�
y
�)
= �ab�

j
i �

3
�
xxy

�
: (3.139)

Ahora, con el �n de determinar la din�amica del sistema en el espacio

de face descrito por la variables
�
Aa
i ;�

i
a

�
, se deber�a reescribir el Hamil-

toniano (3.130) utilizando la identidad asociada al v��nculo secundario
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(3.133). De esta manera se deduce que:

Hp =
Z
d3y

266664
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x Ae
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x 1
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4
F d
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y
�
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�
y
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+
m2

2
Ad
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�
y
�
Ad
k

�
y
�35 ;

es decir, la evoluci�on temporal de las variables del espacio de face redu-

cido es gobernada por el siguiente Hamiltoniano:

H =
Z
d3y

24 1
2
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a

�
y
�
�k
a

�
y
�
+

1

2m2
Deb
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�
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�
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y
�
+
m2

2
Ad
k

�
y
�
Ad
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y
�35 : (3.140)

Por lo tanto, la din�amica asociada a el campo Aa
i (x) es:

_Aa
i (x) =

(
Aa
i (x) ;H

)
D
=

Z
d3y�k
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�
y
� (
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1
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xDae
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xxy
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Dae

i (x)Deb
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b (x) ;

es decir:
_Aa
i (x) = �i

a (x)x
1

m2
Dae

i (x)Deb
l (x)�l

b (x) : (3.141)
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De igual manera, la evoluci�on temporal del momento can�onico �i
a (x)

determina que:
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de tal manera que:

_�i
a (x) =

g

m2
f aec�i

c (x)
 
Deb

l (x)�l
b (x)

!
xm2Aa

i (x)

+Dad
k (x)F d

ki (x) : (3.142)
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Cap��tulo 4

M�etodo de

Faddeev-Jackiw

Estudiaremos un formalismo alternativo al m�etodo de Dirac para sis-

temas con v��nculos el cual fue desarrollado por Faddeev-Jackiw [1]. �Este

m�etodo es aplicado a Lagrangianos de primer orden en la derivadas tem-

porales y se fundamenta en la estructura simpl�etica geom�etrica haciendo

uso del teorema de Darboux [2] el cual permitir�a obtener los par�ente-

sis generalizados y el Hamiltonianos sin necesidad de seguir a rigor la

formulaci�on de Dirac [3].

Existen varias caracter��sticas que se resaltan en el formalismo de

Faddeev-Jackiw en relaci�on al m�etodo de Dirac. La primera, surge del

car�acter lineal en las velocidades _� i con lo cual el Lagrangiano deber�a

ser escrito de la forma:

L
�
� i; _� i

�
= fi (� ) _�

i +C: (4.1)

De la de�nici �on del momento can�onico �i asociado a la variable � i se

determina que

�i =
@L

@ _� i
= fi (� ) ; (4.2)

de donde se resalta que no es posible expresar las velocidades _� i en fun-
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ci �on de los momentos �i. La relaci �on (4.2) en el m�etodo de Dirac se con-

sidera como v��nculos, sin embargo, en el formalismo de Faddeev-Jackiw

esta interpretaci�on ya no es introducida.

El formalismo de Faddeev-Jackiw es un m�etodo Lagrangiano, de esta

manera, introduzcamos algunos elementos que ser�an utilizados para el

desarrollo de �este capitulo. Consideremos un sistema f��sico descrito por

un n�umero �nito N de grados de libertad donde la din�amica se deriva

de una acci�on A
h
qi

i
que escrita en t�erminos del Lagrangiano L

�
qi; _qi

�
se

expresa como,

A
h
qi

i
=

t2Z
t1

dt L
�
qi; _qi

�
i = 1;2; ::::N: (4.3)

El principio de Hamilton establece que el movimiento real descrito por

el sistema ser�a aquel que minimiza la acci�on, es decir �A
h
qi

i
= 0. De

esta manera, las trayectorias que tornan un extremo (4.3) deber�an ser

soluci�on del siguiente sistema de ecuaciones,

@L

@qi
x

d

dt

@L

@ _qi
= 0 i = 1;2; ::::N; (4.4)

que son las ecuaciones de Euler-Lagrange y determinar�an la din�amica

del sistema. El Lagrangiano L
�
qi; _qi

�
describe el movimiento del sistema

en el espacio de con�guraci�on
�
qi; _qi

�
, de igual manera, es posible esta-

blecer una formulaci�on equivalente seg �un la cual la din�amica ser�a go-

bernada por una nueva funci�on H
�
qi; pi

�
conocida como Hamiltoniano

y que depender�a las coordenadas generalizadas qi y de los momentos

can�onicos conjugados pi asociados a dichas coordenadas los cuales son

de�nidos de la siguiente manera:

pi =
@L

@ _qi
: (4.5)

Asumiendo, inicialmente, que el Lagrangiano que describe el sistema no

es singular, a partir de (4.5) es posible expresar las velocidades generali-

zadas _qi en t�erminos de
�
qi; pi

�
, de tal manera que se deducen el siguiente
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sistema de relaciones:

_qi = gi
�
q;p

�
: (4.6)

Cuando este ocurre, se puede conectar el Lagrangiano L
�
qi; _qi

�
con el Ha-

miltonianoH
�
qi; pi

�
a partir de la siguiente transformaci�on de Legendre

H
�
qi; pi

�
= pi _qi x L

�
qi; _qi

����
_qi=gi(q;p) ; (4.7)

de donde se puede mostrar que el lado derecho es independiente de las

velocidades generalizadas. De la relaci �on (4.6) y (4.7) se puede deducir

que el Lagrangiano se puede expresar como

LC

�
qi; pi

�
� L

�
qi; _qi

����
_qi=gi(q;p) = pi _qi xH

�
qi; pi

�
; (4.8)

donde LC

�
qi; pi

�
es denominado como Lagrangiano can�onico y a dife-

rencia de L
�
qi; _qi

�
, LC

�
qi; pi

�
esta de�nido en el espacio de face

�
qi; pi

�
:

La principal diferencia que existe entre estas dos cantidades es el he-

cho que mientras L
�
qi; _qi

�
determina las ecuaciones de movimiento de

Euler-Lagrange, de LC

�
qi; pi

�
se derivan las ecuaciones de Hamilton [4].

La ventaja de expresar el Lagrangiano en su forma can�onica es el

hecho de que se puede expresar un Lagrangiano de cualquier orden en

las velocidades en un Lagrangiano lineal en las mismas lo que permitir�a

desarrollar el m�etodo de Faddeev-Jackiw pues esta formulaci�on, como

destacamos, se aplica a Lagrangianos de primer orden.

4.1. FormalismodeFaddeev-Jackiw sinV��ncu-

los

Se identi�cara con � i cualquiera de las 2n variables can�onicas
�
qi; pi

�
que de�nen el espacio de fase, tal que:

� 1 = q1 ; � 2 = q2 ; ; � n = qn (4.9)

� n+1 = p1 ; � n+2 = p2 ; ; � 2n = pn
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de tal manera que

� i =
�
q1; q2; ; qn;p1; p2; ; pn

�
; i = 1;2;3; N = 2n (4.10)

No necesariamente existir�a una correspondencia entre � i = qi con cada

� j = pj , es decir, no siempre existir�a para cada variable qi su correspon-

diente momento can�onico pi, de esta manera, N no es po lo general un

n�umero par a menos que dicha correspondencia exista. Por lo tanto, de

ahora en adelante la formulaci�on y descripci�on del sistema ser�a realizada

en t�erminos de la variable � i que se conocen como variables simpl�eticas.

Consideremos un Lagrangiano de primer orden, es decir, lineal en _� i

que en forma general se expresar�a de la siguiente forma,

L(0)
�
� ; _�

�
= ai (� ) _�

i x V (� ) ; (4.11)

donde ai (� ) se conocen como las componentes de la uno forma can�onica

a (� ) = ai (� )d� i y V (� ) se lo de�ne como el potencial simpl�etico. Esta re-

presentaci�on de la teor��a se conoce en la literatura como no est�andar ya

que, como posteriormente observaremos, las ecuaciones de movimiento

no involucraran aceleraciones. Una caracter��stica de las componentes de

la uno forma can�onica, es el hecho de que si ai (� ) se modi�ca por la de-

rivada de una funci�on arbitraria g (� ) que depende �unicamente de las

variables simpl�eticas � i, es decir,

ai (� )! a0i (� ) = ai (� ) +
@g (� )

@� i
; (4.12a)

esto no modi�cara las ecuaciones de movimiento. Con el �n de probar la

anterior a�rmaci�on, escribamos

L(0)0
�
� ; _�

�
= a0i (� ) _�

i x V (� ) =

24ai (� ) + @g (� )

@� i

35 _� i x V (� )

=
�
ai (� ) _�

i x V (� )
�
+
@g (� )

@� i
_� i

= L(0)
�
� ; _�

�
+
@g (� )

@� i
d� i

dt
= L(0)

�
� ; _�

�
+
dg (� )

dt
:
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Debido a que los Lagrangianos L(0)0
�
� ; _�

�
y L(0)

�
� ; _�

�
se diferencian a

penas en la derivada total de la funci�on g (� ), se sabe que son equiva-

lentes, esto quiere decir, que ellos generar�an las mismas ecuaciones de

movimiento.

Es posible observar que el Hamiltoniano de�nido a partir de una

transformaci�on de Legendre del Lagrangiano L(0)
�
� ; _�

�
, es decir,

H(0) =
@L(0)

@ _� i
_� i xL(0); (4.13)

depender�a �unicamente de la variables simpl�eticas � y no de _� ya que

H(0) =
@L

@ _� i
_� i xL = _� i

@

@ _� i

�
aj (� ) _�

j x V (� )
�
x

�
ai (� ) _�

i x V (� )
�

= _� iaj (� )
@ _� j

@ _� i
x ai (� ) _�

i + V (� ) = _� iaj (� )�
j
i x ai (� ) _�

i + V (� )

= V (� ) =H(0) (� ) :

As��, se deduce que el Hamiltoniano es exactamente el potencial simpl�eti-

co con lo cual (4.11) se escribe,

L(0)
�
� ; _�

�
= ai (� ) _�

i xH(0) (� ) ; (4.14)

De (4.14) se puede derivar las correspondientes ecuaciones de Euler-

Lagrange:

@L(0)

@� i
=
@aj (� )

@� i
_� j x

@H (� )

@� i
;

@L(0)

@ _� i
= ai (� ) ;

de manera que,

@L(0)

@� i
x

d

dt

@L(0)

@ _� i
=

@aj (� )

@� i
_� j x

@H (� )

@� i
x

d

dt
ai (� )

=
@aj (� )

@� i
_� j x

@H (� )

@� i
x
@ai (� )

@� j
_� j

=

0@@aj (� )
@� i

x
@ai (� )

@� j

1A _� j x @H(0) (� )

@� i
= 0:
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De�niendo

fij (� ) =
@aj (� )

@� i
x
@ai (� )

@� j
= xfji (� ) ; (4.15)

las ecuaciones de movimiento se expresan como,

fij (� ) _�
j =

@H(0) (� )

@� i
: (4.16)

Calculando la derivada exterior de la uno forma can�onica a (� ) = ai (� )d� i

se determina que,

f (� ) � da (� ) =

0@@aj (� )
@� i

x
@ai (� )

@� j

1Ad� i �d� j = fijd�
i �d� j ; (4.17)

donde f (� ) se denomina la dos forma can�onica con fij representando sus

componentes y que de ahora en adelante identi�caremos como la matriz

simpl�etica.

Un an�alisis de la ecuaci�on (4.16) permitir�a establecer dos casos:

detfij ä 0. Este caso identi�car�a a los sistemas regulares.

detfij = 0. Se asocia a sistemas singulares, es decir con v��nculos.

Consideremos en primer lugar los sistemas regulares, si multiplicamos

la ecuaci�on (4.16) por f ij , que denota la inversa de fij , se obtendr�a:

_� i = f ij
@H(0) (� )

@� j
(4.18)

Ahora, teniendo en cuenta que la variable simpl�etica � i esta asociada a

las coordenadas del espacio de fase
�
qi; pi

�
; la evoluci�on temporal de la

misma es dada a partir de las ecuaciones de Hamilton que en t�erminos

de los par�entesis de Poisson se expresa como:

_� i =
n
� i;H(0) (� )

o
=

n
� i; � j

o @H(0) (� )

@� j
: (4.19)
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Comparando las relaciones (4.18) y (4.19) se deduce,

n
� i; � j

o
= f ij : (4.20)

Para el caso de un sistema regular, las relaciones (4.20) representar�an

los par�entesis fundamentales de Poisson entre las variables
�
qi; pi

�
del

espacio de fase, de esta manera f ij tendr�a la siguiente representaci�on

matricial �
f ij

�
=

0B@ 0 I

xI 0

1CA ; (4.21)

donde I es la matriz identidad nz n. Es posible mostrar que en el caso

de dos variables din�amicas A (� ) y B (� ), los par�entesis de Poisson se

expresan de la siguiente manera:

fA (� ) ;B (� )g =
@A (� )

@� i
f ij (� )

@B (� )

@� j
: (4.22)

Mostremos que (4.20) satisface las propiedades de los par�entesis de

Poisson:

Antisimetr��a: de (4.20) se obtiene que

n
� i; � j

o
= f ij = xf ji = x

n
� j ; � i

o
: (4.23)

Linealidad : Utilizando (4.19) se deduce que si �1 y �2 constantes:

n
� i; �1�

j
o
= �1

n
� i; � k

o @� j
@� k

= �1
n
� i; � k

o
�jk = �1

n
� i; � j

o
: (4.24)

De igual forma:

n
� i; �1�

j + �2�
j
o
= �1

n
� i; � k

o @� j
@� k

+ �2
n
� i; � k

o @� j
@� k

= �1
n
� i; � k

o
�jk + �2

n
� i; � k

o
�jk

= �1
n
� i; � j

o
+ �2

n
� i; � j

o
: (4.25)
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Identidad de Jacobi: Esta relaci �on implica que se deber�a cumplir:

IJ �
n
� k;

n
� i; � j

oo
+

n
� i;

n
� j ; � k

oo
+

n
� j ;

n
� k; � i

oo
= 0: (4.26)

En el caso mas general, la inversa da la matriz simpl�etica podr�a ser

funci�on de las variables del espacio de fase, en esta caso la expresi�on

(4.20) se escribe en la forma:

n
� i; � j

o
= f ij (� ) : (4.27)

De esta manera, utilizando (4.19) y (4.27) se obtendr�a que

IJ =
n
� k; f ij (� )

o
+

n
� i; f jk (� )

o
+

n
� j ; f ki (� )

o
=

n
� k; � l

o @f ij (� )

@� l
+

n
� i; � l

o @f jk (� )

@� l
+

n
� j ; � l

o @f ki (� )

@� l

= f kl (� )
@f ij (� )

@� l
+ f il (� )

@f jk (� )

@� l
+ f jl (� )

@f ki (� )

@� l

Sin embargo, teniendo en cuenta que f ij (� ) y fij (� ) deben satisfa-

cer la siguiente identidad matricial,

f ij (� )fjk (� ) = �jk ; (4.28)

se determina que:

@f ij (� )

@� l
fjk (� ) + f ij (� )

@fjk (� )

@� l
= 0;

de manera que

@f ij (� )

@� l
fjk (� )f

km (� ) =
@f ij (� )

@� l
�mj =

@f im (� )

@� l
= xf ij (� )

@fjk (� )

@� l
f km (� ) ;

es decir:
@f im (� )

@� l
= xf ij (� )

@fjk (� )

@� l
f km (� ) : (4.29)
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Por lo tanto,

IJ = x

24f kl (� )f in (� )
@fnm (� )

@� l
f mj (� ) + f il (� )f jn (� )

@fnm (� )

@� l
f mk (� )

+ f jl (� )f kn (� )
@fnm (� )

@� l
f mi (� )

35
= f kl (� )f in (� )f jm (� )

24@fnm (� )
@� l

+
@fml (� )

@� n
+
@fln (� )

@�m

35

Ahora, de (4.15) se deduce:

@fnm (� )

@� l
=

@2am (� )

@� l@� n
x
@2an (� )

@� l@�m
;

@fml (� )

@� n
=

@2al (� )

@� n@�m
x
@2am (� )

@� n@� l
;

@fln (� )

@�m
=

@2an (� )

@�m@� l
x
@2al (� )

@�m@� n
:

De esta manera, si las componentes de la uno forma am (� ) son

funciones continuas se cumple que:

IJ = f kl (� )f in (� )f jm (� )

24@2am (� )
@� l@� n

x
@2an (� )

@� l@�m
+
@2al (� )

@� n@�m
x
@2am (� )

@� n@� l

+
@2an (� )

@�m@� l
x
@2al (� )

@�m@� n

35
= f kl (� )f in (� )f jm (� )

240@@2am (� )
@� l@� n

x
@2am (� )

@� l@� n

1A+
0@@2an (� )
@�m@� l

x
@2an (� )

@�m@� l

1A
+

0@ @2al (� )
@� n@�m

x
@2al (� )

@� n@�m

1A35
= 0
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4.2. FormalismodeFaddeev-Jackiw conV��ncu-

los

Consideremos el caso cuando la matriz simpl�etica, que denotaremos

por fij (� ) � f (0)
ij (� ) ; es singular [5]. Esto implica que de (4.18) no es

posible determinar todas las derivadas temporales de las coordenadas

simpl�eticas. Como consecuencia si m es el rango de f (0)
ij (� ), existen m

(m < n) modos ceros v(0)� (con � = 1;2; :::;m) que satisfacen la siguiente

relaci �on:

v(0) i� f (0)
ij (� ) = 0: (4.30)

Si se multiplica la ecuaci�on de movimiento (4.18) por la izquierda con

los vectores v(0) i� ; es posible mostrar que estas cantidades satisfacen una

serie de identidades, es decir:

v(0) i�

@H(0) (� )

@� i
= 0 ; � = 1;2; :::;m; (4.31)

que constituye enun conjuntodem relaciones entre las variables simpl�eti-

cas. Por tanto, la relaci �on (4.31) indica queH(0) (� ) impondr�a restriccio-

nes espec���cas sobre las variables de tal manera que se de�nir�an un con-

junto de m v��nculos que de ahora en adelante se denotaran por 
(0)
� (� ),

de tal manera que (4.31) se expresa de la siguiente forma:


(0)
� (� ) � v(0) i�

@H(0) (� )

@� i
= 0 ; � = 1;2; :::;m: (4.32)

Al igual que su contraparte Hamiltoniana, es necesario de que �estas

condiciones proporcionen una consistente descripci�on del sistema. Para

tal �n, se deber�a exigir que la subvariedad de v��nculos de�nida por
(0)
�

sea estable bajo la evoluci�on temporal del sistema lo cual es garantizado

si,
d

dt

(0)

� (� ) =
@
(0)

� (� )

@� i
_� i = 0; (4.33)
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donde se observa que esta relaci �on depende linealmente de la derivada

temporal de la variable simpl�etica. Ahora, la condici�on anterior deber�a

ser incorporada a la parte can�onica de la acci�on original por medio de

multiplicadores de Lagrange, �(0) � ; los cuales deber�an ser adicionados al

conjunto de variables din�amicas originales lo que implicara que se ampli�e

el espacio de con�guraci�on. �Este requisito es introducido con el �n de

deformar la dos forma simpl�etica f (0)
ij (� ) y tornarla regular. De esta

manera, el primer Lagrangiano en el proceso iterativo, que denotaremos

por L(1)
�
� ; _� ; �(0) �

�
, se expresar�a de la siguiente forma:

L(1)
�
� ; _� ; �(0) �

�
= L(0)

�
� ; _�

�
x �(0) � _
(0)

� (� )

= ai (� ) _�
i x �(0) � _
(0)

� (� )xH(0) (� ) :

Sin embargo, la �ultima relaci�on podr�a ser modi�cada de la siguiente

manera:

L(1)
�
� ; _� ; �(0) �

�
= ai (� ) _�

i+
(0)
� (� ) _�(0) �xH(0) (� )x

d

dt

h
�(0) �
(0)

� (� )
i
; (4.34)

donde el �ultimo t�ermino no modi�ca las ecuaciones de movimiento de

tal manera que puede ser descartado.

Teniendo en cuenta que se ha extendido el espacio de con�guraci�on,

podemos de�nir una nueva variable simpl�etica que incluya a los mul-

tiplicadores de Lagrange �(0) � . �Esta nueva variable ser�a de�nida de la

siguiente forma � (1) i �
�
� ; _� ; �(0) �

�
. En t�erminos de �esta nueva variable

el Lagrangiano L(1), el cual deber�a incorporar los v��nculos, se de�ne de

la siguiente forma:

L(1)
�
� ; _� ; �(0) �

�
= a(1)i

�
� (1)

�
_� (1) i xH(1) (� ) (4.35)

donde

H(1) (� ) � H(0) (� )
���



(0)
� (� )=0

(4.36)

La correspondiente dos forma simpl�etica expresada en t�erminos del nue-
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vo conjunto de variables se de�ne como:

f (1)
ij

�
� (1)

�
=
@a(1)j

�
� (1)

�
@� (1) i

x
@a(1)i

�
� (1)

�
@� (1) j

: (4.37)

La matriz f (1)
ij

�
� (1)

�
se caracteriza por contener f (0)

ij (� ) como una subma-

triz. Por tanto, en cada paso despu�es de incluirlos v��nculos, el n �umero

de variables simpl�etica, y como consecuencia, la dimensi�on de la matriz

simpl�etica deber�a cambiar.

Ahora, si detf (1)
ij ä 0, entonces exitosamente se han eliminado los

v��nculos y se ha obtenido la estructura geom�etrica b�asica la cual es dada

por la inversa de la dos forma simpl�etica. Sin embargo, en caso contrario,

se deber�a repetir el procedimiento anteriormente mencionado tantas

veces como sea necesario hasta tornar la matriz simpl�etica inversible.

En este algoritmo dos posibles resultados se pueden presentar:

Que despu�es de un cierto n �umero de pasos, es decir N, la matriz

f (N)
ij es inversible. En este caso, la b�asica estructura geom�etrica

se deduce directamente de los elementos
�
f (N)
ij

�x1
. Es posible mos-

trar que ellos coincidir�an con los corchetes de Dirac. Si no existe

problema en el ordenamiento de los operadores, los conmutadores

cu�anticos se pueden obtener directamente de la inversa de f (N)
ij .

Los importante que se debe destacar es que muchos de los pasos

que se desarrollan en el formalismo de Dirac desaparecen con �este

proceso geom�etrico y para algunos problemas, los par�entesis gene-

ralizados se derivan de una manera mas r�apida y simple.

En algunos casos es posible que se llegue a unpuntodonde lamatriz

simpl�etica es singular y ning �un nuevo v��nculo se obtiene de los

correspondientes modos cero, es decir, cuando el lado izquierdo de

(4.31) desaparece id�enticamente. Esto generalmente ocurre cuando

se trabaja con teor��as que son invariantes por reparametrizaci�on o

teor��as gauge. En este punto, un t�ermino de gauge �xing deber�a
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ser introducido en el potencial simpl�etico

H (� )! �H (� ) =H (� ) +Hgf (� ) (4.38)

y se proceder�a de la misma forma como el algoritmo lo menciona.

La matriz simpl�etica llegara a ser inversible con la introducci�on de

Hgf (� ).

En �este formalismo se debe destacar que los v��nculos pueden ser

siempre considerados como relaciones fuertes en la parte del potencial

simpl�etico de Lagrangiano. De (4.31) se puede observar que los v��nculos

ya est�an incorporados en el potencial. Esto di�ere signi�cativamente de

la formulaci�on de Dirac donde la noci�on de igualdades fuertes y d�ebiles

deben ser introducidas ya que los v��nculos son inconsistentes con los

par�entesis de poisson originales.

4.3. FormalismodeFaddeev-JackiwenTeor��a

de campos

Se introducir�a la formulaci�on de Faddeev-Jackiw en teor��a de campos

[6]. La mas general acci �on conteniendo derivadas de primer orden en los

campos es de�nida por una densidad Lagrangiana expresa en t�erminos

de dos funciones arbitrarias de los campos:
h
KA

�
'A

�
; V

�
'A

�i
, tal que

L(0)
�
'A; _'A

�
= _'AKA

�
'A

�
x V

�
'A

�
: (4.39)

Las funcionalesKA

�
'A

�
son componentes de la una forma can�onicaK

�
'A

�
=

KA

�
'A

�
d'A, en cuantoque la funcional V

�
'A

�
se identi�ca con el potencial

simpl�etico. El ��ndice A correr�a sobre los diferentes rangos del conjunto

completo de variables de campo que incluir�a: el conjunto original de

campos mas un conjunto de campos auxiliares necesarios para transfor-

mar el Lagrangiano que describe el sistema en una cantidad de primer
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orden en las derivadas temporales, es decir, en la forma (4.39). El con-

junto de variables 'A de�nir�an el espacio de con�guraci�on extendido

asociado al sistema.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange,

�L

�'A
x

@

@t

�L

� _'A
= 0;

para el Lagrangiano (4.39) se determina:

�L

�'A
=

�KB

�
'
�

�'A
_'B x

�V
�
'
�

�'A
;

�L

� _'A
= KB

�
'
� � _'B
� _'A

=KA

�
'
�

de manera que

�L

�'A
x

@

@t

�L

� _'A
=

�KB

�
'
�

�'A
_'B x

�V
�
'
�

�'A
x

@

@t
KA

�
'
�

=
�KB

�
'
�

�'A
_'B x

�V
�
'
�

�'A
x
�KA

�
'
�

�'B
_'B

=

0B@�KB

�
'
�

�'A
x
�KA

�
'
�

�'B

1CA _'B x
�V

�
'
�

�'A
= 0

que �nalmente se expresa en la forma:

MAB

�
'
�
_'B =

�V
�
'
�

�'A
: (4.40)

dondeMAB

�
'
�
indica los elementos de la matriz simpl�etica que son com-

ponentes de la dos formaM
�
'
�
= dK

�
'
�
, que es la derivada exterior de la

una forma can�onica K
�
'
�
escrita como un rotor generalizado construido

con las derivadas funcionales:

MAB

�
'
�
=MAB

�
x;y

�
=
�KB

�
y
�

�'A (x)
x
�KA (x)

�'B
�
y
� ; (4.41)
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Cuando la matriz simpl�etica MAB no es singular, de la ecuaci�on de

movimiento (4.40) se puede deducir que

_'A (x) =
Z
d3y

h
MAB

�
x;y

�ix1 �V �
'
�

�'B
�
y
� : (4.42)

Ahora, el potencial simpl�etico coincidir�a con el Hamiltoniano el cual se

puede expresar en t�erminos de una densidad Hamiltoniana H
�
'
�
en la

forma,

V
�
'
�
=

Z
d3x H

�
'
�
: (4.43)

La ecuaci�on (4.42) escrita en t�ermino de corchetes de Poisson asociado

al sistema se expresa como:

_'A (x) =
n
'A (x) ; V

�
'
�o
=

Z
d3y

n
'A (x) ; 'B

�
y
�o @V

�
'
�

@'B
�
y
� (4.44)

=
Z
d3y

h
MAB

�
x;y

�ix1 @V

@'B
�
y
� ;

a partir del cual se puede deducir que,

n
'A (x) ; 'B

�
y
�o
=

h
MAB

�
x;y

�ix1
; (4.45)

que son los corchetes generalizados del formalismo de Faddeev-Jackiw

para teor��a de campos. Los elementos de
�
MAB

�x1
corresponder�an a los

corchetes de Dirac de la teor��a.

La transici �on a una teor��a cu�antica es obtenida de la manera usual

seg �un la cual se reemplazan los campos cl�asicos por operadores de campo

cu�antico que act �uan sobre un espacio de Hilbert. Por lo tanto, en esta

caso los m�etodos de Faddeev-Jackiw y de Dirac ser�an equivalentes. Sin

embargo, si la teor��a es invariante de gauge, adem�as de los verdaderos

grados de libertad tambi�en habr�a grados gauge de libertad y como con-

secuencia surgir�an v��nculos de primera clase lo que implicar�a que la

matrizMAB sea singular.
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En el formalismo de Faddeev-Jackiw los v��nculos aparecen como rela-

ciones algebraicas las cuales deber�an ser necesarias con el �n de garan-

tizar la consistencia de las ecuaciones de campo. En el caso que existan

m (m < n) (siendo n el n �umero de variables de campo) modos ceros vA(�) (x)

(� = 1;2; :::;m) de la matrizMAB, se satisface la siguiente ecuaci�on,Z
d3x vA(�) (x)MAB

�
x;y

�
= 0: (4.46)

Comoconsecuencia de las ecuaciones demovimiento (4.40)yde (4.46) se

obtiene el siguiente conjunto dem v��nculos en el formalismo de Faddeev-

Jackiw:


(�) �
Z
d3x vA(�) (x)

�V
�
'
�

�'A (x)

=
Z
d3x vA(�) (x)

�

�'A (x)

Z
d3yH

�
'
�
; � = 1;2; :::::;m: (4.47)

Las cantidades 
(�) son introducidas en el Lagrangiano usando mul-

tiplicadores de Lagrange �(�) de manera conveniente

L(1)
�
'; _'

�
= _'iKi

�
'
�
x�(�)
(�) x V

�
'
�

(4.48)

lo que de�nir�a el primer Lagrangiano en el proceso de iteraci�on. En la

ecuaci�on (4.48) se ha asumidoque 'i (x) representa alg �un campoqueper-

tenece al conjunto simpl�etico, de tal manera que la submatriz �Mij

�
x;y

�
de la matriz (4.41) no es singular. Si se rede�ne la variable �(�) de la

siguiente manera

�(�) !x _�;

se puede expresar L(1) en la forma:

L(1) = _'iKi

�
'
�
+ _�
(�) x V

�
'
�

(4.49)

En este punto el algoritmo simpl�etico se aplica nuevamente usan-

do el hecho de que ahora se ha expandido el espacio de con�guraci�on
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al conjunto de variables � (A) =
�
'i; _�

�
con lo cual se expresa el primer

Lagrangiano iterado en la forma

L(1)
�
'; _'; �; _�

�
= _'iKi

�
'
�
+ _�
(�) x V (1)

�
'
�
; (4.50)

donde

V (1)
�
'
�
= V

�
'
������

(�)=0

(4.51)

En t�ermino de este nuevo conjunto de variables, la matriz simpl�etica se

expresa:

M(1)
AB

�
x;y

�
=
�KB

�
y
�

��A (x)
x
�KA (x)

��B
�
y
� ; (4.52)

con la siguientes componentes:

M(1)
ij

�
x;y

�
=

�Kj

�
y
�

�� i (x)
x
�Ki (x)

�� j
�
y
� = �Mij

�
x;y

�
= �Mij

M(1)
i�

�
x;y

�
=

�K�

�
y
�

�� i (x)
x
�Ki (x)

�� �
�
y
� = �
(�)

�
y
�

�'i (x)
=
�
(�)

�'i

M(1)
�i

�
x;y

�
=

�Ki

�
y
�

�� � (x)
x
�K� (x)

�� i
�
y
� = x

�
(�) (x)

�'i
�
y
� = x

0@�
(�)

�'i

1AT

M(1)
��

�
x;y

�
= 0

de manera que,

M(1)
AB

�
x;y

�
=

0BB@
�Mij

�
(�)

�'i

x
�
�
(�)

�'i

�T
0

1CCA ; (4.53)

con �Mij siendo la matriz cuadrada no singular construida del conjunto

simpl�etico original de variables de campo 'i (x). En la notaci�on �
(�)

�'i

representara una matriz rectangular.

En el procedimiento simpl�etico se deber�amodi�car lamatriz simpl�eti-

ca con el �n de eliminar todos los modos cero. Esto implica que el algorit-

mo deber�a ser repetido hasta que ning �un nuevo v��nculo sea generado.

En el caso de que el Lagrangiano describa una teor��a gauge, �este al-

goritmo no ser�a capas de generar una matriz simpl�etica inversible. De
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esta manera, a �n de obtener los corchetes generalizados, condiciones de

gauge deber�an ser introducidas.

La inversa
�
MAB

�x1
de la matriz simpl�etica MAB deber�a satisfacer

la condici�on de ser �unica. As��, para garantizar este criterio, se deben

cumplir las siguientes identidades,
Z
d3z MAC (x;z)

�
MCB

�x1 �
z;y

�
= �BA�

3
�
xxy

�
(4.54)Z

d3z
�
MAC

�x1
(x;z)MCB

�
z;y

�
= �AB�

3
�
xxy

�
De�niendo la inversa de la matriz simpl�etica por las siguiente compo-

nentes, �
MAB

�x1 �
x;y

�
=

0B@ Ajk
�
x;y

�
Bj�

�
x;y

�
C�k

�
x;y

�
G��

�
x;y

�
1CA ;

del sistema de ecuaciones (4.54) se deduce que,
Z
d3z MAC (x;z)

�
MCB

�x1 �
z;y

�
=

=
Z
d3z

0BB@ �Mij (x;z)
�
(�)(z)

�'i(x)

x
�
(�)(x)

�'j (z) 0

1CCA
0B@ Ajk

�
z;y

�
Bj�

�
z;y

�
C�k

�
z;y

�
G��

�
z;y

�
1CA

= �3
�
xxy

� 0B@ I 0

0 I

1CA ;
donde I es la submatriz identidad asociada al espacio de�nida por �Mij .

De la anterior expresi�on se obtiene el siguiente conjunto de relaciones,

Z
d3z

24 �Mij (x;z)A
jk

�
z;y

�
+
�
(�) (z)

�'i (x)
C�k

�
z;y

�35 = �ki �
3
�
xxy

�
(4.55)

Z
d3z

24 �Mij (x;z)B
j�

�
z;y

�
+
�
(�) (z)

�'i (x)
G��

�
z;y

�35 = 0 (4.56)

x
Z
d3z

�
(�) (x)

�'j (z)
Ajk

�
z;y

�
= 0 (4.57)

x
Z
d3z

�
(�) (x)

�'j (z)
Bj�

�
z;y

�
= �ki �

3
�
xxy

�
(4.58)
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Usando el hecho que la inversa de una matriz antisim�etrica debe ser

antisim�etrica se deber�a cumplir que,

Bj�
�
x;y

�
= xC�j

�
y;x

�
: (4.59)

De la ecuaci�on (4.56) se determina que,

Z
d3z �Mij (x;z)B

j�
�
z;y

�
= x

Z
d3z

�
(�) (z)

�'i (x)
G��

�
z;y

�
:

Recordando que la matriz �Mij

�
x;y

�
no es singular, si multiplicamos la

anterior relaci �on por su inversa
�
�Mij

�x1 �
x;y

�
se obtendr�a que:Z

d3x
�
�Mki

�x1
(v;x)

Z
d3z �Mij (x;z)B

j�
�
z;y

�
=

=
Z
d3z

�Z
d3x

�
�Mki

�x1
(v;x) �Mij (x;z)

�
Bj�

�
z;y

�
=

Z
d3z �kj �

3 (vx z)Bj�
�
z;y

�
= Bk�

�
v;y

�
= x

Z
d3x d3z

�
�Mki

�x1
(v;x)

�
(�) (z)

�'i (x)
G��

�
z;y

�

de tal manera que se determina la siguiente componente:

Bj�
�
x;y

�
= xC�j

�
y;x

�
= x

Z
d3v d3z

�
�Mjk

�x1
(x;v)

�
(�) (z)

�'k (v)
G��

�
z;y

�
(4.60)

Ahora, de la relaci �on (4.58) se determina que

x
Z
d3z

�
(�) (x)

�'j (z)
Bj�

�
z;y

�
=

Z
d3z

�
(�) (x)

�'j (z)

Z
d3v d3u

�
�Mjk

�x1
(z;v)

�
(�) (u)

�'k (v)
G��

�
u;y

�

=
Z
d3u

264Z d3z d3v
�
(�) (x)

�'j (z)

�
�Mjk

�x1
(z;v)

�
(�) (u)

�'k (v)

375
G��

�
u;y

�
= �ki �

3
�
xxy

�
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De�niendo

Z
d3u d3v

�
(�) (x)

�'j (u)

�
�Mjk

�x1
(u;v)

�
(�)
�
y
�

�'k (v)
� ���

�
x;y

�
; (4.61)

se determina que se debe cumplir la siguiente identidad:

Z
d3u ��� (x;u)G

��
�
u;y

�
= �ki �

3
�
xxy

�
(4.62)

Finalmente, de la ecuaci�on (4.55) se obtiene:

Z
d3z �Mij (x;z)A

jk
�
z;y

�
= �ki �

3
�
xxy

�
x

Z
d3z

�
(�) (z)

�'i (x)
C�k

�
z;y

�

multiplicando nuevamente por
�
�Mij

�x1 �
x;y

�
se determina que

Z
d3x

�
�Mli

�x1
(v;x)

Z
d3z �Mij (x;z)A

jk
�
z;y

�
=

=
Z
d3z

�Z
d3x

�
�Mli

�x1
(v;x) �Mij (x;z)

�
Ajk

�
z;y

�
=

Z
d3z �lj�

3 (vx z) Ajk
�
z;y

�
= Alk

�
v;y

�
=

Z
d3x

�
�Mli

�x1
(v;x)�ki �

3
�
xxy

�
x

Z
d3x

�
�Mli

�x1
(v;x)Z

d3z
�
(�) (z)

�'i (x)
C�k

�
z;y

�

=
�
�Mlk

�x1 �
v;y

�
+

Z
d3xd3z

�
�Mli

�x1
(v;x)

�
(�) (z)

�'i (x)
Bk�

�
y;z

�

=
�
�Mlk

�x1 �
v;y

�
x

Z
d3xd3z

�
�Mli

�x1
(v;x)

�
(�) (z)

�'i (x)24Z d3w d3u
�
�Mkm

�x1 �
y;w

� �
(�) (u)

�'m (w)
G�� (u;z)

35
=

�
�Mlk

�x1 �
v;y

�
x

Z
d3z d3u

24Z d3x
�
�Mli

�x1
(v;x)

�
(�) (z)

�'i (x)

35
24Z d3w

�
�Mkm

�x1 �
y;w

� �
(�) (u)

�'m (w)

35G�� (u;z)
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de manera que la �ultima componente es dada por:

Aij
�
x;y

�
=

�
�Mij

�x1 �
x;y

�
x

Z
d3z d3u

24Z d3v
�
�Mik

�x1
(x;v)

�
(�) (z)

�'k (v)

35
24Z d3w

�
�Mjm

�x1 �
y;w

� �
(�) (u)

�'m (w)

35G�� (u;z) : (4.63)

Lo anterior, permite concluir que los corchetes generalizados entre las

variables de campo simpl�eticas originales 'i (x) es dada por
(
'i (x) ; 'j (x)

)
= Aij

�
x;y

�
=

�
�Mij

�x1 �
x;y

�
x

Z
d3z d3u24Z d3v

�
�Mik

�x1
(x;v)

�
(�) (z)

�'k (v)

35 (4.64)
24Z d3w

�
�Mjm

�x1 �
y;w

� �
(�) (u)

�'m (w)

35G�� (u;z)

Las relaciones anteriores garantizan que los corchetes generalizados de

Faddeev-Jackiw pueden ser calculados solo si ���

�
x;y

�
y �Mij

�
x;y

�
son

inversibles. De esta manera, toda la manipulaci�on algebraica se reduce

a calcular las matrices
�
�Mij

�x1 �
x;y

�
y G��

�
x;y

�
.

4.4. Ejemplos

Part��cula puntual no relativista movi�endose sobre una

N x 1 esfera

Consid�erese una part��cula puntual no relativista que se mueve sobre

la super�cie de una (N x 1) esfera de longitud unidad sumergida en un

espacio N dimensional. Este ejemplo se caracteriza por ser un sistema

que posee v��nculos hasta de 4 nivel cuando se analiza en la formulaci�on

de Dirac. La funci�on de Lagrange del modelo es descrito por:

L =
1

2
_q2 +

�

2

�
q2 x 1

�
=

1

2
_qk _qk +

�

2

�
qkqk x 1

�
; (4.65)
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donde q �
�
q1; q2; :::::; qN

�
son las coordenadas de la part��cula yN la dimen-

si �on del espacio. Con el �n de linealizar el Lagrangiano, se introducir�a

el momento can�onico pk de�nido por:

pk �
@L

@ _qk
= _qk; (4.66)

de esta manera se tendr�a que,

1

2
_qk _qk =

1

2
pkpk = pk _qk xpk _qk +

1

2
pkpk

= pk _qk xpkpk +
1

2
pkpk

= pk _qk x
1

2
pkpk;

De esta manera si interpretamos a pk como una variable auxiliar, pode-

mos linealizar el Lagrangiano realizando el cambio 1
2 _qk _qk ! pk _qkx

1
2pkpk,

de tal manera que nos permitir�a ampliar el espacio de con�guraci�on in-

cluyendo las variables
�
qk; pk

�
. As��, el Lagrangiano de primer orden llega

a ser:

L(0) = pk _qk x
1

2
pkpk +

�

2

�
qkqk x 1

�
: (4.67)

La variable � se la identi�ca con el multiplicador de Lagrange que se

debe considerar dentro de la variables del espacio de con�guraci�on. Por

lo tanto, la variable simpl�ectica que de�ne el espacio de con�guraci�on es

de�nida por las siguientes componentes: � (0)k =
�
qk; pk; �

�
, de esta manera,

la matriz simpl�ectica se construye de la siguiente forma:

f (0)
ij =

@a(0)j

@� (0)i

x
@a(0)i

@� (0)j

: (4.68)

Con el �n de identi�car a(0)j , el Lagrangiano (4.67) tendr�a que ser

expresado en la forma:

L(0) = a(0)i (� ) _� (0)i xH (� ) : (4.69)
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Entonces,

� (0)q ! qk ; � (0)p ! pk ; � (0)� ! �; (4.70)

se deduce que al comparar (4.67) y (4.69) que:

a(0)q ! pk ; a(0)p ! 0 ; a(0)� ! 0; (4.71)

con lo cual podemos deducir los elementos de la matriz f (0)
ij . Siendo que

esta cantidad es antisim�etrica, solo tres elementos son independientes y

son necesarios calcular, ellos son:

f (0)
qp =

@a(0)p

@� (0)q
x
@a(0)q

@� (0)p

= x
@pk

@pl
= x�kl;

f (0)
q� =

@a(0)�

@� (0)q
x
@a(0)q

@� (0)�

= x
@pk

@�
= 0;

f (0)
p� =

@a(0)�

@� (0)p

x
@a(0)p

@� (0)�

= 0:

De esta manera, la matriz f (0) se expresa como:

f (0)
ij =

0BBBB@
0 x�ij 0

�ij 0 0

0 0 0

1CCCCA : (4.72)

F�acilmente se puede observar que esta matriz es singular y por ende

tendr�a un modo cero dado por:

~v(0)i �
�
~v(0)q ~v(0)p ~v(0)�

�
=

�
0 0 1

�
: (4.73)

Esta elemento va a general el siguiente v��nculo:

0 = 
(0) � ~v(0)i

@H (� )

@� (0)i

= ~v(0)q

@H (� )

@� (0)q
+ ~v(0)p

@H (� )

@� (0)p

+ ~v(0)�

@H (� )

@� (0)�

=
@H (� )

@�
:
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Ahora, el factor H (� ) se deduce de comparar (4.67) y (4.69) resultando

ser,

H (� ) =
1

2
pkpk x

�

2

�
qkqk x 1

�
: (4.74)

De esta manera, se determina que el v��nculo tiene la siguiente forma:


(0) =
@

@�

0@ 1
2
pkpk x

�

2

�
qkqk x 1

�1A = x 1

2

�
qkqk x 1

�
= 0

que lo re expresamos como


(0) =
1

2

�
qkqk x 1

�
= 0 (4.75)

Este v��nculo tendr�a que ser incluido en el sector can�onico del La-

grangiano. Para ello, se incluye en la forma � _
(0) o _�
(0) donde � es

un multiplicador de Lagrange. Sin embargo, es mas practico simpli�car

reemplazando � ! _�. Este procedimiento solo introduce una derivada

temporal, adem�as, hay que tener en cuenta que esta variable es arbitra-

ria. Por tanto, se tendr�a que

L(1) = pk _qk +
_�

2

�
qkqk x 1

�
x
1

2
pkpk = a(1)i (� ) _� (1)i xH(1) (� ) : (4.76)

Ahora, podemos considerar que la variable simpl�etica se exprese en la

forma � (1)k =
�
qk; pk; �

�
, de esta manera, de (4.76) se puede observar que

la un forma can�onica tendr�a las siguientes componentes:

a(1)q ! pk ; a(1)p ! 0 ; a(1)� !
1

2

�
qkqk x 1

�
; (4.77)

con lo que la matriz simpl�etica f (1), que se calcula a partir de:

f (1)
ij =

@a(1)j

@� (1)i

x
@a(1)i

@� (1)j

;

tendr�a la siguiente representaci�on:

f (1)
ij =

0BBBB@
0 x�kl qk
�kl 0 0

xqk 0 0

1CCCCA : (4.78)

112



4.4. Ejemplos 113

Se puede observar f�acilmente que esta matriz es singular y que tiene un

modo cero ~v(1)i , el cual deber�a satisfacer:

~v(1)i f (1)
ij =

�
a b c

� 0BBBB@
0 x�kl qk
�kl 0 0

xqk 0 0

1CCCCA =
�
b�kl x cqk xa�kl aqk

�
= 0;

donde a, b y c son elementos a determinar. Por tanto, se debe cumplir

las siguientes relaciones:

a = 0 ; b�kl x cqk = 0

El autovector asociado al autovalor cero es:

~v(1)i =
�
0 qk 1

�
(4.79)

Este vector cuando se contrae con la ecuaci�on de movimiento gene-

rara otro v��nculo:

0 = 
(1) � ~v(1)i
@H(1) (� )

@� (0)i

con

H(1) (� ) =
1

2
pkpk;

por lo tanto se determinara que:


(1) = ~v(1)i
@H(1) (� )

@� (1)i

= ~v(1)q
@H(1) (� )

@� (1)q
+ ~v(1)p

@H(1) (� )

@� (1)p

+ ~v(1)�
@H(1) (� )

@� (1)�

= qk
@H(1) (� )

@pk
+
@H(1) (� )

@�
= qk

@

@pk

0@ 1
2
plpl

1A = qkpk = 0

de tal manera que el nuevo v��nculo se escribe en la siguiente forma,


(1) � qkpk = 0 (4.80)

Nuevamente, este v��nculo deber�a ser incorporado en la formulaci�on

original con el uso de un nuevo multiplicador de Lagrange que deno-

minaremos �. De esta manera, la nueva variable simpl�etica se expresar�a
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como: � (2)k =
�
qk; pk; �; �

�
y el Lagrangiano de primer orden es:

L(2) = pk _qk +
_�

2

�
qkqk x 1

�
+ _�qkpk x

1

2
pkpk = a(2)i (� ) _� (2)i xH(2) (� ) ; (4.81)

con lo que es posible identi�car las componentes de la un forma can�onica,

a(2)q ! pk ; a(2)p ! 0 ; a(2)� !
1

2

�
qkqk x 1

�
; a(2)� ! qkpk:

De esta manera, se de�ne la matriz simpl�etica en el siguiente orden de

iteraci�on,

f (2)
ij =

@a(2)j

@� (2)i

x
@a(2)i

@� (2)j

;

que en forma matricial se representa por: donde las componentes se cal-

culan de la siguiente forma:

f (2)
ij =

0BBBBBBB@

0 x�kl ql pl

�kl 0 0 ql
xql 0 0 0

xpl xql 0 0

1CCCCCCCA : (4.82)

Es posible mostrar que �esta matriz es regular y por lo tanto se puede

invertir. La inversa de (4.82) es dada por,

f (2)x1
kl =

0BBBBBBBBB@

0 �kl x
qkql
q2 x

qk
q2 0

x�kl +
qkql
q2

qkplxqlpk

q2
pk

q2
qk
q2

ql
q2 x

pl

q2 0 x 1
q2

0 x
ql
q2

1
q2 0

1CCCCCCCCCA
: (4.83)

Los corchetes generalizados son determinados directamente de �esta in-

versa, es decir, �
� (2)i ; � (2)j

�
= f (2)x1

kl ; (4.84)
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a partir del cual se puede identi�car:

�
� (2)q ; � (2)q

�
= 0;�

� (2)q ; � (2)p

�
=

(
ql; pk

)
= �kl x

qkql
q2

;

�
� (2)p ; � (2)p

�
=

(
pl; pk

)
=
qkpl x qlpk

q2
:

que coinciden con los corchetes de Dirac reportados en el capitulo an-

terior. Diferente a lo que ocurre con los c�alculos de los corchetes de

Dirac, no es necesario invertir la matriz completa para obtener los cor-

chetes generalizados. El procedimiento de cuantizaci�on del m�etodo de

Faddeev-Jackiw se encuentra un v��nculo no trivial en cuanto que con el

m�etodo de Dirac se deducen cuatro.

Campo de Proca Abeliano

Este tipo de campo es descrito por la siguiente densidad Lagrangiana

L(0) = x
1

4
F��F

�� +
m2

2
A�A

� : (4.85)

donde

F�� = @�A� x @�A�

Recordando que L(0) es una expresi�on de segundo orden en las deri-

vadas temporales, la tornaremos lineal de�niendo el momento can�onico

conjugado el cual es de�nido por:

�� �
@L(0)

@ (@0A� )
= F �0: (4.86)
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Con este t�ermino es posible la densidad Lagrangiana

L(0) = x
1

4
F0kF

0k x
1

4
Fk0F

k0 x
1

4
FklF

kl +
m2

2
A�A

�

= x
1

2
F0kF

0k x
1

4
FklFkl +

m2

2
A0A

0 +
m2

2
AkA

k

=
1

2
F k0F k0 x

1

4
FklFkl +

m2

2
A0A0 x

m2

2
AkAk

=
1

2
�k�k x

1

4
FklFkl +

m2

2
A0A0 x

m2

2
AkAk:

Sumando el siguiente cero en la relaci �on anterior

_Ak�
k x _Ak�

k = _Ak�
k x @0Ak�

k:

se obtendr�a que:

L(0) = _Ak�
k x @0Ak�

k +
1

2
�k�k x

1

4
FklFkl +

m2

2
A0A0 x

m2

2
AkAk:

Ahora, teniendo en cuenta que

�k = F k0 = F0k = @0Ak x @kA0

se obtiene que,

L(0) = _Ak�
k x

�
�k + @kA0

�
�k +

1

2
�k�k x

1

4
FklFkl +

m2

2
A0A0 x

m2

2
AkAk

= _Ak�
k x�k�k +

1

2
�k�k x�k@kA0 x

1

4
FklFkl +

m2

2
A0A0 x

m2

2
AkAk

= _Ak�
k x

1

2
�k�k x�k@kA0 x

1

4
FklFkl +

m2

2
A0A0 x

m2

2
AkAk

Integrando por partes el tercer t�ermino de la relaci �on anterior e descar-

tando la contribuci�on de frontera se obtendr�a:

L(0) = _Ak�
k x

1

2
�k�k +A0@k�

k x
1

4
FklFkl +

m2

2
A0A0 x

m2

2
AkAk (4.87)

que en forma compacta expresamos

L(0) = _Ak�
k xH(0) (4.88)

116



4.4. Ejemplos 117

L(0) = _Ak�
k x

24 1
2
�k�k xA0@k�

k +
1

4
FklFkl x

m2

2
A0A0 +

m2

2
AkAk

35 ;
donde se ha de�nido el potencial simpl�etico en la forma

H(0) =
1

2
�k�k +

1

4
FklFkl xA0@k�

k x
m2

2
A0A0 +

m2

2
AkAk (4.89)

Con el �n de calcular la matriz simpl�etica, de�niremos las variables

simpl�eticas de la siguiente forma � (0)k =
�
Aa
i ;�

i
a;A

a
0

�
. De (4.88) se puede

identi�car,

K(0)
Ai
! �i ; K(0)

�i ! 0 ; K(0)
A0
! 0:

Con el cual, podremos calcular la matriz

M(0)
AB

�
x;y

�
=
�K(0)

B

�
y
�

�� (0)A (x)
x
�K(0)

A (x)

�� (0)B

�
y
� ;

con los siguientes elementos,

M(0)
Ai;�j

�
x;y

�
=

�K(0)
�j

�
y
�

�� (0)Ai
(x)

x
�K(0)

Ai
(x)

�� (0)�j

�
y
� = x

��i (x)

��j
�
y
� = x�ij�3 �xxy�

;

M(0)
Ai;A0

�
x;y

�
=

�a(0)A0

�
y
�

�� (0)Ai
(x)

x
�a(0)Ai

(x)

�� (0)A0

�
y
� = 0;

M(0)
�i;A0

�
x;y

�
=

�a(0)A0

�
y
�

�� (0)�i (x)
x
�a(0)�i (x)

�� (0)A0

�
y
� = 0:

De tal manera que la matrizM(0)
AB

�
x;y

�
se puede escribir:

M(0)
AB

�
x;y

�
=

0BBBB@
0 x1 0

1 0 0

0 0 0

1CCCCA �ij�3
�
xxy

�

Se observaque estamatriz es singular conun autovalor cero.El autovalor

correspondiente a esta matriz es dada por

~vA(0) =
�
0 0 vA0 (x)

�
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donde vA0 (x) es una funci�on arbitraria. El v��nculo asociado a este auto-

valor es:


� =
Z
d3x ~vA(0)a

�

��A (x)

Z
d3yH(0) =

Z
d3xvA0 (x)

�

��A0
(x)

Z
d3yH(0)

= x
Z
d3xvA0 (x)

Z
d3y

"
@
y
k�

k
�
y
�
+m2A0

�
y
�# �A0

�
y
�

�A0 (x)

= x
Z
d3xvA0 (x)

Z
d3y

"
@
y
k�

k
�
y
�
+m2A0

�
y
�#
�3

�
xxy

�
= x

Z
d3xvA0 (x)

"
@xk �

k (x) +m2A0 (x)
#

= 0:

Debido a que la funci�on vA0 (x) es completamente arbitraria, se puede

escoger como v��nculo Lagrangiano primario la siguiente relaci �on:


(0) = @xk �
k (x) +m2A0 (x) = 0 (4.90)

El primer Lagrangiano del proceso de iteraci�on se obtiene adicionan-

do el v��nculo anterior a la parte can�onica de L(0) con lo que se obtendr�a,

L(1) = _Ak�
k + _�
(0) xH(1); (4.91)

donde

H(1) = H
(0)

(0)=0 =

1

2
�k�k +m2A0A0 +

1

4
FklFkl x

m2

2
A0A0 +

m2

2
AkAk

=
1

2
�k�k +

1

4
FklFkl +

m2

2
A0A0 +

m2

2
AkAk (4.92)

Con el �n de simpli�car los c�alculos, se considerar�a el siguiente cam-

bio de variable

�e !
1

m2
�0
e

de tal manera que,

L(1) = _Ak�
k +

1

m2
_�0

�
@xk �

k (x) +m2A0 (x)
�
xH(1) (4.93)
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Si introducimos la nueva variable simpl�etica � (1)k =
�
Ai;�i;A0;�0

�
, pode-

mos identi�car las siguientes componentes de la uno forma can�onica:

K(1)
Ai
! �i ; K(1)

�i ! 0 ; K(1)
A0
! 0 ; K(1)

�0 !
1

m2

�
@xk �

k (x) +m2A0 (x)
�
:

a partir del cual podremos calcular los elementos de matriz:

M(1)
AB

�
x;y

�
=
�K(1)

B

�
y
�

�� (1)A (x)
x
�K(1)

A (x)

�� (1)B

�
y
� ;

la cual se representa,

M(1)
ab

�
x;y

�
=

0BBBBBBB@

0 x�ij 0 0

�ji 0 0 x 1
m2@xi

0 0 0 1

0 x 1
m2@xi x1 0

1CCCCCCCA�
3
�
xxy

�
: (4.94)

�Esta matriz es no singular y con una inversa que se deriva de,

Z
d3zM(1)

AC (x;z)
h
MCB(1)

ix1 �
z;y

�
= �BA�

3
�
xxy

�

Si se propone que
h
MCB(1)

ix1
tiene la siguiente representaci�on,

h
MCB(1)

ix1 �
x;y

�
=

0BBBBBBB@

�1
�
x;y

�
�2

�
x;y

�
�3

�
x;y

�
�4

�
x;y

�
�1

�
x;y

�
�2

�
x;y

�
�3

�
x;y

�
�4

�
x;y

�
1

�
x;y

�
2

�
x;y

�
3

�
x;y

�
4

�
x;y

�
�1

�
x;y

�
�2

�
x;y

�
�3

�
x;y

�
�4

�
x;y

�

1CCCCCCCA ;

siendo que sus componentes est�an por determinar de la relaci �on:

Z
d3zM(1) (x;z)

h
M(1)

ix1 �
z;y

�
= �3

�
xxy

�
0BBBBBBB@

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1CCCCCCCA :
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Es posible mostrar que
h
MAB(1)

ix1
tiene las siguiente forma:

h
MAB(1)

ix1 �
x;y

�
=

0BBBBBBB@

0 �ij
1
m2@xi 0

x�ij 0 0 0
1
m2@xi 0 0 x1

0 0 1 0

1CCCCCCCA�
3
�
xxy

�
: (4.95)

De (4.95) se puede determinar los corchetes generalizados entres las

componentes de la variable simpl�etica � (1)k =
�
Aa
i ;�

i
a;A

a
0;�

0
a

�
obteniendo

los siguientes resultados:�
� (1)Ai

(x) ; � (1)�j

�
y
��

=
(
Ai (x) ;�

j
�
y
�)
= �ji �

3
�
xxy

�
;

�
� (1)Ai

(x) ; � (1)A0

�
y
��

=
(
Ai (x) ;A0

�
y
�)
=

1

m2
@xi �

3
�
xxy

�
;�

� (1)Ai
(x) ; � (1)�0

�
y
��

=
(
Ai (x) ;�

0
�
y
�)
= 0; (4.96)�

� (1)�i (x) ; �
(1)
A0

�
y
��

=
(
�i (x) ;A0

�
y
�)
= 0;�

� (1)A0
(x) ; � (1)A0

�
y
��

=
(
A0 (x) ;A0

�
y
�)
= 0;�

� (1)A0
(x) ; � (1)�0

�
y
��

=
(
A0 (x) ;�

0
�
y
�)
= x�3

�
xxy

�
:

Campo masivo de Yang-Mills

Aplicaremos la formulaci�on de Faddeev-Jackiw para el caso de campos

masivo de Yang-Mills el cual, seg �un el m�etodo de Dirac, solo presenta

v��nculos de segunda clase. La teor��a a considerar es descrita por la si-

guiente densidad Lagrangiana:

L(0) = x
1

4
F a
��F

��
a +

m2

2
Aa
�A

�
a: (4.97)

Expresemos el Lagrangiano (4.97) en primer orden utilizando el mo-

mento can�onico asociado al campo que es de�nido por:

��
a �

@L(0)

@ (@0Aa
� )

= F �0
a : (4.98)
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Con este t�ermino podemos expandir la densidad Lagrangiana

L(0) = x
1

4
F d
0kF

0k
d x

1

4
F d
k0F

k0
d x

1

4
F d
klF

kl
d +

m2

2
Ad
�A

�
d

= x
1

2
F d
0kF

0k
d x

1

4
F d
klF

d
kl +

m2

2
Ad
0A

0
d +

m2

2
Ad
kA

k
d

=
1

2
F k0
d F k0

d x
1

4
F d
klF

d
kl +

m2

2
Ad
0A

d
0 x

m2

2
Ak
dA

k
d

=
1

2
�k
d�

k
d x

1

4
F d
klF

d
kl +

m2

2
Ad
0A

d
0 x

m2

2
Ak
dA

k
d

Sumamos el siguiente cero,

_Ad
k�

k
d x

_Ad
k�

k
d = _Ad

k�
k
d x @0A

d
k�

k
d;

en la relaci �on anterior se obtendr�a que

L(0) = _Ad
k�

k
d x @0A

d
k�

k
d +

1

2
�k
d�

k
d x

1

4
F d
klF

d
kl +

m2

2
Ad
0A

d
0 x

m2

2
Ak
dA

k
d:

Teniendo en cuenta que,

�k
d = F k0

d = F d
0k = @0A

d
k x @kA

d
0 + gf def Ae

0A
f
k

se obtiene,

@0A
d
k = �k

d + @kA
d
0 x gf def Ae

0A
f
k

= �k
d + �de@kA

e
0 + gf df eA

f
k A

e
0

= �k
d +

�
�de@k + gf df eA

f
k

�
Ae
0;

donde se ha utilizado la antisimetr��a de la constante de estructura. De

la de�nici�on de derivada covariante

Dde
k (x)Ae

0 =
�
�de@k + gf df eA

f
k

�
Ae
0 = @kA

d
0 + gf df eA

f
k A

e
0 (4.99)

se deduce,

@0A
d
k = �k

d +Dde
k Ae

0
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Por tanto, se puede expresar la densidad Lagrangiana como,

L(0) = _Ad
k�

k
d x

�
�k
d +Dde

k Ae
0

�
�k
d +

1

2
�k
d�

k
d x

1

4
F d
klF

d
kl +

m2

2
Ad
0A

d
0 x

m2

2
Ak
dA

k
d

= _Ad
k�

k
d x�k

dD
de
k Ae

0 x�k
d�

k
d +

1

2
�k
d�

k
d x

1

4
F d
klF

d
kl +

m2

2
Ad
0A

d
0 x

m2

2
Ak
dA

k
d

= _Ad
k�

k
d x�k

d

�
�de@k + gf df eA

f
k

�
Ae
0 x

1

2
�k
d�

k
d x

1

4
F d
klF

d
kl

+
m2

2
Ad
0A

d
0 x

m2

2
Ak
dA

k
d

= _Ad
k�

k
d x �de�k

d@kA
e
0 x gf df e�k

dA
f
k A

e
0 x

1

2
�k
d�

k
d x

1

4
F d
klF

d
kl

+
m2

2
Ad
0A

d
0 x

m2

2
Ak
dA

k
d

Integrando por partes en el segundo t�ermino y eliminando el t�ermino

de frontera resulta:

L(0) = _Ad
k�

k
d x @k

�
�de�k

dA
e
0

�
+ �deAe

0@k�
k
d x gf df e�k

dA
f
k A

e
0

x
1

2
�k
d�

k
d x

1

4
F d
klF

d
kl +

m2

2
Ad
0A

d
0 x

m2

2
Ak
dA

k
d

= _Ad
k�

k
d +Ae

0

�
�de@k�

k
d x gf df eA

f
k �

k
d

�
x
1

2
�k
d�

k
d x

1

4
F d
klF

d
kl

+
m2

2
Ad
0A

d
0 x

m2

2
Ak
dA

k
d

= _Ad
k�

k
d +Ae

0

�
�de@k + gf ef dA

f
k

�
�k
d x

1

2
�k
d�

k
d x

1

4
F d
klF

d
kl

+
m2

2
Ad
0A

d
0 x

m2

2
Ak
dA

k
d

= _Ad
k�

k
d x

24 1
2
�k
d�

k
d +

1

4
F d
klF

d
kl xAe

0D
ed
k �k

d x
m2

2
Ad
0A

d
0 +

m2

2
Ak
dA

k
d

35
Esta expresi�on se puede escribir en forma compacta,

L(0) = _Ad
k�

k
d xH

(0) (4.100)

donde se ha de�nido el potencial simpl�etico en la forma

H(0) =
1

2
�k
d�

k
d +

1

4
F d
klF

d
kl xAe

0

24Ded
k �k

d +
m2

2
Ae
0

35+ m2

2
Ad
kA

d
k (4.101)

122



4.4. Ejemplos 123

Si se de�ne las variables simpl�eticas en la forma � (0)k =
�
Aa
i ;�

i
a;A

a
0

�
, de

(4.100) se determina,

K(0)
Aa
i
! �i

a ; K(0)
�i

a
! 0 ; K(0)

Aa
0
! 0: (4.102)

Con el cual la matriz

M(0)
AB

�
x;y

�
=
�K(0)

B

�
y
�

�� (0)A (x)
x
�K(0)

A (x)

�� (0)B

�
y
� ;

tiene la siguiente representaci�on:

M(0)
AB

�
x;y

�
=

0BBBB@
0 x1 0

1 0 0

0 0 0

1CCCCA�ab�ij�3
�
xxy

�

Se observa que esta matriz es singular y el correspondiente autovector

nulo asociado es dada por:

~vA(0) =
�
0 0 vA

a
0 (x)

�
;

donde vA
a
0 (x) es una funci�on arbitraria. El v��nculo asociado a este auto-

vector es:


� =
Z
d3x ~vA(0)a

�

��A (x)

Z
d3yH(0)

�
�
�

=
Z
d3xvA

a
0 (x)

�

��Aa
0
(x)

Z
d3yH(0)

�
�
�

= x
Z
d3xvA

a
0 (x)

Z
d3y

�Ae
0

�
y
�

�Aa
0 (x)

�
Ded

k �k
d

�
y
�
+m2Ae

0

�
y
��

= x
Z
d3xvA

a
0 (x)

Z
d3y�3

�
xxy

� �
Ded

k �k
d

�
y
�
+m2Ae

0

�
y
��

= x
Z
d3xvA

a
0 (x)

�
Ded

k �k
d (x) +m2Ae

0 (x)
�
= 0;

de donde se puede escoger como v��nculo Lagrangiano primario la si-

guiente relaci �on:


e(0) =Ded
k �k

d (x) +m2Ae
0 (x) = 0 (4.103)
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El primer Lagrangiano del proceso de iteraci�on se obtiene adicionan-

do el v��nculo anterior a la parte can�onica de L(0) con lo que se obtendr�a,

L(1) = _Ad
k�

k
d + _�e
e(0) xH(1); (4.104)

con

H(1) = H
(0)

e(0)=0 =

1

2
�k
d�

k
d +

1

4
F d
klF

d
kl xAe

0

24xm2Ae
0 +

m2

2
Ae
0

35+ m2

2
Ad
kA

d
k

=
1

2
�k
d�

k
d +

1

4
F d
klF

d
kl +

m2

2
Ae
0A

e
0 +

m2

2
Ad
kA

d
k (4.105)

Se considerar�a el siguiente cambio de variable

�e !
1

m2
�0
e

la expresi�on (4.104) se escribe,

L(1) = _Ad
k�

k
d +

1

m2
_�0
e

�
Ded

k �k
d (x) +m2Ae

0 (x)
�
xH(1) (4.106)

Introduciendounnuevo conjuntodevariables simpl�eticas � (1)k =
�
Aa
i ;�

i
a;A

a
0;�

0
a

�
,

es posible identi�car las siguientes componentes de la uno forma can�oni-

ca:

K(1)
Aa
i
! �i

a ; K(1)
�i

a
! 0 ; K(1)

Aa
0
! 0 ; K(1)

�0
a
!

1

m2

�
Dad

k �k
d (x) +m2Aa

0 (x)
�

(4.107)

a partir de los cuales la matriz

M(1)
AB

�
x;y

�
=
�K(1)

B

�
y
�

�� (1)A (x)
x
�K(1)

A (x)

�� (1)B

�
y
� ;

se expresa,

M(1)
ab

�
x;y

�
=

0BBBBBBB@

0 x�ab�ij 0 x
g
m2f abd�i

d (x)

�ab�ij 0 0 x 1
m2Dab

i (x)

0 0 0 �ab

x
g
m2f abd�i

d (x) x 1
m2Dab

i (x) x�ab 0

1CCCCCCCA�
3
�
xxy

�

(4.108)

124



4.4. Ejemplos 125

Se determina que esta matriz es no singular y su inversa se calcula

utilizando la siguiente ecuaci�on funcional:Z
d3zM(1)

AC (x;z)
h
MCB(1)

ix1 �
z;y

�
= �BA�

3
�
xxy

�
: (4.109)

Considerarando que
h
MCB(1)

ix1
tiene las siguientes componentes

h
MCB(1)

ix1 �
x;y

�
=

0BBBBBBB@

�ad1
�
x;y

�
�ad2

�
x;y

�
�ad3

�
x;y

�
�ad4

�
x;y

�
�ad1

�
x;y

�
�ad2

�
x;y

�
�ad3

�
x;y

�
�ad4

�
x;y

�
ad1

�
x;y

�
ad2

�
x;y

�
ad3

�
x;y

�
ad4

�
x;y

�
�ad1

�
x;y

�
�ad2

�
x;y

�
�ad3

�
x;y

�
�ad4

�
x;y

�

1CCCCCCCA ;

apartir de (4.109) se puedemostrar que la inversa para lamatriz simpl�eti-

ca tiene las siguientes componentes

h
MAB(1)

ix1 �
x;y

�
=

0BBBBBBB@

0 �ab�ij
1
m2Dab

i (x) 0

x�ab�ij 0 x
g
m2f abd�i

d (x) 0
1
m2Dac

i (x) x
g
m2f acd�i

d (x)
g
m4f abcDcd

i (x)�i
d (x) x�ab

0 0 �ab 0

1CCCCCCCA
�3

�
xxy

�
: (4.110)

De (4.110) se puede determinar los corchetes generalizados entres las

componentes de la variable simpl�etica � (1)k =
�
Aa
i ;�

i
a;A

a
0;�

0
a

�
obteniendo

los siguientes resultados:
�
� (1)Aa

i
(x) ; � (1)

�
j
b

�
y
��

=
(
Aa
i (x) ;�

j
b

�
y
�)
= �ab�ij�

3
�
xxy

�
;

�
� (1)Aa

i
(x) ; � (1)Ab

0

�
y
��

=
(
Aa
i (x) ;A

b
0

�
y
�)
=

1

m2
Dab

i (x)�3
�
xxy

�
;�

� (1)Aa
i
(x) ; � (1)�0

b

�
y
��

=
(
Aa
i (x) ;�

0
b

�
y
�)
= 0; (4.111)�

� (1)�i
a
(x) ; � (1)Ab

0

�
y
��

=
(
�i
a (x) ;A

b
0

�
y
�)
= x

g

m2
f abd�i

d (x)�
3
�
xxy

�
;�

� (1)Aa
0
(x) ; � (1)Ab

0

�
y
��

=
(
Aa
0 (x) ;A

b
0

�
y
�)
=

g

m4
�3

�
xxy

�
f abcDcd

i (x)�i
d (x) ;�

� (1)Aa
0
(x) ; � (1)�0

b

�
y
��

=
(
Aa
0 (x) ;�

0
b

�
y
�)
= x�ab�3

�
xxy

�
:
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Cap��tulo 5

Teor��a de Fotones

Masivos en las

Coordenadas de Instante

Forma

La electrodin�amica de Proca describe una teor��a de fotones masivos

la cual no es invariante de gauge. En este capitulo se mostrar�a que la in-

variancia de gauge es recuperada si un campo escalar es apropiadamente

incorporado en la teor��a. Se utilizara el m�etodo de Dirac para describir

sistemas con v��nculos con el �n de realizar detallado an�alisis de la estruc-

tura de v��nculos que la teor��a posee. Condiciones de gauge apropiadas

ser�an derivadas con el objetivo de eliminar los v��nculos de primera clase.

Finalmente, se deducir�an los corchetes de Dirac asociados a las variables

din�amicas independientes.
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130 5.1. Formulación de Dirac

5.1. Formulaci�on de Dirac

La electrodin�amica cu�antica (QED) establece una ligadura sobre la

masa en reposos del fot�on la cual es propuesta para ser cero. Sin em-

bargo, fotones no masivos pueden existir a bajos niveles de energ��a que

los actuales experimentos no pueden detectar. Ahora, el principio de

incertidumbre indica que la masa del fot�on puede ser estimada como

M �
�

�tc2 en una magnitud del orden de 10x66 g . Aunque tal masa in�-

nitesimal es extremadamente dif��cil de ser detectada, una masiva QED

no s�olo es m�as sencillo te�oricamente que la teor��a est�andar [1], sino que

tambi�en proporciona un estructura s�olida para el an�alisis de las impli-

caciones de la existencia de un fot�on masivo tendr��a para la f��sica. En

realidad, algunos de estos posibles efectos, como la variaci�on de la ve-

locidad de la luz [2], la desviaci�on de la ley de Coulomb [4] y la ley de

Ampere [5], la existencia de ondas electromagn�eticas longitudinales [6],

y el adicional potencial de Yukawa del campo dipolar magn�etico [7], se

estudiaron con detalle.

La electrodin�amicamasiva de Proca es elmodelomas simple en el que

el fot�on tienen una masa peque~na. La teor��a del campo electromagn�eti-

co de proca en una �unica manera adicionando un t�ermino de masa al

Lagrangiano del campo electromagn�etico, es decir, el campo de Proca

es descrito por la siguiente densidad lagrangiana:

L = x
1

4
F ��F�� +

1

2
M2A�A

� ; (5.1)

donde F�� � @�A� x@�A�. El par�ametroM puede ser interpretado como la

masa del fot�on siendo que la longitud de escalaMx1 llega a ser la longitud
de onda de Compton reducida del fot�on el cual es el rango efectivo de

la interacci�on electromagn�etica. No obstante, el t�ermino de masa viola

la invariancia de gauge de la teor��a.

Sin embargo, Cornwall [8]mostr�o que en elmodelo de Jackiw-Johnson

[9] no es posible adicionar una t�ermino de masa que rompa simetr��a sin
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5.1. Formulación de Dirac 131

destruir la renormalizabilidad ya que �este factor viola las identidades

de Ward-Takahashi. Por otra parte, la invariancia de gauge puede ser

recuperada si un t�ermino no local y no polin�omico es adicionado al La-

grangiano el cual es invariante de gauge en el sentido estricto. En este

capitulo, se seguir�a el procedimiento Cornwall con el �n de restaurar la

invariancia de gauge de la teor��a de Proca. En seguida, se estudiara de

manera consistente la estructura can�onica de v��nculos de la teor��a de-

terminando el Hamiltoniano que genera la din�amica del sistema y tiene

en cuenta la completa libertad de gauge. Finalmente, se determinaran

apropiadas condiciones de gauge a �n de calcular los correspondientes

corchetes de Dirac.

El campo de Proca que es descrito por la densidad Lagrangiana (5.1)

no es invariante de gauge, sin embargo, adicionar un cierto t�ermino no

local y no polin�omico a (5.1) restaurar�a la invariancia de gauge. Si la

transformaci�on

A� (x)! A� (x) + @��(x) ;

es realizada sobre el t�ermino de masa, se obtiene que

1

2
M2A�A

� !
1

2
M2

�
A� + @��

�
(A� + @��) :

Ahora, se reemplazar�a el par�ametro gauge de la siguiente manera

�! � � x
1

e

1

2
@�A

� :

As��, se de�nir�a el t�ermino de masa en la forma

1

2
M2

24A� +
1

e
@��

352 ; (5.2)

el cual ser�a invariante de gauge si se realiza la siguiente transformaci�on:

A� (x)! A� (x) + @��(x) ; � (x)! � (x)x e�(x) ; (5.3)

siempre que 2� ä 0. Aqu��, � (x) es un campo escalar auxiliar y e es una

constante de acople. De esta manera, se obtienen la siguiente densidad
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132 5.1. Formulación de Dirac

Lagrangiana de gauge efectiva:

L = x
1

4
F ��F�� +

1

2
M2

24A� +
1

e
@��

352 : (5.4)

De (5.4), es posible derivar las correspondientes ecuaciones de Euler-

Lagrange,

@�F
� � +M2A� = x

1

e
M2@�� ; @�

24A� +
1

e
@ ��

35 = 0: (5.5)

De la densidad Lagrangiana (5.4), se determina que los correspon-

dientes momentos can�onico
�
� � ; p�

�
conjugados a los campos

�
A� ; �

�
, res-

pectivamente, son de�nidos por:

� � �
@L

@
�
@0A�

� = xF 0� ; p� �
@L

@ (@0�)
=
M2

e

24A0 +
1

e
@0�

35 : (5.6)

Entonces, de (5.6) se deduce el siguiente conjunto de relaciones din�ami-

cas

@0Ak = � k + @kA0 ; @0� =
e2

M2
p� x eA0; (5.7)

junto con el siguiente v��nculo primario [10],


1 � �0 � 0: (5.8)

A �n de realizar un estudio can�onico de la teor��a que resulte consistente

con el v��nculo (5.8) se utilizara el procedimiento de Dirac [10]. Para ello,

en primer lugar se de�ne el Hamiltoniano can�onico, HC, a partir de la

siguiente relaci �on:

HC =
Z
d3y HC =

Z
d3y

"
� �@0A� +p�@0� xL

#
; (5.9)

donde HC se interpreta como la densidad Hamiltoniana can�onica aso-

ciada. Utilizando la relaci �on � k = F k0 que resulta de (5.6), la densidad

Lagrangiana se escribe de la siguiente manera:

L =
1

2

�
� k

�2
+
1

2

e2

M2
p2� x

1

4
FklFkl x

1

2
M2

24Ak +
1

e
@k�

352 (5.10)
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Al substituir (5.10) en (5.9) se obtiene la siguiente expresi�on para el

Hamiltoniano can�onico:

HC =
Z
d3y

24 1
2

�
� k

�2
+
1

2

e2

M2
p2� + � k@kA0 x eA0p� +

1

4
FklFkl

+
1

2
M2

24Ak +
1

e
@k�

352
375 : (5.11)

Ahora, la consistencia del v��nculo primario [10] requiere introducir el

Hamiltoniano primario HP el cual resulta de adicionar al Hamiltoniano

can�onico los v��nculos con sus respectivos multiplicadores de Lagrange

[10],

HP �HC +
Z
d3y u1

�
y
�

1

�
y
�
; (5.12)

donde u1 es el multiplicador de lagrange asociado al v��nculo electro-

magn�etico. Siendo que el espacio de face es de�nido por las coordenadas

generalizadas
�
A� ; �; � � ; p�

�
, los corchetes fundamentales de Poisson (PB)

no nulos entre ellas son dados por las siguientes relaciones:(
A� (x) ; �

�
�
y
�)
= � �

� �
3
�
xxy

�
;

(
� (x) ; p�

�
y
�)
= �3

�
xxy

�
: (5.13)

El procedimiento de Dirac [10] establece que los v��nculos primarios

deben ser preservados en el tiempo bajo la evoluci�on generada por el

Hamiltoniano primario (5.12). Dicha consistencia es determinada exi-

giendo el PB entre los v��nculos primarios y el HP sea d�ebilmente igual

a cero. Utilizando las siguientes relaciones:(
A� (x) ;HC

)
= � k

�

h
� k (x) + @xk A0 (x)

i
;(

� � (x) ;HC

)
= � �

0

h
@xk �

k (x) + ep� (x)
i
+ � �

k

(
@xl Flk (x)

xM2

24Ak (x) +
1

e
@xk � (x)

359=; ;
(
� (x) ;HC

)
=

e2

M2
p� (x)x eA0 (x) ; (5.14)

(
p� (x) ;HC

)
=

M2

e
@xk

24Ak (x) +
1

e
@xk � (x)

35 ;
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se puede demostrar que el requerimiento de consistencia sobre el v��nculo

primario resulta en:

_
1 (x) =
(
�0 (x) ;HP

)
= @xk �

k + ep� �
2 (x)� 0; (5.15)

La expresi�on (5.15) se interpreta a�rmando que la consistencia de 
1

implica en un v��nculo secundario 
2 que sera el equivalente de la ley de

Gauss.

El m�etodo de Dirac establece que la consistencia del nuevo v��nculo

deber�a ser analizada, sin embargo, es posible mostrar que

@0
2 (x) =
(

2 (x) ;HP

)

= @xk @
x
l Flk (x)xM2@xk

24Ak (x) +
1

e
@xk � (x)

35
+M2@xk

24Ak (x) +
1

e
@xk � (x)

35
= 0;

por tanto, no haymas v��nculos generados de la condici�on de consistencia

de la ley de Gauss, lo que implica que �esta es autom�aticamente conser-

vada. As��, las relaciones (5.8) y (5.15) constituyen el conjunto m�aximo

de v��nculos que la teor��a posee.

A partir de (5.13) es posiblemostrar que los v��nculos
1 and
2 tienen

corchetes dePoissonnulos entre ellos, por tanto, constituyenun conjunto

de v��nculos de primera clase [11]. De esta manera, con el �n de obtener

una din�amica que resulte compatible con la libertad de gauge completa

de la teor��a se deber�a introducir lo que se conoce como el Hamiltoniano

extendido HE el cual es de�nido por,

HE �HC +
Z
d3y

"
u1

�
y
�

1

�
y
�
+ u2

�
y
�

2

�
y
�#
; (5.16)

siendo u2 el multiplicador de lagrange asociado al v��nculo de primera

clase secundario 
2. Con el Hamiltoniano extendido es posible calcular
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5.1. Formulación de Dirac 135

las ecuaciones can�onicas de las variables
�
A� ; �; � � ; p�

�
que es compatible

con la completa libertad de gauge de la teor��a. Por tanto, a partir de

(5.16) es posible mostrar que para el campo A� se obtiene la siguiente

ecuaci�on:
_A� = � k

�

h
� k + @kA0

i
x � k

� @ku
2; (5.17)

que implica que la din�amica de la variable can�onica A� es de�nida como

una combinaci�on lineal del multiplicador de Lagrange que esta aun

por determinar. De igual manera, la ecuaci�on de Hamilton asociada al

momentum � � es dada por

_� � = � �
0

h
@k�

k + ep�

i
+ � �

k

8<:@lFlk xM2

24Ak +
1

e
@k�

359=; : (5.18)

La evoluci�on temporal de las variables din�amicas correspondiente al

campo escalar es:

_� =
e2

M2
p� x eA0 + eu2; (5.19)

_p� =
M2

e
@k

24Ak +
1

e
@k�

35
Combinando las relaciones (5.17), (5.18) y (5.19) es posible mostrar que

@�F
�� +M2

24A� +
1

e
@ ��

35 � 0; (5.20)

@�

24A� +
1

e
@��

35 � @0u
2:

As��, las ecuaciones (5.20) que se interpretan como las ecuaciones de cam-

po a nivel Hamiltoniano son compatibles con las ecuaciones de campo

obtenidas a nivel Lagrangiano (5.5) solo si convenientes condiciones de

gauge son elegidas con el �n de �jar el multiplicador de lagrange u2.

Ahora, el objetivo es utilizar la libertad de gauge que existe en el

sistema de estudio con el �n de �jar dos componentes del campo A� de

tal manera que se pueda transformar los v��nculos de primera clase en un
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136 5.1. Formulación de Dirac

conjunto de v��nculos de segunda clase. Por tanto, el problema de elegir

apropiadas condiciones de gauge deber�a ser tenido en cuenta y resuelto

a �n de eliminar las variables redundantes de la teor��a a nivel cl�asico.

De acuerdo al m�etodo de Dirac, el n �umero de condiciones de gauge

a introducir es determinado por el n �umero de v��nculos de primera clase

que la teor��a presente. Por tanto, la teor��a en consideraci�on requerir�a

de dos condiciones de gauge para as�� transformar los dos v��nculos de

primera clase en v��nculos de segunda clase [11, 12]. Una manera natural

de derivar condiciones de gauge apropiadas es observar nuevamente a

la estructura de v��nculos que la teor��a presenta. Siendo que �0 � 0, una

l�ogica condici�on de gauge a escoger que sea consistente con los PB de la

teor��a es:

�1 � A0 � 0: (5.21)

La segunda condici�on de gauge se puede deducir de las ecuaciones

de Euler-Lagrange obtenidas al sistema a nivel Hamiltoniano [12]. Por

lo tanto, si se elige la componente � = 0 de la ecuaci�on (5.20) se obtiene

que

@�F
�0 +M2

24A0 +
1

e
@0�

35� @0

24@kAk +
M2

e
�

35� 0: (5.22)

Entonces, la ecuaci�on (5.22) se mantendr�a valida durante la evoluci�on

din�amica del sistema solo si:

�2 � @kAk +
M2

e
� � 0: (5.23)

As��, la ecuaci�on (5.23) es similar a un v��nculo secundario que resulta

de la condici�on de gauge (5.21), por tanto, la expresi�on (5.23) se puede

considerar como la segunda condici�on de gauge que se requiere.

El siguiente paso es calcular los corchetes de Dirac (DB) asociados al

conjunto completo de v��nculos que la teor��a posee, es decir, el conjunto

constituido por los v��nculos de primera clase y las condiciones de gauge
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5.1. Formulación de Dirac 137

que se renombrar�an de la siguiente manera:

	1 � �0 � 0;

	2 � @k�
k + ep� � 0;

	3 � A0 � 0; (5.24)

	4 � @kAk +
M2

e
� � 0;

y que conforman un conjunto de v��nculos de segunda clase. De (5.24)

se puede construir de�nir una matriz con los PP calculados entre ellos

y cuyos elementos se de�nen de la siguiente manera:

Cij

�
x;y

�
�

(
	i (x) ;	j

�
y
�)
; (5.25)

La matriz asociada a (5.25) tiene la siguiente forma:

C =

0BBBBBBB@

0 0 x1 0

0 0 0 Dx

1 0 0 0

0 xDx 0 0

1CCCCCCCA�
3
�
xxy

�
; (5.26)

donde se ha introducido el operador diferencial Dx � r
2
x xM2.

Para calcular los correspondientes PD la inversa de la matriz (5.26)

deber�a ser calculada y deber�a ser soluci�on del siguiente sistema de ecua-

ciones: Z
d3zCx1ik (x;z)Ckj

�
z;y

�
= �ij�

3
�
xxy

�
;Z

d3zCik (x;z)C
x1
kj

�
z;y

�
= �ij�

3
�
xxy

�
: (5.27)

Se propondr�a que Cx1
�
x;y

�
tiene la siguiente forma:

Cx1
�
x;y

�
�

0BBBBBBB@

�1
�
x;y

�
�2

�
x;y

�
�3

�
x;y

�
�4

�
x;y

�
�1

�
x;y

�
�2

�
x;y

�
�3

�
x;y

�
�4

�
x;y

�
1

�
x;y

�
2

�
x;y

�
3

�
x;y

�
4

�
x;y

�
�1

�
x;y

�
�2

�
x;y

�
�3

�
x;y

�
�4

�
x;y

�

1CCCCCCCA ; (5.28)
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donde los elementos de matriz son completamente desconocidos y nece-

sarios de determinar. Al substituir (5.26) y (5.28) en (5.27) se obtiene el

siguiente sistema de ecuaciones:

x1
�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
; xi

�
x;y

�
= 0; i = 2;3;4;

Dx�2
�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
; Dx�i

�
x;y

�
= 0; i = 1;3;4;

�3
�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
; �i

�
x;y

�
= 0; i = 1;2;4;

xDx�4
�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
; xDx�i

�
x;y

�
= 0; i = 1;2;3:

(5.29)

Imponiendo las condiciones de frontera deque los camposdesaparezca

en el in�nito, se puede mostrar que la soluci�on de (5.29) es,

�3
�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
; �i

�
x;y

�
= 0; i = 1;2;4;

�4
�
x;y

�
= x

1

Dx
�3

�
xxy

�
; �i

�
x;y

�
= 0; i = 1;2;3;

1
�
x;y

�
= x�3

�
xxy

�
; i

�
x;y

�
= 0; i = 2;3;4;

�2
�
x;y

�
=

1

Dx
�3

�
xxy

�
; �i

�
x;y

�
= 0; i = 1;3;4:

(5.30)

Por tanto, se muestra que la inversa de (5.26) existe y tiene la siguiente

forma:

Cx1ij
�
x;y

�
=

0BBBBBBB@

0 0 1 0

0 0 0 x 1
Dx

x1 0 0 0

0 1
Dx

0 0

1CCCCCCCA�
3
�
xxy

�
: (5.31)

Con la inversa dada por (5.31), es posible de�nir los PD para dos

variables din�amicas A (x) y B (x) [11] de la siguiente manera:
(
A (x) ;B

�
y
�)
D

=
(
A (x) ;B

�
y
�)
x

Z
d3ud3v

(
A (x) ;	i (u)

)

Cx1ij (u;v)
(
	j (v) ;B

�
y
�)

(5.32)
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La anterior de�nici�on implica eliminar las v��nculos de segunda clase

(5.24) de la teor��a y de la din�amica de�nida a partir del Hamiltoniano

extendido (5.16). Bajo la de�nici�on de los PD, los v��nculos (5.24) son

fuertemente nulos, es decir, se cumplen las siguientes identidades:

�0 = 0 ; A0 = 0;

p� = x
1

e
@k�

k ; � = x
e

M2
@kAk: (5.33)

Las relaciones (5.33) establecen que Ak y � k son los grados de libertad de

la teor��a, es decir, las variables independientes y constituyen el espacio

de face reducido. Por tanto, los PD asociados a ellas deben ser calculados

a partir de (5.32), de tal manera que los PD asociados al campo Ak son

dados por:

(
Ak (x) ;B

�
y
�)
D
=

(
Ak (x) ;B

�
y
�)
+ @xk

Z
d3vCx124 (x;v)

(
	4 (v) ;B

�
y
�)
;

(5.34)

de la cual es posible mostrar que los PD no nulo entre los grados de

libertad son: (
Ak (x) ; �

l
�
y
�)
D
=

24� l
k x

@xk @
x
l

Dx

35�3 �xxy
�

(5.35)

Ahora, usando las relaciones (5.33) se puede determinar que los restantes

PD correspondientes a las coordenadas generalizas son:

(
� (x) ; p�

�
y
�)
D

=

0@1 +M2

Dx

1A�3 �xxy
�
;

(
Ak (x) ; p�

�
y
�)
D

= x
M2

e

@xk
Dx

�3
�
xxy

�
; (5.36)

(
� l (x) ; �

�
y
�)
D

= xe
@xl
Dx

�3
�
xxy

�
:

Bajo la de�nici�on de los PD y las relaciones (5.35), el Hamiltoniano (5.16)

que determino la evoluci�on temporal con la completa libertad de gau-

ge se transforma en el espacio de face reducido a una expresi�on de la
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siguiente forma:

H =
Z
d3y

8><>: 12
�
� k

�2
+
1

2

1

M2

�
@
y
k �

k
�2
+

1

4
FklFkl +

1

2
M2

24Ak x
1

M2
@
y
k @

y
l Al

352
9�=�; :

(5.37)

5.2. Formulaci�on de Faddeev-Jackiw

Un tratamiento can�onico consistente de la teor��a fue realizado me-

diante la utilizaci�on de la formulaci�on de Dirac [1]. En �esta secci�on se

utilizara la propuesta geom�etrica de Faddeev-Jackiw [2] para un an�alisis

simpl�ectico de la teor��a. La densidad Lagrangiana efectiva invariante de

gauge que describe el campo de Proca es dado por:

L = x
1

4
F ��F�� +

1

2
M2

24A� +
1

e
@��

352 ; (5.38)

Con el �n de describir la teor��a bajo la formulaci�on simpl�ectica de

Faddeev-Jackiw es necesario introducir los momentos can�onicos � � y p�

asociados a los campos A� y �, respectivamente,

� � =
@L

@
�
@0A�

� = xF 0� ; p� =
@L

@ (@0�)
=
M2

e

24A0 +
1

e
@0�

35 : (5.39)

De esta manera, es posible expresar la densidad Lagrangiana (5.38) de

la siguiente manera:

L(0) =
1

2

�
� k

�2
+
1

2

e2

M2
p2� x

1

4
FklFkl x

1

2
M2

24Ak +
1

e
@k�

352 : (5.40)

Considerando el siguiente t�ermino cero

_Ak�
k + _�p� x (@0Ak) �

k x (@0�)p� = _Ak�
k + _�p� x

�
� k + @kA0

�
� k

x

0@ e2
M2

p� x eA0

1Ap�

= _Ak�
k + _�p� x

�
� k

�2
x � k@kA0 x

e2

M2
p2�

+eA0p� ;
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se puede re escribir la densidad Lagrangiana (5.40) de la siguiente ma-

nera:

L(0) = _Ak�
k + _�p� x

�
� k

�2
x � k@kA0 x

e2

M2
p2� + eA0p� +

1

2

�
� k

�2
+
1

2

e2

M2
p2�

x
1

4
FklFkl x

1

2
M2

24Ak +
1

e
@k�

352

= _Ak�
k + _�p� x

8<: 1
2

�
� k

�2
+
1

2

e2

M2
p2� + � k@kA0 x eA0p� +

1

4
FklFkl

+
1

2
M2

24Ak +
1

e
@k�

352
9�=�; ; (5.41)

que en forma compacta se puede expresar de la siguiente manera:

L(0) = _Ak�
k + _�p� xH

(0); (5.42)

donde

H(0) �
1

2

�
� k

�2
+
1

2

e2

M2
p2� + � k@kA0 x eA0p� +

1

4
FklFkl +

1

2
M2

24Ak +
1

e
@k�

352 ;
(5.43)

denota el potencial simpl�etico de orden cero en el proceso de interacci�on.

De acuerdo a (5.42) el conjunto inicial de variables simpl�eticas es

denotado por � (0)k =
�
Ak; � k; �;p� ;A0

�
. Se determina a partir de (5.42) los

siguientes momentos:

K(0)
Ak

= � k ; K(0)
� k = 0 ; K(0)

� = p� ; K(0)
p�

= 0 ; K(0)
A0

= 0; (5.44)

con los cuales se puede de�nir la matriz dos forma simpl�ectica de orden

cero en el proceso de iteraci�on de la siguiente manera:

M(0)
AB

�
x;y

�
=

�K(0)
B

�
y
�

�� (0)A (x)
x
�K(0)

A (x)

�� (0)B
�
y
� : (5.45)
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La matrixM(0)
AB

�
x;y

�
tiene la siguiente forma:

M(0)
�
x;y

�
=

0BBBBBBBBBBB@

0 1 0 0 0

x1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 x1 0 0

0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCA
�3

�
xxy

�
: (5.46)

Es posible observar que la matriz simpl�ectica es singular y f�acilmente

se puede mostrar que su correspondiente modo cero es:

~vA(0) =
�
0 0 0 0 vA0 (x)

�
; (5.47)

donde vA0 (x) es una funci�on arbitraria. De este no trivial modo cero se

puede deducir el siguiente v��nculo:


(0) =
Z
d3xvA0 (x)

�

��A0
(x)

Z
d3yH(0)

�
� (0)k

�

=
Z
d3xvA0 (x)

�

�A0 (x)

Z
d3y

"
� k

�
y
�
@
y
k A0

�
y
�
x eA0

�
y
�
p�

�
y
�#

=
Z
d3xvA0 (x)

Z
d3y

"
� k

�
y
�
@
y
k x ep�

�
y
�# �A0

�
y
�

�A0 (x)

=
Z
d3xvA0 (x)

Z
d3y

"
� k

�
y
�
@
y
k x ep�

�
y
�#
�3

�
xxy

�
= x

Z
d3xvA0 (x)

Z
d3y

"
� k

�
y
�
@xk + ep�

�
y
�#
�3

�
xxy

�
= x

Z
d3xvA0 (x)

"
@xk �

k (x) + ep� (x)
#

= 0:

Sin embargo, dado que vA0 (x) es completamente arbitrario, es posible

elegir como un v��nculo primario Lagrangiano la siguiente relaci �on:


(0) � @k�
k + ep� = 0: (5.48)

De acuerdo al algoritmo simpl�etico, el v��nculo (5.48) es introducido

a la densidad Lagrangiana usando multiplicadores de Lagrange, as��, la
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densidad Lagrangiana de orden uno en el proceso de iteraci �on es:

L(1) = � k _Ak +p�
_� +
(0) _�xH(1); (5.49)

donde el potencial simpl�etico de primer orden de iteraci�on es:

H(1) � H
(0)

(0)=0: (5.50)

Siendo que H(0) se puede expresar de la siguiente manera:

H(0) =
1

2

�
� k

�2
+
1

2

e2

M2
p2� + � k@kA0 x eA0p� +

1

4
FklFkl +

1

2
M2

24Ak +
1

e
@k�

352

=
1

2

�
� k

�2
+
1

2

e2

M2
p2� xA0

"
@k�

k + ep�

#
+

1

4
FklFkl +

1

2
M2

24Ak +
1

e
@k�

352

=
1

2

�
� k

�2
+
1

2

e2

M2
p2� xA0


(0) +
1

4
FklFkl +

1

2
M2

24Ak +
1

e
@k�

352 ;
se puede determinar que

H(1) � H
(0)

(0)=0 =

1

2

�
� k

�2
+
1

2

e2

M2
p2� +

1

4
FklFkl +

1

2
M2

24Ak +
1

e
@k�

352 : (5.51)

Se extender�a el espacio con el conjunto de variables simpl�etica resul-

tado del primer proceso de iteraci�on. Este nuevo conjunto de variables

es de�nido por: � (1)k =
�
Ak; � k; �;p� ; �

�
. La nueva uno forma can�onica es:

K(1)
Ak
! � k ; K(1)

� k ! 0 ; K(1)
� ! p� ; K(1)

p�
! 0 ; K(1)

� ! @k�
k + ep� ;

(5.52)

con los cuales se podr�a de�nir la matriz simpl�etica en el primer proceso

de iteraci�on para ser de�nida en la forma:

M(1)
AB

�
x;y

�
�

�K(1)
B

�
y
�

��A(1) (x)
x
�K(1)

A (x)

��B(1)
�
y
� ; (5.53)
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y que se expresa como:

M(1)
�
x;y

�
=

0BBBBBBBBBBB@

0 x�kl 0 0 0

�lk 0 0 0 x@xk
0 0 0 x1 0

0 0 1 0 e

0 x@xl 0 xe 0

1CCCCCCCCCCCA
�3

�
xxy

�
: (5.54)

Es posible mostrar que la matriz (5.54) es nuevamente singular, por

tanto, existe un nuevo modo cero asociada a ella y que deber�a satisfacer

la siguiente ecuaci�on: Z
d3x ~vA(1) (x)M(1)

AB

�
x;y

�
= 0: (5.55)

Asumiendo que el autovector ~v(1) (x) tiene la forma

~v(1) (x) =
�
�i (x) �i (x)  (x) � (x) � (x)

�
; (5.56)

donde i = 1;2;3, de (5.56) se puede mostrar que se debe satisfacer el

siguiente sistema de ecuaciones:

�k
�
y
�
= 0;

x�k
�
y
�
+ @

y
k �

�
y
�
= 0;

�
�
y
�
= 0;

x
�
y
�
x e�

�
y
�
= 0;

@
y
i �i

�
y
�
+ e�

�
y
�
= 0:

La soluci�on de ellas permite determinar que el vector nulo tiene la si-

guiente forma:

~vA(1) (x) =
�
@
y
k �

�
y
�
0 xe�

�
y
�
0 �

�
y
� �

=
�
@
y
k �

�
y
�
0 xe�

�
y
�
0 �

�
y
� �
; (5.57)

en la �ultima relaci �on se ha hecho el cambio � (x) ! � (x) y con � (x)

una cantidad arbitraria. Un nuevo v��nculo resulta de (5.57), el cual ser�a
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consecuencia de la siguiente expresi�on:


(1) =
Z
d3x ~vA(1) (x)

�

��A (x)

Z
d3yH(1)

�
y
�

=
Z
d3x@xi � (x)

�

�Ai (x)

Z
d3yH(1)

�
y
�
x e

Z
d3x� (x)

�

�� (x)

Z
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�
y
�

+
Z
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�
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Z
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�
y
�
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Z
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264 1
2
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� 0B@@yk �Al
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y
�
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x @

y
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�Ak

�
y
�

�Ai (x)

1CA+M2
"
Ai

�
y
�375

+
1

e
@
y
i �

�
y
�35�3 �xxy�

xM2� (x)

24Ak

�
y
�
+
1

e
@
y
k �

�
y
�35 @yk �3 �xxy�9=;

=
Z
d3x

8<:x 1

2
@xi � (x)

 
�il@

x
k x �ik@

x
l

!
Fkl (x) +M2@xi � (x)

24Ai (x) +
1

e
@xi � (x)

35
+M2� (x) @xk

24Ak (x) +
1

e
@xk � (x)

359=;
=

Z
d3x

8<:x@xi � (x) @xk Fki (x) +M2@xi � (x)

24Ai (x) +
1

e
@xi � (x)

35
+M2� (x) @xk

24Ak (x) +
1

e
@xk � (x)

359=; :
Integrando por partes la �ultima relaci�on se obtiene que


(1) =
Z
d3x

8<:� (x) @xi @xk Fki (x)xM2� (x) @xi

24Ai (x) +
1

e
@xi � (x)

35
+M2� (x) @xk

24Ak (x) +
1

e
@xk � (x)

359=;
=

Z
d3x� (x)

8<:@xi @xk Fki (x)xM2@xi

24Ai (x) +
1

e
@xi � (x)

35 (5.58)

+M2@xk

24Ak (x) +
1

e
@xk � (x)

359=;
= 0

Ahora, 
(1) es id�enticamente cero, entonces, la relaci �on (5.58) indica que

no hay mas v��nculos Lagrangianos asociados en la teor��a y como conse-
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cuencia la matriz simpl�etica mantiene singular, un hecho caracter��stico

de una teor��a de gauge.

Con el objetivo de tornar regular la matriz simpl�etica una condici�on

de gauge deber�a ser adicionada al potencial simpl�etico. Se escoger�a el

gauge de Coulomb � = @kAk +
M2

e � = 0 deducido naturalmente por el

m�etodo de Dirac. Usando el multiplicador de Lagrange � (x), el cual in-

crementar�a la dimensi�on del espacio de con�guraci�on, se obtendr�a el

segundo Lagrangiano iterativo:

L(2) = _Ak�
k + _�p� +
(0) _�+�_� xH(2) (5.59)

donde

H(2) =H(1)
�=0 =

1

2

�
� k

�2
+
1

2

e2

M2
p2� +

1

4
FklFkl +

1

2
M2

24Ak +
1

e
@k�

352 : (5.60)

Se escoger�a el nuevo conjunto de variables simpl�eticas como siendo:

� (2)k =
�
Ak; � k; �;p� ; �; �

�
y de (5.60) se determinara los siguientes elementos

de la uno forma can�onica:

K(2)
Ak

! � k ; K(2)
� k ! 0 ; K(2)

� ! p� ; K(2)
p�
! 0;

K(2)
� ! @k�

k + ep� ; K(2)
� ! @kAk +

M2

e
�: (5.61)

De (5.61) se determina la matriz dos-forma simpl�etica en el segundo

orden del proceso de iteraci�on con los siguientes elementos de matriz:

M(2)
AB

�
x;y

�
=

�K(2)
B

�
y
�

��A(2) (x)
x
�K(2)

A (x)

��B(2)
�
y
� ; (5.62)

que se representa en la forma:

M(2)
�
x;y

�
=

0BBBBBBBBBBBBBB@

0 x�kl 0 0 0 x@xk
�lk 0 0 0 x@xk 0

0 0 0 x1 0 M2

e

0 0 1 0 e 0

0 x@xl 0 xe 0 0

x@xl 0 xM2

e 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCA
�3

�
xxy

�
: (5.63)
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Siendo que M(2)
AB

�
x;y

�
no es singular, la inversa de �esta cantidad es

calculada a partir de:

Z
d3z M(2)

AC (x;z)
h
MCB(2)

ix1 �
z;y

�
= �BA�

3
�
xxy

�
(5.64)

Considerando que
h
MCB(2)

ix1
tiene la siguiente forma:

h
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=

0BBBBBBBBBBBBBB@
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�
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�
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�
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�
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�
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�
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�

1CCCCCCCCCCCCCCA
;

donde sus componentes est�an por determinar. A partir de (5.64) se pue-

de mostrar que dichas componentes satisfacen el siguiente sistema de

ecuaciones:

x@xl �1lm
�
x;y

�
x
M2

e
1m

�
x;y

�
= 0;

x@xl �2lm
�
x;y

�
x
M2

e
2m

�
x;y

�
= 0;

x@xl �3l
�
x;y

�
x
M2

e
3

�
x;y

�
= 0;

x@xl �4l

�
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�
x
M2

e
4

�
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�
= 0;

x@xl �5l
�
x;y

�
x
M2

e
5

�
x;y

�
= 0;

x@xl �6l
�
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�
x
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e
�6

�
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�
= �3

�
xxy

�
:
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x@xl �1lm
�
x;y

�
x e�1m

�
x;y

�
= 0;

x@xl �2lm
�
x;y

�
x e�2m

�
x;y

�
= 0;

x@xl �3l
�
x;y

�
x e�3

�
x;y

�
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x@xl �4l

�
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�
x e�4

�
x;y

�
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x@xl �5l
�
x;y

�
x e�5

�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
;

x@xl �6l
�
x;y

�
x e�6

�
x;y

�
= 0:

1m
�
x;y

�
+ e�1m

�
x;y

�
= 0;

2m
�
x;y

�
+ e�2m

�
x;y

�
= 0;

3
�
x;y

�
+ e�3

�
x;y

�
= 0;

4
�
x;y

�
+ e�4

�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
;

5
�
x;y

�
+ e�5

�
x;y

�
= 0;

6
�
x;y

�
+ e�6

�
x;y

�
= 0:

x�1m
�
x;y

�
+
M2

e
�1m

�
x;y

�
= 0;

x�2m
�
x;y

�
+
M2

e
�2m

�
x;y

�
= 0;

x�3
�
x;y

�
+
M2

e
�3

�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
;

x�4
�
x;y

�
+
M2

e
�4

�
x;y

�
= 0;

x�5
�
x;y

�
+
M2

e
�5

�
x;y

�
= 0;

x�6
�
x;y

�
+
M2

e
�6

�
x;y

�
= 0:
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�1km
�
x;y

�
x @xk �1m

�
x;y

�
= 0;

�2km
�
x;y

�
x @xk �2m

�
x;y

�
= �km�

3
�
xxy

�
;

�3k
�
x;y

�
x @xk �3

�
x;y

�
= 0;

�4k

�
x;y

�
x @xk �4

�
x;y

�
= 0;

�5k
�
x;y

�
x @xk �5

�
x;y

�
= 0;

�6k
�
x;y

�
x @xk �6

�
x;y

�
= 0:

x�1km
�
x;y

�
x @xk �1m

�
x;y

�
= �km�

3
�
xxy

�
;

x�2km
�
x;y

�
x @xk �2m

�
x;y

�
= 0;

x�3k
�
x;y

�
x @xk �3

�
x;y

�
= 0;

x�4k

�
x;y

�
x @xk �4

�
x;y

�
= 0;

x�5k
�
x;y

�
x @xk �5

�
x;y

�
= 0;

x�6k
�
x;y

�
x @xk �6

�
x;y

�
= 0:

Resolviendo �estas, se puede mostrar que,

h
MAB(2)

ix1 �
x;y

�
= (5.65)

=

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

0
�
�kl x

@xk @
x
l

Dx

�
0 xM2

e
@xk
Dx

0 x
@xk
Dx

x
�
�kl x

@xk @
x
l

Dx

�
0 e @xk

Dx
0 x

@xk
Dx

0

0 e @xl
Dx

0
�
1 + M2

Dx

�
0 e

Dx

xM2

e
@xl
Dx

0 x
�
1 + M2

Dx

�
0 M2

e
1
Dx

0

0 x
@xl
Dx

0 xM2

e
1
Dx

0 x 1
Dx

x
@xl
Dx

0 x e
Dx

0 1
Dx

0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA

�3
�
xxy

�
;

(5.66)

donde se ha de�nido el operador diferencial Dx � r2
x xM2. Con esta

matriz se puede determinar los corchetes generalizados entres las com-

ponentes de la variable simpl�etica � (2)k =
�
Ak; � k; �;p� ; �; �

�
obteniendo los
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150 5.2. Formulación de Faddeev-Jackiw

siguientes resultados relevantes:

(
Ai (x) ; �

j
�
y
�)

=

0@�ij x @xi @
x
j

@xi @
x
i

1A�3 �xxy�
;

(
� (x) ; p�

�
y
�)

=

0@1 +M2

Dx

1A�3 �xxy�
; (5.67)

(
Ai (x) ; p�

�
y
�)

= x
M2

e

@xi
Dx

�3
�
xxy

�
;

(
� k (x) ; �

�
y
�)

= e
@xk
Dx

�3
�
xxy

�
:

que comparados con su contraparte, los corchetes de Dirac se observa su

equivalencia.

150



Bibliograf��a

[1] A. Ignatiev and G. Joshi, Phys. Rev. D53, 984 (1996).

[2] A. Goldhaber and M. Nieto, Rev. Mod. Phys. 43, 277 (1971).

[3] Liang-Cheng Tu, J. Luo, and G. Gilles, Rep. Prog. Phys. 68, 77

(2005).

[4] E. R.Williams, J. E. Faller, and H. Hill, Phys. Rev. Lett. 26, 721

(1971).

[5] M. A. Chernikov, C. J. Gerber, H. R. Ott, and H. J. Gerber, Phys.

Rev. Lett. 68, 3383 (1992).

[6] L. Bass and E. Schro�dinger, Proc. R. Soc. London, Ser. A 232, 1

(1955).

[7] J. D. Barrow and R. R. Burman, Nature (London) 307, 14 (1984). //

E. Fischbach et al., Phys. Rev. Lett. 73, 514 (1994).

[8] J. M. Cornwall, Phys. Rev. D10, 500, (1974).

[9] R. Jackiw and K. Jonhson, Phys. Rev. D8, 2386, (1973).

[10] P. A. M. Dirac, Lectures in Quantum Mechanics, Benjamin, New

York,1964.

[11] K. Sundermeyer, Constrained Dynamics, Lectures Notes in Physics,

Vol. 169, Springer, New York, 1982.

151



152 Bibliograf́Ia

[12] A. Hanson, T. Regge and C. Teitelboim, Constrained Hamiltonian

Systems, Acc. Naz. dei Lincei, Roma, 1976.

[13] P. A. M. Dirac, Lectures in Quantum Mechanics, Benjamin, New

York,1964.

[14] L. Faddeev and R. Jackiw, Phys. Rev. Lett., 60, 1692 (1988).

[15] R. Jackiw, Quantization Without Tears, hep-th/9306075.

[16] J. Barcelos-Neto andC.Wotzasek,Mod. Phys. Lett.,A7, 1737 (1992).

J. Barcelos-Neto andC.Wotzasek,Mod. Phys. Lett.,A7, 4981 (1992).

H. Montani and C. Wotzasek, Mod. Phys. Lett., A8, 3387 (1993).

[17] J. M. Cornwall, Phys. Rev. D10, 500, (1974).

[18] B.M. Pimentel and G. E. R. Zambrano, Gauge Invariance of Proca

Electrodynamics , work presented in SILAFAE 2014.

[19] A. Foussats, C. Repetto, O. P. Zandron and O. S. Zandron, Int. J.

Mod. Phys, 36, 2923 (1997).

152



Cap��tulo 6

Teor��a de Fotones

Masivos en las

Coordenadas de Plano

Nulo

6.1. Introducci�on

Se proceder�a a realizar un estudio de la teor��a de fotones masivos

en las coordenadas de plano nulo. Inicialmente se realizar�a un an�alisis

can�onico de la teor��a utilizando la formulaci�on de Dirac con el �n de

deducir la estructura de v��nculos de la teor��a y comparar �esta con los

resultados derivados con aquellos que resultan del an�alisis de la teor��a en

las coordenadas de instante forma. Dada la libertad de gauge de la teor��a

se pretende deducir los corchetes de Dirac para los grados de libertad

utilizando la condici�on de gauge de plano nulo.

Posteriormente se proceder�a a realizar un estudio de la teor��a utili-

zando la formulaci�on de Faddeev-Jackiw. Se pretende deducir todos los

v��nculos d Lagrangianos y mostrar que la libertad de gauge tambi�en se
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154 6.2. Formulación de Dirac

hace mani�esta en este formalismo. Con el �n de deducir los corchetes

generalizados, nuevamente, se impondr�a la condici �on de gauge d plano

nulo. La equivalencia de los dos resultados se pretende demostrar.

6.2. Formulaci�on de Dirac

La teor��a electromagn�etica masiva es descrita por la siguiente densi-

dad Lagrangiana:

L = x
1

4
F ��F�� +

1

2
M2

24A� +
1

e
@��

352 ; (6.1)

a partir del cual es posible deducir las siguientes relaciones:

@L

@
�
@�A�

� = xF � � ;
@L

@ (@��)
=
M2

e

24A� +
1

e
@ ��

35 :
De la �ultima expresi�on, se determina que losmomentos can�onicos

�
� � ; p�

�
conjugados a los campos

�
A� ; �

�
son:

� � =
@L

@
�
@+A�

� = F �+ ; p� =
@L

@ (@+�)
=
M2

e

24Ax + 1

e
@x�

35 (6.2)

de donde es posible deducir el siguiente conjunto de v��nculos primarios:


1 � �+ � 0;


2a � �a x @xAa + @aAx � 0; a = 1;2 (6.3)


3 � p� x
M2

e

24Ax + 1

e
@x�

35� 0;

Con el �n de establecer la consistencia de los v��nculos primarios es

necesario introducir, inicialmente, la densidad Hamiltoniana can�onica la

cual es de�nida por:

HC = � �@+A� +p�@+� xL
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6.2. Formulación de Dirac 155

Ahora, expresando la densidad Lagrangiana en las coordenadas de plano

nulo,

L = x
1

4
F ��F�� +

1

2
M2

24A� +
1

e
@��

352

=
1

2
�x�x + �a@+Aa x �a@aA+ x

1

4
FabFab + eA+p� +p�@+� (6.4)

+
1

2
M2

24Aa +
1

e
@a�

35 24Aa +
1

e
@a�

35 ;
se deduce

HC =
1

2
�x�x + �x@xA+ + �a@aA+ +

1

4
FabFab x eA+p�

+
1

2
M2

0@Aa +
1

e
@a�

1A 0@Aa +
1

e
@a�

1A
As��, el Hamiltoniano can�onico tendr�a la forma:

HC =
Z
d3x

24 1
2
�x�x + �x@xA+ + �a@aA+ +

1

4
FabFab x eA+p� (6.5)

+
1

2
M2

0@Aa +
1

e
@a�

1A 0@Aa +
1

e
@a�

1A35
Para una teor��a que posee v��nculos la din�amica de lamisma es gobernada

por el Hamiltoniano primario que para nuestro caso ser�a de�nido como:

HP �HC +
Z
d3y

"
u1

�
y
�

1

�
y
�
+ u2a

�
y
�

2a

�
y
�
+ u3

�
y
�

3

�
y
�#
; (6.6)

donde u1, u2a y u3 son multiplicadores de Lagrange a ser determinados.

As��, la evoluci�on temporal de cualquier variable din�amica F (x) de�nida

en el espacio de fase
�
A� ; �; � � ; p�

�
es dada por:

@+F =
(
F (x) ;HP

)
:

En este espacio de face los corchetes fundamentales de Poisson no nu-

los entre las coordenadas fundamentales
�
A� ; �; � � ; p�

�
son de�nidos por:(

A� (x) ; �
�
�
y
�)
= � �

� �
3
�
xxy

�
;

(
� (x) ; p�

�
y
�)
= �3

�
xxy

�
(6.7)
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156 6.2. Formulación de Dirac

Utilizando (6.6) y (6.7) es posible mostrar las siguientes relaciones:(
A� (x) ;HC

)
= � x

� �x (x) + � x
� @xxA+ (x) + � a

� @
x
aA+ (x) : (6.8)

(
� � (x) ;HC

)
= � �

+

"
@xx�

x (x) + @xa �
a (x) + ep� (x)

#
(6.9)

x� �
a

24@xb Fab (x) +M2

0@Aa (x) +
1

e
@xa � (x)

1A35 :
(
� (x) ;HC

)
= xeA+ (x) ; (6.10)

(
p� (x) ;HC

)
=

M2

e
@xa

0@Aa (x) +
1

e
@xa � (x)

1A : (6.11)

De igual manera, se deduce que los �unicos corchetes de Poisson no nulos

entre los v��nculos primarios son:(

2a (x) ;
2b

�
y
�)

= x2� b
a @

x
x�

3
�
xxy

�
; (6.12)

(

3 (x) ;
3

�
y
�)

= x
2M2

e2
@xx�

3
�
xxy

�
:

As��, la consistencia de v��nculo primario 
1 (x) determina:

@x+
1 (x) =
(

1 (x) ;HP

)
=

(
�+ (x) ;HC

)
= @xx�

x (x) + @xa �
a (x) + ep� (x)� 0;

que resulta en la existencia de un v��nculo secundario que se denotara

por:


4 (x) � @xx�
x (x) + @xa �

a (x) + ep� (x)� 0: (6.13)

De forma similar, al estudiar la consistencia de los v��nculos 
2a y 
3 se

deduce:

@x+
2a (x) = x

24@xb Fab (x) +M2

0@Aa (x) +
1

e
@xa � (x)

1A35+ @xa �
x (x)

x2@xxu
2a (x)� 0; (6.14)

156



6.2. Formulación de Dirac 157

@x+
3 (x) =
M2

e
@xa

0@Aa (x) +
1

e
@xa � (x)

1AxM2

e
�x (x)

x
2M2

e2
@xxu

3 (x)� 0; (6.15)

relaciones que se interpretan como condiciones sobre losmultiplicadores

de Lagrange u2a y u3 implicando que no mas v��nculos son generados a

partir de 
2a y 
3.

Ahora, dada la presencia del v��nculo secundario 
4, su consistencia

deber�a ser analizada, para ello se utilizaran las siguientes PP:(

4 (x) ;
1

�
y
�)

= 0;(

4 (x) ;
2b

�
y
�)

= 0; (6.16)(

4 (x) ;
3

�
y
�)

= 0:

de manera que resulta:

@x+
4 (x) =
(

4 (x) ;HP

)
= 0; (6.17)

por lo tanto, no mas v��nculos son generados en la teor��a y con lo cual

se identi�ca a (
1;
2a ;
3;
4) como el conjunto m�aximo de v��nculos del

campo de Maxwell masivo en las coordenadas de plano nulo. De las

relaciones (6.12) y (6.16) es posible concluir que (
1;
4) constituye un

conjunto de v��nculo de primera clase en tanto que (
2a ;
3) se identi�can

como v��nculos de segunda clase.

Dada la libertad de gauge consecuencia de la presencia de los v��nculos

de primeras clase, la correcta evoluci�on temporal de los campos deber�a

ser considerada. Esta ser�a mediada por el Hamiltoniano extendido que

se de�ne por:

HE � HC +
Z
d3y

"
u1

�
y
�

1

�
y
�
+ u2b

�
y
�

2b

�
y
�

+ u3
�
y
�

3

�
y
�
+ u4

�
y
�

4

�
y
�#
; (6.18)
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a partir del cual es posible deducir:

@+A� (x) = � +
� u1 (x) + � x

�

"
�x (x) + @xxA+ (x)x @xxu

4 (x)
#

(6.19)

+� a
�

"
@xaA+ (x) + u2a (x)x @xa u

4 (x)
#

@+�
� (x) = � �

+

"
@xx�

x (x) + @xa �
a (x) + ep� (x)

#
(6.20)

+� �
x

24@xb u2b (x) +M2

e
u3 (x)

35
x� �

a

24@xb Fab (x) +M2

0@Aa (x) +
1

e
@xa � (x)

1A+ @xxu
2a (x)

35

@+� (x) = xeA+ (x) + u3 (x) + eu4 (x) : (6.21)

@+p� (x) =
M2

e
@xa

0@Aa (x) +
1

e
@xa � (x)

1AxM2

e2
@xxu

3 (x) : (6.22)

De (6.19) y (6.20) se determina que:

u3 = e

0@A+ +
1

e
@+�

1Ax eu4; (6.23)

u2a = F ax + @au
4: (6.24)

de manera que,

@+�
� = @+F

�+ = � �
+

"
@x�x + @a�

a + ep�

#

+� �
x

24@bu2b +M2

e
u3

35
x� �

a

24@bFab +M2

0@Aa +
1

e
@a�

1A+ @xu2a
35 ;

a partir de la cual se deduce:

@�F
� � +M2A� = x

M2

e
@�� + �

�
x

�
x@a@au

4 +M2u4
�
+ � �

a

�
@x@au4

�
: (6.25)
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En forma similar, combinando (6.21) y (6.22) se obtiene:

@�

0@A� +
1

e
@��

1A = @xxu
4 (x) : (6.26)

La consistencia de las ecuaciones compatibles con la completa libertad

de gauge de la teor��a y aquella derivadas a nivel Lagrangiano se dar�a si.

La arbitrariedad en la din�amica de la teor��a debido a la presencia

de los multiplicadores de Lagrange asociados a los v��nculos de primera

clase ser�a subsanada cuando dos condiciones de gauge son introducidas.

Inicialmente, se considerar�an las condiciones de gauge de plano nulo las

cuales son de�nidas por:

Ax � 0 ; �x + @xxA+ � 0: (6.27)

As��, se introducir�a la siguiente notaci�on con el �n de incluir todos los

v��nculos junto con las condiciones de gauge que caracterizan la teor��a:

�1 (x) � �+ (x)� 0;

�2b (x) � � b (x)x @xxAb (x) + @xb Ax (x)� 0; a = 1;2

�3 (x) � p� (x)x
M2

e

24Ax (x) + 1

e
@xx� (x)

35� 0;

�4 (x) � @xx�
x (x) + @xa �

a (x) + ep� (x)� 0 (6.28)

�5 (x) � Ax (x)� 0

�6 (x) � �x (x) + @xxA+ (x)� 0

A partir de los corchetes de Poisson entre ellos es posible construir la

matriz de v��nculos de segunda clase C
�
x;y

�
donde sus elementos son

de�nidos en la forma:

Cij

�
x;y

�
�

(
�i (x) ;�j

�
y
�)
;
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que en forma expl��cita se expresa como:

C
�
x;y

�
=

0BBBBBBBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 @xx
0 x2� b

a @
x
x 0 0 0 @xa

0 0 x2M2

e2 @
x
x 0 0 xM2

e

0 0 0 0 x@xx 0

0 0 0 x@xx 0 1

@xx @xb
M2

e 0 x1 0

1CCCCCCCCCCCCCCA
�3

�
xxy

�
(6.29)

El m�etodo de Dirac requiere calcular la inversa de la matriz (6.29),

para lo cual se propondr�a que �esta sea de la forma:

Cx1
�
x;y

�
=

0BBBBBBBBBBBBBB@

A1

�
x;y

�
A2b

�
x;y

�
A3

�
x;y

�
A4

�
x;y

�
A5

�
x;y

�
A6

�
x;y

�
B1a

�
x;y

�
B2ab

�
x;y

�
B3a

�
x;y

�
B4a

�
x;y

�
B5a

�
x;y

�
B6a

�
x;y

�
D1

�
x;y

�
D2b

�
x;y

�
D

�
x;y

�
D4

�
x;y

�
D5

�
x;y

�
D6

�
x;y

�
E1

�
x;y

�
E2b

�
x;y

�
E3

�
x;y

�
E4

�
x;y

�
E5

�
x;y

�
E6

�
x;y

�
F1

�
x;y

�
F2b

�
x;y

�
F3

�
x;y

�
F4

�
x;y

�
F5

�
x;y

�
F6

�
x;y

�
G1

�
x;y

�
G2b

�
x;y

�
G3

�
x;y

�
G4

�
x;y

�
G5

�
x;y

�
G6

�
x;y

�

1CCCCCCCCCCCCCCA
(6.30)

Las matrices (6.29) y (6.30) deber�an satisfacer la siguiente identidad:

Z
d3zC (x;z)Cx1

�
z;y

�
= I�3

�
xxy

�
; (6.31)

Al solucionar la ecuaci�on (6.31), se determina las siguientes relaciones:

@xxG1

�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
;

@xxG2b

�
x;y

�
= 0;

@xxG3

�
x;y

�
= 0;

@xxG4

�
x;y

�
= 0;

@xxG5

�
x;y

�
= 0;

@xxG6

�
x;y

�
= 0:
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x2@xxB1a

�
x;y

�
+ @xa G1

�
x;y

�
= 0;

x2@xxB2ab

�
x;y

�
+ @xa G2b

�
x;y

�
= �ab�

3
�
xxy

�
;

x2@xxB3a

�
x;y

�
+ @xa G3

�
x;y

�
= 0;

x2@xxB4a

�
x;y

�
+ @xa G4

�
x;y

�
= 0;

x2@xxB5a

�
x;y

�
+ @xa G5

�
x;y

�
= 0;

x2@xxB6a

�
x;y

�
+ @xa G6

�
x;y

�
= 0:

x
2M2

e2
@xxD1

�
x;y

�
x
M2

e
G1

�
x;y

�
= 0;

x
2M2

e2
@xxD2b

�
x;y

�
x
M2

e
G2b

�
x;y

�
= 0;

x
2M2

e2
@xxD3

�
x;y

�
x
M2

e
G3

�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
;

x
2M2

e2
@xxD4

�
x;y

�
x
M2

e
G4

�
x;y

�
= 0;

x
2M2

e2
@xxD5

�
x;y

�
x
M2

e
G5

�
x;y

�
= 0;

x
2M2

e2
@xxD6

�
x;y

�
x
M2

e
G6

�
x;y

�
= 0:

x@xxF1
�
x;y

�
= 0;

x@xxF2b
�
x;y

�
= 0;

x@xxF3
�
x;y

�
= 0;

x@xxF4
�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
;

x@xxF5
�
x;y

�
= 0;

x@xxF6
�
x;y

�
= 0:
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x@xxE1

�
x;y

�
+G1

�
x;y

�
= 0;

x@xxE2b

�
x;y

�
+G2b

�
x;y

�
= 0;

x@xxE3

�
x;y

�
+G3

�
x;y

�
= 0;

x@xxE4

�
x;y

�
+G4

�
x;y

�
= 0;

x@xxE5

�
x;y

�
+G5

�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
;

x@xxE6

�
x;y

�
+G6

�
x;y

�
= 0:

@xxA1

�
x;y

�
+ @xb B1b

�
x;y

�
+
M2

e
D1

�
x;y

�
x F1

�
x;y

�
= 0;

@xxA2b

�
x;y

�
+ @xc B2cb

�
x;y

�
+
M2

e
D2b

�
x;y

�
x F2b

�
x;y

�
= 0;

@xxA3

�
x;y

�
+ @xb B3b

�
x;y

�
+
M2

e
D3

�
x;y

�
x F3

�
x;y

�
= 0;

@xxA4

�
x;y

�
+ @xb B4b

�
x;y

�
+
M2

e
D4

�
x;y

�
x F4

�
x;y

�
= 0;

@xxA5

�
x;y

�
+ @xb B5b

�
x;y

�
+
M2

e
D5

�
x;y

�
x F5

�
x;y

�
= 0;

@xxA6

�
x;y

�
+ @xb B6b

�
x;y

�
+
M2

e
D6

�
x;y

�
x F6

�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
:

La soluci�on de �este sistema de ecuaciones establece que la matriz

Cx1
�
x;y

�
admite la siguiente forma:

Cx1
�
x;y

�
=

0BBBBBBBBBBBBBB@

A1

�
x;y

�
A2b

�
x;y

�
A3

�
x;y

�
A4

�
x;y

�
0 A6

�
x;y

�
B1c

�
x;y

�
B2cb

�
x;y

�
0 0 0 0

D1

�
x;y

�
0 D3

�
x;y

�
0 0 0

E1

�
x;y

�
0 0 0 E5

�
x;y

�
0

0 0 0 F4
�
x;y

�
0 0

G1

�
x;y

�
0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCA
;

(6.32)
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con,

A1

�
x;y

�
= x

1

2

�
@xb @

x
b xM2

� 1

@xx@xx@xx
�3

�
xxy

�

A2b

�
x;y

�
=

1

2

@xb
@xx@xx

�3
�
xxy

�

A3

�
x;y

�
=

e

2

1

@xx@xx
�3

�
xxy

�

A4

�
x;y

�
= x

1

@xx@xx
�3

�
xxy

�

A6

�
x;y

�
=

1

@xx
�3

�
xxy

�

B1a

�
x;y

�
=

1

2

@xa
@xx

1

@xx
�3

�
xxy

�
;B2ab

�
x;y

�
= x

�ab
2

1

@xx
�3

�
xxy

�

D1

�
x;y

�
= x

e

2

1

@xx@xx
�3

�
xxy

�
;D3

�
x;y

�
= x

e2

2M2

1

@xx
�3

�
xxy

�

E1

�
x;y

�
=

1

@xx@xx
�3

�
xxy

�
;E5

�
x;y

�
= x

1

@xx
�3

�
xxy

�

F4
�
x;y

�
= x

1

@xx
�3

�
xxy

�
;

G1

�
x;y

�
=

1

@xx
�3

�
xxy

�
:

A partir de (6.32) es posible construir los PD entre dos variables

din�amicas A (x) y B
�
y
�
en la siguiente forma:

(
A (x) ;B

�
y
�)
D

=
(
A (x) ;B

�
y
�)
x

Z
d3ud3v

(
A (x) ;�k (u)

)

Cx1kl (u;v)
(
�l (u) ;B

�
y
�)
: (6.33)
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Bajo la de�nici�on (6.33) se cumplen las siguientes identidades:

�+ (x) = 0;

� b (x)x @xxAb (x) = 0; a = 1;2

p� (x)x
M2

e2
@xx� (x) = 0; (6.34)

@xx�
x (x) + @xa �

a (x) + ep� (x) = 0;

Ax (x) = 0;

�x (x) + @xxA+ (x) = 0:

De esta manera, se puede considerar como variables independientes los

campos (A+;Aa; �), con lo cual se procede a calcular los PD entre ellos.

Utilizando las siguientes relaciones:

(
A+ (x) ;�1 (u)

)
= �3 (xx u) ;(

Aa (x) ;�2c (u)
)

= �ca�
3 (xx u) ;(

Aa (x) ;�4 (u)
)

= x@xa �
3 (xx u) ;(

� (x) ;�3 (u)
)

= �3 (xx u) ; (6.35)(
� (x) ;�4 (u)

)
= e�3 (xx u) ;

se deduce, a partir de las expresiones (6.33) y (6.35), que los PD no nulos

entre los campos (A+;Aa; �) son:

(
A+ (x) ;Ab

�
y
�)
D

= x
1

2

@xb
@xx@xx

�3
�
xxy

�
;

(
A+ (x) ; �

�
y
�)
D

= x
e

2

1

@xx@xx
�3

�
xxy

�
;

(
Aa (x) ;Ab

�
y
�)
D

= x
�ab
2

1

@xx
�3

�
xxy

�
; (6.36)

(
� (x) ; �

�
y
�)
D

= x
e2

2M2

1

@xx
�3

�
xxy

�
:
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6.3. Formulaci�on de Faddeev-Jackiw

Con el �n de realizar un estudio de la teor��a de fotones masivos en las

coordenadas de plano nulo utilizando la formulaci�on de Faddeev-Jackiw

se expresar�a la ecuaci�on (6.3) en la forma:

�+ = 0;

�a x @xAa + @aAx = 0; a = 1;2 (6.37)

p� x
M2

e

24Ax + 1

e
@x�

35 = 0;

de manera que la relaci �on (6.4) se puede expresar como:

L =
1

2
�x�x + �a@+Aa x �a@aA+ x

1

4
FabFab + eA+p� +p�@+�

+
1

2
M2

24Aa +
1

e
@a�

35 24Aa +
1

e
@a�

35
= �x@+Ax + �a@+Aa +p�@+� +

1

2
�x�x x �x@+Ax x �a@aA+

x
1

4
FabFab + eA+p� +

1

2
M2

24Aa +
1

e
@a�

35 24Aa +
1

e
@a�

35
siendo que

@+Ax = �x + @xA+:

Resulta que la densidad Lagrangiana se puede expresar de la siguiente

forma:

L = �x@+Ax + �a@+Aa +p�@+� x

8<: 1
2
�x�x + �x@xA+ + �a@aA+

+
1

4
FabFab x eA+p� x

1

2
M2

24Aa +
1

e
@a�

35 24Aa +
1

e
@a�

359=; :
con lo cual es posible identi�car el primer Lagrangiano iterativo de la

teor��a como siendo:

L(0) = �x@+Ax + �a@+Aa +p�@+� xH
(0) (6.38)
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166 6.3. Formulación de Faddeev-Jackiw

donde se de�ne el potencial simpl�ectico por:

H(0) =
1

2
�x�x + �x@xA+ + �a@aA+ +

1

4
FabFab x eA+p�

x
1

2
M2

0@Aa +
1

e
@a�

1A 0@Aa +
1

e
@a�

1A : (6.39)

El primer conjunto de variable simpl�ecticas es identi�cadas como

siendo: � (0)k =
�
Ax; �x;Aa; �a; �;p� ;A+

�
, con lo cual es posible reconocer:

K(0)
Ax

! �x ; K(0)
Aa
! �a ; K(0)

� ! p� (6.40)

K(0)
�x ! 0 ; K(0)

�a ! 0 ; K(0)
p�
! 0 ; K(0)

A+
! 0:

Los elementos dematriz de lamatriz simpl�ectica se calcula de la siguiente

expresi�on:

M(0)
AB

�
x;y

�
=
�K(0)

B

�
y
�

�� (0)A (x)
x
�K(0)

A (x)

�� (0)B

�
y
� :

Utilizando las expresiones (6.40) se puedededucir que lamatrizM(0)
�
x;y

�
tendr�a la siguiente representaci�on:

M(0)
AB

�
x;y

�
=

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 0 0 x1 0 0 0

0 0 0 0 x�ab 0 0

0 0 0 0 0 x1 0

1 0 0 0 0 0 0

0 �ab 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA

�3
�
xxy

�
: (6.41)

F�acilmente, es posible observar que (6.41) es singular con el siguiente

autovector con autovalor nulo:

~v1(0) (x) =
�
0 0 0 0 0 0 v (x)

�
; (6.42)

donde v (x) es una funci�on arbitraria. El vinculo asociado al autovector
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~v1(0) (x) es:


(0)
1 =

Z
d3xv (x)

�

��A+
(x)

Z
d3yH(0)

�
y
�

=
Z
d3xv (x)

�

�A+ (x)

Z
d3y

"
�x

�
y
�
@
y
xA+

�
y
�
+ �a

�
y
�
@yaA+

�
y
�

x eA+

�
y
�
p�

�
y
�#

= x
Z
d3xv (x)

Z
d3y

"
�x

�
y
�
@xx + �a

�
y
�
@xa + ep�

�
y
�#
�3

�
yxx

�
= x

Z
d3xv (x)

"
@xx�

x (x) + @xa �
a (x) + ep� (x)

#
:

Dada la arbitrariedad de la funci�on v (x), es posible seleccionar el primer

vinculo Lagrangiano para ser:


(0)
1 = @xx�

x (x) + @xa �
a (x) + ep� (x) = 0: (6.43)

El primer Lagrangiano en el proceso de iteraci �on se obtiene adicio-

nando este v��nculo a la parte can�onica de L(0) de la siguiente forma:

L(1) = �x@+Ax + �a@+Aa +p�@+� +
(0)
3

_�xH(1) (6.44)

donde se ha identi�cado A+ ! � y:

H(1) =H(0)



(0)
1 =0

: (6.45)

El potencial simplectico H(0), a menos de un termino de frontera, se

puede expresar de la siguiente forma:

H(0) =
1

2
�x�x xA+

"
@x�x + @a�

a + ep�

#
+

1

4
FabFab

x
1

2
M2

0@Aa +
1

e
@a�

1A 0@Aa +
1

e
@a�

1A ; (6.46)

de manera que la relaci �on (6.45) toma la forma:

H(1) =
1

2
�x�x +

1

4
FabFab x

1

2
M2

0@Aa +
1

e
@a�

1A 0@Aa +
1

e
@a�

1A (6.47)
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En este momento es necesario introducir un segundo conjunto de

variables simpl�ecticas � (1)k , las cuales se identi�can como: � (1)1 � � (1)Ax
= Ax,

� (1)2 � � (1)Aa
= Aa, �

(1)
3 � � (1)� = �, � (1)4 � � (1)�x = �x, � (1)5 � � (1)�a = �a, � (1)6 � � (1)p�

= p�

y � (1)7 � � (1)� = �. De la expresi�on (6.44) se puede establecer que:

K(1)
1 � K(1)

Ax
= �x; K(1)

2 �K(1)
Aa

= �a; K(1)
3 �K(1)

� = p� ;

K(1)
4 � K(1)

�x = 0; K(1)
5 �K(1)

�a = 0; K(1)
6 �K(1)

p�
= 0;

K(1)
7 � K(1)

� = 
(0)
1 = @xx�

x (x) + @xa �
a (x) + ep� (x) :

Las componentes de la segunda matriz simpl�ecticaM(1)
AB

�
x;y

�
son deter-

minadas por:

M(1)
AB

�
x;y

�
=
�a(1)B

�
y
�

�� (1)A (x)
x
�a(1)A (x)

�� (1)B

�
y
� ;

a partir del cual se puede mostrar queM(1)
�
x;y

�
se expresa como:

M(1)
AB

�
x;y

�
=

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 0 0 x1 0 0 0

0 0 0 0 x�ab 0 0

0 0 0 0 0 x1 0

1 0 0 0 0 0 x@xx
0 �ab 0 0 0 0 x@xa
0 0 1 0 0 0 e

0 0 0 x@xx x@xb xe 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA

�3
�
xxy

�
(6.48)

Mostremos que la matriz (6.48) a �un se mantiene singular. Vamos a

proponer que la naturaleza singular de la matriz se debe a la existencia

de un vector nulo el cual se considerar�a como siendo de la forma:

~vA(1) (x) =
�
�1 (x) �2a (x) �3 (x) �4 (x) �5a (x) �6 (x) �7 (x)

�
; (6.49)

donde las cantidades �i (x) son funciones desconocidas que se deben de-

terminar. Si (6.49) es un autovector de (6.48) se debe satisfacer la si-

guiente relaci �on, Z
d3x ~vA(1) (x)M(1)

AB

�
x;y

�
= 0: (6.50)
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Al substituir (6.48) y (6.49) en (6.50) se puede deducir que el conjunto

de funciones �i (x) satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones:

�4
�
y
�
= 0;

�5b
�
y
�
= 0;

�6
�
y
�
= 0;

x�1
�
y
�
+ @

y
x�7

�
y
�
= 0;

x�2b
�
y
�
+ @

y
b �7

�
y
�
= 0;

x�3
�
y
�
x e�7

�
y
�
= 0;

@
y
x�4

�
y
�
+ @ya �5a

�
y
�
+ e�6

�
y
�
= 0;

que al resolver establece:

�4
�
y
�
= 0; �5b

�
y
�
= 0; �6

�
y
�
= 0

�1
�
y
�
= @

y
x�7

�
y
�
; �2b

�
y
�
= @

y
b �7

�
y
�
; �3

�
y
�
= xe�7

�
y
�
:

De manera que el autovector ~vA(1) (x) tendr�a la forma:

~vA(1) (x) =
�
@xx�7 (x) @xa �7 (x) xe�7 (x) 0 0 0 �7 (x)

�
(6.51)

Entonces, si existe un v��nculo adicional, este deber�a ser consecuencia

de la siguiente ecuaci�on:


(1) =
Z
d3x ~vA(1) (x)

�

��A (x)

Z
d3yH(1)

�
y
�

=
Z
d3x ~vA(1)Ax

(x)
�

�Ax (x)

Z
d3yH(1)

�
y
�
+

Z
d3x ~vA(1)Aa

(x)
�

�Aa (x)

Z
d3yH(1)

�
y
�

+
Z
d3x ~vA(1)� (x)

�

�� (x)

Z
d3yH(1)

�
y
�
+

Z
d3x ~vA(1)� (x)

�

�� (x)

Z
d3yH(1)

�
y
�
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=
Z
d3x ~vA(1)Aa

(x)
Z
d3y

24 1
2
Fbc

�
y
�  
�ac @

y
b x �ab @

y
c

!
xM2

0@Aa

�
y
�
+
1

e
@ya �

�
y
�1A35

�3
�
xxy

�
+

Z
d3x ~vA(1)� (x)

Z
d3y

24xM2

e

0@Aa

�
y
�
+
1

e
@ya �

�
y
�1A @ya �3 �xxy�35

=
Z
d3x@xa �7 (x)

24x 1

2

 
@xb Fba (x)x @xc Fac (x)

!
xM2

0@Aa (x) +
1

e
@xa � (x)

1A35
xM2

Z
d3x�7 (x) @

x
a

24Aa (x) +
1

e
@xa � (x)

35
Integrando por partes se deduce que:


(1) = x
Z
d3x�7 (x) @

x
a

24@xb Fab (x)xM2

0@Aa (x) +
1

e
@xa � (x)

1A35
xM2

Z
d3x�7 (x) @

x
a

24Aa (x) +
1

e
@xa � (x)

35
= x

Z
d3x�7 (x)

24@xa @xb Fab (x)xM2@xa

24Aa (x) +
1

e
@xa � (x)

35
+M2@xa

24Aa (x) +
1

e
@xa � (x)

3535
= 0 (6.52)

Este resultado indica que el modo cero no dar�a un nuevo v��nculo La-

grangiano y como consecuencia la matriz simpl�ectica continua siendo

singular lo que caracteriza a la teor��a deMaxwell como una teor��a gauge.

Con el �n de obtener una matriz simpl�ectica no singular se deber�a

adicionar un t�ermino de gauge �xing al potencial simpl�ectico. Se es-

coger�a el gauge de plano nulo � = Ax (x) = 0. Usando la condici�on

de consistencia por medio del multiplicador de Lagrange � (x), lo cual

aumentar�a la dimensi�on del espacio de con�guraci�on, obtendremos el

segundo Lagrangiano iterativo, es decir:

L(2) = �x@+Ax + �a@+Aa +p�@+� +
(0)
3

_�+�_� xH(2) (6.53)

donde

H(2) =H(1)



(0)
i1 ;�=0

:
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El potencial simpl�ectico H(2), se puede expresar de la siguiente forma:

H(2) =
1

2
�x�x +

1

4
FabFab x

1

2
M2

0@Aa +
1

e
@a�

1A 0@Aa +
1

e
@a�

1A (6.54)

Ahora, vamos a introducir las nuevas variables simpl�ecticas � (2)k , las

cuales se de�nen como: � (2)1 � � (2)Ax
= Ax, �

(2)
2 � � (2)Aa

= Aa, �
(2)
3 � � (2)� = �,

� (2)4 � � (2)�x = �x, � (2)5 � � (2)�a = �a, � (2)6 � � (2)p�
= p� , �

(2)
7 � � (2)� = �, � (1)8 � � (1)� = �.

De la expresi�on (6.53) se identi�ca:

K(2)
1 � K(2)

Ax
= �x; K(2)

2 �K(2)
Aa

= �a; K(2)
3 �K(2)

� = p� ;

K(2)
4 � K(2)

�x = 0; K(2)
5 �K(2)

�a = 0; K(2)
6 �K(2)

p�
= 0;

K(2)
7 � K(2)

� = 
(0)
1 = @xx�

x (x) + @xa �
a (x) + ep� (x)

K(2)
8 � K(2)

� = �(x) = Ax (x) :

Las componentes de la matriz simpl�ectica M(2)
�
x;y

�
son calculadas a

partir de:

M(2)
AB

�
x;y

�
=
�K(2)

B

�
y
�

�� (2)A (x)
x
�K(2)

A (x)

�� (2)B

�
y
� : (6.55)

De la relaci �on (6.55) se deducen que la matriz M(2)
�
x;y

�
tendr�a la si-

guiente estructura:

M(2)
AB

�
x;y

�
=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 0 0 x1 0 0 0 1

0 0 0 0 x�ab 0 0 0

0 0 0 0 0 x1 0 0

1 0 0 0 0 0 x@xx 0

0 �ab 0 0 0 0 x@xa 0

0 0 1 0 0 0 e 0

0 0 0 x@xx x@xb xe 0 0

x1 0 0 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

�3
�
xxy

�
(6.56)

Esta matriz no es singular y por ende su inversa deber�a ser calculada

con el �n de determinar los corchetes generalizados. La inversa de la
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matrizM(2)
�
x;y

�
deber�a se consecuencia de la siguiente identidad:Z

d3zM(2)
AC (x;z)

h
MCB(2)

ix1 �
z;y

�
= �BA�

3
�
xxy

�
; (6.57)

donde se propondr�a que
h
MAB(2)

ix1 �
x;y

�
se puede expresar en la forma:

h
MCB(2)

ix1
=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

A1

�
z;y

�
A2b

�
z;y

�
A3

�
z;y

�
A4

�
z;y

�
A5b

�
z;y

�
A6

�
z;y

�
B1c

�
z;y

�
B2cb

�
z;y

�
B3c

�
z;y

�
B4c

�
z;y

�
B5cb

�
z;y

�
B6c

�
z;y

�
C1

�
z;y

�
C2b

�
z;y

�
C3

�
z;y

�
C4

�
z;y

�
C5b

�
z;y

�
C6

�
z;y

�
D1

�
z;y

�
D2b

�
z;y

�
D3

�
z;y

�
D4

�
z;y

�
D5b

�
z;y

�
D6

�
z;y

�
E1c

�
z;y

�
E2cb

�
z;y

�
E3c

�
z;y

�
E4c

�
z;y

�
E5cb

�
z;y

�
E6c

�
z;y

�
F1

�
z;y

�
F2b

�
z;y

�
F3

�
z;y

�
F4

�
z;y

�
F5b

�
z;y

�
F6

�
z;y

�
G1

�
z;y

�
G2b

�
z;y

�
G3

�
z;y

�
G4

�
z;y

�
G5b

�
z;y

�
G6

�
z;y

�
H1

�
z;y

�
H2b

�
z;y

�
H3

�
z;y

�
H4

�
z;y

�
H5b

�
z;y

�
H6

�
z;y

�
A7

�
z;y

�
A8

�
z;y

�
B7c

�
z;y

�
B8c

�
z;y

�
C7

�
z;y

�
C8

�
z;y

�
D7

�
z;y

�
D8

�
z;y

�
E7c

�
z;y

�
E8c

�
z;y

�
F7

�
z;y

�
F8

�
z;y

�
G7

�
z;y

�
G8

�
z;y

�
H7

�
z;y

�
H8

�
z;y

�

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

(6.58)

Al substituir (6.56) y (6.58) en (6.57) se deducen el siguiente sistema de

ecuaciones:

xD1

�
x;y

�
+H1

�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
;

xD2b

�
x;y

�
+H2b

�
x;y

�
= 0;

xD3

�
x;y

�
+H3

�
x;y

�
= 0;

xD4

�
x;y

�
+H4

�
x;y

�
= 0;

xD5b

�
x;y

�
+H5b

�
x;y

�
= 0;

xD6

�
x;y

�
+H6

�
x;y

�
= 0;

xD7

�
x;y

�
+H7

�
x;y

�
= 0;

xD8

�
x;y

�
+H8

�
x;y

�
= 0:
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xE1a

�
x;y

�
= 0;

xE2ab

�
x;y

�
= �ab�

3
�
xxy

�
;

xE3a

�
x;y

�
= 0;

xE4a

�
x;y

�
= 0;

xE5ab

�
x;y

�
= 0;

xE6a

�
x;y

�
= 0;

xE7a

�
x;y

�
= 0;

xE8a

�
x;y

�
= 0:

xF1
�
x;y

�
= 0;

xF2b
�
x;y

�
= 0;

xF3
�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
;

xF4
�
x;y

�
= 0;

xF5b
�
x;y

�
= 0;

xF6
�
x;y

�
= 0;

xF7
�
x;y

�
= 0;

xF8
�
x;y

�
= 0:

A1

�
x;y

�
x @xxG1

�
x;y

�
= 0;

A2b

�
x;y

�
x @xxG2b

�
x;y

�
= 0

A3

�
x;y

�
x @xxG3

�
x;y

�
= 0;

A4

�
x;y

�
x @xxG4

�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
;

A5b

�
x;y

�
x @xxG5b

�
x;y

�
= 0;

A6

�
x;y

�
x @xxG6

�
x;y

�
= 0;

A7

�
x;y

�
x @xxG7

�
x;y

�
= 0;

A8

�
x;y

�
x @xxG8

�
x;y

�
= 0:
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B1a

�
x;y

�
x @xa G1

�
x;y

�
= 0;

B2ab

�
x;y

�
x @xa G2b

�
x;y

�
= 0;

B3a

�
x;y

�
x @xa G3

�
x;y

�
= 0;

B4a

�
x;y

�
x @xa G4

�
x;y

�
= 0;

B5ab

�
x;y

�
x @xa G5b

�
x;y

�
= �ab�

3
�
xxy

�
;

B6a

�
x;y

�
x @xa G6

�
x;y

�
= 0;

B7a

�
x;y

�
x @xa G7

�
x;y

�
= 0;

B8a

�
x;y

�
x @xa G8

�
x;y

�
= 0:

C1

�
x;y

�
+ eG1

�
x;y

�
= 0;

C2b

�
x;y

�
+ eG2b

�
x;y

�
= 0;

C3

�
x;y

�
+ eG3

�
x;y

�
= 0;

C4

�
x;y

�
+ eG4

�
x;y

�
= 0;

C
5b

�
x;y

�
+ eG5b

�
x;y

�
= 0;

C6

�
x;y

�
+ eG6

�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
;

C7

�
x;y

�
+ eG7

�
x;y

�
= 0;

C8

�
x;y

�
+ eG8

�
x;y

�
= 0:

x@xxD1

�
x;y

�
x @xc E1c

�
x;y

�
x eF1

�
x;y

�
= 0;

x@xxD2b

�
x;y

�
x @xc E2cb

�
x;y

�
x eF2b

�
x;y

�
= 0;

x@xxD3

�
x;y

�
x @xc E3c

�
x;y

�
x eF3

�
x;y

�
= 0;

x@xxD4

�
x;y

�
x @xc E4c

�
x;y

�
x eF4

�
x;y

�
= 0;

x@xxD5b

�
x;y

�
x @xc E5cb

�
x;y

�
x eF5b

�
x;y

�
= 0;

x@xxD6

�
x;y

�
x @xc E6c

�
x;y

�
x eF6

�
x;y

�
= 0;

x@xxD7

�
x;y

�
x @xc E7c

�
x;y

�
x eF7

�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
;

x@xxD8

�
x;y

�
x @xc E8c

�
x;y

�
x eF8

�
x;y

�
= 0:
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xA1

�
x;y

�
= 0;

xA2b

�
x;y

�
= 0;

xA3

�
x;y

�
= 0;

xA4

�
x;y

�
= 0;

xA5b

�
x;y

�
= 0;

xA6

�
x;y

�
= 0;

xA7

�
x;y

�
= 0;

xA8

�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
:

La soluci�on de �estas ecuaciones determina que las �unicas componen-

tes diferentes de cero son:

A8

�
x;y

�
= x�3

�
xxy

�
;

G4

�
x;y

�
= x

1

@xx
�3

�
xxy

�
; G8

�
x;y

�
= x

1

@xx
�3

�
xxy

�
;

C4

�
x;y

�
=

e

@xx
�3

�
xxy

�
; C6

�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
;

C8

�
x;y

�
=

e

@xx
�3

�
xxy

�
;

B4a

�
x;y

�
= x

@xa
@xx
�3

�
xxy

�
; B5ab

�
x;y

�
= �ab�

3
�
xxy

�
;

B8a

�
x;y

�
= x

@xa
@xx
�3

�
xxy

�
;

F3
�
x;y

�
= x�3

�
xxy

�
;

E2ab

�
x;y

�
= x�ab�

3
�
xxy

�
;

D2a

�
x;y

�
=

@xa
@xx
�3

�
xxy

�
; D3

�
x;y

�
=

e

@xx
�3

�
xxy

�
;

D7

�
x;y

�
= x

1

@xx
�3

�
xxy

�
;
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H1

�
x;y

�
= �3

�
xxy

�
; H2a

�
x;y

�
=
@xa
@xx
�3

�
xxy

�
;

H3

�
x;y

�
=

e

@xx
�3

�
xxy

�
; H7

�
x;y

�
= x

1

@xx
�3

�
xxy

�
;

As��, la matriz
h
M(2)

ix1 �
x;y

�
se puede expresar como:

h
MCB(2)

ix1
=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0

0 0 0 B4a

�
z;y

�
B5ab

�
z;y

�
0

0 0 0 C4

�
z;y

�
0 C6

�
z;y

�
0 D2b

�
z;y

�
D3

�
z;y

�
0 0 0

0 E2ab

�
z;y

�
0 0 0 0

0 0 F3
�
z;y

�
0 0 0

0 0 0 G4

�
z;y

�
0 0

H1

�
z;y

�
H2b

�
z;y

�
H3

�
z;y

�
0 0 0

0 A8

�
z;y

�
0 B8a

�
z;y

�
0 C8

�
z;y

�
D7

�
z;y

�
0

0 0

0 0

0 G8

�
z;y

�
H7

�
z;y

�
0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

: (6.59)

De la expresi �on (6.59) se deduce el siguiente conjunto de corchetes ge-

neralizados: (
Aa (x) ; �

x �
y
�)

= x
@xa
@xx
�3

�
xxy

�
;(

Aa (x) ; �
b
�
y
�)

= �ab�
3
�
xxy

�
;(

� (x) ; �x
�
y
�)

=
e

@xx
�3

�
xxy

�
;(

� (x) ; p�

�
y
�)

= �3
�
xxy

�
:
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Cap��tulo 7

Conclusiones

Se observo que la invariancia de gauge de la electrodin�amica de Proca

es restaurada si un t�ermino de masa es adicionado con el soporte de un

campo auxiliar el cual deber�a cambiar apropiadamente bajo una trans-

formaci�on de gauge.Dada la simetr��a que posee la teor��a, el Lagrangiano

que la describe es singular, por tanto, m�etodos apropiados debieron ser

implementados para estudiar consistentemente los v��nculos que surgen

en el problema.

Inicialmente se realizo un estudio can�onico el problema en las coor-

denadas de instante forma utilizando el m�etodo de Dirac. Se determino,

consistentemente, todos los v��nculos de la teor��a y el �algebra correspon-

diente y se demostr�o que ellos son de primera clase, lo que reeja la

libertad de gauge que la teor��a posee. Se construyo el Hamiltoniano que

establece, apropiadamente, la din�amica del espacio de face que garantizo

la compatibilidad de las ecuaciones a nivel Lagrangiano yHamiltoniano.

Se pudo observar que a partir de las ecuaciones de movimiento se puede

deducir un adecuado conjunto de condiciones de gauge que tornaron los

v��nculos de primera clase en segunda clase. Un conjunto de corchetes

de Poisson consistentes con los v��nculos fueron deducidos, permitiendo

de�nir el espacio de face reducido y la din�amica del mismo.

En seguida se estudio la invariancia de gauge de la electrodin�ami-
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ca de Proca utilizando el m�etodo de Faddeev-Jackiw. Se observo que el

n �umero de v��nculos es menor que aquel obtenido a partir de la formu-

laci �on de Dirac. La naturaleza de estos v��nculos resulto ser mas simple

ya que no fue necesario realizar una clasi�caci�on en v��nculos primarios

o secundarias al igual que en v��nculos de primera y de segunda cla-

se. La simetr��a de gauge de la teor��a se vio reejada en la singularidad

de la dos forma f (1)
AB

�
x;y

�
que dio como consecuencia un nuevo modo

cero 
(1) que resulto id�enticamente nulo. Con el �n de tornar �esta ma-

triz simpl�etica regular se introdujo la condici �on de gauge de Coulomb

� = @kAk +
M2

e � = 0 via multiplicador de Lagrange al Lagrangiano.

Los par�entesis generalizados entre las variables relevantes del pro-

blema se determinaron de las componentes de la matriz
h
f AB(2)

ix1
. Se

observ�o la equivalencia de estos con aquellos derivados por el m�etodo de

Dirac. Finalmente, se pudo observar que el potencial simpl�etico obtenido

el �nal del proceso de iteraci�on es exactamente el mismo Hamiltoniano

que se resulta a trav�es de varios pasos en el ortodoxo m�etodo de Dirac.

Posteriormente, la electrodin�amica de Proca se estudio en las coor-

denadas del plano nulo. Inicialmente, el an�alisis can�onico de la teor��a se

realizo utilizando el m�etodo de Dirac. Se dedujo los v��nculos de primera

clase que la teor��a debe tener, no obstante, la estructura de los mismos

es completamente diferente a aquella que se obtuvo en las coordenadas

de instante forma. Adem�as, un conjunto de v��nculos de segunda clase

resultaron, una caracter��stica propia de los Lagrangianos descritos en

las coordenadas de plano nulo. Para tornar los v��nculos de segunda de

primera clase en segunda se introdujo las condiciones de gauge de plano

nulo, lo que permiti�o deducir los par�entesis de Dirac que son compati-

bles con los mismos.

Finalmente, el m�etodo simpl�etico fue utilizado para estudiar el pro-

blema en las coordenadas de plano nulo. Consistentemente se dedujeron

los v��nculos Lagrangianos correspondientes y se mostr�o al �nal de to-

do el proceso iterativo que la dos forma f (1)
�
x;y

�
se manten��a singular.
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Dicha singularidad fue eliminada implementando el gauge de plano nu-

lo � = Ax (x) = 0. Esto, permiti �o calcular la inversa de las dos formah
f AB(2)

ix1 �
x;y

�
y se observo que sus componentes son equivalentes a los

corchetes de Dirac anteriormente deducidos.
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