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Funciones de Green aplicadas a problemas de contorno basados en
ecuaciones diferenciales de segundo orden lineales con funciones
exponenciales

Resumen

En este trabajo de grado se implementa el método de la funcion de Green aplicado a la
solucion de una clase de problemas en ecuaciones diferenciales de segundo orden lineales
con funciones exponenciales no homogéneas sujetas a unas condiciones iniciales y de
frontera. Se construyen soluciones examinando la influencia tanto de las fuentes como de

las condiciones iniciales y de frontera.
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Green’s functions applied to contour problems based on differential
equations second-order linear with exponential functions

Abstract

In this degree work, it is implemented the Green’s function method applicated to the solution
of a kind of problems that are based on differential equations second-order linear with
exponential functions differential equation, this equation is not homogeneous and it is subject
to initial and frontier conditions. Solutions are built by studying the influence of both the

sources and the initial and frontier conditions.

viil



Contenido

Ml . . . . e i
Miwlol . . . . . o i
...................................... v
[Agradecimientos| . . . . . . . ... e v
Dedicatorial . . . . . . . vi
RESUMENl. .« « ¢ o vt oo e vii
[ADStractl . . . . . . . . e viii
[Listade Figuras| . . . . . . . . . . . .. X1
(1 Conceptos preliminares| 1
[LI _Tontroduccidnl. . . . . . . . . . . . 1
(1.2 Formulacion del problema . . . . .. ... ... ... ... ......... 2
(L3 Funcionesde Bessell. . . . . .. ... ... ... ... 2
(L3.1 Notas historicasl. . . . . . . . . . .. 3
(1.3.2  Funcion de Bessel de primeraespecief . . . . .. ... ... ..... 4
(1.3.3  Funcion de Bessel de segunda especiel . . . . . ... ... ... ... 6

(1.4  Primera y segunda derivada de las funciones de Bessel| . . . . ... ... .. 7
(1.4.1 Primeraespecie|. . . . . ... .. .. ... .. ... ... ... 7
(1.4.2  Segundaespecie| . . .. .. ... ... .. .. ... 9

2 Ecuacion no homogenea sujeta a condiciones iniciales| 12
21 Fundamentotedrical . . . . . . . . ..o 12
21.1 M la funcion TEEMl. « v v v v e e e e e e e e e e 12

[2.2  Planteamiento del problema . . . . . ... ... ... ... ... .. ... 14
2.3 Elmétodo delafunciénde Greenl . . ... ... ... ... ... ....... 15
[2.3.1  Determinacion de la ecuacion diferencial para la funcion de Green| . . 15
[2.3.2  Condiciones de frontera para la funcion de Green|. . . . . . . . . .. 17
2.3.3  Determinacion de la funcion de Greenl . . . . . ... ... ... .. 18
2.3.4  Solucion al problema (2.12)) en términos de G(¢',¢) . . . . . . . . .. 27

24 Casonohomogéneo| . . .. ... .. ... ... .. ... . ... . ..., 30
241 Fuentesinusoidall . . . . . ... ... .. ... L 30
2.4.2  Fuenteexponencial| . . . . . ... ... ... ... ... .. 34
[2.4.3  Fuente pulso rectangular] . . . . . . ... ... ... ... 36
244 Fuente en términos de las funciones de Bessell . . . . . ... ... .. 41

ix



Contenido X

13 Ecuacion no homogenea sujeta a condiciones en la frontera| 46
[3.1 Planteamiento del problema| . . . . . ... ... ... ... .. .. ..... 46
3.2 Elmétododelafunciénde Greenl . . ... ... ... ... ... ....... 47

[3.2.1  Ecuacion diferencial para la funcion de Green|. . . . . . . . ... .. 47
[3.2.2  Condiciones de frontera para para la funcion de Green| . . . . . . . . 48

2 Determinacion de la funcion TEEN| . « v v v e e e e e e 53
[3.2.4  Solucién del problema (3.1) en términos de G'(z', x)| . . . . . .. .. 57

3.3 Casohomogéneo| . . .. .. ... ... ... .. 59
[3.4  Casonohomogéneo| . . . ... ... ... ... .. ... . ... ..... 61
B41 Fuentesinusoidall . . . . . . ... ... ... L 61
[3.4.2  Fuenteexponencial| . . . . . ... ... ... ... ... 65
[3.4.3  Fuente pulsorectangular| . . . . ... ... ... ... ... ... 67
[3.4.4  Fuente en términos de Ias funciones de Bessell . . . . . . . ... ... 70

4 Caso particular| 73

M1 Condicionesiniciales . . . . . .. .. ... . ... 73
“4.1.1  Solucion en términos de la funcion de Greenl . . . . . . . .. .. .. 74
“.1.2 Casohomogéneo| . . . . . . ... ... ... .. ... ... ..., 77
#4.1.3 Casonohomogéneo| . . .. ... ... ... ... ... ... ... 79

42 Condicionesdefronteral . . . . . . ... ... ... ... .. 82
4.2.1  Solucién en términos de Ia funcion de Green| . . . . . .. ... ... 82
422 Casohomogéneo| . . . . .. ... ... ... . ... ... . ... 86
4.2.3 Casonohomogéneo| . . ... ..................... 88

5__Conclusiones| 90

[ APENDICES|. . . . . . . . e 91

|A_Funcion Gammal 91

(B Caso particular| 92

|C Demoastracion de propiedad (1.9) | 93

[D__Funcion delta de Diracl 94

[E  Funcion hipergeométrical 97

99



Lista de Figuras

(LI Friedrich Wilhelm Bessell . . . . . ... ... ... ... ... ....... 3
1.2 FunciondeBessel| . . . ... . ... ... .. oo 5
[L3 Funciénde Neumann| . . . . . . . . .. ... it 7
[2.1 Calculo del limite cuando ¢’ tiende a infinito de J(¢') y Y (#') cona = 3y |
I D=2] . . 22
[2.2  Calculo del limite cuando ¢’ tiende a infinito de las funciones de Bessel J'(#') |
| yY'(#)cona=3yb=2.|. ... ... ... .. 23
2.3 Solucidn al sistema (2.45)| . . . . . . . . ... 24

[2.4  Definicion de las constantes C'1, C'2 'y las funciones de Bessel para la funcion
de Green, donde G1[tp| y G2|tp| representan G/(t',t) para los intervalos
t; <t <tyt > trespectivamente y done ¢p hace refenciaa t/|. . . . . . .. 25
2.5 Se prueba que la funcion de Green G(t',¢) encontrada cumple con la
ecuacion diferencial, es continua y que Gy (¢',¢) tiene una discontinuidad

igualalenelpunto?’ =¢|. .. ... ... ... ... ... .. ... ... 25

2.6 Grafica de G(t',t) parat = 0 (linea negra), t = 1 (linea azul), t = 2 (linea |
[ violeta) yt =3 (limearoja)|. . . . .. .. ... 26
2.7 Graficas de Gy (t', t) para diferentes valoresde ¢| . . . ... ... ... ... 27

2.8 Se prueba que x4 () es solucion de la ecuacion diferencial y que cumple con |

1 ndiciones niciales.) . . . . . ... Lo 29

2.9 Graficade x(t) vs t (linea azul) y 2/(¢) vs ¢ (linea roja) para el casof(¢) = 0.[. 30
2.10 Graficade f(t) vst parael casof(t) = Asin(wt),para A =15, yw=m7| .. 31
[2.11 Calculo de /, e [, En terminos de z para la funcion sinusoidal.| . . . . . . . . 32
[2.12 se establecen la integrales 2.58, donde poner ;" al final de cada linea hace |

| que Mathematica ejecute la orden pero no muestra el resultado en pantalla.|. . 33

[2.13 Se usa Mathematica para probar que (2.56) cumple con (2.39), donde Ia |
| funcion de Green y su derivada es definida como se muestra en la figura |

28] 33
[2.14 Grafica de x(¢) vs ¢ (azul) y 2(¢) vs ¢ (roja) para el caso f(t) = Asen(wt)| . 34
RIS e 35
[2.16 Calculo de /, e [, En terminos de z para la funcion exponencial,| . . . . . . . 36
2.17 Se prueba que (2.61)) satisface es problema (2.63) . . . . . .. ... .. ... 37
2.18 Grafica de z(t) vs ¢ (azul) y 2'(¢) vs t (roja) para el caso f(t) = C'e™*, con |

| C—Syr=L ... .. . 37
[2.19 Funcion pulso rectangular con /X = 2, Ko = 3,1, =3yt3 =6, . . ... .. 38
[2.20 Calculo de I, e I, parael caso f(t) = K| + Ky H(t —t5) — Ko H(t —t3)]. . 39

X1



Lista de Figuras xii

[2.21 Se prueba que (2.66) satisface es problema (2.67), donde k = K, K; + Ky . 40
2.22 Grafica de z(t) vs ¢ (azul) y 2/(¢) vs ¢ (roja) para una fuente pulso |

| rectangular, con K1 =2, Ko =3,tb =3yt3=6). . . ... ... ... ... 40
2.23 Representacién grafica de f(t) = AJ, ;(2/ae'’?) + BY, 5(2v/ae'?)|. . . . 41
2.24 Calculo de la primera y segunda integral de (2.69). | . . . . . ... ... ... 42
[2.25 Calculo de Ta segunda y tercera integralde (2.69). . . . . ... ... ... .. 43
[2.26 Calculo de la segunda y tercera integral de (2.69)| . . . . . . . ... ... .. 43
2.277 Se prueba la identidad (2.71)) de manera grafica.| . . . . . . ... ... .. .. 44
2.28 Grifica de x(t) vs t (azul) y 2/(t) vs t (roja) para f(t) = AJ, ;(2v/ae’’?) + |

| BY, 5(2yae’?) ,con A=5yB="T/. ... ... .. ... ......... 45
3.1 se definen J(¢'), Y(t'), J,(t') , Y,(f') , A, B, Dy E, al igual que las |

| constantes C1, Co, C3y Oyl . o o o oo oo oo oo o o 56
[3.2  Se define la funcion de Green junto con su derivada y se prueba que ésta |

| satistace (3.22) y (3.31).] . . . . . ... 56
3.3 Graficade G(t',t) y Gy (', t),cont =4|. . . .. ... ... ... ...... 57
[3.4 se prueba que la solucion encontrada satisface el problema (3.36). . . . . . . 60

3.5 Graficade x(t) vs ¢t (azul) y 2'(¢) vs ¢t (roja) para f(¢) =0.). . . . ... ... 61

3.6 Graficade Asin(wt) vstcon K =3, yw =7, . ... ... .. ....... 62
B 63
3.8 Se prueba que x(¢) satisface el problema (3.41)| . . . . . .. ... ... ... 64

3.9 Graficade x(¢) vs t (azul) y 2/(t) vs t (roja) para f(t) = Ksen(wt),| . . . . . 64
3.10 Grifica de f(t) vs t para la funcién exponencial con C' =5y [ = g ..... 65
170 5 66
3.12 Se prueba que (3.42) satisface (3.44)|. . . . . . . . . .. ... ... ... .. 66
3.13 Grafica de z(t) vs t (azul) y 2/(¢) vs t (roja) para f(t) = Ce ', con C' = |
yl= g ..................................... 67

|314 GréﬁcadeKﬁ—Kz H(t—tl)—Kg H(t-t2)VStCOHt1:3,t2:6, K1:2 |

| y R =3 . o 68
BIST o 69
[3.16 Se prueba graficamente que R(¢{) = f(¢) y también que se cumplen las |

| condiciones de fronteral. . . . . . .. ... oL oL oL 69
3.17 Graficade x(t) vs ¢t (azul) y 2/(¢) vs t (roja) para la fuente pulso rectangular,| 70
3.18 Gréficade AJ, ;(2\/ae'/?) + BY, 5(2y/ae'?) vst,con A=5yB="7... 71
3.19 Se verifica que se cumplen las condiciones iniciales y que R(t) = f(¢)f. . . . 71
3.20 Grafica de x(t) vs t (azul) y z/(t) vs t (roja) en el caso de f(t) = |

| Ady 5(2v/ae'’?) + BY, s(2y/ae) | . ..o 72

4.1 Solucion al sistema (4.8)) en Mathematica, donde ) es representado por [.| . . 75




Lista de Figuras xiil

4.2 Se define la funcion de Green junto con su derivada y se prueba que ésta |

| satisface @)y (.8)] . . . . . . . .. 76
.3 Graficade G(t',t) y Gy (t',t),cont =6.. . . . . ... ... ... .... 77
4.4 Se prueba que la xy satisface 4.12). . . . . ... ... L. 78
4.5 Gréfica de z(t) vs t (azul) y 2/(t) vs t (roja) para f(t) =0con\ = =] . . .. 78
4.6 Graficade f(t) = Asen(wt) vstcon A=3yw=m|. ... ... .. .... 79
4.7 Calculode [, e [y ydefimcionde [ye fo|. . . . ... ... ... 80
4.8  Se verifica que se cumplen las condiciones iniciales y que R(t) = f(¢).. . . . 81
4.9 Graficade z(t) vs t (azul) y 2/(¢) vs ¢ (roja) para f(t) = Asen(wt).| . . . . . 81
4.10 se definen J(t'), Y(t'), J,(t') , Y,(f') , A, B, Dy E, al igual que las |

| constantes C1, Co, C3y Oyl . o o o oo v o oo oo s 84
.11 Se define la funcion de Green junto con su derivada y se prueba que ésta |

satisface (4.19 22 85
.12 Graficade G(t',t) y Gy (t',t),cont =10 . . . . . ... ... .. .. .... 85
.13 se prueba de manera grafica que (4.24)satistace (4.25).| . . . . ... ... .. 87
[4.14 Gréficade z(t) vst (azul) y 2/(t) vs t (roja) enel casode f(t) =0] . . . .. 87
IS 88
4.16 Se prueba que xz(t) satisface el problema (4.27)| . . . . . . . ... ... ... 89
4.17 Graficade z(t) vs t (azul) y 2/(¢) vs ¢ (roja) para f(t) = Ksen(wt), . . . . . 89

[D.1  Funcion de Heavisideparaxzg =2 . . . . . . .. .. ... ... ... .. .. 95




Capitulo 1

Conceptos preliminares

1.1 Introduccion

Una de las tareas de los métodos matematicos para la fisica es el estudio de las ecuaciones
diferenciales, la diversidad de ellas y sus aplicaciones, ya que por medio de ellas es posible
describir los fendmenos que se presentan en la naturaleza, tanto a nivel macro a través de las
ecuaciones de movimiento de Newton, o también a nivel microscopico por medio de la fisica

cudntica y la ecuacién de Schrodinger.

Dado lo anterior el presente trabajo se enfatiza en la aplicacion del método de la funcién de
Green para la solucion de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden lineales con
funciones exponenciales. El estudio se basa en ecuaciones no homogéneas las cuales tienen
asociadas diferentes fuentes y diversas condiciones iniciales y de contorno, para esto se hace

uso de la solucién general de dichas ecuaciones dadas de manera homogenea.

El método de la funcién de Green se aplica a la solucién de ecuaciones diferenciales
ordinarias o parciales lineales no homogéneas con condiciones de frontera o condiciones
iniciales. El método de la funcién de Green desde su aparicion en 1825 se ha convertido
en una herramienta fundamental para abordar temas con ecuaciones diferenciales no
homogéneas bajo ciertas condiciones de contorno, esta técnica ha demostrado ser util en
diversas dreas de la fisica. La importancia de este método radica en su generalidad para

aplicarse a sistemas fisicos gobernados por ecuaciones diferenciales [2].
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1.2 Formulacion del problema

El presente proyecto se centra en la solucion de ecuaciones diferenciales no homogéneas
de segundo orden, lineales y cuyos coeficientes son funciones exponenciales, que cuentan
con valores en la frontera o con condiciones iniciales, aplicando el método de la funcién de
Green.

A continuacion se presenta la ecuacion que es objeto de este estudio :

y" + (ae” = by = f (x), (1.1)

donde a y b son constantes reales. Para examinar la ecuacién (1.1)) por medio del método de
la funcién de Green es necesario hacer uso de la solucidn general de esta ecuacién dada de

manera homogénea,[1] es decir
y" + (ae®” —b)y = 0. (1.2)

La solucién a la ecuacion (1.2)) es una funcidn que estd representada en términos de las

funciones de Bessel, dicha solucidn se representa de la siguiente manera.

y(x) = e1 Ty 5(2V/ae™?) + Yy j5(2v/ae™?). (13)

En la exprecién (1.3)) J,(x) y Y, (z) son las funciones de Bessel de primera y segunda especie

respectivamente, mientras que c; y co son constantes arbitrarias .[[1]

1.3 Funciones de Bessel

Las funciones de Bessel se encuentran entre las funciones mds utilizadas de la fisica
matematica. Las funcidnes de Bessel J,(x) de orden v, primero definidas por el matematico
Daniel Bernoulli y mas tarde generalizadas por Friedrich Bessel, son soluciones candnicas

de la ecuacion diferencial de Bessel:
22y + xy + (x —v*)y = 0. (1.4)

donde v es un nimero real o complejo. El caso mds comun es cuando v es un entero, aunque

la solucién para v no entero es similar. [2]
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1.3.1 Notas historicas

Friedrich Wilhelm Bessel. Alemania (1784 1846) no mostré signos de habilidad académica
inusual en la escuela, aunque mostré gusto por las matemdticas y la fisica. El dejé la
escuela con la intencion convertirse en un aprendiz de comerciante, un deseo que pronto
se materializé con un periodo de siete afios de Aprendizaje no remunerado con una gran
empresa mercantil en Bremen. El joven Bessel demostro ser tan experto en la contabilidad y

el célculo que se le concedié un pequeiio salario, con aumentos, después del primer afo.

Figura 1.1: Friedrich Wilhelm Bessel.

Un interés en el comercio exterior llevo a Bessel a estudiar geografia e idiomas por la noche,
aprendiendo asombrosamente a leer y escribir en inglés en solo tres meses. También estudid
navegacion para calificar como oficial de carga a bordo de un barco, pero su curiosidad innata
pronto lo obligd a investigar astronomia en un nivel mas fundamental. Todavia sirviendo su
aprendizaje, Bessel aprendi6 a observar las posiciones de las estrellas con suficiente precision
como para determinar la longitud de Bremen, verificando sus resultados frente a las revistas

astronémicas profesionales. Entonces €l abordo el problema mas formidable de determinar la
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orbita del cometa de Halley. Después de ver el acuerdo cercano entre los calculos de Bessel y
los de Halley, el astronomo aleman Olbers anim¢6 a Bessel para mejorar su ya impresionante
trabajo con mds observaciones. La mejora en los célculos, un logro equivalente a una
tesis doctoral moderna, fueron publicados con la recomendacion de Olbers. Bessel luego
trabajé en los observatorios cerca de Bremen y en Konigsberg, este tltimo puesto que va
acompafiado de una catedra. (El titulo de doctor, requerido para el profesorado, fue otorgado

por la Universidad de Gottingen por recomendacion de Gauss.)

Dado un registro tan impresionante en astronomia, parece 16gico que las funciones famosas
que llevan el nombre de Bessel surgieron de sus investigaciones de perturbaciones en
sistemas planetarios. El mostré que tales perturbaciones podrian ser divididas en dos efectos
y tratados por separado: la atraccion directa obvia debido al planeta perturbador y un efecto
indirecto causado por la respuesta del Sol a las fuerzas perturbadores. Las llamadas funciones
de Bessel aparecen entonces como coeficientes en la serie tratamiento de la perturbacion
indirecta. Aunque hay casos especiales de funciones de Bessel fueron descubiertos por
Bernoulli, Euler y Lagrange el tratamiento sistematico por Bessel claramente establecido
su preeminencia, un homenaje apropiado al creador de las mas famosas funciones en fisica

matematica. [2]]

1.3.2 Funcion de Bessel de primera especie

La funcién de Bessel de primera especie se representa en términos de series de potencias de
la siguiente manera
o0
T\ (—1)k T\ 2k
a) = (2)' 3 U 13

/@) =13 kz_;k;!(um)! 2) (1.5)
para v entero positivo. También es posible definir (1.5]) para valores no enteros de v, La tinica
dificultad es interpretar correctamente (v + k)!, pero esto se lo puede solucionar insertando

la funcién gamma en li recordando que I'(n + 1) = n! (véase Apendice A) para obtener

Tolw) = @)V 27 r(z(/_+1)k: 1) <§>2k (1.6)

k=0
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Ahora, si v es negativo (I.5)) y (I.6) se reescriben

(@) = @) B % k! r(—(;i) k+1) G)% ' (1.8)

En la figura (1.2) se observa la grafica de la funcion J,(z) para algunos valores de v.

Funciones de Bessel de primera especie
¥(x)

10 Ho(x)

Ji(x)

0.5p 24 Js(X)
-J;
) )

Figura 1.2: Funcién de Bessel

Ahora, tambien es importante tener en cuenta que si v es entero, entonces J,(z) y J_,(x) no

son linealmente independientes y se relacionan por
J () = (=1)"J,(z), (1.9)

por ende no es posible una solucién de (I.4) en terminos de estas dos funciones [2]]. La

demostracién de lb se muestra en el Apendice B.



Capitulo 1: Conceptos preliminares 6

1.3.3 Funcion de Bessel de segunda especie

También llamada funciéon de Neumann, de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias se
sabe que la ecuacion de Bessel por ser de segundo orden tiene dos soluciones independientes.
En efecto para términos de orden entero v hemos encontrado dos soluciones linealmente
dependientes J,(z) y J_,(x), como lo muestra .Sin Embargo, cuando v no es entero,
entonces ambas soluciones son linealmente independientes, para este efecto se introduce
una nueva funcién conocida como funcién de Bessel de segunda especie Y, () la cual es
linealmente independiente de J,(x) para todo v, esta funcién se expresa de la siguiente

manera,
Y, (x) = lim Jo(x) cos(am) — J_a(x)'

a—v sin(am)

(1.10)

Por consiguiente, tanto para v entero como para v no entero, la solucion general de la

ecuacion de Bessel con indice v puede escribirse como
y(x) = AJ,(z) + BY,(x). (1.11)

Por supuesto, si  no es un nimero entero, el denominador sin(v7) de (1.10) no es nulo y el

resultado del limite es, trivialmente,

Jy(x) cos(vm) — J_,(x) '

sin(vm)

Y, (z) = (1.12)

Ahora si v = n es un nimero entero cos(nm) = (—1)" y teniendo en cuenta se tiene
que el numerador de es nulo. Por supuesto, para n = entero el denominador sin(n)
de es también nulo, por lo que en principio se da una indeterminacion de tipo 0/0.
Esta indeterminacion se resuelve efectuando el proceso del limite con cuidado, por ejemplo,

aplicando la regla de L’Hopital para obtener:

_ 1]9Ja(x))

1wy = L [P ,04a(x))

— (s (1.13)

a=v

Por otro lado también cabe mencionar que Y, también cumple con la propiedad

Yo (@) = (-1)"Y, (@), (1.14)
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y por ende tampoco seria posible escribir la solucion de (1.4) en termino de Y_,(z) y Y, (z).
[3] En la figura (1.3) se tiene la grafica de Y, (x) para algunos valores v.

Funciones de Bessel de segunda especie
y(x)
-Yi(x) - Y3(x)

0.5F

4 6 10
-0.5F
-1.0p

Figura 1.3: Funcion de Neumann

1.4 Primeray segunda derivada de las funciones de Bessel

Dado que la funcion de Green hace uso de los primera y segunda derivada de (I.3) se procede

a realizar estos calculos.

1.4.1 Primera especie

Inicialmente se calcula la derivada de 2 .J, (), es decir

o) - [ B) S g &)

0 (_1)kx2k+2u

kz_% 2UHEIT(v+ k+1)

_a
- dx

oo

Z 2l£—|—21/ 1)k$2k+2u—1 B f: 2(k+y)(—1)kx2k+”_1,
22k+v | F (v+k+1) — 2%+l (v + k) (v + k)

=0
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donde se a usado el hecho de que I'(z) = (x — 1)['(x — 1),

> gkl = () e (6

finalmente
d

dx |
Abhora se calcula la derivada de 27V J, ()

L) = L [x (5) > % (%)Qk]

k=0

Vg, (z)] = " J,—1(x). (1.15)

_d | (=1)* 2k
T LZ; 24l (k1 )l

B ST TR S ) SN
£ QAR ()] =142k (], — 1)1 (k + 1))

k=1

donde se debe tener en cuenta que el primer término de la sumatoria se anula, haciendo

k — 1 = r resulta,

io: (_1)T+1 2r+1 — _ 7V i )T xu+1+2r
— Qutl+2ry| (T+V+1) — O2V+1+27“r' (r+v+1)!
[T\ (=1 T\ 2"
-7 (5) Zr!(r+y+1)! (5) ’
r=0
d —v —v
= e (@)] = —2 T o (2). (1.16)

Derivando el lado izquierdo de (I.15)) como un producto se tiene:
va' N, (x) + 2V T, (z) = 2V T, 1 (),
en donde al multiplicar por x~" resulta

%JV(Q;) 4 J(x) = (). (1.17)
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De la misma manera, desarrollando la derivada en (1.16) y multiplicandoluego por z” , se

tiene
—va VI (x) F a2 T (2) = —2 7V T (T)

= =)+ J(2) = =y (a)
Ahora sumando (I.17) y (I.18)) se llega a

2J,(x) = Jya(w) = Juia(2),

finalmente se tiene que la primera derivada de la funcion de Bessel es

Tw) = Lo @) = (2],

mientras que la segunda derivada es

32() = 3 { §ale) = @] + 3lralo) = A

Por consiguiente
1
Ti) = ual@) + s = 20,(2).

1.4.2 Segunda especie

Se calcula la derivada de de (I.12)) de la siguiente manera

_ J)(x)cos(vm) — J . (2)

sin(vm)

V()

v

)

teniendo en cuenta (1.19) resulta

(1.18)

(1.19)

(1.20)
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1T

2 L

|
r

O |
T

DO |
T

1 [(Jva(®) = Jyia (@) cos(vr) —-(J;u—l(x)-—(f—u+1(w))]

sin(vm)

1 [J,—1(x) cos(vm) — Jyya(x) cos(vm) — J_,_1(x) + J_I,H(x)]

sin(vm)

1 [Jy—1(x) cos(vm) — Jyy1(x) cos(vm) — J_y1y (@) + J_-1)(2)]

sin(v)

1 [Jyoa(@) cos(vm) + J_-1)(x) = Jus1(@) cos(vm) = J 41y (@) |
2 L

sin(v)

Jo—1(@) cos(vm) + J_-ny(@)  Juqa(x) cos(vm) + Iy (2)

sin(vm) sin(vm)

teniendo en cuenta las siguientes identidades trigonométricas

se tiene que

cos(vm) = — cos(vm 4+ m) = —cos((v + 1)m)
cos(vm) = —cos(vm — ) = —cos((v — 1)7)
sin(vm) = —sin(vm + ) = —sin((v + 1))
sin(vm) = —sin(vr — ) = —sin((v — 1)7)
Y(z) = 1 [—Jy-1(z)cos[(v — )] + J_(p_1) ()]

|
T

—sin[(v — 1)7]

1 [y () cos[(v + D] 4+ ()’

21 —sin[(v + 1)7]
_ 1 [y 1 () cos[(v — 1)7] — J_p_1y(2)]
21 sin[(v — 1)7]

[ Jyq1(x) cos|(v + )] — J_(py1)(2) ]
sin[(v + 1)7]

DO | —
r
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finalmente

Y, _1(x) = Y11 ()] (1.21)

y en efecto

1
Y/ () = 7[Yima(w) + Yoz — 2, (). (1.22)



Capitulo 2

Ecuacion no homogenea sujeta a

condiciones iniciales

2.1 Fundamento teorico

A continuacién se presenta el mecanismo que se usa con la funcién de Green para la
solucion de ecuaciones diferenciales, lineales de segundo orden con condiciones iniciales

o de contorno.

2.1.1 Meétodo de la funcion de Green

Considere una ecuacion diferencial lineal expresada en la forma general,
Lz)u(z) = f(x), @€y, 9], 2.0

donde (2.1)) estd sujeta a unas condiciones iniciales o de contorno las cuales son suministradas
por cada problema en particular. Es de mencionar que, L(x) es un operador diferencial, u(z)
es una funcién desconocida, f(x) es una funcién conocida llamada también el termino no

homogéneo. Operacionalmente, la solucién a la ecuacion (2.1)) es
u(r) = L7 (2)f (x), (2.2)

siendo L~!(z) el inverso del operador L(x), puesto que éste es un operador diferencial, es
razonable esperar que su inversa tenga la forma de un operador integral y que a su vez cumpla
con la propiedad

A A

L(z)L™x) = L™ Ya)L(z) =1,
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donde I es el operador identidad. Ahora se define el operador inverso L' (x) como:
LY (2)f(2) = /G (', ) f () da, (2.3)

en la cual el kernel o nucleo asociado al operador diferencial ﬁ(x) es la funcion de Green
G(2',z) . Nétese que G(z/, x) es una funcién bidimensional que depende tanto de =’ como
2. Para completar la idea del operador inverso ﬁ_l(x), se introduce la funcién delta de
Dirac 6(2’ — =) como el operador identidad I. A continuacién se mencionan algunas de las

propiedades de la funcion delta de Dirac (vease Apendice C.).

0, x#uxg
Sz —x) = , 2.4)
00, T = X
b
/ 0z —xo)dr =1, x¢€]a,b] (2.5)
Y b
/ f(x)d(x — xo)dx’ = f(xg), x¢€la,b] (2.6)
Entonces, teniendo en cuenta se puede escribir
/f o(z" — x)de, 2.7)
por lo tanto (2.2) se reescribe como
w(z) =LY 2)f (x /f §(x' — x)da, (2.8)

donde el operador f}_l(x) actua sobre x, entonces es posible incluirlo dentro de la integral

como sigue,
w(@) = L' (@)f (x) = / P (@0)d(! — ) f(a!)de, 2.9)
comparando (2.3)) con (2.9) es notable que se debe cumplir que

A

G (2, z) = L ' (2)d(2" — ),
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entonces

L(z)G (', 2) = 6(z' — ) (2.10)

y la solucién a la ecuacién (2.1)) sera

u(z) = /G(x',x) f(z')d'. (2.11)

La ventaja de este método radica en que la funcion de Green es independiente de la fuente
f(z), esto es, solo depende de la forma de la ecuacién diferencial y de sus condiciones

iniciales o de frontera[4].

2.2 Planteamiento del problema

Se considera la siguiente ecuacion diferencial

d*x(t)

di2 + (ae" = b)x(t) = f(t), t=t (2.12)

Con a y b constantes reales, f(t) representa la fuente externa y la incégnita x(t) representa
la respuesta a dicha fuente, ademds (2.12) esta sujeta a las siguientes condiciones iniciales

d(E(tl)
dt

l’(tl) = dl, = dg, (213)

donde d; y ds son constantes conocidas, También se debe notar que el operador diferencial
asociado a este problema tiene de la forma:

N d? .

L(t) = 7o (ae” —b). (2.14)

Ahora se procede a aplicar el método de la funcion de de Green para encontrar una expresion

para x(t), la cual cumpla con (2.12) y (2.13).
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2.3 El método de la funcion de Green

2.3.1 Determinacion de la ecuacion diferencial para la funcion de

Green

Para determinar la ecuacion diferencial correspondiente a la funcién de Green para el

problema (2.12) y que cumpla con (2.13)) se procede de la siguiente manera:
La variable ¢ en la ecuacion (2.12) se renombra como ¢’ para obtener
d*z(t')

dt’2 + (aet/ - b)l'(t,) = f(t/)a t, > t17

entonces,
dx (t 1 )

x(tl) = dl, dat’

== dz.

(2.15)

(2.16)

Ahora se procede a multiplicar (2.16) por una funcién de Green G(t',t) por ahora

desconocida, la cual depende de dos parametros ¢’ y ¢, luego se integra por ¢’ entre ¢; e

infinito como sigue:

/t R {d%(w + (ae” — b)x(t’)} dt' = / T e ),

dtl2 t1
separando la integral de la izquierda,
) d2 t/ 00 ,

/ Gt 1) x(2>dt’+/ Gt t)(ac" — b)x(t))dt _/ Gt t)f

t1 dt’ t1 131
se calcula la primera integral por partes con G(t',t) = u y dt’(2 ) = dwv, entonces,

dx(t') |t'=oe o dx(t')
G(t't )dt’—Gt t — G ('t dt’
| et o S [ e ar
aplicando nuevamente integracion por partes
dx(t') |t'=ce

/Oo G(t’,t)dzdt( D ar = G(t,1)

dt’

t'=tq

t'=00

Gyt D)a(t)

+ / tht(t/, t)l’(t,)dt/

t'=t1 t1

(2.17)



Capitulo 2: Ecuacion no homogenea sujeta a condiciones iniciales 16

reemplazando el anterior resultado en (2.17)

" 1t =00 t' =00 0
G (t,, t) dx(t ) — Gt’ (t/, t) .T(t,) + / Gt’t (t/, t) X (t) dt’
dat’ =t t'=t; t
+/ Gt t)(ae! —b)x(t)dt' = / G(t',t)f(t"at,
t1 t1
N\ =00 t'=o00
S o O G
dt’ ly=t, t'=t1
/ (t) [GW (t'1) + (ae’ — b)G(, t)] dt' = / Gt ) f(t)dt,
t1 t1
dx(t) |¥'=c t'=o00
= G, 2(t) — Gy (t',t)x(t)
dt’ =t t'=t1

/:O #(t) [%22 + (ae” — b)] Gt t)dt' = / T o ()

t1
escribiendo la anterior expreciéon como:

,odx(th) f'=ee , ,
6.0 S Gt 0a)

t'=00

+

t'=t1

/ h (LG, t)dt' = / h Gt ) f(t)dt,

t1 t1
teniendo en cuenta (2.10)),

~

LG (t',t) =6(t' —t) (2.18)
6
Gow (U 1) + (ae” = D)G(t' 1) = 0(t' — 1), (2.19)
AT t'=o0
= G da(t) — Gy (t',t) ()
dt’ ly=t t'=t1
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Ahora por la propiedad (2.6) se sabe que

/ (ot — t)dt' = x(t), te[ty, 0] (2.20)
t1
entonces
/ d‘CE(t/> t/:OO / / t/:OO > / / !
G(t,1) — Gy, Oxt)| +alt)= [ GE, ) f()dt
dt’ ly=u t'=ty t
y
/ / t/ZOO / dx(t/) tIZOO > / / /
x(t) = Gu (¢, 0)a(t)|  — G0~ + [ G, Of()ar. 2.21)
t'=t1 t'=t1 t1

La expresion (2.21]) es la solucidn buscada, la cual queda determinada completamente cuando

se conozca la G (', t).

Para encontrar GG (t',t) es necesario resolver (2.19) la cual se conoce como la ecuacién
diferencial para la funcién de Green, que como se puede observar tiene la misma forma de
(2.15), 1a cual requiere de unas condiciones de frontera para poder determinar las constantes

que aparecen en su solucion.

2.3.2 Condiciones de frontera para la funcion de Green

Para encontrar las condiciones de frontera para la funcidén de Green se analizan los primeros
dos términos de lado derecho de (2.21]) como sigue

t' =00 'Y |t/ =00
Go (.0 2(t)] =Gt dz(f) e
t'=t, t =t
dx (oo dx(t
G (50.8)2(50) — Gy (1, 1)2(t1) — G (00.8) 20 1 (g, E01) 9 )

En la expresion anterior se tiene cuatro términos de frontera los cuales se detallan asi:

o Gy (00,t)x(00). Se observa que en las condiciones iniciales (2.13) x(c0) no se
conoce, entonces para eliminar este termino se impone la condicién de frontera para la

funcién de Green en el infinito

Gy (00, t) =0. (2.23)
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e Gy (t1,t) z(t1). En (2.13) el término z(¢;) = d; entonces,

Gt’ (th t) l‘(tl) = let’ (tl, t) (224)
d d
o G (o00,t) (o) . En (2.16 (o) no se conoce, entonces para eliminar este termino
dt’ dt’

se impone la siguiente condicién

G (00,t) =0 (2.25)
o G (t1,t) dz(;l) En (2.16 dil(tlil) = d, entonces,
G (t,1) digl) = oG (t1,1). (2.26)

Teniendo en cuenta los resultados anteriores se tiene que,

t'=

: = )y da(t) |r=ee
G (t.02(t)| "~ G 2] T = dG ()~ diGe (), @27)
t'=t1 t'=t1
por lo tanto (2.21)) se expresa como
x(t) = doG (t1,t) — diGy (t1,t) + / G(t',t)f(t")dt'. (2.28)
t1

La expresion anterior representa la solucion a (2.12)) la cual estd en términos de las conciones

iniciales y la funcion de Green.

2.3.3 Determinacion de la funcion de Green

Para determinar la funcién de Green usamos el hecho de que segin (2.19) , (2.23) y (2.25)

G (t',t) Debe satisfacer la siguiente ecuacion diferencial con condiciones de frontera

Gt't' (tla t) + (aet/ - b)G(tla t) = 6<t/ - t)? t, = t17
(2.29)
G(0o0,t) =0, Gp(oo,t)=0.
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Para encontrar la funciéon de Green G(t',t) es necesario resolver la ecuacion diferencial
(2.29)), en la cual aparece la funcion delta de Dirac (¢’ — t) que tiene una singularidad en el
punto ¢’ = ¢ (6(0) = c0), dado esto, inicialmente se soluciona la ecuacién diferencial
en todo el intervalo ¢’ > t; excepto en el punto ¢’ = ¢, por lo tanto dicho intervalo se divide
en dos partes t; < ¢’ <t y t' > t. Ahora teniendo en cuenta en cada subintervalo se
tiene que d (¢’ — ) |y= 0, entonces se reduce a

Guy (1) + (ae! —b)G{H' 1) =0, ' >t y t' #t,
(2.30)
con G(oo,t) =0, Gp(oo,t)=0.

La ecuacion diferencial (2.30) es de la forma (1.2) cuya solucién es dada por (1.3) que para

este caso se representa como

CiJy5(2v/ae"?) + oY, 5(2v/ae'?), t <t <t
Gt t) = : (2.31)
Cs Ty 5(2vae’ ) + CiYy 5(2vae ), ' >t
donde J,(x) y Y,(z) son las funciones de Bessel de primera y segunda especie
respectivamente, mientras que C, Cy C's y C son constantes arbitrarias,[[1] Las cuales deben
de ser determinadas.
Para determinar C4, Cy C5 y Cy se necesita de cuatro ecuaciones algebraicas, dos de ellas

se obtienen de los términos de frontera dados en (2.30)). Reescribiendo éstas condiciones en

base a (2.31) se tiene

Cng\/E(OO)+C4Y2\/B(OO) = 0, (232)

CsJ} 5(00) + C4Y] 4(00) = 0, (2.33)

donde se ha tenido en cuenta que limy_,.(2y/ae’’/?) = oo, ademds Gy (t', ) esta dada por
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CilJavp- 1(2V/ae"?) — 2\f+1(2\/_6t )]+
1 02[Y2\/571(2\/56t /2) - }/2\/5+1(2\/Eet//2)], <t <t
Gu(t',t) = 5\/Ee'f’/z :
Cs[ o - 1(2\/_6t//2) - J2\f+1(2\/—et//2)]

CalYy - 1 (2v/ae" %) — 2\f+1(2\/_6t ), >t

(2.34)
para determinar las otras dos ecuaciones se examina el comportamiento de la funcién de
Green G/(t',t) en el punto ¢’ = ¢ y asi poder completar la definicién de la funcién de Green
en todo el intervalo ¢ > ¢;. Con este fin se integran los dos lados de la ecuacién diferencial

(2.30) sobre un intervalo arbitrario [t,, t5] € [t1, 1], es decir,

tg tg , tg
/ Gy (', 1) dt’ + / (ac" —b)G(t' t)dt' = / d(t' —t)dt.
ta ta to

tg , tg
s Gylts,t) = Gulta,t) — / (ae” — B)G(, 1)t + / S(H—t)dt. (235
to ta

Suponiendo ahora que G/(#', t) tiene una discuntinuidad de tamafio AG en t’ = t, esto es
G(t' t) = G(t',t) + H(t' —t)AG, (2.36)

siendo G/(#, ) una funcién continua en t' = ¢t y H(#' — t) la funcién de Heaviside o escalén

(véase Apendice C), la cual tiene la siguiente pripiedad.

H( — 1) = 0, t'<t
1, ¢ >t

De (2.36)) se tiene que
Gy(t' 1) = Gu(t',t) + 6(t' — t)AG. (2.37)

En (2.37) se observa que si G(t', t) tuviera una discontinuidad en ¢’ = ¢, entonces su derivada
tendria una discontinuidad infinita en ese punto. Por consiguiente la igualdad refleja en En
(2.35) seria imposible, pues en ¢z = ¢ el miembro derecho es finito mientras que el izquierdo

es infinito debido a la funcidn delta situada en ¢. Por lo tanto no es posible que G(t',t) sea
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discontinua en ¢ = ¢t . Como ¢ es un punto arbitrario, se concluye que G(t',¢) ha de ser
continua en todo el intervalo ¢’ > ¢;.

Ahora se procede a integrar (2.30) pero esta ves se hace sobre un intervalo infinitesimal
alrededorde t’ = t,0seaenelintervalot™ <t < t*

tt tt tt

/ Gy (t',t) dt' + / (ae’ — b)G(t', t)dt' = / §(t'—t)dt,
t— t— -

tt+

t
tt+
S Gt ) — Gt ) + / (e — DG d = [ s —bdt, (238
-

i
teniendo en cuanta que G(#', t) es continua se tiene que

G({trt) =Gt ,t) 6 G{ITt)—-G(t,t)=0, (2.39)

por lo tanto,
t+

/ (ae” —D)G(t', t)dz' = 0, (2.40)
t

donde el integrando (ae!’ — b)G(t, ) es continuo y al integrar en un invervalo infinitesimal
el drea bajo la curva da cero. Reemplazando (2.40) en (2.38)), se tiene

Gy (t1,t) = Gy (t7,1) =1, (2.41)

con ffj d(t' —t)dt' = 1. La ecuacion (2.41) representa una condicion que debe satisfacer

la funcién de Green G(t',t), la cual consiste en que su primera derivada tiene una
discontinuidad igual a 1 en el punto ' = ¢. Esta discontinuidad es producida por la funcién
delta de Dirac ¢ (¢’ — t) en la ecuaci6n diferencial del problema y por la continuidad
de G(t',t). De acuerdo con la ecuacién se reescribe

CuJy 5(2v/ae"?) + G5 (2v/ae'?) — C1 T, (2 ae'’?) — CoYy (2v/aet?) =1 (2.42)

Finalmente la condicién de continuidad de la funcién de Green G(t',¢) en ¢’ = t dada por

(2.39), y teniendo en cuenta (2.31) adquiere la forma

Cudy5(2Vae'’) + CsY, 5(2v/ae'’?) — Ci Jy 5(2v/ae'’?) — oY, 5(2/ae'’?) = 0. (2.43)
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En resumen, los resultados obtenidos en (2.32)), (2.33), (2.42)) y (2.43) representan el sistema

de cuatro ecuaciones algebraicas necesarias para encontrar las incégnitas Cy, Cs, C3y Cy,

presentes en la funcién de Green G(t',t) dada en (2.31)). Por lo tanto el sistema a resolver es

el siguiente

C4J;\/g<2\/aet/2) + CSYQI\/E(Q\/aet/Q) - Cljé\/E(Q\/Eet/Q) - 021/;%(2\/56t/2) =1,
Cudy p(2v/ae'’?) + C5Y, 4(2v/ae'’?) — C1J,y 5(2¢/ae'’?) — CoY, f5(24/aet’?) = 0,
CSJQ\/E(OO) + C4YVQX/E(OO) = O,

CyJ; 5(00) + C4Y] 5 (00) = 0.
(2.44)

Para solucionar el anterior sistema inicialmente se analiza el comportamiento de J(¢'), J'(t),
Y (') y Y/(t') cuando ¢’ tiende a infinito. Para calcular dicho limite se utiliza el programa

Wolfram Mathematica cuyo cédigo y resultado se muestra en la siguiente figura

= Funciones de Bessel de primera y segunda especie

11— J = Besseld[2Sqrt[2], 2Sqrt([3] Exp[t/2]]

BesselJ{Z\E, 2+/3 et-'z]

ne- Y = BesselY[2 Sqrt[2], 2Sqrt([3] Exp[t/2]]
2= BesselY[z\/;, Zﬁ et"z]

= Limite de las funciones de Bessel cuando t tiende a infinito
ne- Limit[3, t - Infinity]
1[3]= 0
- Limit[Y, t > Infinity]
0

Figura 2.1: Calculo del limite cuando ¢’ tiende a infinito de J(t') y Y (¢') cona =3y b = 2.

Los resultados de la figura 2.1 muestran que tanto J(¢') como Y (¢') tienden a cero cuando ¢’

tiende a infinito, dado esto la tercera ecuacion de (2.44)) se cumple para C'3 y C'4 arbitrarias.
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De la misma manera se calcula el limite de J'(t') y Y'(¢') cuando ¢’ tiende infinito, como se

muestra en la figura 2.2

= Derivada de las funciones de Bessel

DY =D[Y, t]

1 [ - i/ |  p — { — I
3 et2 \Besselv[_hz\f‘z ,24/3 e“] _BesselY[1+24/2, 243 @”H
2 \

DI =D[J, t]

1 — : —
3 et? \Besseu{_hz\jz , 243 e“] -~ BesselJ
2 L

I e Sy "2

= Limite de la derivada de las funciones de Bessel en el infinito
Limit[DJ, t - Infinity]

Interval[{-w, «}]

Limit[DY, t » Infinity]

Interval[{-wo, ®}]

Figura 2.2: Calculo del limite cuando ¢’ tiende a infinito de las funciones de Bessel J'(t') y
Y'(t')cona=3yb=2.

La figura 2.2 muestra que cuando ¢’ tiende a infinito, J'(¢') y Y’(#') no toman un valor
determinado , ya que oscilan en el intervalo (—oo, 00) dado esto y teniendo en cuenta el
hecho de que las constantes C'3 y C'4 pueden tomar valores arbitrarios, para que se cumpla
la ultima ecuacién del sistema (2.44)), necesariamente se debe cumplir que C'3 = C'4 = 0.

Teniendo en cuenta lo anterior y desarrollando la derivada de G(t, t) como lo muestra

éste sistema se reduce a

LV C Ty 1 () — Ty ()
%\/aet/QCQ[YQ\/B—1(2\/E€t/2) - Y2\/E+1(2\/aet/2)] =—1, (2.45)

Cidy5(2v/ae'’?) + CoY,y f5(2/aet’?) = 0.
Resolviendo el sistema se encuentra que C; y C5 son funciones de ¢ y estan dadas
por,
C1 = 1Y, 4(2vae?) y  Ch = —ml, ;5(2V/ae'’?), (2.46)
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como se puede ver en la figura 2.3

= Definicion de funciones y derivadas
J = BesselJ[2 Sqrt[b], 2 Sqrt[a] Exp[t/2]]

BesseUl2 --\,"'_b ,2vaet 2]

D1=D[J, 1]

t/271\

t/2 | = = tr2 ' —
|Besse1J[—lT2--¢b.2va e -Bessell|(1+2+b,2Va e |

1 —
=N
2

Y = BesselY[2 Sqrt[b], 2 Sqrt[a] Exp[t/2]]

Bessely IZ --\."'_b ,2Va et 2]

DY =D[Y, T]
A . [5 = p— = =
5 va et? |Be55e1\'[-l;2--\;b ,2va e'?] -Bessely 1:2+b,2Vace

= Solucion del sistema

({er= s 7 ) 2o e )

FullSimplify [Solve[{C1J +C2Y =0, C1DJ +C2DY == -1}, {C1, C2}]] // TraditionalForm

Figura 2.3: Solucion al sistema (2.45

Reemplazando C3 = 0, C4 = 0y (2.46) en (2.31) se encuentra que la expresién que

representa la funcioén de Green es dada por

¢

7Yy 5(2vae?) Jy (2 /ac! )

G(t't) =

\

Ahora la funcién de Green dada en (2.47) debe cumplir con la ecuacion diferencial (2.30), al
igual que las condiciones (2.39) y (2.41)), Para probar este hecho se usa Wolfram Mathematica

como se muestra a continuacion.

—m Ty 5 (2v/ae’?) Y, 5 (2vaet?), t <t <t

0, t' >t

(2.47)
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= Definicion de constantes y funciones

Cl - PiBesselY[2Sqrt[b], 2Sqrt[a] Exp[t/2]]
 BesselY [2 VI 2 \j‘; et'z}

C2 - -PiBessell[2Sqrt[b], 2Sqrt[a] Exp[t/2]]
_ Bessell [2 YT Ja et‘z]

J = BesselJ[2Sqrt([b], 2Sqrt[a] Exp[tp/2]]
Bessell [2 Jb, 2 Ja etp’z]

Y = BesselY[2Sqrt[b], 2Sqrt[a] Exp[tp/2]]
BesselY [2 \;‘II = B \;": &tp'z}

= Funcion de Green

Glitp 1= ClJ +C2Y

G2[tp_1=0
0

Figura 2.4: Definicion de las constantes C'1, C'2 y las funciones de Bessel para la funcion de
Green, donde G1[tp] y G2[tp] representan G(t',t) para los intervalos t; < t' < tyt >t
respectivamente y done ¢p hace refencia a t’

= Solucién de la ecuacion diferencial
FullSimplify [D[Gl[tp], {tp, 2}] + (AaE~tp-b) G1[tp]]
[¢]

= Continuidad de la funcion de Green
G2[t] -G1[t]

¢}

= Discontinuidad de la primera derivada
DG1l[tp_] =D[G1l[tp], tp]
DG2[tp_1 =D[G2[tp], tp]

¢}

FullSimplify [DG2[t] - DG1[t]]

1

Figura 2.5: Se prueba que la funcién de Green G(#,t) encontrada cumple con la ecuacién
diferencial, es continua y que G (¢, ) tiene una discontinuidad igual a 1 en el punto t' = ¢

Las figuras 2.3 y 2.4 prueban que la funcién de Green encontrada satisface el problema
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(2.30) al igual que las condiciones (2.39) y (2.41)), dado esto, ahora se procede a realizar su

respectiva grafica para varios valores de ¢, la cual se muestra a continuacion.

G(t, t)vst'
G(t't)

-2

—

Figura 2.6: Grafica de G(t',t) para t = 0 (linea negra), ¢ = 1 (linea azul), t = 2 (linea
violeta) y ¢ = 3 (linea roja).

En la figura 2.5 se aprecia que efectivamente G(¢', t) cumple con la condicién de ser continua

en el punto ¢’ = t y también que es posible escribir (2.47) de la siguiente manera

G(t 1) = mH(t — ') [V, 5(2v/ae )0, (2V/ae"12) = T, 5 (2v/ae )Y, g (2v/ae" )
(2.48)
Abhora se realiza la gréfica de la primera derivada de G(t', t) para diferentes valores de ¢ como
se muestra en figura 2.7, en la cual se puede apreciar la discontinuidad de ancho 1 que tiene

Gy(t',t) enel punto t' = t.
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G'(t' 1) G (t', 1)

-0.4

-0.6

-0.8

1 2 3 ra -1.2
(@)t =0 )t =1
G'(t, t) G'(t', 1)
05
O'SA
t
-2 TN 1 2 3 42 -1 1 2 3 i
-0.5 ~05
-1.0 -1.0
©t=2 dt=3

Figura 2.7: Graficas de Gy (t', t) para diferentes valores de ¢

2.3.4 Solucién al problema (2.12) en términos de G(t',t)

De acuerdo con la funcién de Green G(t',t) dada por la integral que aparece en
expresion para z(t) dada en (2.28)) se parte en dos intervalos: ¢, < t' < tyt' > t, pero
en el segundo intervalo G(t',t) se reduce a cero, por lo tanto la integral para este intervalo
también lo hace y z(t) se reescribe como,

t
T (t) = dg G (tl, t) - dl Gt/ (tl, t) + / G (t/, t) f (t/) dt/, (249)

t1

donde segin (2.34) y (2.47), G(t1,t) y Gy (t1,t) estan dadas por

G(t1,t) = 7Yy 5(2Vae'?) Jy 5(2v/ae?) — w0, 5(2v/ae"?)Y, 5(2vae?),  (2.50)
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1
Goltt) = 5Vae' Y, 52/ ) Ly 51 (V) = Ty s, (2]
1
— Va2V ) Yy 5 (2v/ae?) = Yy g (2Vac ) 2.51)

Reemplazando (2.50) y (2.51)) en (2.49) se tiene que

P(1) = TlYous (Ve ) L 2V — Ty {2V )Y, (2
1
- Wéx/aet/gdl (Y, 5(2vae™) [Ty 5, (2Vae"?) — Jy 5.1 (2v/ae"?)]}

1
+ 7T§\/aet/2d1 {J2ﬁ(2\/a€t/2)[}3\/5_1(2\/561‘/1/2) N }/’2\/E+1(2\/aet1/2)]}

t
+ 7Y, 5(2vae'?) / Jous(2v/ae’ ) f (') at’ (2.52)

t1

t
mha(Vae) [ Yolevaet ) (@)t
t1

La expresion (2.52)) representa la solucion a la ecuacién diferencial y cumple con las
condiciones (2.13). En dicha solucién se puede notar que, como las funciones de Bessel y
la fuente son continuas en ¢ = t;, se garantiza que si las condiciones iniciales se cumplen
para el caso homogéneo también se cumplirdn para cualquier fuente, ya que en este caso las
integrales que intervienen en la solucion se desvanecen. Dado lo anterior, para verificar que
es la solucion apropiada se toma el caso cuando f(t) = 0, es decir, se resuelve el

siguiente problema,

d*xz(t)
e + (ac' = b)z(t) =0, t=>t
ZL’(tl) = dl, M = dQ. (253)
dt,

De (2.52) se tiene que la solucion a (2.53)) es dada por

ru () = 7da[Ys5(2v/ae?) Ty 5 (2Vae" ) — Jy 5(2v/ae )Y, 5(2/ae?)]
1
- 7r§\/aet/2d1 {Y, 5(2vae) [, 5, (2V/ae" ) — J, 5.1 (21/ae"/?)]}2.54)

1
+ 7T§\/56t/2d1 {1, 5(2Vae) Yy 5, (2vae" ) — Y, 5,1 (2v/ae %))}

donde el subindice H hace referencia a que esta solucién corresponde al caso homogéneo.
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Ahora, haciendo uso de Mathematica se comprueba que zy(t) dado en (2.54) satisface el
problema @) como se muestra en la siguiente figura , donde 'y, Cs, J y Y son definidas

de la misma manera como en la figura 2.4.

= Funcion de Green y sus derivadas
G[tp 1=€C1J+CY;

d6 =D[G[tp], tpl;

DG[fp ] =dG;

= Funcién solucion

X[t 1= d2G[tl] - d1 DG[t1]

t

_ Bessely [1 ) --\."'b L27a et 2] |+

1 — = i ™ =
—d1 - a ™2 .—BesselJ|2--¢b .2vVa et 2] |Be55e1\’[-1_2--\,'b c24va e 2]
L2 \

% Va ™2 5 [Besseld[-1-2 Jb,2va et ?] ~Bessela[1.2 Jo,2va 2].] BesselY [2 Jo, 243 <t 2” .

d2 |~ BesselJ[2 -\.‘"b ,2va et 2] BesselY [2 --\."'b ,2va et 2] - Besselle --\."'b ,2va et 2] BesselY [2 -\.‘"b ,2va e

= Ecuacion diferencial

Fullsimplify (D[x[t], {t, 2}]+ (aExp[t]-b) x[t]]
0]

= Condiciones iniciales

Fullsimplify [x[t1]]

dl

dx =D[x[t], t];

Dx[f_]=dx;

FullSimplify [Dx [t1]]

dz

tl 2]"|

Figura 2.8: Se prueba que x4 (t) es solucion de la ecuacion diferencial y que cumple con las
condiciones iniciales.

A continuacién se muestra la reprentacion grafica de dicha solucidn, al igual que de su

derivada, con a = %, b = %, dy = %, do = 1yt = 0, los cuales tomaran el mismo

valor para lo que sigue del capitulo.
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x()vsty x'(t)vst
x[tlvst, x[t]vs t
10

i

=

Figura 2.9: Grifica de x(t) vs t (linea azul) y 2/(¢) vs t (linea roja) para el casof(t) = 0.

En la figura 2.9 se puede apreciar que para el caso t; = 0, x(¢) toma el valor de %, mientras

que z/(t) toma el valor de 1, lo cual muestra que se cumplen las condiciones iniciales.

2.4 Caso no homogéneo

Después de comprobar que la solucién (2.54) satisface el problema (2.53) se procede a

estudiar el caso no homogéneo aplicando diferentes fuentes.

2.4.1 Fuente sinusoidal

Este tipo de fuente se representa de la siguiente manera
f(t) = Asen(wt), (2.55)

donde A y w son constantes. La grafica de la fuente sinusoidal se muestra en la figura 2.10
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f(t) = Asen(wt)
()
15}

10f

0.5f

V'V

Figura 2.10: Gréficade f(t) vs t parael casof(t) = Asin(wt), para A =15, yw =

Luego, teniendo en cuenta lo anterior y (2.52)) se tiene que la solucién a (2.12)) para una
fuente sinusoidal es dado por:

t
t(t) = g (t) + AnY, m(2vac?) / Jyi(2v/ae ) sen(wt')dt

t1

J/

-~

I

t
A 0 ) [ Voo Bysentut it 256

t1
A 7
-~

Iy

Para solucionar las integrales [, e [, de tal manera que Wolfram Mathematica arroje una

expresion que pueda ser expresada en terminos de ¢ y ¢; es necesario hacer la siguiente

sustitucion,
z = 6%, (2.57)
con lo cual las integrales a calcular son:
€* 24 e? 94
Lo= [, —Jou (2Vaz) sen 2uwin(z))dz 5 I = [, =Y, (2Vaz) sen (2win(z)) dz.
ed % Bz
(2.58)

Al resolver las anteriores integrales resulta ser que en sus soluciones aparecen la funcién
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Gamma y la funcién Hipergeométrica (véase Apendice D) como se puede observar en la

figura 2.11.

= Fuente Sinusoidal =

Integrate [Bessell[2 Sqrt[b], 2 Sqrt[a] Exp ~ (tp/2)] Sin[w tp], {tp, t1, t}] // TraditionalForm
J: sin(tp w) 125(2\/? Exp“’"z) dtp
Ia[z_ ] = Integrate[2 A (Sin[2 w Log[z]] Besseld[2 Sqrt(b], 2 Sqrt[a] z])/ z, z] // TraditionalForm
is‘Az'z'“'(ﬁ z)zﬂ(r(ﬁ—hu)lfz(ﬁ—ﬂuﬂ b +1, -iw +ﬁ+1:_a22)_

zU“'I'(s'w +ﬁ)lf2(fau +ﬁ:2 b +1,iw +ﬁ+1:_a22))
Integrate [A BesselY [2 Sqrt(b], 2 Sqrt(a] Exp ~ (tp/2)] Sin[w tp], (tp, t1, t}] // TraditionalForm

' . tp/ 2
LA sin(tp W}Yzﬂ(zﬂl a Exp )dtp

Ib[z_] = Integrate[2 A (Sin[2 w Log[z]] BesselY [2 Sqrt[b], 2 Sqrt[a] z])/ z, z] // TraditionalForm

2

! 2w 2\ . 5 . . 2
—s'Acsc(erﬁ)z (ﬁz) [—I’(—sw—ﬁ)le(—sw—ﬁ:l—Zﬁ.—sw—ﬁ»rl:—az)+
)w’T

cos(Znﬁ)(ﬁz ' F(H—fiu)lfz(ﬁ—iw:z b +1.—s'w+ﬁ+l:—azz)+
z“"'[r(fw—ﬁ)lfz(hu—ﬁ:l—zﬁ.s'w—ﬁ»rl:—azz)—

o2V B ) (Va2 (v eV ) Eafrw VB2V B en oD )]]

Figura 2.11: Calculo de I, e I, En terminos de z para la funcién sinusoidal.

Vale la pena resaltar que por practicidad no se escribird z(¢) de manera explicita en el texto,
tanto para este caso como para los siguientes, ya que al calcular las integrales presentes en la

solucion resultan expresiones algo extensas, tal como se observa en la figura anterior.

Ahora, la siguiente figura muestra como se hace uso del teorema fundamental del calculo para
definir las soluciones mostradas en la figura 2.11 en términos de ¢ y ¢1, asi como también se
establecen el segundo y tercer termino de (2.56)), los cuales son representandos por I; e I,

respectivamente.
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ia[t ] =Ia[E~(t/2)]-Ia[E~ (t1/2)] ;

ib[t 1 =Ib[E~ (t/2)]1-Ib[E~ (t1/2)];

I1-=x Bessew[z-\f_h. 24/ a e”z] ia[tl;
IZ:;rrBesse'I.J[Z’\[_h, 2‘\/_a eUz] ib[t];

99,99

Figura 2.12: se establecen la integrales 2.58, donde poner ;" al final de cada linea hace que
Mathematica ejecute la orden pero no muestra el resultado en pantalla.

En seguida, siendo (2.56) solucién de (2.12)) con f(t) = Asen(wt), entonces debe satisfacer

el siguiente problema

2
d;gt) + (ae’ — b)z(t) = Asen(wt), t >t
x(tl) = d17 M = dQ. (259)
dtq

En la figura 2.13 se muestra que satisface la ecuacién diferencial, mientras que la

grafica de dicha solucidén y su derivada se muestran en la figura 2.14

= Funcién solucion
X[f 1=d2G[tl] - d1DG[11l] +I1-1I2;
= Ecuacion diferencial

FullSimplify [D[x[t], {t, 2}1+ (aExp[t]-b) x[t]]

1 i

. t/2y-24iw g [ tr2y4iw
--1A |e | -1+ e |
5 | / | |

Expand [%]

2y-2iw

1 . 1 . V2 i
-1 A IE-t ] 7 T --1A|e vz | Ziw
2 \ > | /

1 ) 1 )
ExpToTrig[- i Ae " - - i A et "t]
2 2

A Sinjwt]

Figura 2.13: Se usa Mathematica para probar que (2.56) cumple con (2.59)), donde la funcién
de Green y su derivada es definida como se muestra en la figura 2.8
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x()vsty x'(t)vst
x[tlvst, x[t]vs t
10
L L | L L L L VNP PN
: 2 4 N + A 4 g t
-5[ | e é
-10f

Figura 2.14: Gréfica de x(t) vs t (azul) y 2/(t) vs t (roja) para el caso f(t) = Asen(wt).

2.4.2 Fuente exponencial

Se expresa esta clase de fuente como
f(t) = Ce™, (2.60)

donde C'y A son contantes. La grifica de dicha fuente se muestra en la figura 2.15.

Ahora, segiin (2.52)) y (2.60) se tiene que la solucién a (2.12)) para este tipo de fuente toma la

forma mostrada a continuacidn,

t
x(t) = xg(t) +C7T}/'2\/5(2\/56t’/2)/ Jgﬁ(z\/EGt,/Q)e_At/dt/

t1

(. J

~~
Ia

t
— Cndy5(2v/aet’?) / Y, 5(2v/aet e M dt’ (2.61)

t1

[

-~

Ia



Capitulo 2: Ecuacion no homogenea sujeta a condiciones iniciales 35

funcién exponencial

f(t)

Figura 2.15:

Para solucionar I, e [, de (2.61) se recurre a la sustitucion para obtener las sigientes
integrales,
et 9 et 9

I, = / y v (2vaz) e "Pdz 5 I, = / y 2V (2v/az) e "dz. (2.62)
En la figura 2.16 se muestra los resultados obtenidos en Wolfram Mathematica al calcular
las anteriores integrales.
Después de definir los resultados a las integrales (2.62)) en términos de ¢ y ¢; de la manera
mostrada en la figura 2.12 se procede a probar que la solucién encontrada satisface el

siguiente problema,
d*x(t)
dt?

+ (ae' —b)a(t) =Ce™, t>t

dx(t
z(ty) = di, di D _ dy. (2.63)
1
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= Fuente exponencial

Integrate[c Bessell[2 Sqrt[b], 2 Sqrt[a] Exp ~ (tp/2)]1 Exp[-1 tp], tpl // TraditionalForm

-itp tpf 2
cje 125(21}'(1 Exp )d’tp

Ia[z ] = Integrate[2 c ( Bessell[2 Sqrt[b], 2 Sqrt[a] z] Exp[-2 LLog[z ]11) /2, 2] // TraditionalForm

Cz-zs(ﬁ Z)ZH r(ﬁ_;)lﬁz(ﬁ_;;z b +1,—I+ﬁ +1:—azz)

Integrate[c BesselY[2 Sqrt[b], 2 Sqrt[a] Exp ~ (tp/2)]1 Exp[-1 tp]l , tp] // TraditionalForm
c J’e'“p Yzﬂ(zﬁ Exptp"z) dtp
Ib[z ] =Integrate[2 c ( BesselY[2 Sqrt[b], 2 Sqrt[a] z] Exp[-2 1l Log[z 1]) /2, 2] // TraditionalForm
c csc(Z nﬁ) z'“(ﬁ z)_z v
[ws(z”m(ﬁ (-t BV b -2 w1 -1a D w10 2?) -

-1 )itV 124 -;-J:H;-“z)]

Figura 2.16: Calculo de I, e I, En terminos de z para la funcién exponencial.

En la figura 2.17 se muestra que efectivamente satisface el problema (2.63), en tanto

que la grafica de la solucion y su derivada aparecen en la figura 2.18.

2.4.3 Fuente pulso rectangular
Este tipo de fuente se expresa como

ft)=Ki+ Ky H(t —ty) — Ko H(t — t3), (2.64)
donde K, Ks, ty y t3 son constantes, ademas H (¢ —t;) es la funcién de Heaviside o escaldn,
la cual posee la siguiente propiedad,

0, t<tk,
H(t —t)) = (2.65)
1, t>t.

La forma grafica de esta fuente se muestra en la figura 2.19.
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= Funcion solucion

X[t 1=d26[t1] - d1DG[t1] +I1-1I2;

= Ecuacion diferencial

Fullsimplify [D[x[t], {t, 2}] + (aExp[t]-b) x[t]]
c(ef 2:|'21

= Condiciones iniciales
FullSimplify [x [t1]]
dl

dx =D[x[t], t1;

Dx [T ] =dx;
Fullsimplify [Dx [t1]]
d2

Figura 2.17: Se prueba que (2.61)) satisface es problema (2.63

x(f)vstyx'(t)vs t
x[tlvst,x[tlvst
105
5 |
Al
\)Lé}‘\ ; TNV t
Vi
/|
10}

Figura 2.18: Gréfica de x(t) vs t (azul) y 2/(t) vs t (roja) para el caso f(t) = Ce™, con
C=3y\= 1—10.

4
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Funcioén pulso rectangular
f(t)
5 -
al
3 -
i
1 1 1 1 t
2 4 6 8

Figura 2.19: Funcion pulso rectangular con K = 2, Ky = 3,1, =3y t3 = 6.

En seguida, reemplazando (2.64) en (2.52) Y teniendo en cuenta la propiedad (2.63) se

escribe z(t) como sigue

z(t) =xg(t) +

(

t
Klﬂ@\/l?@\/a@t//?)/ Jop(2v/ae?)di' —

t1

(. J/

t
Klem(z\/aet//?)/ Yy 5(2v/aet /)t t<tyyt>ts,
t1
I,
t
(Kl + Kg)ﬂ}é\/g(Q\/aetl/z)/ J2\/5(2\/56t//2)dt/—
t1
t I
K+ Ko)nJ. 2\/a€tl/2 Y. Qﬁet//Q dt,, to <t <ts.
2vb ) 2vb
I,

(2.66)

A continuacién se muestra el resultado de las integrales I, e I, de (2.66]), donde k£ puede ser

K, o Ky + Ks, dependiendo del intervalo donde se encuentre ¢.
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= Fuente pulso rectangular

Integrate [k Bessell[2 Sqrt[b], 2 Sqrt[a] Exp ~ (tp/2)]1, tp] // TraditionalForm

A‘j}ZH(ZJ_a Exp‘*’"z)dtp

Ia[z ] =Integrate[2 k ( Bessell[2 Sqrt[b], 2 Sqrt[a]l z])/z , z] // TraditionalForm

kl’(\,l'b)(ﬂ'a 2)2 v lﬁz(v'b:zajb s, B +1:—az2)

Integrate [k BesselY[2 Sqrt[b], 2 Sqrt[a] Exp ~ (tp/2)] , tp] // TraditionalForm
" tp! 2

k T;H(Zq'a Exp )dtp

Ib[z_ ] =Integrate[2 k ( BesselY[2 Sqrt([b], 2 Sqrt[a] z]) /z, z] // TraditionalForm

2kcsc(2n’ﬂ) 1cos(Zﬂ'\[?)I’(\[?)(\[?z)2 ' lfz(ﬁ:Zﬁ»rl.ﬁ»rl:—azz)—

2

;r(—ﬂ)(ﬁ z)-z b lﬁz(—ﬁ:l-zﬁ_l_ﬁ:_azz)

Figura 2.20: Calculo de I, e [, para el caso f(t) = K| + Ky H(t — t3) — Koy H(t — t3)

Luego, siendo (2.66) solucién a (2.12)) para la fuente pulso rectangular, se debe cumplir lo

siguiente

d?x(t K, t<tyyt > ts,
R CUTOEE A
t K+ Ky, ty<t<ts
dx(t
z(ty) = d, de D _ ds. (2.67)
1

En la figura (2.21) se muestra que la solucion (2.66) cumple con el problema anteriormente

mostrado, mientras que el estudio grafico de esta solucion se puede ver en la figura (2.22).
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= Funcion solucién

x[t 1=d26G[t1l] - d1DG[t1] +I1-I2;
= Ecuacion diferencial

FullSimplify [D[x[t], {t, 2}] + (aExp[t]-b) x[t]]
k

= Condiciones iniciales

Fullsimplify [x[t1]]

dl

dx =D[x[t], t1;

Dx [t ]=dx;

Fullsimplify [Dx [t1]]

d2

Figura 2.21: Se prueba que (2.66) satisface es problema (2.67), donde k = K, K; + K>

x(f)vstyx'(f)vs t
x[tlvst,x’[t]lvst

30f
20F W
Al\l

: i\\\\~ IP7RRY ‘\/X],\,\.‘ é t
-10? U (

-30F

Figura 2.22: Gréfica de x(t) vs t (azul) y 2(t) vs t (roja) para una fuente pulso rectangular,
con K1 =2, Ky =3, =3yt3=06.

En la anterior figura se puede ver claramente la influencia de la funcion de Heaviside en la
grafica de la solucidn, asi como también se puede apreciar que para ¢ = 0 se cumplen las

condiciones iniciales impuestas.
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2.4.4 Fuente en términos de las funciones de Bessel

Después de analizar la influencia de fuentes de diferentes naturalezas, en seguida se procede
a estudiar la presencia de una fuente que contenga funciones de Bessel, dicha fuente tiene la

siguiente forma,
f(t) = Ad, 5(2v/ae"’?) + BY, 5(2v/ae'’?), (2.68)

La representacion grafica de esta fuente se muestra a continuacion,

funcion de Bessel

f(t)

Figura 2.23: Representacion grafica de f(t) = AJ, ;(2v/ae'’?) + BY, 4(2y/ae'’?).

Luego, segun (2.52)) la solucién para este tipo de fuente se expresa de la siguiente manera,

t
T (Zf) = Ty (t) + A7T}/2\/5(2\/a€t/2)/ J2\/l;(2\/a€t,/2)J2\/B(2\/a€t//2)dt/

t1
t
+ BrY, ;(2vact’?) / Yy 5(2vae’ ) J, 5(2y/ae"?)at'.
t1

t
— And, 5(2vae'’?) / Ty 5(2v/ae’ )Y, 5(2v/ae /?)dt'.
t1

t
—  BrJy;(2v/ae'’? / Y, 5(2vae )Y, s(2y/aet /?)dt . (2.69)

t1
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Al igual que en los anteriores casos, para esta fuente también se tiene que en la solucién
intervienen la funcién Gamma y la funcién Hipergeométrica, ademds que otras funciones
mads familiares, como se puede apreciar en las figuras 2.24 y 2.25, en las cuales se ha
calculado las integrales presentes en (2.69), donde z es dado por (2.57).

» Fuente exponencial

Ialz 1=
Integrate[2 (A Besseld[2 Sqrt[b], 2 Sqrt[a] z] + B BesselY[2 Sqrt[b], 2 Sqrt[a] z])
( Bessell[2 sqrt(b], 2 Sqrt(a]l z])/z, z] // TraditionalForm

1

zﬂr(l_zﬁ)r(zﬁn)z {4
[azzr(l—Z\[z)F(Zﬁf1)3ﬁ'4[l.1.2:2 b +2,2-2 b.2,2:—4az2J—Iog(z]Jfl'(l—2\/I)

w’T 1
(\/a z) (A+Bcot(2n\,l'b))2F3[21}'b+—.2 pi2yb +1,24p +1,4 b+1:—4az2]]
2

b Bcsc(Znﬂ)l’(Zﬁ+l)

Figura 2.24: Calculo de la primera y segunda integral de (2.69).

Abhora, en figura 2.26 se muestra que la solucién (2.69) satisface el problema (2.12)) Para f(¢)
dado por (2.68), es decir

d*xz(t)
dt?

+ (ae’ — b)z(t) = AJZ\/B(2\/Eet/2) + BYQ\/,;(Z\/aetﬂ), t>t

dx(t
2(t) = di, fzi ) _ g, (2.70)
1
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Ib[z ] =
Integrate[2 (A Bessell[2 Sqrt([b], 2 Sqrt[a] z] + B BesselY [2 Sqrt([b], 2 Sqrt[a] z1)
( BesselY [2 Sqrt[b], 2 Sqrt[a] z]) /z , z] // TraditionalForm

e ) (e
2V r(i-24b ) (2 +1)

(r(l_zﬁ)(ﬁZ)N’T(dﬁr(zﬁn)(azzr(l—zxf;)r(zﬁnj

(A+Bcot(2nﬁ))3ﬁ4[1.1.z:2 b +2,2-2 b.2.2:—4az2]+
aBzZcot(znﬁ)r(l-2ﬁ)r(zﬁ+1)3f4(1.1.§;2-2 b,2 b+2.2.2:—4az2)—
2
log(z}(A +23cot(2nﬁ)))+cos(2nﬁ)r(l—2£)(ﬁ z)“n
(A+Bcot(2nﬁ))2F3(25+;.2 b2y b +1,24y b +1,4 b+1:—da22]]_
Bcsc(ZHﬁ)F(Zﬁ+l)22Fg(;—25,—2 bit-ay b, 1-2yb,1-2 b:—dazz}]

Figura 2.25: Calculo de la segunda y tercera integral de (2.69).

= Funcion solucién
X[t ]1=d26[tl] - d1 DG[t1l] +I1-1I2;
= Ecuacion diferencial

FullSimplify [D[x[t], {t, 2}]1 + (@aExp[t]-b) x[t]] // TraditionalForm

[ H2 NP ' [

( a e ) gF.(:Z b+1:—ae)(A+Bcot(2n b))—
2 'ZH ~ t

Bcsc(va'b)(\ll'ae ) nF.(:l—Z\J'b:—ae)

= Condiciones iniciales
FullSimplify [x[t1]]
dl

dx =D[x[t], t];

Dx [t ]=dx;
FullSimplify [Dx[t1]]
d2

Figura 2.26: Célculo de la segunda y tercera integral de (2.69
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En la anterior figura se puede notar que, dado que la solucién (2.69) debe satisfacer el
problema (2.70), se tiene que cumplir la identidad (2.71), la cual ha sido comprobada

graficamente, ya que al realizar el grafico del lado izquierdo de ésta, se obtiene el esquema

mostrado en la figura 2.27, que coincide con la gréfica de f().

(ﬁe% 0F, <; Wb+ 1; —aet> (A + Beot (2#\/1—)»

o\ 2V
— Besc 27?\/1_7> (x/aeﬁ) 0F, (; 1—2Vb+1; —aet>
= AJy(2Vae'®) + BY, j(2v/ae"?).

)"

_[‘\,/_a et’Z}_ZH BCSC[Zﬂ ;rr] Hypergeometr.i.cBFlRegu'I.ar.i.zed[1— 2y b, -a et] +

2
(NJ' a e”z} (A +B Cot [2 A\ b :r]] Hypergeometric@F1Regularized [1+ 2y b, -a et] 1

TraditionalForm

(ﬁ e”z)zn Dﬁl(:z b +1:—ae’)(A+Bcot(2nﬁ))—
Bcsc(Znﬁ)(ﬁe"'z)_ZHnfl(:l—Z b :—ae’)
flt 1=- (\/_a et"zJ_Z\{_h B Csc [2 ‘\/_ :r] Hypergeometric@F1Regularized [1— 2 '\/;. -a et] +

(\/: e”z} al (n +B Cot [2 ’V{_ :r]] HypergeometricOF1lRegularized [1 +2 '\/F. -a et] H

Plot[f[t], {t, ©, 8}, PlotStyle » Blue]

/\ /\ A

/ 2 v U\/éUUUUW

]

Figura 2.27: Se prueba la identidad (2.71) de manera gréfica.

En la siguiente figura se presenta la grafica de la solucién al problema tratado en el presente

apartado, la cual, como puede apreciarse es similar a los anteriores casos.
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x(f)vst

x[t]lvs t, x'[t]vst
30 I
20 ﬂ ﬂ

2 6 /H/

10

Y

v
WF
~

-10

=20

-30

Figura 2.28: Gréfica de x(t) vs ¢ (azul) y 2/(t) vs t (roja) para f(t) = AJ, 5(2/ae'’?) +
BY, ;(2y/ae'’?) ,con A=5yB=T.



Capitulo 3

Ecuacion

no homogenea sujeta a condiciones en la

frontera

3.1 Planteamiento del problema

Se considera el siguiente problema de valores en la frontera;

dzjtgt) + (aet = b)z(t) = f(t), m<t<n
o (m) + az% =di; fix(n)+ ﬁ2dxd—(tn> = dy,

donde, los parametros m, n, oy, ae, b1, P2, di y do son constantes.

3.D

en las anteriores

ecuaciones se puede observar que la solucién z(t) estd sujeta a condiciones de frontera en

dos puntos, dichas condiciones de frontera son separadas, esto es, cada una afecta a un sélo

punto de la frontera.

Abhora, si por lo menos uno de los términos f(t), d; 6 d, es diferente de cero, el problema es

no homogeneo.

A continuacién se explica el método de la funcién de Green, aplicado a la solucién del

problema (3.1)).

46
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3.2 El método de la funcion de Green

3.2.1 Ecuacién diferencial para la funcion de Green

Para aplicar el método de la funcién de Green la variable ¢ se renombra como ¢, entonces

2 /
de;(;) + (aet’ . b)x(t’) _ f(t,), m < 4 <n.
(3.2)
d d
anz (m) + as a:;;ﬁ = di; Brz(n)+ 52$ 4

A continuacion, la ecuacién anterior se multiplica por una funcién de Green G(t',t) por
ahora desconocida, la cual depende de ¢’ y ¢. Luego se integra por ' entre my n
n dQZL'(t/) , n
/m G(t',1) [W + (ae” —b)z(t)| dt' = /m Gt t)f(t")dt'.
Ahora, siguiendo los pasos descritos en el capitulo 2 se obtiene que

/ d‘r t/ t/:n / /
G (1) % =Gt Dalt)

t'=n

_|_

t'=m

/nx(t') { & + (ae!’ — b)} G(t', t)dt' = /n G(t',t) f(t"dt,

- dt? -
siendo que,
d2 t Tl
s+ e 0| = L0)
dx(t') 1t'=n t'=n
= G(t,t) Z(t,) t/—m_Gt’ (t',t) x(t) st

(3.3)

n

H(EVLE)GE, t)dt = / Gt ) f(#)dt,

Luego, segun (2.10)
LG (1) =6t —1), (3.4)
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aplicando el operador L(t') a G (t',t) se tiene que
Gy (t'1) + (ae” —b)G(t',t) = 6(t' —1). (3.5)
En seguida, reemplazando (3.4) en (3.3) y aprovechando el hecho de que

/n:c(t/)é(t' —t)dt' = x(t), te[m,n],

m

resulta que la solucién al problema (3.1)) es dado por

t'=n /
_ G dx(t')

t) =Gy (U, t)x(t
x() Gt( Y )x( )t’:m dt/

e + / ' Gt t)f(t")dt'. (3.6)

t'=m m
Para establecer completamente la anterior solucién se debe determinar la funcién Green

G(t', 1), lo cual se hace en los siguientes apartados.

3.2.2 Condiciones de frontera para para la funcion de Green

Con el fin de establecer las condiciones de frontera para la funcién de Green se analizan los
dos primeros términos del lado derecho de

Gt 0ot)| "~ G O
t'=m o
G (n,t)a(n) = Gy (m, ) a(m) = & (n, ) dfﬁ) + G (m, 1) dfrd(? ) e

Se aplican en la ecuacién (3.7) las condiciones de frontera dadas en la formulacién del
problema (3.1)) y reescritas en (3.2). Pueden darse los siguientes casos que se examinardn

separadamente:
1. oy #0, [ #0,
2. a0 #0, By #0,
3. ap #0, B #0,
4. ap #0, P #0.
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Caso 1: a; # 0, 51 # 0. Segtin lo anterior es posible despejar x(m) y x(n) de (3.2), entonces

1 dz(m) _ 1 dx(n) ]
A '

x(m):—{dl—az 7 } x(n)——{dz—ﬁz 2

Reemplazando las anteriores expresiones en (3.7), se tiene que

Gy (n,t) a(n) — Gy (m,t) 2(m) — G (n,t) dzgl) +G (m,1) % —
1 dx(n) 1 dz(m)
Gy (n,1) E {dz — Do ar } — Gy (m,1) o |:d1 — Qg dt }
-G (n,t) dng) + G (m,t) dxd(;n) =
12260 om0+ G m,t)| 0+ 26 (1)
(3.8)
- [%Gt, (n,t) + G (n, 1) dfli?) - Z—lth, (m, t)
(m)  dx(n)

. .. dz
Abhora, en la expresion 1| participan a0 y 2
condiciones de frontera en (3.7, dado esto y con el fin de eliminar estos términos se establece

cuyos valores no son dados por las

la siguientes condiciones.

%Gt/ (m,t) + G (m,t) =0,

aq
3.9
&Gt/ (n,t) + G (n,t) =0,
A
por lo tanto,
t'=n de’(t/> t'=n d2 d1
Gy (' t) x(t' -Gt = —Gyp (n,t) — —Gy t).
t(’)x<)t/=m (1) dt' ly=m ﬁ1t(n’) oz1t(m7)
y la solucién (3.6) se la puede escribir de la siguiente manera
o d? dl " ! /
z(t) = 5—Gt/ (n,t) — a—th (m,t) + G(t',t)f(t")dt. (3.10)
1 1 m
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La anterior expresion representa la solucion del problema (3.1)) para el caso 1 donde o # 0

y B1 # 0.

d
Caso 2: oy # 0, B # 0. Se despeja x(m) y z(n)

dt’

de (3.2) para obtener

2 (m) = — {dl—%

(@51

dx(m)
dt’

dx(n) 1
|, S =5 e~ fuato

Reemplazando en (3.7)) se obtiene

Gy (n,t)x(n) — Gy (m,t)x(m) — G (n,t) ——

Gy (n,8) 2(n) — G (m, 1) — {dl .

aq

_G(n,1) é lds — Brz(n)] + G (m, ) dxd(t’/’"‘) _

B dy
[Gt/ (n,t) + EG (n, t)] x(n) — a—th/ (m, t)

(3.11)
dx(m) dy
dx(m

y
dt’
especificados por las condiciones de frontera se imponen las siguientes condiciénes

N

Aligual que en el caso anterior, para eliminar los términos x(n) , los cuales no estan

A

Gy (n,t) + —G (n,t) =0
Do
(3.12)
“2a, (m,t) + G (m,t) = 0.
Qg
Teniendo en cuenta lo anterior se tiene que
t'=n d[L‘(t/) t'=n d1 dg
() (! -Gt =——Gy t) — — t).
Gu (t 1) a( )t’:m G(#.1) dt’ lv=m Oth (m, ) BzG(m )
Por lo tanto, la solucién para este caso es dada por
o dl d2 " / /
x(t) = —a—th (m,t) — 5—6‘ (n,t) + G(t',t)f(t")dt. (3.13)
1 2 m
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d
Caso 3: ay # 0, 51 # 0. Despejando z(m) y xz(n) de i se tiene que

at'
O — L] o) = o [0 - 0,
Sustituyendo lo anterior en (3.7) resulta que
Gﬂmwﬂm—Gﬂm@amy4mmw%%LHnmﬂ@g@:

G (n.1) é {dQ 5,

dz(n) 1
o + G (m,t) o [di — ayz (m)] =

dx(n)
dat’

| = Gom) 2o

—G (n,t)

dy o
EGt/ (n,t) — [EGt/ (n,t) + G (n, t)}

dx(n)
dt’

(3.14)
&

(8%

-%(ﬂmﬂ—rﬁym@+Gan%mm.

Q2
dz(n)
dt’

De nuevo, para eliminar y x (m) de (3.14) se impone que

B2 (nt) + G (n,t) = 0
B

(3.15)
aq
—G (m,t) + Gy (m,t) =0
Qo
Segun lo anterior
t'=n dx(t')

o /
t'=m G (t ’ t) dt’

v=n  dy dq

t'=m 51 6%}

Gy (', ) z(t')

Por lo tanto, la solucién (3.6) para el caso as # 0y 31 # 0 se escribe de la siguiente manera

x(t) = %Gt/ (n,t) + %G (m,t) + / G(t',t) f(t')dt. (3.16)
1 2 m
Caso 4: oy # 0, 55 # 0. en este caso se tiene que
dr(m) 1 dr(n) 1

G = e m]. e = o ld — fux(n)]
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Segtn lo anterior,

G (n.8)2n) — Gy (m 1) x(m) — G (n.1) 20 4 3,y 2
Gt’ (TZ, t) ZL‘(TL) - Gt’ (ma t) x(m)
1 1
—G (n,t) = [da — frz(n)] + G (m,t) — [d1 — oy (m)] =
Pa Q2
[th (n,t) + éG (n, t)] z(n) — @G (n,t)
Ba Ba
(3.17)
(03] dl
— {Gt/ (m,t) + —G (m,t)] x (m) + —G (m,t).
(%) Qg
De manera similar a los casos anteriores, se exige que
B _
th (n,t)‘{__G( ,t) 0
Ba
(3.18)
a1
Gy (m,t) + —G (m,t) =0,
Qg
entonces
! / t=n / d$(t/) t=n _ dl d2
Gy (t',t) z(t) o G(t',t) P a_gG (m, t) EG (n,t).
En consecuencia, si az # 0y [ # 0, la solucién (3.6) es
dl d2 " / /
z(t) = a_G (m,t) — B_G (n,t) + G(t',t)f(t)dt. (3.19)
2 2 m

Ahora, observando (3.9), (3.12), (3.15) y (B.18) se concluye que dichas condiciones se

pueden sintetizar de la siguiente manera

OélG (TTL, t) + OéQGt/ (m, t) = 0,
(3.20)
ﬁlG (n7 t) + 62Gt/ (n7 t) = 0.
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Luego, teniendo en cuenta lo anterior y (3.5)) se infiere que la funcién de Green es la misma

para los cuatro casos y es regida por el siguiente problema

Gt’t’ (t/7t> + (a’etl - b)G(t/7t> = 5(t, - t)? m < t sn,
a1G (m,t) + aeGy (m,t) =0, (3.21)

BLG (n,t) + BoGly (n, 1) = 0.

A continuacion se estudian las anteriores ecuaciones para determinar la funcién de Green.

3.2.3 Determinacion de la funcion de Green

Para determinar la funcién de Green se tiene en cuenta que en el problema (3.21) interviene
la funcién delta de Dirac 6(z’ — x), la cual presenta una singularidad en el punto ¢’ = ¢
(6(0) = o0), teniendo en cuenta esto es conveniente dividir el intervalo m < t' < n
en dos subintervalos: m < t/ <t y t < t' < m. En cada subintervalo se tiene que

d (t' —t) |v2+= 0, entonces la ecuacion diferencial en (3.21) se reduce a
Guy (t',1) + (ae” —b)G(',t) =0, parat’ #t. (3.22)

De acuerdo con (|1.2)) la solucién a la anterior ecuacién diferencial es dada por (1.3)), que en

este caso se escribe de la siguiente manera

CiJy5(2v/ae"?) + CoY, 4(2v/ae'?), m <t <t
G(t',t) = , (3.23)

CaJy 5(2vae"?) + C1Y, 5(2v/ae"?), t<t <n

donde C;, Cy, C3y Cy son cantidades constantes con respecto a la variable ¢’, ademads
Gy (t',t) esta dada por

Ciy (2Vae"?) + oY) 4(2v/ae" %), m <t <t
Gu(t',t) = : (3.24)
ngé\/B(Q\/aet,/Q) + C4Yz/\/5(2\/a€t//2), t<t'<n
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donde J) \/5(2\/5675'/ 2y Y] \/E(Zﬁet// 2) representan las derivadas con respecto a t/, ahora
segtn (3.23) y (3.24) las condiciones de frontera dadas en (3.21]) se escriben de la siguiente

manera
e {ozlJQ\/l;(Q\/aem/Q) + ongé\/B(Q\/aem/Q)} n

N J/
-

A
(3.25)
T )
[\ E )
P03 i)
D
(3.26)

Ci{ BV, a(2v/ae™) + BY3 5 (2v/ae"/?) | =0,

[ J/
-~

E

En seguida, para determinar C'y, Cy, C's y C'y son necearias dos ecuaciones mas, las cuales se
obtienen analizando el comportamiento de la funcion de Green G(t',t) en el punto t’ =ty
asi poder establecer esta funcion para todo el intervalo m < ¢’ < n. Con este fin se integran
los dos lados de la ecuacion diferencial en (3.21]) sobre un intervalo infinitesimal alrededor

del punto ¢ = ¢, es decir, en el intervalo ¢t~ < ¢’ < ¢ como se muestra a continuacén

tt tt tt

/ Gy (t',t)dt’ + / (ae’ — b)G(t', t)dt' = / St —t)dt.

t— t— t—

Al realizar un procedimiento igual al mostrado en el capitulo 2 se encuentra que en t’ = ¢ la
funcién de Green debe ser continua y ademads su primera derivada tiene un salto igual a 1, lo
cual se sintetiza en las las siguientes condiciones

Gt t)=G(t,t) 6 G(tT,t)—G(t7,t) =0, (3.27)

Gy (tT,t) =Gy (t,t) = 1. (3.28)

C4 J2\/5(2\/56t/2> —I—Cg }/'2\/5(2\/56”2) —Cl J2\/5(2\/a€t/2) —CQ Yé\/g(Q\/aet/Q) = 0.
—— —— —— ——

J(t) Y (1) J(t) Y (t)
(3.29)
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Cy ) 5(2Vae?) +C3 Yy p(2v/ae'’?) —=Cy J) £(2v/ae'?) —=Cy Y] 5(2v/ae'?) = 1.
—— —— —— ——

Ip(t) Yp(t) Ip(t) Yp(t)
(3.30)

Luego, de acuerdo con (3.25)), (3.26), (3.29) y (3.30) se concluye que para obtener C, Cs,

C5y O}y se debe resolver el siguiente sistema de ecuaciones

AC, + BCy, =0
DCs + ECy =0
(3.31)
JO)C,+Y ()O3 — J(t)C, =Y (t)Cy =0
Jp(t)Ca + Yy ()O3 = J,(1)Ch = Yy (8) Oz = 1
Resolviendo el sistema de manera manual se encuentra que
Cult) = B[EJ(t) — DY ()]
' (BD — AE)[J,(1)Y (t) = J(£)Y(t)]
Colt) = A[DY (t) — EJ(t)]
’ (BD — AE)[J,(1)Y (t) = J(£)Y(t)]
(3.32)
Ci(t) = E[BJ(t) — AY (t)]
’ (BD — AE)[J,(t)Y (1) — J(£)Y,(2)]’
Colt) = D[AY (t) — BJ(t)]

(BD — AE)[Jp(1)Y (1) = J ()Y, (1))

Asi pues, teniendo en cuenta los anteriores resultados la funcion de Green toma la siguiente
forma
Ci(t) Ty 5(2vae’?) + Co(t) Y, 5(2vae’ ), m <t <t
Gt t) = (3.33)
Cs(t) Ty 5(2v/ae"?) + Cu(t) Yy 5(2vae’?), t <t < n.
Para comprobar que la anterior expresion es la apropiada se usa Wolfram Mathematica y
se verifica que se cumple la ecuacion diferencial (3.22)), al igual que las condiciones
como se muestra en la figuras (3.1) y (3.2), donde a4, as, 51 y 2 son representados por aq,

as, by y by respectivamente.
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= Funciones de Bessel

J[tp_1 = Bessell[2 Sqrt[b], 2 Sqrt[a] Exp[tp/2]1]1;
Y [tp_1 = BesselY[2 Sqrt[b], 2 Sqrt[a] Exp[tp/2]];
d)=D[I[tp], tpl;

dY = D[Y[tp], tpl;

Iplip_]1=dI;

Ypltp_]=dY;

= Definicion de coeficientes

A=-all(m]+a2dpiml; B=alY[m]+a2 Yp[m];
Dp=bl J[n]+b2 Ip[n]; Ep=bl ¥Y[n]+b2 ¥Yp[n];

= Definicion de las constantes

Del - (BDp-AEp) (Ip[t] Y[t]-JI[t]Yp[t]);
Cl=(B (EpJ[t]1-DpY[t]))/Del; C2=(A (DpY[t]-EpJ[t]))/Del;

C3=(Ep (BJ[t1-AY[t]))/Del; C4=(Dp (AY[t]-BJ[t])) / Del;

Figura 3.1: se definen J ('), Y ('), J,(t') , Y,(t') , A, B, Dy E, al igual que las constantes
C1, Gy, C3y Cy.

= Funcién de Green y su derivada

Gl[ip_ ]=ClJ[tp] + C2Y[tp]; G2[fp_]1=C3 J[tp] + CAY[tpl;
DGL[tp_]1=D[GL[tp], tp]; DG2[tp_1=D[G2[Tp], tp];
= Ecuacion diferencial

FullSimplify [D[G1[tp], {tp, 2}]1 + (a Exp[tp] -b) G1[tp]]
2]

FullSimplify [D[G2[tp], {tp, 2}]1 + (@ Exp[tp] -b) G2[tp]1]
¢}

= Condiciones de frontera

Simplify[al G1[m] + a2 DG1[m]]

¢}

Simplify [bl G2[n] + b2 DG2[n]]

2]

Simplify [62[t] - GL[t]]

¢}

simplify [DG2[t] - DG1[t]]

1

Figura 3.2: Se define la funcion de Green junto con su derivada y se prueba que ésta satisface
(3.22) y (3.31).
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Después de probar que la funcién de Green encontrada es la apropiada se procede a realizar

su respectiva gréfica, la cual se muestra en la figura (3.3), donde

3 2 1
—_ — —_ — pr— _2 p— . —_ =
“ 1o’b 10" 3.2, n =19, d 2’

de=1, 01 =2, ap =3, 1 =4,y =6.
Los valores anteriormente dados de repetiran para lo que resta del presente capitulo.

G(t' t)vs t' G'(t', t)vst’
Gt t)
0.2r

T A1 1T 1§
ST V|

=-02F

=

(a) G(t',t) vs t' (b) Gy (', t) vs t/

Figura 3.3: Graficade G(t',t) y Gy (t',t), cont = 4.

3.2.4 Solucién del problema (3.1) en términos de G(z’, )

Teniendo en cuenta los resultados (3.10), (3.13)), (3.16) y (3.19) la solucién al problema (3.1))
se escribe de la siguiente manera
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(d d
_2Gt’ <n7t) - _1Gt’ (mut) ) a1 7é 07 61 7& 0
o aq
d d
__1Gt’ (mat) o _2G (n7t>7 aq 7£ 07 62 7£ 0
an B2
:L“(t) = +
ds dq
_Gt’ (n7t) +—G (m7t) ) (&%) 7é 07 ﬁl 7£ 0
B &%)
ﬂCTY(W%t)_@Cl(nat)a 052#07 52#0
\ Q2 B2

Cl(t)/ Jm(2\/aet’/2)f(t’)dt’+02(t)/ Y, 5(2vae’ ) f()at +

m m
N 7 N 7
- -
71 12
n

Cu(t) /t U Ly(2v/ac ) f (¢t () /t Y, 5(2vac/?) f(¢)dt' .

g g

13 g
(3.34)
donde se tiene que
G(m, 1) = C1(1) Ty j5(2/ac™2) + Ca(1)Y, j5(2/ac™2),
G(n,t) = C3(t)J,5(2v/ae™?) + Cy(t)Y, 5 (2v/ae™’?),
(3.35)

Gy(m,t) = C1(1)J} (2v/ae™?) + Co(t)Y] (2/ae™?),
Gy(n,t) = C3(1)J}_r(2v/ae™?) + Cu(t)Y] r(2v/ae™?).

En las siguientes secciones se procede a verificar que (3.34)) satisface (3.1) cuando f(¢) = 0

(caso homogéneo) y cuando f(t) # 0 (caso no homogéneo).
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3.3 Caso homogéneo

En este caso se analiza el siguiente problema

d?z(t)
2+ (ae' —b)e(t) =0, m<t<n
(3.36)
d d
@ (m) + o x;;n) =dy; Sz (n) + B il(tn) = dy.

En lo que sigue del capitulo se estudiara el caso as # 0y 35 # 0.

Segiin lo dicho anteriormente y teniendo en cuenta que para este caso f(t) = f(¢') =0, la

solucién (3.34) que satisface (3.36) se reduce a

rg(t) = ﬂG (m,t) — %G(n,t) : (3.37)

%) 2

Teniendo en cuenta las expresiones (3.35) resulta que
— = [C3(t) Sy 5(2vae™?) + Cu(t)Y, 5(2v/ae™?)] . (3.38)

En seguida, con ayuda de Wolfram Mathematica se prueba que (3.38) cumple con el
problema donde d; y ds toman los valores antes asignados.

Cabe mencionar que al resolver la ecuacion diferencial en Mathematica el resultado obtenido
no es el esperado, es decir no resulta ser f(t) (cero en este caso), dado lo anterior se establece

la funcién R(t) mostrada en (3.39) para posteriormente realizar su grafica y compararla con

(@)

d*xz(t)
dt?

El proceso antes descrito se muestra en la siguiente figura, donde la funcién de Green es

R(t) = + (ae" — b)x(t). (3.39)

definida como aparece en la figura 3.2
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= Funcidn solucion y su derivada
X[T_]1=Simplify[(dl/a2) GL[m] - (d2/b2) 62[n]];
dx =D[x[T], T1;

Dx[f_]=dx;

= Ecuacion dierencial

RIT_1=D[x[t], {t, 2}]+ (aExp[t] -b) x[t];
= Condiciones de frontera

FullSimplify [al x[m] + @2 Dx [m]]

8.5

Fullsimplify [bl x [n] + b2 Dx [n]]

1.

Plot[R[t], {t, ©, 8}, PlotStyle - Blue]

Figura 3.4: se prueba que la solucion encontrada satisface el problema (3.36)).

En la figura 3.4 se puede apreciar que se cumplen las condiciones de frontera, ya que
dx(m 1 dz(n
04190(7”)‘*‘042% =d = 5)’5@(”)"‘52 d(t)

se grafica R(t), ésta toma valores despreciables, es decir su valor se puede tomar como cero

= dy = 1, por otra parte cuando

lo cual concuerda con la ecuacion diferencial.

A continuacién de presenta la gréfica de la funcién solucion al igual que de su derivada en

funcion de ¢.
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x(t)vsty x'(t)vst
x(t), x' (1)

0.4

\\
pd
p
<

2 ||
\17/ :

|
e
[=2]
T

Figura 3.5: Grifica de x(t) vs ¢t (azul) y 2'(¢) vs ¢ (roja) para f(t) = 0.

3.4 Caso no homogéneo

A continuacion se aplican fuentes de la misma naturaleza a las aplicadas en el capitulo 2
para estudiar el comportamiento de la solucién cuando la ecuacion diferencial esta sujeta a

condiciones de frontera.

Al igual que en capitulo anterior, en este caso tampoco se escribird la solucion de manera

explicita por contener expresiones muy extensas.

3.4.1 Fuente sinusoidal

Este tipo de fuente tiene la siguiente forma.

f(t) = Ksen(wt), (3.40)

donde K y w son constantes. La grafica de la fuente sinusoidal se muestra a continuacion.
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f(f) = Ksen(wt)

Ksen(wt)

30

2+

s

I
I
I

Figura 3.6: Grifica de Asin(wt) vstcon K =3,y w = 7.

Ahora segun (3.1) y (3.40) el problema a resolver es

2
d;;gt) + (aet _ b)x(t) = Ksen(wt), m<t<n
(3.41)
d d
@ (m) + o xé;n) =di; iz (n) + B xd(:) = d.

De acuerdo con (3.34) y teniendo en cuenta que as # 0y B2 # 0 la solucién al anterior
problema es dada por la siguiente expresion

t

2 0) = e @)+ O [ TsVE IO 00 [ Vo(avad (e

m
/ - /
v~ v~

i1 i2

+ Cs(t) / ' Jo5(2v/ae’ ) f(t))dt' +Cu(t) / n}gﬁ(z\/aet’/z)f(t')dt’ (3.42)

N J/ N J/
-~ -~

’i3 14
donde f(t') = Ksen(wt').

En seguida se calculan las integrales presentes en la anterior expresion, para ello se hace uso
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e 4
de la sustitucién z = e= con lo cual se encuentra que

/JQW;(2\/5€t’/2)f(t/)dt’ - / ? »vs (2vaz) sen (2win(z)) dz = I,

/ 2K
/}/'2\/5(2\/56t ) f(t)dt = /— ovp (2v/az) sen (2win(z)) dz = .
z
En la siguiente imagen se muestra el calculo de I, e [, cuyos resultados resultan ser en
términos de la funcién gamma y la funcién hipergeométrica, como se vio en el capitulo 2 y

también se establecen i1, 75, 3 € 74 presentes en (3.42).

= Fuente sinosuidal

Ia[z ] = Fullsimplify [Integrate[z K (Sin [2wlog[z]] Bessell[2 Sqrt([b], 2 Sqrt[a] z])/ z, z]] '
Ib[z ] = FullSimplify [Integrate[z K (Si.n [2wLog[z]] BesselY[2 Sqrt[b], 2 Sqrt[a] z])/ z, z]]:
il[(t j=Ia[E~(ts2)]1-IalE~ (m/2)] ;

i2[(t 1 =Ib[E~ (t/2)]-Ib[E™~ (m/2)];

i3t 1=Ia[E~(n/2)]-Ta[E~ (t/2)];

i4[(t_ 1 =Ib[E~ (n/2)]1-Ib[E™ (t/2)];

Figura 3.7:

Para probar la ecuacién diferencial se usa el método descrito en el caso homogéneo, es
decir, se realiza la grafica de la funcién R(t)(3.39), evidenciando que ésta corresponde a
la grafica de K sen(wt), lo cual garantiza que la solucién (3.42) satisface . Lo dicho
anteriormente se muestra en la figura 3.8, donde también se define la funcion solucién y se

prueban las condiciones de frontera.

dx(t)

Finalmente el esquema gréfico de z(t) y —r

puede apreciarse en la figura 3.9 con K = 3

yw=m
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= Funcion solucion y su derivada

X[t 1= (dl/a2) GL[m] - (d2/b2) G2[n] +CL il[t] +C2 i2[t]+C3 i3[t] +C4 i4[t];
dx =D[x[t], t];

Dx[f_ ] =dx;

= Ecuacion dierencial |

Rt 1=D[x[t], {t, 2}1 + (aExp[t]l-b) x[1];
= Condiciones de frontera

N[Re[al x[m] + @2 Dx[m]]]

0.5

N[Re[bl x[n] +b2 Dx[n]]]

1.

Plot[Re[R[T]], {t, ©, 4}, PlotStyle - Blue]

al

2F

Figura 3.8: Se prueba que z(t) satisface el problema (3.41

x(f)vsty x'(t)vs t

x(8), X' (0
2f

_2:

-3k

Figura 3.9: Gréfica de x(t) vs t (azul) y 2/(t) vs t (roja) para f(t) = Ksen(wt).
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3.4.2 Fuente exponencial
Esta clase de fuente se la expresa de la siguiente manera
f(t)=Ce™, (3.43)

donde C'y A son contantes. La gréfica de dicha fuente se muestra a continuacion.

funcion exponencial
f(1)

2.5F

2.0F

1.0

0.5F

~

5
Figura 3.10: Grafica de f(¢) vs t para la funcion exponencial con C' =5yl = 5

Luego, segun lo anterior, el problema que se presenta es

2
d;gt) + (aet = b)z(t) = Ce™™, m<t<n
(3.44)
dx(m dx(n
a1 (m) + g cgt ) =di; B (n) + Bo d(t ) = dy.

Teniendo en cuenta (3.43)) la solucion en este caso es dado por (3.42) con f(#') = Ce ™'y
las integrales a resolver son

/ 2
[ hpevac i = [ 220, (2vaz) e P~ 1,
4

, 2
/ You(2vae! ) f(t)dt' = / —CYM; (2v/az) e Mgz = 1,
z
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El calculo a las anteriores integrales se muestra a continuacién, donde A es representado por
l

= Fuente exponencial

Ia[z ] = FullSimplify [Integrate[2 c (Exp[-2 L Log[z ]] Bessell[2 Sqrt[b], 2 Sqrt([a] z])/z, z]];
Ib[z ] = FullSimplify [Integrate[2 c { Exp[-2 1 Log[z ]] BesselY[2 Sqrt[b], 2 Sqrt[a] z])/z, z]1;
i1[t ] =Ia[E~ (t/2)]-Ial[E~ (m/2)] ;

i2[t 1 =Ib[E”~ (t/2)]1-Ib[E™~ (m/2)];

i3[f ] =Ia[E~(n/2)]-Ia[E~ (t/2)];

i4[t 1 =Ib[E™ (n/2)]1 -Ib[E™ (t/2)]1;

Figura 3.11:

= Funcién solucion y su derivada

X[t ]=(dlsa2) G1[m]- (d2/b2) G2[n] +C1 il[t] +C2 i2[t] +C3 i3[t] +C4 i4[t];
dx =D[x[t], t1;

Dx [T ] = dx;

= Ecuacién dierencial

Rrt_1=D[x[t], {t, 231+ (aExp[t]-b) x[t];

= Condiciones de frontera

Fullsimplify [al x[m] + a2 Dx [m]]

8.5

Fullsimplify (bl x[n] + b2 Dx [n]]
1.

Plot[R[Tt], {t, ©, B}, PlotStyle -» Blue]

Figura 3.12: Se prueba que (3.42) satisface (3.44
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En la figura 3.12 se usa el método antes mencionado para comprobar que x(t) satisface el
problema (3.44), mientras que el estudio grafico de dicha solucién y su derivada se muestra

en la siguiente figura.

x(f)vsty x'(f)vs t

x(t), x* (1)

Figura 3.13: Gréfica de z(t) vs t (azul) y 2/(t) vs t (roja) para f(t) = Ce *,conC =5y

=2
6

3.4.3 Fuente pulso rectangular

Como se vio en el capitulo 2 este tipo de fuente tiene la siguiente forma
f(t) =K1+ Ky H(t —t1) — Kz H(t — ta), (3.45)

donde Ky, K>, t; y to son constantes y H (¢ — t) es la funcién de Heaviside.

El esquema grafico de esta fuente se presenta en la siguiente figura
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Pulsorectangular
f(t)

5.0

45Ff

T

4.0

T

35F

T

3.0}

25}

Figura 3.14: Graficade Ky + Ko H(t —t1) — Ky H(t —t3) vstcont; = 3,1, =6, K; =2
YKQ = 3.

Obedeciendo a (3.45) se tiene que el problema en cuestién es dado por (3.46), en tanto que

su solucién es dada por (3.42) con f(t') = Ky + Ky H(t' — t1) — Ko H(t' — t3).

d*x(t)
di2 +(aet—b)x(t):K1+K2H(t—t1)—K2H(t—t2), métén
(3.46)
d d
arz (m) + ag xc(htn) =dy; Pz (n)+ B $d(tn) = ds.

En la figura 3.15 aparec el calculo de las integrales que resultan cuando se introduce la fuente

pulso rectangular en 3.42, donde se debe tener claro que,
si z=e7 = ¢ =2n(2),

porlotanto H (t' —t;) = H (2In(z) — t;) = H (z — e%) .

En la figura 3.16 se observa que efectivamente cuando se inserta la fuente pulso rectangular
en (3.46) la solucién obtenida satisface el problema (3.46)).
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= Fuente escalon rectangular

flz_ ] =23 HeavisideTheta[z-E" (3/2)] - 3 HeavisideTheta[z-E~ 3];

Ia[z_ ] = Fullsimplify [Integrate[2 f[z] (Bessell[2 Sqrt[b], 2 Sqrt[a] z])/z, z]1;
Ib[z ] = Fullsimplify [Integrate[2 f[z] (BesselY[2 Sqrt[b], 2 Sqrt[a] z1)/z, z]1;
i1t 1 =IafE~(t/2)]-Ta(E* (m/2)] ;

i2[(t 1 =Ib[E~ (t/2)]-Ib[E™ (m/2)];

i3[t_ 1=Ia[E~(n/2)]1-Ia[E~ (t/2)];

i4[t 1 =Ib[E~ (n/2)]1-Ib[E™ (t/2)];

Figura 3.15:

= Funcion solucion y su derivada

x[t 1= (dl/a2) Gl[m] - (d2/b2) G2[n] + €1 il[t] +C2 i2[t]+C3 i3[t] +C4 id4[t];
dx =D[x[t], t1;

Dx [t ] =dx;

= Ecuacion dierencial

RI{t_1=D[x[t], {t, 2}]+ (A Exp[t]-b) x[11;

= Condiciones de frontera

FullSimplify [al x[m] + a2 Dx [m]]

0.5

FullSimplify [bl x[n] + b2 Dx [n]]
1.

Plot[R[t], {t, 0, 8}, PlotStyle - Blue]

50 F

Figura 3.16: Se prueba graficamente que R(t) = f(t¢) y también que se cumplen las
condiciones de frontera.

Ahora, cuando se grafica la solucién z(t) y su derivada de obtiene el esquema mostrado a
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continuacion.

x(f)vsty x'(t)vs t

x(t), x" (t)
2r

_1:

_2:

Figura 3.17: Gréfica de x(t) vs t (azul) y 2/(t) vs t (roja) para la fuente pulso rectangular.

3.4.4 Fuente en términos de las funciones de Bessel

Al igual que en capitulo anterior, en este caso también se analiza la presencia de una fuente
que contiene funciones de Bessel tanto de primera como de segunda especie, dicha fuente se

escribe como sigue

f(t) = Ady 5(2Vae'’?) + BY, 4(2v/ae'’?), (3.47)

donde A y B son constantes. La grafica que representa esta fuente se muestra en la figura
3.18.

Después, el problema que se tiene que resolver es

d*x(t
5@2 ) 4 (aet — bya(t) = Ay 5 (2V/ae'?) + BY, f(2v/ac’?), m <t<n
(3.48)
dz(m dz(n
orz (m) + 0™ i o)+ 2 — g,
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funcion de Bessel

f(t)

Figura 3.18: Gréfica de AJ, ;(2v/ae'/?) + BY, ;(2\/ae'/?) vst,con A=5y B =17

= Funcién solucion y su derivada
X[t 1= (dl/a2) GL[m] - (d2/b2) G2[n] +C1 il[t]+C2 i2[t] +C3 i3[t] +C4 i4[t];
dx =D[x[t], t1;

Dx[t ] =dx;

= Ecuacion dierencial

R[Tt_1=D[x[t], {t, 2}]1+ (AEXp[t]-b) x[t];

= Condiciones de frontera

FullSimplify [al x[m] + a2 Dx [m]]

0.5

FullSimplify [bl x[n] + b2 Dx [n]]

1.

Plot[R[t], {t, ©, 8}, PlotStyle - Blue]

Figura 3.19: Se verifica que se cumplen las condiciones iniciales y que R(t) = f(¢).
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Para obtener la solucién a (3.46) se inserta f (') = AJ, ;(2v/ae"/?) + BY, ;(2v/ae'’/?) en

(3.42) y se calculan las integrales en Wolfram Mathematica como en los anteriores casos.

En la figura 3.19 se puede observar que se satisfacen las condiciones iniciales y que la grafica

que se obtiene cuando se representa R(t) concuerda con presentada en la figura 3.18.

en seguida se presenta el estudio grafico de la solucién y su derivada para la fuente dada en

este apartado.

x(t)vsty x'(t)vst

AN
4\7’\7’U/ 8

AN
2
N

Figura 3.20: Gréfica de x(t) vs t ( azul) y 2/(t) vs t (roja) en el caso de f(t) =
Ady j5(2v/ae'’?) + BY, ;(2y/ae'/?).
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Caso particular

Uno de los objetivos de este trabajo también es el andlisis de la siguiente ecuacion diferencial

d?x(t)
dt?

+aeMz(t) = f(t), 4.1

la cual tiene relacidn directa con la ecuacioén (1.1]) y cuya solucion general al caso homogéneo

(f(x) = 0) es dado por (véase Apendice B)

J](t) = 01J0 (;ﬁeMﬂ) + 023/0 (é\/aektﬂ) . (42)

Teniendo en cuenta lo anterior, en seguida se procede al anélisis de (4.1]) cuando ésta se sujeta

a condiciones iniciales y condiciones de frontera.

4.1 Condiciones iniciales

El problema que se plantea es el siguiente

d?x(t)
e +aeMz(t) = f(t), t=t
x(ty) = dy, dz(:ll) = ds. (4.3)

Donde a, A, d; y dy son constantes. Como se vio en capitulos anteriores la solucién al
anterior problema puede plantearse en términos de la funcion de green, como se muestra a

continuacion .

73
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4.1.1 Solucion en términos de la funcion de Green

Segun el método de la funcién de Green desarrollado en el capitulo 2, la solucién al problema

(4.1) puede ser escrito de la siguiente manera

l’(t) = d2G (tl, t) — let’ (tl, t) + /OO G(t/, t)f(t/)dtl, (44)
t

1

donde la funcién G(¢',t) debe cumplir la siguiente ecuacion diferencial
Guy (U, 1) + (ae” —b)G(, 1) =0, ¢ >t y t' #t, (4.5)
Ahora, considerando la relacién que existe entre los problemas (2.12) y (4.3)), la funcién de
Green presente en (4.4) tiene la siguiente forma
2 / 2 /
CiJo (X\/Ee’\t /2> + oY) (X\/aekt /2), tHh <t <t
Gt t) = , (4.6)
0, t' >t
mientras que su derivada es esta dada por
2 / 2 /
C1Jy <X\/56M /2) + Y, (X\/ae“ /2>, th <t <t
G(t',t) = —/ae'/? . @)
0, t' >t

Para determinar las constantes C; y C se debe tener en cuenta que la funcién de Green debe

cumplir las siguientes condiciones

Gt t)— G(t,t) =0,

Gt/ (t+,t) - Gt/ (t_,t) = 1
De acuerdo con y (4.7) la anterior expresion se convierte en

4 (%\/aem’/z) LY, (&\/aem’/z) — 0,
4.8)

\/ae’w/2 [C1J1 (%\/aekt/ﬁ) + C2Y, (%\/aekt’ﬂ)} =-1
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Resolviendo el anterior sistema como se muestra en la figura 4.1 Se encuentra que las

constantes (' y C5 estan dadas por

Cr = 3Yo(3vaeh?) y Oy =—30F (-2

>:

— 2 Jo(3\/aeM/?). (4.9)

= Funciones de Bessel y sus derivadas

J - Bessell[®, (2/1) Sqrtra] Exp[lLt/2]]1;
DI=D([J, t];

Y = Bessely [0, (2/1) Sqrt[a] Exp[l t/2]];
DY =D[Y, t1;

= Solucion del sistema

FullSimplify [Solve[{C1J +C2Y =0, C1DJ +C2DY =
TraditionalForm

T
2va e It
- ae

] ;TgFl(:l:——)

12

{{m-;%.cza-%}}

m Yy

-1}, {C1, C2}11 4/

Figura 4.1: Solucién al sistema (4.8]) en Mathematica, donde A es representado por /.

Segtn lo anterior, la funcién de Green toma la siguiente forma
( 2 2 ,
;16(}\/56”/2)110 (X\/Ee” /2)

T, 2 M/2 2 /2
G(t't) = 3GV (3

0,

\

!
o bstst (4.10)

t' >t

En la figura 4.2 se muestra que la funciéon de Green dada anteriormente satisface la ecuacién

diferencial (4.5)) y cumple con las condiciones (4.8), mientras que la grafica de G(¢',t) y

G (t',t) aparece en la figura 4.3.
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En seguida, de acuerdo a (4.10) la solucién (@.I)) se escribe como

0 = 8 i (2ao) s ()

A
At /2 , ’
+ % |:)/0(§\/ae)\t/2>JO (;\/56)\15 /2) o JO(;\/ae)\t/2)§/O (;\/aekt /2):|
n 2 At/2 ' 2 At /2 / /
131

t

_ T2 At/z/
)\Jo()\\/ae )

t1

Y, <§\/ae)\t’/2) f(t/) dt.!

= Definicion de constantes y funciones de Bessel

Cl= (x/1) BesselY [0, (2 Sqrt[a]l Exp[lt /2])/1];
€2 =-(m/1l) Besseld[®, (2 Sqrt[a] Exp[(lt 72])/1];
J = Bessell[0, (2/1) Sqrt[a] Exp[l tp/2]] ;

Y = BesselY [0, (2/1) Sqrt[a]l Exp[l tp/2]11;

= Funcion de Green y su derivada

Gl[fp 1=ClJ+C2Y;

DG1[tp_] =D[GL[Tp], Tpl;

G2(fp 1=0

e

DG2[tp_]=D[G2[Tp], tp]

a

= Ecuacién diferencial

FullSimplify [D[GLl[tp], {tp, 2}]1+ (@ Exp[L tp]) GL[tp]1]
a

= Condiciones de la funcién de Green

FullSimplify [G2[t] - G2[t]]

a

Fullsimplify [DG2[t] -DG1[t]]
1

Figura 4.2: Se define la funcién de Green junto con su derivada y se prueba que €sta satisface

@3)y @8).
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G(t', t)yvst' G'(t', t)vs t'
G(t, 0

10f

0.5F

(=2
©

(@ G, t) vst (b) Gy (t',t) vst/

Figura 4.3: Gréaficade G(t',t) y Gy (t',t), cont = 6.

Después de verificar que la funciéon de Green es la adecuada se procede al andlisis de los

casos homogéneo y no homogéneo respectivamente

4.1.2 Caso homogéneo

Este caso se presenta cuando f(x) = 0, por lo tanto el problema a resolver es

d*x(t
dtg ) +aeMr(t) =0, t>t
dx(t
o) —dy, ) g 4.12)
dty
Luego, segun (4.11)) la solucién al problema presentado previamente es dado por la siguiente
expresion
d 2 2 / 2 2 /
ry () = % {%(Xﬁemm (Xﬁe” /2) = Jo(5Vae )Yy (Xﬁe” /2)} (4.13)
dor/aeM' /2 [ 2 2 : 2 2 :
+ % |:%(X\/ae/\t/2>Jo <X\/ae/\t /2) _ JO(X\/ae)\t/Q)YE) <X\/ae,\t /2)} _

Para comprobar que x(t) corresponde a la solucién de (4.12)) se usa Wolfram Mathematica
tal como se muestra en la siguiente figura, donde C', C5, J y Y se han definido como aparece

en la figura 4.2.
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= Funcion de Green y su derivada
G[tp 1=CLJ+C2Y;
DG[tp_1=D[G[tp], TpI;

= Funcidn solucion y su derivada
X[t ]1=d2 G[t1l] -d1l DG[t1];
Dx[f_]=D[x[t], t];

= Ecuacion diferencial
Fullsimplify [D[x[t], {t, 2}]+ (aExp[l t]) x[t]]
2]

= Condiciones iniciales
Fullsimplify [x[t1]]

dl

FullSimplify [Dx [t1]]
dz

Figura 4.4: Se prueba que la xy satisface (4.12).

En la anterior figura pude observarse que la solucién satisface el problema (#.12), en

tanto que su grafica se muestra a continuacioén

x(t)vsty x'(t)vst

x(t), x*(t)

Figura 4.5: Gréfica de x(t) vs t (azul) y 2/(t) vs t (roja) para f(t) = 0 con\ = =.

En la figura 4.5 puede notarse que para ¢ = ¢; = 0 se cumple que z(t;) = d; =
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dl‘(tl)
=dy, = 1.
dt 2

Después de probar que la solucién (4.11]) satisface el caso homogéneo, en la siguiente seccidon

se analiza el caso no homogéneo.

4.1.3 Caso no homogéneo

Ahora se procede a analizar el caso no homogéneo, es decir cuando la fuente es diferente de
cero, cabe mencionar que en esta ocasion solo se estudiard la presencia de una sola fuente,

dado que en anteriores capitulos ya se a realizado un estudio completo con varias de ellas.

Fuente sinusoidal

Esta fuente se representa de la siguiente manera
f(t) = Asen(wt). (4.14)

La representacion grafica de esta fuente se muestra a continuacion

Asen(wt)vs t
Asen(wt)

3F
2f

1h

ATRTRIAN

Figura 4.6: Grafica de f(t) = Asen(wt) vstcon A =3y w = 7.

De acuerdo con {#.3)) y (4.14) el problema que se tiene es

d*x(t)

e + aeMz(t) = Asen(wt), t>=1t
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dx(t
2(t) = di, delt) _ (4.15)
dtq
En seguida, reemplazando f(t') = Asen(wt’) en (4.11) se tiene que la solucién al anterior

problema es dado por la siguiente expresion

2(t) = oult) + TV (Eya?) / <§f/) sen(wt')dt!

\tl
I,
2 /
— —Jo( \/_e’\t/2)/ 0 <X\/Ee’\t/2) sen(wt')dt (4.16)
t1
I

Para determinar la anterior solucién de manera completa se debe solucionar las integrales /,
e I, lo cual se realiza en Wolfram Mathematica como se muestra en la figura 4.7, donde al

. . . S v
igual que anteriores capitulos se usa la sustituciéon z = e=.

= Fuente Sinusoidal

Ia[z ] :Fu'I.'I.S.i.mp'I.i.fy[Integrate[(Zf'L) A (Sin[(z.f'l.) w Log[z]] BesselJ[@, (2/1) Sqrt[a] z])/z. z]] R
Ib[z ]= Fu'I.'I.S.i.mp'I..i.fy[Integrate[(Zfl) A (S.i.n[(z,f'l.) w Log[z]] BesselY[@, (2/1) Sqrt[a] z])/ z, z]];
ia[t 1=Ia[E~(Lt/2)]1-Ia[E~ (L tl/2)];

ib[t_ 1 =Ib[E~ (L t/2)]1-Ib[E~ (L t1/2)];

I1-~ (1/1) BesselY[@®, (2/1) Sqrt[a] Exp[Ll t/2]] ia[t];

I2 =m (1/1) Besseld[0, (2/1) Sqrt[a] Exp[L t/2]] ib[t];

Figura 4.7: Calculo de I, e I, y definicién de [; e [

En la anterior figura también se definen los resultados de /, e I, en términos de t e ¢ y se

establecen el segundo y tercer termino de (4.16)), los cuales se representan con [ y /.

Luego, en la siguiente figura se define la solucién (4.16)) y se verifica de manera grafica que

ésta satisface la ecuacion diferencial y también que cumple con la condiciones iniciales.



Capitulo 4: Caso particular

81

= Funcién solucion

X[t 1=d26[tl] - d1DG[t1l] +I1-1I2;

Dx [t ]=D[x[t], t];

= Ecuacion diferencial

RIf_1=D[x[t], {t, 2}1+ (aExp[l t]) x[t];
= Condiciones iniciales

N[x[11]]

0.5

N[Re[Dx [t1l]]]

1.

Plot[R[t], {t, ©, 8}, PlotStyle -+ Blue]

NANAN

[*

VY

Figura 4.8: Se verifica que se cumplen las condiciones iniciales y que R(t) = f(¢).

x(t), x* (1)
4

x(f)vsty x'(t)vst

-2

Figura 4.9: Grifica de z(t) vs t (azul) y 2'(t) vs t (roja) para f(t) = Asen(wt).



Capitulo 4: Caso particular 82

Por ultimo, en la anterior imagen se puede observar el estudio grafico de la solucién

encontrada junto con su derivada.

4.2 Condiciones de frontera

De manera similar a como se hizo en el capitulo 3, en este caso se plantea el siguiente

problema de valores en la frontera;

d*z(t)
2 ada(t) = f(t), m<t<n
4.17)
d d
arz (m) + ay xé;n) =di; frx(n)+ P xd(tn) = ds,

donde, los parametros m, n, oy, ae, 1, B2, di1 'y d2 son constantes. Como ya se a visto, la
soluciodn al anterior problema puede ser dada en términos de la funcion de Green tal como se

muestra en seguida.

4.2.1 Solucion en términos de la funcion de Green

En el capitulo 3 se mostré que cuando se analiza el caso ay # 0, §5 # 0. la solucién al
problema (4.17)) es dado por

d d "
z(t) = =G (m,t) — B_QG (n,t) + / G(t',t)f(t")dt. (4.18)
2% 2 m
Donde la funcién de Green debe ser solucion de la siguiente ecuacion diferencial

G (', 1) +ac™ G(t' 1) =0, parat’ #t. (4.19)

De acuerdo a (4.2) y (3.23) G(#', t) se escribe de la siguiente manera

(

2 / 2 /

Cljo (X\/E€)\t /2> + 02}/0 (X\/Ee’\t /2>, m < t, < t

G(t',t) = , (4.20)
2 / 2 /

CgJo (X\/E€)\t /2> + 04}/0 (X\/Eekt /2>, t < t, < n

\



Capitulo 4: Caso particular 83

en tanto que Gy (t',t) es

p

2 ) 2 ,

ClJ(/) (X\/ae)\t /2) + CQYE)/ (X\/ae)\t /2>’ m < t <t

Gu(t' 1) = L @2n
2 / 2 ;

CsJ} (X\/ae’\t /2) + CyY, (X\/Ee)‘t /2>, t<t <n.

\

Para determinar las constantes C, C, C3y Cy se debe tener en cuenta que G(t',t) debe

cumplir las siguientes condiciones

a1G (m,t) + Gy (m,t) =0
B1G (n,t) + BoGy (n,t) =0
G ) -G, t)=0
Gy (tt,t) =Gy (t~,t) =1
Segin (.20) y (4.21)) el anterior sistema se convierte en

2 2
Ch {OélJo(X\/aeAmm) + OézJ{)(X\/Ee’\m/Q)} +

N

A

2 2
C: ke + a3y b~ o

J/

B
2 , .2 n
Cs {51J0(X\/a€/\n/2) + szo(x\/ae)\ /2)} +

~
D

(4.22)
C{ B3 vae ) + gy Ve | o,

- S

~
E
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Resolviendo (#.22)) se encuentra que Cy, Cy, C3y C, estdn dadas por
B[EJ(t) — DY (¢)]

) = BB = AB) I,V () — SOV,
Coit) - A[DY () — EJ(1)
20) = BB~ AR,V (1) — JOV,0)
(4.23)
Cult) = E[BJ(t) — AY (t)]
) = BD = AB) (0¥ (1) — JOY,0)]
Coit) — DIAY () — BJ(1)

(BD = AE)[J,(0)Y (1) = J ()Y, ()]

Ahora, con las constantes ya conocidas, queda totalmente determinada la funcién de Green.
En seguida se muestra que G(t',¢) cumple con (4.19) y las condiciones (4.22)

= Funciones de Bessel

J[tp ] = Bessell[®, (2/1) Sqrt[a] Exp[l tp/2]11;
Y[tp ] =BesselY (@, (2/1) Sqrt[a] Exp[L tp/2]];
d1=D[I[tp], tp];

dY = DY [tp], tpl;

Jpltp_] =d3J;

Yplip_1=dY;

= Definicién de coeficientes

A=all[m]+a2Jdp[m]; B=alY[m]+a2Yp[m];
Dp=bl J[n]+b2 Jp[n]; Ep=blY[n]+b2 ¥Yp[n];

= Definicién de las constantes

Del = (BDp-AEp) (Ip[t] Y[t]1-J[t] Yp[tl);
Cl=(B (EpJrt]-DpY[t]))/Del; C2=(A (DpY[t]-EpJ[t]))/Del;

C3=(Ep (BJI[t]-AY[t]))/Del; C4=(Dp (AY[Et]-BJI[t]))/Del;

Figura 4.10: se definen J(t'), Y(t'), J,(t') , Y,(t') , A, B, Dy E, al igual que las constantes
C1, Gy, C3y Cy.
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= Funcién de Green y su derivada

Gl[tp 1=ClJI[tp] + C2Y[tpl; G2[fp ]1=C3 I[tp] + C4 Y[tp];
DG1l[tp_]=D[GL[tp], tp]; De2[tp_]=D[G2[tp], tp];

= Ecuacion dierencial

Fullsimplify [D[GLl[tp], {tp, 2}]1 + (a Exp[1 tp]) GL[tp]]

6]

FullSimplify [D[G2[tp], {tp, 2}] + (aExp[1 tp]) G2[tp]]
¢}

= Condiciones de frontera

FullSimplify [al G1[m] + a2 DG1[m]]

]

Fullsimplify [bl G2[n] + b2 D62 [n]]

¢}

Simplify [G2[t] - GL[t]]

¢}

Simplify [DG2[t] - DG1[t]]
1

Figura 4.11: Se define la funcién de Green junto con su derivada y se prueba que ésta

satisface y .

Después de probar que la funcién de Green encontrada es la adecuada se procede a realizar
su gréfica, la cual se muestra en la figura 4.12, donde los parametros constantes toman los

mismos valores dados en capitulos anteriores.

G(t' t)vst' G'(t', fvs t'
G(t 1) G'(t" 1)
0.5F
i ¢

¢ 10 0
-0.5F
-1.0F

(@) G(t',t) vst (b) Gy (t',t) vst/

Figura 4.12: Gréficade G(t',t) y Gy (t',t), con t = 10.
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Luego, segtin (4.20) y (#.21) la solucion (4.18) se convierte en

s = 2 {cmt)JM (;/Eemﬂ) + Go(t) (;ﬁem”)}
— % [Cg(t)Jm Gﬁek”ﬂ) + Cu(t) Yy 5 G\/aew)] (4.24)
+ JM;( Vae /2) F(E)dt +Csf )/ Yous <§\/ae”’/2) f()dt

12

+ Cs(t) /tn ( \/_eM/2>f t"dt' +C4 )/tnym G\/ae“/ﬂ) f()at'

[\ N J/

14
Después, con la solucién (4.24) totalmente determinada se procede a verificar que ésta

satisface el problema (4.17) cuando f(t) =0y f(t) # 0.

4.2.2 Caso homogéneo

Cuando f(z) = 0 el problema a resolver es

d*z(t)
dt?

+aeMz(t) =0, m<t<n
(4.25)
dx(m)

i =dy; pir(n) + B (n>=d2-

dt

a1z (m) + ag

De acuerdo con (#.24)) la solucién al problema dado anteriormente es

wnt) = 2o (Gvar) + com (3vae)|

%)

_ 22 [cg() ( Va eA"/2)+C’4() G\/Eew)] (4.26)

En seguida se muestra que efectivamente es solucién de Y la grifica de dicha

[y

l\)

solucién se muestra en la figura 4.14.
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= Funcién solucion y su derivada
X[f_1=Simplify[(dl/a2) Gl[m] - (d2 /b2) G2[n]];
dx =D[x[t], T1;

Dx [t ] =dx;

= Ecuacion dierencial

R{T_]1=D[x[t], {t, 2}]+ (aExp[l t]) x[t];
= Condiciones de frontera

FullSimplify [al x[m] + a2 DX [m]]

8.5

FullSimplify (bl x[n] +b2 Dx [n]]

1.

Plot[R[t], {t, @, 20}, PlotStyle - Blue]

1 x10""5}

5. %1076

Figura 4.13: se prueba de manera grafica que (4.24)satisface (4.25)).

x(t), x (1)
0.4

0.2

x()vsty x'(f)vst

M|/

-0.4r-

5 10 \yf

Figura 4.14: Gréfica de x(t) vs t (azul) y 2/(t) vs t (roja) en el caso de f(t) = 0.
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4.2.3 Caso no homogéneo

En este caso se analiza la presencia de una fuente diferente de cero.

Fuente sinusoidal

Con esta fuente el problema a resolver es

d?a(t
;;g ) +aeMz(t) = Ksen(wt), m<t<n
(4.27)
dx(m dz(n
vz (m) + 00T — s g () + 8,20 g,

La solucién a este problema se encuentra reemplazando f(t') = Ksen(wt’) en (4.24).

A continuacion, de manera similar a como se ha venido trabajando se prueba que (4.24) es

solucién de (4.27)) y la grafica de esta solucion aparece en la figura 4.17

= Fuente sinosuidal

Ia[z ] = Fullsimplify [Integrate[(Z!l) K (Sin[(Zf'I.) w Log[z]] Bessell[®, (2/1) Sqrt[a] z]}/z. z]] '
Ib[z ] = FullSimplify [Integrate[(z /1y K (Sin [(2/1) wlog[z]] BesselY[@, (2/1) Sqrt[a] z])/ z, z]] '
i1t 1=Ia[E~(Lts2)1-TalE~ (m1/2)];

i2[t 1=Ib[E~(t1 /2)]-Ib[E~ (m1/2)];

i3[t 1=TIa[E~(n1l/2)]-Ta[E~ (t1/2)];

i4[t 1=Ib[E~(nl/2)]-Ib[E~ (E1/2)];

Figura 4.15:
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= Funcion solucion

X[t_1=(dl/a2) G1[m] - (d2/b2) 62[n] +C1 il[t]+C2 i2[t]+C3 i3[t] +C4 i4[t];
dx =D[x[t], t1;

Dx[T_]=dx;

= Ecuacién dierencial

RIT_1=D[x[t], {t, 2}]+ (@aExp[L t1) x[t];
= Condiciones de frontera

N[Re[al x[m] + a2 Dx[m]]]

0.5

N[Re[bl x[n] +b2 Dx[n]]]

1.

Plot[Re[R[t]], {t, @, 4}, PlotStyle » Blue]

Figura 4.16: Se prueba que x(t) satisface el problema (4.27

x(f)vsty x'(t)vs t

x(t), x*(t)

Figura 4.17: Gréfica de x(t) vs t (azul) y 2/(t) vs t (roja) para f(t) = Ksen(wt).



Capitulo 5
Conclusiones

e El conocimiento de la funcién de Green asociada al tipo de problemas de contorno
basados en la ecuacion diferencial examinada en este trabajo (1.1), permite construir

soluciones para diversas fuentes sin la necesidad de resolver uno a uno cada problema.

e El método de la funcion de Green facilita la construccion numérica y grafica de

soluciones cuando no es posible la construccion de soluciones analiticas.

e El método de la funcion de Green es una de las aproximaciones fundamentales que se

aplican en la solucién de esta clase de problemas.

e El uso de programas como Wolfram matemdtica amplia la aplicabilidad del método
de la funcién de Green, ya que con ayuda de estos se pueden resolver analitica o

numéricamente las integrales y realizar los demads calculos que se puedan presentar.
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Apéndice A
Funcion Gamma

Considere la siguiente integral
[(z) = / t" e tdt (A.1)
0
donde z es un numero real, integrando (A.1]) por partes con v = t*~! y dv = e~ obtenemos

[(x) =t""" [—e_t}go + (z — 1)/ t" e tdt
0

el primer termino resulta ser cero mientras que la integral es I'(z — 1), entonces
I'(z)=(z—-1)I'(z—1) (A2)

En particular, si  es un entero positivo n, entonces el uso repetido de la ecuacion (A.2))
resultal'(n) = (n—1)I'(n—1) = (n—1)(n—2)I'(n—2) = (n—1)(n—2)...1.1'(1) = (n—1)!
donde se a usado el hecho de que I'(1) = 1, lo cual se puede comprobar facilmente usando

(A.1). Esta ecuacion se puede escribir como

I'(n+1) =n! paran entero positivo. (A.3)

Reescribiendo (A.2) como I'(z — 1) = entonces,

r
limI'(z — 1) = lim ()
rz—1 rz—1 (1} — 1)

— 0

por que I'(1) = 1. De esta manera I'(0) = oco.Similarmente,

) . I(x) r'(0)
(e —1) == = oy 7

es decir I'(0) = oo. es claro que ['(n) = oo para n entero negativo o cero, resulta ser que en

estos puntos I'(z) no esta definida.
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Apéndice B
Caso particular

Partiendo de la siguiente ecuacion diferencial
y'(x) + (me™ — k)y(x) =0

haciendo el cambio de variable: T = cx = y(z) — y(T)
r=25y/(2)=y(@)E = /(@)
= y'(z) = *y"(2)

reemplazando los anteriores resultados en obtenemos

Ay (z) + (me — k)y(z) =0 =
V(@) + (e = Sy(a) =0

ahora teniendo encuenta (I.2)) y (I.3)) sabemos que la solucion de es

2 . 2 .
y(T) = Cljgﬁ(zmex/2> + Czyz\/g(zx/ﬁem)
peror = cx =
2 2
y(x) = cljgﬂ(g\/ﬁem/z) + chg\/E(E\/Ee“/Z)

Ahora se debe notar que si en (B.2) y (B.3) c = Ay £ = 0 se obtienene que

y'(x) +me*y(z) =0,

cuya solucién es
2 2
y(z) = clJo(X\/Ee’\m/Q) + @%(X\/ﬁemﬂ).
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Apéndice C

Demoastracion de propiedad (1.9

Tenemos que

@) =(5) = k! r((uj)k +1) @)%
N v o _1\k T\ 2
= Ju(z) = (5) i k!F(—(Vi)/er 1) <§> k

= (3 ) <Y (;1+)k:+1)< >2k+< ) Zklr (;1+)k+1)< )%

Puesto que I'(n ) es infinita para n < 0 (Apendice B), los términos de la primera suma se

anulan, ya que, k < v

= ol Zle (;2k+ )<£>2H

Ahora haciendok —v =n

B (=1)vtn 2\ 2(v+n)—v
= Jolr) = 7; (v+n)T(n+1) (5) ’

Recordanmdo que I'(n + 1) = n! obtenemos que

TL

() ( ) f: n+1/+1) (§>2n’

nO

finalmente



Apéndice D
Funcion delta de Dirac

La delta de Dirac es un concepto que permite analizar, a través de un intervalo no muy largo
de tiempo, las distintas adaptaciones conceptuales que se hacen de medios importantes de
la matemadtica, que son utilizados de acuerdo con los intereses de ciertas diciplinas y a sus
contextos concretos de aplicacion. Formulada por primera vez por el propio P.A.M. Dirac
desde 1930, interes6 vivamente a la comunidad cientifica, que la bautiz6 con el nombre de
su autor. Desde entonces, el interés por la delta de Dirac ha tomado dos direcciones basicas:
la primera, hacia su fundamentacién matemadtica; y la segunda, hacia su aplicacion préctica.
Estas dos direcciones se han entrecruzado, pues quienes han dotado a la delta de Dirac de un
corpus tedrico se preocupan por tratar de mostrar su enorme campo de aplicacion, mientras

que los que la aplican, tratan de dotarla de una cierta fundamentacion.

A la funcion (generalizada) delta de Dirac se le suele llamar distrubucidn delta, pues,
nos referiremos a un delta de Dirac como a aquel objeto matematico que posee ciertas

propiedades y cuyo sentido (y utilidad) aparece al aplicarse sobre integrales.

Para introducir la Funcion delta de Dirac considere la funcién H(z) : R — {0} — {0,1}

0, <0
H(x) = , (D.1)

1, >0

esta funcion se le conoce como la funcién de Heaviside o escalon, podemos ecribir entonces,
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0, <z
H(z — x9) = : (D.2)

1, x> xg

f(z)
I.Oj

048j
0.61
0.4r

0.2r

-10 -5 g 5 10

Figura D.1: Funcién de Heaviside para xy = 2

Teniendo en cuenta la figura (C.1) podemos notar que

0, xz#xg
dH(x — x9)

Il V. D.3
I ; (D.3)

00, T = T

(C.3) se denota como:
0, x#uxg
dH(x — xo)

oz — = = D4
(.CIZ' l’o) dx ) ( )

00, T = T

donde §(z — () se conoce como la funcion Delta de Dirac.
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Ahora,
dH (x — x9)
o(x — =" D.5
integrando ambos lados de (C.4) de —oo a x se obtiene
/ §(x' — xo)dr' = H(x — o) (D.6)
se debe notar que si z( € (—o0, x), entonces oy < x 'y segun (C.38) H(z — zo) = 1 por lo
tanto,
/ 6" — xo)da' =1, (D.7)
que para z lo suficientemente grande se convierte en
/ d(z" — xo)dz' = 1. (D.8)
Ahora se considera la integral
/ F(@)5(x — mo)da (D.9)

con f(z) continua, acotada alrededor de xy como 0(z — xy) = 0 para x # x, entonces

/_OO f(z)d(x — zo)dx = /$o+6 f(z)d(x — zo)dx (D.10)

0—€

con € > 0. En este caso, si ¢ es lo suficientemente pequeiio los valores de f(x) en el intervalo

de integracion es aproximadamente una constante f(z), por lo tanto

o€

/MHﬂﬂﬂx—%Mx:f@@/ 5z — z0)dx = f(xo). D.11)

0—€ To—€

Lo anterior se reescribe como

b
/ F(2)5(x — 2o)de = f(x), w0 €[l D.12)



Apéndice E
Funcion hipergeométrica

Se considera la siguiente ecuacion diferencial

r(1—2)y” + [y — (a4 S+ D]y’ — aby =0, (E.1)

donde z € Ry a, 5y 7y son pardmetros reales.

Dividiendo (E.1)) por z(1 — z) se obtiene

by Y —(a+F+1)a] | af
Y+ 21— 2) Yy —my—(), (E.2)

— 1
Lo que muestra que z = 0y x = 1 son puntos singulares, ya que P(x) = b (0([1+ s —;— )]
x(l—x

_aB
(1l —x)

yQ(z) =

no son funciones analiticas en dichos puntos. Sin embargo.

ERT _ — i 2 _
po = lim zP(x)=v y q= lim 2 Qz) =0, (E.3)
lo que indica que « = 0 es un punto singular regular, por lo que se buscan soluciones del tipo

y(x) = Z arz™" siendo r la rafz de la ecuacién indicial (r — 1)r + por + go = 0
k=0

r2—r—|—’yr:0 :>7"2+(”y—1)7”=0:>7“1=0y7’2=1—’7- (E4)

la solucidn que se obtiene para r = 0 se conoce como funcion hipergeométrica y de denota

como o F (e, B;7; ) o simplemente F'(«, 3;7; x), y es dada por

- (@)e(B)x &
Fi(a, B;7v;z) = — (E.5)
o kzzo KL ()

donde se han introducido los simbolos de Pochhammer
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1, sik=0
(M = : (E.6)
AN+ DA +2) A+ k1), sik=1,23,..
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