SIMETRIAS Y LEYES DE CONSERVACION EN
MECANICA CLASICA

German Enrique Ramos Zambrano

Departamento de Fisica - Universidad de Narifio

German Enrique Ramos Zambrano

SIMETRIAS Y LEYES DE CONSERVACION EN MECANICA CLASICA



Introduccidn

Considerando un sistema de dos particulas, la segunda ley de
Newton determina la dindmica del sistema:

Pi = m;Vi, 1=1,2,
de manera que
p1=Fp2 , p2 = Fo1..
Sin embargo, de la tercera ley de Newton
Fo1 = —Fia,

se establece que

d
@(p1+p2)=0 = P1 + p2 = cte.
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Si dichas fuerzas son consecuencia de un potencial de interaccién
entre las particulas, es decir:

Fio=-V1V (Xl — X2> ; Fo1 = -VoV (Xl - X2> )
entonces
Fio =-ViV(x1 —x2) = VoV (x1 — x2) = —Fig,
Consecuencia del hecho que la trasformacién de traslacion:
x1=x1+R , x'9 =x2 + R, R = cte.

se determina que

V(x'l—x’2> :V<x1—x2>,
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Formulacién Lagrangiana

Consideremos un sistema con N grados de libertad: ¢, ¢, siendo
r=1,2,3,---,N. Descrito por el Lagrangiano L (q,{) que se
asume no smgular, es decir, que la matriz Hessiana W,

9°L (¢, q)
0¢;04q;

es no singular. Asi, a partir de los momentos candnicos

0L (q,4) .
Pi= e = fi(a,4),
se pueda encontrar:
dr = gr (¢, D) .
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Las ecuaciones de movimiento (ecuaciones de Euler-Lagrange):
d (0L oL
— == ) —5—=0 1 =1,2,3,---, N,
dt <8qz> 8qi !
son consecuencia del principio de minima accién:
t2
dS[q] =0 dt L(q,4) =0 con dq;(t1) = 0q; (t2) =0,

t1

cont=1,23,---, N.
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En descripcién de la mecdnica Lagrangiana, una constante de
movimiento se interpreta como una funcién f (¢, q,t) que satisface
la condicién:

d
= i 1) = 0.
p (g,4,t)

Este resultado garantizara que para una solucién de las ecuaciones
de movimiento, es decir, para una trayectoria fisica en el espacio de
configuracidn, la constante de movimiento tendrad un valor
numérico que no cambia,
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Sea que L (q,¢) no dependa sobre una coordenada particular g.
Se determina que:

d (0L oL  dpyg
— =) =—=0 = = cte.
dt <8qk> Aq dt Pp = Cle
—— =
Pk 0
Lagrangiano es invariante por:
oqr = q —qp =€=cte 0dr = dj, — gx = 0.
Entonces:
oL oL d (0L
0L (q,q)= — 0 —0r=—|=—1]e=0
(¢,4) 9ar qk + B = 7 (8%)6 ;
~—
0
4(%) .
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De manera que,

apr _

= = cte.
dt Pk

El momento canédnico conjugado a dicha coordenadas o
coordenada es una constante de movimiento. La simetria asociada
se conoce como homogeneidad en el espacio.
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Considere un sistema sometido a fuerzas conservativas, entonces,
L(q,q): - -

N N

dL OL dg; OLdg| d ,

dt Z g dt + Ag, dt | dt Zp’q“
=1 ~— v ~—~ =1

. OL qi Dk
(a1
——

L Pk J

de manera que

d [ N
at ZpiQi_L =0:>HEsz‘qz'—La
=1 =1
H es la energia total del sistema conservativo. Este teorema de

conservacién resulta de la homogeneidad en el tiempo.
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Tratamiento General

Considérese una transformacién infinitesimal puntual:
5Qz:€¢'z(Q) ai:17273a"'7N7

siendo que € es un parametro infinitesimal y ®; (¢) es una funcién
que depende (nicamente de las coordenadas. Se debe cumplir:

_d 0%i(q)dg;  0%i(q) .
_dt(qu—e D, di =€ 24, qj-

0¢;
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De manera que la variacién en el Lagrangiano resulta en:

oL oL d oL
) = S 0¢i+ 504 = — 7 0q; +Ppidg;
0L (q,4q) 9 dq; + 90 dq 3 94, 8qi + pidg
—~— —~— —~
d (oL Di Di
dt(aqi)
d

e [piq)i (q)} =0.

Asi, se propone la siguiente cantidad conservada:

K (p,q) = pi®; (q) = cte.
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Transformaciones Candnicas

El corchete de Poisson de dos funciones F' (p,q) y G (p,q) es
definido por:

N
OF 0G  OF 0G
F(p7Q)7G(p7q) :Z[ - )
{ } ~ | 0qi Opi  Opi Oq;

Una trasformaciones candnicas son relaciones del tipo:
a.p = Q(p,q),P(p,q),

que garantizan que los corchetes de Poisson no cambian, es decir:

{F.0) Hp.0)}={F(P.Q)1PQ}.
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Las transformaciones candnicas infinitesimales:

Qi =q¢ +9q¢(,q) , Pi=pi+dpi(p.aq),

siendo que (dp, dq) son funciones infinitesimales de (p,q). La
funcién generatriz es de la forma:

N

F2(Q7P):ZQZPZ+6G((]’P)5
i=1

donde ¢ es el pardmetro infinitesimal de la transformacién y
G (g, P) es una funcién diferencial de 2N argumentos.
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De las ecuaciones de transformacién se determina que:

OF, oG 9G (g, P)
i = =P P, —pi=0pi=—e—F—=,
P dq; * “a - pi =0p g
Qi = ap, _q2+687Pi Qi QZ_(SQZ_ETR:‘

Siendo que las cantidades (dp, dq) son cantidades infinitesimales,
una expansién en Taylor de la funcién G (¢, P), determina que:

N

0G
G(q,P)=G(qp+0p)~Gla.p)+ Y 7y, 0P
i=1
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Se puede mostrar que
G (q,p)

W) gy 2E0n)

04 = ¢ Op; ’ 0q;

El cambio en una funcién F (p,q) a consecuencia de la
transformacion infinitesimal se expresa como:

OF (p,q) = F(P,Q) — F (p,q) = F (p+dp,q +dq) — F (p,q),

al considerar una expansién en serie de Taylor para las variables
(p,q) y manteniendo potencia de primer orden en el pardmetro
infinitesimal resulta:

German Enrique Ramos Zambrano

SIMETRIAS Y LEYES DE CONSERVACION EN MECANICA CLASICA



5F(p,Q):6{F(p7q)7G(p,q)},

Esto permite establecer que:

- 0G(g,p) _ ,

dq; = eiapi —6{61@,G(p,q)},
o oG (¢,p) ,

op; = — on —6{pz,G(p,Q)}-

A la funcién G (p, q) se identifica como el generador infinitesimal
de la trasformacién canédnica.
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Transformaciones de Simetria

Consideremos que la transformacién infinitesimal sea de simetria.
En el anélisis Lagrangiano se mostré que una trasformacion
puntual de simetria de la forma:

6q’5:6(I)Z(q> 7221727377]\[7 (2)
conllevo a la cantidad conservada,
K (p,q) = pi®; (q) = cte.

la cual es lineal en los momentos candnicos.
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Considerando que el generador G (p, q) = K (p, q), entonces se
puede determinar que:

ogi=e{ 4 K (,0)} = 41.p; } @5 () = i) (3)
———
6”‘
Para los momentos candnicos se obtiene que:

. 2 . 2 . )
() [Fh e E 0
104
(4)

04;

94;0q; 7

German Enrique Ramos Zambrano

SIMETRIAS Y LEYES DE CONSERVACION EN MECANICA CLASICA



Siendo que la transformacién considerada es una transformacién de

simetria del Lagrangiano se debe cumplir que:

) oL . oL aL 9%, (q)
e®;(q) 22i(a) g
9qy k

de manera que

oL OL 0%, (q) .
—®; (q) + —— ¢, =0.
dq; i@ 9q;  Oqy o
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Derivando con respecto a las velocidades:

0L 0’L 0% (q) . OL 0%;
0="7-9(q) + 71— j(q)qzc — i (9)
0¢;0q; 0¢;0q;  Oqx 0q;  0q;
~—~
pPj

de manera que:

0%, (q) 0L o, O*’L 09;(q) .

0 T d4;0q; 7 (4 0G;0q;  Oqy k=
9°L(q,q) 9°L (q,q) 0%; (q) .
op; = P -
P ¢ 94;0q; 7 7 0G;0q;  Oqy "
_ 09, (q)
B bi dg;
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Si se propone:

0%; (q)

5171‘:6{%‘7}((]77‘1)}:_5173‘ 20

Una trasformacion puntual de simetria del Lagrangiano se
interpreta en el espacio de fase como una trasformacion candnica
infinitesimal de simetria, siendo que la correspondiente constate de
movimiento es el generador infinitesimal de la trasformacion.
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Extendiendo el concepto de transformacién puntual para un
cambio en las coordenadas de la forma:

6QJ:€¢j(QaQ) >Z:1727377Na (5)
La variacién en las velocidades generalizadas es:

d 495 (4,4)

0 = =05 = e— " (6)

La variacién en el Lagrangiano:

oL oL d
0L(q,4) = 5~ 0a5 +5— 045 =e— |pi®i(q.d)|. (7
(@0) =5, 24, + 55 24 Edt[pg y(q,q)] (7)
€®;(q,9) dq) (g,49)

dt
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Si se considera que la variacién en el Lagrangiano se expresa en la
forma:

, d
0L (q,q) = dt@@ (8)
Se cumple en nuestro caso que:
. d d .
0L (q,q) = € F(q,4) =« € [pj¢j(q,qﬂ'
entonces d
G%IMQM%Q—F@Aﬂ=0

Con lo cual se concluye que

K (q,p) = pj®; (¢,¢) — F (q,¢) = cte. (9)
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Cuando el anélisis se extiende al espacio de fase, la simetria se
interpreta como una transformacién candnica infinitesimal:

Qi = ¢ +6q;(p,q) , P;=pi+pi(p,q),
donde
5QZ:€{QZ7K(p7Q)} ) 5pZ:6{pl)K(p7q)}u

La constante de movimiento K (g, p) identificada como el
generador infinitesimal de la trasformacién candnica.
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Como un caso particular cuando el Lagrangiana no depende
explicitamente del tiempo, si se considera la variacién en las
coordenadas:

. : . dg;
0g; = €®;(g,d) = edj ,0d; = et
entonces, la variacién en el Lagrangiano es:
oL oL d

SL(q,4) = == 8q; + — 6¢; = e—L(q,q
(¢,9) 94, qj +8q]~ G, = e (g:9)
eqj e%

de manera que la cantidad conservada es de la forma:

K (q,p) = pj®j(¢,4) — F(¢,4) = pj¢; — L (q,q)-

German Enrique Ramos Zambrano

SIMETRIAS Y LEYES DE CONSERVACION EN MECANICA CLASICA



Si se considera que el pardmetro continuo infinitesimal sea de la
forma e = dt y la funcién generatriz de la transformacién canédnica
infinitesimal con el Hamiltoniano, K — H, se determinar que:

dg;
ba; = dt{ i H (p.a)} = dt"Tt = d,
q ai, H (p,q) o = da
dp;
Spi = dt{ . H (p,q }—dt — dp.
pi pi, H (p,q) o = dpi
Asi que el movimiento de un sistema se puede describir mediante

una transformacién candnica infinitesimal generada por el
hamiltoniano.
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Sistema de particulas moviéndose en un potencial debido a
fuerzas Newtonianas

Consideremos un sistema de N particulas puntuales moviéndose
bajo la accién de un potencial que depende solo de la distancia
relativa entre ellas.

El lagrangiano que describe el sistema es:

Zmz V({ry}) rig=a—-x] o0 i,=1,23,- N
(10)
El correspondiente cambio en el Lagrangiano es dada por:
N
e 1 0V ({ri;
oL = Zmixi.éxi - w({gii;]})xij S0Xy S X =X — X
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Traslaciones

Consideremos la variacion en las coordenadas:
0x; =ea, a=cte, = 0g=¢€¢P;(q) = Di(q) — a,
las variaciones en las velocidades
d a2; (a)

5Xl = aéxz =0 = 5(]] =€ g

Implicando que:
Xj=xX;+0x;=%X;+ea = 0x;=0x;—0x;=0

De manera que:
0L =0.
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La constante conservada sera:

G(p.q) =pi®i(g) = G(pq) sza—asz—aP

donde P es el momento lineal total del sistema de NN particulas.
Siendo que el vector a es una constante arbitraria, se puede
afirmar que la constante de movimiento es:

P=> pi. (11)
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Rotaciones

Consideremos la variacién en las coordenadas:

0x; = e(mxx;),= g =eP;(q) = @ (9)=(nxx)
. d d .
ox; = f%éxlfeﬂ (n X x;) =€e(nxx;),

De manera que
XZ(SXz = €XZ (Il X Xz) = €en- (Xz X Xl) = 0,
Ahora, si se considera

0Xij = 0x;—0x; = € (M X X;)—€ (N X Xj) = enx(X; — X;j) = € (0 X X;5)
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se deduce que:
Xij * 5Xij = €Xjj - (Il X Xij) = €en - (Xij X Xij) = 0,
con lo cual

oV ({ri}) 1

87“1-]- Tij

I
o

N
(5L = Zmzxzéxz — Xij . 5Xij

=1

Entonces la cantidad conservada se expresa como:
N N
Gpg)=> praxx)=n) (xxp;)=n-L,
i=1 i=1
donde L es el momento angular del sistema.
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La cantidad conservada:
L=>) L. (12)

Boost de Galileo

Ahora, consideremos la variacién en las coordenadas:

0x; = —evt, v=cte, = 0g;=¢€P;(q,q) = P;(q) > —vt
d
55{1’ = = @(SXZ — —€V. (13)
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Es posible determinar que

d (x;+v)
e’

XZ(5X1 = —GXi'V = —¢€
De manera similar,
0X;j = 0X; — 0Xj = —evt +evt = 0,

Con lo cual, se puede concluir que:

0L = —e— Z mM;X;V
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Para las variaciones de éste tipo se debe cumplir que:

6L (q,q) = e F (q,q)-

dt

Es posible identificar:

N
F(q,q) =— Zmixi’v
i=1
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Se determina que la constante de movimiento es:
Gla,p) = pi®(a.9) —Flg,q) =

N
G((x,p) = v Zmixi —tP
i=1

De la definicién del centro de masa para este sistema de particulas:

1 N N
R:MZmixi S M= Zmiv
=1 =1
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Podemos determinar que:

tP
ik

G(x,p):Mv-[R—

Siendo v una velocidad constante arbitraria se puede identifica que
la constante de movimiento es:

tP
R-——. 14
- (14)
La constate de movimiento hace referencia al movimiento relativo

del centro de masa.
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Traslaciones Temporales

Consideremos variaciones de la forma:

ox; = evi = 0qi=€Pi(q,9) = Pj(g,9) Vi
) d dv;
ox; = a(sxi =€ at (15)

De manera que
5Xij = €V; —€V; =€ (Vz‘ — Vj) = €Vjj
La variacion en el Lagrangiano se expresa como:

N
e 1 9V ({ri;})
L =Y miX;0%; — — ————220x; - 0%
z’z—; Tij 87”7;]' J J
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5L = eZmiki'dvi—eiMxU'vﬁ

dt Tij 8T'ij
N
d (1 d d
= i | aXiX | — i) =e—L
€ [Zlm o <2x X) dtV({rj})] e
Es posible identificar:

0L (q,q) = Ly (¢:4) = €= L(q,q)-
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Asi, la constante de movimiento es:
G(g,p) = pi®i(q,q) —F(q,q) =

N
G(x,p) = Y pivi—L
=1
N
H=> pivi-L (16)
=1

Que corresponde a la energia del sistema.
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Resumen

El sistema de N particulas que interactuan entre si bajo la accién
de fuerza conservativa, posee 10 constantes de movimiento:

N
tP
P = Zpl ) Riﬁ)
i=1

N N
L = ZLZ‘, y H:Zpi'vi_L'
i=1 1=1

Que se conocen como Invariantes de Galileo, para un potencial
general V ({ri;}).
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Particula Relativista

Sea una particula libre relativista de masa en reposo m moviéndose
a una velocidad x (t) relativo a un sistema de referencia inercial S.
El Lagrangiano asociado al sistema es:

L=—mc*\/1~— XQCQ(t) (17)

La variaciéon del Lagrangiano es:

0L = — % ()0 (t). (18)
=0

c2
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Considérese una trasformacién de Lorentz infinitesimal de un
sistema de referencia inercial S con coordenadas (x,t) a un sistema
S" de coordenadas (x',t'):

v-x(t)‘

X' () x(t)—evt , t'~t—c 5

2 (19)

La variacién en las coordenadas se define como:

x(t)=x"(t) —x(t),
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Realizando una expansidn en potencias del pardmetro infinitesimal
€, es posible mostrar:

Con lo cual es posible identificar:

6gi = €@ (¢, 4) = ®i(q,q) = — [Vf -

German Enrique Ramos Zambrano

SIMETRIAS Y LEYES DE CONSERVACION EN MECANICA CLASICA



Ahora, la variacién en las velocidades se expresar como:

L dx@)  d
x(t) = ¢ o —aéx(t)
S [v— V";(t)x@) - V'C’;(t)x(t) . (20)

Asi, podemos expresar la variacién en el Lagrangiano de la
particula libre de la siguiente manera:

m
0L = ————=x(t) -0x (t
k() 5% (0

c2
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. m < (1) V_V)'c(t) _vex(t)
S v 5% - Y50k
d x2 d .
S [<x<t> - C§t)]=eth<q,q>
Es posible identificar:
F(g.d) = —m (e () v) 1 - 0
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Para este caso, se determina que la constante de movimiento es:

G(g,p) = pj®i(q,q) - F(¢,9) =

G(x,p) = -p- [vt—v.;(t)ic(t)]—I—m(x(t)-v) 1-

X2 (1)
2

c
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Usando la relacién bésicas correspondientes a una particula
relativista:

Siendo que:
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Si consideramos el limite no relativista, es posible observar que

E p2
- = —2+m2 ~ Vm?2=m,
C C c—00

entonces, la constante de movimiento en el limite no relativista

tiene la forma

pt

G(x,p):m<x(t)—> L G(x,p) =x(t) -2

m m

es decir, el invariante Galileano de una particula no relativista.
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Conclusiones

B Describimos la conexidon entre simetrias continuas y leyes de
conservaciéon en mecanica clasica.

B El procedimiento es realizado en sucesivos niveles, en los
cuales se destaco las importancia de cada uno de ellos: Nivel
Newtoniano, Nivel Lagrangiano, Nivel Hamiltoniano.
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