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INTRODUCCION

En el estudio de asignaturas del area de Matematicas, una de las grandes dificultades
que tienen los estudiantes es la de realizar demostraciones de teoremas,
proposiciones, propiedades o de cualquier afirmacién que tratan en las asignaturas.

En el presente libro, se exponen los métodos mas usuales en demostraciones
matematicas, tales como, el Método Directo, Métodos Indirectos: Contra reciproca y
por Contradiccion o Reduccién al Absurdo, Método de Casos Separados, Método de
Contraejemplo y el Método de Induccion Matematica.

Ademas de explicar en qué consiste cada método, se realizan demostraciones que
sirven de modelos o guias para la demostracion de otras afirmaciones similares a las
que se demuestran, con el fin de que el lector adquiera mayor comprension y
experiencia en estos procesos.

Dado que no se abordara el desarrollo de una asignatura en particular, por ejemplo,
Matematicas Generales, Algebra Lineal o temas relacionados con Algebra
Promocional, Teoria de Conjuntos, es posible que el lector encuentre un cierto grado
de dificultad para realizar demostraciones, por lo cual, se plantearan previamente
temas tedricos, definiciones y propiedades que se utilizaran en las demostraciones.

Precisamente, dado que las demostraciones a tratar son procesos deductivos que se
fundamenten en teoremas, reglas de inferencia y leyes de logica matematica,
inicialmente se expondran elementos de Légica Matematica o Algebra Proposicional y
de Teoria de Conjuntos. Ademas, se desarrollan varios ejemplos con el fin de
comprender mejor el sentido de las leyes légicas y de conjuntos. También se
establecen otros elementos que son necesarios y afines al contenido tedrico que
contribuyen a la comprension de las demostraciones.
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lgualmente, se presentan explicaciones adicionales que, si bien no hacen parte en si
de las demostraciones, contribuyen a que el lector adquiera una mayor comprension
y que asimile de mejor manera el proceso, empezando con el planteamiento inicial de
la afirmacion a demostrar.

Durante el proceso de la demostracion se realizan justificaciones y, es ahi, donde se
utilizan los teoremas que se demuestran previamente, como también definiciones,
propiedades y axiomas, que se hayan establecido como fundamentacion para el
desarrollo de los ejemplos sobre demostraciones.

Finalmente, el presente libro se constituye en una guia y fuente de consulta para
estudiantes de los primeros semestres de los programas que contienen asignaturas
de Matematicas, en especial, en los programas relacionados con formacion
matematica e ingenieria.
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CAPITULO 1
ELEMENTOS DELOGICA MATEMATICA

1.1 Algebra Proposicional

Una de las mayores dificultades que tienen los estudiantes para comprender vy
asimilar los conocimientos matematicos y, para analizar y deducir procesos
matematicos, como es el caso de las demostraciones, tema central del libro, radica en
el uso y poco manejo del lenguaje y de la simbologia propia de la Logica Matematica.
Teniendo en cuenta lo anterior, en este capitulo se plantean elementos basicos y
necesarios de la Légica Matematica, con lo cual se busca que los estudiantes se
apropien de estos elementos para el uso y aplicacion en los procesos deductivos
a tratar.

Una Proposicion es un enunciado que tiene un solo valor de verdad, a saber:
verdadero o falso; se designa o denota con una letra, minudscula o mayuscula, por
ejemplo, p,q,7,s,t;P,Q,R,S, T u otras.

En el lenguaje comun, es decir, en la cotidianidad, el valor de verdad de una
proposicién depende de ciertas circunstancias, factores y conveniencias, tales como:
tiempo, lugar, lenguaje convenido, contexto, entre otros.

Ejemplos:

Las siguientes declaraciones o expresiones, son ejemplos de proposiciones.
p: cuatro es un numero natural q: 0,72 es un numero irracional
r: 30 no es numero entero s: hoy es dia lunes

t: hace mucho frio w: Luis no es inteligente



Pagina | 14

De las propiedades de los conjuntos numéricos, se sabe que la proposicidon p es
verdadera, q y r son falsas. Por su parte, el valor de verdad de las proposiciones s, t, w
esta sujeto a circunstancias o factores como los descritos anteriormente. En efecto,
para el valor de verdad de s, depende del dia en que se enuncie la afirmacién; para t,
de las condiciones del estado del tiempo y, para w, del caso concreto de Luis.

En adelante se utilizaran esencialmente proposiciones matematicas, excepto en los
ejemplos en los que se requiera comprender ciertos valores de verdad.

1.1.1 Negacion de una proposicion

Operador ~ (NO; NOT).

La negacién de una proposicién p se indica por ~ p, en la cual se lee: no p. Asi, ~ p es
otra proposicion llamada Negacion de p.

Si p es falsa, entonces, ~ p es verdaderayy, sip es verdadera, entonces ~ p es falsa.
Ejemplos:

Al negar las proposiciones de los ejemplos anteriores, se tienen las siguientes
proposiciones:

~p: cuatro no es un numero natural ~g: 0,72 no es un numero irracional

~7r: 30 es nUmero entero ~s: hoy no es dia lunes
~t: no hace mucho frio ~w: Luis es inteligente
1.1.2 Ley Involutiva

La negacion de la negacion de una proposicion dada, equivale a la proposicion dada.
Ejemplos:

~ (~ p): Cuatro es un numero natural.

~ (~¢q): 0,72 es numero irracional.

~ (~1):30 no es numero entero.

Como se puede observar, la negacion de la negacion de una proposicién produce la
proposicion original; en este caso, se obtienen, respectivamente, las proposiciones
iniciales p, q, .
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1.1.3 Conjuncion

Operador "A" (Y; AND).

Si p, q son proposiciones, entonces p A g es otra proposicion llamada Conjuncién de p
y q. En la expresion p A q, se lee: py q o también p and q.

1.1.4 Valor de verdad de una Conjuncion

Una Conjuncién es verdadera, Unicamente cuando son verdaderas las dos
proposiciones que la constituyen; en cualquier otro caso, la conjuncion es falsa.

1.1.5 Disyuncion

Operador "v " (O; OR).

Si p, q son proposiciones, entonces p V q es otra proposicion llamada Disyuncion de p
y q. En la expresidn p v q, se lee: p 0 q 0 también p or q.

1.1.6 Valor de verdad de una Disyuncion

Una Disyuncion es verdadera cuando es verdadera al menos una de las dos
proposiciones que la constituyen, por lo cual, una disyuncion es falsa cuando son
falsas las dos proposiciones que la conforman.

1.1.7 Disyuncion Excluyente o Exclusiva

Operador " v " (O; XOR).
Si p, q son proposiciones, entonces p g es otra proposicién llamada disyuncion
excluyente de p con g.

En la expresion p vV q se lee p 6 q 0 también p o g pero no ambas (p xor q; p or q but
not both).

1.1.8 Valor de verdad de una Disyuncién Exclusiva

Una disyuncion excluyente es verdadera cuando es verdadera Unicamente una de las
proposiciones que la constituyen, por lo cual, la una excluye a la otra; esto es, una
disyuncion excluyente es verdadera cuando las dos proposiciones que la conforman
tienen diferente valor de verdad (ver Cuadro 1).
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Cuadro 1.
Tabla de verdad de Negacion, Conjuncion, Disyuncion y Disyuncion Exclusiva
Negacion Conjuncidn Disyuncion Disyuncion Exclusiva
p ~Pp p q PAq p q pvq p q (pVq
% Vv Y % v % % Y F
Y f
Vv F f Vv f Vv Vv f V
f \Y f f Vv v f v %
f Y
f F f f f f f f F

Observando los valores de verdad del Cuadro 1, se puede afirmar que, una
Disyuncion no es exigente puesto que, para que sea verdadera, no es necesario que
las proposiciones que la conforman sean verdaderas, basta que lo sea una de ellas;
en cambio, una Conjuncion si es exigente, ya que, para que sea verdadera, es decir,
para que se cumpla, es necesario que sean verdaderas las dos proposiciones que la
constituyen.

Los simbolos “~"," A", " V", " V", son operadores logicos.

El simbolo ~ es operador unario, porque se aplica o actla sobre una proposicion; en
cambio, los operadores "A", "V ", "V ", son operadores binarios, porque unen dos
proposiciones. Estos operadores son conectivos l6gicos fundamentales.

Ejemplos:
p: 200 es numero natural q:0.75 es nimero entero  r:-150 es nimero enterc

La proposicidon p V g: 200 es nimero natural o 0.75 es nimero entero es verdadera,
porque p es verdadera. Observe, que no importa el valor de verdad de la proposicion
q, el cual, en este ejemplo, es falso.

p A q: 200 es nimero natural y 0.75 es numero entero, es falsa, porque g es falsa. Note
que, no importa el valor de verdad de la proposicién p, el cual, en este ejemplo es
verdadero.

p A 1:200 es numero natural y - 150 es nimero entero, es verdadera, porque tanto p
como r son verdaderas.

Sean las siguientes proposiciones:

S: x es numero racional t: x es nimero irracional
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s V t: x esnumero racional 6 x es nimero irracional

La proposicion sVt es una disyuncion excluyente porque, si x es racional, no puede
ser irracional, o si x es irracional, no es racional. En realidad, la proposicion s excluye a
la proposicién t y viceversa.

Asi pues, si s es verdadera, entonces t es falsa y si t es verdadera, s es falsa. En este
ejemplo, la proposicidon s v t es verdadera.

1.1.9 Proposicion compuesta

Una proposicion es Compuesta si tiene al menos un operador (conectivo) binario.

De aqui se deduce que, una Conjuncidn, Disyuncién y Disyuncion Excluyente son
Proposiciones Compuestas.

1.1.10 Proposicion Simple

Una proposicion es Simple (Aislada) cuando no tiene operadores binarios, por lo cual,
existe una sola unidad de afirmacion.

1.1.11 Proposicion Implicacion

Operador" — "o " = " (Si---entonces ---; If---then--:).
Sean las proposiciones p, q.

La expresion p = q es otra proposicién, llamada Implicacién, la cual, puede constituir
un enunciado Condicional, Hipotético o Implicativo.

La expresion p = p se lee: p implica g o también: si p entonces q; p solamente si gq; p
sélosiq; gsip.
La proposicion p es el Antecedente y q es el Consecuente. Esta proposiciéon es la de

mayor aplicacién en los procesos matematicos deductivos, inclusive, en el lenguaje
comun.

Vale anotar que, en procesos de demostracion matematica de una proposicién de la
forma

p = @, S€ asume que p es una proposicion verdadera; es decir, se asume que p es una
Verdad Hipotética. En realidad, no tiene sentido considerar que la proposicion p sea
falsa porque, en este caso, la implicacidon es verdadera. Por esto, la proposiciéon p =
q constituye un Enunciado Hipotético.
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La proposicion p es la condicion que se impone y si se concluye que q es verdadera,
entonces, la implicacion (p = q) es verdadera. Por esto, a la proposicion p = q
también se le llama Enunciado Condicional.

En algunos casos, el antecedente es una conjuncion de dos o mas proposiciones,
llamadas Premisas.

1.1.12 Valor de Verdad de una Implicacion

Una implicacion es falsa unicamente cuando el antecedente es verdadero y el
consecuente es falso; pues, cuando el antecedente es falso, no interesa el valor de
verdad del consecuente ya que, en cualquier caso, la implicacién es verdadera (ver
Cuadro 2).

Cuadro 2.

Tabla de verdad de la implicacion

P q p=4q
\Y Vv Vv

V f f

F Vv Vv

F f Y

1.1.13 Proposiciones Reciprocas, Contrarias y Contra reciprocas

Las proposiciones p = q; ¢ = p son Reciprocas; también se dice que la una es la
reciproca de la otra.

Las proposiciones p = q; ~p = ~ q son Contrarias; también se dice que la una es la
contraria de la otra.

Las proposiciones p = q ; ~q = ~p son Contra reciprocas; la una es la contra
reciproca de la otra.

Segun lo anterior, se tiene los siguientes ejemplos:
La Reciproca de r = ~ g es la proposicién: ~q = r.
La Contraria de ~ ¢ = r es la proposicion: ~ (~q) = ~r obien:q = ~r.

La Contra reciproca de r = ~ g es la proposicién: g = ~r.
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Cuando una proposicién p = q es verdadera, se dice que p es Condicién Suficiente
para q y que g es Condicion Necesaria para p.

Nota:

Se suele utilizar el simbolo " - " para la implicacion en general y el simbolo " ="
cuando la implicacion es tautolégicamente verdadera; es decir, cuando es verdadera
independientemente de los valores de verdad de las proposiciones simples que
figuren en ella.

1.1.14 Proposicion Doble Implicacion

Operador:" & " otambién " & " (p siy solo si q).

La proposicion p < q se lee: p si y solo si q; p solamente si q y representa la
Conjuncion:

(= A (qp).

La proposicion Doble Implicacion, también se la llama Bicondicional (ver Cuadro 3).

Cuadro 3
Tabla de verdad de la doble Implicacion
P <q

p q p=q | 9q=Pp

P=aN(@q = p)
v Y v Y v
Y% f f v f
f Y% % f f
f f % v Y%

Se puede observar que, una Proposicién Bicondicional es verdadera cuando las dos
proposiciones que la constituyen tienen el mismo valor de verdad vy, es falsa, cuando
son contrarios los valores de verdad de las dos proposiciones.

Ejemplos:

Una Conjuncién es verdadera, si y solo si, las proposiciones que la constituyen son
verdaderas.
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La anterior proposicién es verdadera, porque si una conjuncién es verdadera, implica
o se concluye, que las proposiciones que la constituyen son verdaderas. Ahora bien, si
las dos proposiciones que conforman una Conjuncion son verdaderas, entonces, se
concluye que dicha conjuncion es verdadera; es decir, una afirmacién implica la otra.

Una Disyuncion es verdadera, si y solo si, las proposiciones que la constituyen son
verdaderas.

La anterior proposicion es falsa, porque si una Disyuncion es verdadera no implica o
no se concluye que las dos proposiciones que la constituyen sean verdaderas, ya que,
puede suceder que una de ellas sea verdadera y la otra sea falsa. Sin embargo, si las
dos proposiciones que conforman una Disyuncion son verdaderas, si se concluye que
dicha Disyuncion es verdadera.

En este ejemplo, la primera afirmacion no implica la segunda, pero la segunda
afirmacién siimplica la primera.

Nota:

Si (p = q) esfalsay (¢ = p) es verdadera, entonces, la proposicién (p = q) A (@ = p)
es falsa, por lo tanto, la proposicion p < q es falsa.

En matematicas, generalmente las definiciones se expresan como una Proposicion de
Doble Implicacién. Asi pues, si p & q es una definicion, entonces, en la proposicién p
se enuncia lo que se define y en la proposicion g se establece la condicion o
condiciones que se deben cumplir.

Ejemplos:

Sea n un numero entero.

n es numero par, siy solo si, existe un nUmero entero k tal que n = 2k.

n es numero impar, si y solo si, existe un numero entero h tal que n = 2h + 1.

En las afirmaciones anteriores, se presentan las definiciones de numero par y de
numero impar. También se establece la condicién que se debe cumplir, para que un
numero entero sea par o sea impar.

1.1.15 Proposiciones Equivalentes

Dos proposiciones compuestas por las mismas Proposiciones Simples son
|6gicamente Equivalentes, si al asignar los mismos valores de verdad a las
proposiciones simples, las proposiciones compuestas resultan con el mismo valor de
verdad, por lo cual, las respectivas tablas de verdad son Idénticas (ver Cuadro 4).
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Ejemplos:

El Cuadro 4, presenta dos tablas de verdad; se observa que son iguales las columnas
correspondientesap = qy~ pVqg.

Cuadro 4.

Ejemplo de tabla equivalente

p q p=4q p q ~P ~ P
Vq

v Y, Y, v Y, f v

v f f v f f f

f Y, v f Y, Y, v

f f v f f Y, v

Como se puede observar, asignando los mismos valores de verdad a p y ¢ en ambas
tablas del Cuadro 4, los valores de verdad de las proposiciones compuestas (p =
q)y (~pV q) tienen los mismos valores de verdad; en consecuencia, las proposiciones
(®=q) Yy (~pVq) son equivalentes, situacion que se simboliza asi: (p = q) &
(~pUaq).

En este caso, el simbolo < se lee: equivalente.

La proposicion: Carlos es estudiante y es futbolista, es equivalente a la proposicion:
Carlos es futbolista y es estudiante, ya que expresan lo mismo; no importa qué se
mencione primero, bien sea la palabra estudiante o la palabra futbolista.

De igual manera, la proposicién: Diana estudia inglés o Diana estudia mateméticas, €s
equivalente a la proposicion: Diana estudia matematicas o Diana estudia inglés.

Segun lo anterior, la proposicion (p Aq) es equivalente a la proposicion (q Ap); lo
mismo ocurre con las proposiciones: (pV q) y (qVp); es decir: (pAq) < (qAp); (pV
Q) <= (@Vp)

En algunos casos de Proposiciones Equivalentes, una de ellas puede ser simple, por
ejemplo: (p Vp) < p.

También se puede afirmar lo siguiente: una proposicién p es l6gicamente equivalente

a una proposicion g, si para cada asignacion de valor de verdad a las proposiciones
simples que la componen, p y q tienen el mismo valor de verdad.

Para indicar equivalencia también se utiliza el simbolo = o el signo =.

Por ejemplo,pVvp = p;pVp =p.
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1.1.16 Tautologia, Contradicciony Contingencia

Una Proposicion Compuesta es wuna Tautologia cuando es verdadera
independientemente de los valores de verdad de las proposiciones simples que
intervienen en ella; se la representa con los simbolos “T” o con “V".

Una Proposicion Compuesta es una Contradiccion cuando es falsa
independientemente de los valores de verdad de las Proposiciones Simples que
intervienen en ella; se la representa con “C”" o con “F".

Una proposicion compuesta es una contingencia cuando no es tautologia ni
contradiccion.

La negacion de una tautologia es una contradiccion y la negacién de una contingencia
es otra contingencia.

Si p, q son proposiciones equivalentes, entonces la proposicion p & g es una
Tautologia.

1.2 Leyes de la Lagica Proposicional

Algunos autores, toman el simbolo " — " para una Implicacion cualquiera y el simbolo
"= " para la Implicacién que es verdadera o tautoldégicamente verdadera.

También, toman el simbolo " <= " para una Doble Implicacién cualquiera y el simbolo
" & " para una Doble Implicacién verdadera o tautoldégicamente verdadera y, en este
caso, el simbolo " & " se lee: equivalente a.

En el Algebra Proposicional se utilizan equivalencias, las cuales se constituyen en leyes
|6gicas de uso frecuente.

En lo que sigue, el simbolo " < " se lee equivalente a y es analogo al signo igual ("=")
que, en Aritmética y en Algebra representa igualdad.

1.2.1 Involutiva

La negacion de la negacion de una proposicion es equivalente a la misma proposicion,
esto es:

~(~p) & p.
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1.2.2 Conmutativa

la conjuncién, disyuncién y disyuncion excluyente de proposiciones son operaciones
conmutativas.

(pAq) < (qAp).
(pvq) < (qVp).
(pva) = (qvp)

1.2.3 Idempotencia

la conjuncién y la disyuncién son idempotentes:
(» Ap)e p
(p vp) & p.

1.2.4 Ildentidad o Modulativa

Si "T" es una proposicion verdadera y "C" es cualquier proposicién falsa, entonces "T"
y "C" actuan como elementos neutros (mddulos) en la Conjuncién y en la Disyuncion
de proposiciones, respectivamente.

(pAT) & p.
(pvC) ep.

1.2.5 Leyes de D’Morgan

la negacion de la disyuncion de dos proposiciones es equivalente a la conjuncién de
las negaciones de estas y, la negacién de la conjuncion de dos proposiciones es
equivalente a la disyuncion de las negaciones de estas dos proposiciones; esto es:

~(pvp & (~pr~q.
~pAg) & (~pV~q).

A la negacion de una disyuncion se la llama Anti Disyuncién, en inglés NOT OR o
simplemente NOR.

A la proposicion ~ (p Vv q) y a su equivalente (~ p A ~ q) se las denota por p | q.
El simbolo " | " es la flecha de Pierce.

A la negacion de una conjuncion se la llama Anti Conjuncién, en inglés NOT AND o
simplemente NAND.

A la proposicion ~ (p A q@) y a su equivalente (~p vV ~ q) se las denota por p | q.
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El simbolo "|" es el trazo de Scheffer.

En la proposicién (~p A~ q) (no pyno q) en el lenguaje comun se lee: ni p ni q.
1.2.6 Asociativa

La Conjuncién, Disyuncidon y Disyuncion Excluyente, son Asociativas.
A AT S pA(gAT).
(pvgvrepv(gvr).
(pv@)vrepyv(gyr)

1.2.7 Distributiva

La Conjuncién se distribuye respecto a la Disyuncion y la Disyuncién se distribuye
respecto a la Conjuncion.

Distributiva por izquierda:
pA(qvr) = AV (pAT).
pVgAar) = (Vg AV
Distributiva por derecha:

v Aare (@Ar)v(gAar).
A Vvre (@Vvr)A(gVvr).

1.2.8 Ley del Tercio Excluido

Como p v (~ p) es una Tautologia, se obtiene la siguiente equivalencia:

pV (~p)=T.
1.2.9 Leyes del Complemento

pV(~p)T.
(pA~p) & C.
~T < C.
~CsT.
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1.2.10 Ley de la Contraccion Conjuntiva o Simplificacion

pAq=p.
pAq=q.

Una Conjuncion implica tautolégicamente a cualquiera de las dos proposiciones que
la constituyen.

1.2.11 Ley de Silogismo Hipotético (SH)

[(p=pr(@=1]=@=r).
De lo anterior se dice que, la Implicacién cumple la Ley Transitiva.

1.2.12 Ley de Modus Ponendo Ponens (MPP)

[(p = q) Ap]l =q.

Si una Implicacion es verdadera y su antecedente es verdadero, entonces su
consecuente es verdadero.

1.2.13 Ley de Modus Tollendo Tollones (MTT)

[((p =g A~q]l = ~p.

Si una Implicacion es verdadera y su consecuente es falso, entonces su antecedente
es falso.

1.2.14 Ley de Modus Tollendo Ponens (MTP) o Silogismo Disyuntivo.

(V@) A~ql =Dp.
[(pvag)A~p]l=q.

Si una Disyuncién es verdadera y es falsa una de sus dos proposiciones que la
constituyen, entonces la otra proposicion es verdadera.

Nota:

Tener presente que en las leyes de los numerales 1.2.10, 1.2.11, 1.2.12, 1.2.13y 1.2.14
el simbolo = representa a una Implicacién Tautoldgica.
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1.2.15 Leyes de Absorcion

Absorcién Total:
[pvAQ] < p.
[pA(pVv@l < p.
Absorcién Parcial:
[pvi~pA@lepvg
[pA(~pv@lepAag

1.2.16 Ley de la Adicion

p=@®mVa.

1.2.17 Ley Transitiva de la Doble Implicacion (Bicondicional)
[(pepr@en]= (e

1.2.18 Equivalencia del Bicondicional y de la negacion del Bicondicional

pegpdetpe~q).
peqe~@Vvg)

(p © q) © (g © p) (Simetria de ©).
~pbeogpepe .
~bepge e ~q).
~pege(pvg)

Se puede observar que:

~peq e (e ~aq).

Ejemplo:

Sean las siguientes proposiciones py q:

p: ABC es un triangulo equilatero; q : AB = BC = AC.

P © q: ABC es triangulo equilatero, si y solo si,AB = BC = AC.

La proposicion p < q es verdadera, pues, corresponde a la definicion de triangulo
equilatero.
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~p & ~ q: ABC no es tridangulo equilatero, si y solo si,
AB # BCo BC # ACo AB # BC.
La proposicion ~p & ~ q es verdadera.
~p © q:ABC no es tridangulo equilatero, si y solo si, AB = BC = AC.
La proposicion ~p < q es falsa.
P © ~ q: BC es triangulo equilatero, si y solo si,AB # BC o BC # AC o AB # BC.

La proposicion p & ~ q es falsa.
1.2.19 Equivalencia de la Implicacion y de su negacion

p=q=(Cpvy.
~p=q9=p@Pr~q.

Una Implicacién es equivalente con su Contra reciproca, esto es:

p=q9 < (~q=~p).
1.2.20 Equivalencia de la Disyuncion Excluyente y de su negacion

(pvaq) =~ e .
~(pva) = =
~(pva) = (~pva)
~(pva) = (pv~a)
(pva) = (~pv~a)
Se observa que:

(~pva) = @yv~aq)
1.2.21 Implicaciones Tautolégicas que incluyen Bicondicional

[(@p = q) Ap]l=q.
[((p & @) Agl = p.
[(peA~pl=~q.
[ = @) A~ql = ~p.

Si una doble implicacion es verdadera y una de las dos proposiciones que la
conforman es verdadera, entonces la otra proposicion también es verdadera.
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Si una Doble Implicacion es verdadera y una de las dos proposiciones que la
conforman es falsa, entonces la otra proposicion también es falsa.

1.2.22 Implicaciones Tautolégicas con Disyuncion Excluyente

[(pvq)Ap] = ~q
[(pva)rg]l = ~p.
[(pva)r~p]=q.
[(pvg)r~q]=np.

Si una disyuncion excluyente es verdadera y una de las dos proposiciones que la
conforman es verdadera, entonces la otra proposicion es falsa.

Si una disyuncion excluyente es verdadera y una de las dos proposiciones que la
constituyen es falsa, entonces la otra proposicion es verdadera.

Tanto las tautologias de los numerales 1.2.21 (p. 27) y 1.2.22 (p. 28) como sus
conclusiones se deducen a partir de los valores de sus tablas de verdad.

1.2.23 Otras Tautologias y Contingencias

(pvT)eT.
(pAC) & C.

“T" es una Tautologia o cualquier proposicion verdadera y “C” es una Contradiccién o
cualquier proposicién falsa.

Las siguientes proposiciones son ejemplos de contradicciones:
p A ~ p: principio de no contradiccion.

~[(pAg) = p]

Ag) A~ ).

Las siguientes proposiciones son ejemplos de contingencias:

pAq pVvq q=0p

(@q=p) AT peq) =r
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Afirmaciones:

Si una de las proposiciones que constituyen una conjuncion es falsa, entonces la
Conjuncion es falsa.

Es suficiente saber que una de las dos proposiciones que constituyen una Conjuncion
sea falsa, para afirmar que la Conjuncién es falsa.

Es Suficiente con que una de las proposiciones que constituyen una disyuncion sea
verdadera, para afirmar que la disyuncion es verdadera.

Si (p = q) es verdaderay p es verdadera, entonces q es verdadera.

1.3 Funciones Proposicionales

Expresiones como:x ER,x € Q,x2>0,x +y =2zx <5,x +y € Q, entre muchas otras,
son Funciones Proposicionales o Proposiciones Abiertas porque el valor de verdad
depende de los valores que tomen las variables; en estos ejemplos, dependen de los
valores de x, vy, z.

Una Proposicion Abierta con una variable x se denota por P(x); con dos variables x, y
por P(x,y); con tres variables x, y , z por P(x,y, z) o también por F(x,y, z).

Ejemplos:
Las siguientes expresiones constituyen proposiciones abiertas:
P(x):x e R;R(x):x € Q;S(x,y,z):x+y=2zF(x):x <5 P(x,y):x+y€Q.

Cuando en una Proposicién Abierta se asigna un valor a una variable, se obtiene una
proposicién, esto porque su asignacion determina un valor de verdad.

Ejemplos:

P(10):10 € R, es verdadera.
P(V—8):V—8 € R, es falsa.
R(0.5):0.5 € Q, es verdadera.
R(2):V2 € Q, es falsa.
s(1,4,3):1+ 4 = 3, falsa.
F(4):4 < 5, verdadera.
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En muchos casos, cuando se utilizan conectivos con Proposiciones Abiertas se
obtienen proposiciones, es decir, las expresiones toman un valor de verdad.

Ejemplos:

x = R - x? > 0: proposicién verdadera.

x € R = x € Q: proposicion falsa.

x+y =2z x=2z—y:proposicion verdadera.

(x+y)€EQV(x+y) ¢ Q: proposicion verdadera.
1.4 Conjunto de Referencia

En proposiciones abiertas, el valor de verdad depende del valor especifico que toman
las variables en un determinado conjunto. El conjunto, cuyos elementos estan
representados con una o mas variables se denomina Conjunto de Referencia.

En una teoria o en algunos procesos, el Conjunto de Referencia es el conjunto de
contexto, llamado también Universal. Por ejemplo, en el desarrollo o estudio
aritmético de los numeros reales, el Conjunto Universal o de Contexto es el conjunto
de los numeros reales, representado por R.

En la teoria abstracta o general de la Teoria de Conjunto, al Conjunto Universal se lo
denota con la letra U, por lo cual, cualquier conjunto que se considere en dicha teoria
es un subconjunto de U y cualquier elemento de un subconjunto, es elemento de U.

Cuando en una Proposicién Abierta se establece un Conjunto de Referencia, esta
queda mas direccionada o mas especifica.
Ejemplo:

En la expresidn F(x):x <5, se sabe que se deben tomar numeros para obtener
proposiciones, pero no se precisa en qué conjunto o qué clase de numeros, por lo
cual, pueden ser enteros positivos, negativo, racionales, entre otros.

En cambio, en la Proposicion Abierta F(x):x < 5, para x € N, s6lo se deben considerar
numeros naturales.

1.4.1 Conjunto Solucion

El conjunto del cual se obtienen proposiciones verdaderas para una Proposicién
Abierta, se denomina Conjunto Solucion de la Proposicién Abierta. EI Conjunto
Solucion es un subconjunto del conjunto de referencia.
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Ejemplos:
El Conjunto Solucién de la proposicidon abierta: x < 5, parax € N, es § = {1,2,3,4} c N.

El Conjunto Solucién de: x? > 0, para x € R, es R; es decir, es el mismo Conjunto de
Referencia.

Cuando el conjunto solucion es igual al conjunto de referencia, se dice que la
proposicién es universalmente verdadera.

1.4.2 Producto Cartesiano

Sean los conjuntos Ay B.
El Producto Cartesiano de A con B se denota por A x B y se define asi.

AXB ={(x,y)/x € ANy € B}, donde (x,y) es un par ordenado.

De la definicidn, se tiene lo siguiente:
(x,y)EAXB&< x€EANyEB.
(x,yY)EAXB<x¢&AVy¢&B.

Ejemplo:
Sean los conjuntos A = {1,3,-5} y B = {-1,2,5}.
AXB = {(1' _1)r (1,2), (1,5), (3; _1)' (312); (3P5)I (_5' _1)' (—5,2), (_515)}

En general, si 4 tiene n elementos y B tiene m elementos, entonces A X B tiene n X m
elementos.

En una proposicién con dos variables x,y, la una puede representar elementos de un
conjunto y la otra a elementos de otro conjunto.

Ejemplo:
El Conjunto Soluciéon de la proposicion P(x,y):x +y =0, parax € ANy € B, es:

S ={(1,-1); (-5,5)}, el cual es subconjunto de A X B.

Nota:
Cuando A = B, el Producto Cartesiano de Ay B se define como sigue:

AXA={(x,y)/x€e ANy € A}.
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El producto 4 x A se lo puede denotar como A2

Segun lo anterior:

(x,y) EA’ = x€EANYEA.
(x,)EgA’=xgAVy¢A.

La proposicion x € AAy € A, se la abrevia asi: x,y € A.

La forma extendida de la proposicion x,y € A, es la siguiente: x € ANy & A.
1.4.3 Ejercicios

Analizar el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

1LxEANYyEA— (x,y) & A? 22xEANYy & A— (x,y) & A?
3.(x,y) A2 > x g ANy EA 4.(x,y) € A> > x€EANy g A
5x8 ANy EA— (x,y) & A? 6.x EANYy & A (x,y) & A?
7.x¢ANYEB — (x,y) ¢ AXB 8x€EANYyEB — (x,y) ¢ AXB
9.(x,y) ¢ AXB—x¢&ANYyEB 10.(x,y) #AXB —>x€ANy &B
11.(x,y) ¢ AXB«<—x¢& ANy EB 12.(x,y) € AXB<—x€ANy &B
1.5 Cuantificadores

Una manera para obtener proposiciones a partir de Funciones Légicas o
Proposiciones Abiertas, es utilizar Cuantificadores y Conjuntos de Referencia.

1.5.1 Cuantificador Universal

Palabras como cualquier(a), los, las, se utilizan para generalizar una afirmacion vy, para
la forma simbdlica se usa el simbolo Vv, el cual se lee asi: para todo(a), para cada,
todo(a), cualquier, cualquiera u otra expresion que indique generalidad o totalidad.

Si P(x),F(x,y) son Proposiciones Abiertas, la forma simbdlica de una proposicion
general, es:



vx, P(x).

vx, F(x,y).

Vx € A: P(x).

Vx,y € A:P(x,y).
V(x,y) € A% P(x,y).

V(x,y) € AX B:P(x,y).

También, asi:
P(x),Vx € A.
P(x,y),Vx,y € A.
P(x,y),Y(x,y) € A%,

P(x,y),V(x,y) € AXB.

Ejemplos:
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Cuadro 5, contiene varios casos donde se aplica el cuantificador universal.

Cuadro 5.

Ejemplos sobre el uso de cuantificador universal

La proposicion Vx € A: P(x), se la puede expresar en términos de Implicacién, asi:
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X €A— P(x).
De igual manera: vx,y € A: P(x,y) es equivalente a la Implicacién: x,y € A — P(x,y).

V(x,y) € A% P(x,y) es equivalente a la Implicacion: (x,y) € A2 — P(x,y).

Ejemplos:

Expresar en términos de Implicaciones las siguientes proposiciones:
Vx ER:x? >0;Vx € A:x €EN; Vx,y € Z:x + y € Z.

Se obtiene las siguientes implicaciones:

x€E€R— x?>0.

XxX€A—x€EN.

X,y EZ—>x+y€L.

Por lo tanto:

(VxeR:x?>?>0) o (xeR— x%2>0).

(VxeA:xeEN)o (x€A—x€EN).

(Vx,y€Z:x+y€Z) o (x,y EZ—x+y€EL).
1.5.2 Cuantificador Existencial, Existenciay Unicidad

El simbolo del Cuantificador Existencial es 3, el cual se lee, existe un, una, hay, para
por lo menos un, una, algun, alguna; existen o cualquier otra expresion que indique
existencia de elementos.

El simbolo 3! se lee: existe un Unico o existe un solo; hay un solo o cualquier otra
expresion que indique existencia de un solo elemento.

Las estructuras del Cuantificador Existencial, son las siguientes:
dx € A/P(x).

Ax,y € A/P(x,y).

3(x,y) € A%/P(x,y).

A(x,y) € AX B/P(x,y).

La barra “/” se lee: tal que o tales que.
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Ejemplos:

El Cuadro 6, contiene varios ejemplos que muestran la aplicaciéon del cuantificador
existencial.

Cuadro 6.
Ejemplos sobre el uso de cuantificador existencial

Existe un numero entero tal que su cuadrado es | 3x € Z/x? =

igual a 20
El cubo de algun ndmero real es igual a —10 Ix e R/x* = —10
Hay elementos de A que son elementos de B dx€eA/x € B

La diferencia de un par de numeros naturales es | 3x,y € N/x —y =2
igual a 2

La suma de algin par de nUmeros naturales es igual | 3(x,y) € N*/x +y = -3
a-3

Algunos elementos de B, son elementos de 4 dx € B/x € A

Hay elementos de A que pertenecen a B y|3x€A/x€BA3x€ B/x€eA
elementos de B que son elementos de 4

Existe un numero del conjunto A tal que, si su|3x€A/x*=2—>x€ B
cuadrado es igual a dos, entonces el numero
pertenece a B

Para cada elemento de 4, existe un elemento de B, | Vx € A:3y €B/x+y =10
tales que la suma de éstos, es igual a cero

Existe un Unico nimero entero que elevado al |3!'x € Z/x* =9
cuadrado es igual a9

El cuadrado de un Unico nimero entero esiguala9 |3!x €Z/x* =9

1.5.3 Negacion de Proposiciones Cuantificadas

~[vx € A: P(x)] es equivalente a la proposicién: 3x € A/~P(x); esto es:
~[Vx € A:P(x)] & Ix € A/~P(x).

~[3x € A/P(x)] es equivalente a la proposicién: Vx € A: ~P(x); es decir,
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~[Vx € A:P(x)] & Ix € A/~P(x).

Las anteriores equivalencias son Leyes de D’'Morgan.

Ejemplos:
El Cuadro 7 contiene varios ejemplos que muestran la aplicacidon de la negacion de los
cuantificadores universal y existencial.

La negacion de la proposicién 3x € A/P(x), también se la puede expresar asi: ax € A /
P(x). Claro que, en este caso, no se esta aplicando la Ley de D'Morgan.

Una proposicién 3l x € A/P(x) puede ser falsa, si no existe ni un solo elemento a de 4,
para el cual P(a) sea verdadera, o porque existen al menos dos elementos ay b de 4,
para los cuales P(a) y P(b) son verdaderas.

Tal es el caso de la proposicion 3!x € Z/x* =9, la cual es falsa, porque existen dos
ndmeros enteros que cumplen la proposicién x2 =9, que son el 3y el - 3.

Cuadro 7.
Ejemplos de negacion de proposiciones cuantificadas

Proposicion Negacion

1. Todos los estudiantes son | a)Algun estudiante no es mayor de edad

mayores de edad b) Hay estudiantes que no son mayores de

edad

2. Todos los numeros reales, son | a) Algunos numeros reales, no son numeros
ndmeros racionales racionales

b) Hay nUmeros reales, que no son numeros

racionales
3.3x € Z/x* =20 Vx € Z/x* # 20
4.3x€A/x € B Vx€A/x &B
5.3(x,y) EN?/x +y =-3 V(x,y) EN*:x +y # -3
6.Vx€Z:de€Z/x+e=0 dx € Z/Ne€Z/x+e +0

7. Existe un numero real, tal que | No existe un numero real, tal que, elevado al
elevado al cubo, es igual a -8 cubo, seaigual a - 8.
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Con las tablas de verdad se puede demostrar o comprobar si una proposicién es una
Tautologia, Contingencia o una Contradiccién. Pero en cierta forma, es un proceso
“mecanico”, aunque ayuda a reafirmar los valores de verdad de una Conjuncion,
Disyuncion, Disyuncion Excluyente, Implicacion y Doble Implicacion. Las tablas de
verdad también contribuyen a la identificacion de la proposicién en cuestion.

Otra manera de demostrar o de comprobar proposiciones es mediante procesos
deductivos y utilizando leyes légicas. Estos procesos contribuyen a desarrollar la
capacidad para deducir, analizar y comprender mejor el sentido y utilidad de estas
leyes. Esto es, lo que se realizard en la seccién donde se tratan los métodos de
demostracion.

Vale decir que, una ley logica se puede comprobar mediante la aplicacién de otras
leyes.



a-" = Qalo & b" _-v_->—<(;-lil-‘t )\:j")(; o Z(M xz) /\-V)(Vy[?()sy)]EEY}Y[”‘F(X,‘/)] Coﬂ. LZ) =
C,os%J' “z”‘ 2 wi Vi '.‘T arccoth (2)= 1/2 In
12 = -
X" a (xm? (x-4) d, I q«]
Cosh*tx0 - sinh®Cx) =1 Xﬁ 92 X2, P

TNJ;: Cn,v- a"_r br

Gy,
th
I

el

ranh?(x) + sech®(x)=1

csc (~%) = -CsC (x)
—m oo £(Xo +h) ~L£0x0)

Simh(X) = (e*-e™)/a

3

?"F‘”?

1

O Xioy = (Xv §/X, "

D,“ 1-
Sini= "’Z‘——

h

csch(x) = 1/sinlex) =a/e-e™

~gx 3): [F(W)] s\/x‘v’): [~ f(X, y)]

T [—JV\-' “b"’

I cot (12

(2+1)/(z-1))

am an - a’m{‘n
(X0, Ya
prT=p (47

(2,42

A‘l\ff“fq_]

N (n')' b* = (avbd:iv1 = »+Xn(b—47n) (%3,
) 1 B =3t (n-1)d
@) 3
€37 : 6 £ (xo+h) ﬂf(ﬁ;:)
€ > X s
0) (4,0) - L+I AF
0 CAPITULO 2
— . W W am—w
A Elementos de Conjuntos ol
y:x ‘l'an (-7‘)
= tan (x)
PiPvY 5
a \ \
_u2 4 Spuare = & XLa>o0, b>01 arccsch(@ =Tn (1+ (142 ))/Z) P\ P(xi;
7 D N L "'VX[P(x)] Ix[~pR] 25¥2) Qe
0, b>0] (ab)™a™ b™ - "*’ = Fanh(x) = sind x)/cosh (x) =(
&y QR  sec (X = sec (X) A
| > cotu? ch? - . ¥ €K
5 = 2 (x’_z')‘z. 1 : >X M2LK) - csch®(x) =4 \/— = ‘f| Z ? '/w
i F,o’r ¢ x) = -cot () 1P g e L
loa M !ﬁNm v T C A 2% - P}P"" 2. 7 }%’ S“ - ~.L_r"_ am)ﬂ_ uv‘m‘
3n -Lo},\, r = Cnr- b [Py 1.PAG : . (.)
" } . \‘VS coth (2) = | cot (2
sech (X) = {/cosh (0 =a/txve™) CYI,"-‘: [r]= En—_:‘f'?!' 2 % > z =
> pug L PP yamb?Cx) + sech®ex)=1

'ln, Bau“eloamm bh
i

2r)?

2, & —»
2, fwb'

cech(x)= (e-e™)/z
~Vx[~?<x)] = Ix [P(x)] ~q>/\a,)“~fv~@,

UV

'OY‘ 2. ?P

l.P—>» LPA% Yp
5}\‘V5

1 PVY

v

L pypvy

cosh (x)= (a e

=+l

Xt - 2ax b = (x-a)®

an:

a,rn1 an=__1 = Op-oyre" iR B
L Ay +(n-1d -v Kn# =

xE +24x + at = (x-m)z

F(-2,4):
cos (-0 = Cos (N:
or % arccosh(2 = Tn rL @ =1) : -

Ve2,0))
Iz <

\VX

. ‘70 = bXn

sech (_2)=| sec (iz)

|

N, sech(2) =
cfh(x) = 1/ tank () =(e*+€™Y(e*~ ™)

N‘"l frapezoid h/2 (by + b))
| I
e o]z

gn‘—’ *2—[2814- (ﬂ%i)d]i D““lg

T (127 0-2%)/2)

csch () =

5 (-X) =
[px]
Vectangle = ab o°- 11

archanhzy= 172 W (e2)/(192)y o™

s 1a

i+ (xn/2)(a-Yi2) *la>
(Xw/fl) (3’60(n2) coth(



Pagina | 39

CAPITULO 2
ELEMENTOS DE CONJUNTOS

2.1 Definiciones

2.1.1 Conjunto

nou

Un Conjunto es una “agrupacion”, “coleccion”, “reunion”, “grupo” de objetos Ilamados
elementos del Conjunto.

Para denotar o representar conjuntos se utilizan letras mayusculas, tales como
A,B,C,D,X,Y,Z; por su parte, para representar los elementos de un conjunto se
utilizan letras minudsculas, tales como: x, y, z, u, v; por lo cual, también se las
denomina variables.

Para indicar que x representa a los elementos de un conjunto 4, se expresa asi: x € 4,
y se lee: x pertenece a 4, o también x es un elemento de A.

En la expresion x ¢ A se lee: x no es elemento de A 0 x no pertenece al conjunto 4;
esto es, la proposicion x ¢ A es la negacion de la proposicion x € A.

2.1.2 Correspondencia entre conjuntos y proposiciones

A un conjunto M se le asocia, se le asigna o le corresponde la proposicion x € M, lo
cual se expresa asi: M « x € M. De aqui se sigue que:

Ao x€e€eA, B—ox€eB; C—xeC.
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2.1.3 Expresiones de un conjunto

Un conjunto esta expresado en forma extensiva cuando entre llaves se listan todos
sus elementos o parte de ellos que identifican, definen o representan a todo el
conjunto.

Ejemplos:
Los siguientes conjuntos estan expresados en forma extensiva:

A =1{2,8,20,30,45,3}.

Si N es el conjunto de los numeros naturales, entonces N ={1,2,3,4,5,6,7,---}. Se
puede observar que:

2€A4;45€A4; 3€A4;5¢A;, 1eN; B8eN; 200e N;-2¢&¢N.

Un conjunto esta expresado en forma comprensiva cuando sus elementos estan
representados mediante una o mas variables que cumplen una determinada
condicién o proposicion abierta.

Por ejemplo:
S={x/P(x)}; S={x € A/P(x)}; S ={(x,y) EAXB/P(x,y)}; S = {x € A?/P(x)}.

Segun lo anterior:
x € §,siysolo si, P(x).
x € S,siysolosi,x € Ay P(x).

(x,y) € Ssiysolosi,(x,y) € AXByP(x,y).

En cada caso, S es el conjunto solucion de la proposicion abierta P(x) o P(x,y)
considerando el conjunto de referencia.

Los siguientes conjuntos estan expresados en forma comprensiva:
M ={x/x € AVx € B}.

N ={x/x € ANx € B}.

C ={x € N/x < 10}.

El conjunto C en forma Extensiva, se expresa asi:
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€ ={1,234,5678,9}

El conjunto C, corresponde al conjunto solucién de la siguiente Proposicién Abierta:
x < 10, donde, x € N.

2.1.4 Inclusion de Conjuntos y Subconjuntos

Para indicar Inclusién de Conjuntos o Subconjuntos se utiliza el siguiente simbolo " c

Para dos conjuntos A, B, en la expresién A c B, se lee: A es subconjunto de B; A esta
contenido en B; A esta incluido en B; o también B contiene a A.

A es subconjunto de B, siy solo si, todos los elementos de 4 son elementos de B.
En forma simbdlica, se representa asi:

AcBe (x€A:x€B),otambién:AcB< (x€A— x €B)

Segun la ultima expresion, al simbolo de la Inclusién " c " le corresponde el simbolo
de la Implicacién " — ".

Ejemplos:

Sean los conjuntos: A={2,4,56,10,12};, B ={1,2,3,4,56,7,9,10,12,14,16}.
Se observa que:

{2,4,5,6,10,12} c {1,2,3,4,5,6,7,9,10,12,14,16}; es decir, A c B.
Sea el conjunto 4 = {a, b, ¢, d}.

Los siguientes conjuntos son subconjuntos de A:

B={ab,cd}; C={a}; D=1{ab};E ={a,b,d};F ={b,c,d}.

2.1.5 Propiedades de Inclusion de Conjuntos

Reflexiva: todo conjunto es subconjunto de si mismo, es decir, A c A.
Transitiva: SiA c BAB c C, entonces, A c C.
Nota:

En algunos textos se utiliza el simbolo ¢, para indicar Subconjunto Propio y lo realizan
la siguiente definicion:

A es Subconjunto Propio de B (4 c B) si y solo si, todos los elementos de A son
elementos de B y existe al menos un elemento de B que no es elemento de A.
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En este texto, para definir la inclusion de conjuntos, se utiliza el simbolo " c ".

Por tanto, A es Subconjunto de B (A c B) siy solo si, para todo x € A: x € B.

2.1.6 Clasificacion de conjuntos

Conjunto vacio: es el conjunto que no tiene elementos; se lo representa con la letra
ll@ll-

El conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto; esto es, si A es cualquier
conjunto, entonces, @ c A.

Son ejemplos de conjuntos vacios, los siguientes:
{x e N/x < 0}.

{x e N/x <20 Ax > 20}.

{x/P(x) A ~P(x)}.

Conjunto unitario: es todo conjunto constituido por un solo elemento.

Son ejemplos de conjuntos unitarios, los siguientes:

{30}; {m}; {44}; {222}.

Conjunto universal: es el conjunto que se toma como referencia en el desarrollo de
algunos procesos, en el estudio de alguna teoria o de algun tema especifico.

Por ejemplo, en el desarrollo de la teoria de niumeros naturales, el conjunto universal
o de referencia, es el conjunto N; de modo que, cualquier conjunto que se considere
dentro de esta teoria, es Subconjunto de N.

En el estudio “abstracto” (o en general) de la teoria de conjuntos, el conjunto universal
se suele representar con U, por lo cual, cualquier conjunto que se tome dentro de
esta teoria es Subconjunto de U.

2.1.7 Partes de un conjunto

Sea A un Conjunto Arbitrario; la expresion P(A) se lee partes de A y representa el
conjunto de todos los subconjuntos de A. Simbodlicamente, se define asi:

P(A) = {X/X c A).
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De modo que: X € P(A) siysolosi, X c A.
Ejemplo:

Sea el conjunto A = {a, b, c}.

Todos los subconjuntos de A son:

{a}; {b}; {c}; {a,b}; {a,c}; {b,c}; {a,b,c} = Ay ®.
Entonces:

P(4) = {{a}; (b}; {c}; {a,b}; {a,c},{b,c}, A0}

El conjunto A tiene tres (3) elementos, por lo cual, P(A) tiene 23 = 8 elementos o
subconjuntos de A.

En general, si un conjunto A tiene n elementos, entonces, hay 2" subconjuntos de Ay
en consecuencia, P(A) tiene 2™ elementos.

En la teoria de conjuntos, si 4, B, C,D son conjuntos, entonces 4,B,C,D € P (U).
2.2 Igualdad de Conjuntos

Definicion.

A = B,siysolo si,paratodox € A:x € BA paratodox € B: x € A.

Otras formas para definir la igualdad, son las siguientes:
A=B< AcBABCA.

A=BS (xeEA=x€B)AN(xEB=x€A).

Finalmente, de la ultima expresion, se obtiene que:

A=B&o (xe A< x €B).

2.2.1 Correspondencia de la Igualdad

Segun la ultima expresién y teniendo en cuenta que, A & x € A, B & x € B, entonces,
al simbolo "=" de lIgualdad de Conjuntos, le corresponde el simbolo de la
equivalencia" & " de proposiciones.

Esta correspondencia se indica asi: = & <.
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Para demostrar que dos conjuntos M y N son iguales, se debe demostrar la siguiente
proposicién: x e M < x € N.

Segun la definicion, dos conjuntos son iguales cuando todos los elementos de un
conjunto pertenecen al otro.

Ejemplo:

(2,79} = {2,9,7} = {9,7,2}.
{1,4,5,1,52} = {1,2,4,5} = {5,4,2,1}.
{4,4} = {4}.

{2,2,2} = {2}.

Los conjuntos que siguen, son Unitarios: {4,4}; {2,2,2}.

Nota:

Para el caso de conjuntos expresados en forma extensiva, no importa el orden en que
se listen sus elementos; ademas, los elementos repetidos se pueden escribir una sola
vez.

El conjunto {4, 8, 8,4} tiene dos elementos, 4y 8.

2.2.2 Propiedades de la Igualdad de Conjuntos

Reflexiva: todo conjunto es igual a si mismo, es decir, A = A.
Simétrica: Si A = B, entonces, B = A.

Transitiva: SiIA =B AB = C, entonces: 4 =C.

2.3 Operaciones entre Conjuntos

Para todo 4, B, C € P(U), se define:

Unién: AUB = {x/x € AV x € B}.

Interseccion: AN B = {x/x € AAx € B}.
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Diferencia: A-B = {x/x € AAx & B}.

Diferencia Simétrica: AAB = (A—B)U (B — A).
Segun lo anterior:

x€E(AUB)e= x€AVx€EBRB.

XxXE(ANB)e= x€AANXx EB.
xX€E(A-B)e=x€eANx ¢&B.

x€E(AAB)e> xe€eAVx€EB.

2.3.1 Correspondencias entre Operadores de Conjuntos y Operadores Logicos

Segun las cuatro ultimas expresiones, se obtienen las siguientes correspondencias:
UeV.

NeA.

AoV,

—< ~ — (negacion de una Implicacién).

La cuarta expresion se la obtendra mas adelante.

2.3.2 Propiedadesy expresiones particulares

1.AUA = A.

2.ANA=A.

3.AUB=BUA.

4, ANB=BnNA.
5Aup=A4; AnU = A.
6.ANP=0;,UuU=U.
7.AU(BUC)=(AUB)UC.
8.AN(BNC)=(AnB)NC.
9.AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

10,Au(BNnC)=(AUuB)n(AuUC).

Segun las propiedades 1y 2, se dice que la unién y la interseccién son idempotentes.

Segun 3y 4, launiony la interseccién son conmutativas.
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Segun5, la unién e interseccion, son modulativas. Los conjuntos @,U son los
respectivos médulos o elementos neutros.

De 7y 8, se afirma, que la unidn e interseccion son asociativas.

En 9y 10, se afirma que: la interseccion se distribuye respecto a la unién y la union se
distribuye respecto a la interseccion.

Nota 1:

Teniendo en cuenta las definiciones anteriores, se efectian las siguientes
afirmaciones:

La union de los Conjuntos A con B esta constituida por todos los elementos de Ay
todos los de B. Si hay elementos comunes se los escribe una sola vez.

La interseccion de A con B esta constituida por todos los elementos que estan tanto
en A como en B, es decir, por los elementos comunes.

A — B es constituido por todos los elementos que estan en A (primer conjunto) pero
gue no estén en B (segundo conjunto).

De igual manera, B — A es constituido por todos los elementos que estén en B pero
que no estén en A.

A A B es constituido por todos los elementos que estén en A pero que no estén en B,
junto con todos los elementos que estén B pero que no estén en A.

Nota 2:

SiAnB = @, se afirma que A y B son conjuntos Disjuntos o Disyuntos.

Nota 3:

Si A c B, entonces:

AUB =B.
ANB =A.
A—B=0.
AAB=B-A.
Ejemplos:

Para A ={5,7,8,10,12,15,20,30,50}; B = {2,4,5,6,7,9,12, 14,15, 18}, se tiene:
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AUB ={2,4,5,6,7,8,9,12,14,15,18,20,30,50}.

ANB = {57,12,15}.

A— B = {8,10,20,30,50}.

B—A={2460914,18).

AAB=(A-B)U(B—-A4) ={24689,14,18,20,30,50}.

También se puede observar que:
AAB = (AUB)— (AN B)=1{24,5,6,7,89,12,14,15,18,20,30,50} — {5,7,12,15}.
AAB=1{24,6,8914,18,20,30,50}.

Como ejemplos de demostraciones en Teoria de Conjuntos se demuestran las
siguientes igualdades:

1.AAB=(AUB)-(ANB).
2.AN (AUB) = A.
3.AU(ANB) = A.

En el proceso, se aplican las definiciones establecidas en operaciones con conjuntos,
las leyes l6gicas establecidas en la unidad Algebra Proposicional. Una Tautologia o
proposicion verdadera, se la denota con la letra "T" y una proposicion falsa o
Contradiccion se la denota con la letra "C".

2.3.3 Complemento de un conjunto

Si A c B, entonces el complemento de A respecto a B, se indica asi: C4
Cg ={x/x EBAx & A}.

De la definicién, se deduce que:

A— —_—
CB—B A.

De modo que, C# esta constituido por todos los elementos que le faltan al conjunto A
para ser igual al conjunto B.
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2.3.4 Complemento respecto al conjunto universal

Vale recordar que, si U es el Conjunto de Referencia (Universal) en una determinada
teoria, por ejemplo, en la Teoria de Conjuntos, entonces, cuando se considera n los
conjuntos A4, B,C,D,-; todos son subconjuntos de U.

En este caso, el conjunto CS se indica por A’.

Luego, C‘g =U-A=A4.
Ademds, xe A o x¢ Aotambién,xed=x ¢ A'.

Esto es, si un elemento esta en un conjunto, dicho elemento no estd en el
complemento del conjunto; y si un elemento no esta en un conjunto, dicho elemento
esta en el complemento del conjunto.

Otras notaciones para C‘Zl] son A€ yA.

2.4 Propiedadesy Casos Especiales

Leyes de D'Morgan:
(AUBY =A'NnB.
(ANBY =A'UB'.
Ley Involutiva:

4 = A.

Leyes de Complemento:

AUA =U.
ANA =0.
U =0.
@ =U.
Ejemplos:

Sean los siguientes conjuntos, Ay B:

A ={5,9,10,12, 40,50 ,80}.
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B ={2,3,5,6,8910,11,12,15, 30,40, 50, 60, 70, 80}.

Como A c B, entonces Cg ={2,3,6,8,11, 15,30,60,70} = B — A.

Sea el Conjunto de Referencia: U={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,12,14,15} y los
conjuntos A4, By C, definidos como sigue:

A=1{2,4,6810,12,14}; B ={1,2,3,4,5,6,7}; C = {1,4,7,10,12,15}.
Los respectivos complementos de estos conjuntos, son los siguientes:
A'=1{1,3,5,7,9,11,13,15}.

B’ ={8,9,10,11,12,13,14 ,15}.

¢’ =1{2,3,56,89,11,13,14}.

2.4.1 Diagramas de Venn

En el Cuadro 8, se representan los diagramas de Venn de dos conjuntos Ay B, y las
operaciones de union, interseccion, diferencia y diferencia simétrica entre ellos.

Cuadro 8
Ejemplos de diagramas de Venn L

AUB

>
w

ANB AAB=(A-B)U (B -A)
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2.4.2 Correspondencia entre Algebra Proposicional y Teoria de Conjuntos

El Cuadro 9, presenta la correspondencia entre algebra proposicional y teoria de
conjuntos.

Cuadro 9. )

Correspondencia entre Algebra Proposicional y Teoria de Conjuntos

Teoria de Conjuntos Algebra Proposicional

Conjunto A Proposicion x € A

Conjunto Universal U T (Tautologia o Proposicion Verdadera:
x € U)

Conjunto Vacio @ C (Contradiccién o Proposicion Falsa: x €
?)

Inclusiéon c Implicacion -

lgualdad = Equivalencia &

Unién u Disyuncion v

Interseccion N Conjuncion A

Diferencia — Negacion de Implicacién ~(—)

Diferencia Simétrica A Disyuncion Excluyente v

Complemento A’ Negacion ~

2™ numero de subconjuntos de un | 2™ numero de combinaciones de valores

conjunto con n elementos de verdad para n Proposiciones Simples

A continuacién, se presentan correspondencias entre expresiones con conjuntos y
expresiones con proposiciones: el simbolo <= no le lee siy solo si, y se lo utiliza para
relacionar o hacer corresponder expresiones; las proposiciones son verdadera o
Tautologias y la mayoria de ellas tienen nombre propio.

Las proposiciones x € 4, x € B, x € C, respectivamente, se representan por p,q,r. Asi
pues, al conjunto 4, le corresponde la proposicién p, a B le corresponde qy a C le
corresponde r.
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Ejemplo:

A la expresion A c A le corresponde p — p, lo cual seindicaasi: Ac A < p — p.

SiAcCBABCcC(C,entonces:Ac C < Sip—>qAq— r,entonces:p - .
SiA=BAB=C,entonces:A=C < Sip qAq S r,entonces:p & .
Si A = B,entonces,B=A < Si(p < q),entonces (q < p).
A=B < (p=q).

A=A < (p=p).

AUB & pVq.

ANB —pAg.

AAB < pVyg.

A-B & p A ~q.

A-B < ~(p — q).

B-A & ~(q — p).

AUA=A<— (pVp) & p.

ANA=A< (pAp) ©p.

AuUPp=A— (pvC) < p.

AUB=BUA< (pVq) < (qVp).
ANB=BnNnA— (pAq) < (qADp).
AUBUC)=(AUB)UC < pVv(QVr)e (pVvg) Vr.
ANBNC)=(ANB)NC —pA(gATr)= (pAg)AT.
AN(BUO)=(ANB)UANC)—=pA(@Vr)e (@A V(pAr).
AUBNC)=(AUB)N(AUC) —=pVv(gnrr)e (Vg A(pVr).
(AUB) = (ACB’) <« ~(pVq) = (~pA~qQ).

(ANB) =(AUB) <= ~{@Aq) = (~pV~q.

(A) =A e ~(~p) = p.

AUA=U— (pv~p)=T.

ANA =f— (pA~p) & C.

U=0<~TsC.

=U~C=T.
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Para demostrar una expresion o una propiedad utilizando conjuntos, se aplica la
misma propiedad con proposiciones. Por ejemplo, para demostrar que la Union se
distribuye con respecto a la Interseccién, se aplica la Propiedad Distributiva de
Disyuncién, con respecto a la Conjuncion.

2.5 Ejercicios

1. Expresar cada conjunto en forma extensiva:
A={x€N/x <5}

B={x€eZ/-3<xAx<2}
C={x€Z/x*=4vx?=25Vvx?=81}.
D={x€Z/x>?=5vx?=10}.
AUB;ANB;A—B;B—A;AAB;CuUD;CuUD.

2. Obtener el conjunto complemento, respecto al conjunto de los nimeros enteros Z
(Referencia Universal) de cada de los siguientes conjuntos:

7', Ly L, LY, L7 E ={x €Z/x < -3A2<x}; F = {0}
donde:

Z={,-6-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,-}.

Z* ={-,-6,-5-4,-3,-2,-1,1,2,3,4,5,6,--} = Z —{0].
Z,={-,-12,-10,-8,-6,-4,-2,0,2,4,6,8,10,12,--- }.

z; ={-,-11,-9,-7,-5,-3,-1,1,3,5,7,9,11, - }
Z*t=1{1,2,3,4,56,7,8,9,10,11,12,13, 14, - }
Z-={-1,-2,-3,-4,-5,-6,-7,-8,-9,-10,-11,-12,- 14, -}

3. Sean el Conjunto Universal U y los Subconjuntos A y B. Las regiones sombreadas,
representan los respectivos conjuntos.
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Debajo de cada diagrama que sigue, sombrear los conjuntos que se indican:

AUB ANB A-B AAB
A B’ (AU B) (AN B)
(A—B)' (B —A) (AAB) A UB

4. A los conjuntos A,B,C respectivamente se asignan las proposiciones: p,q,r. Con
base en lo anterior, asignar a cada expresion con conjuntos la correspondiente e
“inmediata” proposicién, y a cada proposicién, la correspondiente expresion con

conjuntos.
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CAPITULO3
ASPECTOS GENERALES EN UNA TEORIA MATEMATICA

Las partes fundamentales de una Teoria Axiomatica, como lo es una teoria
matematica, son las siguientes: los Términos No Definidos o Términos Primitivos, los
Axiomas y/o Postulados, los Términos Definidos o Definiciones, los Teoremas, los
Lemas y los Corolarios.

3.1 Términos No Definidos

Los términos no definidos, son los primeros elementos, palabras y expresiones a
partir de los cuales, junto con los Axiomas y Postulados, inicia una Teoria Axiomatica.
Muchos de estos términos se los concibe en forma intuitiva o por uso frecuente en el
lenguaje comun. A partir de estos, empieza la abstraccion matematica pero dan “via
libre” para la obtencién de otros elementos o entes matematicos, evitando de esta
forma, caer en un circulo cuando se trata de establecer o definir otros términos.

Por ejemplo, en Geométrica Euclidiana, entes matematicos como punto, recta, la
palabra “entre”, son ejemplos de términos primitivos. En Aritmética, la palabra
“numero” puede considerarse como término primitivo.

3.2 Definiciones

3.2.1 Axioma

Un Axioma es una afirmacién evidente, es decir, que su verdad es incuestionable,
irrefutable, indiscutible, por lo tanto, no necesita demostracion.
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3.2.2 Postulado

Un Postulado es una afirmacion que no es evidente pero que se acepta como
verdadera porque es necesaria como soporte para otros razonamientos; los
postulados no requieren demostracion.

Para algunos autores, un Axioma es lo mismo que un postulado; en cualquier caso,
son proposiciones verdaderas.

3.2.3 Sobre las definiciones

En matematicas, una definicion es una proposicidn que se establece para definir
(delimitar) un objeto o ente matematico, por tal razén, es una proposicion verdadera
y no tiene sentido afirmar que una definicion sea falsa. En general, en Matematicas,
una definicion se establece mediante una proposicion P & Q y por definicion, es
verdadera.

La proposicién P expresa aquello que se define y en la proposicion Q se estable la
condicion o condiciones que se deben cumplir.

Como P < Q es equivalente a la proposicibn ~P & ~(Q, entonces ~P & ~Q,
también es verdadera.

Ejemplos:
Un ndmero entero p es par, siy solo si, existe un nUmero entero t, tal que p = 2t.

En este ejemplo, se define nimero par; la igualdad p = 2t, donde t es nUmero entero,
es la condicién que se debe cumplir para llamar a p nimero par.

La proposicion: un numero entero p, no es par, si y solo si, no existe un nimero
entero t, tal que p = 2t; es verdadera, la cual también se la puede expresar asi:

Un ndmero entero p no es par, siy solo si, p # 2t, donde t es numero entero.

3.2.4 Teorema

Un Teorema es una proposicion cuyo valor de verdad se puede demostrar mediante
un proceso légico, apoyandose en Términos Primitivos, Axiomas o Postulados,
Definiciones y otros elementos, que previamente se establecen, tales como, Leyes
Logicas, Propiedades; inclusive, se puede apoyar en otros teoremas que se hayan
demostrado.
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Se puede afirmar, que los Axiomas y Postulados son las “reglas de juego” o
“condiciones impuestas” que se establecen y, los teoremas son las “jugadas” que
resultan de dichos Axiomas y de las Definiciones.

3.2.5Lema

Un Lema es un teorema preliminar sencillo y corto que se establece para la
demostracion de un teorema.

3.2.6 Corolario

Un Corolario es una consecuencia inmediata de un teorema; puede constituir en una
generalizacion o bien un caso particular de un teorema demostrado.

Ejemplos:

Teorema:

Entre dos numeros racionales diferentes existe siempre, otro niumero racional.
Corolario:

Entre dos numeros racionales diferentes existen infinitos nimeros racionales.
Nota:

Simy n son numeros racionales diferentes, entonces, uno es menor que el otro.
Sise consideram <nym < r <n, entonces r esta entre my n.

En consecuencia, en este caso, la palabra “entre” significa mayor que el ndmero
menor y menor que el nUmero mayor.

Muchos autores de libros en el area de Matematicas, no utilizan los términos, Lema,
Corolario, inclusive ni Teorema y las reemplazan por Afirmacién, Teorema o
Propiedad.

3.2.7 Ejemplos sobre definiciones

A continuacion, se presentan definiciones en el area de aritmética, las cuales se
utilizan en los ejemplos sobre demostracion.

Un ndmero entero m es multiplo de un ndmero entero n, siy solo si, m = nk, donde k
es numero entero.
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Un ndmero n es divisor de un numero entero m, si y sélo si, m =nt, donde t es
numero entero.

Un ndmero entero m es divisible de un numero entero n, siy solo si, m = nk, donde k
es numero entero.

Un numero n es factor de un numero entero m, si y solo si, m = nt, donde t es
numero entero.

Un ndmero n divide a un numero entero m, si y solo si, m = nt, donde t es numero
entero.

Un numero entero p es nUmero par, siy solo si, existe un entero r tal que p = 2r.
Un ndmero entero q es numero impar, siy solo si, existe un entero a tal que
q=2a+1.

Un ndmero r es redondo, siy solo si, r = 10b; b es nUmero entero.

Un ndmero real x es positivo, siy solo si, x > 0.

Un numero real x es negativo, siy solo si, x < 0.

Para numeros reales x, y, se cumple lo siguiente:

11.x esmenor quey, siysolosi,x+z=1y,dondez >0

12. x es menor o igual que y, siysolosi, x +z =y, dondez > 0

13.|x] =x,siysolosi, x>0

14. |x| =-x,siysolosi,x <0

X, cuandox =0
—X, cuando x< 0

Las definiciones 13y 14, comUnmente se la establece asi: |x| = {

Nota:

En las anteriores definiciones, en la proposicion P, haciendo relaciéon con la
explicacion inicial, se han definido factores, divisores, multiplos, divisibilidad, numeros
pares, impares, reales positivos, negativos, relacion de desigualdad, valor absoluto.

En la expresion |x| se lee, valor absoluto de x.

En la proposicion Q se han establecido las condiciones en cada una de las
definiciones.

Hay diversas maneras de establecer una definicion sin cambiar la esencia o sentido de
ella. Por ejemplo, la definiciéon No.1 se la puede expresar asi:

Un numero entero m es multiplo de un ndmero entero n, si y solo si, m = nk; k es
numero entero (se elimind la palabra donde).
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Un nimero m es multiplo de un numero entero n, siy solo si, m = nk; k es nimero
entero (se eliminaron las palabras entero y donde)

Un ndmero m es multiplo de un entero n, siy solo si, existe un entero k, tal que
m = nk.
Observar que si esta definicion se la expresara asi:

Un numero m es multiplo de un ndmero n, siy solo si, m = nk; k es nUmero entero; en
este caso se pierde o no expresa la definicion No. 1 o sus equivalentes, se eliminé la
palabra entero antes de n.

Con este caso se comprueba el “error”: m = 3; n = (3/2), k =2 (entero) y 3 = (3/2)2,
pero 3 no es multiplo de 3/2.

Afirmando que ny k son enteros, entonces se puede afirmar que m = nk es entero (el
producto de enteros es otro entero).

También pierde el sentido, si en la definicion no se establece que k es entero:
Un numero entero m es multiplo de un entero n, siy solo si, m = nk.

Por ejemplo, 10 y 7 son enteros 'y 10 = 7(10/7) y 10 no es multiplo de 7.

Para numeros reales x, y, en la expresion x < y se lee: x es menor que y.
x <y siysolosi, x +z =y, donde z es real positivo (z > 0).

x < ysiysolosi, x +z=y,donde z es real positivo o cero (z = 0).

3.2.8 Propiedades

Sean x, y numeros reales.

Si se multiplica los dos miembros de una desigualdad por un mismo numero real
positivo, se obtiene una desigualdad del mismo sentido.

Six <y yc>0,entonces: cx < cy.

Si se multiplica los dos miembros de una desigualdad por un mismo numero real
negativo, se obtiene una desigualdad de sentido contrario.

Six<yyc<0,entoncescx > cy.

Si se elevan al cuadrado los dos miembros de una desigualdad de reales positivos, se
obtiene una desigualdad del mismo sentido.

Si x, y son positivos, siendo x < y, entonces x? < y2.
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Si se elevan al cuadrado los dos miembros de una desigualdad de reales negativos, se
obtiene una desigualdad de sentido contrario.

Si x, y son negativos, con la condicién x < y, entonces x? > y2.

Si se extrae la raiz cuadrada a los dos miembros de una desigualdad de cuadrados de
reales positivos, entonces se obtiene una desigualdad del mismo sentido.

Si x, y son positivos, con la condicién x? < y?, entonces x < y.

Si se extrae la raiz cuadrada a los dos miembros de una desigualdad de cuadrados de
reales negativos, entonces se obtiene otra desigualdad de sentido contrario.

Si x, y son reales negativos con la condicién que x? < y?, entonces x > y.

Nota:

Se afirma que, se obtiene una desigualdad del mismo sentido respecto a otra, cuando
se aplica alguna accion sobre los dos miembros de una desigualdad, tales como,
sumar, restar, multiplicar, extraer la raiz cuadrada, elevar al cuadrado, entre otras. En
la nueva Desigualdad, la cantidad o numero menor, es la resultante de la aplicacion
de la accion, a la cantidad menor de la desigualdad inicial. Algunos autores prefieren
utilizar la expresion “la desigualdad no cambia de sentido”, en lugar de la expresidn
“la desigualdad es del mismo sentido”.

Cuando la cantidad o numero mayor en la nueva desigualdad, es la resultante de la
aplicacion de la accién a la cantidad menor de la primera, entonces se afirma que se
obtiene una desigualdad de sentido contrario. Algunos autores prefieren utilizar la
expresion “la desigualdad cambia de sentido”, en lugar de la expresion “la desigualdad
es de sentido contrario”.

Ejemplo:

Si x <y, entonces x + ¢ < y + c. La cantidad menor de la primera desigualdad es x, y
la cantidad menor en la nueva desigualdad es x +c. Por esto, se afirma que se
obtiene una desigualdad del “mismo sentido”.

Si x <y, entonces -5x >-5y. La cantidad menor de la primera desigualdad es x y la
cantidad mayor en la nueva desigualdad es -5x. Por esto, se afirma, que se obtiene
una desigualdad de “sentido contrario”.

Se estableceran otras definiciones, propiedades, afirmaciones, que son necesarias
para aplicarlas en demostraciones que se van a realizar y proponer.

Inicialmente, se explica en qué consiste cada proceso, para luego, en cada caso,
realizar ejemplos sobre demostraciones.
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CAPITULO 4
METODOS DE DEMOSTRACION

Antes de realizar demostraciones se establecen ciertas aclaraciones, propiedades,
definiciones, teoremas y otros aspectos que se utilizan en el proceso; esto con el fin
comprender de una mejor manera los diversos pasos a seguir, sobre todo, en las
justificaciones.

No es necesario hacer esto en las demostraciones, pero se lo hace en este libro
porque no se aborda o estudia una asignatura de Matematicas en particular, salvo el
tema de Ldgica Proposicional y de Conjuntos que se revisa en un buen porcentaje.
Estos temas que se exponen previamente incluyen los conocimientos que se deben
tener para desarrollar una demostracién. Como ya se planted anteriormente, la parte
central de libro es la de presentar ejemplos sobre demostraciones que sirvan de guia
para efectuar otras y comprender algunos métodos que se utilizan para este
proposito.

Por otra parte, los procesos a seguir no son unicos, es decir, se pueden utilizar otros
pasos, otras alternativas o desarrollar las demostraciones aplicando otros temas
afines o relacionados con el tema objeto de la demostracion. De todas maneras, cada
paso debe ser coherente y considerar los conocimientos previos. En algunas
justificaciones, se anexa explicaciones adicionales con el fin de facilitar la
comprension del proceso. Ademas, al final de una demostracion, en algunos casos, se
presenta una nota u observacion adicional aclaratoria, con el fin de precisar algo que
contribuya a la comprensién de las demostraciones. De hecho, esto no es necesario
en un proceso de demostracion, pero en este caso, por tratarse de unas notas de
clase, sirven para asimilar y comprender mejor los procesos que se realizan.

En el simbolo & se debe leer “equivalente”; este es analogo a la igualdad en
Aritmética y Algebra. El simbolo = corresponde a una Implicacion Tautolégica.
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4.1 Método Directo

Consiste en demostrar que una proposicién g es verdadera o que se obtiene la
proposicién q a partir de una proposicidbn p que se asume verdadera; es decir,
consiste en demostrar, que la Implicacién p = q es verdadera.

Segun los valores de verdad de una Implicacién, no tiene sentido considerar que la
proposicion p sea falsa, porque de serlo o considerarse falsa, no habria nada que
demostrar, ya que la Implicacién seria verdadera independiente del valor de verdad
de la proposicidon q. Por esta razon se afirma que, el valor de verdad de p constituye
una verdad hipotética.

En algunos casos, el antecedente p es la hipdtesis y el consecuente g es la tesis. En
otros casos, a una proposicion p = q también se la denomina enunciado condicional
porque p es la condicién que se debe cumplir para obtener la proposicidn gq; también
se dice que la proposicidon p es una condicién necesaria para la proposicién q.

En el proceso de la demostracidn se “parte” de p y se aplican definiciones, axiomas,
teoremas, corolarios, propiedades, leyes logicas, establecidas anteriormente a la
demostracion; en algunos casos se aplican teoremas demostrados, hasta “llegar” a la
proposicion q. De esta manera, se obtiene una secuencia de implicaciones conectadas
con el operador légicoy (A), asi:

@®=p)AP1=D) NP2 = P3) AP = Q.
Con este proceso se demuestra que p = q es verdadera. Siendo que p es verdaderay

p = q también es verdadera, se deduce que g también es verdadera. Ver el Silogismo
Hipotético: Tautologia 1.2.11 (p.25).

En el paso de una Implicacion a la siguiente se debe establecer la justificacion
respectiva.

Para mayor facilidad en el proceso, la anterior secuencia se acepta tomarla asi:
p=p1=pP2=P3 =" =P =(.

Recordar que, un teorema es una proposicién verdadera y que generalmente se debe
demostrar, entonces, cuando el teorema se establece como una Implicacion p = q,
esta proposicion es verdadera y como p constituye una verdad hipotética, entonces ¢
también es verdadera. Por lo tanto, el proceso de la demostracién se reduce a
obtener la proposicion g, es decir, que se cumpla q.

La proposicion [(p = q) Ap] = q es una Tautologia, corresponde al Modus Ponendo
Ponens, Tautologia 1.2.12 (p. 25).
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En muchos casos, cuando se desea demostrar un bicondicional p & g, es posible
iniciar con la proposicion p y luego, mediante una “cadena” de bicondicionales
obtener la proposicién q. Esto es:

PSP PP =2 Pr=(q.

Esto sucede, por ejemplo, con muchas proposiciones y en igualdad de conjuntos, tal
como se vera en las demostraciones que se desarrollan como ejemplos.

Cuando no es posible proceder de esta manera, se demuestra la proposicién p < q
en dos partes: primero, se demuestra la Implicacién p = q, luego, la Implicacion
reciproca g = p.

4.1.1 Ejemplos del Algebra Proposicional y Légica Matematica

Ejemplo 1:
1. Demostrar que: (im = n) © (~n = ~m).
Demostracion:
(m=n) s (~mvn)

< (nv~m)

& (~(~n)U~m)

S (~n=>~m)
Justificaciones:
Paso 1. Por equivalencia de la Implicacion.
Paso 2. Propiedad Conmutativa de la Disyuncion.
Paso 3. Ley Involutivan = ~(~n)

Paso 4. Equivalencia de la Implicacion.

Nota:

En el ejemplo se ha demostrado que las proposiciones contra reciprocas son
equivalentes.

Ejercicio 1:

Demostrar que: (k = h) & (~ h = ~ k) (Aplicar un razonamiento similar al utilizado
en el ejemplo 1).



Ejemplo 2:

Demostrar que: (m & n) & (~m & ~n).
Demostracion:

(m e n) SmM=nAn=m)
Sn=~mA(~m=~n)
S(~m=~nNA(~n=~m)

S (~me ~n)

Justificaciones:

Paso 1. Equivalencia o abreviacién del bicondicional .
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Paso 2. En las dos proposiciones, se aplico la equivalencia demostrada en el ejemplo 1.

Paso 3. Propiedad conmutativa de la conjuncion.

Paso 4. Equivalencia o abreviacion del Bicondicional.

Nota:

Se ha demostrado una de las equivalencias del Bicondicional.

Ejemplo 3:

Demostrar que: [(p = q) Ap] = q(MPP).
Demostracion:

P=)rp e (~pUq)Ap

= (~pAp)Vv(gAp)

S CV(gAp)

= (qAp)

=q

Justificaciones:

Paso 1. Equivalencia de la implicacion.
Paso 2. Propiedad Distributiva de A respecto a v.
Paso 3. (~ p Ap) es una Contradiccion C.

Paso 4. Ley de Identidad o Modulativa de la Disyuncion.

Paso 5. Ley de la Contraccion Conjuntiva o Simplificacion.
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Nota:

En los cuatro primeros pasos se aplicaron equivalencias, pero en el paso 5, (¢ Ap) no
es equivalente con g, porque la Ley de Contraccion Conjuntiva es una Implicacién. Por
esta ley, en este ultimo paso, también se puede obtener p, pero el objetivo es obtener
q. En este caso, no tiene sentido concluir p porque desde el principio se lo puede
hacer, aplicando la simplificacién: [(p = q) Ap] = p.

También, desde el principio, se puede utilizar la implicacion en lugar de " < " ; esto se
puede hacer porque la una proposiciéon induce (implica) la otra.

Ejemplo 4:

Demostrar que, [(p = q) A~ q]l = ~ p(MTT).
Demostracion:

p=DArA~q=(~pVvaAr~q

S HpA~Vvr~q)

e (~pA~q@VC

= (pA~q)

=~p

Justificaciones:

Paso 1. Equivalencia de una Implicacién.

Paso 2. Propiedad Distributiva por la derecha de A respecto a v
Paso 3. (q A~ q) es una Contradiccion C.

Paso 4. Ley de Identidad o Modulativa de la Disyuncion.

Paso 5: Ley de la Contraccion Conjuntiva o Simplificacion.

Nota:

Como se observa en este ejemplo, se realizan los mismos pasos del caso anterior,
igual sucede con las justificaciones y la nota aclaratoria.

Ejercicio:

Demostrar las siguientes proposiciones (MTP o Silogismo Disyuntivo):
[(pva)A~q]l=p

(V@) A~pl=q

Los procesos son similares al ejemplo 4.
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Ejemplo 5:

Demostrar que, [pV (p A q)] © p.

Demostracion:

pV(pAgq)e (p AT) U(p A q). Ley de Identidad de la Conjuncion.
& (p A (TV q). Propiedad Distributiva de A respecto a V.

& (p AT). Se reemplazé (T Vv q) por T, porque (TVq) & T (Ver Tautologia numero
23.).

& p. Nuevamente, se aplicé Ley de Identidad o Modulativa de la Conjuncién.

Nota:

En el proceso anterior, se establecen las justificaciones en cada paso. En el primer
paso, se aplicd laley (p AT) < p; donde T es tautologia. En el segundo, se aplicé la ley
distributiva de A respecto a v, en “sentido contrario” o de “derecha a izquierda” que en
Aritmética y Algebra, lo cual se denomina Factorizacion.

Al aplicar propiedad distributiva a la proposicion p A (q V r), se obtiene:
pA(@Vr) = (@PAQV(pAT).
Escrito de “derecha a izquierda”, se obtiene: (p Aq)V(pATr) & pA(qVT).

Observe que, de “derecha a izquierda” es como haber “Factorizado” p.

En forma andloga, en Aritmética y Algebra al distribuir la expresion a(b + ¢), se
obtiene:

a(b+c)=ab+ ac.

Escribiendo de derecha a izquierda la expresidn anterior, se obtiene lo siguiente:

ab + ac = a(b + ¢). Observe que se ha Factorizado a.

Ejemplo 6:

Demostrar que: [pA(pV q)] © p.

Demostracién:

[pApvl = VOA(PVQ.

Se aplico Ley de Identidad de la Disyuncion: (p v €) < p; donde C es Contradiccion.
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vOAPVa = @V(ICAQ.

Se aplico Propiedad Distributiva de v respecto a A.

v(CAg) = (VO).

Se reemplazé (C A q) por C, porque (C A q) & C.Ver Tautologia 1.2. 23 (p. 28).
(pvC) < p.

Se aplicé nuevamente la Ley de Identidad o Modulativa de la Disyuncion.
En resumen:

[PA@VOl= @EVOAPVY

= @Vv(CArg

A CAR(Y))

< (pVv0)

=P

Por tanto,

[pPA(pVg]eDp

Nota:

En el proceso anterior, se establecen las justificaciones en cada paso. En el paso 1, se
aplicé la ley (pv ) < p, donde C es tautologia. En el Paso 2, se aplico la Ley
Distributiva de " v " respecto a " A", en “sentido contrario” o de “derecha a izquierda”.

Al aplicar la propiedad distributiva a la expresion p v (q Ar) se obtiene:
pV(@AT) = (@VOAPV).
Al escribir de derecha a izquierda la expresion anterior, se obtiene:

vge A(pVvr) S pV(qgAr), es como haber “Factorizado” p.

En Aritmética o en Algebra no existe una expresion analoga a la anterior; pues, al
distribuir
a + (bc), se obtiene a + (bc) # (a+ b)(a + ¢).

por lo tanto: a + (bc) # (a + b)(a + ¢).

En el siguiente ejemplo se presenta otra manera de demostrar la anterior
proposicion.
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Ejemplo 7:

Demostrar que, [p A(p V q)] © p.

Demostracion:

AV = @AP)V(AD.

Se aplicé Propiedad Distributiva de " A" respectoa " Vv ".
AP)V(@AQ) = pU( A Q).

Se aplico Ley de Idempotencia de la Conjuncién: (p Ap) < p.
pv(p Aq) < p.

Se aplico la proposicién demostrada en el ejemplo 5.

Nota:

Se debe recordar que las proposiciones de los ejemplos 5y 6 se denominan Leyes de
Absorcion Total.

Ejemplo 8:

[pA(~pVQ] =S pAg.

Demostracion:

pA(~pVq) < (pA~p)V (pAq)Se aplicé Propiedad Distributiva de A respecto a v.
(p A ~p) es una Contradiccion C.

PA~pP)V(PAg) S CV(pAg).

CV(pAq) < (pAq) Se aplico Ley de Identidad o Modulativa de la Disyuncién.

Por lo tanto, [pA(~pVq)] © pAgq.

En resumen:

pA(~pVvq) = (pA~p)V(PAG)

S CV(pAg)

= ®Aq)

Ejercicio:

Demostrar la proposicién: [pV (~p Aq)] © pV q. (Se requiere un proceso similar al
seguido en el ejemplo 8).
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Nota:

Las proposiciones del ejemplo 8 y del anterior ejercicio, son las Leyes de Absorcion
Parcial.

Ejercicios:

Demostrar las siguientes proposiciones:
Absorcién Total: [~ mA (~mV h)] & ~m.
Absorciéon Parcial: [~mA(mVh)] © ~mAh.

Los pasos en las demostraciones son los mismos que se aplicaron en los ejemplos 6y
en 8.

Ejemplo 9:

[(pAg) =n)AT=~O)At]=(~pV~q)

Demostracion:

(pAqQ) = 1r)A(r= ~t) At = Aplicacion de Silogismo Hipotético:

((pAq) = ~t) At = Aplicaciéon de la equivalencia de una Implicacion:
(~(Aq)V~t)At = Por Ley de D'Morgan a ~(p A q) se obtiene:
((~pVv~q)V~t)At= Distribucion de una Conjuncidn respecto a una Disyuncion:
(~pV~At)V(~tAt) = (~tAt) esuna Contradiccion C.

((~pVv~q) At)V C = Por Ley Modulativa de una Disyuncion:

(~pV ~q) At = Por Contraccién Conjuntiva:

(~pVvV~q

Nota:

Partiendo de ((pAq)=71r)A(r=~t)At se obtuvo (~pV~gq), por lo cual, la
proposicion planteada en el ejemplo 9, es verdadera.

Algunas tautologias son demostrables Unicamente mediante tablas de verdad.
Utilizando tablas de verdad, demostrar las siguientes tautologias:
== (CpVvae
~(men) e (mvn)
~men)e (~men)

~(men)e (me ~n)
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La primera es la equivalencia de la Implicacién y las otras son la negacion de la
negacion del bicondicional.

Ejemplo 10:

Demostrar la equivalencia: (~m & n) & (m & ~n) (Observacion planteada en las
Tautologias 1.2.18) (p. 26).

Demostracion:

(~men) os~(men) S (me ~n)

Justificaciones:
Paso 1: Se aplicd la tautologia ¢ de la lista anterior.

Paso 2: Se aplicé la tautologia d, de la lista anterior.

Nota:

las tautologias c y d, las cuales expresan la negacion del bicondicional (ver tautologias
1.218, p. 26) también son demostrables mediante procesos deductivos, para ello se
utilizan las siguientes leyes logicas: equivalencia del bicondicional, equivalencia de la
implicacion, leyes de d’Morgan, propiedad distributiva, ley del tercio excluido, ley
modulativa de la conjuncién, equivalencia de la implicacion, paso de disyuncién a
implicacion y el ultimo paso, equivalencia del bicondicional, pasando de conjuncién a
doble implicacion. el proceso es extenso, por lo cual, es conveniente demostrar la
equivalencia de las proposiciones utilizando tablas de verdad.

Ejemplo 11:

Demostrar que, ~ (p = q) © (p A~ q).
Demostracion:
~p=2peo~CFpVve e @PAr~q)
Justificaciones:

Paso 1. Equivalencia de la Implicacion.

Paso2: Ley de D'Morgan.
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Ejemplo 12:

Demostrar que, (m © n) & (~m & ~n).
Demostracion:

(men) ©~[~0nen)]

S ~(~men)

S (~me ~n)

Justificaciones:

Paso 1. Por Ley Involutiva.

Paso 2. Negacion del Bicondicional.

Paso 3. Negacion del Bicondicional.

Nota:

En el paso 2, se aplico la negacién del Bicondicional, negando la primera proposiciony
el paso 3, negando la segunda proposicion.

Esta proposicion se demostré en el ejemplo 2; pero en este caso se aplicaron otros
pasos para su demostracion.

Ejercicio:
Demostrar la equivalencia (m & n) & (~m & ~n), aplicando los siguientes pasos:
equivalencia de la doble implicacion para obtener una conjuncién, equivalencia de las

contra reciprocas, propiedad conmutativa de la conjuncion y finalmente, equivalencia
de la doble implicacion, pasando de conjuncién al bicondicional.

Como se habia explicado al inicio de los ejemplos, en muchos casos, los pasos
seguidos en las demostraciones no son unicos, es decir, se puede demostrar
siguiendo otros razonamientos, aplicando otros conocimientos previos, otros
teoremas o proposiciones ya demostradas.

Ejercicio:
Demostrar la Implicacion: [(p © (qAT)A~] = (~qV ~T1)
Sugerencias:

En la demostracién se pueden hacer lo siguiente: partir del antecedente y aplicar
equivalencia de "< " para obtener la respectiva conjuncién; aplicar Propiedad
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Asociativa de "A" agrupando la segunda Implicacion con ~p, aplicar Ley de la
Simplificacion para “eliminar” la primera Implicacién; aplicar la Tautologia MTT (ver
tautologia 1.2.13, p. 19) y finalmente, Ley de D’'Morgan, con lo cual, se obtiene (~q Vv
~T).

4.1.2 Ejemplos del Algebra de Conjuntos

En las demostraciones con conjuntos es necesario tener presentes temas de la Teoria
de Conjuntos, por lo cual, en esta seccion se abordan algunos temas.

U es el Conjunto Universal, x € U es una proposicién verdadera que se la representa
por "T", "@" es el Conjunto Vacio; la proposicion x € @ es falsa y se la reemplaza por
“C".

De las diversas formas para definir igualdad de conjuntos, se utilizara la siguiente:
M =N & (x € M & x € N), esto porque es la mas conveniente para aplicar el Método
Directo y, ademas, es posible utilizar las equivalencias con proposiciones
constituyendo una cadenade " & ",

Si se toma cualquiera de las definiciones que siguen, se debe demostrar por separado
cada proposicion de la Conjuncién, esto es, se debe aplicar el método de casos
separados.

M=N& (VxeM:x e N)A(VxEN:x €M)
M=N©(xeEM=xeEN)A(xeEN=>x€EM)

M=N&(McN)AN cM)

Asi pues, para demostrar que M = N se demuestra la proposicién (x e M < x € N)

partiendo de x € M y concluyendo u obteniendo x € N. En este proceso, se debe
aplicar Leyes Logicas y otras Tautologias.

Las siguientes Implicaciones, corresponden a una Ley del Complemento y constituyen
tautologias. Si un elemento esta en un conjunto entonces dicho elemento no
pertenece a su complemento y, si pertenece al complemento de un conjunto
entonces no pertenece al conjunto:

XEA=x¢A
XEA=x¢&A
xXEA=>xeA
xgA =>x€A
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Ejemplo 1:
Demostrar que AU A = A.
Demostracion:

x€E(AUA) o (xedAvxedl

S x€EA

En consecuencia, por la definicidon de Igualdad de Conjuntos se cumple que AU A = A.
Justificaciones:

Paso 1. Por definicién de Unién de Conjuntos.

Paso 2. Por Idempotencia de la Disyuncion.

Nota:

En el ejemplo anterior se ha demostrado la Idempotencia de la Unién de Conjuntos,
para lo cual, se aplicé la Idempotencia de la Disyuncion. En este caso, el conjunto M
que se establecio en la definicion corresponde al conjunto AU A y el conjunto N esta
representado por A.

Ejemplo 2:
Demostrar que AN B = B N A.
Demostracion:

x€(ANB) ©(x€AANx€EB)
S (xeBAx€EA)
S x€e(BNA)

Luego, por definicion de igualdad de conjuntos, la proposicién dada en el ejemplo 2,
es verdadera.

Justificaciones:
Paso 1. Por definicion de Interseccion de Conjuntos.
Paso 2. Por Propiedad Conmutativa de la Conjuncién.

Paso3. Por definicion de Interseccién de Conjuntos.
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Nota:

Se ha demostrado la conmutatividad de la interseccién de conjuntos; en el proceso se
aplico la propiedad conmutativa de la conjuncién de proposiciones. En este caso, el
conjunto M que se establecié en la definicién, corresponde al conjunto AnB y el
conjunto N esta representado por B N A.

Ejemplo 3:

AAB=BAA.
Demostracion:

x€(AAB) ©(x€AVxE€EB)
& (x€EBVxE€A)

& x € (BAA).

En consecuencia, por definicién de Igualdad de Conjuntos, la igualdad dada en 3, es
verdadera.

Justificaciones:

Paso 1. Por definicion de diferencia simétrica.

Paso 2. Por propiedad conmutativa de la disyuncién excluyente.
Paso 3. Por definicion de diferencia simétrica.

Nota:

Se ha demostrado, la conmutatividad de la diferencia simétrica; en el proceso se
aplico la propiedad conmutativa de la disyuncién excluyente. En este caso, el conjunto
M, esta representado por el conjunto A A B y el conjunto N corresponde al conjunto
B A A.

Ejemplo 4:

AUBUC)=(AUB)UC.
Demostracion:

x€[AUBUC)] eo[xeAdvxe(BuOl)]
S[xeAVv(xeBVxeCC)]

S [(x€eAVvx€eEB)VxeC(]

S [xe(AUB)Vvx eC(]]

S xe[(AuB)uC]]
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De aqui se deduce que, se cumple laigualdad Au (BU C) = (AUB) UC.

Justificaciones:

Paso 1. Definicion de unidn de conjuntos aplicado a la primera union.
Paso2. Definicion de unién de conjuntos aplicada a la segunda unién.
Paso3. Por propiedad asociativa de la disyuncion.

Paso4. Definicion de unidn, aplicada a la primera disyuncion.

Paso5. Definicion de unién, aplicada a la segunda disyuncion.

Nota:

se ha demostrado la propiedad asociativa de la union; aqui se aplicd la propiedad
asociativa de la disyuncion. Ahora, el conjunto M es AU(BUC) y el conjunto N
corresponde al conjunto (AU B) U C.

Ejemplo 5:

AABAC)=(AAB)AC.
Demostracion:

x€E[AABAC)] ©[xeAvxe(BAC)]
S[xedAdv((xeBvxel)]

& [(xeAVvxeB)VxeC(]

S [xe(AAB)VxeC(C]]

= xe[(AAB)AC]]

Por lo tanto, por definicion de la igualdad de conjuntos, se cumple que:

AA((BAC)=(AAB)AC.

Justificaciones:
Paso 1. Definicién de diferencia simétrica, aplicada a la primera expresion.
Paso2. Definicion de diferencia simétrica, aplicada a la segunda expresion.

Paso3. Por propiedad asociativa de la disyuncién excluyente.
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Paso4. Definicion de diferencia simétrica, aplicada a la primera disyuncion excluyente.

Paso5. Definicion de diferencia simétrica, aplicada a la segunda.

Nota:

Se ha demostrado la propiedad asociativa de la diferencia simétrica; para el efecto, se
aplico la propiedad asociativa de la disyuncion excluyente.

Ejemplo 6:

AU @ =A.

Demostracion:

x€E(AUP) = (x€EAVxED)
S (xeAVO)

= x€EA

Entonces, por definicién de igualdad de conjuntos, es verdadera la igualdad AU @ = A.
Justificaciones:

Paso 1. Definicién de Unidn

Paso 2. x € es proposicion falsay se reemplazé por C

Paso 3. Ley Modulativa (Identidad) de la Disyuncién.

Nota:

Se demostré la Ley Modulativa (identidad) de la Unién de Conjuntos, para lo cual, se
aplico la Ley Modulativa de la Disyuncion.

Dado que, la Unién es Conmutativa, entonces: AU =QU A=A

Ejemplo 7:

ANU = A.

Demostracion:

xEMANU) ©(xeAAx€eU)

S (x€ANT)

& x € A.
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En consecuencia, por definicién de Igualdad de Conjuntos, es verdadera la igualdad
ANU=A.

Justificaciones:
Paso 1. Definicion de Interseccion.
Paso 2. x € U es proposicién verdadera y se reemplazoé por T.

Paso 3. Ley Modulativa (Identidad) de la Conjuncion.

Nota:

Se demostrd la Ley Modulativa (Identidad) de la Interseccion de Conjuntos. En el
proceso, se aplicd la Ley Modulativa de la Conjunciéon. Como la Interseccion de
Conjuntos es Conmutativa, entonces, ANU =UnN A = A.

Ejemplo 8:

A-A=9

Demostracion:

x€E(A—A) ©x€eAAx¢A)

< C

& x € Q.

Por lo tanto, la proposicion A — A = @ es verdadera.
Justificaciones:

Paso 1. Definicion de diferencia de conjuntos.

Paso 2. La proposicién es una contradiccion o proposicion falsa y se la reemplazé por
“C".

Paso 3. La proposicion x € @ es falsay reemplazé a C.

Ejemplo 9:

A-f=A

Demostracion:

x€EA-0) ©(xeArxed)
S (x€eANT)

S x€eA

Luego, la proposicion A — f = A es verdadera.
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Justificaciones:
Paso 1. Definicion de diferencia de conjuntos.
Paso 2. Se reemplazé la proposicion x ¢ @ por T.

Paso 3. Por propiedad modulativa de la conjuncion.

Nota:

La proposicion x € @ es falsa y su negacion: x € @ es verdadera, la cual se la reemplazé
por T.

Ejemplo 10:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

Demostracion:

x€[AN(BUC)] e [x€AAxe€ (BUC)]; definicion de Interseccion.
& [x € AN (x € BVx € (C)]; definicion de Unidn.

S [(xe ANx €B)V (x € AAx € C)]; Distributiva de A respecto a v.
& [x € (ANB)Vx e (AN C)]; definicion de Interseccidn.

& x € [(ANB) U (AN C)]; definicion de Unidn.

Por lo tanto, la igualdad planteada en el ejemplo 10, es verdadera.
Nota:
La igualdad dada es verdadera, puesto que, se cumple la proposicion:

xE[AN(BUC) = x€e[(ANB)U(AnC()].

En este caso, el conjunto M corresponde a [AN(BUC)] y el conjunto N esta
representado por [(AN B) U (AN C)].

Se debe tener en cuenta que, M y N son los conjuntos que se tomaron antes de iniciar
los ejemplos sobre demostraciones con el fin de recordar la definicion de Igualdad de
Conjuntos, la cual se estableci6 en la Teoria de Conjuntos.



Pagina | 81

Ejemplo 11:

4 = A.
Demostracion:

x € (A = x & (A)
< x € (A)

Luego, laigualdad (4’)’ = A, es verdadera.
Justificaciones:
Paso 1. Ley del Complemento.

Paso2. Ley del Complemento.

Nota:

La demostracién corresponde a la Ley Involutiva de Conjuntos.

Ejemplo 12:

(AUB) = (4’ NB).

Demostracion:

x € (AUB) < x ¢ (AU B); por Ley del Complemento.

& ~(x € (AU B)); por indicacion de la negacion.

& ~(x € AV x € B); por definicion de unién de conjuntos.

& ~(x € A) A ~(x € B); aplicacion Ley de D'Morgan a una disyuncion.
& x € AAx & B; por aplicacion de la negacion.

& x € A’ Ax € B’; por Ley del Complemento.

& x € (A’ n B’); por aplicaciéon de la definicion de interseccién de conjuntos.

Aplicando la definicion de igualdad de conjuntos, se cumple que (AU B) = (A’ N B’).

Nota:
Se ha demostrado la Ley de D'Morgan para la unién de conjuntos.

Se dice negacion indicada, cuando se pasa de una proposicion x ¢ A a la proposicion
~(x € A),yalpasarde~ (x € A) ax ¢ A, se aplica la negacion.
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Ejemplo 13:

(B—A) =(ANB).

Demostracion:
xe€(B-A4)Y<x¢(B-A4)

& ~[xe(B-A]

S ~[xEBAx¢ A

S ~[x€BAx€EA]

& ~[xe(BnA))

Sx¢g(BnA)

S xe(BnA)

< x€e(ANBY

Por lo tanto, la igualdad planteada en el ejemplo 13, es verdadera.
Justificaciones:

Paso1. Por Ley del Complemento.
Paso2. Por indicacion de la negacion.
Paso3. Por definicién de diferencia.
Paso4. Por Ley del Complemento.
Paso5. Por definicion de interseccion.
Paso6. Por aplicacién de la negacion.
Paso7. Por Ley del complemento.
Paso8. Por propiedad conmutativa de la interseccion.

Demostrados algunos teoremas o proposiciones se los puede aplicar para demostrar
otros teoremas o proposiciones, sin necesidad de tomar elementos de los conjuntos,
tal como se ha realizado en las demostraciones anteriores.

Ejemplo 14:

(AuCyY =Anc.
Demostracion:

Aauvcey = A n(C))
=(4'NC)
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Justificaciones:
Paso 1. Ley de D'Morgan.

Paso 2. Ley Involutiva.

Ejemplo 15:

AAB=BAB.

Demostracion:

AAB=(A-B)U(B-A)

=(B—-A)U(A-B)

=BAA

Justificaciones:

Paso 1. Definicion de diferencia simétrica.

Paso2. Por propiedad conmutativa de la union de conjuntos.

Paso3: Nuevamente aplicacion de la definicién de diferencia simétrica.

Ejemplo 16:

FAG=FACG

Demostracion:

x€(FAG) & x€FVxEeG,; aplicacion de definicion de la Diferencia Simétrica.
& x ¢ F'vxéG,; por Ley del Complemento.

& ~(x € F')V ~(x € ¢"); indicacidon de la Negacion.

& ~[x € F'V ~(x € G")]; por negacion de la disyuncidn excluyente.

& ~[~(x € F'Vx € (")]; por negacion de la disyuncién excluyente.

& x € F’V x € G'; por Ley Involutiva.

& x € (F'AG); por aplicacion de la definicién de disyuncién excluyente.

Por definicion de igualdad de conjuntos, se deduce que se cumple laigualdad F A G =
FFAG.
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Nota:

Recordar que:
~®Yqe = (~pVva)
~®PVvYqe = pPV~aq)

En el proceso anterior, se aplico esta ley de derecha a izquierda.

A continuacion, se demuestra la misma igualdad, siguiendo otros pasos u otro orden
respecto a lo realizado en la demostracion anterior.

x€(FAG) & x€FVxeG;aplicacion de definicidon de la diferencia simétrica.
& ~(~[x € F Vx € G]); por Ley Involutiva.

& ~(x € FVx € G), por negacion de la disyuncion excluyente.

& x € FVx €& G, por negacion de la disyuncidn excluyente.

& x € F'V x € G, por Ley del Complemento.

& x € (F' A @), aplicacion de definicion de la diferencia simétrica.

Nota:

En los pasos 3y 4, se aplicd la negacion de la Disyuncidén Excluyente de izquierda a
derecha; en 3, a la primera proposicion y en 4, a la segunda.

Ejemplo 17:
AcBABc(C=AcC(.
Demostracion:

AcBABc(=[(xeA=x€eB)A(xeB=x€C)] definicion Inclusion de
Conjuntos.

= (x € A = x € (), por Silogismo Hipotético.

= A c C; por definicion de Inclusién de Conjuntos.
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Ejemplo 18:

(ANB)cC A

Demostracion:

x€(ANB) = (x€AANx€EB)

= x€EA
Justificaciones:
Paso 1. Definicidon de Interseccion.

Paso2. Contraccion Conjuntiva.

Ejemplo 19:

Ac (AUB).

Demostracion:

x€EA = (x€AVXxERB)

= x € (AUB)

= Ac (AUB)

Justificaciones:

Paso 1. Adicion Disyuntiva.

Paso2. Definicion de Unién de Conjuntos.

Paso 3: Por definicion de Inclusion de Conjuntos.

Nota:
En el paso3, se concluye que A c (A U B) porque se demuestra la proposicion:
x€A=x€(AUB).

Cualquiera de las implicaciones.p = pVvq; p=pVr; p = p Vt, serefieren ala Ley de
la Adicion.

En el proceso, por conveniencia, a la proposicién x € A se adicioné la proposicion x €
B.

Segun lo anterior, se cumplen las siguientes relaciones:

Ac (AUC);Ac (AUD);Ac (AUF).
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Ejemplo 20:

(ANB)UA = A.

Demostracion:

x€[(ANB)UA] & x€ (ANnB)Vx e A; pordefinicion de Union.
& (x € ANx € B)Vx € 4; por definicion de Interseccién.

& x € A; por Ley de Absorcion Total.

Por Igualdad de Conjuntos se deduce, que se cumple la igualdad dada (An B) U A = A.

Nota:

La proposicién (p Aq)Vp o bien pVv (p Aq) son equivalentes con la proposicién p
(Absorcién Total).

Se ha demostrado una Ley de Absorcion Total con Conjuntos.

Ejemplo 21:

(ANB)UA=AUB.

Demostracion:

x€[(ANB)UA] & xe€ (A NB)Vxe A; pordefinicion de Unidn.
& (x € A Ax € B)Vx € A; por definicidn de Interseccion.

& (x € ANx € B)Vx € A; por Ley del Complemento.

& (~(x € A) Ax € B)Ux € 4; indicacién de la negacion.

& x € AV x € B; por Ley de Absorcion Parcial.

& x € (AU B); por definicion de Unidn.

Por Igualdad de Conjuntos, se cumple la igualdad dada en el ejemplo 21.

Nota:

Se ha demostrado una Ley de Absorcién Parcial con Conjuntos (ver Absorcién Parcial
con Proposiciones).
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4.1.3 Ejercicios sobre Algebra de Conjuntos

Demostrar las siguientes igualdades:

1.ANA=A 2.AUB=BUA 3.An(BNC)=(ANB)NC

4. AND=A 5AuU=U 6.ANO =20

7. ANA=0 B.AAU=A4A 9. AuBNC)=(AUB)Nn(AuU
¢)

10. (ANB)Y = (A'UB) 1M AUA =U 12ANA =@

13.0'=0 14.9°=U 154 AA=U

16. (DUEY =D'NE 17.(FAGY =F AG 18.(FAG) =FACG

19.F =G =G—F 20.B c (AUB) 21.AU(A'NB)=AUB

22.(AUB)NA=A 23.(AnB)CcB 24, (M —N)—R=Mn (NUR)

25.AU(B—-C)=(AUB)—(C—A) 26.M —(NUR)=(M—-N)n (M —R)

27.AU(B—-C)=(AUB) —(C—A) 28.AN(BAC)=(ANB)A(ANC)

4.1.4 Ejemplos del Matematicas Generales, Aritmética y Algebra

Ejemplo 1:
Si un numero entero m es multiplo de 15, entonces, m es multiplo de 3.
Demostracion:

Si un numero entero m es multiplo de 15, entonces, m = 15k, para algun k € Z; por
definicion de Mdltiplo.

Si m = 15k, para algun k € Z, entonces, m = 3(5k) = 3h, donde h = 5k,para algin k €
Z; por Factorizacion.

Sim = 3h, para algun h € Z, entonces m es multiplo de 3; por definicién de Multiplo.

Nota:

Como 5y k son enteros, entonces h = 5k es entero, ya que el producto de numeros
enteros es un numero entero.
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Ejemplo 2:
Si un numero entero m es multiplo de 10, entonces m es multiplo de 2 y de 5.
En forma simbdlica, se expresa asi:

m=10k,3k€Z=m=2h y m=>5¢t,3Ihte€EL

Demostracion:

m = 10k, 3k € Z = m = 2(5k) y m = 5(2k), 3 k € Z, por Factorizacion.
= m=2h y m=5t,dondeh =5k €Z y t =2k € Z; por asignacion
dehab5k y ta2k.

Ejemplo 3:
Sin divide am y mdivide a r, entonces n divide ar.
Demostracion:

Sin dividea m y m divide ar, entonces 3d,f € Ztalesque m=nd y r =mf; por
definicion de divisibilidad en enteros.

Sim=nd y r =mf, entonces r = (nd)f; se reemplazo en la segunda igualdad, m por
nd.

Si r = (nd)f, entonces, r = n(df) = ng, donde g = df € Z; Propiedad Asociativa de la
Multiplicacion y Asignacion.

Si r =ng, 3 g € Z, entonces, n divide ar.

Nota:

Mediante el ejemplo 3, se demostrd la propiedad transitiva de la relacion de
divisibilidad en los enteros.

Ejemplo 4:
La suma de dos numeros impares es numero par.
Demostracién:

Sim y n son niUmeros impares, entoncesm =2a+ 1y n=2b + 1;3 a,b € Z; definicidon
de NUmero Impar.
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Sim=2a+1 y n=2b+1;3abe€eZ entonces, m+n=2a+1)+ (2b+1), Ley
Uniforme de la Igualdad.

Sim+n=R2a+1)+ 2b+ 1), entonces, m+n=2(a+b+1)=2c, donde ¢c=(a+
b+1)€eZ se aplico propiedades de la Aritmética: Conmutativa, Asociativa,
Factorizacion, y se asigno c a la expresién (a+ b + 1) € Z.

Dado que, m + n = 2¢, ¢ € Z. En consecuencia, por definicién de numero par, m +n es
numero par.

Nota:
En forma simbdlica la anterior proposicion se la puede formular asi:

m=2a+1An=2b+1,3a,b €Z = m+n€Z, (donde Z, es el conjunto de los
ndmeros enteros pares).

Utilizando esta formulacidn es mas corta la demostracion, tal como se vera en los
ejemplos que siguen.

Ejemplo 5:

Six=2a+1Ay=2b+1,3a,b€Z, entonces x,y € Z; (el producto de dos impares, es
numero impar).

Demostracion:

x=2a+1ANy=2b+1,3abeEZl=
xy=QRa+1)2b+1)=((4ab+2a+2b+1)=2QRab+a+b)+1=2c+1,
donde c = (2ab + a + b) € Z; por Ley Uniforme.

Se aplicé propiedad distributiva, factorizacion y se asigné c a la expresion (2ab + a +
b), el cual, es un numero entero.

Dado que, xy = 2c+ 1,3 ¢ € Z, entonces, xy € Z;

Nota:

Z; es el conjunto de los numeros enteros impares.

Como un caso particular de lo anterior, se obtiene el corolario que sigue:
Corolario:

Si m es un nimero impar, entonces n? es nimero impar.

Es un caso particular, porque parax =y =n, se cumplequexy =n?=2c+ 1€ Z
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Sin embargo, si se desea demostrar, se puede seguir exactamente los mismos pasos
realizados en la demostracion anterior, en tal caso se escribe n en lugar de x, y n en
lugar de y.

Ejemplo 6:
Six=2aAy=2b,3ab€Z, entonces x,y € Z, (El producto de dos pares, es nimero
par).

Demostracion:

Si x=2aAy=2b,3a,beZ entonces, por propiedad uniforme de la igualdad,
propiedad asociativa, conmutativa y factorizacién, se tiene:

xy = (2a)(2b) = 4(ab) = 2(2ab) = 2c;c = 2ab € Z.

Dado que, xy = 2c y c € Z, entonces, xy € Z,.por definicion de ndmero par.

Nota:

Como un caso particular del ejemplo 6, se obtiene el corolario que sigue.

Corolario:

Sim es un nUmero par, entonces n? es nimero par.

Este corolario, es un caso particular del ejemplo 6, porque si x = y = n, claramente se
tiene que: xy =n? = 2¢,3c € Z.

No obstante, si se desea demostrar se puede seguir exactamente los mismos pasos
realizados en el ejemplo 6, para lo cual, se escribe n en lugar de x, y n en lugar de y.

Ejemplo 7:

Vx,y €Ly (x—y) €L, esto es, la diferencia de dos de numeros pares, es numero
par.

Demostracion:
Vx,yE€ZLy,x=2aNy=2b3a,b €Z pordefinicion de Nimero Par.

Six =2aAy=2b,3a,b €Z, entonces, por ley uniforme, se obtiene:
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x —y = (2a) — (2b) = 2(a — b) = 2c;c = (a — b) € Z; por factorizacion y asignacién a c
a la expresion (a — b).

Dado que, x —y = 2¢,3 ¢ € Z, entonces, (x — y) € Z,,; por definicion de numero par.

Nota:

La proposicion anterior se puede expresar en términos de implicacion, asi:
X,y €L, = (X —y) € L.

Ejemplo 8:

Para nimerosreales x,y,zzx < yAz< 0= xz > yz

Demostracion:
x <y Az <0 = aplicando la definicion del Orden en los Reales:
x+t=y3t>0Az<0=;porlLeyUniformey Propiedad Distributiva, se tiene que:

(x+t)z=yz=xz + tz = yz = reemplazando (tz) por k y considerando que k
es real negativo, xz + k = yz = aplicando trasposicion de términos:

xz = yz + (- k) = aplicando la definicion del orden en los Reales, y que —k es positivo,
se tiene: xz > yz.

Nota:
La anterior proposicion se enuncia asi:

Si se multiplica los dos miembros de una desigualdad por un mismo real negativo,
entonces se obtiene una desigualdad de “sentido contrario”.

Otra forma para demostrar la proposicion, es la siguiente:
x<ynz<0=

x—y<0Az<0= Por propiedad de la desigualdad.
(x-y)z>0= El producto de reales negativos, es un real positivo.
xz—yz>0= Aplicacién de propiedad distributiva.

Xz > yz Por propiedad de la desigualdad.
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Ejemplo 9:
Para m,n reales negativos: m < n = m? > n?.

Demostracion:

m<n—

mm>nmy mn>nn = Por la propiedad anterior.

m?>nmy mn > n? = Por notacion exponencial.

m? > n? Por propiedad transitiva de la desigualdad.
Nota:

La proposicion del ejemplo 9, se puede enunciar asi:

Si se eleva al cuadrado los dos miembros de una desigualdad de reales negativos, se
obtiene una desigualdad de “sentido contrario”.

Ejemplo 10:

Para m,n reales positivos, m? <n? = m <n.

Demostracion:
m?<n?=
m? —n? < 0 = Por propiedad de la desigualdad de reales.

(m +n)(m —n) < 0= Por diferencia de cuadrados:

(m+;?$_") < m(ln = Se divide ambos miembros de la desigualdad por el real positivo
(m+n).

(m-n) < 0 = Se efectua la division.

m < n Por propiedad de la desigualdad de reales.

Nota:

Cuando se multiplica o divide los dos miembros de una desigualdad por un real
positivo, se obtiene una desigualdad de “idéntico sentido”. Observe que (m + n) es
real positivo porque es la suma de reales positivos.

La proposicion del ejemplo 10, se puede formular asi:
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Si se extrae la raiz cuadrada a los dos términos de una desigualdad de cuadrados de
reales positivos, entonces se obtiene una desigualdad “del mismo sentido”.

4.1.5 Ejercicios propuestos de Matematicas Generales

Si un numero entero m es multiplo de 15, entonces, m es multiplo de 3y de 5.
La suma de dos numeros pares es un numero par.

Six =2any =2b+ 1,3 a,b € Z, entonces, xy € Z, (El producto de un par con un impar,
es par).

Si x =2any =2b+1,3a,b€Z, entonces (x +y) =2c+1,3c€Z (La suma de un par
con un impar, es impar).

x,y € Z; = (x — y) € Z, (La diferencia de nUmeros impares, es nimero par).
n € Z; = n® € 7Z,.

n € Z, = n® € Zy.

Para numerosreales x,y,zzx <yAz>0= xz < yz.

Para x,y reales negativos: x? < y? = x > y.

Para x,y reales positivos: x < y = x% < y2.

Nota:

Las proposiciones de los ejercicios 8, 9 y 10, se pueden formular de la siguiente
manera:

Si se multiplica los dos miembros de una desigualdad por un mismo real positivo,
entonces se obtiene otra desigualdad del “mismo sentido”.

Si se extrae la raiz cuadrada a los dos miembros de una desigualdad de cuadrados de
reales negativos, se obtiene una desigualdad de “sentido contrario”.

Si se eleva al cuadrado ambos miembros de una desigualdad de reales positivos, se
obtiene una desigualdad del “mismo sentido”.

4.2. Métodos Indirectos

Consiste en demostrar que una proposicion g es verdadera o que se obtiene la
proposicion q a partir de una proposicidon p que se asume verdadera, sin partir
necesariamente de p.
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4.2.1 Método por Contraposicion o Contra Reciproca

Consiste en demostrar un teorema o una afirmacion de la forma p = ¢, evidenciando
la veracidad de su contra reciproca ~q = ~ p. Esto es valido, porque la proposiciéon
p = q es equivalente a la proposicion ~q = ~p.

Esto es, si negando la tesis q se obtiene la negacion de la hipdtesis p, entonces la
proposicion p = q es verdadera.

La proposicion [(p = q) A~ q] = ~ p es Tautologia; corresponde al Modus Tollendo
Tollens.

Este método se aplica, sobre todo, cuando no es posible o se dificulta realizar la
demostracion de la proposicion p = q por el Método Directo; no obstante, también
se puede aplicar este método, aunque fuera posible realizar la demostracion por el
Método Directo.

4.2.1.1 Ejemplos de Aritmética y Algebra Elemental

Ejemplo 1:

Si un niumero entero m es multiplo de 3 y de 5, entonces, m es multiplo de 15.
La Contra reciproca es la siguiente:

Sim no es multiplo de 15, entonces, m no es multiplo de 3 o no es multiplo de 5.

Demostracion:

Si m no es multiplo de 15, entonces m # 15¢t, Vt € Z. Esto es una consecuencia de la
definicion de Multiplicidad.

Sim # 15t V t € Z, entonces m # 3(5t) o m # 5(3t). Por Factorizacion.

Si m # 3(5t) o m # 5(3t), entonces m # 3(k) o m # 5(h). Se reemplazé 5t por ky 3t
por h; k,h € Z.

Sim # 3k om # 5h, V k,h € Z. De aqui se deduce que, m no es multiplo de 3 o m no es
multiplo de 5.

Nota:

Demostrar la proposicién por el método directo, presenta dificultades o en algunos
casos, puede ser imposible realizarlo.
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Ejemplo 2:

Paran € Z,n* € Z, = n € Z,.

Contra reciproca: paran € Z,n & Z, = n* & Z,.
Demostracion:

ngZp=ne€zZ, =n=2a+1,3a€Z=n’>=Ra+1)?=4a*>+4a+1)
=2(2a% +2a) + 1

= 2(b) + 1,donde b = 2a® + 2a € Z.

Comon® = 2(b) + 1,3 b € Z, entonces: n* € Z; = n* & L,.
Justificaciones:

Paso 1. Cualquier entero, si no es par, entonces es impar y viceversa.
Paso 2. Por definicion de Numero Impar.

Paso 3. Se elevo al cuadrado cada miembro de la igualdad, se desarroll6 el cuadrado
del binomio, se factorizé y se asignd b a (2a* + 2a), el cual es nUmero entero.

Paso 4. Definicion de nimero impar.

Paso 5: La misma justificacion del paso 1.

Otro proceso para demostrar la contra reciproca, es el siguiente:

ngZ,=n#2t,VeEL=n*# (2t)* = n?® # 4t> = n? # 2(2t*) = n* # 2(k),Vk € Z,
donde k = 2t? € Z.

Ahora bien, n* # 2(k),Vk € Z = n & L,.

Ejercicios propuestos:
Demostrar las siguientes proposiciones:

Si un numero entero m es multiplo de 2 y de 5, entonces, m es multiplo de 10.
También se la puede expresar asi: m =2a y m =5b = m = 10c¢,3 a,b,c € Z.

Paran€Zn?> € Z; > n € Z,.
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4.2.1.2 Ejemplos relacionados con conjuntos

Ejemplo 1:

AcB= B cA.

La Contra reciprocaes: B ¢ A’ = A ¢ B.

Demostracion:
B¢A=xeBANx¢EA)= x¢&BAx€EA) > (x€EANxE&€B)=A¢B.
Justificaciones:

Paso 1. Consecuencia de la definicion de inclusién.

Paso 2. Por Ley de Complemento.

Paso 3. Propiedad conmutativa de la conjuncion.

Paso 4. Consecuencia de la definicidn de inclusion.

Nota:

Por definicion de inclusion de conjuntos, se tiene que: M c N & (Vx € M = x € N).
Este Bicondicional es verdadero por definicion.

Negando ambas proposiciones del bicondicional, se obtiene: M ¢ N & 3xeEMAx ¢
N), que constituye un bicondicional verdadero.

Segun lo anterior, M ¢ N = (3x€EMAx ¢ N)pero AxEMAx&N)=M ¢ N.

En el primer paso de la demostracion del ejemplo anterior, se tomé la Implicacion:
M¢&N= 3x€EMAx¢&N).

Recordar que la proposicion p & q es equivalente a la contra reciprocai~p & ~q.
Ademas, ~ (p = q) es equivalente con p A ~ gq; en este caso:

~(AxeEM=x¢N)= (IxeEMAx &N).

Ejemplo 2:

(McN)A(NcM)=M=N.
Contrareciproca:M # N = (M ¢ N)V (N & M).
Demostracién:
M#N=~(WVx€EM<x€EN)
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=S~[(VxeEM=x€eN)A(VXEN = x € M)]
=>~VxeEM=x€eEN)V~(VXEN=xEM)
=>~McN)V~(NcM)=>M&N)V(N&M)
Justificaciones:

Paso 1. Definicién de la igualdad de conjuntos.
Paso2. Equivalencia del bicondicional.

Paso3. Ley de D'Morgan aplicada a una conjuncién.
Paso4. Por definicion de inclusién de conjuntos.
Paso4. Se aplica la negacion.

Nota:

M=N& (xeEM e xeN) se puede considerar una definicion o también, una
consecuencia de la definicion de igualdad de conjuntos.

Negando ambas proposiciones del bicondicional, se tiene: M # N & ~(xEM & x €
N).

Segun lo anteriorr M # N = ~(VxeM & x€eN) pero~(VxeM & x€N)= M # N.
En el paso de la demostracion, se considerd la primera, M # N & ~ (x € M & x € N).

Se debe tener en cuenta que, si (Vx € M = x € N), entonces (M c N).

Ejercicios:

Demostrar por el método indirecto de contra reciproca y por el método directo, las
siguientes proposiciones:

B cA = AcCB.

AcB = BcA.

A cB= B cA.

4.2.2 Método por Contradiccion o Reduccion al Absurdo

Consiste en demostrar un teorema o una afirmacion T, evidenciando que la negacion
de T implica o conduce a una contradiccién. Esto es, se asume o se supones que ~ T
es verdadera y se demuestra la proposiciéon ~T = €, donde C, es una Contradiccion o
proposicion falsa. De esta manera, dado que ~T = C es verdadera y C es falsa,
entonces teniendo en cuenta los valores de verdad de una Implicacién, se concluye
que ~ T es falsay en consecuencia T es verdadera.
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Cuando T es una proposicion de la forma p = q (p es la hipotesis, q la tesis), entonces
~T es la proposicion ~ (p = q) 0 su equivalente p A ~ g (hipdtesis y negacion de la
tesis). Esta proposicion conduce a una Contradiccion €. De modo que, demostrando la
proposicion

(p A~ q) = C, se concluye que, (p A~ q) que es ~ T, es falsay en consecuencia p = q
es verdadera.

En muchos casos la contradiccion C es la proposicion p A ~ p.
4.2.2.1 Ejemplos
Ejemplos 1:

SeaN ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11 ...} el conjunto de los niumeros naturales. Demostrar
que N es infinito.

Demostracion:
T: El conjunto N es infinito.

~ T: El conjunto N no es infinito.

Si N no es infinito, entonces N es finito.
Si N es finito, entonces, existe un natural m tal que m > x, para todo x € N.
SimeNym=>x, paratodox € N, entonces(m+1)eN y m> (m+1).

Con el anterior razonamiento, queda demostrada la proposicién: ~T = €, donde C es
la proposicion falsa: (im+1)eN y m > (m+ 1).

Como la implicacion es verdadera y el consecuente es falso, entonces el antecedente
~ T es falso y en consecuencia, la proposicion T es verdadera; es decir, el conjunto N
es infinito.

Nota:

Sim e N, la proposicion (m + 1) € N es verdadera; pero la proposicion m > (m + 1) es
falsa; por lo cual, es falsa la conjuncion (m+1) eN y m > (m + 1).

Ejemplos 2:
Paran € Z, T:Si n? € Z; entonces n € Z;

~T:nZEZi y n&Zl
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Demostracion:

n*€Z; yne¢l, =n*€l A nel,
=n*€Z; AN n*€l,

= C, donde C es proposicion falsa.

Como la Implicacién ~T = C, es verdadera y C es falsa, entonces, ~T es falsa y en
consecuencia, T es verdadera.

Justificaciones:
Paso 1. Si un entero no es impar, entonces es par.

Paso 2. El cuadrado de un entero par, es entero par.

Nota:

La proposicién C:n* € Z; A n? € Z, es falsa, porque un nimero entero no puede ser
impar y par a la vez.

Tener presente que la proposicién T es, T:Sin? € Z; entonces, n € Z,.

La negacion de una implicacion p = q es pA~gq, por lo cual, en este caso, la
proposicion ~T,es: ~T:n2€Z; A n&Z;

4.2.2.2 Ejercicios
Sean € Z, demostrar la proposicién T: sin* € Z, entonces, n € Z,.

V2 es irracional.

4.2.3 Método por Contraejemplo o Refutacion

Se utiliza para demostrar que una proposicion es falsa. Consiste en establecer un
ejemplo con el cual se prueba la falsedad de la proposicion.

Cuando la proposicion es de la forma:
Vx € A:P(x),V(x,y) € AXB:P(x,y) oV(x,y) € A%: P(x,y)

y es posible obtener un elemento x de 4, (x,y)de A X B o (x,y) de A%, para los cuales
P(x) esfalsa, o P(x,y) es falsa, entonces, es falsa la proposicion dada.

Lo anterior, también se justifica por lo siguiente: segun Ley de D’'Morgan, la negacion
de la proposicidén Vx € A: P(x) es la proposicion 3x € A: ~ P(x) y si esta proposicion es
verdadera, entonces Vx € A: P(x) es falsa.
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Ahora bien, es suficiente obtener un elemento x € A para el cual se cumpla la
proposicién ~ P(x) para afirmar que la proposicién 3x € A: ~ P(x) es verdadera.

Este elemento x € 4, para el cual se cumple ~P(x), es un contraejemplo de la
proposicién a demostrar, con lo cual, se puede afirmar que Vx € A: P(x) es falsay a la
vez, constituye un ejemplo para afirmar que la proposicibn 3Ix € A:~ P(x) es
verdadera.

Por otra parte, teniendo en cuenta que, Vx € A: P(x) es equivalente a la proposicion
x € A = P(x) ylanegacién de esta ultima es x € A A ~ P(x), entonces, si se obtiene un
elemento particular x € A (basta uno solo) para el cual se cumpla la proposicion
x € AN~ P(x), entonces, este constituye un contraejemplo para afirmar que: vx €
A:P(x) o que x € A = P(x) es una proposicion falsa.

El mismo analisis se hace para el caso de proposiciones cuantificadas o implicaciones
en las cuales intervengan dos variables.

4.2.3.1 Ejemplos
Ejemplos 1:
Si x € R, entonces, x? es mayor que 0.

Se demuestra que la proposicién es falsa, con el siguiente contraejemplo: 0 € R y 02
no es mayor que 0.

Nota:

R es el conjunto de los numeros reales. En este caso, es el Unico contraejemplo que
se puede presentar.

La proposicién si x € R, entonces, x? es mayor que 0, se la puede expresar en forma
simbdlica, como sigue: x € R = x2 > 0.

Ejemplos 2:
Para todo numero natural n, n es mayor que 4.
Demostracién:

Se demuestra que la proposicién es falsa, con el siguiente contraejemplo: 4 €N y 4
no es mayor que 4.
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Nota:

En este ejemplo, también sirven de contraejemplo las siguientes proposiciones:
1 €N y 1noesmayor que 4.

2 €N y 2noesmayor que 4.

3 €N y 3 noesmayor que 4.

Ejemplos 3:

Si m? es nUmero par, entonces m es nUmero par.

Demostracion:

Se demuestra que la proposicion es falsa, con el siguiente contraejemplo:

(V6)? es par y V6 no es nimero par.

Nota:
(+6)2 =6 y 6 es nimero par.

Ejemplos 4:

xER* = x2>1

Demostracion:

Se demuestra que la proposicion es falsa, con el siguiente contraejemplo:
0.5 € R*A(0.5)% » 1.

Nota:

R* es el conjunto de todos los nUmeros reales, excepto el cero. (0.5)% = 0.25 el cual no
es mayor que 1.

Ejemplos 5:
vn € N, P(n):n? + 5n es multiplo de 6.
Demostracion:

Se demuestra que P(n) es falsa con el siguiente contraejemplo:2 e NA22 +5x 2 = 14
no es multiplo de 6.
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Nota:

Con el anterior contraejemplo se esta asegurando que P(2) es falsa. También son
falsas: P(4),P (5),P (7),P(8).

Recordar que la negacién de la anterior afirmacién es la siguiente: 3n € N tal que n? +
5n no es multiplo de 6, la cual es verdadera.

Ejemplos 6:

Existe un Unico numero real x, tal que x2 = 10.

Demostracion:

Se demuestra que la proposicion es falsa con el siguiente contraejemplo:
v10,-+/10 son nimero reales y (+v10)? = 10.

Nota:

La proposicion es falsa, porque existen dos numeros reales cuyo cuadrado es 10.

4.2.3.2 Ejercicios

Demostrar por contraejemplo las siguientes proposiciones:

1. Siun numero entero m es multiplo de 3, entonces m es multiplo de 15.
2. Siun numero entero m es multiplo de 5, entonces m es multiplo de 15.
3. Six es numero real, entonces x es numero irracional

4. x € R* = x%2 > 0.5.

5. Todo numero real es numero racional.

Esta proposicion en forma simbdlica se expresa asi:
Vx € Rix €Q; otambiénx € R = x € Q.

6. Si % es numero racional, entonces a es entero y b es entero diferente de cero

7. Sim? es nUmero impar, entonces m es nimero impar.

4.2.4 Demostracion por casos separados

Para efectuar la demostracion de algunas proposiciones es necesario considerar un
numero finito de casos y realizar la demostracién de cada uno por separado.
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Por ejemplo, para demostrar un bicondicional p & q es necesario considerar los
siguientes casos, mismos que se deben demostrar por separado:

Caso1:p=q.
Caso2:p =q.

Se debe recordar que el bicondicional p & g es una “abreviacion” de la siguiente
conjuncion:

(= qg)A(q@=p).

Se utiliza el método de los casos separados cuando no es posible o se dificulta
demostrar la afirmacién “partiendo” de p para “llegar” u obtener ¢, aplicando el
conectivo " & " en cada paso. También se aplica este método en proposiciones que
incluyen valor absoluto.

4.2.4.1 Ejemplos

Para los ejemplos que siguen, se consideran los numeros reales x,y,z y el real
positivo k.

Ejemplo 1:

lx-y| = |y-x|.

Demostracion:

Se presentan dos casos:

Caso 1:x-y > 0.

Caso 2: x-y < 0.

Caso 1:

Six-y >0, entonces por definicion de valor absoluto |x —y| = x — y.

Por otra parte, si x —y >0 entonces, multiplicando ambos lados por -1 y por
aplicacion de la propiedad de la desigualdad de reales, se obtiene: y -x < 0.

Siy —x < 0 entonces, por definicion de valor absoluto: |y — x| = —(y —x) = x — y.

Dado que, [x —y| =x—yA|y — x| = x —y, por propiedad transitiva de la igualdad, se
tiene que: |x-y| = |y-x]|.

Caso 2:

Six —y < 0, entonces por definicion de valor absoluto, |[x —y| = —-(x —y) =y — x.
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Por otra parte, si x-y < 0, entonces multiplicando ambos lados por -1y por aplicacion
de la propiedad de la desigualdad de reales, se obtiene: y —x > 0.

Siy —x > 0, entonces, por definicién de valor absoluto: |y — x| =y — x.

Dado que, [x —y| =y —xA|y —x| =y — x, por propiedad transitiva de la igualdad, se
tiene que: |x —y| = |y — x|.

Nota:
Otra forma de presentar la demostracion del Caso 1, es la siguiente:

Six—y =0, entonces [x —y| =x —y Ay —x < 0; esto por definicion de valor absoluto
y propiedad de la desigualdad de reales.

Silx—y|l=x—yAy—x<0, entonces |x—y|=x—yA|ly—x|=—-(y—x)=x—1Yy, por
definicién de valor absoluto.

Si |x-y| =x-y A|y-x| =x-y, entonces, por propiedad transitiva de la igualdad, se
tiene que: |x —y| = |y — x|.

Las justificaciones se las puede presentar al final del proceso, tal como se muestra en
el Caso 2.

Six—y<0,entonces |[x —y|=—(x—-y)=y—xAy—x>0.
Silx—y|l=y—xAy—x>0,entonces |x —y|=y—xA|ly—x| =y —x.
Silx—y|l=y—xA|y—x| =y—x,entonces |x —y| = |y — x|.

Justificaciones:

Paso 1: por definicién de valor absoluto y propiedad de la desigualdad de reales.
Paso2: por definicion de valor absoluto.

Paso3: por propiedad transitiva de la igualdad.

La propiedad de la desigualdad de reales, es la siguiente:

Sia<b y c <0,entonces ac > bc.

Esta propiedad también es valida con " <"

Ejemplo 2:

x| <k -k<x<k.
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Casoa:|x|<k=-k<x<k.

Subcasoa;: x| < kA0 < x.

Subcaso a,: |x| <k Ax <O.

Caso b:

—k<x<k=|x|<k.

Subcaso by:-k < x < 0.

Subcaso b,: 0 < x < k.

Demostracion:

Subcaso ay:

Si|x| <k A0 <x,entonces, |x| <kA|x| =xA—x<0A0<x.
Si|x| <kA|x| =xA—x <0A0 < x,entonces,x < kA—x < x.
Six <kAN—x<x,entonces,x < kAN—k<-xAN—x<x.
Six<kN—-k<-—xAN—x <x,entonces,x < kA —k < x.

Six < kAN—-k < x,entonces,—k < xAx < k.

Si —k <xAx <k, entonces,—k < x < k.

Justificaciones:

Paso 1. Definicion de Valor Absoluto y por trasposicion de términos en una
desigualdad.

Paso 2. En |x| < k se reemplazd |x| por x; por Propiedad Transitiva de la Desigualdad,
setieneque: (—x<0A0<x = —x<x)

Paso 3. Trasposicién de términos en una desigualdad: (x < k = —k < —x).
Paso 4. Por Propiedad Transitiva de la Desigualdad: (—k < —x A —x < x = —k < x).
Paso 5. Por la Propiedad Conmutativa de la Conjuncion.

Paso 6. La proposicion —k < x Ax < k se la puede expresar o abreviar asi —k < x < k.

Nota:

Se puede realizar el anterior proceso empleado una cadena de implicaciones con el
simbolo" =", asi:

x| <kAO<x=|x|<kA|lx|=xA—2x<0A0<x=>x<kAN—x<x=.

X<kN—-k<—xN—-x<x=2x<kN—-k<x=-k<xANx<k=-k<x<k.
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La respectiva justificaciéon para cada una de las seis implicaciones, son las mismas
planteadas anteriormente.

Subcaso a,:
x| <k Ax<0=|x|<kAlx|=—xAx<0A0<—x=-x<kAx<-—x.

= —k<xANx<—-xNx<k=-k<xANx<k=-k<x<k.

Justificaciones:

Paso 1. Definicion de Valor Absoluto y por Trasposicion de Términos en una
Desigualdad.

Paso 2. En |x| <k se reemplazé |x| por —x y por Propiedad Transitiva de la
Desigualdad:
x<0AD< —x=x < —Xx).

Paso 3. Trasposicion de términos en una Desigualdad: (—x < k = —k < x).
Paso 4. Por Propiedad Transitiva de la Desigualdad: (x < —x A —x < k = —k < x).

Paso 5. Por la forma abreviada de la proposicion:—k < x Ax < k.

Nota:

El proceso también puede realizarse tal como la primera forma, en el subcaso a;.
Demostrados los subcasos a, y a,, queda demostrado el caso a.

Subcaso by:

—k<x<0=-—-x<kA|x|=—x=|x| < k.

Justificaciones

Paso 1. Por trasposicién de términos y definicion de valor absoluto.

Paso 2. En —x < k se reemplazd —x por |x|.

Subcaso b,:
0<x<k=>x<k—-|x|=x=|x| <k
Justificaciones:

Paso 1. Por definicion de Valor Absoluto.

Paso 2. En x <k se reemplazd x por |x|. También se justifica por la propiedad
transitiva de la desigualdad.
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Demostrados los subcasos b, y b,, queda demostrado el caso b.
Finalmente, demostrados los casos a y b, queda demostrada la proposicion:

x| <k -k<x<k

Ejemplo 3:

Sir es nimero entero, entonces r(r + 1) es numero par.
Demostracion:

Se presentan dos casos:

Caso a: r entero par.

Caso b: r entero impar.

Caso a:

Si r entero par, entonces r = 2k, donde k es numero entero.

Si r =2k, entonces r(r+1)=2k(Rk+1) =22k + k) = 2h; donde h = (2k +k), es
numero entero.

Sir(r + 1) = 2h, donde h es numero entero, entonces r(r + 1) es numero par.

Justificaciones:
Paso 1. Por definicion de numero par.

Paso 2: En r(r +1) se reemplaza r por 2k y luego se realiza una factorizacion,
distribucion y una asignacion.

Paso 3: Se aplica definicién de numero par.

Caso b:
Si r entero impar, entonces; r = 2k + 1, donde k es niUmero entero.
Sir =2k + 1, entonces:
r(r+1) = Q2k+1)(Qk+1)+1) = 2k + 12k +2) =22k + 1)(k + 1) = 2h
donde h = (2k + 1)(k + 1), es numero entero.

Sir(r+ 1) = 2h, donde h es nUmero entero, entonces r(r + 1) es NUumero Par.
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Justificaciones:
Paso 1. Por definicion de numero impar.

Paso 2. Enr(r + 1) se reemplaza r por 2k + 1 y luego se realiza una suma, se factoriza
2 y se efectda una asignacion.

Paso 3. Se aplica definicién de niumero impar.

Demostrados los casos ay b, queda demostrada la proposicion dada del ejemplo 3.

4.2.4.2 Ejercicios

Utilizando el método indirecto de casos separados, demostrar las siguientes
proposiciones:

1.n € Z, & n* € L, paran € Z.
2.n€Z; < n’€Z; para n €.
3. |xy| = x|yl

4. x| keSS x< -k o k<x.

Sugerencias respecto a los casos que se presentan para la demostracién de estas
proposiciones:

Para 1. Caso a: n € Z, = n”* € Z,; Caso b: Paran € Z;n* € Z, = n € Z,.
Para2.Casoa:n€Z;, = n? € Z; Casob: Paran € Z;n2 € Z; = n € 7Z,.
Para3.Casoa:0<xA0<y;Casob:x<0Ay<0O.
CasoC:x<0A0<y;Casodi0<xAy<0.

Para 4:

Casoa:|x|=2k=x>-kVk<x.

Subcaso aq:|x]| < kA0 < x.

Subcaso ay: [x] <k Ax <O0.

Casob:x<-kvk<x= |x| <k

Subcaso by: x < —k.

Subcaso b,: k < x.

4.2.5 Demostracion por el Principio de Induccion Matematica

Este método se aplica, fundamentalmente, en proposiciones planteadas en términos
de numeros naturales, es decir, en proposiciones de la siguiente forma:
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vn € N:P(n) o P(n),vn € N.

El proceso consiste en dos pasos:

Paso 1. Comprobar que P(1) es verdadera.

Paso 2. Demostrar la proposicién P(k) = P(k + 1).

Segln esto, si P(1) es verdadero y P(k) = P(k + 1) es verdadera, entonces P(n) es
verdadera "n € N.

Tener en cuenta que, para demostrar una implicacion, el antecedente es una
proposicion verdadera. Se la considera verdadera, por esto se dice que es una verdad
hipotética. En este caso, P(k) es verdadera.

Si P(1) es verdadera, entonces, aplicando la implicacion del Paso 2, P(2) es verdadera,
P(3) es verdadera, P(4) es verdadera, P(5) es verdadera. De aqui se concluye que,
P(n) es verdadera para todo numero natural n.

Afirmar que P(1) es verdadera, es lo mismo afirmar que P(n) es verdadera o que se
cumple paran = 1.

La proposicion P(k + 1) es la proposicion siguiente a P(k), donde k es un numero
natural cualquiera.

En pocos casos la proposicion puede estar planteada asi: P(n),vn € M donde M es un
subconjunto de N.

Por ejemplo,M ={neN/n>a}={a,a+1,a+2,a+3,:--};, como caso particular,
M = {3,4,5,6,7,--}.

En estos casos, el Paso 1, consiste en comprobar si P(n) se cumple paran = a.

Otro ejemplo:
M = {x € N/x = 3h,donde h € N} = {3,6,9,12,15,18,21, 24, - }.

En este caso, el Paso 1, consiste en comprobar que P(3) es verdadera, la cual es la
“primera” proposicion. La siguiente proposicion es P(6), la siguiente a esta, es P(9). En
general, la proposicion siguiente a P(k), donde k € M,es P(k + 3).

4.2.5.1 Temas preliminares
En algunos casos, se utiliza el simbolo sigma Y, (Sumatoria) para abreviar una suma de

términos en los cuales hay una ley de formacion; en este caso, los términos estan
representados por una variable i (indice) que toma valores naturales.
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Ejemplos:

El Cuadro 10, contiene varios ejemplos de expresiones con sumatorias.

Cuadro 10.
Ejemplos de sumatorias

Suma de los primeros seis numeros

1+2+3+4+5+6=Z(i) naturales.
i=1

n

1+2+3+4+5+6+...+n=Zi
i=1

Suma de los primeros n numeros
naturales.

n
Zi2=12+22+32+---+n2
i=1

Suma de los cuadrados de los primero n
ndameros naturales.

n
Zi3=13+23+33+---+n3

i=1

Suma de los cubos de los primeros n
ndmeros naturales.

Sumatoria de i= 1 hasta i= n; de (2i-1).

Z(Zi—l)=(2*1—1)+"'+(2n—1)
i=1

Propiedad y casos particulares

Z(Zi—l)=(2><1—1)+(2X2—1)+(2><3—1)+(2><4—1)=1+3+5+7=16.

i=1

Nota:

n(n+1) __ k(k+1)

Si para todo numero natural n, P(n): Y-, , entonces P(k):Yk >
siguiendo el orden de los numeros naturales, la proposicion que sigue a la

proposicion P(k) es P(k + 1), donde P(k + 1): Y kt1i = w
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En las expresiones anteriores, se reemplaza n por k y se obtiene P(k) y se reemplaza
n por k + 1y se obtiene P(k + 1).

4.2.5.2 Ejemplos

Ejemplo 1:

Demostrar que:
.t D)
nmn
P(n):Zi = T,Vn € N.
i=1

Demostracion:

Paso 1:
P(1): z 1(1“) 1=¥=1.

Se tiene que P(1) es verdadera.

Paso 2:

zk:‘——k(k+1)—> zk: +(k+1)——k(k+1)+(k+1)
YT ! -T2

i=1 i=1

_’Z k(k+1)+2(k+1) (k+1)(k+2)
2

k(k +1)

_ (k+1) ((k+ 1)+1))

, entonces P(k + 1): Yk+ti = .

Luego, si P(k): Y&

Esto es, si P(k) es verdadera, entonces P(k + 1) también es verdadera.

De los pasos 1y 2, se deduce que P(n) es verdadera; esto es:
n

nn+1
Zi = ¥,Vn € N.

, 2
=1

Justificaciones del paso 2:

k(k+1)

Se sumoé (k+ 1) a los dos lados de la igualdad: ¥
proposicion P (k).

, que corresponde a la

Se aplicd una Propiedad de la Sumatoria, se sumoé fracciones y se factorizé (k + 1).
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(k+1)((k+1)+1))

Con lo anterior, se obtiene la proposicién P(k + 1): X1 = >

Nota:
En el Paso 1, se demostrd que P(n) es verdadera paran = 1.
En el Paso 2, se demostro la proposicion: P(k) = P(k + 1).

Se sumo k + 1 a los dos miembros en P(k), por lo siguiente:
k

Zi=1+2+3+---+k.

i=1

k+1 k
Zi=1+2+3+---+k+(k+1)=Zi+(k+1).
i=1 i=1
Ejemplo 2:

Demostrar que:

n

n?(n+ 1)>2
P(n):z i3 = (T),Vn €N.
i=1

Demostracion:

Paso 1:

2 2 2
P(l)z 1(1+1) —>13=1(i) —>1=%=1.

Se observa que P(1) es verdadera.

Paso 2:

; k?(k+1)?
Siyk 3= % entonces,

k

2 2
Zi3+(k+1)3=@+(k+1)3
_’Z KAk + 1)+ 4k + 1)°

4

. z _ (k+1)%[k* + 4(k + 1)] (k + D?[k* + 4k + 4] (k+ 1)?*(k +2)?
4 4 B 4

L e+ 1) (k +2)?
_)Z‘ - 4
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Esta igualdad corresponde a la proposicién P(k + 1)
En el Paso 2, se demostrd la proposicion: P(k) = P(k + 1)

De los pasos 1y 2, se deduce que P(n) es verdadera para todo numero natural n; esto
es:

- n?(n + 1)?
Zi?’ = T,Vn eN

i=1
Justificaciones del paso 2:

2
Se sumo (k + 1)® a los dos lados de la igualdad YX, i% = —k (e+1)

proposicion P (k)

gue corresponde a la

Se aplic6 una propiedad de la Sumatoria, se sumé fracciones y se factorizé (k + 1)2.
Se distribuyd y factorizé un trinomio cuadrado perfecto.

Con lo anterior, se obtuvo la proposicion:
k+1 k+22
Pk + 1): Z _Ger 1) ( )

Nota:

Se suma (k + 1)* a los dos miembros de P(k), por lo siguiente:
k

Zi3=13+23+33+---+k3.

i=1

k+1 k
Zl3:13+23+33+...+k3+(k+1)3:Zl3+(k+1)3
i=1 =1

Ejemplo 3:

Demostrar que:

(ii)z =Zn:i3,VnEN.

i=1 i=1

Demostracion:

Esta igualdad se puede demostrar por induccion matematica, sin embargo, utilizando
los ejemplos 1y 2 anteriores, se puede seguir otro proceso, asi:

nn+1)

Dado que, YL i = , entonces,
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n 2 2 2 2 n
(z i) _ <n(n2+ 1)) _n (n4+ D _ z 3

i=1 i=1

Justificaciones:

Se inicia con la proposicién demostrada en el ejemplo 1.
Se eleva al cuadrado los dos lados de la igualdad.

Se aplica propiedad o Leyes de los Exponentes.

Se finaliza con la proposicién demostrada en el ejemplo 2.

Nota:

Segun la proposicion del ejemplo 3, se tiene lo siguiente:
(1+2+43)2=13+23+33—>62=1+8+27 — 36 = 36.
(1+2+434+4)2=13+234+33+43—>102=1+8+27 +64 — 100 = 36 + 64.

(14+2+3+4+52?=134+23+334434+5%3 5152=14+8+27+64+ 125 — 225
=100 + 125.

Ejemplo 4:

Demostrar que:

vn € N,P(n):n(n+ 1) = 2t; donde t € N.

Demostracién:

Paso 1:

P(1):1(1+1)=1x2=2x1=2xt;t=1.

Se observa que P(1) es verdadera.

Paso 2:

Sik(k+ 1) = 2d; donde d € N, entonces,
k(k+1D)+2k+1)=2d+2k+1) > (k+1D)(k+2)=2d+k+1) —
(k+1)(k+2)=2r,donder=(d+k+1) €N.

Luego, sik(k+1) =2d,3d € N, entonces, (k + 1)(k+2) =2r,3r e N.

De los pasos 1y 2, se deduce que, P(n) es verdadera.
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Explicacion del paso 2:
Se suma 2(k + 1) a los dos miembros de la igualdad: k(k + 1) = 2d.

En la igualdad resultante, en el primer miembro se factoriza (k+ 1) y en el segundo
el 2.

Se reemplaza (d + k + 1) por r, el cual es niumero natural.

Nota:

En este ejemplo se demostré que n(n + 1) es multiplo de 2 o que es numero par para
todo numero natural n.

Dado que, P(k):k(k+1)=2d,3deNy P(k+1):(k+1)(k+2)=2r,3reN, en el
Paso 2 se demostrd la implicacién: P(k) = P(k + 1); es decir, se demostré que si
k(k + 1) es multiplo de 2, entonces (k + 1)(k + 2) es multiplo de 2. Los literalesd y r
se toman arbitrariamente.

En muchos casos es necesario plantear la proposicion P(k + 1) por aparte, en hoja
borrador, para determinar qué accion debe realizarse en P(k) con el fin de obtener la
proposiciéon

P(k +1). Obviamente, esto no se incluye en la demostracién, se trata de una
estrategia que ayuda a realizar el Paso 2.

En este ejemplo, dado que P(k):k(k+1) =2d y P(k+ 1):(k + 1)(k + 2) = 2r, la cual
se obtiene reemplazando n por k + 1 en P(n),se tiene lo siguiente:

Plk+1):(k+1)(k+2)=k2+3k+2=k2+k+2k+2=k(k+1)+2(k+1)=2r.

Como se observa en lo anterior, para obtener la proposicion P(k + 1) a partir de P(k)
se suma 2(k + 1) a los dos miembros de la igualdad k(k + 1) = 2d.

Ejemplo 5:

Demostrar que:

vn € N,P(n):n(n+ 1)(n + 2) es multiplo de 3.

Demostracion:

Antes de realizar la demostracién, se establecen las proposiciones:
P(k):k(k + 1)(k + 2) es multiplo de 3.

P(k+1):(k+ 1)(k + 2)(k + 3) es multiplo de 3.

Paso1:
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Para n=1:11+1)(1+2)=1x2x3=6,y 6 es multiplo de 3. Por lo tanto, la
proposicion P(n) es verdadera paran = 1.

Paso2:

Si k(k + 1)(k + 2) es multiplo de 3, entonces,

k(k +1)(k + 2) = 3t, donde t € N.

Si k(k + 1)(k + 2) = 3t, entonces,
k(k+1D)(k+2)+3k+1)(k+2)=3t+3(k+1)(k+2).
Sik(k+1)(k+2)+3(k+1)(k+2)=3t+3(k+1)(k+ 2), entonces,
(k+ Dk +2)(k+3) =3(t+ (k+ 1k +2)) = 3h
Si(k+1)(k+2)(k+3)=3h,dondeh =t+ (k+ 1)(k + 2) € N, entonces,
(k + 1) (k + 2)(k + 3) es multiplo de 3.

En el Paso 2 se demostrd la implicacion: P(k) = P(k + 1).

De los pasos 1y 2, se deduce que la proposicién P(n) es verdadera.

Justificaciones y explicaciones del paso 2:

Se empieza con la proposicion P(k) y se aplica definicién de multiplicidad, en este
caso, para numeros naturales.

En la igualdad obtenida, a los dos miembros se suma: 3(k + 1)(k + 2).

En la igualdad resultante, en el primer miembro se factoriza (k+ 1)(k+2) y en el
segundo, el factor 3.

Se asigna h a la expresion t + (k + 1)(k + 2) y se concluye la proposicion P(k + 1).

Nota:
La proposicion del ejemplo 5 se la puede establecer asi:

P(n):vneN,n(n+1)(n+2) =3t,3t € N; de esta forma, la demostracion es un poco
mas corta.

La estrategia que facilita el paso de la proposicion P(k):k(k + 1)(k+2) =3t,3t €N, a
la proposiciéon P(k+1):(k+ 1)(k +2)(k+3) =3h,3h €N, que como ya se sabe, se
obtiene reemplazando en la proposicion P(n), n por k + 1, es la siguiente:

Al efectuar los productos en el primer miembro de P(k), se obtiene:

P(k): k3 + 3k? + 2k = 3t.



Pagina | 117

Al realizar la multiplicacién en el primer miembro de P(k + 1), se obtiene:
P(k+ 1) = k3 + 3k? + 2k + 3k* + 9k + 6 = 3h.

Como se observa, a los dos miembros de P(k) se debe sumar:
3k +9k+6 =3(k?+3k+2)=3(+1)(k+2).
Otra manera mucho mas corta, es la siguiente:

Al aplicar propiedad distributiva en el primer miembro de P(k + 1), dejando fijo (k +
1)(k + 2) y distribuyendo k + 3, se obtiene:

k+1Dk+2)k+3)=k(k+1D(k+2)+3k+1)(k+2).
Tener presente que k(k + 1)(k + 2) es el primer miembro de la igualdad en P (k).

En el paso 2, después de sumar 3(k + 1)(k + 2) a los dos miembros de la igualdad en
P(k), se factoriza (k+ 1)(k +2), esto corresponde a un proceso contrario a la
distribucion que se realiz6 anteriormente.

Queda claro que, en muchos casos, los procesos en una demostracién no son Unicos,
es decir, que puede haber varios caminos para realizar la demostracion, siempre y
cuando los pasos sean validos, coherentes y que obedezcan a una teoria aceptada.

Tener en cuenta que, no se incluye en la demostracion lo que se haga dentro de la
“estrategia”, tampoco lo que en este texto se escribe en las notas.

Ejemplo 6:

Demostrar que:

P(n):6 dividea n? +5n,VEM = {x € N/x = 3r,7 € N}.
Demostracion:

P(k): 6 divide a k? + 5k,3k € M.

P (k + 3): 6 divide a (k + 3)? + 5(k + 3).

Paso 1:

Paran =3;3%2+5x3 =9+ 15 = 24 y 6 divide a 24; por tanto, P(3) es verdadera.
Paso2:

Si 6 divide a k? + 5k, donde k € M, entonces,

k? + 5k = 6h,3 h € N.

Si k% + 5k = 6h, entonces,

k? + 5k + 6k + 24 = 6h + 6k + 24
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— k2+6k+9+5k+15=6(h+k+4)
— (k+3)>+5(k+3)=6r,donder=h+k+4€N

Si(k+3)2+5(k+3)=6r3r € N,entonces 6 divide a (k + 3)? + 5(k + 3).

En el Paso 2, se demuestra la implicacion P(k) = P(k + 3).

Por el Paso 1y el Paso 2, la proposicion P(n) es verdadera.

Justificaciones y Explicaciones del paso 2:

Se inicia con P(k) y se aplica la definicion de multiplicidad o de la relacion divide a.
En la igualdad obtenida, se suma a ambos miembros 6k + 24.

En el primer miembro de la igualdad resultante se forma un trinomio cuadrado
perfecto, conmutando la suma 5k + 6k y expresando 24 como la suma 9 + 15. En el
segundo miembro, se factoriza el 6.

Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto; se factoriza el 5y se asigna o reemplaza
h+k+4porr.

Finalmente se obtiene la proposicién P(k + 3).

Nota:

Teniendo en cuenta que M ={3,6,9,12,15,18,21,24,---} la “primera” proposicion es
P(3) y la proposicion que le sigue a P(k), donde k € M, es la proposicion P(k + 3), la
cual, se obtiene al reemplazar n por k + 3 en la proposicion P(n).

La proposicion del ejemplo 6 se puede establecer en otra forma, asi:
P(n): 6 divide a n? + 5n,Yn € M,donde M = {x € N/x = 3r,r € N}.
P(n):n? + 5n es multiplo de 6,Vn € M,donde M = {x € N/x = 3r,r € N}.
P(n):n? 4+ 5n = 6h,donde h € N,vn € M,donde M = {x € N/x = 3r,r € N}.

Para realizar la demostracion, la dltima podria ser la mas conveniente.



Ejemplo 7:

Demostrar que:

P(n): 2" < 2™*1 vn € N.
Demostracion:

Paso1:

P(1):2' < 2™ —2< 22 - 2< 4,
Se observa que P(1) es verdadera.

Paso2:

Si P(k) es verdadera, entonces, 2k < 2k+1,

Si 2% < 2k*1 entonces, (2F)2 < (2Ft1)2.

Si (2%)2 < (2F*t1)2, entonces, 2kt < 2k+2

Si 2k+1 < 2Kk*+2 entonces, P(k + 1) es verdadera.

Justificaciones en el paso 2:
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Iniciando en P(k), se multiplica ambos lados de la desigualdad por 2, con lo cual, la

desigualdad no cambia de sentido, porque 2 es positivo.

Luego, se aplica la ley de los exponentes al producto de potencias de la misma base y

se obtiene la proposicién P(k + 1).

De los pasos 1y 2 se deduce que la proposicion P(n) es verdadera.

Ejemplo 8:

Recordar dos propiedades de la matematica general o fundamental:

Un ndmero real es menor o igual que su valor absoluto: x < |x|.

Parak > 0,|x| <k e -k <x <k.

Expresiones en el algebra lineal:

w.v = ||u||||v||cos@, donde es el angulo positivo medidodeuav y 0 <6 < 180°.

u.v es un producto escalar o producto punto de los vectores u,v € R" (n-tuplas de

numeros reales).

Algunos autores toman la igualdad anterior como definicion del producto punto.
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[lul| y ||v]] son la norma o mddulo de los vectores u y de v, respectivamente. La
norma es un numero real mayor o igual a cero.

Demostrar que, |u.v| < ||ul]||v]].

Si 6 es el angulo positivo medido de u a v, entonces 0 < 6 < 180°. Condicién en la
expresion u.v = ||ul|||vl| cos 6.

Si0 <6 <180° entonces —1 < cosf < 1; consecuencias trigonométricas.

Si —1<cosf <1 entonces, |[lulll|v]|] < ||u|l|lv|lcos@ < ||ul|||v||; propiedad de la
desigualdad en los reales.

Si —[lullllv]| < [ull|lv]cos & < [[ul[[|v]|, entonces, —[[u][[|v]| <u.v < |[u]]||v]|, porque
[|ul|||v||cosf = u.v.

Si —|lu|lllv|| < w.v < |lullllv]|, entonces, |u.v|<]||ull||v]|; propiedad de valor
absoluto.

Nota:

El anterior proceso se puede realizar con una cadena de Implicaciones, asi:
6 es el angulo positivo medido de u a v, entonces,

0<6<180°= —-1<cosf <1

= —[lulll[v|| < [lul[[lv]cos & < ||u]||v]|

= —|lul|[lvl| < w.v < |lull|lv]|

= |uw.v| < [[u]l[|v]].

4.2.5.3 Ejercicios

P(n): Y ,(2i—1)=n%3vneN.

P(n):Y" 2" =n?2-1,vneN.
P(n):vneN,n(n+1)(n+2) =6t,3t €N.

Sugerencias:

En la proposicion del numeral 3, para realizar el paso 2, aplicar los ejemplos 4y 5
demostrados anteriormente. Ademas, esta proposicion expresa que n(n + 1)(n + 2)
es multiplo de 6, o que 6 divide a n(n + 1)(n + 2), para cualquier nimero natural n.

En la proposicion del ejercicio 1, obtener P(3),P(4), P(5),P(6),P(7), desarrollando la
sumatoria correspondiente para cada caso.
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En la proposicion del ejercicio 2, obtener P(3),P(4), P(5), P(6),P(7), desarrollando la
sumatoria correspondiente para cada caso.

4. P(n): Yy (2i—1)3' = (n—1)3"! +3,vn €N.

Sugerencia:

Tener en cuenta que P(k):Y¥ . (2i —1)3! = (k — 1)3k*1+3; el Ultimo término de la
Sumatoria es (2k-1)3k,
k+1

P(k + 1):2(21’ — 13 =(k+1—1)3k+1+1 4 3
i=1
k+1

P(k+1) Z(Zi —1) 3t = (k)3%*2 4+ 3,
i=1

Los dos ultimos términos de la sumatoria, son:
2k — 1)3" y 2k + 1)- 1)3"+1 = (2k + 1)3k+1.

Segun lo anterior, ya se conoce qué accion se debe realizar en P(k) para obtener
P(k + 1); obviamente, considerando los demas procesos algebraicos necesario para el
efecto.

5.vn € N, P(n):n(n-1) es multiplo de 2.

6.vn € Z~,P(n):n(n + 1) es multiplo de 2.

Sugerencia:

Dado que n € Z~, entonces —n € Z*y P(—n): —n(—n + 1) es multiplo de 2.

Cambiar en P(n) la variable n por otra, de tal manera que esta nueva variable
pertenezca a Z* = {1,2,3,4,5 -}, luego realice la demostracion tal como en el ejemplo
2.

7.vneN,P(n):n(n+1)(2n+1) =6t,3t €N.

8. P(n): YL, i*= M,Vn € N.

N 1 _ n
9. P(n): Xiy iGi+1) (n+1)’vn €N.

En algunas demostraciones se utiliza o se establecen previamente ciertos artificios,
con los cuales, se viabiliza o permiten desarrollar el proceso de la demostracion. Esto
no es tan facil de hacerlo, depende de la habilidad, experiencia y de los conocimientos
que tenga quien realiza la demostracion; se trata de una forma recursiva, por lo cual,
en este texto no se presentan ejemplos.
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En otras demostraciones, al menos inicialmente, no se sigue algun método de los
estudiados en este texto, en su lugar, se empieza con expresiones, definiciones,
propiedades estudiadas, ya sea de la misma asignatura, dentro de la cual se realiza la
demostracion, o de temas estudiados en asignaturas anteriores.
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INTRODUCCION A LOS METODOS
DE DEMOSTRACION MATEMATICA

En el estudio de asignaturas del area de matematicas, una de las grandes dificultades
que tienen los estudiantes, es la de realizar demostraciones de teoremas,
proposiciones, propiedades o de cualquier afirmacion del o de los temas que se tratan
en las asignaturas.

El presente libro expone los métodos mas usuales en demostraciones matematicas:
Método Directo y Métodos Indirectos, como los siguientes: Contrarreciproco,
Contradiccion o Reduccién al Absurdo; Casos Separados; Método de Contra ejemplo
y el método de Induccion Matematica.

Ademas de explicar en qué consiste cada método, se realizan ejemplos sobre
demostraciones que sirven de modelos o guias para la demostraciéon de otras
afirmaciones similares con el fin de que el lector adquiera mayor comprension y
experiencia en estos procesos.

El libro no aborda una asignatura en particular, por lo cual, previamente se
plantearan temas tedricos, definiciones y propiedades que se utilizaran en los
diversos ejemplos sobre los métodos de demostracion.

Precisamente, dado que las demostraciones son procesos deductivos quese  funda-
menten en teoremas, reglas de inferencia, leyes de l6gica matematica, inicialmente se
expondran elementos de l6gica matematica o algebra proposicional y de teoria de con-
juntos. Ademas, se realizan varios ejemplos para comprender atin mas el sentido de las
leyes l6gicas y de conjuntos. También se presentan otros elementos que son necesarios
y afines al contenido teérico, que también contribuyen a comprender de una manera
mas clara las demostraciones.

También contiene explicaciones adicionales, que no hacen parte en si de las demos-
traciones, en la perspectiva de que el lector adquiera una mayor comprension y asimi-
le, de la mejor manera, los procesos de demostracién, incluyendo el planteamiento
inicial de las afirmaciones que se busca demostrar.

El libro constituye una guia y fuente de consulta para estudiantes de los primeros
semestres de los programas profesionales que incluyen asignaturas de matematicas,
especialmente, en los programas cuyo proceso de formacién requieran
fundamentacion matematica.
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