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INTRODUCCION

Esta obra surge por el interés de los autores de poner a disposicion de la comunidad
académica unas notas de clase, en formato de libro de texto, con el fin de apoyar el
desarrollo del curso de Calculo de Probabilidades y Estadistica, que los autores
ofrecen en la Universidad de Narifio, de modo que se constituya en una fuente de
consulta y de estudio de tematicas relacionadas con conceptos basicos del calculo de
probabilidades, de los modelos de distribucion de probabilidad y de la estadistica
inferencial. Concretamente, el libro esta orientado a estudiantes de la Universidad de
Narifio de las areas de Ciencias Basicas, Técnicas e Ingenierias; sin embargo, dada la
forma clara y didactica en la que se presentan los conceptos y ejemplos, lo pueden
utilizar estudiantes de otras areas del conocimiento, inclusive programas de
educacién no formal. Los temas que se tratan son exactamente los que desarrollan
los autores en los cursos de Calculo de Probabilidades y Estadistica de la Universidad
de Narifo; destacando que uno de los coautores tiene experiencia de mas de 30 afios
en el desarrollo de estas tematicas.

El libro contiene exactamente las tematicas que se trabaja en los cursos en mencion
de la Universidad de Narifio, por lo cual, en dichos cursos, esta obra, escrita en
formato de libro de texto, podria ser asumida como texto guia. Esta aclaracion es muy
importante, por cuanto, no se trata de un libro de texto en si mismo, sino de unas
notas de clase constitutivas en un curso de Calculo de Probabilidades y Estadistica de
la Universidad de Narifio. En este contexto, respetuosamente, sugerimos que la
evaluacion se realice considerando que se trata del desarrollo de un curso, que en
términos del Decreto 1279 de 2002, corresponde a unas notas de clase, por lo tanto,
en si mismo, no se debe evaluar como un libro de texto, que en otros contextos,
puede requerir nuevas tematicas, otros enfoques, etc.

El libro esta organizado en ocho (8) capitulos. El primero, “Introduccion a la teoria de
conjuntos”, presenta las operaciones entre conjuntos y el concepto de producto
cartesiano. El segundo capitulo, “Introduccion al calculo de probabilidades”, presenta
los fundamentos de las técnicas de contar, los conceptos de espacio muestral,
definicion de probabilidad, las leyes de probabilidad y finaliza con el estudio de
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espacios finitos de probabilidad. El capitulo tercero, trata sobre probabilidad
condicional, procesos estocasticos finitos, probabilidad total y probabilidad de Bayes.
El Capitulo cuarto, “Variables aleatorias”, desarrolla el tema de variables aleatorias
discretas y continuas. El capitulo quinto, “Modelos de probabilidades”, trata algunos
modelos de distribucion de probabilidad, tanto discretos como continuos. En el
capitulo sexto, “Distribuciones muestrales”, se estudia la distribucion muestral de la
media, de la proporcion de éxitos, de la diferencia de medias y de la diferencia de
proporciones. En el capitulo séptimo, se trabaja la aplicacidon de las distribuciones en
el calculo de probabilidades, la estimacion de parametros, la prueba de hipdtesis y el
analisis de varianza. Finalmente, el capitulo ocho, “Problemas propuestos”, presenta
diversos problemas sobre calculo de probabilidades, modelos de probabilidad y
aplicaciones de la estadistica inferencial.

Los autores, Abril de 2021.
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Capitulo1
Introduccionala
Teoria De Conjuntos




CAPITULO 1
INTRODUCCION A LA TEORIA DE CONJUNTOS

Algunas ideas, propiedades y operaciones de conjuntos son necesarias para
comprender y aplicar los conceptos de probabilidad y sus leyes.

Un conjunto es una lista o coleccion bien definida de objetos, llamados elementos,
puntos o resultados.

La pertenencia de un elemento a a un conjunto 4 se indica asi: a € A.

Si B es un conjunto cuyos elementos pertenecen a un conjunto A, entonces B es un
subconjunto de Ay se indica como B € A.

Ejemplo:
NcZcQcRcC

1.1 OPERACIONES CON CONJUNTOS

1.1.1 Unién

AUB ={x/x € AV x € B}.

V: representa la union de conjuntos, se lee “0”".

A UB es el conjunto formado por elementos que pertenecen al conjunto A o al
conjunto B 0 a los dos. Los elementos comunes que se repitan se escriben una sola
vez.

1.1.2 Interseccién

ANB ={x/x € ANx € B}.

El simbolo " A" representa la interseccién de conjuntos, se lee “y".

A N B es el conjunto formado por elementos comunes del conjuntoA y del conjunto B.
El simbolo "/" se lee “tales que”.

1.1.3 Conjunto vacio
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Es un conjunto que no tiene elementos; se representa con la letra @ o también asi {}.
El vacio es subconjunto de todo conjunto. Si A es cualquier conjunto, entonces @ c A.

1.1.4 Conjuntos ajenos, excluyentes o disyuntos

Si la interseccion de dos conjuntos es igual al conjunto vacio, estos conjuntos se
denominan Conjuntos Ajenos, Excluyentes o Disyuntos; es decir:

SiA n B =0, entonces Ay B son disyuntos.

1.1.5 Complemento

Si A c B, entonces el complemento de A4 respecto a B se indica asi: C4
C={x/x EBAx ¢ A}

De la definicion se deduce que: C4 =B — A

C{ estd formado por todos los elementos que le “faltan” a A para ser “igual” al
conjunto B.

1.1.6 Complemento respecto al conjunto universal

Si U es el conjunto de referencia (universal) en una determinada teoria, por ejemplo,
en la teoria de conjuntos, entonces cualquier conjunto 4,B,C,D en esta teoria sera
subconjunto de U.

En este caso, el conjunto C{ se indica asi A°.
Luego, Cf} = A° =U — A.
El simbolo " — " representa la diferencia de conjuntos, se lee “menos”.

U —A: es el conjunto formado por los elementos del conjunto universal que no
pertenecen al subconjunto A.

Ademas:x € A° & x ¢ A;estoesequivalentea:x € A & x ¢ A°.

Esto es, si un elemento pertenece a un conjunto, dicho elemento no pertenece al
complemento del conjunto y si un elemento no pertenece a un conjunto, dicho
elemento pertenece al complemento del conjunto.

Otras notaciones para C{ son las siguientes: A', A.
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1.1.7 Diferencia

A—-—B={x/x € ANx ¢B}
B—-A={x/x€B ANx €A}

1.1.8 Diferencia simétrica
AAB=(A-B)UB—-A4)=(AUB)—(ANB)
El simbolo " A " se lee “diferencia simétrica”.

1.1.9 Resumen de operaciones con conjuntos

La Tabla 1 contiene un resumen de las propiedades y operaciones mas usuales entre

conjuntos.

Tabla 1. Resumen de propiedades y operaciones entre conjuntos

Propiedad:
Asociativa
Conmutativa
Idempotente
Distributiva

Neutralidad

Complementacion

De D'Morgan

Unidén
(AUB)UC =AU (BUC)
AUB=BUA

AUA=A

AUBNC)=(AUB)N(BUC)

Augd=A
AuU=U
AUAS=U

(AUB)¢ = A°n B*

Ademas, se cumple que: (A°)° =AyA—-B =ANB

interseccion
(ANB)NC=ANn(BNC)

ANB=BnNA

ANA=A

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

ANU=A
ANG=0
ANAc=¢

(AnB)¢ =A°UB®
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1.2 PRODUCTO CARTESIANO

Definicion. Sean A y B dos conjuntos. Al conjunto formado por todos los pares
ordenados donde la primera componente pertenece al conjunto A y la segunda al
conjunto B, se denota por A x By se denomina producto cartesiano de Ay B.

Simbdlicamente:

AXB={(x,y)/x e ANy € B}

En consecuencia,

(x,y)EAXBeox€ANYEByYy (x,y) AXBoSx¢&AVYy¢&B

Ejemplo:

Sean los conjuntos A = {1,2} y B = {3,4,5}; entonces, el producto cartesiano de Ay B
es:

AXB=1{(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5)}

El Grafico 1 contiene una representacion de los conjuntos Ay B en el Plano Cartesiano
A X B.

B
5 4 . -
4 J . -
a3 . .
2
i 4

T T

1 2 A

Grdfico 1. Representacion grdfica del producto cartesiano de Ay B
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Capitulo 2

Introduccion al Calculo
de Probabilidades




CAPITULO 2
INTRODUCCION AL CALCULO DE PROBABILIDADES

La probabilidad estudia el azar a partir de experimentos o fendmenos aleatorios, es
decir, a partir de situaciones donde los resultados no se pueden predecir, aun en el
caso en que el fendbmeno o experimento se repita bajo las mismas condiciones. En
muchos casos, con anticipacion, se conocen todos los posibles resultados del
experimento.

2.1 TECNICAS DE CONTAR

Permiten determinar el nimero de elementos de un conjunto o el nimero de resultados
posibles de un experimento, sin necesidad de acudir a la enumeracion directa de las
opciones. Un conjunto formado con posibles resultados de un experimento se
denomina suceso o evento.

2.1.1. Principio fundamental

Sean los siguientes eventos: E; ,E, E3 , ..., Eyy, .

Supongamos que E; puede ocurrir de n; maneras diferentes; E, puede ocurrir de n,
maneras diferentes; E; puede ocurrir de n; maneras diferentes y asi sucesivamente,
entonces el nUmero de maneras en que pueden ocurrir todos los eventos se determina
asi:

n1Xn2 XTL3X“'X Nm -
Ejemplo:

Determinar el numero de placas para automoévil que se pueden fabricar, si
cada placa consta de 3 letras y de 3 digitos.
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Solucion:

El alfabeto inglés consta de 26 letras y se dispone de 10 digitos, numerados del
0 al 9. Entonces, cada letra se puede escoger de 26 maneras y cada numero de
10 formas, por lo cual, el nimero de placas que se pueden fabricar viene dado
por la siguiente expresion:

26 X 26 X26x10x10x10 = 17576 000.
R/ Con las condiciones dadas, se puede formar 17 576 000 placas diferentes.

2.1.2 Permutaciones

Una ordenacion de los n elementos de un conjunto, tomados en un orden determinado,
se denomina Permutacion.

El nimero de permutaciones de n elementos, tomados todos a la vez, se denota y define
por:

Donden! =n(n—1)(n—2) x --- X 3 x 2 X 1, se denomina factorial de n.
Ejemplo:

Determinar el nimero de maneras en que pueden ordenarse 8 libros diferentes en un
estante.

Solucioén:
¢Ps = P(8,8) = 8! = 40 320.

El nimero de permutaciones de tamafio r, con r < n, se denota por P(n,r) o también
por ,p, Y se define como sigue:
n! _n(n—l)(n—Z)(n—(r— 1))(n—r)!

Plnr) = (n—n)! (n—nr)

P(n,r) =n(n—1)(n—2) (n —(r— 1)) =nn—-1D)n-2)-n—r+1).
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Ejemplos:

En una competencia de atletismo en los juegos olimpicos participan 30 deportistas.
Determinar el numero de formas distintas en que los atletas pueden ocupar el podio.

Solucion:

La medalla de oro la puede ganar cualquiera de los 30 atletas, la de plata cualquiera de
los 29 que quedan, y la de bronce cualquiera de los otros 28 participantes.

n! 300 30 x29 x28x27!

(n—r)=(30—3)!_ > =30 X 29 x 28 = 24 360.

P(30,3) =

R/ El numero de forma en que se pueden entregar las tres medallas, corresponde a la
siguiente permutacion: ;op; = 24 360.

2.1.3 Permutaciones con repeticién

El nUmero de permutaciones de los n elementos de un conjunto que contiene n
elementos, en el cual n; son iguales, n, son iguales, ..., n, son iguales, se denota y define
asi:

n!

Prany =
nn) — .
ny!ny!l--n,!

Ejemplo:

Suponga que, en un proceso de eleccidon estudiantil, el tarjeton tiene tres opciones:
candidato A, candidato B y voto en blanco, y que son 10 estudiantes los autorizados para
votar. Determinar el nimero de maneras mediante las cuales se pueden obtener 5
votos por el candidato A, 3 por el By 2 en blanco.

) 10!
P (10;5,3,2) = m = 2520.

R/ Existen 2520 posibilidades para obtener el resultado indicado.
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2.1.4 Pruebas ordenadas

Cuando se escoge un elemento de un conjunto, uno tras otro, r veces, esta escogencia
se denomina Prueba Ordenada de tamafio r. Se presentan dos casos dependiendo de la
forma de la escogencia, bien sea con sustitucion o sin sustitucion de los elementos.

a) Escogencia con sustitucion: se escoge un elemento y se regresa al conjunto, con lo cual,
ese elemento tiene la posibilidad de ser escogido nuevamente. El nimero de pruebas
ordenadas CON sustitucion esta dado por la siguiente formula:

nxXnxXxnx--xXn=n".
Ejemplo:

Diez personas deben votar a favor o en contra de un proyecto. Determinar el nimero de
resultados posibles.

Solucioén:
n=210=2x2x2x--%x2=1024.

b) Escogencia sin sustitucion: se escoge un elemento y no se regresa al conjunto, con lo
cual, ese elemento no tiene la posibilidad de ser escogido nuevamente. El niumero de
pruebas ordenadas de tamafio r SIN sustitucién coincide con las permutaciones y esta
dado por la siguiente expresion:

n!
npr =P(n,r) = TRk

Ejemplo:

Determinar la cantidad de ndmeros de 3 cifras que se pueden formar con 5 digitos
diferentes, si no se admite repeticion de cifras.

Solucioén:

n! 5! 5%X4x3x2!

= = =5%X4 %3 =60.
m—1)  (5-23)! 21 XX

P(n,r) =

R/ Se pueden formar 60 nimeros diferentes de tres cifras distintas cada uno.
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2.1.5 Combinaciones

Una combinacion de tamafio r es un subconjunto de r elementos de un conjunto de
tamafio n. El nimero de combinaciones de tamafio r, tomados de r en r, se denota y
define por:

P(nr) n!
rt (n=n)rl’

c(n,r) =

Se puede observar que el numero de combinaciones de r elementos de un conjunto de
r elementos diferentes equivale al nUmero de permutaciones de r elementos, dividido
entre r!

Vale destacar que en las combinaciones no importa el orden de los elementos en cada
grupo.

También se denota C(n,r) = (%), entonces,

!
C(n,r) = (Z) =#

Ejemplo:

Si en un curso hay 50 estudiantes, determinar el nUmero de grupos que se pueden
formar de cuatro (4) estudiantes cada uno.

Solucion:

C(n,r) = C(50,4) = (540) .

(50) 50! 50 x49x48x47 x46! 50 x 49 x 48 x 47

- - = = 230 300.
4) 7 (50 —4)! x 41 46! x 4! 4x3%x2x1

R/ Con 50 estudiantes se pueden formar 230 300 subgrupos de 4 estudiantes cada uno.
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2.2 ESPACIO MUESTRAL

El espacio muestral § de un experimento aleatorio es el conjunto de todos los resultados
posibles del experimento. El conjunto puede ser finito, infinito contable o continuo. Un
elemento del conjunto § se denomina Punto Muestral. Un subconjunto del espacio
muestral es un suceso o evento.

Si un conjunto tiene n elementos, entonces el nimero de subconjuntos es igual es igual
az2m.

El conjunto vacio @ constituye un suceso imposible; por su parte, el conjunto S
constituye un suceso seguro o cierto.

2.2.1 Ocurrencia de un suceso

Se dice que ocurre unsuceso A si el punto muestral pertenece al conjunto A. Por
ejemplo, suponga que A es un suceso de un espacio muestral S; ademas que, al realizar
el experimento correspondiente, resulta el punto muestral x, entonces:

Six € A, se dice que ocurre el evento A.

Los sucesos A y B son excluyentes siysolosiANB = @.

Utilizando operaciones de conjuntos, se pueden generar nuevos sucesos.

Ejemplos:

Sean los sucesos Ay B de un espacio muestral S.

Ocurre al menos uno de los sucesos A4, B six € (AU B).

Ocurren ambos sucesos six € (AN B).

Ocurre solamente A six € (A — B).

Ocurre solamente uno de los sucesos si x € (AUB) — (AN B).

No ocurre Asix € A°€.
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No ocurre ninguno de los dos sucesos six € (A U B)°.

No ocurren los dos sucesos simultaneamente six € (A N B)°.

2.2.2 Algebra de conjuntos

Una clase no vacia de conjuntos constituye un dlgebra si es cerrada bajo la unién y la
complementacion de conjuntos.

& es algebra si:

& es diferente de vacio.
VA,B € & (AUB) € &.
VA € &, A € &.

Ejemplo:
Sea el conjunto X = {a, b, c}, entonces,

& = {@,{a}, {b}, {c},{a b}, {a,c},{b,c}{a b,c}}.

2.3 DEFINICION DE PROBABILIDAD

2.3.1. Probabilidad clasica o a priori

Si un experimento tiene n resultados mutuamente excluyentes e igualmente probables 'y
si r de ellos poseen una propiedad A4, entonces la probabilidad de que A ocurra, que se
lee probabilidad de A4, se anotay se calcula asi:

P(A)—r—#A
T #S'

Donde #A y #S representan, respectivamente, la cardinalidad de Ay la cardinalidad de S;
es decir, representan el nimero de elementos de Ay de S, respectivamente.
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Ejemplo:

Sea un curso de Estadistica de 30 estudiantes, entre los cuales 10 son mujeres.
Determinar el nimero de grupos que se pueden formar de 5 estudiantes cada uno;
ademas, calcular la probabilidad de que un grupo esté conformado exactamente por 2
hombres y 3 mujeres.

Solucion:

Numero total de grupos de 5 estudiantes:

30
#S = naimero de grupos de 5 estudiantes = C(30,5) = ( c )

= 142 506.

<3o)_ 30! 3029 x28x27Xx26x25!  30Xx29x28x27X26
5/ (30-5)! x5 25! % 5! T 5x4x3x2x1

Numero total de grupos de 5 estudiantes, a los cuales pertenecen 2 hombres y 3 mujeres:

Sea el suceso A: se seleccionan grupos de 5 personas, entre las cuales aparecen 2
hombresy 3 mujeres.

#A = numero de elementos de A = €(20,2) x €(10,3).

20 10 20x19 10x9x8
)x( ): =120 x 120 = 22 800.

= X
A (2 3 2 6

De modo que,

pay = - = 22890 16— 16%
Tn 142506 0"

R/ La probabilidad de escoger un grupo de 5 estudiantes, al que pertenezcan 2 hombres
y 3 mujeres es del 16 %.
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2.3.2 Probabilidad frecuencial o a posteriori

Consiste en la probabilidad de un suceso A con base en la experimentacion, para lo cual
se divide el numero de veces que se presenta el suceso A (frecuencia) entre el nimero
de veces que se realiza el experimento, esto es,

P(A) = f _ frecuencia
" n total de casos’

Ejemplo:

Calcular la probabilidad de que un estudiante de la Universidad de Narifio pague menos
de un salario minimo por concepto de matricula.

Solucioén:

Sea S una muestra de 300 estudiantes de la Universidad de Narifio, y el evento 4,
estudiantes de la Universidad de Narifio que pagan menos de un salario minimo. Se
encontro que 120 pagan menos de un salario minimo.

0
=0,4 =40 %.

P(A)= :ﬁ

S|

R/ La probabilidad de que un estudiante de la Universidad de Narifio pague menos de
un salario minimo es del 40 %.

2.3.3. Probabilidad subjetiva

Las probabilidades de los sucesos pueden ser arbitrarias y dependen del grado de
conocimiento que tenga un sujeto acerca de una determinada situacion.

Ejemplo:

La probabilidad de que un estudiante apruebe Calculo Diferencial es 0,80.

2.3.4. Definicion axiomatica de probabilidad

Sea S un espacio muestral de un experimento E y sea una & un algebra de sucesos.
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Una funcién P constituye una funcion de probabilidad de & sobre el intervalo [0,1] si se
cumplen los siguientes axiomas:

VA, 0 <P(A4) <1.
P(S) = 1.
P(AUB) = P(A) + P(B) si A, B son excluyentes.

Si Ay, A,, ..., A, SON sucesos excluyentes, entonces,
P(A1 U A2 U UAn) = P(Al) + P(Az) + 4 P(An)

2.4 LEYES DE PROBABILIDAD

Son propiedades que se cumplen para todo suceso Ay B de un espacio muestral S.

Probabilidad de que ocurra un suceso imposible (un suceso que nunca ocurre)
P(®) = 0.

Probabilidad de que no ocurra A:
P(AS) = 1 - P(A).

Probabilidad de que ocurra alguno de los sucesos A o B:
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).

Probabilidad de que ocurra solamente A:
P(A—-B) = P(A)—P(ANB); pero A— B = AN B¢, entonces,

P(ANB®) = P(A - B).

De las propiedades anteriores, se derivan las siguientes relaciones:

Probabilidad de que ocurra sélo uno de los dos sucesos:

P(A A B) = P((AU B)— (ANB)) = P(AUB) — P(ANB).

Probabilidad de que no ocurra ninguno de los sucesos (ni 4, ni B):

P(A°nB¢) =P[(AUB)‘] =1—P(AUB).
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Probabilidad de que no ocurran los dos sucesos a la vez:

P(ASUBS) = P[(ANB)]= 1 — P(ANB).

2.5 ESPACIOS FINITOS DE PROBABILIDAD

Sea S un espacio muestral finito, definido como sigue: S = {a,, a,, as, ..., a, }.

Se obtiene un espacio de probabilidad si a cada punto muestral a; se le asigna un
numero real p; denominado probabilidad de a;, que cumpla las siguientes condiciones:

pi = 0.
Pr+p2tps+-+tpp, =1

La probabilidad de un suceso A se obtiene sumando las probabilidades de todos los
puntos muestrales que conforman A.

Si todos los valores p; son iguales, se obtiene un espacio finito equiprobable.

Ejemplo:

Allanzar un dado se obtiene 6 resultados posibles y la probabilidad de cada punto es % .
Solucién:

Si el suceso A consiste en obtener un niumero mayor que 3, entonces, 4 = {4,5, 6}. Por
tanto,

P(A) =P({4D +P({(5H +P({6}) = -+ +

N =
N =

N~
N =
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CAPITULO 3
PROBABILIDAD CONDICIONAL

Sea A un suceso arbitrario de un espacio muestral S, con P(4) > 0, y sea B otro suceso
del mismo espacio muestral S. La probabilidad de que ocurra B una vez haya sucedido
A, se llama Probabilidad Condicional de B dado A, se denota por P(B/A) y se define asi:

P(ANB)
P(A)

P(B/A) =
De aqui se deduce la Ley del Producto para sucesos dependientes, asi:

P(ANnB) = P(A)P(B/A).

Si la ocurrencia del suceso A no afecta a la ocurrencia de B, los sucesos A y B son
independientes; en este caso, se tiene la siguiente Ley del producto:

P(ANB) = P(A)P(B).
Ejemplo:

Una urna contiene 4 balotas azules y 6 blancas. Si se extraen 2 balotas al azar,
determinar la probabilidad de que la primera sea azul y la segunda blanca, con las
siguientes condiciones:

Sin sustitucién.
Con sustitucion.
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Solucién:

Sean los siguientes sucesos:
A: se extrae una balota azul.

B: se extrae una balota blanca.
4 6 24
a) P(An B) = P(A)P(B/A) entonces,P(ANB) = I X 5= 90" 0,266.
R/ La probabilidad de que la segunda balota sea blanca dado que la primera fue azul es

del 26,6 %.

b) Si se extrae una balota y se regresa a la urna antes de extraer la segunda balota,
entonces los sucesos A y B son independientes, por lo cual, P(A n B) = P(A)P(B).

P(ANB) o 0,24
=—X—=—= .
10 10 100 ’

R/ Si se extrae una balota y se regresa a la urna antes de extraer la segunda balota,
entonces La probabilidad de que la segunda balota sea blanca dado que la primera fue
azul es del 24 %.

3.1 PROCESOS ESTOCASTICOS FINITOS

Una sucesion finita de experimentos, en los cuales cada uno tiene un numero finito de
resultados, con probabilidades conocidas, se llama Proceso Estocdstico Finito y se
representa por medio de un diagrama de arbol. Para encontrar la probabilidad en
cualquiera de las ramas, se puede aplicar la Ley del Producto.

3.2 PROBABILIDAD TOTAL

Sean los sucesos A4, A4,, ..., A, que forman una particién del espacio muestral S, entonces
los eventos A; son mutuamente excluyentes y su union es S; es decir, se cumple lo
siguiente:

n

i=1
Por lo tanto, para un evento cualquiera B de S, se cumple la siguiente relacién:

B=(A1UA2U---UA3)DB.
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Aplicando propiedad distributiva de la interseccion respecto a la unién de conjuntos, se
tiene la siguiente igualdad de conjuntos:

B=(A;NnB)U(4,nB)U--U (4, NB).

Esta expresion se puede representar de la siguiente manera:

B = O(Ai N B).
i=1

Debido a que los sucesos 4; son independientes, entonces también o son los sucesos
A;NB,Yi=1,2,..,n.

Por lo tanto, P(B) se puede expresar mediante la siguiente expresion:
n

P(B) = Z P(4; N B).
i=1

Al desarrollar la sumatoria, se obtiene la siguiente expresion:
P(B)=P(A;NnB)+P(A,NnB)+ -+ P(A, NB).

Aplicando la Ley del Producto, se obtiene la Ley de Probabilidad Total, que se expresa asi:
P(B) = P(A;)P(B/Ay) + P(A,)P(B/A,) + -+ P(A,)P(B/A,).

La probabilidad P(4;) se denomina Probabilidad Marginal; P(B/A;) es una Probabilidad
Condicional, donde la ocurrencia de B esta condicionada por la ocurrencia de los
eventos. A4; dondei =1,2,...,n.

La expresidon P(A; nB) se denomina Probabilidad Conjunta; y P(B) se denomina
Probabilidad Total.
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3.3 PROBABILIDAD DE BAYES

Dadas las condiciones de la Probabilidad Total, se trata de encontrar la probabilidad de
que ocurra A; dada la ocurrencia de B.

De la relacién de Probabilidad Condicional aplicada a cada A; dado B, se tiene la
siguiente igualdad:

P(A; N B)

P(A/B) = —5

(*)

Dado que P(A; N B) = P(A;)P(B/A;), reemplazando en (*) se obtiene la siguiente
expresion:

P(A)P(B/A;)

P(Ai/B) = P(B)

Reemplazando P(B), resulta la siguiente igualdad:

P(A)P(B/A;)

P(AL/B) = m , VI = 1,2, A (8

y _ P(A))P(B/A)) =12
PASB) = B P(BIAY) + PADP(B/AL) +—+ PADP(B/AY " 2T
Ejemplo:

Mediante estudios de transito en una via, se sabe que el 25 % de los vehiculos
que transitan son de servicio publico pesado; el 30 %, de servicios publico
liviano, y el 45 %, de servicio particular. También se sabe que la probabilidad
de accidente en cada clase de vehiculos es 0.2, 0.3 y 0.15, respectivamente. Se
desea conocer:

La probabilidad de que ocurran accidentes en dicha via.

Si hubo un accidente, calcular la probabilidad de que el vehiculo accidentado
sea de servicio particular.

Calcular la probabilidad de que no ocurra un accidente en la via.
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Solucién:

Sean los siguientes eventos:

A;: Vehiculos de servicio publico pesado; entonces, P(4;) = 0,25.

A,: Vehiculos de servicio publico liviano; entonces, P(4,) = 0,30.

A3: Vehiculos de servicio particular; entonces, P(43) = 0,45.

Sea el evento B: ocurre un accidente en la via.

Con los datos del ejemplo y teniendo en cuenta que B ocurre por la ocurrencia de
algunos de los eventos A; coni = 1,2,3, se tiene las probabilidades que se indican en
seguida. Vale destacar que, los problemas de probabilidad condicional se resuelven
con facilidad utilizando una hoja de calculo, tal como Excel de Microsoft Office.

Probabilidad |Probabilidad - :
Tipo de . . Probabilidad conjunta
hiculo Eventos |marginal condicional
vehicu
P(A;) P(B/A;) P(A;nB) = P(A;))P(B/A;)
Servicio
publico Aq 0,25 0,20 0,05
pesado
servicio 4, 030 0,30 0,09
publico liviano
éi:‘t’;gﬁar A; 045 0,15 0,0675

3
a) P(B) = Z P(A; N B) = P(A1)P(B/A1) + P(A2)P(B/A;) + P(A3)P(B/As3).

=1

P(B) = 0,25 x 0,20 + 0,30 x 0,30 + 0,45 X 0,15 = 0,2075.

R/ La probabilidad de que ocurra un accidente en la via es del 20,75 %.
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P(A3)P(B/A3) 0,45 0,15

b) P(A3/B) =

P(B)

0,2075

= 0,32.

R/ La probabilidad de que, ocurrido un accidente, este corresponda a un vehiculo de
servicio particular es del 32 %.

c) Ahora se calcula la probabilidad de que no ocurra un accidente en la via; esto es,
P(B¢) (ver Gréafico 2).

P(B°) = P(A4,; N B) + P(4, N BS) + P(4; N B€), donde:

P(Al'nBC) =P(AL—B) =P(Al)—P(AlnB),l = 1,2,3.

En el siguiente resumen, se presentan las probabilidades requeridas.

P(B)=1-P(B) =1- 10,2075 = 0,7925.

Tipo de Probabilidad | Probabilidad
P(A;NB P(A; n B¢
vehiculo Eventos (40 B) (40 B total P(4;) total
Servicio publico
A 2 2 P(A
pesado 1 005 0,20 0,25 (A1)
servicio publico| -, ) g 0,21 0,30 P(4,)
liviano
>ervicio 4, |0,0675 0,3825 0,45 P(A3)
particular
Probabilidad 0,2075 0,7925 1,00
total
P(B) P(B°)

R/ La probabilidad de que no se presenten accidentes en la via es del 79,25 %.
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Grdfico 2. Ejemplo diagrama de drbol para cdlculo de probabilidad total
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CAPITULO 4
VARIABLES ALEATORIAS

Una variable aleatoria X de un espacio muestral S es una funcion que transforma los
resultados de un experimento en numeros reales. Las variables aleatorias se clasifican
en Discretas y en Continuas.

4.1 VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

Una variable aleatoria X de un espacio muestral S es Discreta si su conjunto imagen es
finito o infinito contable, asi:

Conjunto finito: X(S) = {x1,x3, ..., Xp}
Conjunto infinito contable: X(S) = {x, x, ... }

Ejemplos:

Diez (10) personas se disponen a votar en favor o en contra de un proyecto.

Determinar: a) el espacio muestral correspondiente; b) el numero de resultados
favorables.

Solucioén:
a)S = {CCCcceecece, Feeeeecececce, Frceccececececd, ... FFFFFEFFFFF}

b) Sea X la variable aleatoria que indica el nUmero de votos a favor, entonces,

X=1{0,1,2,3,...,10}
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Cero resultados favorables: el evento {CCCCCCCCCC} se presenta de (%) = 1 forma.
Un resultado favorable: el evento {FCCCCCCCCC} se presenta de (110) = 10 formas.

Dos resultados favorables: el evento {FFCCCCCCCC} se presenta de (%) = 45 maneras.

Diez resultados favorables: el evento {FFFFFFFFFF} se presenta de (") = 1 forma.

Por lo tanto, el niumero total de resultados favorables es:

(100) " (110) " (120) ot (190> + Gg) =210 = 1024,

Sea desea determinar el numero de clientes que hacen cola en la ventanilla de un
banco. Determinar el espacio muestral.

Solucién:

Sea X la variable aleatoria que indica el nimero de clientes que hacen fila en la
ventanilla de un banco.

X($) =1{0,1,2,3,..}.
4.1.1 Espacio de probabilidad

Se obtiene un Espacio de Probabilidad Discreto, si a cada punto x; se le asigna la
probabilidad de que la variable aleatoria X tome el valor x;, esto es:

f(x) = P(X = x;).
La funcion f debe cumplir las siguientes propiedades:
a) f(x;) 2 0.

b) 2f (x;) = 1.



En este caso, la funcion f se denomina Funcion de Probabilidad y en casos sencillos se
expresa en forma de tabla (ver Tabla 2).

Tabla 2. Ejemplo de funcion de probabilidad de variable aleatoria discreta

Xi X1 X2 Xn

fx) | fn) f(x2) e Y e =1

4.1.2 Funcion acumulativa

La Funcion Acumulativa F de la variable aleatoria X se define de la siguiente manera:

F(a) = P(X < a) = Zf(x).

Ejemplo:

Diez personas votaran a favor o en contra de un proyecto. Sea X la variable aleatoria que
indica el nimero de votos a favor. Las probabilidades se calculan como se indica en
seguida.

C varabes | f0 | R

0 1 0,00098 |0,00098
1 10 0,00977 10,01074
2 45 0,04395 |0,05469
3 120 0,11719 |0,17188
4 210 0,20508 |0,37695
5 252 0,24609 |0,62305
6 210 0,20508 ]0,82813
7 120 0,11719 |0,94531
8 45 0,04395 |0,98926
9 10 0,00977 ]0,99902
10 1 0,00098 |1,00000

Total 1024 1




La probabilidad de que haya exactamente 6 votos a favor esta dada por la siguiente
expresion:

P(X = 6) = f(6) = 0,20508.

La probabilidad de que maximo se obtengan 6 votos a favor, o equivalentemente, que
haya menos de 7 votos a favor, se obtiene como sigue:

F(6) = P(X < 6) = Zf(x) — 0,82813

X<6

4.1.3 Media, varianza y desviacion estandar

El valor esperado, promedio o media de una variable aleatoria discreta se denota por
E(X) = u, 'y se define de la siguiente manera:

EQO = =) xif (e,

Xi€ES

En forma abreviada se escribe asi:

QO = = ) xf().

La Varianza de una variable aleatoria, se denota por V(X) o por c* y se define como el
promedio de los cuadrados de las desviaciones (diferencias) respecto a la media. Esto es,

Var(x) = o = ) (x; = 1 f(x).

X{ES

Esta expresion, se escribe en forma abreviada, asi:

P = ) (X = W ().

Al desarrollar el binomio y simplificar términos, se obtiene la siguiente expresion:

o2 = Z(X2 —2Xu+1A)f (x) = ZXzf(x) = Z#ZXf(x) +u22f(x):

2
7 =) Xf@ - [ X @] =E@H - BOP;
o = B — B
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La Desviacion Tipica o Desviacion Estdndar se denota por o, y se define como la raiz
cuadrada no negativa de la varianza; esto es, o = \/Var(X) = V2.

Ejemplo:

Diez (10) personas votaran a favor o en contra de un proyecto. La variable aleatoria X
representa los votos a favor. Determinar lo siguiente:

Numero de resultados posibles.

Probabilidad de cada uno de los puntos.

Valor esperado E(X), Varianza Var(X) y Desviacion Estandar /Var(X).
Interpretar los resultados.

Solucién:
X | # FX Xf(X) X —W2f(X)
0 |1 0,00098 0,00000 0,02441
1 10 0,00977 0,00977 0,15625
2 |45 0,04395 0,08789 0,39551
3 |120 0,11719 0,35156 0,46875
4 210 0,20508 0,82031 0,20508
5 252 0,24609 1,23047 0,00000
6 |210 0,20508 1,23047 0,20508
7 120 0,11719 0,82031 0,46875
8 |45 0,04395 0,35156 0,39551
9 |10 0,00977 0,08789 0,15625
10 |1 0,00098 0,00977 0,02441

1024 1,00000 5 2,5
E(X) Var(X)
R/

NUmero de resultados posibles: n = 210 = 1024.
Valor esperado: E(X) = u = 5 votos a favor.



Varianza: Var(X) = 02 = 2,5.

Desviacion estandar: ¢ = \/Var(X) = /2,5 = 1,58.

¢Cual es la probabilidad de que el numero de votos a favor se encuentre dentro del
rango definido por la media + una desviacién estandar?

Dado que la Desviacién Estandar ¢ = 1,58, entonces el numero de votos a favor puede
estarentre:py—0=5-158=342 yu+o0=5+158=6,58.

Como la variable aleatoria es discreta, entonces se puede afirmar que la votacidon puede
estar entre 3y 7 votos a favor. La probabilidad de que esto ocurra esta dada por:

PB<X<7)=fRB)+fA)+f(B)+f(6)+ f(7) =89,06%.

Esta probabilidad confirma que, efectivamente, los resultados de la votacion en cuanto a
votos a favor, oscila entre 3y 7.

En el Grafico 3, la funcion f(X) representa la probabilidad de ocurrencia de cada uno de
los puntos del espacio muestral de variable aleatoria discreta.

30,00% -
24,61%
25,00% -
20,51% 20,51%
20,00% -
0, .
15,00% 11,72% 11,72%
10,00% -
5 00% 4,39% 4,39%
’ L
0,10% 0,98% 0,98% 0,10%
0,00% T - T T _— T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Grdfico 3. Ejemplo de representacion de una funcién de probabilidad
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4.2 VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS

Una variable aleatoria X de un espacio muestral S es Continua si su conjunto imagen
X(S) es continuo. En este caso:

XS)={xeR/ -0 <X <+ }.
4.2.1 Espacio de probabilidad de una variable aleatoria continua

Se obtiene un Espacio de Probabilidad Continuo si a cada punto x se le asigna un numero
real f(x), de modo que se cumplan las siguientes condiciones:

a) f(x) =20,vx € X(S).

b) jf(x)dx =1.

En este caso, la funciéon f se denomina Funcién de Probabilidad o Funcion de Densidad.
Esta funcién no representa la probabilidad, sino las ordenadas de la curva en cualquier
punto x. Para determinar una probabilidad se requiere un intervalo (a, b).

Ejemplo:
Sea la variable aleatoria X definida como sigue:

2 .
f(x)={kg si0<x<?2
en otro caso

Determinar el valor de k, de modo que se cumplan las dos condiciones siguientes:

a) f(x) = 0.
b) ff(x)dx =1

Solucioén:

2

szd P D RN
= —_— = * — = e d = -
xcax 3 3

0
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Con este valor de k se cumple que: foz kx?dx = fozg x2dx = gfoz x%dx = 1.

Entonces, la funcién de densidad correspondiente es:

3
f(x)= §x25i0<x<2
0 en otro caso

3
Nétese que §x2 >0Vx:0<x<2.

4.2.2 Funcion acumulativa

La Funcion Acumulativa F se define de la siguiente manera:

X
Fx) = P(X < x) = ff(t)dt
Las probabilidades se calculan como Areas Bajo la Curva f(x) en un intervalo (a, b), asf:
b

Pla< X <b) :ff(x)dx=F(b)—F(a).

Ejemplo:

Sea la siguiente funcién de densidad:

3
Flx) = §x25i0<x<2

0 en otro caso

Determinar la probabilidad de que la variable aleatoria continua X cumpla la condicion:

1<X<2.
Solucion:
2
P(1<X<2)—f ()dx = F(2) F(1)—3(123 113)— L7 _ 0875
= ) fdx= 83 737 )" T8 Y
1

P(1<X<2)=875%.

R/ La probabilidad pedida es del 87,5 %.
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4.2.3 Media, Varianza y Desviacion Estandar

El valor esperado, promedio o Media de una variable aleatoria continua se denota por
E(X) o por u,y se calcula de la siguiente forma:

EX)=u= fxf(x)dx

La Varianza se define como el promedio de los cuadrados de las desviaciones
(diferencias) con respecto a la Media; entonces:

Var(X) = ¢ = f(x — wW?f(x)dx

Al desarrollar el cuadrado y simplificar términos, se obtiene:

Var(x) = fof(x)dx— U xf(x)dx]z — E(X?) - [ECOJ2.

La Desviacion Tipica o Desviacion Estdndar se denota por ¢ y se define como la raiz
cuadrada no negativa de la Varianza; esto es, o = \/var(X) = Vo?2.

Ejemplo:

Determinar la Media, Varianza y Desviacion Estandar para la siguiente funcion de
densidad:

3
f(x):{§x25i0<x<2
0 en otro caso

Solucién:

3 (? 3 [x* 3 16
= = = — 3 =—|—|=—%— =
EX)=u fxf(x)dx 8[0 x>dx 8[4] * 1,5.

Var(X) = fxzf(x)dx— U xf(x)dx]2 — E(X®) — [EX)]?.

z 3[x°] 3 32
5

3
EXZ = 2 =—f 4 == == _=214
0.6 fxf(x)dx 80xdx 5 g% T
Entonces:

Var(X) = 2,4 — 1,52 = 0,15.

o = Jvar(X) = Vo2 = /0,15 = 0,3873.
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CAPITULO 5
MODELOS DE PROBABILIDAD

Segun el tipo de variable aleatoria, bien sea discreta o continua, existen sendos modelos
de distribucién de probabilidad, discretos y continuos.

5.1 MODELOS DISCRETOS

En esta seccion, se analizan los siguientes modelos de distribucién de variable aleatoria
discreta:

Bernoulli
Binomial

Poisson
Hipergeométrico
Binomial negativo
Geométrico
Multinomial

5.1.1 Modelo de Bernoulli

Todo experimento que tenga sélo dos resultados posibles, que sean exhaustivos y
excluyentes, constituye una prueba de Bernoulli; a uno de los resultados se le denomina
Exito y al otro Fracaso.

La variable aleatoria asigna el valor 1 al éxito y 0 al fracaso; las probabilidades
correspondientes son py q.
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Dado que la suma de las probabilidades debe ser 1, entonces g = 1 —p.

Los estadigrafos (medidas estadisticas) para la variable aleatoria del modelo de
Bernoulli, son:

Media: u = p.
Varianza: o2 = pq.
Desviacion estandar: o = \/pq.

Ejemplo:

Sea el experimento: lanzar una vez una moneda corriente. Determinar los estadigrafos
correspondientes.

Solucion:

1

La probabilidad de que resulte caraes P = 5 =05

Entonces, media: u =p =05.Comop+qg=1,entoncesg=1—-p=1-— % =0,5.
Varianza: 62 = pq = 0,5 X 0,5 = 0,25.
Desviacion estandar: ¢ = ,/pq = /0,25 = 0,5.

5.1.2 Modelo Binomial

Este modelo se aplica cuando la variable aleatoria cumple las siguientes condiciones:

Se trata de una prueba de Bernoulli que se repite n veces.
Las pruebas son independientes (p constante).
La variable aleatoria X indica el niUmero de éxitos en la muestra.

La funcion de probabilidad se define de la siguiente manera:

flx) = 'pxq("_x) dondex =0,1,2,...,n.

x!'(n—x)

Se puede demostrar que se cumple la siguiente propiedad: }; f(x) = 1.
Para la variable aleatoria del Modelo Binomial, se tienen los siguientes estadigrafos:
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EX)=u=mnp.
Var(X) = 6® =npq.

o =./npq.

La funcidon acumulativa correspondiente es:

n! .
Fla) = Z x!'(n — x)! Pt

xsa
Ejemplo:

Debido a las altas tasas de interés, una compafia informa que el 30 % de sus cuentas
por cobrar estan vencidas. Si un contador escoge aleatoriamente 5 de esas cuentas,
determinar la probabilidad que se cumpla lo siguiente:

Ninguna cuenta esté vencida.
Exactamente 2 cuentas estén vencidas.

Solucioén:

Sea la variable aleatoria X, nUmero de cuentas vencidas, entonces,
Probabilidad de éxito: p = 0,3.
Probabilidad de fracaso: g = 0,7.

fGx) =

xq(n—x) — 5! 0,3%0, 7(5-x)

x! (n.—x)!p x!' (5 —x)!

Probabilidad de que ninguna cuenta resulte vencida:

!
f(0) =

oG oy (O30 NE = 0,16807.

Probabilidad de que exactamente 2 cuentas resulten vencidas:

51
f(2)

- 2 (5-2) —
e 2)!(0, 3)2(0,7) 0,3087 .
Calculo de probabilidad de la distribucién Binomial con Microsoft Excel

En la barra de herramienta de Excel, aparece el simbolo: fx (insertar funcién), se
despliega una ventana de dialogo, Buscar Estadisticas, seleccionar DISTR.BINOM.N,
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Aceptar; digitar X: nimero de éxitos, ensayos o tamafio de muestra, probabilidad de
éxito y en la opcion acumulado, 0 o falso, para obtener la probabilidad individual del
punto X es decir f(x) y si teclea 1 o verdadero, se obtiene la probabilidad acumulada
hasta ese punto F(x) (ver Imagen 1).

Buscar una funcion:
Escriba una breve descripcion de lo que desea hacery, a Ir
continuacion, haga clicen Ir

O seleccionar una categoria: | Estadisticas IEl

Seleccionar una funcion:

DESVESTA ~
DESVESTPA

DESVIA2

DESVPROM

DISTR.BETA.N

DISTR.BINOM.SERIE v

DISTR.BINOM. N (nim_éxito;ensayos;prob_éxito;acumulado)
Devuelve la probabilidad de una variable aleatoria discreta siguiendo una
distribucion binomial,

Ayuda sobre esta funcidn Aceptar | | Cancelar

DISTR.BINCM.N

nuimero

numero

namero

valor_logico

Devuelve la probabilidad de una variable aleatoria discreta siguiendo una distribucidn binomial.

Mim_éxito es el ndmero de éxitas en los ensayos.

Resultado de la farmula =

Ayuda sobre esta funcion Aceptar | | Cancelar

Imagen 1. Microsoft Excel: argumentos de funcion DISTR.BINOM.N




5.1.3 Modelo de Poisson

El Modelo de Poisson se aplica cuando se observa un fendmeno en una unidad de
tiempo o de espacio, donde el valor esperado E(x) = u es el promedio de éxitos por
unidad de tiempo.

El Modelo de Poisson es una aproximacién del binomial cuando n — o y p — 0; esto es,

n! e Hu*

lim ————p*q"™* =
n—:oo | — |
0 X! (n—x)!

x!

En consecuencia, la funcién de probabilidad de Poisson se define de la siguiente
manera:

e Hu* . -
,donde X = 0,1, 2, ... corresponde al nUmero de éxitos.

x!

fx) =
Los parametros del Modelo de Poisson son:

Media: u= 1A = np.
Varianza: Var(X) = 02 = npq = np(1 — p).

Ahora bien, teniendo en cuenta que p — 0, entonces, 1 —p — 1, en este caso se cumple
que, o2 =np(1—p)=np=pu=A

Ejemplo:

Se sabe que el promedio de clientes que llegan a la ventanilla de un banco es de 3 por
minuto. Determinar la probabilidad de que en el proximo minuto lleguen 4 clientes.

Solucion:
e Hu¥ e33%

x! x!

La funcion de probabilidad correspondiente es: f(x) =

-394

e
Por tanto, la probabilidad pedida es: f(4) = s 0,1680.

R/ Si el promedio de clientes que llega a la ventanilla de un banco es de 3 por minuto,
entonces, la probabilidad de que al siguiente minuto lleguen 4 clientes, es 0,1680 =
16,80 %.
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Cdlculo de probabilidad de la distribucion de Poisson con Microsoft Excel

En la barra de herramienta de Excel, aparece el simbolo: fx (insertar funcién), se
despliega una ventana de dialogo, Buscar Estadisticas, seleccionar POISSON.DIST,
Aceptar; digitar niumero de éxitos, promedio o media y en la opcién acumulado, 0 o
falso para obtener la probabilidad individual del punto X, esto es, f(x); y si teclea 10
verdadero, se obtiene la probabilidad acumulada hasta ese punto, F(x) (ver Imagen
2).

Buscar una funcion:

Escriba una breve descripcion de lo que desea hacery, a I

continuacian, haga cicen Ir

O seleccionar una categoria: | Estadisticas

Seleccionar una funcion:

PEARSON ~
PENDIEMNTE

PERCENTIL.EXC

PERCENTILINC

PERMUTACIONES

PERMUTACIOMNES. A

POISSOMN.DIST

POISSON.DISTcmediazacumulado)
Devuelve la distribucion de Poisson.

Ayuda sobre esta funcidn Aceptar | | Cancelar

POISSOM.DIST

nimero

numero

valor_lagico

Devuelve la distribucion de Poisson,

X es el numero de eventos,

Resultado de la farmula =

Ayuda sobre esta funcion

Imagen 2. Microsoft Excel: argumentos de la funcién POISSON.DIST.
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5.1.4 Modelo Hipergeométrico

Para aplicar un Modelo Hipergeométrico, el problema debe cumplir las siguientes
condiciones:

Consistir en una prueba de Bernoulli que se repita n veces.
Las pruebas deben ser dependientes (p es variable).
La variable aleatoria X indica el niUmero de éxitos en la muestra.

Para analizar la dependencia o independencia de las pruebas, se debe tener en cuenta
el tamafio de la poblaciény el tipo de muestra seleccionada, de la siguiente forma:

Si la poblacién es muy grande o infinita, no importa que la muestra se haya tomado con
0 sin sustitucion; en ambos casos las pruebas son independientes.

Si la poblacion es finita y pequefia, se presentan dos casos:
Si la muestra se toma con sustitucion, entonces las pruebas son independientes.
Si la muestra se toma sin sustitucion, entonces, las pruebas son dependientes.

La funcién de probabilidad hipergeométrica se expresa de la siguiente manera:

Ny
Fao = z,(v) 2]
n
Donde:
N;: representa el total de éxitos en la poblacion.
N,: total de fracasos en la poblacion.
N=N; +N,
n: tamafio de la muestra.
x: numero de éxitos en la muestra.
n — x: nUmero de fracasos en la muestra.

Los estadigrafos de la variable aleatoria del Modelo Hipergeométrico son:

Ny
Media: E(X) =n X — N
Ny

Varianza: Var(X) = g2 =n (ﬁ) (%) (

ol
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Ejemplo:

Un curso de Estadistica Inferencial esta conformado por 10 hombres y 8 mujeres; si se
toma una muestra al alzar de 5 estudiantes, determinar la probabilidad de que la
muestra contenga 3 hombres y 2 mujeres.

Solucién:
Sea la variable X que hace corresponder el nUmero de hombres en la muestra.

La funcién de probabilidad correspondiente es:

L) ()
F ==y = Ty

()25

f3) = = 0,3921.
(5)

R/ La probabilidad que la muestra contenga 3 hombresy 2 mujeres es: 0,3921.

Probabilidad distribucion hipergeométrica con Microsoft Excel

En la barra de herramienta de Excel, aparece el simbolo: fx (insertar funcién), se
despliega una ventana de dialogo, Buscar Estadisticas, seleccionar DISTR.HIPERGEOM.N,
Aceptar; digitar nUmero de éxitos, tamafio de muestra, niumero de éxitos en la
poblacion, poblacion y, en la opcién acumulado, 0 o falso para obtener la probabilidad
individual del punto X, es decir f(x) y si teclea 1 o verdadero, se obtiene la probabilidad
acumulada hasta ese punto, F(x) (ver Imagen 3).

55



Buscar una funcian:

Escriba una breve descripcion de lo que desea hacery, a
continuacian, haga clicen Ir

(O seleccionar una categoria: | Estadisticas

Seleccionar una funcian:

DISTR.CHICUAD. CD
DISTR.EXP.M
DISTR.F.CD
DISTR.F.M

DISTR, GAMPMA M
DISTR.HIPERGECHM. M
DISTR.LOGHORM

DISTR.HIPERGEOM.N({muestra_éxito;nim_de_muestra;poblacion_éxito;...)
Devuelve la distribucion hipergeométrica,

Ayuda sobre esta funcién Aceptar | | Cancelar

DISTR.HIPERGEOM.MN

Muestra_éxito || = nimero
Mim_de muestra | = numero
Poblacion_éxito | = numero
Miam_de_poblacion | = numero
Acumulado | = valor_logico

Devuelve la distribucion hipergeométrica.

Muestra_éxito es el nimero de éxitos en la muestra.

Resultado de la farmula =

Ayuda sobre esta funcion ‘ Aceptar | | Cancelar

Imagen 3. Microsoft Excel: funcién DISTR.HIPERGEOM.N

5.1.5 Modelo Binomial negativo
El modelo Binomial negativo se aplica cuando se desea calcular la probabilidad de
obtener el k-ésimo éxito, en la n-ésima prueba de Bernoulli.

La variable aleatoria X es el nimero de pruebas que se realizan y K el numero de éxitos,
p es la probabilidad de éxito, g = 1 — p probabilidad de fracaso en cada prueba.



flek,p) = (z } 1) p g k.

k = nimero de éxitos; K = 1,2,3, ....
X = namero de pruebas; X = 1,2, ..
p = probabilidad de éxito.

q = probabilidad de fracaso.

E(x) =

| &

k
Var(x) = —Z .
p

Ejemplo:

Si al programa de licenciatura en matematicas del 2010, se matricularon 60 estudiantes,
de los cuales el 15 % son mujeres, ¢cual es la probabilidad de que el 7° matriculado sea
la 2% mujer.

k = nimero de mujeres matriculadas; k = 1,2, ....

X = nimero de alumnos matriculados; X = 1,2, ..., 60.
p =0,15.

q = 0,85.

x—1
— k ,x—k
Que el 7° matriculado sea la 27 mujer:
6
£(7.2,0,15) = (1) x 0,152 X 0,855 = 0,0599 = 5,99 % .

R/ La probabilidad es del 5,99 %.

En la barra de herramienta de Excel, aparece el simbolo: fx (insertar funcion); al pulsar
clicc se despliega una ventana de dialogo; Buscar Estadisticas, seleccionar
NEGBINOM.DIST, Aceptar. Luego, digitar niumero de fracasos, numero de éxitos,
probabilidad de éxito y en la opcidbn acumulado, se digita 0 o falso, para obtener la
probabilidad individual del punto X, es decir f(x); y si digita 1 o verdadero, se obtiene la
probabilidad acumulada hasta ese punto, F(x) (ver Imagen 4).
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Probabilidad distribuciéon binomial negativa con Microsoft Excel

Buscar una funcion:

Escriba una breve descripcion de lo que desea hacery, a
continuacian, haga clicen Ir

O seleccionar una categoria: | Estadisticas

Seleccionar una funcidn:

MEDIA.GEOM

MEDIANA

MIN

MIMA

MODAUND

MODANVARIOS

MEGEINOM.DIST
MEGBINOM.DIST(nim_fracasos;nim_éxitos;prob_éxito;acumulado)

Devuelve la distribucion binomial negativa, la probabilidad de encontrar
num_fracasos antes que num_éxito, con probabilidad probabilidad_s de éxito.

Ayuda sobre esta funcion Aceptar | | Cancelar

MEGEINOM.DIST

Midm_fracasos ||

= nimero
Mum_éxitos | = nimero
Prob_éxito | = nimero
Acumulado | = walor_légico

Devuelve la distribucion binomial negativa, la probabilidad de encontrar nim_fracasos antes que nam_éxito,
con probabilidad probabilidad_s de éxito,

Mum_fracasos es el ndmero de fracasos,

Resultado de la formula =

Ayuda sobre esta funcidn | Aceptar | | Cancelar

Imagen 4. Microsoft Excel: argumentos de la funcion NEGBINOM.DIST.

5.1.6 Modelo Geométrico

Un experimento se ajusta al Modelo Geométrico si se cumple las siguientes condiciones:
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Existe una prueba de Bernoulli que se repite n veces.
Las pruebas son independientes (p constante).

La variable aleatoria X, indica el niumero de pruebas que se realizan hasta lograr el
primer éxito.

El modelo geométrico es un caso particular del modelo binomial negativo cuando K = 1.

La funcién de probabilidad correspondiente es: f (x) = pq*~*.

Para la variable aleatoria X del Modelo Geométrico, se tienen los siguientes parametros:

MediaE(X) =u =

SRR

Varianza: Var(X) = ¢% = %

Ejemplo:

Un vendedor realiza visita a 10 clientes potenciales; si la probabilidad de que hagan una
compra es del 80 %, determinar la probabilidad que el objetivo se logre con el tercer
cliente.

Solucion:

Sea X el nimero de clientes visitados.

La funcién de probabilidad correspondiente es:
f) =pg* "t =(0,8)(0,2)*".
Por tanto, la probabilidad pedida es: f(3) = (0,8)(0,2)3~1 = 0,032.

R/ La probabilidad de que se logre una venta con el tercer cliente visitado es del 3,2 %.
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Cdlculo de probabilidad de la Distribucion Geométrica (binomial negativa)
con Microsoft Excel (ver Imagen 5).

MEGEINOM.DIST

Midm_fracasos | | = ndmero

Mum_éxitos | = nimero

Prob_éxito | = nimero

Acumulado | = walor_légico

Devuelve la distribucion binomial negativa, la probabilidad de encontrar nim_fracasos antes que nam_éxito,
con probabilidad probabilidad_s de éxito,

Mum_fracasos es el ndmero de fracasos,

Resultado de la formula =

Ayuda sobre esta funcidn Aceptar | | Cancelar

Imagen 5. Microsoft Excel: argumentos de funcion, NEGBINOM.DIST.

5.1.7 Modelo Multinomial

Si en una prueba hay mas de 2 resultados posibles, no se puede hablar de éxito ni
fracaso; en su lugar, se designa por x; , i = 1,2,...,k, al nUmero de veces que se repite
cada uno de ellos en la muestra de tamafio n.

Sean las variables x;, x5, x3, ..., x;, como se indica enseguida:

x,: representa el niumero de veces que aparece el primer resultado.
X,: representa el nUmero de veces que aparece el segundo resultado.
x3: representa el nUmero de veces que aparece el tercer resultado.

xi: representa el nimero de veces que aparece el k-ésimo resultado.
k

Ademas, con cadax; = 0,1,2,-:+,n se cumple que: Z X;p=n
i=1
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La funcién de probabilidad multinomial correspondiente es:
|

P(X; = ay,X; = ag, o, X = ay) = P1al})2a2 "'Pkak'

a1! az! cee ak!

La Mediay la Varianza para cada variable x; se calculan asi:
Media: E(X;) = np; .
Varianza: Var(X;) = np;q;
Ejemplo:

En una empresa de la ciudad de Pasto, los empleados se clasifican segun su grado de
preparacion asi: el 40% son profesionales, el 35 % son bachilleres y el 25 % restante
tienen solamente educacién primaria. Si se toma una muestra de 12 empleados,
determinar la probabilidad de que en la muestra haya 5 profesionales, 4 bachilleresy 3
de primaria.

Solucién:

Funcion de probabilidad multinomial:
n!

— — — — : ai paz ag
P(Xl—al,XZ —az,...,Xk—ak)— | | |P1 PZ "’Pk .
al.az."'ak.

Con los datos del problema, se tiene:

P(Xl = 5,X2 = 4,X3 = 3) = 5!4!3!

(0,40)°(0,35)*(0,25)3 = 0,0662.

R/ La probabilidad de obtener una muestra con 5 profesionales, 4 bachilleres y 3 de
primaria es 0,0662.
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5.2 MODELOS CONTINUOS

En esta seccion se analizan los siguientes modelos de distribucién de variable aleatoria
continua:

Normal.
Ji-cuadrado.
t de Student.
F de Fisher.

5.2.1 Distribucion Normal

Una variable aleatoria x de una distribucion normal toma cualquier valor entre
—00 y + 0.

La funcién de probabilidad o funcién de densidad (planteada por Gauss), denominada
Funcion Normal, es la siguiente:

x— 2
flx) = 6_7(7) donde — o0 < x < +o0; u:mediay o desviacion estandar de x .

oV2n

La funcion f(x) representa la ordenada de la variable en el punto x.

La probabilidad en una funcion continua se determina como el area bajo la curva de la
funcion en un intervalo (a, b), es decir

b a
Pla<x<b)= ff(x)dx— J-f(x)dx=F(b)—F(a).

La grafica de esta funcidn es una curva en forma de campana; comunmente se la conoce
como Campana de Gauss.

El

Grafico 4 indica probabilidades en diferentes intervalos. En los valores X, =u—o y
X, = pu + o se ubican los puntos de inflexion, y la probabilidad deque P(u—o <X < pu +
o) = 06823 = 68,23 %.
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U—3c u—20 pu—o u ut+o u+2c p+30

Grdfico 4. Representacion de una distribucion normal

Por ejemplo:
P(u<X <u+o)=0,3413 = 34,13 %.

Partiendo del hecho que la curva es simétrica alrededor de la media u y que el area total
es 1, se puede afirmar que:

P(x>u = f f(x)dx=0,5.
0

0
P(x < ) = ff(x)dx ~05.

Se observa que, si cambia la media y, entonces la curva se desplaza en el eje x, a la
derecha o a la izquierda, y si cambia la desviacion estandar g, la curva se concentra o se
dispersa de la media, es decir, los datos se agrupan alrededor de la media o se alejan de
ella. En las graficas 5y 6, se puede observar lo indicado.



Ho Hi

Grdfico 5. Representacion de distribucion normal comparando dos medias

Se puede observar en el Grafico 5 que la curva de la izquierda tiene una media y, y la
curva de la derecha media p,, donde u; > .

k]

02

Grdfico 6. Representacion de distribucion normal comparando desviaciones estandar

Se puede observar en el Grafico 6 que, la curva en color azul tiene desviacién estandar
a, Y la curva en color rojo, desviacion estandar o, , donde g, < o,.

Dado que los valores de u y o determinan infinidad de curvas normales, entonces se
utiliza una Transformacion Lineal, con el fin de estandarizar la distribucion en una sola
curva, con media u = 0 y desviacion estandar o = 1.

La variable que transforma a x se llama Variable Estandarizada y se representa por z. La
ecuacion para la transformacion es la siguiente:
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La funcion correspondiente para la variable z estandarizada es como sigue:

1
0(z) = —e" 2% donde E(Z) =0y Var(z) = 0% = 1.

1
V2
Observaciones:

En la naturaleza existen muchos fendmenos que se distribuyen normalmente.

La distribucion normal, bajo ciertas condiciones, es una excelente aproximacion para
distribuciones discretas como la binomial y Poisson.

Algunas distribuciones muestrales con tamafios de muestras grandes se pueden
modelar con la funcién normal.

Cuando una variable aleatoria x es normal, para calcular probabilidades, es necesario

conocer la media x y la desviacion estandar o, con el fin de estandarizar la variable
. ., X—

mediante la expresion: z = T“

Una vez determinado Z, las probabilidades (que en este caso representan areas bajo

la curva normal) se determinan en una tabla de distribucién normal.

Para convertir un Modelo Binomial en Modelo Normal, se procede asi:

Se corrige la variable discreta x a continua, aumentando o restando 0,5. En el modelo
binomial, f(x) es la ordenada en el punto x; en cambio, en la normal es el drea en el
intervalox — 0,5 a x + 0,5.

Por ejemplo, f(10) en binomial, en la normal equivale a P(9,5 < x < 10,5).
P(x < 10) = F(10) en la binomial, en la normal equivale a P(x < 10,5).
P(x < 10) = F(9) en la binomial, en la normal equivale a P(x < 9,5).

Se determina la media = np y la desviacion estandar o = ﬂ

Se calcula z con la siguiente formula:

(x+05)—np

Jrqa

Se determina las probabilidades en una tabla normal estandarizada.

Cuando las muestras son grandes, es decir, n = 30, las distribuciones muestrales para
la media, la proporcién, la diferencia de medias y diferencia de proporciones, también
se distribuyen normalmente.
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Ejemplo:
Suponga que el 40 % de los estudiantes universitarios no estan de acuerdo con una

politica institucional. Determinar la probabilidad de que, en una encuesta realizada a
200 estudiantes, menos del 50 % no estén de acuerdo con la politica institucional.

Solucioén:

p =40 % = 0,40; n = 200.
q=1-p=1-0,40 = 0,60.

Media: = np = 200 x 0,40 = 80.

Desviacién estandar: o = \/npq = \/200 X 0,40 x 0,60 = 6,928.
Variable x < 100.

Variable corregida: x = x — 0,5 = 100 — 99,5.

(x+05) —-np (x+05) —u 995-80
YT Jwa o 6928
P(x < 50%) = P(x < 99,5) = P(z < 2,81) = 0,9975 = 99,75 % .
R/ La probabilidad que menos del 50% de los estudiantes tenga la misma posicion es
del 99,75 %.

= 2,81.

Soluciéon con Microsoft Excel

Insertar funcion estadistica DISTR.NORM.ESTAND.N, digitar el valor de z y, en
acumulado, 1, con lo cual se obtiene la probabilidad de que z sea menor que el valor
dado. Para determinar la probabilidad de que z sea mayor que el nimero dado, se lo
hace por complemento.

P(z < 1,96) = 0,9750
P(z > 1,96) = 0,0250
5.2.2 Distribucién Ji-Cuadrado

La distribucion Ji-Cuadrado es un caso particular de la distribucion Gamma, cuya
funcién de densidad se define de la siguiente manera:

X
x% B
fx,ap) = al part si0<x<oo,f>0a>1.

0 en otro caso.
La media y varianza se determinan de la siguiente manera:
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Media: u = f(a + 1).
Varianza: 02 = B?(a + 1)2

Se obtiene la Distribucion Ji- Cuadrado (x?), cuando en la distribucién Gamma se
cumplen las siguientes condiciones:

En este caso, la funcién de densidad de Ji- Cuadrado esta dada por la siguiente
expresion:

e
X—V six?>0
fl) = r %)*27

0siy2>0
Donde v = n — 1, grados de libertad.

Los grados de libertad corresponden al nimero de valores que libremente se puede
asignar para

obtener un resultado. Por ejemplo, si la suma de 5 nimeros debe dar 50, se puede
asignar cuatro valores libremente y el quinto queda determinado por la diferencia.

La media y varianza respectivas son:

Media: u =v.
Varianza: 2 = 2v.

El estadigrafo Ji-Cuadrado que se utiliza en las aplicaciones se determina con la
siguiente expresion:

,  (n—1)s? 5 _
X'=——=; donde S“ es la varianza sesgada de la muestra.
o
$2
x%= — donde S? es la varianza insesgada de la muestra.
o
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Donde n — 1 = v, grados de libertad (ver Grafico 7).

Distribucion Ji-Cuadrado

0] 2 4 6 8 10 12
0’35 i L L i 'l

o} 1 2 3 a 5 6 7 8 9 10
xz
Grdfico 7. Distribucion Ji-Cuadrado con diversos grados de libertad

Los valores v corresponden a los grados de libertad, que dependen del tamafio de la
muestra; a medida que aumenta v, la distribucién tiende a ser simétrica.

Probabilidad a la izquierda distribucion Ji-Cuadrado con Microsoft Excel

Insertar funcidn Estadistica, DISTR.CHICUAD, digitar valor de la variable y grados de
libertad. En acumulado digitar 0, para obtener la ordenada f(x); y, 1, para obtener
F(x), que corresponde a la probabilidad acumulada de la variable (ver Imagen 6).

DISTR.CHICUAD

X || nimero

Grados_de_libertad | nimero

Acumulado | valor_logico

Devuelve la probabilidad de cola izquierda de la distribucion chi cuadrado.

X es elvalor en el que se desea evaluar la distribucion, un ndmero no
negativo,

Resultado de la formula =

Ayuda sobre esta funcidn | Aceptar || Cancelar |

Imagen 6. Microsoft Excel: argumentos de la funcion DISTR.CHICUAD

5.2.3 Distribucion t de Student

La distribucion t de Student se expresa asi:

— =]

w=2
wv=3

=4
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Z es una variable aleatoria con distribucién normal estandar, es decir, con media u =0
y varianza ¢? = 1.

V es una variable continua que tiene una distribucion Ji-Cuadrado con v grados de
libertad.

Las variables z y V son independientes.

Las funciones de densidad y acumulativa correspondientes son las siguientes:

v+1 v+l
F( 2 ) 1+ x? 2
flx) =
v v
vrll ?)
1 v+1
F == I
) 2+x< 2 )
Opara v > 1.

Valor esperado: pu = {Indefinida para otros casos.

v

. arav > 2.
Varianza: ¢% = {v P

Indefinida para otros casos.

El estadigrafo t que se utiliza en las aplicaciones es similar a Z, tal como se indica
enseguida:

X—u
Z="7
Vn
X — o
t= S ,donde S es desviacion estandar sesgada.
Vn—1
X—u . o
t= 3 ,donde S es desviacidn estandar insesgada.
Vn

Donde n — 1 = v, representa los grados de libertad.



Distribucion t

— = ]

v=2

Titulo del eje

v=>5

v=30

Grdfico 8. Distribucion t de Student con diversos grados de libertad

En el Grafico 8, v representa los grados de libertad, los cuales dependen del tamafio
de la muestra. La distribucién t se aproxima a la normal cuando las muestras son
grandes, es decir, cuando n > 30.

La distribucién de probabilidad t de Student se aplica para estimar y hacer prueba de
hip6tesis de la media de una poblacién cuando el tamafio de la muestra es pequefio

(n £ 30) y se desconoce la desviacion estandar; por lo cual, para calcular el error estandar del
promedio muestral, se utiliza siguiente la férmula:

n—1_\/ﬁ'

S §

Probabilidad a la izquierda distribucion T de Student con Microsoft Excel

Insertar funcion, DISTR.T.N, digitar valor de X y grados de libertad; 0, en acumulado
para obtener f(x)y, 1, para F(x) (ver Imagen 7).
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Buscar una funcian:

Escriba una breve descripcion de lo que desea hacery, a I

continuacién, haga clic en Ir

0 seleccionar una categoria: | Estadisticas |E|

Seleccionar una funcidn:

DISTR.HIPERGEON.N ~
DISTR.LOGMORM

DISTR.NORM.ESTAND.M

DISTR.NORM.N

DISTR.T.2C

DISTR.T.CD

DISTR.T.N R4

DISTR.T.N(x;grados_de_libertad;acumulado)
Devuelve la distribucidn t de Student de cola izquierda.

Ayuda sobre esta funcidn Aceptar | | Cancelar

nimero

namero

valor_ldgico

Devuelve la distribucidn t de Student de cola izquierda.

X es elvalor numérica para evaluar la distribucion.

Resultado de la formula =

| Aceptar || Cancelar

Ayuda sobre esta funcidn

Imagen 7. Microsoft Excel: argumentos de la funcion DISTR.T.N

5.2.4 Distribucion F de Fisher

La distribucion F es una distribucion de probabilidad de una variable aleatoria
continua; se la conoce como F de Fisher.
Una variable aleatoria de distribucion F se define como sigue:

F=-.

Donde, U; y U, tienen una distribucién Ji-Cuadrado con d, y d, grados de libertad,
respectivamente.



SZ
El estadigrafo F utilizado en las aplicaciones es: F = 5—12
2

Distribucion F

0,2
> v1=6,v2=1
S v1=4,v2=2
o
= v1=5, v2=7
'—

vl=7,v2=2

Grdfico 9. Distribucion F con diversos grados de libertad

La distribucién F se aproxima a una distribucion normal cuando los tamafios de las
muestras son mayores que 100; es decir: n; > 100 y n, > 100 (ver Grafico 9).

Probabilidad a la izquierda Distribucion F, con Microsoft Excel

Insertar funcion estadistica, DISTR.F.N, digitar el valor de x y grados de libertad 1y
grados de libertad 2; y, en acumulado, 0 para f(x), y 1, para F(x) (ver Imagen 8).
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Buscar una funcion:

Escriba una breve descripcion de lo que desea hacery, a
continuacion, haga clic en Ir

O seleccionar una categoria: | Estadisticas

Seleccionar una funcidn;

DISTR.EINOM.SERIE
DISTR.CHICUAD
DISTR.CHICUAD.CD
DISTR.EXP.M
DISTR.F.CD

DISTR.F.M

DISTR. GAMMALM v

DISTR.F.N{x;grados_de_libertad 1;grados_de_libertad2;acumulado)
Devuelve la distribucion [de cola izquierda) de probabilidad F (grado de
diversidad) para dos conjuntos de datos.

Ayuda sobre esta funcion Aceptar | | Cancelar

nimero

nimero

numero

valor_logico

Devuelve la distribucion (de cola izquierda) de probabilidad F (grado de diversidad) para dos conjuntos de
datos.

X es elvalor para evaluar la funcion, un ndmero no negativo.

Resultado de la farmula =

Ayuda sobre esta funcion | Aceptar | | Cancelar

Imagen 8. Microsoft Excel: argumentos de la funcion DISTR.F.N
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CAPITULO 6
DISTRIBUCIONES MUESTRALES

Si en una poblacion se consideran todas las muestras posibles del mismo tamafio ny
en cada muestra posible se calcula un estadistico, ya sea el Promedio, la Varianza, la
Desviacién Estadndar, la Proporcién de Exitos, etc., entonces los resultados son
diferentes en cada una de las muestras y conforman una nueva variable aleatoria, con
su correspondiente distribucion de probabilidad Ilamada Distribucion Muestral de
Promedios, Varianzas, etc., segun el caso. Estas distribuciones se aproximan a una
distribuciéon normal, t de Student, Ji-Cuadrado o F de Fisher. En cada variable, es
importante determinar el valor esperado y el error estandar.

6.1 RESUMEN DE DISTRIBUCIONES MUESTRALES

La Tabla 3 y la Tabla 4 contienen un resumen de variables aleatorias que se pueden
modelar con una distribucion normal y t de Student, respectivamente, con sus
correspondientes valores esperados y desviacion estandar. Por su parte, la Tabla 5
contiene la distribucion Ji-Cuadrado, con los correspondientes limites para la
estimacion y pruebas de hipotesis de varianza.

6.1.1 Variables aleatorias con distribucién normal

La Tabla 3 presenta un resumen de variables aleatorias con distribucién normal.
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Tabla 3. Resumen de variables aleatorias con distribucién normal

Variable Valor esperado Error estandar
X2 E(R) = n g =
p=- ) =7 o5 = |2
D=X-%, ED)=6=m 1y B
nq n,
Ap =P, — P, E(Ap) = Ap = p1 — p, ou Jﬁl*ﬁl+ﬁz*ﬁz

6.1.2 Variables aleatorias con distribucién t de Student

La Tabla 4 presenta un resumen de variables aleatorias con distribucion t.

Tabla 4. Resumen de variables aleatorias con distribucion t

Variable Valor esperado Error estdndar estimado
— X — S
g-2X EX)=p Sx =
n n—1
5 = )_( E(B) 5= _ G — n1512 + n2522 ny +ny
=41 2 H1 — U2 D= A, —2 |nen,
D)2
__—) - D e
D=T E(D)=6=,u1—,u2 n—1
S— =
g Vn

6.1.3 Distribucioén Ji-Cuadrado

La Tabla 5 presenta un resumen de limites de ajuste de la funcion Ji-Cuadrado.

_2
X=X)

A . . 2
§2 varianza insesgada. § = Y ~———.

n—1
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. 2
s? varianza sesgada. S

_ oy X=X)?
=Y.

Tabla 5. Resumen de limites de ajuste de la funcion Ji-Cuadrado

Variable Limite inferior Limite superior
(n—1)§2 (n— 1)8? (n—1)8?
X=— e Ly=——7—
a? X2 X1
2 ns? ns?
XZ — E Li = —5 LS = —
a? X2 X1

6.2 DISTRIBUCION MUESTRAL DE LA MEDIA

La Media x de una muestra de tamafio n, para n >30, tomada de una poblacién con
distribucion normal, con media x y desviacidon estandar o, se distribuye normalmente
con media ¢y desviacion oz dada por la siguiente expresion:

Ver ejemplo de la seccidén “7.1.2 Distribucion Muestral de Medias” (p. 85).

6.3 DISTRIBUCION MUESTRAL DE LA PROPORCION DE EXITOS

La proporcion de éxitos p en una muestra de tamafio grande, n > 100, se distribuye
normalmente con E(p) = py error estandar o3 , dado por la siguiente expresion:

Pq
.

p

La variable z tipificada esta dada por la siguiente relacion: Z = p-rp .
rq
n

=
=
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Ver ejemplo de la seccién “7.1.3 Distribucién Muestral de Proporcién de Exitos” (p. 86).

6.4 DISTRIBUCION MUESTRAL DE DIFERENCIA DE MEDIAS

Si se toma dos muestras de dos poblaciones normales o de la misma poblacién
normal, con promedios y varianzas conocidas, la distribucion muestral de la diferencia
de medias se distribuye normalmente.

Descripcion Poblacion No. 1 Poblacion No. 2
Media U1 Uz
Varianza 0,2 05>
Tamanfo de ny n,
muestra

Promedio muestral Yl Yz

Diferencia de medias muestrales: D = X; — X, .

Diferencia de medias poblacionales: § = pu; — i .
Si las muestras fueran de la misma poblacion, § = 0, ya que py = u, = p.
0,2 0%

Desviacion estandar de la diferencia: 6p = |— + —.
n N

. _— D-¢
Variable Z tipificada: z = .
)

Ver ejemplo de la seccién “7.1.4 Distribucion Muestral de Diferencia de Medias” (p.

87).

6.5 DISTRIBUCION MUESTRAL DE DIFERENCIA DE
PROPORCIONES

Si se toma dos muestras de dos poblaciones o de la misma poblacion, se encuentra la
proporcion de éxitos en cada muestra, dividiendo el nimero de éxitos entre el
tamafno de la muestra, asi:
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La distribucién muestral de diferencia de proporciones, Ap, se distribuye
normalmente con media Ap, calculada asi:

E(Ap) = Ap = p; — ps.

. , P191 D292
Desviacién estandar: Onp = + —.
nq np

(51 - 52) - (pl - pZ)
O-Aﬁ '

Variable Z tipificada: z =

Ver ejemplo de la seccién “7.1.5 Distribucion Muestral de Diferencia de Proporciones”
(p. 88).
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CAPITULO 7
APLICACIONES DE LA DISTRIBUCION NORMAL

La Distribucion Normal se puede utilizar para realizar calculo de probabilidades,
estimacién por intervalos y para contraste de hipotesis.

7.1 CALCULO DE PROBABILIDADES

7.1.1 Distribucion Normal

Para calcular una probabilidad, se encuentra Z con la féormula que corresponda y se
determina los valores en la tabla normal Z.

Ejemplos:

Sea la variable X que mide los puntajes del ICFES en el ultimo afio, donde la media
u = 300 puntos y la desviacién estandar g = 20.

_X—pu_ X—300

Z
o 20

Determinar el porcentaje de estudiantes que obtuvieron menos de 330 puntos.

_X—p  330-300

Z
o 20

1,5.

P(X < 330) = P(Z < 1,5) = 0,9332 = 93,32%.

Determinar el porcentaje de estudiantes que obtuvieron mas de 330 puntos.
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P(X>330)=P(Z>15=1-P(Z<15) =1-09332 = 0,0668 = 6,68% .
Solucion con Microsoft Excel

Insertar funcién DISTR.NORM.N, digitar el valor de la variable X, la media y la
desviacion estandar; en acumulado, 1 Aceptar (ver Imagen 9).

Igual en todas las distribuciones muestrales con Normal, en X digitar el valor de la
variable, en media el valor esperado y en lugar de desviacion estandar teclear el valor

del error estandar.

Calculo de la probabilidad de la cola izquierda distribucién normal, utilizando
Excel

Buscar una funcién:

Escriba una breve descripcion de lo que desea hacery, a
continuacion, haga clic en Ir

O selectionar una categoria: | Estadisticas

Seleccionar una funcign:

DISTR.F.M
DISTR.GAMMAM
DISTR.HIPERGECM.M
DISTR.LOGMORM
DISTR.NORM.ESTAMD. M

DISTR.NCORM.M
W

DISTR.T.2C

DISTR.NORM.NOcmedia;desv_estandarnacumulado)
Devuelve la distribucion normal para la media y la desviacion estandar
especificadas.

Ayuda sobre esta funcidn Aceptar | | Cancelar
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DISTR.MORM.N

numero

numero

numero

valor_lagico

Devuelve la distribucion normal para la media v la desviacion estandar especificadas.

X es el valor para el que desea la distribucian.

Resultado de la farmula =

Ayuda sobre esta funcion | Aceptar | | Cancelar

Imagen 9. Microsoft Excel: argumentos de la funcion DISTR.NORM.N

En el mend, escoger la opcidon herramientas, distribuciones muestrales, distribucion
normal.

Digitar la media y la desviacion estandar. Aceptar. Digitar limite inferior, seleccionar
area a la izquierda limite inferior y pulsar clic en Aceptar.

Calculo de la probabilidad en la distribucién normal con Statgraphics (ver Imagen 10).
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Cancelar

— Calcular
= Area limite inferiar

™ Area limite superiar

" fyea entre limites

" Area fuera de limites

™ Walar critico inferior para un rea dada
™ “alor critico superior para un &rea dada
™ Walor critico conteniendo un &rea dada

™ Walor ctitico excluyendo un drea dada

Ayuda
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H Distribucianes en el muestreo

Distribuciones en el muestreo
Dislribucién Nommal

ENTI

Arga inferior 330,0 = 0.933193

El StatAdvisor
Thig procedure allows you to caleulate tail areas and critical values for 4 commeon sampling distibulions

Normal (Media=300,Desv. Est=20)

Probabilidad = 0,933193
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0,016 L
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D
[7]
(=

D008} ]

0,004 - 1
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X: 3300

Imagen 10. Respuesta y grdfica mediante Statgraphics

7.1.2 Distribucion Muestral de Medias

Corresponde a la distribucién muestral de X .

Ejemplo:

La diferencia con el problema anterior es que ahora se toma una muestra y se busca
la probabilidad del promedio. Si se toma una muestra de 36 estudiantes, determinar
la probabilidad que el Promedio sea inferior a 310 puntos.

Solucidén:

Promedio muestral: X = 310.

Promedio poblacional: u = 300.
Desviacion poblacional: ¢ = 20.
Tamanfo de la muestra: n = 36.

o 20
Error estandar o error tipico: 0y = —= = —
vn /36



X—p 310—300

7 =
g 3,33
Vn

P ()? < 310) = P(Z < 3) = 0,9987 = 99,87 %.
R/ El 99,87 % de las muestras de tamafio 36 tendrian una media menor a 310 puntos.

7.1.3 Distribucién Muestral de Proporcién de Exitos

Corresponde a la distribucién muestral de proporcion de éxitos p .
Ejemplo:

El 40 % de los pacientes hospitalizados son mujeres. Si se toma una muestra de 200
pacientes, determinar la probabilidad de que menos de 90 sean mujeres.

Solucion:

Porcentaje de poblacion: 0,40.

Porcentaje de mujeres: p = 0,45.

200

Desviacion de la proporcion:

_ [oaxo6 _ o
%= |7 200 U

P—p 045— 040
Syl = 1,67.
5q 003
n

Z

P(x < 90) = P(P < 0,45) = P(Z < 1,67) = 0,9525 = 95,25 %.

R/ La probabilidad que haya menos de 90 mujeres en una muestra de 200 pacientes,
0 equivalentemente, la probabilidad que menos del 45 % sean mujeres, es de 0,9525.
También significa que el 9525% de las muestras aleatorias del mismo tamafo
tendran menos del 45 % de mujeres.
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La probabilidad de que un trabajador ascienda de cargo es del 60%. Si en una
empresa hay 40 trabajadores, determinar la probabilidad de que la proporcidn de la
muestra de personas que ascienden de cargo sea mayor del 65 %.

Solucidén:

Probabilidad de ascenso: p = 0,60.
Numero de trabajadores: n = 40.

P(p > 65%) =?

0,761l

0, 2389

s

Grdfico 10. Proporcidon de que una muestra de personas sea mayor del 65 %

P(p > 65%) =1-P(Z<0,71)

P(® > 65%) =1 —0,7611)

P(p > 65%) = 0,2389.

P(p > 65%) = 23,89 % (ver Grafico 10).

R/ El 23,89 % de todas las muestras del mismo tamafio, tienen un porcentaje de
ascensos mayor que el 65 %.

7.1.4 Distribucion Muestral de Diferencia de Medias

Corresponde a la distribuciéon muestral de diferencia de medias D .
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Ejemplo:

Para el proyecto de acueducto de una vereda de Narifio, la gobernacion destina
fondos a la compra de tubos de transporte de fluidos a dos compafias diferentes, a
saber, las compafiias Alfa S. Ay la Beta S. A. Los tubos distribuidos por la primera
compafia tienen una vida media de 7,2 afios, mientras que los de la segunda, de 6,7
afnos. Cuentan con una desviaciéon estandar de 0,8 y 0,7 afios, respectivamente.

Determine el error estandar y la probabilidad de que una muestra aleatoria de 40
tubos de la compafiia Beta S. A. tenga una vida promedio que sea un aflo menor que
la vida promedio de una muestra aleatoria de 34 tubos de la compafiia Alfa S.A.

Solucién:
Ui = 7,2, g1 = 0,8, ny = 34 .
Uy = 6,7; gy, = 0,7; n, = 40.

Variable: D = X; — X, = 1.

E(D)=p —uy=72-67=05.

, 0'12 0'22 0,82 0,72
Error estandar: o = P + o = EvE + 20 =0,17.
1 2

D—EMD) 1-05
Z= = =294.
05 0,17
P(D <1) =P(Z <294) =0,9984.

R/ La probabilidad que la diferencia de medias de vida entre tubos de la compafia
Beta S. A. sea de un afio inferior a los de la compafia Alfa es del 99,84 %.

7.1.5 Distribucién Muestral de Diferencia de Proporciones

Corresponde a la distribucién muestral de diferencia de proporciones Ap .

Ejemplo:

Se cree que el 80% de los habitantes de la ciudad 1y el 65 % de los habitantes de la
ciudad 2 aceptan un producto X. Se realizan encuestas en estas dos ciudades,
considerando 100 personas de la ciudad 1y 100 personas de la ciudad 2, elegidos al
azar. Determinar el error estandar y la probabilidad de que la diferencia de
proporciones sea menor del 20 %.
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Solucién:

Datos ciudad 1:
r1=084¢q,=1-08=0,2; n; =100.
Datos ciudad 2:

p, =0,65; g, =1—-0,65=0,35; n, =100.
Valor esperado:

Ap =p,—p; =0,8—0,65=0,15.

_ ’Pl‘h p2q2 _ |08%02 0,65%0,35
Opp = n1 + " —\/ 100 + 100 = 0,062.

(7, =7,) —@1—p2) _020-015 _
Oap 0,062 e

7 =

P(AP < 20%) = P(Z < 0,81) = 0,7910 = 79,10 % .

R/ El 78,81 % de las muestras de 100 habitantes de la ciudad 1y 100 habitantes de la
ciudad 2, tendran una diferencia de porcentaje menor al 20 %.

Calculo de probabilidad de la distribucién muestral diferencia de proporciones con
Statgraphics

En el Men, seleccionar herramientas, Distribuciones Muestrales, se puede encontrar
probabilidades con Distribucién Normal, t, Ji-Cuadrado y F de Fisher, digitando los
valores solicitados en cada caso; probabilidad a la izquierda, a la derecha o entre dos
valores y su representacion grafica para cada distribucién (ver Imagen 11).
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7.2 ESTIMACION DE PARAMETROS

La estimacion de un parametro puede ser puntual, para lo cual basta calcular el
estadigrafo en la muestra y se toma ese resultado como estimacion del parametro.

Mediante esta estrategia, no es posible detectar el margen de error de la estimacion,
ni la precision, ni el grado de confiabilidad; en cambio, si se realiza una estimacion por
intervalos, buscando un limite inferior y otro superior, dentro de los cuales, se espera,
esté incluido el parametro, se puede medir el margen de error, la precision y la
confiabilidad del parametro estimado.

Un estadigrafo se considera un buen estimador del pardmetro si cumple las siguientes
condiciones:

Insesgabilidad. Un estadigrafo # es insesgado si su valor esperado es igual al
paradmetro; es decir: E(9) = 6.

Consistencia o precision. Un estadigrafo es consistente si cumple que:
P(|6 —6| <e) - 1 cuandon - .

Eficiencia. Si existen dos estadigrafos para estimar un parametro, es mas eficiente el
gue tenga menor variabilidad.

Suficiencia. Un estadigrafo cumple este criterio si para calcularlo se utiliza toda la
informacion de la muestra.

Los siguientes estadigrafos: promedio aritmético, proporcidn de éxitos, diferencia de
promedios y diferencia de proporciones, cumplen los criterios para ser un buen
estimador del parametro.

7.2.1 Estimacion por intervalos para la media (u)

Los limites de confianza para la media poblacional se obtienen de la siguiente forma:

Promedio de muestra *+ Za X error estandar de la media.
2

o
Margen de error: Za X — .

z Vn
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— o
Limites de confianza: X + Za X — .
2 Vn

Sila poblacion es muy grande (N > 30) o infinita, entonces,

La expresion 1 —a se denomina Grado de Confianza y es la probabilidad de que la
media u se encuentre entre los dos limites determinados.

Enseguida, para cada grado de confianza, se muestra el valor Za« correspondiente:
2

Sil— a =90%,entonces Za = 1,65 .
2

Sil—a = 95%,entonces Z« = 1,96 (ver Grafico 11).
2

Sil—a = 98%,entonces Za = 2,33 .

2

Sil—a =99%,entonces Za = 2,58.
2

0,95

N

1
1.96

Grdfico 11. Estimacion por intervalos para la media

El margen de error para poblaciones grandes o infinitas es:
g
F=zax(2).
2 \Vn

De aqui se puede obtener el tamafio n de la muestra para poblaciones infinitas:

2
Za“o?
2
EZ

n=



Para poblaciones finitas de tamafio N < 30, el margen de error se determina por la
formula:

E=Zax| Zx &M
—a\m T v =

El dltimo radical se conoce como Factor de Correccion para Poblaciones Finitas. De esta
expresion se obtiene, el valor de n que representa el tamafio de la muestra para
poblaciones finitas:

Za?02N
2

n= .
(N — 1)E? + Za?0?
2

Ejemplo:

Se desea conocer el grado de anemia en pacientes de una ciudad; para lograrlo, se
toma una muestra de 100 pacientes diabéticos que acuden a la unidad renal del
hospital local. Después de medir la hemoglobina en miligramos por decilitro, se
encuentra un promedio de 8,64 ml/dl y una desviacién estandar 2,32 ml/dl. Utilice un
nivel de significancia del 98%.

Solucion:

Promedio de la muestra: X = 8,64 .

Valor Za para un nivel de significancia del 98%: Za« = 2,33 .
2 2

. s . l
Desviacion estandar: o = 2,32 %

Tamafo de la muestra: n = 100.

_ o 2,32
Limite inferior: L; = X — Za * — = 8,64 — 2,33 * =8,64 — 0,53 =8,01ml/dl.
l z Vn V100 /

— o )
Limite superior: Ly = X + Za * — = 8,64 + 2,33 *

2 Vn V100

=8,64+ 0,53 =9,27ml/dl.
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Entonces, se tiene que:

— o — o
P(X—Za*—SuSX+Za*—)=1—a — P(8,01 < 1t <9,27) = 98%.
7 n 7 n

Con una confiabilidad del 98%, se puede afirmar que el grado medio de anemia en
dicha poblacién, oscila entre 8,01 ml/dl y 9,27 ml/dl.

En esta investigacion, el margen de error es el siguiente:

E=2Z ( 7 ) 2,33 232 0,53 ml/dl
= | —=] =2, * =0, m
z \Wn V100

R/ Con una confiabilidad del 98 %, se puede afirmar que el grado medio de anemia de
la poblacion estudiada oscila entre 8,01 ml/dl y 9,27 ml/dl.

Si el margen de error E = 0,53 se reduce a 0,30, entonces el nuevo tamafio de la
muestra seria:

2 2
220" 9332322
n=to = =325,

7.2.2 Estimacion por intervalos para la proporcion (p)

Los limites de confianza para la proporcidn de la poblacién se obtienen asi:

Proporcién muestral + Za X error estandar de la proporciéon .
2

pXxq
Limites de confianza: p + Za X —
2

’_ <7
Margen de error: E = Za X u .
pXxq pXxq
La probabilidad es: P p — Za X Za X =1-a«a.
2




1— a. se denomina Grado de Confianza; corresponde a la probabilidad de que el
parametro se encuentre entre los limites inferior y superior indicados.

El valor a representa el riesgo de la estimacién y corresponde a la probabilidad de
qgue el parametro no se encuentre entre los limites inferior y superior planteados.

Valores de 1 — « frecuentes:

Sil—a =90%,entonces Za = 1,65.
2

Sil—a =95%,entonces Za = 1,96.
2

Sil—a=98%,entonces Za = 2,33.
2

Sil—a=99%,entonces Za = 2,58.
2

Margen de error: E = Za * ’% .
2

Despejando n, que corresponde al tamafio de la muestra, se obtiene:

Tamafio de la muestra para poblaciones infinitas o N > 30:

Za’pq
n= ZEz ,en lugar de pq se puede utilizar el maximo producto pq = 0,25.
: . . rq  |(N—mn)
Para poblaciones finitas de tamafio N < 30: E = Za X |—X .
2 n (N—-1)

El dltimo radical se conoce como Factor de Correccién para Poblaciones Finitas -
FCPF.

Despejando n, se obtiene el tamafio de la muestra para poblaciones finitas de tamafio
N < 30:

Za’pqN
2

n= > .
(N-1E +Z% rq
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Ejemplo:

Una encuesta realizada a 500 amas de casa en la ciudad de Pasto dio como resultado
que 350 de ellas consumen leche en polvo. Determinar un intervalo del 95% de
confianza para la verdadera proporcion de consumidores de leche en dicha ciudad.

Solucidén:

350
Proporciéon muestral: p = T00 = 0,75=75%.

Dado que el intervalo de confianza es del 95%, entonces Za = 1,96 .
2

Limites de confianza para p:

Dado que el parametro p es desconocido, en el error estandar se utiliza su
estimacion, es decir, p.

e - pXq

Limite inferior: L; =p — Za X |—— .
7 n
0,75 x 0,25

L; =0,75-1,96 x o0 - 0,75-10,019=10,731 =73,1%.

o : _ pXq
Limite superior: Ly = p + Za X at

2

. . 0,75 x 0,25

Limite superior = 0,75 + 1,96 X oo - 0,75+ 0,019 = 0,769 = 76,9% .

075 0,25
Margen de error: E = Zax =196 X |[———=10,019=1,9%.
px — P*
—ZaX p<p+ZaX =1—-a—P0,731<p<0,769) =95%.
2

R/ El verdadero porcentaje de consumo de leche oscila entre el 73,1% y el 76,9%,
afirmacion que se efectua con un 95% de confiabilidad y con un margen de error del
1,9%.
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Si se acepta un margen de error del 3%, el nuevo tamafio de muestra seria:

2
_Z2Pd 1,962x05% 05 L06
"TTEr T 0,032 - '

7.2.3 Estimacioén para diferencia de medias (8 = uy — 1)

Los limites de confianza para la distribucién de la diferencia de medias son:

Variable: D = X; — X, .

2 2
, . . 01 03

Error estandar de la diferencia: 0 = |[— +—.
nq np

012 0y

01”02

Margen de error: E = Za ¥ |— +—.
2 ng Ny

Limites de confianza: D + Za X 0p -
2

La probabilidad es: P D — ZaX ;n_+n_<6<D+Zax —+— =1l-a.
1 2

Ejemplo:

Suponga que dos grupos de estudiantes resuelven un examen idéntico. El
primer grupo estd formado por 30 estudiantes de la instituciéon A, con
promedio 85y una varianza de 240; el segundo grupo esta conformado por 40
estudiantes de la institucién B, con promedio 80 y varianza 340. Determinar los
limites del 95 % de confianza para la verdadera diferencia de promedios.

Solucion:

D=X,-X,=85-5=80.



_|od? +022 B 240+340 406
DT | T, 30 T 40 T U™
Limites de confianza: D + Za X o5 =5+£196%x4,06=5+795.
2

Limite inferior: L; = D — ZaXop5=5—196X4,06=-2,95.
2

Limite superior: Ly = D + Za X o5 =5+196 x4,06=12,95.
2

. 02 0,2 . 02 0,2
P|D—ZaX |—+—<6<D+ZaX |—+—|=1—a=
7 nq n, 2 ny ny

P(=2,95 < § < 12,95) = 95 %.

Para los casos en los que el limite inferior es negativo y el superior positivo, no existe
diferencia significativa entre los promedios, hecho que se puede verificar al realizar la
prueba de hipdtesis correspondiente, tema que se estudiara mas adelante, en la
seccion de prueba de hipotesis.

R/ Con una probabilidad del 95 %, se puede afirmar que la verdadera diferencia de
promedios esta comprendida entre —2,95 y 12,95.

7.2.4 Limites de confianza para diferencia de proporciones (Ap = p; — p2)

..
p, n1YP2 g
Ap=Dp,—p,

— X+ X
p_n1+n2
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Con este error se tiene mayor precision en la estimacion, es decir, la diferencia entre
Lgy L; €s menor.

Ejemplo:

Mediante un intervalo de confianza del 98 %, se desea conocer la verdadera
diferencia de porcentajes de alumnos que aprueban la materia de Estadistica seguin
género, sabiendo que, de 30 hombres, aprobaron 25, y de 20 mujeres, aprobaron 15.

Solucién:

_ X _ X

p1_n1y z_nz'

Ap=p,—p,

5= 2 g3y 5 =220 s
Pi= T30 VY P2T T 0T
_ X;+X, 25+15 40

p = = = 0,8.

n +n, 30420 50

Ap=p, —p,=083-0,75=0,08.

(1 1
Opxp = |Pq <Tl—1 + n—2>

Limites de confianza:

’ 1 1
(ﬁl — ﬁz) t+Za X |Pq (— + —) =0,08+ 2,33 x0,115 = 0,08 + 0,268.
2 ng Ny

Limite inferior: L; = 0,08 — 0,268 = —0,188 .
Limite superior: Lg = 0,08 4+ 0,268 = 0,348 .

De la relacion de probabilidad se tiene lo siguiente:
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P{ (p,-P,) — Za X “(1+1)<AP<(_ D,) + Za X “(1+1) =1
pl pz % pq ny n, pl pz % pq ny n, - a.

De aqui se sigue que: P(—0,188 < AP < 0,348) = 98%.

R/ La verdadera diferencia de proporciones esta entre — 0,188y 0,348; por lo tanto, no
existe diferencia significativa entre los porcentajes de alumnos que aprueban la
materia.

7.3 PRUEBAS DE HIPOSTESIS

Las hipotesis son supuestos que el investigador hace acerca de los parametros de una
poblacion para decidir si un parametro ha cambiado. Por ejemplo, para determinar si
un nuevo medicamento es mas eficiente que otro; sin método de ensefianza produce
mejores resultados que otro.

7.3.1 PROCEDIMIENTO

Para realizar una prueba de hipotesis se deben aplicar los siguientes pasos:

Determinar la distribucion de probabilidad adecuada

La distribucién de probabilidad puede ser normal, t de Student, Ji-Cuadrado, F
(Fisher).

La Distribucion Normal se utiliza para pruebas de hipotesis en poblaciones con
distribucion normal, en los siguientes casos: a) Si la muestra es pequefia (n <
30) y se conoce la desviacién estandar de la poblacidon (o); b) la muestra es
grande (n > 30) sin importar si se conoce o no el valor de la desviacién
estandar (o).

La Distribucion t de Student se utiliza para muestras pequefias (n < 30) y no se
conoce la desviacion estandar (o) de la poblacion. Se aplica para realizar
pruebas de hipdtesis de la media y en diferencia de medias en muestras
dependientes e independientes.
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La Distribucion Ji-Cuadrado se utiliza para realizar prueba de hipétesis de la
varianza poblacional en muestras de tamafio menor o igual que 100. También
se utiliza en pruebas no paramétricas como la prueba de independencia, de
homogeneidad y de bondad de ajuste. La prueba de independencia permite
comprobar si existe relacion entre dos variables cualitativas; y la prueba de
bondad de ajuste se utiliza para comparar si una distribucion de frecuencias se
aproxima a una distribucién de probabilidades.

La Distribucion F se utiliza para comparar dos varianzas, en analisis de varianza
(también llamado anova) y en otras pruebas no paramétricas.

Plantear las hipodtesis.

Se plantea dos hipétesis: hipdtesis nula, que se representa por Hy, y la
hipotesis alterna o de trabajo, que se representa por H;.

Ejemplo:

Si las hipotesis se refieren a la media de la poblacion, se pueden presentar tres casos:
prueba unilateral derecha, izquierda y bilateral, como se indica en la Tabla 6. El
sentido de la prueba lo determina la hipotesis alterna, tal como se indica en la Tabla 6.

Tabla 6. Ejemplo de planteamiento de hipétesis respecto a la media poblacional

Prueba unilateral derecha Prueba unilateral izquierda | Prueba bilateral
Ho: p < po Ho: > pg Ho: = po
Hy:p > po Hy:p < po Hy:p # po

Escoger el nivel de significancia a

a = probabilidad de rechazar la hipétesis Hy cuando es verdadera (Error tipo |).

Generalmente, este valor se escoge entre 1% y 5 %. Cuando se trabaja con el
5% Yy se rechaza la hipotesis nula, se puede concluir que existe una diferencia
significativa entre el estadistico de prueba y el parametro; y si se rechaza la
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hipdtesis nula con un nivel de significancia del 1%, la diferencia es altamente
significativa. Al ubicar el valor de significancia en la curva de probabilidad,
guedan definidas las regiones de aceptacion y de rechazo de H,,.

Representar grdficamente la situacion

Sin importar el tipo de distribucion el valor de a divide la curva en dos
secciones: region de aceptacion y region rechazo de la hipotesis nula.

Si la prueba es unilateral derecha, el valor de « se ubica en la cola derecha de
la curva; si es unilateral izquierda, a se ubica en la cola izquierda; y si es
bilateral, el valor de a se ubica % en cola derecha y% en la izquierda. El valor de

a determina un valor critico Z,, t,, x? , F,.

al

El Grafico 12, corresponde a una representacion de una prueba unilateral
derecha.

Aceptar Ho

Rechazar Ho

Grdfico 12. Ejemplo de zona de aceptacion y rechazo de la hipdtesis nula

Calcular el estadigrafo de prueba Z, t, y’o F

Se determina con la féormula correspondiente a la distribucion.

Plantear las reglas de decision, y, comparar los valores y tomar la decision

Existen tres métodos para tomar la decisién. A continuacion, se describen los
meétodos para una distribucién normal.
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Primer método

Reglas de decisién

Si Zqicuiado > Zar S€ rechaza H,.
Si Z catcutado < Zq, S€ acepta H,.

Comparar y tomar la decision.

Segundo método

La decision también se puede tomar comparando el valor de a con p — value,
el cual corresponde a P(Z > Z qicuiado), €N €l caso de una prueba unilateral
derechg; y
P(Z < Z qicuiado) €N prueba unilateral izquierda.

Reglas de decision

Sip —value > a, se acepta la hipdtesis nula.
Sip —value < a, se rechaza la hipdtesis nula.

Comparar y tomar la decision.

Tercer método

Calcular el punto critico K y comparar con el estadigrafo de prueba:

K = parametro + Z, X error estandar.

Reglas de decision
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Si el estadigrafo de prueba es mayor que K, se rechaza H,.
Si el estadigrafo de prueba es menor que K, se acepta H,

Comparar y tomar la decision.

Prueba de hipotesis con Statgraphics

En el menu Seleccionar la opcion DESCRIBIR datos numéricos, luego prueba de
hipotesis para la media, proporciones o desviacion estandar, segun el caso, y
digitar los valores que solicite en cada casilla; seleccionar mayor que, menor
qgue o diferente; Aceptar y se obtiene como resultado los limites de confianza 'y
la prueba de hipdtesis (ver Imagen 12).

A% Anilisis de Una Variable...

Datos Categéricos » r Anslisis Multivariado...

Ajuste de Distribuciones | Andlisis de Subgrupos... Mz
Datos de Vida » , % Estadisticas por Filas... F
Métodos Multivadiados » ‘ %' Transformacion de Potencia... [—
Senes de Tiempo » Limites de Tolerancia Estadistica »
Procesos Puntuales » B Identdicacién de Valores Atipicos... m
Ous Grocpines X QST S|

—_ Numérico | Musstreo Secuencial... ! !
1
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— Parametro
* edia Mormal
" Sigma Mormal

" Taza de Poisson

" Proporcign Binomial

" Coeficiente de Comnelaciin

Hipatesiz Nula:
IEI,E

tedia Muestral:

Aceptar

Cancelar

Lyuda

Sigma Muestral:

|u,u

Proporzidn de la Muestra:

|1,u

Taza de la Muestra:

|c|,5

|1,c|

Correlacidn de la Muestra:

B

Tamafio de Muestra:

|1EIEI

Hipatesiz Alkema
" Molgual
" Menor que

' Mayor que

Alpha:

[5.0 5

Imagen 12. Prueba de hipotesis con Statgraphics

Para diferencia de promedios o proporciones, en el menu se debe escoger la opcion
COMPARAR dos muestras pruebas de hipotesis, y teclear los datos solicitados. Si son
muestras dependientes o independientes, opcién COMPARAR dos muestras,

dependientes o independientes.

Se presentan ejemplos sobre pruebas de hipdtesis de la media, proporciones,
diferencia de medias, diferencia de proporciones y se trabaja el tema de potencia de

una prueba.

[™ Usar Frueba=z

Aceptar

Cancelar

Ayuda
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7.3.1.1 Prueba de hipdtesis para la media ( p)
Ejemplo:

Una compafia comercializa un programa de adiestramiento basado en la motivacion;
asegura que las tasas de rendimiento de los trabajadores se elevan después de
realizar un curso. La compafia interesada en comprar el programa realiza un
muestreo aleatorio de 80 empleados y encuentra que su promedio es X = 77 puntos
de rendimiento en una escala de 0 a 100. La compafia que ofrece el programa,
asegura que el promedio de rendimiento es u = 75 puntos por trabajador, con una
desviacion estandar o = 13 puntos. Se desea comprobar la afirmacion del oferente
del programa, con un nivel de significancia del 5 %.

Solucién:

Los resultados del muestreo son los siguientes:

Promedio: X = 77; desviacion estandar o = 13 y tamafio de la muestra n = 80.
Planteamiento de hipétesis:

Hy:p <75 - El curso no aumenta el rendimiento.

Hy:p > 75 —El curso aumenta el rendimiento.

Nivel de significancia: a« = 5% (ver Grafico 13).
Z, = 1,64.

Aceptar Ho

Rechazar Ho

Grdfico 13. Prueba de hipdtesis para la media
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Se calcula el valor de Z (Z qi1cu1aa0) de 1a siguiente manera:

X—u 77-75

Zcalculado = g 13 =1,38.
Vn V80

Reglas de decision:

Si Zcaicutado = Za, Se rechaza Hy .

SiZ qicutado < Zg, Se acepta Hy .

Dado que Z 4icuiado = 1,38 < Z, = 1,64, se acepta H,, .

R/ No existe evidencia para concluir que el curso aumente el rendimiento.

Segundo método

Determinar p — value.

p —value = P(Z > 1,38) = 0,0838

Reglas de decision:

Sip —value > a, se acepta H, .
Sip —value < a, se rechaza H, .

Como p — value = 0,0808 > 0,05, se acepta H, .

R/ No existe evidencia para concluir que el curso aumente el rendimiento.

Tercer método
Calcular el punto critico K.

g 13
K =pg+7, X—=75+1,64 X —— = 77.38
o™ fa ™ V80

Como X < K, se acepta H,.
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R/ No existe evidencia para concluir que el curso aumente el rendimiento.

7.3.1.2. Prueba de hipétesis para la proporcion (p)

Ejemplo:

Un fabricante afirma que al menos el 30% del publico prefiere su producto. Se toma
una muestra aleatoria de 100 personas para verificar su afirmacion, 25 de ellas
expresaron su preferencia por el producto. ;Este dato es suficiente evidencia para
comprobar la informacién del fabricante a un nivel de significancia del 5%?

Solucidén:

Planteamiento de hipétesis:

Hy:p = 0,30 (Elfabricante tiene razén).

Hi:p < 0,30.

a= 5%

n =100

x =25

=X 55 _ 0,25

P=n"100

Rechazo Ho Acepto Ho

oL
K=0,22

Grdfico 14. Prueba de hipdtesis para la proporcion
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Primer método

Calcular Z.

— 0,25 -10,30 .—0,05 —0,05

_ —1,09.
Zcalculado \/— \/O 30 x 0,70 \/0,00021 O 0458

100
Z, = —1,64

Reglas de decision

Si Zqicutado < Zq rechazo H,.
Si anlculado = Z acepto HO

Como Z qicuiado > Zg S€ acepta Hy.

Segundo método

p —value = P(p < 0,25) = P(Z < —1,09) = 0,1369 .
Como p — value > a, se acepta H,.

Tercer método

k = parametro + Z X error estandar .

- pq 0,30 x 0,70
Punto critico: k = p, + o =0,30 — 1,64 X oo =0,22.

Reglas de decision:
Sip > k,entonces acepto Ho .

Sip < k,entonces rechazo Ho .

Dado que p = 0,25 > k = 0,22 entonces se acepta Ho (ver Grafico 14).
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R/ El fabricante tiene la razén cuando afirma que al menos el 30% del publico prefiere
su producto.

7.3.1.3 Prueba de hipdtesis para la diferencia de medias

§=p—

Ejemplo:

Un diseflador de productos esta interesado en reducir el tiempo de secado de una
pintura. Se prueban dos férmulas de pintura: la formula 1 tiene el contenido quimico
estandar, mientras que la férmula 2 tiene un nuevo ingrediente, que tiende a reducir
el tiempo de secado. De la experiencia se sabe que la desviacion estandar del tiempo
de secado es ocho minutos, y esta variabilidad inherente no debe verse afectada por
la adicion del nuevo ingrediente. Se pintan 35 placas con la férmula 1y otras 35 con la
formula 2. Los dos tiempos muestrales promedio de secado son 116 minutos para la
formula 1 y 112 minutos para la formula 2. ;A qué conclusién puede llegar el
disefiador del producto sobre la eficacia del nuevo ingrediente, al nivel de
significancia 0,01?

Solucién:

Planteamiento de hipdtesis:

Hoippy —pp =6 =0.

Hl:lll_u2:8>0'

a=1%

Grdfico 15. Prueba de hipotesis para la diferencia de medias
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Férmula 1 35 8 116
Férmula 2 35 8 112

82 82
k=0+233X |[z=+-= =445.
e 35+35 '

D=X,-X,=116.112 = 4.

Reglas de decision

SiD < k,se acepta H,, .

SiD > k,serechaza H, .

Dado que D = 4 < 4,45, entonces acepta H, (ver Grafico 15).

R/ NO hay evidencia suficiente para demostrar que el tiempo de secado disminuye
significativamente.

p —value = P(D > 4) = P(Z >1,91) = 0,0281.

Como p — value > a, se acepta H .

7.3.1.4 Prueba de hipdtesis para la diferencia de proporciones ( Ap)

Ejemplo:

Una compafia asegura que el mercado para su producto X tiene una aceptacion de
iguales proporciones (porcentaje de éxitos) en la ciudad A que en la ciudad B. Un
especialista en mercado pone en duda dicha afirmacion y, para tal fin, tomd una
muestra aleatoria de 500 amas de casa en la ciudad Ay encontr6 que el 59.6 % de las
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mismas preferia el articulo X. Por otra parte, tomd una muestra aleatoria de 300 amas
de casa en la ciudad B y encontrd que el 50 % de las mismas preferian el articulo X.
¢Existe una diferencia real entre las dos ciudades a un nivel de significancia 5 %?

Solucién:

Planteamiento de hipodtesis:

Ho:p1 =p2 0 pr —p2=0.

Hi:py —p, #0.
a=5%
Acepto Ho
Rechazo Ho Rechazo Ho
2 o/f2
\E-——
-1,96 1,96

Grdfico 16. Prueba de hipdtesis para la diferencia de proporciones

Muestra 1 Muestra 2
ny = 500 n, = 300
p, =596% p, =50%
q, =40,4% q,=50%
A= 0,596 — 0,50 = 0,096.
5 = X1+X, mp,+nyp, 500 x0,596 +300x0,50 298+ 150

ny +n, nq +n, 500 + 300

800

0,56.
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1 1 1 1
5= |pg(—+—)= 0,56 x 0,44 (— —) = 0,036.
Op \/Pq <n1 + nz) \/ 500 300

Z critico = 1,96 (ver Grafico 16).

1 1

ki = Ap —Z X |pg (— + —) =0-1,96 x0,036 = —-0,07056.
ny n;
1 1

k, = Ap +7Z X |pq (—+ —) =0+1,96 X 0,036 =0,07056.
ng N

Reglas de decision:

St ky < Az < k;,entonces se acepta Hy .

St Ay < kq,entonces se rchaza H,, .

Si Az > k,, entonces se rechaza H, .

Dado que Az= 51 — 52 = 0,596 — 0,50 = 0,096 > k, = 0,070, entonces se rechaza H,, .
p — value = P( Az> 0,096) = P(Z > 2,69) = 0,036.

Como p — value < a, se rechaza Hy, .

R/ A la luz de la informacién muestral, se concluye con una baja probabilidad de error,
de 0,0036, que la proporcién de aceptacién del producto es diferente en las ciudades
Ay B.

7.3.1.5 Potencia de una prueba

La Potencia de una prueba estadistica o el Poder Estadistico es la probabilidad de que
la hipotesis nula sea rechazada cuando esta es falsa (es decir, la probabilidad de no
cometer un error del tipo Il). La Potencia es, en general, una funcion de las
distribuciones posibles, a menudo determinada por un parametro, bajo la hipétesis
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alternativa. A medida que aumenta la Potencia, las posibilidades de que se presente
un error del tipo Il, disminuyen. La probabilidad de que ocurra un error de tipo Il, se
conoce como la Tasa de Falsos Negativos (), que es la probabilidad de aceptar la H,
cuando ésta es falsa. Por lo tanto, la Potencia es igual a 1 — 8, que también se conoce
como Sensibilidad.

Estado de naturaleza Aceptar Rechazar

Si H,y es verdadera Decision correcta (1 — a) Error tipo | (a)

Si H, es falsa Error tipo Il (B) Decision correcta (1-p)
Potencia

Ejemplo:

Un fabricante de autos sostiene que sus vehiculos consumen en promedio 55,5
galones de combustible cada 100 km. Un vendedor de la compafia comprueba el
consumo de gasolina de 60 autos y encuentra que el consumo medio de este grupo
es de 55,65 galones por cada 100 km. Si la desviacion estandar del consumo es 70
galones, determinar si es cierta la afirmacion del fabricante a un nivel de significancia
del 1 %.

Solucién:
Datos:
a=1%
n =60

X = 55,65
g=170

Planteamiento de hipétesis:
Hy: p = 55,5 galones (El fabricante tiene razén).

Hy:p > 55,5 galones (El vendedor tiene razon).

Punto critico k:

(o}

K=uy+27Zx
Ho \/%
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Remplazamos los datos en la férmula:

o 70
K=puy+272,x—==555+233Xx—=176,5.
Ko a \/ﬁ /—60

Reglas de decision:
SiX <K se acepta Hy .
Si X > K se rechaza H, .

Dado que X =5565<K = 76,5, entonces se acepta Hy.

Grdfico 17. Punto critico k= 76,5 para calcular la potencia de la prueba

Potencia:

Encontrar la potencia de la prueba utilizando el punto K y diversos valores de la
media (ver Grafico 17).

Uq:80; 85; 90y 95.
a) uq: 80; b) py: 85; ) 1y:90; d) py: 95

Solucion:
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a) El valor de B para la media de y;: 80

76,5 — 80

Z = 0 = -0,3872.

V60
Se busca en la tabla normal el valor Z = —0,3872 y se obtiene el valor 0,3493.
Entonces, f = P(X < K/u; = 80) = P(X < 76,5/p4, = 80) = P(Z < —0,3872) = 0,3493..
Media 80, error estandar 9,037.
Calculo de la potencia de la prueba (1 — B) con Statgraphics

En Statgraphics, para encontrar la Potencia, en el menu se escoge la opcidn
herramientas, distribuciones muestrales, seleccionar la distribucion normal, t, Ji-
Cuadrado o F, segun el caso, y digitar la informacion solicitada (ver Imagen 13).

Archivo Edtar Groficar Describir Comparar Relacionsr Prondsticos CEP DDE SnapStats! Statlets Hesmamientas | IntefazR Ver Ventans Ayuda

Visor de Datos...
DEUE;XEP@: VA EBSMELEEE N A

0E e a LR Y B Tanafo i Teso | Determinscién del Jsmafio de Muests
il . B Ly .B'? y A "‘ -l Vi Em[_‘&l Caleuladora Seis Sigma...

- (I INOUCIONES &N & H]y wred
' l Simulaciones Monte Carlo...

SN b2 | LY | LA piceRador de Peres Grbicos

. | D) etas de StatFolio..
. Mumerico | Mumérico | Numbrico merwesersyswmmernooy
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Limite Inferiar: Limite Superior:  Area:

74 10 005

Aceptar

Cancelar

— Calcular
% Area limite inferion

™ Area limite superior

7 frea entre limites

™ Area fuera de limites

" Valor eritico inferior para un 4rea dada
" Walor critico superior para un rea dada
" Walor critico conteniendo un &rea dada

£ Valor ctitico excluvendo un rea dada

— Distribucian
= Momal

IBEI,EI IELEISE

™t de Student
Gradoz de libertad:

|1 0.0

™ Chi-Cuadrada
Grados de libertad:

|1 0.0

™ F [Razdn de Yarianzas)
(3.1, numeradaor; [3.|. denominador;

M edia: Desviacidn tipica:

Bpuda

Aceptar
Cancelar

Ayuda
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= LISIDUCIONes en el muesired = o]

Mormal (Media=80,Desv. Est=9,037)
4 Probabilidad = 0,349267

0,06

0,04

0,03

densidad

0,02

0,01

—
Lo os oo biwnn e lypanl

L L LA L R R |
-

i
£
.
£
E_
g

Imagen 13. Cdlculo de potencia con Statgraphics: DISTRIBUCIONES EN EL MUESTREO

b) El valor de g para la media de y;: 85 (ver Imagen 14).

_ 765—-85 —85
~ 70 9,037
V60

=-0,94.

Se busca en la tabla normal el valor Z = —0,94 y se obtiene el valor 0,1736.
Entonces, 8 = P(X < 76,5/u; = 85) = P(Z < —0,94) = 0,1736 .

c) El valor de B para la media de u;: 90

_765-90 —13,5
- 70 9,037
V60

Se busca en la tabla normal el valor Z = —1,49 y se obtiene el valor 0,0681 .

—-1,49.

Entonces, 8 = P(X < 76,5/u, = 90) = P(Z < —1,49) = 0,0681 .

d) El valor de B para la media de p;: 95
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_765—-95 —185
- 70 9,037
V60

Se busca en la tabla normal el valor Z = —2,05 y se obtiene el valor 0,0202 .

Entonces, g = P(X < 76,5/u, = 95) = P(Z < —2,05) = 0,0202 .

06 -
05 -
04 -
03 -
02 -
01 -

2,05.

Ha B 1-p
76,5 0,50 0,5
80 0,3483 0,6517
85 0,1736 0,8264
90 0,0681 0,9319
95 0,0202 0,9798

Error tipo Il (B)

76,5

80 85

90

95
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Potencia 1-8
1,2 4
1
0,8 -
0,6 -
0,4 -
0,2 -
0
76,5 80 85 90 95
05 -
04 -
03 —"U=80
0.2 - =85
0,1 - 1-a 1-§
0 ﬂ/’
0,1

Imagen 14. Representacidn de la potencia de la prueba

Potencia de una prueba de hipétesis con Microsoft Excel

Para encontrar la Potencia en Excel, insertar funcion estadistica DISTR.NORM.N, en X
digitar el estadigrafo de prueba, la media, la desviacion estandar y en acumulado 1,
con lo cual se obtiene el area de la izquierda y si necesita el area de la derecha, se

procede por complemento.

Se calcula B cuando la media es 80, error estandar 9,037 y el estadigrafo de prueba

76,5.

Se presenta una captura de pantalla, con los datos del punto a) (ver Imagen 15).
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Buscar una funcion:

Escriba una breve descripcion de lo que desea hacery, a
continuacion, haga clic en Ir

O seleccionar una categoria: | Estadisticas

Seleccionar una funcion:

DISTR.GAMMA,N
DISTR.HIPERGECM.M
DISTR.LOGMORM
DISTR.MORM.ESTAND.N
DISTR.NCRR.N
DISTR.T.2C

DISTR.T.CD

DISTR.NORM.N;media;desv_estandar;acumulado)
Devuelve la distribucion normal para la media y la desviacion estandar
especificadas.

Ayuda sobre esta funcidn Aceptar | | Cancelar

DISTR.MORM.M

X 765 76,5
Media |50 80

Desv_estindar 9,036 9,036

Acumulado 1| VERDADERO

= (,349252432
Devuelve la distribucion normal para la media v la desviacion estandar especificadas.

Acumulado es un valor logico: para usar la funcion de distribucion acumulativa =

WERDADERD: para usar la funcion de densidad de probabilidad =
FALSO,

Resultado de la formula = 0,349252432

Ayuda sobre esta funcion | Aceptar | | Cancelar

Imagen 15. Microsoft Excel: argumentos de funcion DISTR.NORM.N
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7.3.2 Distribucion t de Student

La Distribucion Normal se utilizd para hacer inferencias sobre muestras
grandes en distribucion muestral de medias y en diferencia de medias, tanto
para estimacion por intervalos como para prueba de hipdtesis.

Cuando las muestras provienen de una distribucién normal y son pequefias (n < 30),
y, ademas, se desconoce la desviacion estandar de la poblacién (o), se utiliza la
distribucion t de Student para prueba de hipotesis de la media y para diferencia de
medias en muestras dependientes e independientes.

Se sabe que las variables Z y t se expresan como sigue:

X—u
z=—%5—
Vn
X —p o
t = ——<—— con desviacion estadar sesgada.
n—1
X —p SRR
t = ——— con desviacién estadar insesgada.
Vn

Observando las férmulas de Z y t, se encuentra que la diferencia estd en el
denominador, asi: cuando se aplica la distribucion normal, se utiliza el valor de a, que
corresponde a la desviacion estandar de la poblacion y cuando se aplica la distribucion
t de Student, se utiliza el estadigrafo s, que representa la desviacién estandar de una
muestra de tamafio n. El valor v = n — 1, representa el numero de grados de libertad
de la distribucion t de Student.

Concepto de grados de libertad, es el numero de valores que se asignan libremente
para obtener un resultado, por ejemplo, si la suma de 5 numeros debe dar 50 se
puede asignar libremente cuatro valores, y el quinto se encuentra por diferencia. En
este caso el nimero de grados de libertadesu=n-1=5-1=4

Ejemplo:

Si una muestra es de tamafio n = 20 y el drea (1 — a) a la izquierda es 95%, entonces
t,95v=19) = 1,73.
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7.3.2.1 Estimacion por intervalos para la media de la poblacion

Para encontrar los limites de confianza, es necesario tomar una muestra de
tamafio n, definir el grado de confiabilidad 1 —«, y calcular el promedio y la
desviacion estandar de la muestra. En relacion a los limites, estos se
determinan de manera similar a la distribuciéon normal.

Ejemplo:

Encontrar los limites del 95% de confianza para la verdadera media de la
poblacion, si en una muestra de 10 personas, la variable edad tiene los
siguientes datos:

X (edad):10 12 18 18 15 20 21 14 13 20.

Calcular promedio y desviacion estandar de la muestra.

El promedio es X = 16,1 y la desviacién estandar S = 3,62. Para buscar el valor
de t en la tabla, se ubica en v = 9 grados de libertad, y si el area a la izquierda
es 0,975, se busca
t = 0,975. En este caso, el valor correspondiente es t = 2,26, con grado de
confianza 95% y u= 9 grados de libertad.

0,975

2,26

Grdfico 18. Estimacion por intervalos para la media de la poblacion

Limites de confianza para poblaciones infinitas: X + ta X T
2 n-—

— s N—n
Limites de confianza para poblaciones finitas: X + ta X

2 Vvn-—1 N-1"
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Solucién:
El valor de t« para 9 grados de libertad y con un area a la izquierda de 0.975 es
2

2,26 (ver Gréfico 18); el promedio de los datos es 16,1 y la desviacién estandar
3,62, entonces los limites de confianza son:

— S N-—n 3,62
Limites de confianza: X + ta X =161+226x—=16,11+2,73.
7 Vn — 1«}N -1 V9

Limite inferior: L; = 16,1 — 2,73 = 13,37 .

Limite superior: Ly = 16,1 + 2,73 = 18,83.

R/ Con un 95 % de confiabilidad, la media de la poblacidén esta comprendida
entre 13,37 y 18,83; es decir: 13,37 < u < 18,83.

7.3.2.2 Limites de confianza para diferencia de medias poblacionales

Para encontrar los limites de la diferencia de medias, es necesario considerar
si las muestras son dependientes o independientes.

Caso 1: muestras independientes

De manera similar a la determinacion del valor de Z en la distribucién normal,
el valor t se puede calcular de la siguiente manera:

(Y1 - Y2) — (1 — 2) .

5% 5"
nq n;

t =

Los limites de confianza para la diferencia de medias son:

_ _ SZ SZ
(X, —X,) ttax |=—+2.
2 n; n;
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Si las varianzas son iguales, para obtener una mejor aproximacion de la
varianza muestral, es posible agrupar los datos de las dos muestras, como si
se tratara de una sola.

X —X)? X —X)?
Varianzal: §;* = Z(n—); Varianza 2: S,% = Z(n—) (vaianza sesgada).
1 2
R X —X)? \ X —X)?
Varianzal: 512 = Z(n—l); Varianza 2: 522 = 251—1) (varianza insesgada).
1 2

De lo anterior se tiene que:
X — X)? —\2
512 :Z:(—)_>512 an :Z(X_X) .

nq

Az_Z(X—Y)Z

A —\2
Sl _>512X(n1_1) ZZ(X_X) .
n,—1

De aqui se deduce que:

512 X ng = 5’;12 X (n1 - 1)

Para el caso de la varianza sesgada, se tiene lo siguiente:

st =Y (X-%)"; nps,? = ) (x=%)"

La varianza por agrupacion queda expresada de la siguiente manera:

y:n§f+@&2
ng+ny,—2

Ahora bien, si se asume que las varianzas son iguales, se tiene las siguientes
relaciones:
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Sz 52 1 n, +n,

nq n, nq n, nlxnz
ny+n
SB—S 1 2
n1><n2

Limites de confianza: D + ta X Sy .
2

Ejemplo:

Se desea estimar la diferencia en la productividad de los empleados de dos
fabricas A y B; para lo cual, se toma dos muestras de 6 empleados de cada

fabrica y se mide su productividad, asi:

Muestra fabrica A Muestra fabrica B
20 17
18 15
19 15
15 14
14 13
13 13

Medidas estadisticas

Muestra fabrica A

Muestra fabrica B

Promedio

16,5

14,5

Varianza

6,92

1,92
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1,52 +n,S,? ny+n
S5 = 191 292 1 2:1,33'
n1+n2—2 n1Xn2

D=X,-X,=165—-145=2.

t(10 grados de libertad: 0,95) = 1,81.

Limites de confianza: D + taxSp=2+181+133=2+241.
Limite inferior: L; = 2 — 2,41 = —0,41.

Limite superior: Ly = 2 + 2,41 = 4,41.

Entonces, P(E— ta* S5 <8 <D+ tax SB) =P(—0,41 < 5 < 4,41) =95%.
2 2

R/ Con una confiabilidad del 95%, se puede concluir que, la verdadera
diferencia de medias § = u; — u, esta comprendida entre - 0,41 y 4,41.

Caso 2: muestras dependientes

En este caso, las muestras son del mismo tamafio y el procedimiento para
determinar los limites de confianza, es el siguiente:

Limites de confianza: D + ta X S5 .
2

El error estdndar de la diferencia de medias es:
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n

jz 2 (ED)?

Ejemplo:

La tabla que sigue, muestra los puntajes de 7 estudiantes correspondientes a

dos pruebas en una escala de 0 a 100.

Solucion:

Para cada estudiante se determina la diferencia D = X; — X, y sus cuadrados.

No. X1 X,
1 70 68
2 75 73
3 83 80
4 83 84
5 78 75
6 69 70
7 78 72

No. X4 X, D D?
1 70 68 2 4

2 75 73 2 4

3 83 80 3 9

4 83 84 -1 1

5 78 75 3 9

6 69 70 -1 1

7 78 72 6 36
Total 14 64

Si se toma 2 muestras dependientes de 7 datos, determinar los limites del
98 % de confianza para la verdadera diferencia de medias.
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Promedio: D ==—="—=2
n
— D? 64
D% = 2 =—=914.
n 7

Valor de t conn — 1 grados de libertad y 98% de confiabilidad: t(o 99,6y = 3,14 .

(X D)? 142
jz D2 — = \/64 — =

n—1 6 V6 2,45
Sp = = =—=—-""=0,92.
Vn V7 V7 2,64

Limites de confianza: D + ta * Sy = 2 + 3,14 % 0,92 = 2 + 2,88.
2

Limite inferior: L; = 2 — 2,88 = —0,88.

Limite inferior: Ly = 2 4+ 2,88 = 4,88.

Entonces, P( D — ta* S5 < 6 < D + ta * S5) = P(~0,88 < §4,88) = 96%.
2 2

R/ La verdadera diferencia de medias § = u; — u,, con un 98% de confiabilidad,

se encuentra entre —0,88 y 4,88.

Cuando el limite inferior es negativo y el limite superior, no existe diferencia

entre los promedios de la poblacién.

7.3.2.3 Prueba de hipdtesis para la media de poblacion con t de Student

La prueba t de Student fue desarrollada en 1908 por el quimico inglés William Sealey
Gosset 1876-1937, mientras trabajaba en técnicas de control de calidad para las
destilerias de Guinness en Dublin. Debido a que, en la destileria, su puesto de trabajo
no era inicialmente de estadistico y su dedicacion debia estar exclusivamente
encaminada a mejorar los costos de produccién, publicé sus hallazgos anénimamente

firmando sus articulos con el seuddnimo de Student.
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Caso 1: contraste unilateral derecho
Ho:p=po.
Hi:pu> .

Si el nivel de significancia se fija en 5 %, entonces, en la tabla de la distribucion
t, se debe buscar el t critico utilizando el valor de a y los grados de libertad
correspondientes.

Con los datos de la muestra, se obtiene el promedio aritmético y la desviacion
estandar; luego se calcula el estadigrafo de prueba t, utilizando la siguiente
formula:

X—p o
t = —5—— con desviacion sesgada.
n—1
X—p o
t= 7 con desviacion insesgada.
Vn
Decision:

Si teaicutado = teriticor S€ rechaza la hipotesis H,
Si tearcutado < teriticor S€ aCepta la hipodtesis H,

Ejemplo:

Se midi6 el nivel colesterol total a 12 pacientes varones adultos escogidos al azar de
una poblacidon normal. Los resultados obtenidos arrojan una media muestral de 407
mg/dl y una desviacion estandar de 6 mg/dl. Analizar la hipotesis de que el resultado
encontrado es significativamente superior al valor limite de referencia de 400 mg/dl.
Utilice un nivel de significancia de 1 %.
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Solucién:

X = 407 (media de la muestra) .
o = 400 (media poblacional hipotética) .
s = 6 (desviacion estandar sesgada) .

n = 12 (tamafio de la muestra).
v =n—1 = 11 (grados de libertad).

a=1%.

Planteamiento de hipétesis:
Ho:p= g .

Hi:p >

Reglas de decision:

St teaiculado = teriticor S€ rechaza Ho .
Si tealcutado < teriticor S€ aCepta Ho .

teritico (@ = 0,01,v = 11) = 2,72

xX—u 407 — 400
tealculado = S = 6 = 3,87.
Vn—1 Vit

Dado que tcqicuiado = 3,87 > teritico = 2,72, entonces se rechaza Hy .

R/ Debido a que se rechaza la hipdtesis Ho, se concluye que el resultado de la
muestra de 407 mg/dl es significativamente superior a 400 mg/dl.

p —value = P(t > t.qicutado) = P(t > 3,87) = 0,0013.
Como p — value < q, entonces, se rechaza H, .
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7.3.2.4 Prueba de hipadtesis con t de Student para dos muestras independientes

Ejemplo:

Una tienda de articulos de deportes se encuentra en un centro comercial de mediano
tamafo. Para planificar el volumen del personal, el director pide que le ayuden a
averiguar si existen pruebas contundentes de que las ventas son menores los
sabados que los lunes, con un nivel de significancia del 5%. Para el efecto, se recogen
muestras aleatorias de 15 sabados y 15 lunes de una poblacién normal, obteniendo
los siguientes resultados:

Lunes:

X; = 908,2; s; = 469,8; n; = 15.

Sabados:

X, = 1.078; s, = 633; n, = 15.

Solucioén:

Planteamiento de hipétesis:

Hy: 6 = uy — pp = 0 (No hay diferencia en las ventas).
H{: 6 = uy — py, < 0 (Las ventas son menores los dias lunes).

Rechazo Hg Acepto Hg

vl

K=253,2

Grdfico 19. Prueba de hipotesis con t de Student para dos muestras independientes

S nis? +n,ss ny +n,
5= X .
b ng+n, —2 ny X ny

J15 X (469,8)2 + 15 X (633)2 J15 +15

Sp =

R 78 = 576,96 x 0,25 = 148,97 .
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teritico (0,05; 28) = —1,70.

Punto criticok = § +t X S5 .

Punto critico k = 0 — 1,70(148,97) = —253,2 (ver
Gréfico 19).

Reglas de decision:

SiD >k se acepta H,.

SiD < k serechaza H, .

D =X, —X, =9082—1078 = —169,8.

Dado que D= —169,8 > k = —253,2 entonces se acepta H, .

R/ No existen pruebas contundentes que indiquen que las ventas de los sabados sean
menores a las ventas de los dias lunes.

p — value = P(D < —169,8) = P(t < —1.14) = 0,1320.

Como p — value > q«, se acepta Hy .

7.3.2.5 Prueba de hipatesis con t de Student para dos muestras dependientes

Ejemplo:
Se toma una muestra de 7 empleados de una empresa y se les realiza una

prueba antes de iniciar un curso de capacitacion y otra después del curso.
Comprobar si el curso fue efectivo con un nivel de significancia del 5%.

No. X, | X, | D D?
1 70 |68 |2 4

2 75 |73 |2 4

3 83 (80 |3 9

4 83 |84 |-1 1

5 78 |75 |3 9

6 69 |70 |-1 1

7 78 |72 |6 36
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Total 14 64

Solucion:

Hy: 8§ = py; — py = 0 (El curso NO es efetivo).

Hy: 8 = u, — uy > 0 (El curso ES efetivo).

. — XD 14
Promedio:D =—=—=12.
n 7
— D? 64
D2=Z =—=09142.
n 7

Valor de t con n—1 grados de libertad y 98% de confiabilidad es: t( 99,6y =
3,14.

(X D)? 142
Jz D2 — = \/64 -

n—1 6 V6 2,45
Vn V7 V7 2,64

Punto criticoK = § + t *S; =0+ 3,14 % 0,92 = 2,89.
Reglas de decision:

SiD > K serechaza H,.
SiD <K se acepta Hy .

Decision:
Dado que D =2 < K = 2,89 entonces se acepta Hy .
R/ El curso no es efectivo para aumentar los niveles de productividad.

p —value = P(D > 2) = P(t > 2,17) = 0,0365.
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Como p — value > a, se acepta Hy .

7.3.3 Distribucién Ji-Cuadrado ( x?)

La distribucidn Ji-Cuadrado se aplica para estimacion y prueba de hipdtesis de una
varianza; ademas, se utiliza para analizar pruebas no paramétricas, tales como
pruebas de homogeneidad, de independencia y de bondad de ajuste.

7.3.3.1 Estimacién por intervalos para la varianza poblacional con Ji-Cuadrado (x?)
Los siguientes datos son la cantidad de vuelos (X) que una aerolinea despacha
diariamente:

X:23 25 10 26 14 23 14 21 16 11.

Estimar la varianza y la desviacion estandar de la poblacién con un 90% de
confiabilidad.

Solucioén:
x = 18,3.
s = 5,66.

s = 32,0356. Varianza sesgada.

$ =5,9638.
§% = 35,57. Varianza insesgada.

n=10.
1—a=90%.

v=n—1=10-1=9.
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0,90

0.05 0.05

2_
x?=3,33 X3=16,9

Grdfico 20. Estimacion por intervalos para la varianza poblacional con Ji-Cuadrado

2
ns 10%x32,0356 .
Li =— =————=1895. Con varianza
x2 16,9

ns? _ 10x32,0356

Ly = = = —==2=96,2. Con varianza sesgada.
x? 3,33
n—-1)§2  9x35,57 .
L; = (n=1)s” = 18,94. Con varianza

x2 16,9

_ (n—-1)8%2 _ 9x35,57

L =
S x3 3,33

= 96,1. Con varianza insesgada.

P(18,95 < 02 < 96,2) = 90% — P (,/18,95 <Jo? < ,/96,2) = 90%.

Entonces, P(4,3531 < 0 < 9,81) = 90% (ver Gréafico 20).

sesgada.

insesgada.

R/ Con un 90% de confiabilidad, se puede afirmar que la variacién que tiene el

promedio de los vuelos de la aerolinea esta entre 4,35y 9,81.
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7.3.3.2 Prueba de hipétesis para la varianza (o?)
Ejemplo:

En una empresa dedicada a la produccién de muebles ejecutivos, se decide tomar una
muestra de 10 empleados, con el fin de saber cuales son los niveles de productividad
de cada uno. La productividad dentro de la organizacion se mide teniendo en cuenta
la cantidad de productos fabricados por mes, y se la clasifica en una escala de 1 a 10,
donde 10 es el grado de productividad mas alto y 1 el mas bajo. Los resultados
encontrados para cada uno de los empleados escogidos son los siguientes:

Empleado 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Productividad 10 7 9 8 6 7 10 9 8 7

Se desea comprobar si la varianza entre los grados de productividad de los
empleados es diferente de 2, con un nivel de significancia del 5%.

Solucion:

HO:UZ =
Hl:UZ +2.

x=5%.
n=10.
$? = 1,69 varianza sesgada.

§? =1,87777 varianza insesgada.
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Solucién:

RECHAZA H,
ACEPTA H,

.025

2
x2=2.70 X3=19.0

X%alc = 8'4‘5

Grdfico 21. Prueba de hipdtesis para la varianza
Ji — Cuadrado critico 1: x?,(0,025; 9) = 2,70.
Ji — Cuadrado critico 2: ¥2(0,0975;9) = 19,0.

2
Ji — Cuadrado calculado = % = 8,45 con varianza sesgada.

(n-1)$2
2

Ji — Cuadrado calculado = = 8,45 con varianza insesgada.

Reglas de decision:
Si x2,c < x? serechazala hipétesis H,,.
Si x2,c > x2 serechazala hipétesis H,, .

Six? < y2,c < x% seaceptala hipétesis H .
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Dado que, 2,70 < 8,45 < 19, entonces se acepta H, (ver Grafico 21).

R/ Por lo tanto, se puede concluir que la varianza de productividad de todos los
empleados, es 2.

7.3.3.3 Prueba de bondad de ajuste

La prueba de bondad de ajuste se aplica cuando se trata de comprobar si una
distribucion de frecuencias observadas se ajusta a un modelo de probabilidad.

Ejemplo:

La siguiente tabla muestra las frecuencias observadas y esperadas al lanzar un dado
durante 120 veces. Comprobar la hipdtesis de que el dado esta perfectamente
equilibrado al nivel de significancia del 5 %.

Solucion:

H,: el dado esta perfectamente equilibrado (los datos se ajustan a una distribucidon
uniforme).

H;: el dado esta cargado (los datos no se ajustan a una distribucién uniforme).

Cara del dado 1 2 3 4 5 6

Frecuencia observada 25 17 15 23 |24 16

Frecuencia esperada 20 |20 20 20 |20 20

El valor de Chi-Cuadrado calculado es:

(fo — fo)*
chalculado = Z OT'

25 — 20)? 17 — 20)2 15 — 20)2 23 —20)? 24 — 20)? 16 — 20)2
_(25-207 (17-20)* (15-20)° (23-20)* (24-20)* (16—20)° _
20 20 20 20 20 20

x? 5,0.

Este valor se compara con el Ji-Cuadrado critico que se busca en la tabla, segun el
nivel de significancia; en este caso 5% y los grados de libertad v = (n— 1)(k — 1), es
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decir, niumero de columnas menos uno, multiplicado por el numero de filas menos
uno, de la tabla anterior:

v=(6-1)(2-1) =5.

Valor Ji — Cuadrado critico: y? 0,05;v=5)=111.

critico (a =
Reglas de decision:

P2 2
SIX* cqtcutado = X ceritico €1TONCES SE acepta Hy.

P2 2
Si X% carcutado = X eritico €NTONCES Se rchaza Hy.

Decision:

Dado que y? =50 < y? = 11,1 entonces, se acepta Hy, .

calculado critico

R/ El dado esta perfectamente equilibrado, es decir, los datos se ajustan a una
distribucion uniforme.

p — value = P(y? > 5,0) = 0,4159.
Como p — value > «, se acepta Hy .

7.3.2.4 Prueba de independencia

La prueba Ji-Cuadrado se utiliza para determinar si dos variables categoricas
(cualitativas) estan relacionadas.

En general, las hipdtesis son:

Hy: las variables son independientes.
Hy: las variables son dependientes.

Cuando se presenta una tabla 2 x 2, es necesario hacer la correccidon de Yates que
consiste en restar 0,5 a la diferencia entre frecuencias observadas y frecuencias
esperadas.
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Ejemplo 1:

Dos grupos A y B formados por 100 individuos cada uno, padecen una enfermedad.
Se administra un suero al grupo A, pero no al grupo B (que se llama grupo control o
testigo); en todo lo demas, los dos grupos son tratados idénticamente. Los resultados
del estudio se presentan en la siguiente tabla:

Grupo Se recuperan |No se recuperan |Total
A (utiliza suero) 75 25 100
B (no utiliza el suero) |65 35 100
Total 140 60 200

Analizar si el suero utilizado en el tratamiento fue efectivo, es decir, si tuvo relacién
con el mejoramiento del paciente, con un nivel de significancia del 5%.

Solucion:

Hipétesis:

Hy: la recuperacion del paciente es independiente de la aplicacion del suero (el suero
NO fue efectivo).

H;: la recuperacion del paciente depende de la aplicacién del suero (el suero fue
efectivo).

Para aplicar la prueba Chi-Cuadrado, es necesario construir una tabla de frecuencias
esperadas, bajo la hipdtesis de que la recuperacién es independiente del suero, asi:

Frecuencias esperadas:

Frecuencias No se

Se recuperan Total
observadas recuperan
A (utiliza el suero) 70 30 100
B (no utiliza el suero) |70 30 100
Total 140 60 200
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Se trata de una tabla 2 x 2, con un grado de libertad, por lo cual, basta encontrar solo
una frecuencia esperada con la siguiente férmula:

total columna X total fila

gran total

140 X 100 20
200

Conociendo la primera frecuencia, se determina las demas, por lo cual, esta tabla sélo
tiene un grado de libertad. El valor de Chi-Cuadrado calculado, es:

(fo — fo)?
chalculado = Z Of—e )

. (75 -=70)2 (65—70)%2 (25-70)2 (35— 70)2
X calculado = + + +
70 70 70 70

=2,38.

Con la correccion de Yates para tablas 2 x 2, se tiene:

5 ([75 —=70] —0,5)% ([65—70]—0,5)% ([25—70]—0,5)2
X calculado = 70 + 70 + 70
([35 — 70] — 0,5)2
+ 70 =1,93.

Entonces, x? =1,93.

calculado

El valor de Ji-Cuadrado critico, con un 5% de significanciay 1 grado de libertad, es:
X2 0,05 v=1) =384,

critico (a =

En ambos casos, es decir, sin la correccion de Yates y con la correccion de Yates, se
. ) ) o .
obtiene que x? i cuiado < X’ eriticor POF |0 tanto, se acepta la hipdtesis nula, es decir, el

suero no fue efectivo para la recuperacion del paciente.

R/ El suero no fue efectivo para la recuperacion del paciente.
p — value = P(y2? > 1,93) = 0,1648 .
Como p — value > «, se acepta H .
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Ejemplo 2:

Se desea averiguar, si existe alguna asociacién significante entre la formacion
académica y el rendimiento laboral para un grupo de 200 empleados. El nivel de
formacion académica se clasifica en tres clases: primaria, secundaria y universitaria y
el rendimiento académico, se clasifica en tres categorias: excelente, bueno y regular.
Los resultados de la investigacion se presentan en la siguiente tabla, con un nivel de
significancia del 5%.

Tabla de frecuencias observadas:

Primaria |Secundaria Universitaria Total
Excelente |10 40 10 60
Bueno 30 30 20 80
Regular 10 30 20 60
Total 50 100 50 200
Solucidn:

Planteamiento de hipétesis:

H,: el rendimiento laboral es independiente de la preparacion académica.

H;: el rendimiento laboral es dependiente de |la preparacion académica.

Tabla de frecuencias esperadas:

Primaria  |Secundaria Universitaria Total
Excelente |15 30 15 60
Bueno 20 40 20 80
Regular 15 30 15 60
Total 50 100 50 200
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(fo = fe)?
fe
1.667 3.333 1.667
5.000 2.500 0.000
1.667 0.000 1.667
0.000 0.000 0.000
8.333 5.833 3.333
X? catcutado = Z(fo;—fey =175.
e

Los grados de libertad se encuentran multiplicando columnas menos uno, por filas
menos 1,asi: v=3-1)(3—1) = 4.

2 0,01;v=4)=133.

critico (a =

X
Reglas de decision:

Si Xéatcutado < Xeritico €NtONCES se acepta Hy.

Si X2 icutado > Xiritico €ntonces se rchaza Hy.

Dado que xZuicuiado = 17,5 > xZitico = 13,3, se rechaza la hipétesis nula.
p — value = P(y% > 17,5) = 0,0015.

Como p — value < a, se rechaza Hy .
R/ El rendimiento laboral si depende de la preparacion académica.

7.3.4 Distribucién F (Fisher)

Una de las aplicaciones de la Distribucion F es la prueba de hipdtesis para comparar
dos varianzas.

Ejemplo:
Se informa que la varianza de las notas de los estudiantes de grado décimo es igual a

la varianza de los estudiantes de grado undécimo; no obstante, un profesor dice que
las varianzas de las notas de los estudiantes son diferentes. Se toman dos muestras
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aleatorias de 13 y 11 estudiantes. Comprobar si el profesor tiene la razén, con un

nivel de significancia del 5 %.

Solucién:

a =0,05; n; =11; n, = 13.

Datos grado 10:

Calificaciones X;: 4,1; 3,6; 4,0; 4,0; 4,2;3,9;3,5; 4,4; 44; 4,3; 4,2 .
X, = 4,06; SZ = 0,082.

Datos grado 11:

Calificaciones X,: 4,0; 3,7; 3,9; 4,2; 4,0; 4,5;3,5;3,9; 3,8;4,3;4,1;4,1; 3,9.

X, =3,99; S,%=0,062.

Planteamiento de hipétesis:

2
Hy: 02 = o} (implica que % = 1) . No tiene razon el profesor.
2

2
Hy: 02 # o (implica que % * 1). Tiene razoén el profesor
2

v, =11 -1 = 10.
v, =13 —1=12.

Feritico1 (0,025; v4 = 10; v, = 12) = 0,2762

Feritico 2 (0,975; v =10; v, = 12) = 3,3736

F calculado:
; _st_oo082_
calculado — 522 - 0,062 - 4L '
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Reglas de decision:

Si Fegicutado < Feritico 1, €ntonces se rechaza Ho

Si Fegicutado = Feritico 2 » €ntonces se rechaza Hy

Si Feritico1 < Featcutado < Feritico 2 » €ntonces se acepta Ho

En el ejemplo, se cumple que:

Feriticor = 0,2762 < Fegicutado = 1,32 < Feritico 2 = 3,3736 , entonces se acepta Hy .
Decisidn con p — value:

p — value = 0,6376.
Dado que p — value > a, entones se acepta Hy.

R/ Las varianzas entre las notas de los estudiantes de grado 10 y de grado 11 son
iguales; por lo tanto, el profesor no tiene la razon.

Con Statgraphics
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En el menu, seleccionar comparar dos muestras, pruebas de hipotesis.

— Comparar

" Medias Momales

¥ Sigmas Momales

" Tasas de Poisson

" Proporciones Binomiales

" Coeficientes de Corelacion

Aceptar

Cancelar

Apuda

Hipatesiz Mula para A azdn de Varanzas;
1.0

kedia tHuesta 1
|o.0

Sigma tuestra 1
|0.9055

Proporcian kMugstra 1:
|05

Taza 1:
1.0

Comelacion Muestra 1;
05

Tamafio Muestra 1
11

tedia kMuestra 1
0.0

Sigma uestra 2
|0.7874

Proporcion kMuestra 2
|05

T aza kMuestra 2
.0

Correlacion Muestra 2
o5

T amafio Muestra 2:

E

Hipatesziz Alterna
" Palgual
™ Menaor que

i Mayor que

Aceptar

Cancelar

Aypuda

Alpha:

[5.0 5

¥ Asumir Sigmas lguales
[T Usar PrughaZ
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Pruebas

Pruebas de Hipdtesis
Al Desviaciones estandar muestrales = 0,9055y 0,7874
Tamaros de muestra= 11y 13

Intervalos de confianza del 95,0% para el cociente de varianzas: [0,392011,4,788549]
Hipdtesis Mula: cociente de varianzas =1,0

Alternativa: no igual

Estadistico F calculado = 1,32247

Valor-P = (0,637685

Mo rechazar la hipdtesis nula para alfa = 0,05.

Imagen 16. Prueba de hipdtesis para comparar dos varianzas con Statgraphics

Como se puede observar (ver Imagen 16), mediante Statgraphics, se confirma que las
varianzas entre las notas de los estudiantes de grado 10 y de grado 11 son iguales;
por lo tanto, el profesor no tiene la razon.

149



Capitulo8
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CAPITULO 8
PROBLEMAS PROPUESTOS

8.1 CALCULO DE PROBABILIDADES

Determinar el numero de maneras en que se puede escoger un comité compuesto
por 3 hombresy 2 mujeres, de‘un grqpo de 7 hombres y 5 mujeres.

Todos los afos se selecciona una delegacion de 4 estudiantes de un colegio para
asistir a la Asamblea Anual de la Asociacién de Estudiantes.

¢De cuantas maneras puede escogerse la delegacion, si hay 12 estudiantes elegibles?
¢De cuantas maneras, si dos de los estudiantes elegibles no asisten al mismo tiempo?

En un examen, un estudiante tiene que contestar 8 de 10 preguntas.
¢Cuantas maneras tiene para escoger?

¢Cuantas maneras, si las 3 primeras preguntas son obligatorias?
¢Cuantas si tiene que contestar 4 de las 5 primeras preguntas?

El jefe de personal de una compafia desea contratar dos agentes de ventas de un
total de 4 solicitantes. Suponga que los solicitantes varian en cuanto a sus
capacidades y habilidades; denote por 1, 2, 3, 4 a los solicitantes, donde 1 es el mejor,
2 el que sigue y asi sucesivamente.

Defina el experimento aleatorio.
Cuantos puntos tiene el experimento.
Cudl es el espacio muestral.
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Escriba los elementos de los sucesos: A= seleccionar los dos mejores; B= seleccionar
al menos uno de los mejores.

Cuatro socios elegidos al azar deben expresar su opinion favorable o contraria a un
proyecto determinado.

¢Cuantos puntos tiene el experimento?
¢Cuales son los resultados?
Represente los resultados en un diagrama de arbol.

Escriba los resultados de los siguientes sucesos: A= todos estan a favor; B= todos
estan en contra; C= por lo menos uno esta a favor.

Un experimento, consiste en seleccionar tres piezas de un proceso manufacturero y
observar si son defectuosos (D) o no defectuosos (D€).

Determinar el nUmero de puntos del espacio muestral.
Escriba todos los elementos del espacio.

Escriba los elementos de los sucesos: A= el nimero de piezas defectuosas es cero; B=
hay exactamente dos defectuosas.

Un administrador desea implantar un nuevo sistema para la seleccion de personal en
su empresa, el proyecto es presentado para su aprobacion, a la junta directiva
integrada por 5 miembros.

Determinar el nUmero de puntos del espacio muestral.
¢Cual es el espacio?
¢Cual es la probabilidad de que sea aprobado el proyecto?

Encuentre la probabilidad para cada uno de los sucesos de los problemas anteriores.

Sean los eventos Ay B con P(4) = %; P(AUB) = § Determinar P(B) si:

Si A y B son mutuamente excluyentes.
Si A y B son independientes.

Un ingeniero utiliza dos maquinas A y B, en la construccion de una obra. Las
probabilidades de que las maquinas operen correctamente son: P(4) = %; P(B) = %y la

probabilidad de que ambas funcionen correctamente es i. Calcular la probabilidad
que las maquinas funcionen correctamente:

Por lo menos una maquina

Ninguna
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Sélo una

Sea el espacio muestral S = {a,b,c,d, e, f} con las siguientes probabilidades: P(a) = %6
P(b)=— P(c) =z P(d) ==,P(e) =7y P(f)= % Sean los sucesos A= {a, ¢, e}, B= {c,

T4
d, e, f}. Calcular:

P(ANB)
P(A/B)
P(AUB)
P(A-B)

Una sociedad esta conformada por 3 economistas, 4 abogados y 2 ingenieros. Se
desea elegir la junta directiva integrada por 3 miembros de la sociedad. Encontrar la
probabilidad de que:

a) Todos sus miembros sean de la misma profesion.
b) De que todas las profesiones estén representadas en la junta.

Si no se permiten repeticiones:

¢Cuantos numeros de 3 digitos se pueden formar con los seis digitos 2, 3,5, 6, 7y 9?
¢Cuantos de éstos son menores que 400?

¢Cuantos son pares?

¢Cuantos son impares?

¢Cuantos son multiplos de 5?

¢De cuantas maneras un profesor puede escoger 1 o mas estudiantes de 6 elegibles?

Simplificar las siguientes Expresiones:

(n+ 1)!

n!
n!

(n—=2)!

¢Cuantas placas para automovil se pueden fabricar, si cada placa consta de 2 letras
diferentes, seguidas de 3 digitos diferentes?
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Resolver el problema anterior, si el primer digito debe ser diferente de cero.

Durante una semana determinada, la probabilidad de que unas acciones ordinarias
aumenten de precio (4) es 0.30, la probabilidad de que permanezcan constantes (C)
es 0.20 y la probabilidad de que disminuyan de precio (D) es 0.50.

¢Los sucesos A, C, D son excluyentes? ;Por qué?

¢Cual es la probabilidad de que esas acciones aumenten de precio o permanezcan sin
cambio?

¢Cuadl es la probabilidad de que el precio cambie durante la semana?

Un aparato electrénico consta de dos partes A y B. Con base en una serie de
pruebas, se presuponen las siguientes probabilidades: la probabilidad de que A falle,
es de 0.20; la probabilidad de que B falle, es 0.15 y la probabilidad de que ambas
partes fallen, es 0.15. Calcular las siguientes probabilidades:

De que A o B fallen.

De que falle B.

De que falle solamente A.

De que falle A si se sabe que ha fallado B.

Por estudios de transito en una via, se sabe que el 25% de los vehiculos que transitan
son de servicio publico pesado, el 30% de servicios publico liviano y el 45% de servicio
particular. También se conoce, que la probabilidad de accidente en cada clase de
vehiculos son 0,2; 0,3 y 0,15, respectivamente. Se desea conocer la probabilidad de
accidente en dicha via.

El 80% de los obreros que ingresan a una planta electrénica, asisten a un curso de
capacitacion. El 86% de ellos cumplen con la cuota de produccién, ademas, el 35% de
los obreros que no asistieron al curso cumplen con la cuota de produccion.

¢Qué probabilidad existe de que un obrero cumpla con la cuota?

¢Si cumple con la cuota, cual es la probabilidad de que haya asistido al curso?
¢Cual es la probabilidad de que no cumpla con la cuota?

Si no cumple con la cuota, ¢cual es la probabilidad de que no haya asistido?

La siguiente tabla, presenta los resultados de un experimento para analizar la
resistencia de un material, en 200 pruebas.
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Material Resiste (C) No resiste (D) |Total

Tipo (A) 70 50 120
Tipo (B) 40 40 80
Total 110 90 200

P(A),P(B),P(C),P(D),P(AN C),P(AND),P(A/C), P(B/D),P(A U C), P (A°/DF),
P(B/C).

Sean 4, B y C eventos mutuamente excluyentes, con las siguientes probabilidades:
P(A)=0,2,P(B) =03y P(C)=0,2
Calcular: P(AUB U C); P(A°Nn (B U ()

Se lanza un par de dados. Encuentre la probabilidad de obtener:
Una suma de 8.
Cuando mas una suma de 5.

Si se eligen al azar 3 libros de un estante que contiene 5 novelas, 3 libros de poemasy
un diccionario, determinar la probabilidad de que:

Se seleccione el diccionario.
Se elijan dos novelas y un libro de poemas.

Suponga que, en un grupo de 500 estudiantes universitarios, se encuentra que 210
fuman, 258 ingieren bebidas alcohdlicas, 216 comen entre comidas, 122 fuman e
ingieren bebidas alcohdlicas, 83 comen entre comidas e ingieren bebidas alcohdlicas,
97 fuman y comen entre comidas y 52 participan en estas 3 malas practicas para la
salud. Si se elige al azar un miembro de ese grupo, encuentre la probabilidad de que
el estudiante:

Fume pero no ingiera bebidas alcohdlicas;

Coma entre comidas e ingiera bebidas alcohdlicas, pero no fume;
No fume ni coma entre comidas.
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A partir de experiencias previas, un corredor de acciones considera que, bajo las
condiciones econdmicas actuales, un cliente invertira en bonos libres de impuestos
con una probabilidad de 0.6, en fondos Mutualistas con una probabilidad de 0.3y
tanto en bonos libres de impuestos como en fondos Mutualistas con una probabilidad
de 0.15. Encuentre la probabilidad de que el cliente invierta:

En bonos libres de impuestos o en fondos mutualistas.
Que no inviertan en bonos libres de impuestos ni en fondos mutualistas.

La probabilidad de que una estacién de servicio sirva gasolinaa 0, 1, 2, 3,4, 5 0 mas
automoviles durante un periodo de 30 minutos, son: 0.03, 0.18, 0.24, 0.28, 0.10y 0.17,
respectivamente. Encuentre la probabilidad de que:

Mas de 2 automoviles reciban gasolina.
Maximo 4 reciban gasolina.
Por lo menos 4 reciban gasolina.

Si R es el evento de que un convicto haya cometido un robo armado y D es el evento
de que este convicto haya vendido droga, plantee en palabras, qué probabilidades
estan expresadas en los siguientes casos:

P(R/D)
P(D¢/R)
P(R¢/D)

En la siguiente tabla se clasifica una muestra aleatoria de 200 adultos, de acuerdo al
género y nivel de educacion.

Educacion Masculino Femenino

Primaria 38 45
Secundaria |28 50
Universitaria | 22 17

Si se elige al azar una persona de este grupo, encuentre la probabilidad de que:
La persona sea hombre, dado que tiene educacion secundaria.
Que la persona no tenga grado universitario si es mujer.
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En el dltimo afio, de un grupo de 100 estudiantes de educacion superior, 42
estudiaron matematicas, 68 psicologia, 54 historia, 22 matematicas e historia, 25
matematicas y psicologia, 7 estudiaron historia, pero no matematicas ni psicologia, 10
estudiaron las 3 areas y 8 no estudiaron ninguna de las 3. Si se elige al azar un
estudiante determine la probabilidad de que:

a) La persona estudie psicologia, si no estudia matematicas.
b) Que una persona estudie psicologia, si estudia historia y matematicas.

La probabilidad de que un médico diagnostique en forma correcta una determinada
enfermedad, es de 0.7. Dado que el médico hace un diagndstico incorrecto, la
probabilidad de que un paciente presente una demanda, es 0.9. Determinar la
probabilidad de que el doctor haga un diagndstico incorrecto y el paciente presente la
demanda.

La policia planea hacer respetar los limites de velocidad, utilizando radares en 4
ubicaciones diferentes dentro de los limites de la ciudad. Se operan radares en cada
una de las ubicaciones L1, L2, L3, L4 en 40%, 30%, 20% y 10% del tiempo. Una persona
que rebasa los limites de velocidad en su camino al trabajo tiene, respectivamente, las
probabilidades de 0.2, 0.1, 0.5 y 0.2, de pasar por estos lugares. Determinar la
probabilidad de que reciba una multa.

A un sospechoso se le aplica un suero de la verdad, que se sabe es confiable en el
90% cuando la persona es culpable y en el 99% cuando es inocente. Si el sospechoso
se escogio de un grupo del cual sélo el 5% han cometido alguna vez un crimen y el
suero indica que la persona es culpable, ;cudl es la probabilidad de que la persona
sea inocente?

Un empresario cuenta con la opcidn de invertir en 2 de 5 proyectos en el proximo
ano; el empresario ignora que solo tres de esos 5 proyectos produciran ganancias. Si
elige los 2 proyectos al azar:

Cudl es el experimento.
¢Cuantos puntos tiene el espacio muestral?

¢Determinar la probabilidad de que minimo uno de los proyectos que producen
ganancia sea escogido?

Encontrar la probabilidad de que maximo dos de los proyectos que no producen
ganancia, sean escogidos.
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Una empresa de servicios evalua el funcionamiento de una podadora para sus
clientes. El cliente dispone de muchas posibilidades para escoger, puesto que hay
podadoras faciles de podar, de dificultad mediana y de dificil operacion, las hay caras
0 baratas, con reparacion costosa, regular o barata. Determinar la probabilidad de
que:

Un cliente solicite una podadora de facil operacion, barata y de reparacién regular.
Solicite una podadora de dificultad mediana en la operacién.
Solicite una podadora barata.

Un fabricante del producto A, ha conservado registros sobre la calidad de su producto
y tiene la tabla que sobre el nimero de unidades defectuosas encontrados en 200
unidades del producto, tomadas en 6 grupos, asi:

NUumero de | No. de unidades del producto A
defectuosos

0 100

1 60

2 20

3 5

4 5

5 10

Total 200

Elaborar una distribucion de probabilidades y representarla graficamente.
Calcular el valor esperado, la varianza y la desviaciéon estandar.

Encontrar la funcion acumulativa y calcular la probabilidad de que haya por lo menos
2 defectuosos.

Si Ay B son sucesos independientes, demostrar que:

Ay B¢ son independientes.
A€ y B son independientes.
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Los compradores de volumenes grandes de mercancia, utilizan con frecuencia,
esquemas de muestreo de inspeccidn para controlar la calidad de las mercancias que
arriban. Los lotes de mercancias, son rechazados o aceptados sobre la base de los
resultados obtenidos al inspeccionar algunos articulos seleccionados del lote.
Suponga que un inspector de una planta procesadora de alimentos, ha aceptado el
98% de los lotes que son de buena calidad. Ademas, el inspector acepta el 94% de
todos los lotes. El 5% de los lotes son de mala calidad. Elaborar el diagrama de arbol y
la tabla de probabilidad correspondiente. Ademas, calcular el porcentaje de lotes que
son:

Rechazados si son de mala calidad

Rechazados o de mala calidad.

Rechazados y de mala calidad

Aceptados, si son de buena calidad.

(Elabore un diagrama de arbol y el cuadro correspondiente)

8.2 MODELOS DE PROBABILIDAD

Debido a las altas tasas de interés, una firma consultora, indica que el 30% de sus
cuentas por cobrar estan vencidas. Si un contador escoge aleatoriamente 5 de esas
cuentas, determinar la probabilidad de que:

Ninguna de las cuentas esté vencida.
Exactamente dos estén vencidas.
La mayoria de las cuentas de la muestra, estén vencidas.

Se desea elegir una junta directiva formada por un presidente, un tesorero y un
secretario.

¢Cuantas planchas diferentes se pueden postular, si la asamblea esta compuesta por
20 miembros y todos tienen igualdad de derechos para pertenecer a la junta?

Si su candidato para presidente es la persona A, ;icual es la probabilidad de que él
quede elegido en ese cargo?

Las calificaciones de una evaluacion, se distribuyen normalmente, con media p = 3,8y
desviacion estandar ¢ = 0,3. Determinar el porcentaje de estudiantes que obtuvieron
calificaciones:

Por debajo de 4.
Por encima de 3,5.
Entre 3,5y 4,0.
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La probabilidad de que un potencial cliente haga una compra es del 20%.

¢Cual es la probabilidad de que un vendedor que visita a 10 clientes potenciales,
menos de 3 hagan una compra?

¢Cuadl es el valor esperado y la varianza asociada a los 10 clientes?

Suponga que, en una plantacidon de café, el 40% de las matas estan infectados con
Broca. Para detectar la presencia del insecto se toma una muestra aleatoria de 100
matas:

¢Cual es la variable aleatoria para medir la infeccion?
¢Qué distribucion de probabilidad sera adecuada?
Calcule la probabilidad de que mas del 50% de las matas examinadas tengan Broca.

El 10% de las semillas de cierta planta no germinan. Las semillas se empaquetan en
cajas de 10 unidades y se venden con la garantia de que por lo menos 9 de ellas
germinaran. Si un cliente compra una caja, ¢cual es la probabilidad de que ésta
cumpla la garantia?

Una compafia de seguros considera que solamente el 0,1% de la poblacioén le ocurre
cierto tipo de accidente cada afio. ;Cual debe ser el costo (X) de una pdliza de diez
millones de pesos para que la compafia tenga una utilidad (valor esperado) de $10.000
anuales por cada péliza vendida?

Nota: denotar por X al costo o valor que paga el cliente por adquirir la péliza. Observe
que, si al cliente no le ocurre accidente, este valor seria una utilidad para la compafia.

Una empresa de correo distribuye la correspondencia de tarjetas de crédito, asi: un
10% son de la zona norte, de ellos el 30% estan vencidos; el resto son de la zona sury
de ellos el 10% estan vencidos. Si un recibo esta vencido:

¢Cuadl es la probabilidad de que sea de la zona norte?
¢Cual es la totalidad de recibos vencidos?

Suponga que los 4 motores de un avidon comercial operan independientemente y que
la probabilidad de que un motor falle durante un vuelo, es 0.01. El avién puede llegar
a su destino si por lo menos un motor esta en buenas condiciones. ;Cudl es la
probabilidad de que el avidn no llegue a su destino?
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Debido a las altas tasas de interés, una compafia informa que el 30% de sus cuentas
por cobrar estadn vencidas. Si un contador escoge aleatoriamente 5 de esas cuentas,
gué modelo de probabilidad utilizaria para encontrar las siguientes probabilidades:

Ninguna cuenta vencida.
Exactamente 2 vencidas.
La mayoria vencidas.
¢Cual es la variable?

Al sistema de contabilidad de una empresa ingresan diariamente 15 registros
contables (N), de los cuales, 5 se digitan con error. Se toma una muestra de 4
registros. Calcular la probabilidad de que:

En la muestra no haya registros con error.
De que por lo menos uno de los cuatro registros tenga error

Un comerciante recibe un pedido de 20 televisores, de los cuales 4 son defectuosos. Si
toma al azar una muestra de 3 aparatos, calcular la probabilidad que:

No haya televisores defectuosos en la muestra.
Exactamente uno sea defectuoso.

El 40% de los empleados de una compafiia tienen seguro de vida. Si se toma una
muestra aleatoria de 10 empleados:

¢Cuadl es la funcion de probabilidad para las personas aseguradas?

¢Qué indica la variable aleatoria?

¢Cudl es la probabilidad de que todas las personas estén aseguradas?
¢Cuadl es la probabilidad de que por lo menos una persona esté asegurada?
¢Cudl esy como se interpreta el valor esperado y la desviacion estandar?

El Hemacitdmetro es un aparato que se utiliza para medir la densidad de células por
cuadricula. Segun experimentos anteriores, se conoce que el promedio de células por
cuadricula es igual a 4. Calcule la probabilidad de que en las préximas mediciones se
encuentre por lo menos 3 células por cuadricula.

El salario promedio de los trabajadores de una empresa es de $ 3.800 por horay la
desviacion estandar es de $250.

¢Qué porcentaje de empleados ganan menos de $ 4.000 la hora?

Si se toma una muestra de 25 empleados, ;cual es la probabilidad de que el promedio
sea superior a $ 3.600?
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Al examinar la longitud del tronco madre del Pemphigus Populi Transversus, se
encontrd que la variable se distribuye normalmente con media 4,4 mm y desviacién
estandar 0,12 mm. Determinar el porcentaje de troncos que tendran las siguientes
longitudes:

Superior a 4,50 mm.
Entre 4,20y 4,65 mm.

Suponga que en una cosecha de tomate de la variedad Hamstead, solamente el 60%
cumplen con la especificacion de frutos de buena calidad. La mercancia se empaca en
cajas de 30 unidades y se despachan al mercado nacional. En el departamento de
compras, el encargado de control de calidad, revisa aleatoriamente una caja de cada
envio: si mas de la mitad de los frutos cumplen con las medidas de buena calidad,
acepta el envio de lo contrario lo rechaza.

¢Cuadl es la probabilidad de rechazar el envio?
¢Cual es la probabilidad de aceptarlo?
Calcular el promedio aritmético, la varianza y la desviacién estandar.

El peso medio de las frutas de un gran cargamento, es de 15 onzas y la desviacion
estandar 1,62 onzas. Si su peso esta distribuido normalmente, ;qué porcentaje de
frutas tendran un peso entre 18y 20 onzas?

Los recaudos diarios del impuesto predial, se distribuyen normalmente con un
promedio de 35 millones diarios y desviacion estandar 5 millones de pesos. Encuentre
la probabilidad de que un dia cualquiera se recaude:

Mas de 48 millones.
Menos de 40 millones.
Entre 30 y 40 millones.

La distribucion salarial de los empleados de una empresa es normal con media
$800.000

y desviacion tipica $60.000. Determinar el porcentaje de empleados que gana:
Menos de $900.000
Mas de $ 620.000

La vida util de cierta marca de baterias es normal, con media 30 meses y desviacion
estandar 6 meses. Calcular el porcentaje de baterias que tendran una duracion:

Menor de 24 meses.
Entre 24y 40 meses.
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Superior a 40 meses.

Los agentes de aduanas de los Estados Unidos, chequean los documentos de las
mercancias que entran al pais para ver si cada envio se encuentra debidamente
legalizado. Los registros del departamento muestran que el 50% de los envios tienen
su documentacién correcta. Si se toma una muestra aleatoria de 8 envios, utilizando
el modelo Binomial, calcule la probabilidad de que por lo menos uno tenga su
documentacién debidamente legalizada.

La probabilidad de que un cierto tipo de componente se comporte adecuadamente
bajo condiciones de alta temperatura es del 90 %. Si el dispositivo tiene 6
componentes, calcular la probabilidad de que:

Todos los componentes se comporten adecuadamente.

Falle por lo menos uno de los componentes.

El promedio de clientes que llegan a la ventanilla de un banco es 4 por minuto. Cual
sera la funcion de probabilidad y la variable aleatoria para determinar la probabilidad
de que durante el préximo minuto:

No lleguen clientes.

Lleguen maximo 3 clientes.

Lleguen por lo menos 4 clientes.

Determinar el area bajo la curva normal en cada uno de los siguientes casos:

P(0<Z<12)
P(-0,68 < Z < 0)
P(—0,46 < Z < 2,21)
P(Z < —1,28)
P(Z >2,33)

Determinar el valor de K, en cada uno de los siguientes casos:
P(Z < K) = 0,05
P(Z > K) = 0,01
P(Z < K) =095
P(K1<Z <K2)=0098
P(Z > K) =090

La empresa de energia A, empezara a promover la conservacion de energia,
ofreciendo tasas de descuento a los consumidores que mantengan su uso de energia
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por debajo de ciertos estandares establecidos. Un reporte reciente de la empresa,
afirma que el 70% de los residentes en la ciudad donde esta la empresa A, ha
reducido su uso de energia eléctrica, lo suficiente para ser tenidos en cuenta en
tarifas de descuento. Supongamos que selecciona al azar 10 usuarios, entonces,
determinar la probabilidad de que:

Por lo menos 7 reciban descuentos.
Méaximo 4 reciban descuentos.
Todos reciban descuentos

8.3 ESTADISTICA INFERENCIAL

Un estudiante gasta mensualmente un promedio de $ 25.000 en materiales, con
desviacion estandar $ 4.000. Si se elige al azar una muestra de 25 estudiantes, ¢cual
es la probabilidad de que el promedio de la muestra sea inferior a $ 26.000?

El contenido de nicotina de cierta marca de cigarrillos, tiene distribucion normal, con
media desconocida y desviacidén estandar 1 miligramo.

Construir un intervalo del 95% de confianza para la media con base a una muestra de
36 cigarrillos, cuyo contenido promedio de nicotina es de 30 miligramos.

¢Cual es el margen de error?
¢Cual es el error estandar del promedio?

Los diametros interiores de tubos de acero producidos por una fabrica, tienen
distribucion normal, con media 10 pulgadas y desviacién estandar 0.1 pulgada. Tubos
con diametros superiores a 10,17 e inferiores a 9,83 pulgadas, se consideran de mala
calidad. ;Qué porcentaje de la produccion cumple las especificaciones de buena calidad?

La probabilidad de que un estudiante de Ingenieria de Sistemas apruebe la materia, es
del 50%. Si en el curso hay 50 estudiantes, cual es la probabilidad de que:

Mas del 54% gane la materia.
Menos del 48% gane la materia.
Entre el 48% y el 54% aprueben la materia.

Cierto aparato electrénico tiene una duracion media de 1500 horas y una desviacidon
estandar de 120 horas. Si se toma una muestra aleatoria de 36 aparatos, determinar la
probabilidad de que el promedio:

Sea inferior a 1540 horas.

Esté entre 1480 y 1540 horas.
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Un fabricante de tubos fluorescentes, afirma que la vida media de este material es de
1600 horas y la desviacion estandar 420 horas. Los consumidores creen que el
fabricante exagera. Para comprobarlo, se toma una muestra de 64 tubos y se encuentra
que la vida media es de 1500 horas. ;Quién tiene la razdén a un nivel de significancia del
1%?

La media y la desviacion tipica de la carga maxima soportada por 60 cables, son 11.09 y
0.73 toneladas, respectivamente. Calcular los limites del 95% de confianza para la media
de todos los cables de este tipo.

Dos muestras aleatorias tomadas de poblaciones normales, con varianzas idénticas dan
los siguientes resultados:

ny = 30,n, = 40,X; = 10,X, = 25,5; = 34,6,5, = 30

Contrastar la hipétesis, de que la verdadera diferencia de las medias es —10,
frente a la alternativa de que es menor a —10, a un nivel de significancia del
5%.

Un fabricante de cierto shampoo para el cabello, distribuye el tamafio "profesional” en
100 salones de belleza de Bogota. Se ha determinado que el consumo promedio de su
producto es de 2800 cojines mensuales, con desviacion estandar de 280 cojines. Si se
toma una muestra probabilistica de 36 salones, ¢;cudl es la probabilidad de que el
consumo promedio en un mes sea inferior a 2900?

Se desea conocer la resistencia media a la ruptura de cierta clase de material. Una
muestra de 40 cables elegidos al azar, revela una tensién media de ruptura igual a 2400
libras y una desviacion tipica de 150 libras. Determinar el intervalo del 95% de confianza
para la verdadera resistencia media a la ruptura de los cables.

Un fabricante afirma que al menos el 20% del publico prefiere su producto. Se toma una
muestra aleatoria de 100 personas para verificar su afirmacién, 16 de las cuales
expresaron su preferencia por el producto. (Esta informacidén es suficiente evidencia
para refutar la afirmacidn del fabricante a un nivel de significancia del 5%?.

Los salarios diarios en cierta empresa estan distribuidos normalmente, con una media
de $ 1320. Si el 9% de las medias de los salarios diarios en una muestra de 36 obreros,
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es inferior a $ 1250, ;cudl es la desviacion estandar de los salarios diarios de esa
empresa?

De cada una de dos poblaciones normales e independientes, con iguales medias y
desviaciones 6,40 y 7,20, respectivamente, se extraen muestras de 64 elementos.
Encontrar la probabilidad de que la diferencia entre las medias muestrales sea superior
a 0,60.

El 46% de los sindicatos del pais, estan en contra de comerciar con China Continental.
¢Cual es la probabilidad de que una muestra de 100 sindicatos muestre que mas del
52% tienen la misma posicion?

Sea Xla vida util de cierto aparato electrénico, con media desconocida y desviacion tipica
4000 horas. Una muestra aleatoria de 100 observaciones, dio como resultado una media
de 30000 horas de duracion. Construir un intervalo del 95% de confianza para la
verdadera media de duracion.

Las Ay B elaboran dos tipos de cables que tienen resistencia media a la rotura de 4500 y
4000 libras, con desviaciones 200 y 300 libras, respectivamente. Si se comprueban 50
cables de Ay 100 de B, ;cual es la probabilidad de que la media de resistencia a la rotura
de A sea al menos 600 libras mas que B?

Un fabricante de autos sostiene que sus vehiculos consumen, en promedio, 5,5 galones
de gasolina cada 100 kilémetros. Un vendedor de la compafiia comprueba el consumo
de gasolina de 35 autos y encuentra que el consumo medio de este grupo es de 5,65
galones por cada 100 kms. Si la desviacion estandar del consumo es 0,35 galones, ¢es
cierta la afirmacion del fabricante a un nivel de significancia del 1 %?

Una investigacion en una universidad, realizada para determinar si el poseer un
automovil es perjudicial al rendimiento académico de los estudiantes, se basé en dos
muestras aleatorias de 100 alumnos cada una.

El promedio de aprovechamiento y la varianza de los estudiantes fue:
Sin automovil: X; = 2,70; S, = 0,36

Con automdvil: X, = 2,54; S,% = 0,40
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¢Presentan los datos suficiente evidencia que indiquen una diferencia entre el
rendimiento medio de los dos grupos a un nivel de significancia del 5 %?

Las lamparas que fabrica cierta empresa, tienen una vida media de 800 horas y una
desviacion estandar de 60 h. Determinar la probabilidad de que en una muestra
aleatoria de 406 lamparas, la vida media:

Esté entre 790y 810 horas.
Sea superior a 820 horas.

Una muestra de 200 articulos producidos por una maquina, debe tener como
especificaciones, un didametro medio de 3.6 cms. Si la desviacion estandar es de 0,21
cms, plantear una regla de decision del 5% de significancia para determinar, a partir
de qué valores la maquina no cumple con las especificaciones (Sugerencia Hy: u=3,6
cms = cumple las especificaciones).

El nimero de horas de duracidon de una pila para transistores, tiene distribucion
normal, con media 100 horas y desviacion 20 horas:

¢Qué proporcion de pilas duraran entre 100y 120 horas?

Si se toma muestras de 36 pilas, ¢qué porcentaje de muestras tendran promedio entre
97y 105 horas?

Se sabe, que cierta marca de computadores tiene el 65% del mercado. Si se toma dos
muestras de 200 usuarios cada una, ¢cual es la probabilidad de que la diferencia entre
la primera y la segunda muestra sea superior al 10% en las preferencias de los
usuarios de esa clase de computadores?

Se ha determinado, que la capacidad de un puente es de 28 toneladas, con desviacién
estandar 5 toneladas. Una muestra de 30 camiones que transitan por esa via, presenta
un promedio de 30,5 toneladas. Comprobar si se esta sobrepasando la capacidad del
puente a un nivel de significancia del 5%.

Se selecciona una muestra aleatoria de 500 compradores de un centro comercial, con
el fin de determinar la distancia promedio que recorren hasta alli. La muestra revela
que el promedio es 23,5 millas y la desviacidon estandar10.4 millas. ;Cuales son los
limites del 95% de confianza para la verdadera media?

En el problema anterior, ¢cudl deberia ser el tamafio de muestra, si se desea un error
maximo de 1,5 millas y una confiabilidad del 98%?
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Una companiia transnacional instituyd recientemente, un programa de seguridad en el
trabajo para reducir el tiempo perdido debido a accidentes de trabajo. En los 48 meses
siguientes a la implantacion del programa, el tiempo perdido a causa de accidentes de
trabajo, promedid 91 horas por mes, con una desviacidon estandar de 14 horas. En los 50
meses anteriores al programa de seguridad, el tiempo perdido era de 108 horas y la
desviacién estandar 12 horas. Estime la diferencia del tiempo perdido debido a
accidentes de trabajo antes y después del programa de seguridad, usando un intervalo
del 90% de confianza.

Contrastar la hipotesis, de que la variabilidad de las compras anuales de los dos tipos de
clientes, son iguales frente a la alternativa de que no son iguales, a un nivel de
significancia del 5%.

Se ha determinado que el consumo promedio de gaseosas en la ciudad es de 5300
botellas diarias, con desviacion 250 botellas. Sin embargo, el gerente de la empresa Coca
Cola asegura que el consumo ha disminuido. En este sentido, se toma una muestra
durante los ultimos 30 dias y se encuentra que el promedio es de 4500 botellas.
Determinar, a un nivel de significancia del 1%, si el consumo ha disminuido
efectivamente.

Se toman dos muestras aleatorias de 25 empleados cada una, la primera de la
empresa A y la segunda de la empresa B. Se obtiene los siguientes resultados:
promedios 500 y 800, respectivamente y desviaciones S; = 25,5, = 10. Comprobar la
hipotesis de que las varianzas son iguales o diferentes con a = 5%.

La media de una poblacion es 375 y la desviacion estandar 48. Si la probabilidad de
que el promedio muestral esté comprendido entre 370 y 380 es del 95%, determinar
el tamafio de la muestra.

La proporcion de audiencia de TV, que ve cierto programa el sabado en la noche, fue del
50% segun se ha encontrado previamente. Se cree que la proporcién ha bajado. Para
comprobarlo, se tomdé una muestra de 100 televidentes y se encontrd que el 45 veian el
programa. Si el nivel de significancia es del 1%, ¢se puede concluir que la proporcién ha
bajado efectivamente?

Se desea comprobar las hipétesis, de que la productividad media de los empleados
de la fabrica A es igual a la de la fabrica B, o es diferente a un nivel de significancia de
5%. Para tal fin, se toma muestras independientes de cada fabrica de 6 empleados y
se mide su productividad, asi:

Muestra1l (A): 20, 18, 19, 15, 14, 13
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Muestra 2 (B): 17,15, 15, 14,13, 13

Determinar:
El promedio y la varianza en cada muestra.
El intervalo del 98% de confianza para la verdadera diferencia de medias

La tabla que sigue, indica el numero de articulos producidos por tres maquinas. El jefe
de control de calidad afirma, que todas estan funcionando correctamente, si el
porcentaje de defectuosos esperado es igual al 15% en cada una de las maquinas.

Calidad Maquina 1| Maquina 2 | Maquina 3| Total
Buenos 50 47 56 153
Defectuosos 5 14 8 27
Total 55 61 64 180

Calcular las frecuencias esperadas bajo la hipétesis del jefe

Comprobar, con un nivel de significancia del 5%, si las maquinas estan operando
correctamente

La variable X representa el numero de vehiculos vendidos en un concesionario de la
ciudad de Pasto, en cada dia de la semana pasada.

Dia: lunes martes miércoles jueves viernes
X: 3 5 7 8 9
Calcular:

El promedio aritmético y la desviacion estandar de las ventas.
Determinar un intervalo del 95 % de confianza para el verdadero promedio de ventas.

Una empresa dedicada a la construccién, proporciona guantes a sus empleados para
que desarrollen adecuadamente sus funciones. En estas condiciones, se recomienda
un nuevo tipo de guantes de mayor duracion, pero que evidentemente seran mas
costosos. La empresa comprarda los nuevos guantes, si su vida media es
significativamente superior a 120 dias, de lo contrario, seguira usando los actuales. La
empresa toma una muestra de 36 pares de guantes, encontrando un promedio de
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125 dias. Si la desviacion estandar es de 18 dias y el nivel de significancia del 1%, ¢cual
serd la decision de la empresa? (Hy: 4 = 120 dias)

El porcentaje de alumnos que aprueban una materia, segun se ha encontrado
previamente, es del 80%; se cree que el rendimiento aumentara para el presente afio.
Para comprobarlo, se tomé una muestra de 30 alumnos y se encuentra que el 83% gana
la materia. Si el nivel de significancia es del 5%, ;se puede concluir que el rendimiento
académico ha mejorado?

Un administrador afirma, que las utilidades de su empresa ascienden a la suma de 50
millones de pesos en promedio y que la desviacién estandar es 6 millones. Los
empleados de la compafiia creen que el monto de utilidades es inferior. Para
comprobarlo, toman una muestra de 10 empresas similares y encuentran un
promedio de 46 millones de pesos:

¢Quién tiene la razén a un nivel de significancia del 1%?

Encuentre los limites del 95% de confiabilidad para las utilidades de la empresa.

Las siguientes son las cifras de ventas (X) que reportaron 12 vendedores a su
empresa:

X: 10,12, 13,15, 20, 24, 22, 25, 20, 24, 25, 23.

Probar la hipotesis de que el promedio de ventas en la poblacion es diferente de 24, a
un nivel del 5%.

Probar la hipdtesis de que la varianza ¢ es menor que 32 con a = 1%
Encontrar los limites del 95% para la verdadera varianza y desviacion estandar.

El director de una empresa quiere averiguar, si existe alguna relacion entre la
participacion de los empleados en los programas de la empresa y el estrato segun el
area residencial, con o del 5%. Los datos se presentan en la siguiente tabla:

o Estrato Estrato
Participaciéon , . Estrato alto |Total
bajo medio
Nunca 20 32 40 92
Ocasional 15 28 44 87
Regular 10 18 23 51
Total 45 78 107 230
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La siguiente tabla, muestra el nimero de horas perdidas por accidentes de trabajo en
6 plantas de una fabrica, antes y después de ponerse en marcha un programa de
seguridad industrial. ;Los datos proporcionan suficiente evidencia para concluir que
el programa fue efectivo para reducir los accidentes que causan pérdidas de tiempo a
un a del %?

Planta A B C D E F
Antes del programa 40 64 42 70 58 30
Después del programa 37 58 40 65 52 29

La siguiente tabla, muestra la relacion existente entre las notas de estudiantes en
Matematicas y en Estadistica. Contrastar la hipdtesis de que los resultados son
independientes a un nivel de significancia a del 5%.

Estadistica Matematicas Total
Alta Media Baja

Alta 56 71 12 139

Media 47 163 38 248

Baja 14 42 85 141

Total 117 276 135 528

La media de una poblacion, es 375y la desviacién estandar 48. Si la probabilidad de
qgue el promedio muestral este comprendido entre 370 y 380 es del 95%, ;cual debe
ser el tamafo de la muestra?

Suponga que dos grupos de estudiantes realizan una evaluacion idéntica. El primer
grupo esta formado por 18 estudiantes del colegio1, con promedio 85 y varianza 240;
el segundo grupo, esta constituido por 12 estudiantes del colegio2, con promedio 80y
varianza 340. Determinar los limites de 98 % de confianza para la verdadera
diferencia de promedios.

Se toman dos muestras aleatorias de 25 empleados cada una; la primera de la
empresa A y la segunda de la empresa B. Se obtiene las siguientes resultados
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promedios: 500 y 800 respectivamente; y S; = 25,5,=10. Comprobar la hipdtesis de
que las varianzas son iguales o son diferentes con a = 2%.

El promedio y la varianza de las ventas de un supermercado en los ultimos 15 dias
fueron $ 340.000 y $ 400.000 respectivamente. Determinar un intervalo del 98% de
confianza para la verdadera varianza y la desviacion estandar.

Se desea estimar el salario promedio (u) de todos los empleados publicos del
municipio. Para tal fin, se toma una muestra de 200 empleados y se encuentra que el
promedio es $280000 y la desviacion estandar $30000.

Determinar un intervalo del 95% de confiabilidad para el verdadero promedio.
¢Cual seria el margen de error?

A continuacidn, se presenta el numero de transistores que no satisfacen un requisito
de calidad de produccién en 20 muestras de 10 transistores cada una. Pruebe la
hipotesis de que los datos se aproximan a la distribucién Binomial con n=10yp =
0,30, a un nivel de significancia del 5%.

Articulos defectuosos (X): 0; 1; 2; 3;4; 5; 6; 7, 8;9; 10
Cantidad de muestras (fo): 0; 1; 2; 4;5; 5; 2; 1; 0; 0; O

Probar la hipotesis;

Hy: El numero de fallas mecanicas de una planta se aproxima a la distribucién de
Poisson con media 2,5; n=40 y nivel de significancia del 1%.

Numero de fallas (X):0; 1; 2;3;4;5;6;7;8;9;10; 11; 12; 13.
Frecuencia observada  (fy): 1;6; 8;10; 7; 4; 3; 1,0, 0; 0; 0; O; O
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La tabla que sigue, muestra el niumero de accidentes en una muestra de 56 fabricas.

Compruebe la hipoétesis:

Hy: la distribucion de frecuencias se ajusta a una distribucién normal. Determinar el
promedio y la desviacion estandar; nivel de significancia 5 %.

Numero de accidentes |  fo
1,45 - 1.75 6
1,75 — 2,05 12
2,05 — 2,35 14
2,35-2,65 9
2,65-2,95 8
2,95 — 3,25 7

Total 56
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ANEXOS

ANEXO A: PRUEBA DE HIPOTESIS PARA

Planteamiento Datos
Hipodtesis nula Hy:u = 3,6
Hipotesis alterna Hy:p # 3,6
Nivel de significancia a 0,01
Tamafio de muestra n 36
Promedio muestral X 3,75
Desviaciéon estandar de la poblacion o 0,5
Proceso
Zcritico 1 Z1 —2,58
Zcritico 2 Zz 2,58

andar del d 7

. oo = —_
Error estandar del promedio X~ 0,08
_X-u
Z calculado Z= o 1,80
N

sy O-
Punto critico 1 tk, = Mo + 21 N 3,39

sy O-
Punto critico 2 ty, = Ho + 23 N 3,81
Reglas de decision Conclusion
Si Z1 < Zcaiculado < Z» entonces se acepta H, Acepto H,
tg, < x; < tg, entonces se acepta H, Acepto H,
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ANEXO B: TABLA PARA DISTRIBUCION NORMAL

P(Z < Z,) corresponde a areas a la izquierda de Z,.

Ejemplo:

Determinar la probabilidad que Z < 2,54

P(Z < 2,54) = 0,9945

Z 10,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08

0 /05000 |0,5040 |0,5080 |0,5120|0,5160{0,5199 |0,5239 [0,5279 |0,5319
0,110,5398 |0,5438 |0,5478 |0,5517 |0,5557 |0,5596 |0,5636 | 0,5675 |0,5714
0,2/05793 |0,5832 |0,5871 |0,5910 |0,5948 |0,5987 | 0,6026 |0,6064 |0,6103
0,3/0,6179 |0,6217 |0,6255 |0,6293 |0,6331 |0,6368 | 0,6406 |0,6443 |0,6480
0,4 /0,6554 |0,6591 |0,6628 |0,6664 0,6700 |0,6736 |0,6772 |0,6808 |0,6844
0,5/0,6915 |0,6950 |0,6985 |0,7019 |0,7054 |0,7088 |0,7123 |0,7157 |0,7190
0,6 10,7257 |0,7291 |0,7324 |0,7357 |0,7389 |0,7422 |0,7454 |0,7486 |0,7517
0,710,7580 |0,7611 |0,7642 |0,7673 |0,7704 |0,7734 |0,7764 |0,7794 |0,7823
0,80,7881 |0,7910 |0,7939 |0,7967 |0,7995 |0,8023 |0,8051 |0,8078 |0,8106
0908159 |0,8186 |0,8212 |0,8238 |0,8264 |0,8289 |0,8315 |0,8340 |0,8365
1 10,8413 |0,8438 |0,8461 |0,8485 |0,8508 [0,8531 |0,8554 |0,8577 |0,8599
1,110,8643 |0,8665 |0,8686 |0,8708 |0,8729 |0,8749 (0,8770 0,8790 |0,8810
1,210,8849 |0,8869 |0,8888 |0,8907 |0,8925 |0,8944 (0,8962 |0,8980 |0,8997
1,310,9032 10,9049 |0,9066 |0,9082 |0,9099 [0,9115 /10,9131 |0,9147 |0,9162
1,4109192 [0,9207 |0,9222 |0,9236 [0,9251 |0,9265 |0,9279 |0,9292 | 0,9306
1,5]0,9332 10,9345 |0,9357 |0,9370 |0,9382 |0,9394 | 0,9406 |0,9418 | 0,9429
1,6 10,9452 10,9463 [0,9474 |0,9484 |0,9495 |0,9505 |0,9515 |0,9525 | 0,9535
1,710,9554 10,9564 |0,9573 |0,9582 |0,9591 [0,9599 |0,9608 |0,9616 |0,9625
1,8 10,9641 10,9649 [0,9656 |0,9664 |0,9671 |0,9678 |0,9686 |0,9693 |0,9699
19109713 10,9719 [0,9726 |0,9732|0,9738 |0,9744 |0,9750 |0,9756 | 0,9761

176



Z 10,00 0,01 0,02 0,03 0,04 |0,05 0,06 0,07 0,08

2 09772 10,9778 |0,9783 |0,9788|0,9793 |0,9798 | 0,9803 |0,9808 |0,9812
2,110,9821 ]0,9826 |0,9830 |0,9834 |0,9838 |0,9842 |0,9846 |0,9850 |0,9854
2,210,9861 |0,9864 |0,9868 |0,98710,9875|0,9878 |0,9881 |0,9884 |0,9887
2,310,9893 |0,9896 |0,9898 |0,9901 |0,9904 |0,9906 |0,9909 [0,9911 |0,9913
2,410,9918 ]0,9920 |0,9922 |0,9925 |0,9927 |0,9929 |0,9931 |0,9932 |0,9934
2,510,9938 [0,9940 |0,9941 |0,9943 |0,9945 |0,9946 |0,9948 | 0,9949 |0,9951
2,6 10,9953 |0,9955 |0,9956 |0,9957 |0,9959 |0,9960 |0,9961 [0,9962 |0,9963
2,7 10,9965 |0,9966 |0,9967 |0,9968 |0,9969 |0,9970 |0,9971 [0,9972 |0,9973
2,810,9974 10,9975 |0,9976 |0,9977 |0,9977 |0,9978 |0,9979 |0,9979 |0,9980
2,910,9981 ]0,9982 |0,9982 |0,9983 |0,9984 |0,9984 |0,9985 |0,9985 |0,9986
3 10,9987 |0,9987 |0,9987 |0,9988 |0,9988 |0,9989 |0,9989 |0,9989 | 0,9990
3,110,9990 |0,9991 |0,9991 [0,9991 |0,9992 |0,9992 |0,9992 |0,9992 |0,9993
3,210,9993 [0,9993 |0,9994 |0,9994 10,9994 |0,9994 |0,9994 | 0,9995 |0,9995
3,310,9995 [0,9995 |0,9995 |0,9996 [0,9996 |0,9996 |0,9996 |0,9996 | 0,9996
3,410,9997 |0,9997 |0,9997 |0,9997 |0,9997 10,9997 |0,9997 |0,9997 | 0,9997

Fuente: elaboracién propia con funcién de Excel
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ANEXO C. TABLA PARA DISTRIBUCION t

La primera fila corresponde a las areas a la izquierda de un valor t y la primera

columna representa los grados de libertad.

Ejemplo:

Determinar el valor t que deja a la izquierda un area de 0,995 con v = 6 grados

de libertad.

t(0,995; 6) = 3,71

Eso significa que, la probabilidad de que P(t < 3,71; v = 6) = 0,995

0,995 0,990 |0,975 |09 0,8 0,75 0,7 0,6 0,55
1 63,66 [31,82 12,71 |3,08 1,376 1,000 |0,727 (0,325 |0,158
2 9,92 6,96 4,30 1,89 1,061 (0,816 |0,617 |0,289 |0,142
3 584 |4,54 3,18 1,64 0,978 |0,765 |0,584 |0,277 |0,137
4 4,60 3,75 2,78 1,53 0,941 |0,741 |0,569 |0,271 |0,134
5 4,03 3,36 2,57 1,48 0,920 |0,727 |0,559 |0,267 |0,132
6 3,71 3,14 2,45 1,44 0,906 |0,718 |0,553 |0,265 |0,131
7 3,50 3,00 2,36 1,41 0,896 |0,711 |0,549 |0,263 |0,130
8 3,36 2,90 2,31 1,40 0,889 |0,706 |0,546 |0,262 |0,130
9 3,25 2,82 2,26 1,38 0,883 |0,703 |0,543 |0,261 |0,129
10 3,17 2,76 2,23 1,37 0,879 |0,700 |0,542 |0,260 |0,129
11 3,11 2,72 2,20 1,36 0,876 0,697 |0,540 |0,260 |0,129
12 3,05 2,68 2,18 1,36 0,873 0,695 |0,539 |0,259 |0,128
13 3,01 2,65 2,16 1,35 0,870 0,694 |0,538 |0,259 |0,128
14 2,98 2,62 2,14 1,35 0,868 |0,692 |0,537 |0,258 |0,128
15 2,95 2,60 2,13 1,34 0,866 |0,691 |0,536 |0,258 |0,128
16 2,92 2,58 2,12 1,34 0,865 0,690 |0,535 |0,258 |0,128
17 2,90 2,57 2,11 1,33 0,863 |0,689 |0,534 |0,257 |0,128
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0,995 [0,990 |0,975 |09 0,8 0,75 0,7 0,6 0,55
18 2,88 2,55 2,10 1,33 0,862 |0,688 |0,534 |0,257 |0,127
19 2,86 2,54 2,09 1,33 0,861 |0,688 |0,533 |0,257 |0,127
20 2,85 2,53 2,09 1,33 0,860 |0,687 |0,533 |0,257 |0,127
21 2,83 2,52 2,08 1,32 0,859 |0,686 |0,532 |0,257 |0,127
22 2,82 2,51 2,07 1,32 0,858 |0,686 |0,532 |0,256 |0,127
23 2,81 2,50 2,07 1,32 0,858 |0,685 |0,532 |0,256 |0,127
24 2,80 2,49 2,06 1,32 0,857 0,685 |0,531 |0,256 |0,127
25 2,79 2,49 2,06 1,32 0,856 0,684 |0,531 |0,256 |0,127
26 2,78 2,48 2,06 1,31 0,856 0,684 |0,531 |0,256 |0,127
27 2,77 2,47 2,05 1,31 0,855 |0,684 |0,531 |0,256 |0,127
28 2,76 2,47 2,05 1,31 0,855 |0,683 |0,530 |0,256 |0,127
29 2,76 2,46 2,05 1,31 0,854 |0,683 |0,530 |0,256 |0,127
30 2,75 2,46 2,04 1,31 0,854 |0,683 |0,530 |0,256 |0,127
40 2,70 2,42 2,02 1,30 0,851 0,681 |0,529 |0,255 |0,126
60 2,66 2,39 2,00 1,30 0,848 |0,679 (0,527 |0,254 |0,126
120 2,62 2,36 1,98 1,29 0,845 |0,677 |0,526 |0,254 |0,126
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ANEXO D. TABLA PARA DISTRIBUCION JI-CUADRADO

La primera fila corresponde a las areas a la izquierda de un valor y? y la
primera columna representa los grados de libertad.

Ejemplo:

Determinar el valor y?que deja a la izquierda un area 0,975 con v = 10 grados
de libertad.

x2(0,975;10) = 20,48

Eso significa que, la probabilidad de que P(x? < 20,48; v = 10) = 0,975

v [0,995 |099 0,975 |09 0,75 0,50 |0,25 |01 0,025
1 7,88 6,63 |502 |2,71 1,32 |045 |0,170 |0,02 |0,00
2 10,60 |9,21 7,38 |4,61 2,77 (1,39 (0,58 0,21 |0,05
3 12,84 (11,34 (935 6,25 |4,11 2,37 |1,21 |0,58 [0,22
4 11486 (13,28 (11,14 |7,78 |539 |3,36 |[1,92 |1,06 |048
5 16,75 (15,09 12,83 (9,24 |6,63 (435 |2,67 |1,61 |0,83
6 18,55 (16,81 [14,45 (10,64 7,84 |535 [3,45 [2,20 |1,24
7 120,28 18,48 16,01 12,02 |9,04 635 425 [2,83 |1,69
8 21,95 |20,09 |17,53 |13,36 |10,22 |7,34 |507 |3,49 |2,18
9 123,59 |21,67 |19,02 (14,68 |11,39 |834 |590 417 |2,70
10 25,19 (23,21 |20,48 |1599 |12,55 [9,34 |6,74 [487 |3,25
11 126,76 (24,72 21,92 |17,28 |13,70 [10,34|7,58 |558 |3,82
12 128,30 |26,22 23,34 18,55 [14,85 [11,34|8,44 |6,30 |4,40
13 129,82 27,69 |24,74 19,81 [1598 [12,34|9,30 |7,04 |5,01
14 131,32 29,14 |26,12 21,06 17,12 [13,34|10,17|7,79 |5,63
15 132,80 30,58 [27,49 |22,31 18,25 [14,34|11,04|8,55 |6,26
16 34,27 32,00 |28,85 [23,54 19,37 [1534|11,91|9,31 |6,91
17 35,72 33,41 |30,19 [24,77 |20,49 |16,34|12,79|10,09 |7,56
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0,995

0,99

0,975

0,9

0,75

0,50

0,25

0,1

0,025

18

37,16

34,81

31,53

25,99

21,60

17,34

13,68

10,86

8,23

19

38,58

36,19

32,85

27,20

22,72

18,34

14,56

11,65

8,91

20

40,00

37,57

34,17

28,41

23,83

19,34

15,45

12,44

9,59

21

41,40

38,93

35,48

29,62

24,93

20,34

16,34

13,24

10,28

22

42,80

40,29

36,78

30,81

26,04

21,34

17,24

14,04

10,98

23

44,18

41,64

38,08

32,01

27,14

22,34

18,14

14,85

11,69

24

45,56

42,98

39,36

33,20

28,24

23,34

19,04

15,66

12,40

25

46,93

44,31

40,65

34,38

29,34

24,34

19,94

16,47

13,12

26

48,29

45,64

41,92

35,56

30,43

25,34

20,84

17,29

13,84

27

49,64

46,96

43,19

36,74

31,53

26,34

21,75

18,11

14,57

28

50,99

48,28

44,46

37,92

32,62

27,34

22,66

18,94

15,31

29

52,34

49,59

45,72

39,09

33,71

28,34

23,57

19,77

16,05

30

53,67

50,89

46,98

40,26

34,80

29,34

24,48

20,60

16,79

40

66,77

63,69

59,34

51,81

45,62

39,34

33,66

29,05

24,43

50

79,49

76,15

71,42

63,17

56,33

49,33

42,94

37,69

32,36

60

91,95

88,38

83,30

74,40

66,98

59,33

52,29

46,46

40,48

70

104,21

100,43

95,02

85,53

77,58

69,33

61,70

55,33

48,76

80

116,32

112,33

106,63

96,58

88,13

79,33

71,14

64,28

57,15

90

128,30

124,12

118,14

107,57

98,65

89,33

80,62

73,29

65,65

100

140,17

135,81

129,56

118,50

109,14

99,33

90,13

82,36

74,22
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ANEXO E. TABLA DISTRIBUCION F

La primera fila corresponde a los grados de libertad v, y la primera columna a
los grados de libertad v,. Todos los valores de F que aparecen dentro de la

tabla, dejan a la izquierda un area de 0,95y a la derecha un area de 0,5.

Ejemplo:

Determinar el valor Fque deja a la izquierda un area 0,95 conv; =10y v, =8

grados de libertad.

F(0,95;v, = 10;v, = 8) = 3,35

Eso significa que, la probabilidad de que P(F < 3,35; v; = 10,v, = 8) = 0,95

Area a la izquierda: 0,95

i, |1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 12 | 15 | 20 | 30
1| 161,4[199,5 | 215,7 | 224,6 | 230,2 | 234,0 | 236,8 | 238,9 | 240,5 | 241,9 | 243,9 | 245,9 | 248,0 | 250,1
2| 18,51|19,00| 19,16 | 19,25 | 19,30 | 19,33 | 19,35|19,37|19,38(19,40|19,41| 19,4 | 19,4| 19,5
3| 10,13| 9,55| 9,28| 9,12| 9,01| 894| 889| 885| 881| 879| 874|877 87| 86
4| 7,71| 694| 659| 639| 626| 616 6,09| 604| 6,00| 596| 591|59 58| 57
5| 661| 579| 541| 519| 505| 495| 4,88| 482| 4,77| 4,74| 4,68|4,6 46| 45
6| 599| 514| 476| 453| 439| 428| 421| 4,15| 4,10| 4,06| 4,00|3,9 39| 38
7| 559| 474| 435| 4,12| 3,97| 3,87| 3,79| 3,73| 3,68| 3,64| 3,57|3,5 34| 34
8| 532| 446| 4,07| 384| 3,69| 3,58| 3,50| 3,44| 3,39| 3,35| 3,28|32 32| 31
9| 512| 426| 386| 3,63| 3,48| 3,37| 3,29| 3,23| 3,18| 3,14| 3,07|3,0 29| 29
10| 496| 4,10| 3,71| 3,48| 333| 3,22| 3,14| 3,07| 3,02| 298| 291|28 28| 27
11| 4,84| 398| 3,59| 3,36 3,20| 3,09 3,01| 295| 290| 285 2,79|27 26| 26
12| 4,75| 3,89| 349| 326/ 3,11| 3,00| 291| 285| 280| 275| 2,69(2,6 25| 25
13| 4,67| 3,81| 341| 3,18 3,03| 292| 283| 2,77| 2,71| 2,67| 2,60|25 25| 24
14| 4,60| 3,74| 334| 3,11| 296| 285| 276| 2,70| 2,65| 2,60| 2,53|2,5 24| 23
15| 454| 3,68| 3,29 3,06 290| 2,79| 2,71| 2,64| 259| 2,54| 24824 23| 22
16| 449| 3,63| 3,24| 3,01| 285| 2,74| 266| 259| 254| 249| 24224 23| 22
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v

Vv, | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 12 | 15 | 20 | 30
17| 445| 359| 3,20| 296| 281| 2,70| 261| 2,55| 249| 245| 2,38 23| 22| 21
18| 441| 355| 3,16 2,93| 2,77| 2,66| 258 251| 246| 241| 234| 23| 22| 21
19| 438| 352| 3,13| 290| 2,74| 2,63| 254 248| 242| 238| 231| 22| 22| 21
20| 435| 349| 3,10| 2,87| 2,71| 2,60| 251| 245| 239| 235| 228 22| 21| 20
21| 432 347| 3,07| 2,84| 268| 257| 249| 242| 237| 232| 225 22| 21| 20
22| 430 344| 3,05| 282| 266| 255 246| 240| 2,34| 230| 223| 22| 21| 20
23| 428| 342| 3,03| 280| 264| 253| 244| 237| 232| 227| 220 21| 20| 20
24| 426| 340| 301| 278| 262| 251| 242| 236| 230| 225| 218 21| 20| 1,9
25| 424 339| 299| 2,76| 2,60| 249| 240 234| 2,28| 224| 216| 21| 20| 1,9
26| 423| 337| 298| 2,74| 259| 247| 239| 232| 227| 222| 215| 21| 20| 19
27| 421| 335| 296| 2,73| 257| 246| 237| 231| 225| 220| 213| 21| 20| 1,9
28| 420 334| 295| 2,71| 256| 245| 236| 229| 224| 219| 212 20| 20| 1,9
29| 4,18| 333| 293| 270| 255| 243| 235| 2,28| 222| 218| 210| 20| 19| 1,9
30| 417 3,32| 292| 269| 253| 242| 233| 227| 221| 216| 209| 20| 19| 18
40| 4,08| 3,23| 2,84| 261| 245| 234| 225| 2,18| 212| 2,08| 200| 19| 18| 17
60| 4,00| 3,15| 276| 2,53| 237| 225| 217| 2,10| 2,04| 1,99| 192| 18| 17| 16

120| 392| 3,07| 268| 245| 229| 218| 2,09| 202| 1,96| 1,91| 1,83| 18| 17| 16
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CALCULO DE PROBABILIDADES
Y ESTADISTICA INFERENCIAL

El libro contiene exactamente las tematicas que se desarrollan en los cursos de calculo
de probabilidades y estadistica de la Universidad de Narifio, por lo cual, en dichos
cursos se podria utilizar como texto guia. No se trata de un libro de texto en si mismo,
sino de unas notas de clase de un curso de Calculo de Probabilidades y Estadistica de
la Universidad de Narino.

El libro esta organizado en ocho (8) capitulos. El primero, “Introduccién a la teoria de
conjuntos”, presenta las operaciones entre conjuntos y el concepto de producto
cartesiano. El segundo capitulo, “Introduccién al calculo de probabilidades”, presenta
los fundamentos de las técnicas de contar, los conceptos de espacio muestral,
definicién de probabilidad, las leyes de probabilidad y finaliza con el estudio de
espacios finitos de probabilidad. El capitulo tercero, trata sobre probabilidad
condicional, procesos estocasticos finitos, probabilidad total y probabilidad de Bayes.
El Capitulo cuarto, “Variables aleatorias”, desarrolla el tema de variables aleatorias
discretas y continuas. El capitulo quinto, “Modelos de probabilidades”, trata algunos
modelos de distribucion de probabilidad, tanto discretos como continuos. En el
capitulo sexto, “Distribuciones muestrales”, se estudia la distribucién muestral de la
media, de la proporcién de éxitos, de la diferencia de medias y de la diferencia de
proporciones. En el capitulo séptimo, se trabaja la aplicacion de las distribuciones en
el calculo de probabilidades, la estimacion de parametros, la prueba de hipétesis y el
analisis de varianza. Finalmente, el capitulo ocho, “Problemas propuestos”, presenta
diversos problemas sobre calculo de probabilidades, modelos de probabilidad y
aplicaciones de la estadistica inferencial.
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