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Teoria de Maxwell-Chern-Simons Libre y en Interaccién con Campo
Fermionico

Resumen

En este trabajo se estudia, mediante el método de Dirac, la estructura canénica de las teo-
rias de Chern-Simons pura (C-S) y Maxwell-Chern-Simons libre (M CS), ademds del campo

fermionico libre en (2 + 1) dimensiones y la electrodindmica cudntica bidimensional con el

término de Chern-Simons (QEDy ).
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Free Maxwell-Chern-Simons Theory and Interaction with Fermionic
Field

Abstract

In this paper we study, through Dirac’s method, the canonical structure of pure Chern-
Simons (C-S) and free Maxwell-Chern-Simons (M CS) theories, as well as, the free fermionic
field in (2 + 1) dimensions and the bidimensional quantum electrodynamics with Chern-

Simons term (QED»41).
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Espacio de Minkowski o espacio-tiempo:

XII

Describe el comportamiento de magnitudes
que se definen en todo punto de una region
del espacio y del tiempo. Representa la distri-
bucién espacial de una magnitud fisica que
muestra cierta variacion en una region del es-

pacio.

Integral definida sobre un contorno cerrado,
de manera que el dominio de la funcional es
un espacio de funciones, y su rango es el con-

junto de ntimeros reales.

Para un sistema fisico conservativo con un
numero finito de grados de libertad, es una
funcién que describe la dindmica del sistema
fisico. Se define como la diferencia entre la
energia cinética y la energia potencial
expresadas en términos de las coordenadas

generalizadas.

Funcional definida en un intervalo de tiem-
po y construida a partir del Lagrangiano. La
accion determina la dindmica de un sistema

fisico.

Espacio de cuatro dimensiones usado para
describir los fenémenos fisicos en el marco
de la teoria especial de la relatividad de Eins-

tein. Un punto o un evento del espacio-tiempo,
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Capitulo 1

Introduccion

El constante avance en estudios de superconductividad, materia condensada, efecto Hall
cudantico [1] y en general en sistemas cuya dindmica se desarrolla esencialmente en un
espacio bidimensional, ha permitido que teorias relativistas que se restringen a una di-
mension temporal y apenas a dos dimensiones espaciales, adquieran una importancia

comparable con las teorias que estudian sistemas en un espacio-tiempo ordinario.

Las teorias gauge que analizan el comportamiento de particulas fundamentales en el
plano, presentan diferencias interesantes con las teorias que las estudian en el espacio-
tiempo de tres dimensiones espaciales y una dimensiéon temporal. Tal es el caso de un
nuevo tipo de teoria gauge, completamente diferente de la teoria electromagnética de
Maxwell, inmersa en (2 + 1) dimensiones. Esta teoria se conoce como teoria de Chern-
Simons (C-S) [2] y se caracteriza por ser invariante bajo transformaciones de Lorentz y

presentar una simetria de gauge local.

Generalmente, la Lagrangiana de C-S es considerada como un elemento adicional de de-
terminadas teorias gauge restringidas a (2 + 1) dimensiones. En particular, el acople del
término de C-S a la teoria electromagnética de Maxwell da origen a una nueva teoria gau-
ge, denominada teoria de Maxwell-Chern-Simons (MCS) [3, 4]; entre las caracteristicas
mas relevantes de tal acoplamiento, puede destacarse el surgimiento de un término to-
polégico de masa asociado a los fotones descritos por el potencial fundamental A,. De
igual manera, pueden mencionarse los estudios resultantes de la inclusién de la teoria de
C-S a campos de materia (campo escalar o campo fermidnico), tal como ocurre con la
electrodinamica ctiantica bidimensional con el término de C-S, QED». 1, que describe el

fenémeno de interaccion entre electrones, positrones y fotones masivos en el plano [5].
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Las teorias de C-S, MCSy QED. 1, son descritas por densidades Lagrangianas singulares,
es decir, son sistemas dindmicos con vinculos [6]. Por consiguiente, bajo el formalismo
Lagrangiano se espera que no todas las aceleraciones puedan ser determinadas, mientras
que en el estudio de las teorias bajo el formalismo Hamiltoniano no serd posible escribir
todos los momentos candnicos en términos de las variables del espacio de fase, dicho de
otro modo, en ambas formulaciones las variables que describen los sistemas fisicos no se-
ran independientes entre si. Por tal razon, este tipo de teorias requieren de un tratamiento
especial, que en este trabajo en particular, se llevara a cabo mediante el método de Dirac
para sistemas singulares. A través de este método se buscara obtener los paréntesis ge-
neralizados entre los grados de libertad para cada teoria, conocidos como Paréntesis de

Dirac [6, 7, 8].

Para llevar a cabo el estudio de las teorias mencionadas previamente, resulta indispen-
sable reconocer algunas generalidades de la teoria de Maxwell en (2 + 1) dimensiones.
Usualmente la teoria electromagnética de Maxwell es definida en términos del campo
fundamental A* = (A, A), siendo Ay el potencial escalar y A el potencial vectorial. La

densidad Lagrangiana asociada a la teoria de Maxwell es:
1 1
la cual estd expresada en términos del tensor de campo electromagnético:
FIJV EaﬂAv_avA'u, (1.2)
que es un tensor antisimétrico que satisface la siguiente condicién:
FIJV = _FVIJ. (1.3)

Tanto el tensor de campo electromagnético Fy,, como la densidad Lagrangiana de Max-

well son invariantes bajo la transformacion gauge local:

, 1
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donde A = A (x) es una funcién arbitraria del espacio y del tiempo. Del mismo modo, son
tambien invariantes bajo esta transformacion las ecuaciones de campo derivadas de la

densidad Lagrangiana (1.1) y que estdn dadas por:
a,F* =0. (1.5)

La teoria electromagnética de Maxwell puede facilmente ser definida en cualquier dimen-
sién espacio-temporal [2], basta con extender el rango del indice espacio-temporal p del
campo fundamental A, a un espacio-tiempo de d-dimensiones, de manera que dicho in-
dice tomara los valores u =0,1,2,...(d — 1). Bajo esta extension, el tensor de campo elec-
tromagnético presentara aun la estructura del tensor antisimétrico definido en (1.2). Del
mismo modo, es importante resaltar que la densidad Lagrangiana de la teoria y las ecua-
ciones de campo, tampoco se verdn alteradas en este procedimiento. La tinica diferencia
significativa radica en que el nimero de campos independientes contenidos en el tensor

de campo F,,,, diferird para la dimension particular en consideracion.

No obstante, resulta relevante mencionar que cuando se restringe la teoria de Maxwell

a (2+1) dimensiones, el campo magnético es un escalar definido por:

B= g,-jFij:g,-jaiAj, (1.6)

N | =

mientras que en la teoria de campo electromagnético en el espacio-tiempo ordinario, esta
cantidad toma la forma de un vector, dado por B =V x A. Esto se debe particularmente
a que en (2+1) dimensiones el potencial vectorial A es un vector en dos dimensiones
y por tanto, el rotacional en dos dimensiones del mismo producira un escalar [2]. De la
misma forma, bajo esta restriccion, el campo eléctrico serd un vector en dos dimensiones
y presentara la siguiente estructura:

E; = Fjo, (1.7)

En virtud de la forma de los campos eléctrico y magnético en (2 + 1) dimensiones, el ten-

sor de campo electromagnético Fy, serd una matriz antisimétrica 3 x 3 que tendrd tres
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componentes no nulas: dos para el campo eléctrico y una para el campo magnético. Di-

cha matriz presenta la forma mostrada a continuacion:

0 -E -E
FEw=|E 0o B | (1.8)
E, -B 0

La organizacion de este trabajo de grado es la siguiente:

En el capitulo 2, se estudia la teoria de C-S pura. Este capitulo se estructura en las si-
guientes secciones: en la primera se estudia su invariancia gauge local, posteriormente,
se realiza un estudio del formalismo Lagrangiano y finalmente, un andlisis canénico de la

teoria bajo el método de Dirac.

En el capitulo 3 se andliza la teoria de MCS, esta se estudia inicialmente en el formalis-
mo Lagrangiano, se analiza su invariancia gauge local, el origen de un término topolégico
de masa asociado a los fotones descritos por el campo fundamental A, y finalmente, se

estudia la estructura canonica de la teoria en el gauge de Coulomb [8, 9].

En el capitulo 4 se estudia la teoria de campo fermidénico en (2 + 1) dimensiones en la
formulacién Lagrangiana y Hamiltoniana. En esta tltima, se hace necesario emplear el

método de Dirac, puesto que la teoria es descrita por un Lagrangiano singular.

En el capitulo 5, con el propésito de analizar la teoria de interaccién que surge del acople
entre la teoria de MCS y de campo fermionico, se estudia a nivel Lagrangiano la teoria de
QED>,, se demuestra su invariancia gauge local y se lleva a cabo un anélisis canénico de
la misma en el gauge de Coulomb, empleando para ello el método de Dirac para sistemas

singulares.

Finalmente, en el capitulo 6 se presentan las conclusiones y recomendaciones del trabajo.



Capitulo 2

Teoria de Chern-Simons Pura

La densidad Lagrangiana que describe la teoria de C-S es [3]:
2=Fgarrs
=-¢ (0aAp) Ay, 2.1

donde k es una constante de acomplamiento adimensional y A, es el campo vectorial
fundamental, tal que @ = 0,1,2 denota sus componentes espacio-temporales. Ademas,
€*PY denota el tensor antisimetrico de Levi-Civita, cuyas propiedades en (2 + 1) dimen-

siones [10], se estudian en el Apéndice A.

Inicialmente se puede resaltar que esta densidad Lagrangiana contiene explicitamente
en su estructura al campo A, en lugar del tensor de campo electromagnético Fyg. No
obstante, cumple con el criterio de invariancia gauge local [2]. Por otra parte, la densidad
Lagrangiana de C-S es de primer orden en las derivadas espacio temporales. Asi pues, la
estructura canénica de esta teoria difiere significativamente de la teoria electromagnética

de Maxwell [2].

En adicioén, a las anteriores caracteristicas, se puede mencionar que debido a la presencia
del tensor antisimétrico de Levi-Civita, la densidad Lagrangiana (2.1) no puede ser escrita
como un término en el espacio-tiempo usual de (3 + 1) dimensiones. Generalmente, es
posible escribir el término de C-S en cualquier dimension impar del espacio-tiempo, pe-
ro solamente en (2 + 1) dimensiones la densidad Lagrangiana es cuadrética en el campo

gauge Aqy [2].

Finalmente, es importante tener en cuenta que la teoria de C-S pura es descrita por una

densidad Lagrangiana singular, lo que implica para este caso en particular, el surgimiento
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tanto de vinculos de primera clase como vinculos de segunda clase [6, 7, 8]. Por tal motivo,
el andlisis cldsico y el tratamiento de los vinculos de esta teoria se efectuara en el gauge

de radiacion, en virtud a los lineamientos del método de Dirac.

2.1. Invariancia Gauge Local

Obsérvese que a partir del cardcter antisimétrico del tensor de Levi-Civita y la estructura
del tensor de campo electromagnético, es posible reescribir la densidad Lagrangiana (2.1)

del siguiente modo:
£ = % 6777 (00 Ap) Ay + €77 (90 Ap) Ay

k
= eI Foph, (2.2)
Bajo una transformacion gauge de la forma (1.4), la densidad Lagrangiana de C-S sera:

k
1__N paPyp! Al
L= e TTF A 2.3)

Debido a que el tensor de campo electromagnético Fyg es invariante bajo este tipo de

transformaciones, es evidente que:
k 1
¥ = —*rp (A +-0 A)
87 af (“y Ped
k k
= Qg“ﬁVFaﬁAy + @g“m Fop0y A

k k
= ££+0y (%Eaﬁypaﬁ/\) - %Eaﬁy (OQFM) A. (2.4)

Cabe anotar que para la consecucion del resultado previo se hizo uso de la antisimetria
del tensor de Levi-Civitay del tensor de campo electromagnético. Sin embargo, de la iden-

tidad mostrada a continuacion (véase Apéndice B):

e*Pro,Fp, =0, (2.5)
la densidad Lagrangiana (2.4) se reduce a:

&'=L+9,

k_ apy )
FagA|, 2.6
8671’8 o (2.6)
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Es posible eliminar el segundo sumando de la expresién anterior, para demostrarlo se

partird de la integral de accion asociada a la Lagrangiana (2.6) definida como:
k
of |Ag] = f A*xL | Ap, 04 Ap) + f a’xo, (S—s“ﬁYFaﬁA) : 2.7)
ern

Resulta impotante destacar que el segundo sumando de la expresion previa se anula a
causa de las condiciones de frontera impuestas sobre el campo gauge A, [2] y que estan

dadas por [11]:

6A05 (x) tl) 6Aa (x) t2) = 07 (2-8)

lim Aq(x, 1) 0 (2.9)

[x| =00

Para mostrarlo, notese que al expandir el indice a en el segundo término de (2.7), es posi-

1) k
fdzxf 0o (—soﬁyFoﬁA)+
f 8en
k.
fdtfdzxai(—slﬁVFiﬁA)
8em
2 [k op &
fd x| =——¢e P FopA
8erm

+
k iy
fdtfdri %5 FlﬁA . (210)

|
Para el cdlculo anterior se hizo uso del teorema de Gauss restringido a dos dimensiones.

ble escribir:

k
[d?’xay (%eamFaﬁA)

Es evidente que de acuerdo a la condicién de extremos fijos (2.8), la integral del primer
sumando de (2.10) es nula. Similarmente, se puede observar que el segundo sumando
de (2.10) es una integral cerrada calculada sobre el contorno de una superficie que se
exitende hacia el infitnito, region en la cual, de acuerdo a la condicién de frontera (2.9), el
campo A, tiende a cero. Por tales motivos, se comprueba que la expresion (2.7) se reduce
a:

o |Ag] Efd3x$ [Ap,04Ap), (2.11)

que es laintegral de accion asociada a la densidad Lagrangiana de C-S (2.1). Este resultado
implica que el Lagrangiano que describe al sistema no es tinico [12] y que es posible elimi-

nar el término presente en el segundo sumando de (2.6), pues bajo este procediminento
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se obtendran las mismas ecuaciones de campo. Por lo anterior, se concluye que:
L=< (2.12)

La relacién (2.12) implica que la densidad Lagrangiana de la teoria de C-S pura es inva-

riante bajo transformaciones gauge locales.

2.2. Formalismo Lagrangiano

Noétese que la densidad Lagrangiana citada en (2.1) es funcion del campo fundamental A,
y de sus derivadas espacio-temporales en (2 + 1) dimensiones. Luego, la integral de accién

asociada a la densidad Lagrangiana de la teoria de C-S pura es definida por [11, 13]:
o |Ag] :fd3x££ [Ap,04Ap). (2.13)

Para deducir las ecuaciones de campo de la teoria, se considerard la variacion de la accion
presente en la ecuacion inmediatamente anterior, considerando variaciones arbitrarias e

independientes del potencial A, [11, 13]. Asi pues, la variacion de (2.13) es:
5 [Ap] = 6fd3x.§€ [Ap, 00 Ap]. (2.14)

Como se han tenido en cuenta variaciones arbitrarias e independientes del campo A,

mas no de las coordenadas, es posible escribir la anterior relacién como sigue:
5t [Ap] :fd3x5££ [Ap,04Ap). (2.15)

Se sabe que la densidad Lagrangiana es funcion del campo gauge Ag y de sus derivadas
espacio-temporales 0, Ag. Por consiguiente, la variacion de dicha densidad Lagrangiana
debida a variaciones arbitrarias e independientes del potencial gauge se escribe como:

0Z 0Z

——= 5(0445). 2.16
Bus) (02 Ap) (2.16)

Introduciendo este resultado en (2.15), se observa que la variacion de la integral de accién

de la teoria en cuestién es ahora:

o [Aﬁ] :fd?’x 6;26Aﬁ+ai
6(0aAﬁ)

oA, 5 (0aAp) |- (2.17)
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Pese a que solamente se han considerado variaciones del campo A, y no de las coorde-

nadas, se puede establecer que:
5 (0aAp) =04 (5Ap). (2.18)

Bajo esta resultado, se expresard el segundo sumando de la ecuacién (2.17) del siguiente

modo:
0% 0%
0 5(04A8) = —= 3, (6A
3(0aAp) (0a4p) 3(0aAp) a(84p)
Y% 0%
0n | —= 44| =0, | —=—|5A,. 2.19
Een i e SO

Tras reemplazar (2.19) en la variacién de la integral de accién (2.17), se puede verificar

que:

0Z 0Z

5 0%
0Ap | 0(daAp)

0(04Ap)

8t [Ap] :fdgx 5Aﬁ+fd3x6a SAg|.  (2.20)

Es importante destacar que el segundo sumando de la expresion previa se anula como
consecuencia de las condiciones de frontera impuestas sobre el campo gauge Ay, de este

modo la variacion de la integral de accién de la teoria de C-S pura se reduce a:

5Aﬁ.

0% 0¥
G| ——
aAﬁ 0 (0aA,5)

5t | Ag) = f &x

El prinicipio de Hamilton establece que la trayectoria real seguida por el sistema es aque-
lla que extremiza la integral de accion de la teoria [11], matemdaticamente esto puede sin-

terizarse como sigue:

5Ag=0. (2.21)

6.sz¢[Aﬁ]:fd3x 0L _ a 0L
0Ap a(aaAﬁ)

Nuevamente, haciendo hincapie en que la variacion de la integral de accion es debida

solamente a variaciones arbitrarias e independientes de las componentes de A,, bajo el

lema fundamental del célculo de variacioénes [12, 13], la igualdad en (2.21) se cumple si:

0Z 0Z 0 (2.22)
a 6 ( — Y. .

o152\ 50eay)
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Estas relaciones son las ecuaciones clésicas de Euler-Lagrange de la teoria de C-S pura. La
forma expicita de las ecuaciones de campo, implica calcular las siguientes derivadas de la

densidad Lagrangiana (2.1):

0% k 0A,
—— = P (5, A, —Z
oa; ~ ant O
k
= E{;‘uv‘o (a/JAV) 5§
k
= —Eeﬁ“YOYAa. (2.23)

Para este razonamiento se ha empleado el cardter antisimétrico del tensor de Levi-Civita.

De forma andloga, se puede deducir que:

0L — ﬁgpvpa(aHAV)
(02 Ap) am- 9(0q45) "
k
= e AB50)
k
= —Eeﬁ“my. (2.24)

Cabe anotar que nuevamente se ha considerado la antisimetria del tensor €%/ en los indi-
ces a, 3,7. Sustituyendo las relaciones (2.23) y (2.24) en las ecuaciones de Euler-Lagrange

(2.22), se encuentra que las ecuaciones de campo cldsicas de la teoria C-S pura son:
gﬁay (6aA')/ - a')/Aa) = EﬁayFay = 0. (2.25)

Noétese que la invariancia gauge de la densidad Lagrangiana de la teoria de C-S pura se ve
reflejada claramente en las ecuaciones de movimiento, debido a la presencia del tensor

de campo electromagnético Fyy.

2.3. Formalismo Hamiltoniano

Ahora, se procedera a realizar un estudio canénico de la teoria [11]. Para tal objetivo, pri-
mero se definird el momento canénico asociado al campo A, de la siguiente manera:
0& k

PonPx, )z —— = —¢%r4A . 2.26
aP =aP(x, 1) G(OOAﬁ) 4n£ y (2.26)
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Al estudiar la componente temporal del momento candnico, se observa que:

k 00
mg=—¢"TA,=0. 2.27
0 a7 94 ( )

Del mismo modo, para = i se puede verificar:
ko
47
Notese que como consecuencia del cardcter antisimétrico del tensor €YY el tinico valor

no nulo ocurre cuando y = j, por tal razén:
i k i
w(x, 1) =-—¢e'Aj(x,1). (2.28)
4m

Donde se ha utilizado la notacién £%7 = ¢! (véase Apéndice A)

Debido a que ni en la expresion (2.27) ni en la expresion (2.28) se presentan velocidades,
es decir, derivadas en relacion al tiempo de los campos, se verifica que ambas relaciones
son vinculos primarios, pues dichas estructuras son consecuencia de la definicién de los
momentos candnicos de la teoria [6, 7, 8]. Se denotaran los vinculos primarios de la teoria

de C-S pura como se muestra a continuacion:

o 7o (x,1) =0, (2.29)

k
Xi Xi(x,t)Eﬂi+E€ijAj=0, (2.30)

donde el simbolo =, denota igualdad debil [6, 7, 8]. Aiin cuando los momentos canoéni-
cos del sistema no pueden ser expresados en términos de coordenadas y velocidades, es
posible construir bajo una transformacion de Legendre [7], la densidad Hamiltoniana ca-

nonica de la teoria del siguiente modo:
Jfo = aoAﬁﬂﬁ - [Aﬁ,aaAﬁ] .

De la estructura de la densidad Lagrangiana de la teoria de C-S pura (2.1) y del momento
canonico asociado al campo gauge A, (2.26), se encuentra que la densidad Hamiltoniana

canoénica del sistema es:

Jﬂ;ﬁ €ij(00A) Aj Rt (G0Ap) Ay — &' (0:Ap) AY] :
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Expandiendo ahora los indices §, y y utilizando la antisimetria del tensor de Levi-Civita,

se obtiene que:
k ..
He = yrl L2 (0;A0) Aj—€ij(0:A4)) Ao — €™ (0:A)) Am] - (2.31)

Sin embargo, debido a que la teoria se restringe a (2 + 1) dimensiones, el tiltimo sumando
de la relacion preliminar es nulo (véase Apéndice B), por esta razon, la densidad Hamil-

toniana canénica de C-S se reduce a:
k
A=~ €1} (0:A0) Aj —£ij(0:A;) Ao].- (2.32)
El Hamiltoniano canénico de la teoria de C-S, es dado por [11]:
f d*x 7,

k
Efdzx[gij (aiAo)Aj—Eij (aiAj) Ao]. (2.33)

H,

A fin de presentar de forma mds compacta la estructura del Hamiltoniano candnico del

sistema, se reescribira utilizando la siguiente identidad:
(0;Ag) Aj =0; (Ao Aj) — (0: A;) Ao.
Introduciendo esta relacion en (2.33), se puede verificar que:

H,

k k
—Efdzx{:‘ij (aiAj)A()-l-Efdzxgijai (AOAj)

k k
_gfdzxgij (aiAj)A0+Ee,-jfdr,- (AOA]‘). (2.34)

Cabe anotar que para llegar al segundo sumando de la deduccién preliminar, se empleo el
teorema de Gauss en dos dimensiones. Dicho término no es mas que una integral cerrada
realizada sobre el contorno de una superficie que se extiende hacia el infinito, luego, de
acuerdo a la condicién de frontera (2.9), se comprueba que la integral de camino en cues-
tion es cero. Con estos lineamientos, se concluye entonces que el Hamiltoniano canénico

de la teoria de C-S pura es:

k
HC:—Z—fdzxeij (0:A;) Ao. (2.35)
T
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Sin embargo, el Hamiltoniano candnico estd bien definido solo en el subespacio de fase de
los vinculos y por tanto se puede extender arbitrariamente fuera de la superficie de estos.
Dicho de otro modo, el Hamiltoniano canénico no estd univocamente determinado, pues
es posible afiadirle cualquier combinacion lineal de los vinculos del sistema [6, 7, 8]. Por
ende, si se aflade una combinacién lineal de los dos vinculos primarios 7y y x;, se deduce

que el Hamiltoniano primario de la teoria de C-S es:

H, Hc+fd2x[7ton0+/1,~)(,-]

fdzx

Expresion en la que los términos 1o = A (x, £) y A; = A; (x, £), son funciones arbitrarias del

k
—5€ij (0iAj) Ao+ Aomo + Aixi | - (2.36)

espacio y del tiempo, conocidas como multiplicadores de Lagrange [6, 7, 8].

Para continuar con el analisis canénico de la teoria de C-S serd necesario construir los pa-
rentesis de Poisson entre variables del espacio de fase. El espacio de fase del sistema esta
definido por el par canénico (A, %), luego, si C (x,t) = C(Aq, ") y D(x,t) = D (Aq, %)
son dos variables dindmicas de dicho espacio, el parentesis de Poisson a tiempos iguales
(PP) entre ellas se define como [11]:

5C(x, 1) 6D(y,1) _6Cx, 1) 6D(y,1)
0Ay(2,0) 6% (z,1) On%(z,1) 6A, (2, 1) |

(2.37)

{Cx,1),D(y 1)} Efdzz

A partir de (2.37) se determina que los PP fundamentales entre las variables dindmicas
son:

{Aa 0,75 (1, )} = 1ap® (x ), 2:38)

{Aa(x,0),Ag(y, 1)} =0={nq (x,0),7p(y, 1)} (2.39)

Ahora, la evolucién dindmica de cualquier variable del espacio de fase R (x, ) = R (Aq, %),

estard dada por la ecuaciéon de movimiento de Hamilton [6, 11]:

R(x,n~{R(x,1),H,(y,1)}. (2.40)
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2.3.1. Analisis de consistencia de vinculos

Ahora, por consistencia, se debe garantizar que los vinculos de la teoria de C-S se con-
serven durante toda la evolucion dindmica del sistema. Este andlisis permitiré establecer
ademas, si surgirdn o no nuevos vinculos [6, 7, 8]. Si como resultado de este requerimien-
to se originan nuevas estructuras que relacionen las variables del espacio de fase entre si,
sera necesario estudiar tambien la consistencia de cada uno de los nuevos vinculos, esto
con el fin de lograr establecer el conjunto completo de vinculos de la teoria en desarrollo.
Por tal razon, se determinara a continuacion las condiciones de consistencia de los vincu-

los primarios 7y y ¥;-

Por consistencia, el vinculo 7, de acuerdo a la relacién (2.40), debera satisfacer:

{mo(x, 0, Hp (y, 1)}

{10 (%, 1), He (3, )} + f @y o (6, 0), 0 (3, £) 70 (1, £) + As (v, ) i (1, )}
0. (2.41)

7o

u

Con el propésito de simplificar los célculos concernientes a la condicién de consistencia
del vinculo 7, se procederd a resolver por aparte cada uno de los sumandos presentes en
la ecuacion (2.41). Luego, a partir de (2.29), la estructura del Hamiltoniano canénico dada
por (2.35) y las propiedades de los PP, se obtiene:

{mo(x, 1), He(y, 1)} = %sija,-Aj. (2.42)

Por otro lado, en virtud a los PP fundamentales se encuentra que:
{mo (x, 1), 70 (y, 1)} = 0. (2.43)

Bajo este resultado, es evidente que el PP presente en el segundo sumando de la ecuacién

(2.41) se anula debilmente:

{mo (%, ), A0 (y,t) 0 (3, 1)} = A0 (¥, £) {70 (x, 1), 70 (3, 1)} = 0. (2.44)
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Finalmente, de la definicion del vinculo y; presente en (2.30) y los PP fundamentales, se

determina:

U

k
{mmo (x,0), xi (. 1)} {ﬂo(x,t),”i(y,t)‘FEgijAj(J’,t)}

0. (2.45)

U

A partir de la relacion (2.45), se comprueba que:

{mox, 00, Ai (y, ) xi (¥, 1)} = Ai (v, ) {mo (%, 1), xi (v, 1)} = 0. (2.46)

Introduciendo lo obtenido en las férmulas (2.42), (2.44) y (2.46) en (2.41), se encuentra

que la consistencia del vinculo primario 7 es:
. koo
7o (x, 1) = 2—£ij0i Aj(x,1)=0. (2.47)
/4

La forma de esta ecuacién presenta nuevamente relaciones entre las variables del espacio
de fase, de alli que el requerimiento de consistencia para 7y ha dado como resultado un

vinculo secundario [6, 7, 8], que se definird como:
{=¢(x,1)=¢;j0;Aj(x,1) =0. (2.48)

Debido a que ha surgido un nuevo vinculo en la teoria, se estudiara su consistencia, esto
con el propdsito de garantizar que se conserve durante la evolucion dindmica del sistema,

dicho de otro modo, se debe cumplir:

Ext) = {E@0,H,y(y 1)}
{Ex,0,He(y, 1)} +
f d?y{e(x, 1), Ao (v, t) o (v, 1) + Aj (v, 1) x5 (v, 1)}

0. (2.49)

U

Tomando como punto de partida los PP fundamentales y las ecuaciones tanto del vinculo
¢ como del Hamiltoniano canénico de C-S expresadas en (2.48) y (2.35) respectivamente,

inmediatamente se observa que:

{E@,0,H(y, 1)} =0, (2.50)
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De la misma manera, en virtud a estas férmulas se comprueba:

{&x, 0,70 (y, 1)} =0. (2.51)

Relacion que se empleard para resolver el PP que prosigue:

{&@x, 0, (y, t)mo(y, 1)} = Ao (. ) {€ (%, 1), 0 (, £)} = 0. (2.52)

De forma andloga, a partir de los PP fundamentales se demuestra que el PP calculado

entre el vinculo secundario ¢ y el vinculo primario y; (véase Apéndice C), es dado por:
{0,y 1)} =076 (x - y). (2.53)

Usando este resultado, es posible deducir:

€060, (101 (0} = 45 (1 ) {00 (1)} = 50 (7, 0) 0582 (x— ). (254)

Tras sustituir los razonamientos llevados a cabo en los procedimientos matematicos (2.50),
(2.52) y (2.54) en (2.49), se verifica que el requerimiento de consistencia del vinculo secun-
dario ¢ da como resultado:

E(x, 1) = £;07A; (x, ) ~ 0. (2.55)

La ecuacion (2.55) no da origen a nuevos vinculos pues permite establecer condiciones

sobre el multiplicador de Lagrange A; [6, 7, 8].

Continuando con el andlisis de consistencia de los vinculos del sistema, se precisa ahora
encontrar la consistencia para el vinculo primario y;, luego, su derivada temporal debe

anularse debilmente, esto es:

{xix, 0, Hp(y, 1)}
{xix,0), He(y, 1)} +

fdzy{xi(x, 0, (y, t)mo (3, 0) +A; (3, 1) xj (v, 1)}
0. (2.56)

x; (x, 1)

u
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Mediante las propiedades de los PP y las férmulas (2.30) y (2.35), referentes al vinculo y;

y el Hamiltoniano canénico de la teoria respectivamente, se deduce que:
k X
{xix0,He(y, 1)} = ~5-€1j07 Ao (%, 1). (2.57)

Cabe anotar que para la obtencion del resultado previo se empleo la antisimetria del ten-
sor de Levi-Civita y se tuvo en cuenta ademas, que la derivada de una funcién cuyo argu-
mento depende de la diferencia de dos variables (para este caso la funcién delta de Dirac

en dos dimensiones) satisface la propiedad mostrada a continuacion:
2
6}'6 (x—y)=-076"(x-y). (2.58)

Para el calculo de (2.57) se recomienda estudiar los PP deducidos en el Apéndice C.

Para fijar completamente el requerimiento de consistencia del vinculo y;, resta tener en

cuenta que el PP entre los dos vinculos primarios y; y 7o se anula debilmente, es decir:

{xi x, 0,70 (y, 1)} = 0. (2.59)

Este resultado implica en efecto que:

{ri@x, 0,20 (3, )70 (1, 1)} = Ao (v, 1) {xi (%, 0, 7m0 (3, £)} = 0. (2.60)

Similarmente, utilizando los PP fundamentales (2.38), (2.39) y aprovechando la antisime-

tria del tensor ¢; j, se comprueba el PP mostrado a continuacion:

k
{xix, 0,1 (v, t)}:—gei]ﬁz (x-y). (2.61)

Para observar los célculos pertinentes para la resolucion del PP anterior dirigirse al Apén-

dice C. Como consecuencia de la relacién preliminar se puede verificar que:

k
Wi @ 0,45 (9 8 25 (00 = Ay (v ) (6 0, x5 (v 1)} = = €45 (9, 0) 6% (x—y).
(2.62)
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Reemplazando (2.57), (2.60) y (2.62) en (2.56), se llega a que la condicién de consistencia

del vinculo primario y; es dada por:

. k
X (6 0) = =€ |97 A0 (8,1 + A t)] ~ 0. (2.63)

Si ahora, se multiplica a ambos lados de la férmula previa por el tensor €;,,, (véase Apén-

dice A), se comprueba que:

l
)

k x
~5=0m; (9740 (e, 1)+ 2, x, 1)

u

—% [07, A0 (x, 1) + Ay (x, )] 0. (2.64)

Luego, se concluye que el requerimiento de consistencia del vinculo primario y;, arroja

como resultado la siguiente ecuacion:
07 Ao (x, 1) + A (x,1) = 0. (2.65)

Esta ecuacion permite fijar condiciones sobre el multiplicador de Lagrange A;, por tal
motivo, es posible afirmar que (2.63) no constituye un vinculo [6, 7, 8]. Esto se eviden-
cia tambien, en que (2.55) es inmediatamente satisfecha por (2.65), este hecho puede ser

observardo si a partir (2.65) se despeja:

Aj(x, 1) = —Oon (x,1). (2.66)
Sustituyendo este resultado en (2.55), se encuentra que:

—£;j070% Ao (x, 1) = 0. (2.67)

Que es una expresion vilida, pues se sabe que ¢;j es un tensor antisimétrico en los indices
C XA s i A . o .
i, j, mientras que 0; 6]. es simétrico en los mismos indices, por tal razon, el producto entre

los dos tensores es nulo.

Se puede concluir parcialmente que el conjunto de vinculos de la teoria de C-S pura esta
conformado por:
=0
Xi=7;+ ﬁgijAj =0
{=¢€;j0;Aj =0
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2.3.2. C(lasificacion de vinculos de primera y segunda clase

La distincién de vinculos primarios y secundarios no es relevante, pues todos ellos son
vistos como elementos de un mismo conjunto. Por lo tanto, el siguiente paso en el andli-
sis canénico de la teoria de C-S, consiste en la clasificaciéon de los vinculos encontrados,
en vinculos de primera y segunda clase. Para tal fin, se debe tener en cuenta que de anu-
larse todos los PP calculados entre un vinculo determinado y el resto de vinculos que
conforman el sistema, este serd clasificado como de primera clase, si por otra parte, existe
almenos un PP que no se anule debilmente, se dird entonces que se trata de un vinculo de

segunda clase [6, 7, 8].

Recurriendo a las estructuras (2.43), (2.51) y (2.59), se comprueba que todos PP calcu-
lados entre ¢ y el conjunto de vinculos de la teoria son debilmente iguales a cero, bajo

este resultado, se puede inferir que el vinculo primario 7y es de primera clase.

Por otro lado, a partir las ecuaciones (2.53) y (2.61), se observa que no todos los PP entre
Xi, € y el conjunto total de vinculos son debilmente nulos. Por consiguiente, se determina

que tanto el vinculo primario y; como el vinculo secundario ¢ son de segunda clase.

En virtud a los vinculos y; y ¢, cuyas estructuras se indican en (2.30) y (2.48), respectiva-
mente, se comrpueba que en principio se cuenta con un total de tres vinculos de segunda

clase, que serdn denotados de la siguiente manera:

01 (x,1) x1(x, 1),
02 (x’ t) = XZ (xy t) ’

03 (x, 1) ¢(x,1).

A fin de tratar los vinculos de segunda clase mediante los planteamientos del método de

Dirac, se procederd a construir una matriz conformada por los PP entre los vinculos de
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segunda clase de la teoria de C-S, donde los elementos de matriz se definen como:

Vim (%,y) ={0:(x, 1,0, (v, 1)}, (2.68)

con [,m =1,2,3. Cuya forma explicita (véase Apéndice D) es dada por:

0 -£ &
Viey)=| £ o -oF [6°(x-y). (2.69)
a5 —0f o0

El método de Dirac, establece que los vinculos de segunda clase surgen cuando la matriz
(2.69) no se anula sobre la superficie de vinculos (no todos los PP son debilmente nulos).
Sin embargo, los vinculos de segunda clase pueden ser tratados bajo la definicién de pa-
réntesis de Dirac (PD), siempre que la matriz de vinculos de segunda clase sea regular

(6,7, 8].

Como se puede observar la matriz de vinculos de segunda clase (2.69), es una matriz fun-
cional, pues sus componentes dependen de la funcion delta de Dirac y sus derivadas. Con
el objetivo de comprobar si se trata de una matriz regular o singular, se debe calcular su
determinante. Para tal fin, se realizara antes la transformada de Fourier de cada una de
sus componentes (véase Apéndice D), procedimiento que da como resultado la siguiente

matriz:

0 —% lpg
Viey)=| £ o -ip | (2.70)
ipz —ipl 0

Esta matriz, a diferencia de (2.69), presenta componentes con valores nimericos, luego, es
posible calcular su determinante. Se puede comprobar que el determinante de la matriz
(2.70) es nulo, es decir:

det[V (x,y)] =0.

De alli que V (x,y) es una matriz singular. Este resultado implica necesariamente que la

matriz de vinculos V (x, y) sea tambien una matriz singular y no invertible. Debido a que
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lainversa de la matriz de vinculos (2.69) no puede ser determinada, los paréntesis de Dirac
no estardn bien definidos y se conluye que y; y ¢ no constituyen un conjunto maximo de
vinculos de segunda clase. Esto es un indicador de que la teoria posee en realidad un

vinculo de primera clase adicional que debe ser fijado [8].

2.3.3. Construccion de un vinculo de primera clase

Con el fin de deducir el vinculo de primera clase, se propone la siguiente combinacion

lineal:
E=xn= f 2y [Ci (%, y) xi (v, 1) + D (x,¥) & (v, 1)]. 2.71)

Donde los coeficientes C; (x,y) y D(x,y) son arbitrarios y se determinarédn teniendo en

cuenta que si ¢ es un vinculo de primera clase, entonces se debe satisfacer:

U

{E 0,1 (¥ t)} 0, 2.72)

{E x,1),¢(y, t)} 0. 2.73)

U

Inicialmente, a partir de la definicion (2.71), los PP deducidos en el Apéndice C y las pro-

piedades de los PP, se verifica que:

u

fdzzCi x2) {xi(z,0,x; (¥, 1)} +

fdzzD(x,z) {E@n,x (¥ 1)}

{E 0,75 (v 1)}

u

k
Ejj —ECi(x,y)+6;’D(x,y) =0. (2.74)

Para deducir la anterior relacién se empleo tambien la propiedad (2.58). La ecuacion

(2.74) se satisface si:

k
—ECZ- (x,y) +6?’D(x,y) ~0,

de la que se puede determinar que:

27

- 07D (x,y). (2.75)

Ci(xy)
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De forma anéloga, el PP (2.73), puede ser resuelto mediante la definicién (2.71), del si-

guiente modo:

U

{E(x, 0,¢(y, t)} fdzz [Ci(x,2){xi(z,0),¢(y, 1)} + D(x,2){¢ (2, 0),E(y, £)}] =0

~€;07Ci (x,y) = 0. (2.76)

u

Cabe anotar que para la consecucion del resultado previo se tuvo en cuenta los PP encon-

trados en el Apéndice C:

Reemplazando en (2.76) el coeficiente C; (x, y) encontrado en (2.75), se deduce que:

27
——6‘,']'6;./

- 0/D(x,y) =0. (2.77)

El producto tensorial ¢; ]-6;.’ 6? no es més que el producto entre un tensor antisimétrico
€;j y un tensor simétrico 0}/ 6;’ , cuyo resultado es cero. Por tal motivo, si se incluye este
precepto en la ecuacion (2.77) se encuentra que el coeficiente D (x, y) es completamente

indeterminado.

Se escogera entonces un valor conveniente para la funcién D (x, y) ,dado por:
D(x,y)=6%(x~-y). (2.78)

Insertando esta eleccion en (2.75) y empleando la propiedad (2.58), se puede verificar que:

2
Ci(xy) = —-016%(x-y)
~ _2%65662(;;—3;). (2.79)

Hasta este punto se han determinado ya los dos coeficientes de la combinacion lineal aso-
ciada al vinculo ¢. Sustituyendo entonces (2.78) y (2.79) en la definicién (2.71), se deduce

que el vinculo de primera clase que se deseaba fijar es:

E(x, 1)

2
—%fod2y62 (x—y)xi(y t)+fd2y(f(y, t)5%(x-y)

2
£ )= 011 (1) = 0. (2.80)
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Finalmente se tiene que la teoria de C-S estd conformada por el siguiente conjunto de

vinculos:
g = 0
T _ 27 ~
$=¢€;j0;Aj— 76,-9(1- =0
_ k -
Xi=Ti+;;€ijAj =0
Las dos primeras ecuaciones del conjunto ilustrado previamente son vinculos de primera

clase, mientras que la ultima relaciéon del mismo conjunto es de segunda clase.

2.3.4. Hamiltoniano extendido y dinamica en el espacio de fase com-

pleto

La existencia de vinculos en la teoria conlleva a la inclusién de multiplicadores de Lagran-
ge al Hamiltoniano que describe el sistema. Los multiplicadores de Lagrange asociados a
vinculos de segunda clase pueden ser fijados de manera tinica bajo la definicién directa
de Parénteis de Dirac. Sin embargo, los multiplicadores asociados a vinculos de primera
clase, que son generadores de transformaciones gauge locales, seguirdn siendo arbitra-
rios, de modo que, tal arbitrariedad se vera reflejada en la dindmica del sistema fisico, es
decir, que la evolucién temporal del mismo en el espacio de fase completo no se determi-

na de manera tnica [6, 7, 8].

En base a lo anterior, el método de Dirac establece que la dindmica en el espacio de fase
completo, vendra dada por el Hamiltoniano extendido [6], que se define como combina-
cion lineal del Hamiltoniano primario y todos los vinculos de primera clase existentes. Asi

pues, el Hamiltoniano extendido para la teoria de C-S pura es:

Hg

Hc+fd2x[/11 (X, ) b1 (X, 1) + Az (%, 1) 2 (%, ) + u; (%, 1) x; (%, 1)]

HC + f dZXA,i (x) t) (/)i (x) t) + ui (x) t) Xl' (x) t)) (28]-)
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donde A; y u; con i = 1,2 son multiplicadores de Lagrange y donde se ha denotado:

¢1(x,t) = mo(x, 1) =0. (2.82)
b2 (x,1)

2
E(x, 1) — %am (x,1) = 0. (2.83)

De esta manera, la evolucion temporal de una variable dindmica del espacio de fase com-

pleto F (x, t) = F (A, %), es dada por la siguiente ecuacién de Hamilton:
Fx,0)~{F(x,0,Hg(y 1)} (2.84)

El objetivo ahora, es determinar la evoluciéon temporal de los campos canénicos de la
teoria [Aq, m%]. Obsérvese que a partir de la relacién (2.84), los vinculos (2.82), (2.83), el

Hamiltoniano canénico de C-S (2.35) y los PP fundamentales se encuentra que:

AO (x, t) {AO (x) t))HE (y’ t)}
f d2yh (v, £) {40 (x, 1), 1 (v, 1)}

A (x,1). (2.85)

u

u

u

Relacion que indica que la evolucién temporal de Ay es completamente arbitraria. Simi-
larmente, en base a (2.84) se determina que la dindmica en el espacio de fase completo de

la componente espacial del potencial fundamental, viene dada por:

A (x,1)

u

{15, He (1,0}
{200, 0, He (1)} [ 2y [0 () 0,0 (3, )+
Ao (1,0) 405,62 (3, )}y (3, ) s o, ()} (289

u

Usando los PP fundamentales y los siguientes resultados deducidos en el Apéndice C:

{A; (x,0),Hc(y, 1)} = O, (2.87)
2

{A; (x,0),¢2(y, 1)} = —%Vfﬁz(x—y), (2.88)

{Aix,0,x; (v, )} = nij6*(x-y), (2.89)

se verifica que (2.86) se reduce a:

. 2w _,
Aj(x, 1) = _TVxAZ (x,t)—u;(x,t). (2.90)
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lo que pone en evidencia la arbitrariedad existente en la dindmica del campo A;. De forma

andloga, la evolucion temporal del campo 7 vendra determinada por:

{mo (x, 1), Hg (y, 1)}
{7[0 (x) t) 7HC (J/; t)}

k
EEijafAj (x, 1), (2.91)

u

7o (x, )

U

u

donde se ha empleado la ecuacion (2.42) y los PP fudamentales. Por otro lado, la evolucién
temporal de la componente espacial del momento canénico viene dada por la siguiente

expresion:

U

{0, Hely, )} + [ €2y [0 (3,0) s 5,0, (1, )} +

Ao (p, ) {mi %, 0), b2 (y, 1)} +uj (y, t){mi (x5, 00, x (v, 2)}] . (2.92)

U

A partir de los PP fundamentales y las siguiente relaciones deducidas en el Apéndice C:

k

{mi(x,0,He(y, 1)} = —Esijaijo(x,t), (2.93)
1

i, 0,02, 1)} = 5g,-ja;%sz(x—y), (2.94)
k

{mix,0,x; (3, 0)} = —Egijaz(x—y), (2.95)

se comprueba que (2.92) se convierte en:

. k 1 k

(X, 1) = —Eé‘ija}cAo (x, )+ 58,']'0;/12 (x,t)— Eé‘,‘j uj(x,1). (2.96)
De esta forma, se concluye que la evolucion temporal de los campos canénicos [Ag, 71%]
en teoria de C-S pura, calculada a partir de la ecuaciéon de Hamilton (2.84), viene dada por

el siguiente conjunto de ecuaciones:

Ag (%, 1) = Ay (%, 1)
Ai (x,1) = —3EV2 15 (x, 1)

7o (%, 1) = £ 07 Aj (x, 1)

7 (%, 1) = —5£1,0% Ao (%, 1) + 5€1j07 A2 (%, )
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Donde se ha considerado u; = 0 pues se trata de una funcién arbitraria. Nétese que las
ecuaciones de Hamilton preliminares son expresadas en términos de igualdades debiles,
del mismo modo, la presencia de multiplicadores de Lagrange asociados a los vinculos de

primera clase, implica que exite arbitrariedad en la dindmica de los campos canénicos.

Debido a que 7( es un vinculo que se anula debilmente, la ecuacién de Hamilton (2.91) se

escribe como se muestra a continuacion:
Eija;cAj (x,0) =0, (2.97)

expresion que es debilmente equivalente a la ecuacién de campo (2.25) para § = 0. Por
otro lado, de la ecuacion (2.90) se encuentra que:
k 1

Aj (%, 1), (2.98)
2m V2

/12 (xr t) ==

reemplazando este resultado en (2.96) se llega a:

U

. k k 1
7T (x, 1) —gé‘l’ja}cAo (x, t)+aﬁaoé‘ija;cz4j (x,1)
X

U

k
~5-€ij07 A0 (%, 1), (2.99)

donde se ha empleado la expresion deducida previamente en (2.97). N6tese ahora, que de

la definicibn de momento canénico (2.28) es posible determinar:
. k X
i (x,1) = ——¢€;j05Aj (x,1). (2.100)
a7
Tras igualar (2.99) y (2.100) se obtiene que:

€ij |05 4] (x, t)—d;?Ao (x,1) 0

U

0, (2.101)

u

€ijkoj(x,1)

donde se ha empleado la definicién de tensor de campo electrogamnético. La relacién
preliminar es debilmente equivalente a la ecuacién de campo (2.25) cuando f = i. De

esta manera, a partir de los resultados deducidos en (2.97) y (2.101) se concluye que las
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ecuaciones de Hamilton de la teoria de C-S son debilmente equivalentes a las ecuaciones

de campo deducidas en el formalismo Lagrangiano, es decir:

P Fyy =0, (2.102)

2.3.5. Tratamiento de vinculos de segunda clase

Inicialmente se procedera a eliminar los vinculos de segunda clase dados por (2.30), los
cuales permiten reconocer que existe un nimero determinado de grados de libertad en
la teoria, mds no especificar cuales son. En consecuencia, se debe definir unos nuevos PP
entre los grados de libertad determinados a partir de (2.30) y que se denominan Paréntesis

de Dirac a tiempos iguales (PD) [6, 7, 8], definidos por:
{Mx,0,N(y, 1)}y, = {M(x,t),N(y,t)}—fdzudzv[{M(x,t),xi(u,t)}
G vy w,0,N (v, 1)} . (2.103)

Donde M (x,t) = M (Aq, %) y N (x, 1) = N (Ay, t%) son dos variables dindmicas arbitrarias
del espacio de fase. Aqui Cl.‘j1 (x,y) se interpreta como las componentes de la inversa de la

matriz de vinculos C;; (x, y), la cual es definida por:

Cij(xy)={xix0,x; (v, 1)}, (2.104)

con y; dado por la ecuacion (2.30). Es posible mostrar que la matriz de vinculos de segun-

da clase C;; (x, y) es, (véase Apéndice C):
k
Cij(x,y)= —gsijﬁz (x-y). (2.105)

Antes de poder especificar los PD entre los grados de libertad, serd necesario construir la
inversa de la matriz de vinculos C;; (x, y), matriz que se deducird teniendo en cuenta que
se debe satisfacer:

fdzzcij (x,2) Cjp (2,¥) = 6:imd” (x - y). (2.106)
Reemplazando en esta relacion la estructura de la matriz de vinculos dada en (2.105), se

observa que:

k -
—geijcj;l(x,y) =8imb6°(x—y). (2.107)
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Multiplicando ahora a ambos lados de la igualdad (2.107) por el tensor €;,, se puede de-

ducir:

_ggingijcj_,; (x,y) = 5in5im62 (x_y)

k 1

_gcnm(x'y) gmn52(x—y).

Cabe anotar que para el calculo previo se tuvo en cuenta que €;,€;; = 6 ,j (véase Apéndice
A). A partir de esta expresion se puede especificar que la inversa de la matriz de vinculos
Cij(x,y) estd dada por:

Cij (xy)= 2%5,-]-52 (x-y). (2.108)
Una vez encontrada la inversa de la matriz de vinculos, se estudiaran los PD entre los
grados de libertad. Es imporante resaltar que bajo la definicién de PD (2.103), se cumple

que el vinculo de segunda clase y; es fuertemente igual a cero, esto es:
k
T[i+a€ijAj:0. (2.109)

Como se menciono anteriormente, el vinculo (2.109) da indicios de la existencia de un
determinado nimero de grados de libertad en la teoria, sin embargo la selecciéon de ta-
les variables independientes es completamente arbitraria. Por este motivo, se escogeran
como campos independientes a las componentes del campo fundamental Aj, luego, el

nuevo espacio de fase para la teoria de C-S estara constituido por [Ag, 7¢].

En principio, a partir de la definicion (2.103), se procedera a determinar el siguiente PD:
{Ai (x,0), A (y, l‘)}D1 = {A;(x0,A;(y.1)} —fdz ud?v [{A; (x, 1), xm (u, )}
Crnn (W, 0) {xn (v, 1), Aj (3, 1)}]. (2.110)

Utilizando los paréntesis de PP (2.38) y (2.39) y los PP entre el campo A; y el vinculo y;,

(véase Apéndice C), la relacion previa puede ser reescrita de la siguiente manera:

{Al-(x,t),Aj(y,z‘)}D1 = —fdzudzv(nim(?Z(x—u))C;lln(u,v)(—njn62(v—y))
= Cij(xy)
= z—ngijéz(x—y). (2.111)

k
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De igual forma, se deducira ahora, el PD entre los campos Ay y y. De la definicién (2.103)

habré que resolver:

{40 (x, 0,70 (v, 2)}p, = {Ao(x,t),ﬂo(y,If)}—fdzudzv[{Ao(x,t),)(m(u,t)}
Crnn (W, 0) {xn 0, 1), m0 (3, 2)}]. (2.112)

De acuerdo a los PP fundamentales es posibe deducir que:

{AO (x» t)JTO (J’, t)}Dl = {AO (x! t)rn() (yy t)}
5% (x-y). (2.113)

En sintesis, el primer conjunto de PD no nulos entre las variables canénicas del espacio

de fase, deducidos a partir de la definicién (2.103) son:

{05, 1,0 (1, )}, = (- )

Relaciones bajo las cuales se han eliminado apenas los vinculos de segunda clase de la
teoria. Notese que debido a que el vinculo y; es fuertemente igual a cero, de la identidad

(2.109) es posible determinar que:

k 47
_5ijAj -

i, 2.114
pys T ( )

reemplazando este resultado en (2.35) se obtiene que el Hamiltoniano canénico de C-S es
ahora:

H,= zfdzxeij 0:77) Ao. (2.115)

Sustituyendo este resultado en (2.81) se encuentra que la dindmica del sistema en el es-

pacio de fase completo es determinada por el siguiente Hamiltoniano extendido:
Hg = 2[ d*xeij[0Fm; (x,1)] Ao (x, 1) + f d*ydi (x, 0 i (x,0), (2.116)

con i = 1,2 y donde los multiplicadores de Lagrange A; (x, ¢) son arbitrarios.

Para culminar en su totalidad el andlisis canénico de la teoria de C-S pura es de interés
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ahora, estudiar los vinculos de primera clase yE que no son més que generadores de
transformaciones gauge locales y cuyos multiplicadores de Lagrange implican arbitrarie-
dad en la dindmica del sistema. [6, 7, 8] Esta situacién naturalmente inducird la imposi-
ci6n de un total de dos condiciones de gauge adicionales, de forma que el nuevo conjunto

de vinculos pueda ser tratado bajo la definicion de Paréntesis de Dirac [8].

2.3.6. Tratamiento de vinculos de primera clase y condiciones gauge

Hasta esta parte se han tratado convenientemente los vinculos de segunda clase y; con
i = 1,2, dados por la ecuacion (2.30). Para resolver completamente la teoria de C-S, en
esta subseccion se estudiar4 los vinculos de primera clase 7o y €. La idea fundamental del
tratamiento de estos vinculos es que a través de la inclusion de dos vinculos adicionales,
conocidos como condiciones gauge, se logre obtener un conjunto constituido solamente
por vinculos de segunda clase [6, 7, 8], de esta forma, ademds de eliminar los vinculos de
primera clase, serd posible determinar los multiplicadores de Lagrange asociados a estos,

de manera tnica.

Dado que la imposicién de condiciones gauge es completamente arbitraria, se recurrira
a analizar la teoria de C-S en el gauge de radiacion [8], condicién que es definida impo-

niendo:

Ao (x, 1)

U
e

(2.117)

l
e

0iA; (x,1) (2.118)

Por consiguiente, el conjunto de vinculos del sistema vendréd determinado ahora, por las

ecuaciones (2.29), (2.80) y el gauge de radiacion citado en los renglones previos, dicho de
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otro modo, el conjunto de vinculos en cuestion es:

¢1(x, 1) = mo(x,0)=0. (2.119)
P2 (x,1) = f(x,t)—z%ai)(,-(x,t)zo. (2.120)
$3(x,1) = Ag(x, 1) =0. (2.121)
$a(x,1) = 0;A;(x,1)=0. (2.122)

Teniendo en cuenta que ahora el sistema se constituye de un total de cuatro vinculos de
segunda clase (véase Apéndice E), se procederd a estudiarlos de manera andloga al tra-
tamiento desarrollado en la subseccion anterior, es decir, bajo la definiciéon de un nuevo

conjunto de PD.

Considerando entonces, dos variables dindmicas arbitrarias del espacio de fase reduci-

doP(x,t)=P(Ax) YQ(x,1) = Q(A,), se define un segundo PD entre ellas como:

{Px,0,Q(y, 1)}, = {P(x,t),Q(y,t)}Dl—deudzv[{P(x,t),(pl(u,t)}Dl

Sim 0 {fn ,0,Q (3, 0)}p, | 2.123)

Donde Sl_nll (x, y) es la inversa de la matriz de vinculos Sy, (x, y), cuyas componentes se

definen como:
Sim (%,y) ={p1(x,0,¢m (¥, 1)} (2.124)

Con I,m = 1,...,4.. Cabe anotar que los PD: {P (x,#),Q(y, )}, , serdn calculados bajo la
definicion (2.103).

Noétese que con el proposito de simplificar los calculos concernientes al estudio de los
vinculos de segunda clase de la teoria de C-S, se procedi6 a resolver inicialmente, bajo la
definicién de PD (2.103), los vinculos de segunda clase y; con i = 1,2. Mientras que en

esta subsecccion, a partir de la definicién de PD dada por (2.123), se trataran los vinculos
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remanentes ¢; con [ = 1,...,4. Es relevante resaltar que los resultados derivados por este
meétodo iterativo, serian exactamente los mismos a los obtenidos si se tratase el total de

seis vinculos de segunda clase de la teoria (¥, ¢;), en un solo paso [8].

La forma matricial de S(x, y) es dada por (véase Apéndice F):

o 0 -1 0
0 0 0 22
S(x,y)= R . ’COVX 5% (x-y), (2.125)

donde w2 es el operador Laplaciano en dos dimensiones.

Sin embargo, los PD (2.123) estdn escritos en términos de la inversa de la matriz de vincu-

los de segunda clase, luego, estd serd calculada a partir de la siguiente condicion:
f d*zS;; (x,2) Sy, (2,¥) = 81m0% (x—y). (2.126)

La matriz S~! (x, y), tiene la forma mostrada a continuacion, (véase Apéndice f):

0 0 1 0
S (x,y)= o000 _ﬁé 5% (x-y). (2.127)
-1 0 0
0 3z 0 0
Donde la expresion:
F(x,y) = =56 (x-y), (2.128)

X
es la funcion de Green asociada al operador Laplaciano en dos dimensiones. De la defini-

cion de funcién de Green [13], se sabe que (2.127) satisface la siguiente ecuacion diferen-
cial:

VaF (x,y)=06%(x-y). (2.129)
Por medio del método de funciones de Green y la condicion de frontera que establece que

los campos se anulan en el infinito, se encuentra que la funcién de Green del operador
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Laplaciano en dos dimensiones es de la forma [7]:

F(x,y)= ﬁln (x-y)°. (2.130)

Debido a que la matriz ! (x, y) ha sido determinada, se procedera ahora, a calcular los
PD entre las variables del espacio de fase reducido del sistema. Sin embargo, es necesario
tener en cuenta que bajo la definicion de PD (2.123), los vinculos de seguda clase ¢;, seran

ahora igualdades fuertes, es decir:

mo (x,1) = 0,
fon-Zoiwn = o,
Ao (x, 1) = 0,

0;A;(x,t) = 0.

Observesé que el espacio de fase reducido estd conformado por apenas tres campos (Ag).
Sin embargo, bajo la inclusion de las condiciones del gauge de radiacion, se tiene un total
de cuatro vinculos que relacionan las variables del espacio de fase, esta situacién permite
inferir que la teoria no posee grados de libertad. Cabe anotar que esta es una consecuen-
cia del estudio de una teoria en (2 + 1) dimensiones. Aln asi, se procedera a calcular los

PD entre los campos Ay, 7y y A;.

El PD entre las variables A y o, vendra dado por la expresién que se muestra a continua-
cion:
{Aox, 0,70 (1)}, = {Ac(x,0,m0 (. 1)}, - f d*ud®v [{Ao (x, 1), ¢1 (1w, )}

Sim @, 0) 4 (0,0, 70 (3, 1)}, |- 2.131)

Teniendo en cuenta que:

{40 (x, 0,70 (y, 1)}, = 6% (x—y).
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y usando los siguientes resultados, (véase Apéndice G):

{Ag(x, 0,1 (u, 0} =6°(x—w),
{3, 1),m0(y, 1)} =6° (y—v).

{AO (x) t) rd)l (u) t)}Dl
{om @, 0),70(y,0)} p,

La ecuacion (2.123) se escribe como:

{Ag (x, 1), 70 (3, 1)} 5% (x — u) —fdz ud*vSi3 (u,v)6% (x—u)6*(y - v)

6% (x—u) - S35 (x,y).

A partir de la estructura matricial (2.127) se puede concluir que:
{Ao(x,0),70(y, 1)}, =0. (2.132)
De manera andloga, a partir de la definicién (2.123), se calculard el siguiente PD:

{4 x,0,A; (3,0}, = {Ai(x,t),Aj(y,t)}Dl_fdzudzv[{Ai(x,t)’(pl(u,t)}Dl
Sik wv) {om (v, 0, A (v, t)}Dl] . (2.133)

La integral presente en el segundo sumando de la relacién preliminar serd diferente de
cero para los valores [, m = 2,4. Luego, empleando tanto el PD (2.113) como los valores
posibles que toma la integral de la relacion (2.133), (véase Apéndice G), el PD que se desea
determinar vendra dado por:

27
A, A; (v, = a6 (x-y)-

21

7 €mjafna;c—8mi0fna§

1
— 6% (x-y). (2.134)
v4 (x=y)

Cabe anotar que los PD y los valores correspondientes a los multiplicadores de Lagrange
asociados a los vinculos de primera clase, dependeran de la condicién gauge en la que se
estudia el sistema. Sin embargo, es relevante tener en cuenta que debido a las caracteris-
ticas de esta teoria, definida en el plano, las condiciones gauge seleccionadas terminaran
anulando el Hamiltoniano canénico. Razén por la cual, se concluye que en la teoria de C-S
pura no existe dindmica para los campos que se emplean en su descripcion. Este resul-

tado verifica que la importancia y los efectos de esta teoria se verdn reflejados cuando el
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término de C-S se acople a otras teorias particulares que estudian sistemas en el espacio-

tiempo de (2 + 1) dimensiones [2].



Capitulo 3

Teoria de Maxwell-Chern-Simons

Teniendo en cuenta que tanto la teoria electromagnética de Maxwell como la teoria de
Chern-Simons pura, son teorias gauge en (2 + 1) dimensiones, resulta natural considerar
una densidad Lagrangiana que las incluya simultaneamente [2]. El acoplamiento de estas,
da como resultado una nueva teoria gauge denominada teoria de Maxwell-Chern-Simons
(MCS), cuya densidad Lagrangiana en (2 + 1) dimensiones, es descrita de la siguiente ma-
nera:

1 k
Lrics = —ZFaﬁF“ﬁ + Ee“ﬁy (0 Ap) Ay, (3.1)

la cual presenta inviariancia de gauge local y de Lorentz. Una caracteristica fundamental
de esta teoria en particular, es que la adicién del término de C-S al campo electromagné-
tico en (2 + 1) dimensiones, permite la generacion de una masa topoldgica asociada a los

fotones descritos por el campo gauge fundamental A, [3, 4].

Al igual que la teoria de C-S pura, la teoria de MCS es descrita por una densidad Lagran-
giana singular, es decir, que es una teoria con vinculos. Es importante resaltar que en el
analisis clédsico de esta teoria en el formalismo Hamiltoniano, se orginardn dos vinculos
de primera clase [6, 7]. Luego, en base a los planteamientos del método de Dirac para
el tratamiento de sistemas singulares, serd necesario introducir dos vinculos adicionales,
conocidos como condiciones gauge [6, 7]. Motivo por el cual, el andlisis canénico de la

teoria de MCS se llevard a cabo en el gauge de Coulomb [4, 8, 9].
Noétese que (3.1) se construye como una combinacion de la densidad Lagrangiana de

Maxwell en (2+ 1) dimensiones y la densidad Lagrangiana de C-S. Debido a la presen-

cia del tensor de campo electromagnético F,g, que es invariante bajo la transformacion

36
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gauge local (1.4), es evidente que el primer sumando de la Lagrangiana de MCS es tam-
bien invariante bajo este tipo de transformaciones. Andlogamente, en el capitulo previo se
logro mostrar que pese a que la densidad Lagrangiana de C-S no contiene explicitamen-
te en su estructura al tensor de campo electromagnético Fqp, esta tambien es invariante
gauge local. En virtud a lo mencionado anteriormente, se establece que bajo una trans-

formacion de la forma citada en (1.4), la densidad Lagrangiana de la teoria de MCS:
$II\4C8 =Zmcs 3.2)

es invariante bajo transformaciones gauge locales.

3.1. Formalismo Lagrangiano

La densidad Lagrangiana de esta teoria depende tanto del potencial fundamental A, co-
mo de sus respectivas derivadas espacio-temporales en (2+ 1) dimensiones. Por consi-
guiente, el espacio de configuracion, para este sistema en particular, es definido por los
campos [Agy,00A4] con @ =0,1,2. El estudio de la teoria de MCS en el formalismo Lagran-
giano, requiere de la deduccion de las ecuaciones de campo asociadas al potencial A,.
Estas relaciones se encontrardn a partir de las ecuaciones clésicas de Euler-Lagrange pro-
pias del sistema, que de acuerdo al principio de Hamilton y las condiciones de frontera

del campo fundamental A, [11, 13], son dadas por:

0Zmcs
0(0aAp)

Para determinar las ecuaciones de campo, se procederd a estudiar cada uno de los térmi-

02Lmcs
0Ag

=0. (3.3)

a

nos presentes en la relacion anterior. Obsérvese que a partir de (3.1), es posible deducir:

—_— = 0, Aq. 3.4
0Ag 47‘[8 ree 54

Cabe anotar, que esta expresion se dedujo en (2.23) cuando se estudio la teoria de C-S en el
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formalismo Lagrangiano. De forma similar, el segundo sumando presente en la ecuacion

de Euler-Lagrange (3.3), se convierte en:

oucs __10UnF) | E 4y 00000

3(0aA5) 4 0(0aAp) 4m 0(34Ap)

Ay, (3.5)

El segundo término de esta ecuacion se encontro con anterioridad en (2.24). Luego, resta

resolver la siguiente expresion:

CLOMEWFT) L v |90y =0vA) Fagp+ FWO(OAA(;)—%AU
4 a(aaAﬁ) 4 a(aaAﬁ) a(aaAﬁ)
1
= 0| (660 - 650%) Fag + Fuv (6507 - 5507 |
= -F, (3.6)

para el cual se empleo tanto la definicién del tensor de campo electromagnético F% co-

mo el caracter antisimétrico del mismo. Reemplazando (2.24) y (3.6) en (3.5) se llega a:

0ZLycs — _Faﬁ_ 3.7
0(0aAp)

Finalmente, tras sustituir los resultados encontrados en (3.4) y (3.7) en (3.3), se obtiene
que las ecuaciones de campo clasicas de la teoria de MCS son:

k
0o F*F + EEM Foy =0. (3.8)

Obsérvese que la invariancia gauge local de estas ecuaciones se ve reflejada de manera

natural debido a la presencia explicita del tensor de campo electromagnético F*P.

3.1.1. Ecuaciones de Maxwell-Chern-Simons

Hasta este punto se ha logrado determinar la ecuacién de campo asociada a la teoria de
MCS. A partir de esta relacion es posible estudiar las ecuaciones de campo electromagné-
tico derivadas como consecuencia del acople del término de C-S a la densidad Lagrangia-

na de Maxwell en (2 + 1) dimensiones [5].
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1. Ley de Gauss:

La ley de Gauss para la teoria de MCS se deduce cuando en la ecuacién de cam-

po (3.8) el indice  toma el valor particular § = 0, esto es:
k
_aiFiO"'EgijFij =0. (3.9)

Expresion en la que se han expandido los indices a y y, bajo la consideracién de
que «,y =0,1,2. De la misma manera, se ha empleado el cardcter antisimétrico del

tensor de campo electromagnético y del tensor de Levi-Civita.

Bajo las definiciones de campo magnético y campo eléctrico en (2 + 1) dimensio-
nes, introducidas a partir de las ecuaciones (1.6) y (1.7), se encuentra que la ley de

Gauss para le teoria de MCS, es dada por:

k
V-E-——B=0. (3.10)
2n
2. Ley de Amper:

Si por otro lado, en la ecuacién de campo (3.8) se considera el valor particular § =i,

se comprueba que:

k k kK iim
60F,'0+aiFij+E&'iijo+EEiij0+E£ ijZO, (3.11)

en la relacién preliminar el término:
€M F iy =0, (3.12)

es consecuencia de estudiar una teoria en (2 + 1) dimensiones. Bajo el planteamien-

to previo, se encuentra que la ecuacion (3.11) se simplifica como sigue:

k
aOFi0+aiFij+2_€iij0:0- (3.13)
/4
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Expresion, que tras incluir las definiciones de los campos magnético y eléctrico en

(2+1) dimensiones dadas en (1.6) y (1.7), se convierte en:

. k
E,—+(V><B)i+2—g,-jEj:0. (3.14)
T

3. Ley de Faraday:

Con el propésito de deducir la ley de Faraday para le teoria de MCS, se usard la

siguiente identidad (demostrada en el Apéndice B):
gaﬁyaaFﬁfy = 0.

Tras considerar la antisimetria del tensor de Levi-Civita, la relacion previa se rees-

cribiré de la siguiente manera:
EOljaoFij + ElojaiFoj + 8”001'Fj0 + £”m0iF]’m =0.

Debido al caracter antisimétrico del tensor de Levi-Civita, el tltimo sumando de

esta ecuacion es nulo (véase Apéndice B), razon por la cual se deduce:
sijaoFij+£ij6iFj0+g,~j6,-Fj0:0. (3.15)

Finalmente, en términos del campo magnético y el campo eléctrico, se encuentra
que la ley de Faraday en la teoria de MCS presenta la forma mostrada a continua-
cion:

B+VxE=0. (3.16)

Nétese que debido a que la teoria de MCS se restringe al espacio-tiempo de (2 + 1)
dimensiones, no se ha obtenido una ecuacién anédloga a laley de Gauss para el cam-

po magnético.
3.1.2. Término topoldgico de masa asociado a fotones

Una de las caracteristicas mds relevantes de la teoria de MCS, es la aparicion de una masa

topoldgica asociada al campo fundamental A, que surge del acople del término de C-S
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a la densidad Lagrangiana de campo electromagnético libre en (2 + 1) dimensiones. La
manera més directa de observar la aparicion de la masa topoldgica del sistema, es rees-
cribiendo la ecuacién de campo (3.8) en términos del vector dual del tensor de campo

electromagnético [2, 5], que es definido por:
~ 1
Ft = Egﬂ“ﬁFaﬁ. (3.17)

El tensor de campo electromagnético F,p puede expresarse en términos de su dual, si se
multiplica a ambos lados de la relacion previa por el tensor €4y, hecho esto se encuentra
que:

FoP = ¢*PYE,. (3.18)

A continuacion, se procederd a sustituir tanto la definiciéon de tensor dual (3.17) como la

ecuacion (3.18) en la ecuacion de campo (3.8):
2 -
n®P + %e“m ay) Eg=0. (3.19)

Cabe anotar, que para la obtencién de este resultado, se ha empleado la métrica de Min-
kowski en (2 + 1) dimensiones y la antisimetria del tensor de Levi-Civita. Si ahora, se mul-
tiplica la relacin previa, a ambos lados, por el término (1,q — %sw 10’1), se obtiene que:

-~ 27 -~ 27 - (2m)? N
nuan“ﬁFﬁ + angaﬁ”ayFﬁ - 717“%”“6&13,; - (?) EWAE“MOAGYFﬁ =0. (3.20)

En virtud a las propiedades de la métrica de Minkowski en (2+ 1) dimensiones (véase

Apéndice A), es posible deducir las siguientes expresiones:

Nua™ = 65, 3.21)

n“PFg = F°. (3.22)
De la misma manera, el factor presente en el segundo sumando de (3.20) es equivalente
a:
nwe‘xm’ayﬁﬁ = n,‘jeaﬁyayﬁﬁ
€10V F*. (3.23)
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Por otro lado el producto tensorial €4 1€%PY puede ser escrito del siguiente modo:
£4are? = —g,0qe* = - (5507 - 675 (3.24)

Es importante mencionar que en la ecuacién anterior se han empleado las reglas de con-
traccién del tensor de Levi-Civita en (2 + 1) dimensiones (véase Apéndice A). Reempla-
zando los resultados deducidos en las ecuaciones (3.21) a (3.24) en la relacién (3.20), se

verifica que la ecuacion de campo de la teoria MCS, se convierte en:

=~ 2m)? ~ 2m)? ~

Ey+ (7) 0%9,F, - (7) 0,0, F* =0. (3.25)
Noétese ahora que (véase Apéndice B):

0, B

1
58”“ﬁ0uFaﬁ

= 0. (3.26)

Reemplazando este resultado en (3.25), se encuentra que la ecuacién de campo para la

teoria de MCS en términos del vector dual ﬁﬂ es dada por:
(O+u?)E,=0, (3.27)

donde se ha introducido el operador DAlembertiano en (2 + 1) dimensiones definido co-

mo 0= 6’16/1 con A =0,1,2. Ydonde se ha denotado

u

k (3.28)
2 )
Se puede observar que (3.27) se interpreta como la ecuacién de Klein-Gordon para un

campo vectorial de masa u [11]. Por ende, se afirma que las componentes del vector dual

F,, se propagan como campos libres de masa u.

Es evidente entonces, que tras la adicién del término de C-S a la teoria de Maxwell en
(2+1) dimensiones, ha surgido un término topoldégico de masa asociado a los fotones

descritos por el campo A,.
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3.2. Formalismo Hamiltoniano

Dentro del estudio clasico de la teoria de MCS en el formalismo Hamiltoniano, se busca
determinar las ecuaciones de Hamilton para el sistema. No obstante, el anélisis canénico
de esta teoria en particular, se enfocard tambien en la deduccién de los PD fundamentales

entre los grados de libertad inducidos por los vinculos que surgen de la misma.

En el formalismo Lagrangiano, la teoria se estudia en un espacio definido por el campo
fundamental A, y sus derivadas espacio-temporales en (2 + 1) dimensiones. Por otro la-
do, el formalismo Hamiltoniano efectuara el anélisis cldsico del sistema en un espacio de
fase definido por el par canénico [Ay, 7%] con a =0, 1,2, siendo 7% el momento canénico

conjugado al campo A, que es definido por [11, 12]:

0L k
nf =P, )= =S~ pRO L 0P g (3.29)
0 (aoAﬁ) 4

Es valido indicar que para el desarrollo matematico previo, basto con hacer @ = 0 en la ex-
presion (3.7) y emplear la antisimetria del tensor de campo electromagnético y del tensor
de Levi-Civita. Obsérvese que para el valor particular § = 0, la componente temporal del

campo canonico (3.29) es:

k
mg = F%4+—£%74
0 47 Y

= 0. (3.30)
De la misma manera, haciendo =i en (3.29), se verifica:
k
HizaiAo—aoAi—E&'ijAj, 3.31)

donde se ha empleado la definicién del tensor de campo electromagnético dada en (1.2).
A suvez, de la definicién (1.6) se puede apreciar que para la teoria de MCS el campo eléc-

trico presenta la siguiente estructura:

k
Ei:”i"'agijAj- (3.32)
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A partir de las ecuaciones (3.30) y (3.31), es posible apreciar que apenas la componente
espacial del campo 7 presenta derivadas temporales del potencial A,. Por ende, se con-
cluye que la relacién (3.31), concerniente a la componente temporal del momento 7, es

un vinculo primario [6, 7, 8] que se denotard del siguiente modo:

Una vez definido el momento canénico asociado al campo Ag, es ahora de interés cons-
truir, mediante una transformacién de Legendre [12], la densidad Hamiltoniana canénica

de la teorfa. Dicha cantidad fisica, vendra definida por:
Fvcs) =00 ApnP — £ [Apg,04Ap] . (3.34)

Mediante la estructura de la densidad Lagrangiana de MCS (3.1) y del momento canoéni-
co asociado al campo A, (3.29), es posible expresar la densidad Hamiltoniana canénica
como sigue:

1 k
Fomcs)=00ApmP + ZFaﬁF“ﬁ - 4—5“/37 (04 Ap) Ay. (3.35)
¥/

Usando los siguientes resultados (deducidos en el Apéndice H):

B k
60Aﬁn’ = —ﬂiaiA0+E€ij7l'iAj+7l'i7l'i, (3.36)
1 1 k | 2
4_1 aﬁFaﬁ = —5 7I,'+E€l’jAj +§(€,-j6,-Aj) , 3.37)
k k k K
Egaﬁy(aaAﬁ)Ay = —EgijﬂiAj—(agijAj) +EA0£,']-(31~A]~, (338)

se encuentra, por tanto, que la densidad Hamiltoniana canénica para la teoria de MCS,

presenta la siguiente forma:

k 2
%C(MCS) = —|7T; +E€ijAj

1 2 k
5 +§[5ijaiAj] —T[ial'A()—EAoé'ijaiAj. (3.39)

En base a esto, se obtiene que el Hamiltoniano canénico de la teoria de MCS en (2 +1)



Capitulo 3: Teoria de Maxwell-Chern-Simons 45

dimensiones es dado por:

2
Hemes)y = f d°xFcmcs)

43l

—Aos,]6 A]} (3.40)

2

U

1 2
El]A] +E[€i]'6iAj] —ﬂiaiA()—

Se puede escribir el segundo sumando de la relacién anterior de la manera que prosigue:
m;0;Ag =0 (i Ag) — Ag0iT;.

Tras reemplazar este resultado en el Hamiltoniano canénico (3.40) se llega a:

Lk 21 k
HC(MCS) ~ fdz { El]A] +E[s,-jal-Aj]2+Ao(6,-n,-—EsijaiAj)}—
fdzxai (7 Ap)
2 21 2 k
= fd EUA] +§[Eij0iAj] + Ag aiﬂi—EEijaiAj -

fdrl' (ﬂl'A()).

Donde se ha aplicado el teorema de Gauss en dos dimensiones, para llevar la integral de
superficie del segundo sumando a una integral de camino realizada sobre el contorno de
una superficie que se extiende hacia el infinito. Luego, de la condicién de frontera (2.9) se

concluye que el Hamiltoniano canénico de la teoria de MCS es:

Hevcs) f d*x {

Ap(x, 1)

2

1 2
T+ £”AJ +§[5ij6iAj] +

k
aiﬂi—EEijaiAj

}, (3.41)

Considerando que la teoria en anadlisis es una teoria con vinculos, el método de Dirac
establece que es posible construir el Hamiltoniano primario del sistema si se afiade una
combinacioén lineal de los vinculos primarios que este posea [6, 7, 8]. Como para este caso
se cuenta apenas con el vinculo 7y, el Hamiltoniano primario de la teoria de MCS, vendra
dado por:

Hpics) = Heoucs) + f d*x)o (x, 1) 7o (x, 1), (3.42)
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donde el multiplicador de Lagrange A (x, t) = A¢, es una funcién arbitraria del espacio y

del tiempo.

Como se menciono anteriormente, el espacio de fase del sistema en consideracion esta
definido por los campos [A,, 7%]. Por consiguiente, los PP para la teoria de MCS se calcu-
lardn a partir de la definicién (2.37) llevada a cabo en el estudio de la teoria de C-S pura.
Del mismo modo, los PP fundamentales para esta teoria serdn equivalentes a los deduci-

dos previamente en las relaciones (2.38) y (2.39).

3.2.1. Analisis de consistencia de vinculos

Hasta este punto, se ha logrado determinar que la teoria de MCS tiene un vinculo prima-
rio dado por la relacién (3.33). Con la finalidad de que el andlisis canénico de la teoria sea
consistente, se debe garantizar que este vinculo se conserve durante la evolucién dindmi-

ca del sistema [6, 7, 8] , es decir, que se debe cumplir el siguiente criterio de consistencia:

{mo (x, ), Hyomcs) (y, )}
{mo (%, 1), Heues) (v, 1)} +fd2J’{7T0 (x,2), A0 (3, t) 70 (¥, 1)}
0 (3.43)

7o

u

Tomando como base la estructura del Hamiltoniano canénico deducido en la anterior

seccion y el PP fundamental (2.38), se puede deducir el siguiente término:

u

k
oimi (y,t) - EgijaiAj ¥, 1)

{HO (x’ t)yHC(MCS)} fdz,)/{ﬂo (x) t)’AO (yr t)}

. (3.44)

u

k
oim; (y, 1) - EgijaiAj(x; )

Del mismo modo, a partir de los PP fundamentales se encuentra inmediatamente que:

U

A,() (y, t) {77:0 (x) t) » IO (J” t)}
0. (3.45)

{mo (x, 1), A0 (y, t) o (y, 2)}

u
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Por consiguiente, al sustituir (3.44) y (3.45) en (3.43), se puede apreciar que el requeri-

miento de consistencia del vinculo primario 7y da como resultado:
. k X
mo(x, 1) = — |0;7;i(x, 1) — —¢€;j0; Aj(x,1)| =0, (3.46)
4n

ecuacion que como se puede observar, manifiesta nuevamente relaciénes entre las varia-
bles del espacio de fase. Por este motivo y teniendo encuenta que (3.46) ha surgido del
requerimiento de consistencia del vinculo primario (3.33), se afirma que se trata de un

vinculo secundario [6, 7, 8] y que se denotard como sigue:
k X
G=G(x,t)=0;m; (x, t)——e,-jal.Aj(x, ) =0. (3.47)
47

La ecuacion previa puede ser expresada en términos del campo electrico y el campo mag-

nético, de la siguiente forma:

l
(e}

k k
6?7[1’ (%, 1)+ EaijafAj(x, 1) — geijafAj(x, 1)

U

k
V-E(x,t)— —B(x,1) 0,
27

que es equivalente a la relacion (3.10) que denota la ley de Gauss de la teoria de MCS
[4, 9]. Dado que la teoria tiene ahora un nuevo vinculo, se debe analizar la consistencia
del mismo. Tal procedimiento ademads de garantizar que el vinculo se conserve durante
la evolucion dindmica del sistema, permitira especificar la existencia de nuevos vinculos.

Matematicamente lo mencionado se traduce como:

G(x)

{7[0 (x,1), Hymcs) (J’» t)}
{G(x, 0, Heuces) (v, l‘)}+fd2J/{G(x’ 0, Ao (v, 1) o (y. 1)}
0. (3.48)

U

Para la resolucion del anterior término, se tendra en cuenta el siguiente PP (resuelto en el
Apéndice I):
{G(x, 0, Heues)} = 0. (3.49)
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De forma anéloga, empleando tanto la forma de la ley de Gauss de la teoria (3.47) y los PP

fundamentales, se demuestra que:
{Gx,1),m0(y,t)} =0, (3.50)

resultado que permite deducir el siguiente término:

AO (yy t) {G(-xr t)yﬂ() (J/, t)}
0. (3.51)

{Gx, 0,40 (y, 1) m0 (3, 1)}

U

Sustituyendo los razonamientos efectuados previamente en (3.49) y (3.51) en la relacién
(3.48), se concluye que el requerimiento de consistencia del vinculo G, es en efecto debil-
mente igual a cero:

G(x, 1) ~0. (3.52)

La deduccién preliminar permite establecer que el andlisis de la ley de Gauss de la teoria
de MCS, no generd mas vinculos. Por consiguiente, hasta este punto, el conjunto completo

de vinculos de la teoria estd conformado por un vinculo primario y un secundario:

To(x, ) =0
G(x, 1) =0;7; (%, 1) — =€;;07Aj(x,1) = 0

3.2.2. C(lasificacion de vinculos de primera y segunda clase

El siguiente paso en el andlisis candnico de la teoria de MCS, consiste en clasificar el con-
junto de vinculos del sistema en vinculos de primera o segunda clase [6, 7, 8]. Bajo los
planteamientos del método de Dirac, tal clasificacion se efecttia en razén a los PP cal-
culados entre los vinculos de la teoria, de manera que, un vinculo serd de primera clase
siempre que su PP con cada vinculo del conjunto se anule debilmente, de no cumplirse

esta condicion, se dice que el vinculo es de segunda clase.

En virtud a los PP fundamentales y al PP determinado anteriormente en (3.50), se pue-

de establecer que el vinculo 7y es de primera clase. Andlogamente, con el propésito de
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determinar si el vinculo G es de primera o segunda clase, es importante tener en cuenta

el siguiente PP (véase Apéndice I):
{Gx,10,G(y,t)} =0. (3.53)

De acuerdo con el resultado previo y la ecuacion (3.50), se concluye que el vinculo G es

también de primera clase.

3.2.3. Hamiltoniano extendido y dindmica en el espacio de fase com-
pleto

Se ha logrado establecer que la teoria de MCS posee un conjunto de dos vinculos de pri-

mera clase, este tipo de vinculos se caracteriza por generar transformaciones de equiva-

lencia entre las variables empleadas para describir la dindmica del sistema [6, 7, 8], situa-

cién que implica que la evoluciéon temporal de una variable determinada no puede ser

fijada univocamente. No obstante, es posible construir el Hamiltoniano extendido de la

teoria del siguiente modo:
Hgwvcs) = Hevcs) +fd2x [A1 (%, )1 (x, D) + A2 (x, D) 2 (x, 1)], (3.54)
donde se ha denotado:

¢ (x,1)
¢ (x,1)

7o (x,1) =0, (3.55)

o m; (x t)—ﬁe--A-(x H=0 (3.56)
IEAACT an ijAajx, ) =u. .

Noétese que la arbitrariedad en la dindmica, impuesta por los vinculos de primera clase
se ve reflejada en los multiplicadores de Lagrange 1 (x, t) y A2 (x, ). De acuerdo a la con-
jetura de Dirac [6, 7, 8], la expresion (3.54) define la dindmica de cualquier campo en el
espacio de fase completo. Asi pues, la evolucion temporal de una variable del espacio de

fase F (x,t) = F (Ag, m%) vendréd dada por el siguiente PP:

F(x,0)={F (x, 0, Heucs (¥, 1)} (3.57)
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Con el objeto de observar la arbitrariedad que implica la presencia de vinculos de primera
clase en la teoria de MCS, se procedera a determinar la evolucién temporal de los campos
canodnicos [Ag, %]. A partir del Hamiltoniano extendido (3.54), los vinculos de primera

clase (3.55), (3.56) y los PP fundamentales es posible deducir:
Ay = A (x,1). (3.58)

Andlogamente, de (3.57) se establece que la evoluciéon temporal de la componente espa-

cial del campo fundamental A; es dada por:

Ai(x,t) = {A;(x10),Hpmcs) (,1)}
{A; (x,), Heoues) (v, 1)} + f d*y [ (y, 1) {Ai (%, 0),¢1 (y, 1)} +
A2 (¥, 1) {Ai (x,0),¢2 (¥, 1)}] - (3.59)

U

Usando los PP fundamentales y los siguientes resultados deducidos en el Apéndice I:

U

k
{A; (x,0), Heuces) (y, 1)} i (%, 0) = —eijAj (%0 + 07 Ap (x, 1),

{Ai (%, 1), ¢ (y, 1)}

u

076% (x~y), (3.60)
se encuentra que (3.59) da como resultado:
A k X X
Aj(x,0) = —7; (X, 1) — —¢€;jAj (x,1) +0; Ag (x, 1) + 0; A2 (x, 1). (3.61)
4m

Por otra parte, a partir de (3.44), (3.57) y los PP fundamentales se puede establecer que:

o X k X

7o (%, 1) = —0¥7; (%, 1) + —&; ;07 A (%, 1). (3.62)

47

Mientras que la evolucién temporal de la componente espacial del momento canénico es

dada por:

U

{mi (%, 1), Heues) (y, t)}
{5 6, 1), Houies) (3, £)} + [ &y [ (y, 1) Imi 6, 0,61 () 1)} +
Ao (y, t){mi (x,0), 2 (v, 1)}], (3.63)

i (x,1)

u
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expresion que en base a los siguientes resultados deducidos en el Apéndice I:

U

k k\?
{mi (%, 0, Homes) (v, 1)} “ag ST (x,0)+2 (E) €ijAj(x,1)

+6xFl] (x, 1) — k 8”0 A (x, 1), (3.64)
k
{mix,0,¢2(y, 1)} = _Egijafaz(y,t)#(x—y), (3.65)

se reduce a:
_ k k\? .
Ti(x, 1) = —Eé‘l'jﬂ'j(x,l‘)+2 E Ai(x,t)+6jF,-j(x,t)

k k
—4—5,]6on (x, 1) — £,]0x/12 (x,1). (3.66)

De este modo, se concluye que la evolucién temporal de los campos canénicos [Ag, 7]
en teoria de MCS, calculada a partir de la ecuacién de Hamilton (3.57), viene dada por el

siguiente conjunto de ecuaciones:

Ag= Ay (x,1)
A (x,0) = =1 (%, 1) — £ e;jAj (%, 1) + 07 Ag (x, 1) + 07 A2 (%, 1)
7o (%, 1) = nl (x,0) + 5~ 8,]6"A](x 1)

i (x,1) z—ﬁeijnj (x, t)+2(4 ) A; (x, t)+6xF,](x, 1) — E,JG’CAO (x,0)— £,]6x/12 (x,1)

Noétese que las ecuaciones de Hamilton previas son expresadas en términos de igualda-
des debiles, del mismo modo, la presencia de multiplicadores de Lagrange asociados a los
vinculos de primera clase, permite inferir que existe arbitrariedad en la dindmica de los

campos canonicos.

A continuacién se procedera se escribir las ecuaciones de Hamilton de forma mdas com-
pacta. Teniendo en cuenta que m( es un vinculo, se puede apreciar que (3.62) se anula
debilmente, es decir:

k
—0?7[1' (x, 1)+ E&‘ija?Aj (x,1) =0, (3.67)
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que a partir de la definicion de momento canénico (3.31) y de la antisimetria del tensor

de campo electromagnético, puede reescribirse como se muestra a continuacion:
X k X
ai Fyi (x, [)+—£ijal~ Aj(x, 1) =0. (3.68)
4m

La anterior ecuacion es debilmente equivalente a la ecuacién de campo (3.8) para = 0.
Por otro lado, reemplazando la definicién de momento canénico (3.31) en la ecuacion de
Hamilton (3.61) se deduce que:

07 A2 (x,1) = 0. (3.69)

Sustituyendo (3.31) y (3.69) en (3.66) se llega a la siguiente expresion:
: k x ko ox
(X, 1) = —Eé'iijo +ajFij (x, 1) — Eé‘ijajA() (x,1). (3.70)
Sin embargo, a partir de la definicion (3.31) se determina que:
. k
7 (x, 1) = 0o Fjo (x, 1) —EgijaOAj (x,1), (3.71)
tras igualar (3.70) y (3.71) se obtiene el resultado que se muestra a continuacion:
. k
0oFio(x, 1) + ai Fij(x, 1) + 2—8,'ij0 (x,1) =0. 3.72)
b/

Relacion que equivale debilmente a la ecuacién de campo (3.8) para el valor = i. En base
los resultados deducidos en (3.68) y (3.72) se concluye que las ecuaciones de Hamilton de
la teoria de MCS son debilmente equivalentes a las ecuaciones de campo obtenidas en el

formalismo Lagrangiano, es decir:

k
0qF%P + EEM Fay = 0. (3.73)

3.2.4. Tratamiento de vinculos de primera clase y condiciones gauge

Los vinculos de primera clase requieren de un tratamiento particular, pues son generado-
res de transformaciones gauge. En base al método de Dirac, estos deben ser transformar-
dos en vinculos de segunda clase, procedimiento que se logra incluyendo condiciones

gauge en razon al nimero de vinculos de primera clase presentes en el sistema [6, 7, 8].
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Previamente se determiné que la teoria de MCS posee un total de dos vinculos de primera
clase. Por consiguiente, el andlisis canénico de la misma se llevard a cabo en el gauge de

Coulomb convencional [8, 11], el cual es definido por la condicién:
¢a(x,t) = OfAi (x,1) =0. (3.74)

Dado que es necesaria una condicion gauge adicional, esta se deducird del requerimiento
de consistencia del vinculo (3.74). Es importante resaltar, que tal andlisis de consistencia
se fijard a partir del PP entre el gauge de Coulomb y el Hamiltoniano canénico de MCS,
luego, habra que resolver:

¢4 ={¢a (x, 1), Hemes)} = 0. (3.75)

Este PP da como resultado la siguiente ecuacion (véase Apendice I):
k
0707 Ag (x, 1) = 07 | mi(x, ) + —e;;A;(x, )| = 0. (3.76)
47

Nétese que esta expresion se trata de un vinculo, pues expresa relaciones entre las varia-
bles del espacio de fase. La ecuacion (3.76) sera entonces la segunda condicién gauge que
se incluird para el estudio de la teoria de MCS. Hecho esto, el conjunto de vinculos del

sistema estard conformado por:

(Pl (xy t) = Ty (x’ t) ~ 0) (377)
_ x k
(,bz (xy t) = ai T (x» t) _EgijAj(xy t) :()y (378)
k
¢p3(x,1) = 0707 Ag(x,1)—07 |mi(x, 1)+ ﬁsijAj (x,0)| =0, (3.79)
¢s(x,1) = 07A;(x,1)=0. (3.80)

Es posible mostrar que los tinicos PP no nulos entre los vinculos (3.77) a (3.80) (véase

Apendice I) son:

{p1(x,0),03(y, 1)} = -Vis*(x-y), (3.81)
{pa(x, 1), 2 (y, 1)} V352 (x-y), (3.82)

U

donde V2 es el operador Laplaciano en dos dimensiones. Se puede apreciar que la in-

clusion de las condiciones gauge (3.79) y (3.80) al andlisis canénico de la teoria de MCS,
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efectivamente ha permitido obtener un conjunto constituido por cuatro vinculos de se-

gunda clase.

Los vinculos ¢; con [ = 1,...,4, indican que existe un determinado nimero de grados de
libertad en el sistema. Sin embargo, estos no proporcionan nocién alguna de las variables
del espacio de fase que serdn independientes. Con el objetivo de construir PP fundamen-
tales que sean consistentes con los vinculos de la teoria de MCS, se recurriré a la definicion
de PD, bajo la consideracion de que el espacio de fase estd definido por el par canénico

[Ag,m% cona =0,1,2.

Sean M (x,t) = M (A, %) y N(x,t) = N(Aq,n%) dos variables dindmicas arbitrarias del

espacio de fase, se define el PD en tiempos iguales entre ellas por:
{Mx,0,N(y,0)}, = {Mx0,N(y 1)} —fdzudzv [{M(x,1),¢;(u, 0}

Cin W, 0){pm (v, 1), N (x,0)}], (3.83)

donde C; ! (x,y) es la inversa de la matriz de vinculos de segunda clase Cy,, (x,y), la cual

definida por las siguientes componentes:

Cim (%,y) ={p1 (%, 0),pm (¥, 1)}, (3.84)

conl,m=1,...,4. Empleando los PP deducidos en el Apéndice I, se determina que C (x, y)

presenta la forma matricial mostrada a continuacién:

00 -1 O
00

C(x,y)= Lo o V352 (x—y). (3.85)
01 -1 O

No obstante, la definicion de PD (3.83) estd definida en términos de la inversa de la matriz
de vinculos. Para determinar la estructura de C~! (x,y) se haré uso de la siguiente condi-
cion [8]:

fdzzClr (x,2)Crp, (2,y) = 01m0* (x—y). (3.86)



Capitulo 3: Teoria de Maxwell-Chern-Simons 55

Tras efectuar los célculos pertinentes (observar Apéndice J), se verifica que C™! (x,y) pre-

senta la siguiente forma:

0 1 10
-1 0 0 1]1

C ' (x,y)= 1 0 o W52(x— y). (3.87)
- X
0 -1 .00

Matriz en la que:
e = Lnfx— )
Flx-y)= G0 (x=y)= o inle-y)

es la funcién de Green asociada al operador Laplaciano en dos dimensiones [7].

Antes de determinar los PD fundamentales para la teoria de MCS, es indispensable tener
en cuenta que en base a la definicion de PD (3.83), los vinculos del sistema se convierten

en igualdades fuertes, esto es:

mo(x,t) = 0, (3.88)
X k
aini(x, t)—EEijAj(x, ) = 0, (3.89)
k
0?5?140 (x, 1) — af mi(x, t)+ EgijAj x,0)] = 0, (3.90)
afA,- (x,8) = 0. (3.91)

El espacio de fase del sistema esta en principio constituido por seis campos. No obstante,
el sistema posee cuatro vinculos de segunda clase, resultado del andlisis canénico de la
teoria de MCS en el gauge de Coulomb. Por lo tanto, se puede determinar que la teoria
tendrd apenas dos grados de libertad que pueden ser elegidos arbitrariamente, pues los
vinculos dan nocién de la existencia de variables independientes més no especifican de
cuales se tratan. Luego, para este caso en particular, se calcularan los PD entre las varia-

bles [A;, 7] coni=1,2.
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Inicialmente, de la definicion (3.83), se encontrara:

(A1, 0,A; (1 0)}, = {Ai(x,t),Aj(y,t)}—fdzudzv[{Ai(x,t),(,bl(u,t)}
Ci(wv){pmw,0,A;(y,1)}]. (3.92)
Utilizando el siguiente resultado (véase Apéndice I):
0%6% (x—u) sil=2
{Ai(x,0), 1 (w, )} = —076% (x—u) sil=3 (3.93)
0 de otro modo
Se esperaria que la integral presente en el segundo sumando de (3.92) sea diferente de

cero, para los valores [, m = 2,3. Sin embargo, de la matriz (3.87), se observa que para

estos valores particulares Cy, (x, y) = 0. Por este motivo, el PD (3.92) se reduce a:

{4i (e, 0,4 (v, 1)}
_— (3.94)

{Ai (x,0), A (y, t)}D

Similarmente, empleando la definicion (3.83), se resolverd el siguiente PD:

{Al(x’t))ﬂ](y) t)}D = {Al (x) t))ﬂ:] (y; t)}_fdzudzv[{Al(x) t);(l)l(u,t)}
Cir (,0) b (v, 0,7 (y,0)}] - (3.95)
A partir de la expresion (3.93) y del siguiente PP (véase Apéndice I):
—ﬁeijdféz (y—v)sim=2,3
{pm,0),7(y, 1)} = ol%(y-v) sim=4 (3.96)
0 de otro modo
Se puede apreciar que en principio, la integral presente en el segundo sumando de (3.95)
arrojaria valores no nulos siempre que / = 2,3 y m = 2,3,4. No obstante, de la estructura
(3.87) es posible observar que para estos valores particulares, la tiinica componente dis-
tinta de cero ocurre cuando [ =2y m = 4. Por lo tanto, el PD (3.95), se reduce a:
(0,7 (0O = 1Asee 0, (v 0} - [ dPudo[{Ai 0,02 w0}
Coa (w0} {pa (v,0),7 (v, £)}]
1)
—(5,-]-—0;603??)5 (x-y), (3.97)
X
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donde se han empleado las ecuaciones (3.93), (3.96), (3.95). La expresion al lado derecho

de (3.98) se conoce como la funcion delta transversal [4].

Finalmente, resta determinar el siguiente PD:

{mix,0),7m;(y,t)}, = {mi@x0,7;(y1) fdzudzv[{nl (x,0),¢; (u, 1)}
Cir (,0) b (v, 0,7 (y,0)}] - (3.98)

Segun la expresion (3.96) y el siguiente PP, (determinado en el Apéndice I):

ﬁg,-ja;%sz (x—u) sim=2,3
{mix,0),¢1(w, 0} = ~0%8%(x—u) sim=4 (3.99)

0 de otro modo

la integral presente en el segundo sumando de (3.98) seria no nula siempre que [,m =
2,3,4. No obstante, si se observa ahora la forma de la matriz deducida previamente en
(3.87), se puede verificar que solo las componentes matriciales C;;' (x,y) y C, (x,y) son

diferentes de cero. Bajo este razonamiento, (3.98) se reduce a:

{mi(x,0),7; (y, 1)} {mix,0),7m(y 1) fdzudzv[{n, (x,1),¢2 (u, 1)}

Cot (u,0) {ps (v, 0),7; (3, 1) fdzudzv[{n, (x,8),¢s(m, 1)}
Cpp (u,v) {2 (v, 0,7 (. 1)}]
k X QX X QX

- E(gmiama — £ j0%,0] )—55 (x—y). (3.100)

En conclusidn el conjunto completo de PD fundamentales de la teoria de MCS es:

{Ai(x,0), A (y, 1)}, =0
{Ai(x, 0,7, (¥, t)}Dz—( j- 0705 8% (x-y)
{mix,0),7;(y, )}D i (Emlaxa —Em;05, Gf) v1252( ~y)

Se puede comprobar que los PD definidos por (3.83) cumplen las mismas propiedades

que los PP [8].
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3.2.5. Ecuaciones de Hamilton

El tratamiento del conjunto total de vinculos de la teoria de MCS ha permitido determi-
nar que esta posee apenas dos grados de libertad que pueden seleccionarse de manera
arbitraria. Por esta razon, se procedera a determinar la ecuacién de campo asociada al
potencial fundamental A;, con i = 1,2. La dindmica de un campo arbitrario del espacio
de fase es definida por el Hamiltoniano que describe al sistema. Notese entonces, que de
acuerdo alaidentidad (3.89), el Hamiltoniano canénico de MCS (3.41) puede ser reescrito

del siguiente modo:

1
HMCS: Efdzx{

La evolucion temporal de cualquier campo canénico en el espacio de fase completo, se

k 2 2
7%, 0+ —eijAj(x 0|+ [ij0iAj(x,0)] ¢ (3.101)

determina de manera tnica bajo la condicién gauge elegida, asi pues, bajo la definicién
de PD la ecuacion de campo asociada al potencial A; en el gauge de Coulomb, vendra

dada por [6, 7, 8]:

A; (%)

{A; (x,1), Hycs}p

- %fdzx{Ai(x,t),
fdzx{Ai (x,1),

resultado en el que se han empleado los PD fundamentales. Si se tiene en cuenta que:

2

k
ﬂj(y; 1+ Eeijm(yr r)

+ [ejmajAm(y, t)]z}
D

k
(3.102)

k

{Ai (x,1),

mi(y, 1)+ ke,mAm(y,t)”D=(6,] 007 = )62(x ), (3.103)

se encuentra que (3.102) se reduce a:

[ a2y(6,-0v0°=
Y{0ij—0; iv2

= —fd2y5ij

2 Y3y
fd 2ala]

A (x)

k

k

k 2
7y, t)+agijm(y, N6 (x-y). (3.104)
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No obstante, de la identidad (3.90), es posible despejar:

1 k
A (x,1) = ﬁaf 7i(x, L‘)+E£,-jAj(x, nl, (3.105)

X

reemplazando esta expresion en (3.104), se deduce que la evolucién temporal del campo

fundamental A; es:

. k
Aj(x, 1) =-m;i(x,1)— 4—£i]-Aj(x, H+07Ag(x,1). (3.106)
T



Capitulo 4

Campo Fermionico en (2 + 1) Dimensiones

Las particulas elementales que obedecen el principio de exclusiéon de Pauli y en conse-
cuencia, satisfacen la estadistica de Fermi-Dirac, se denominan fermiones [14]. Una des-
cripcion relativista para fermiones es proporcionada por la ecuacién de Dirac [10, 11, 15],
caracterizada por estudiar particulas masivas de espin 1/2. La ecuacién de Dirac para una

particua libre de masa m, en unidades naturales /i = ¢ = 1, es dada por:
(iy*0qy —m)w =0, (4.1)

donde, en (2 + 1) dimensiones, el campo de Dirac fundamental ¥ = v (x, f) denota un es-
pinor de dos componentes ¥, = ¥y, (x,t) con b=1,2yy* con @ =0, 1,2 son matrices 2 x 2
que se eligen en la representacion de Dirac [10]. Estas matrices son proporcionales a las
matrices de Pauli o; con i = 1,2,3 y sus propiedades se estudian con detalle en el Apéndi-

ce K.

Se define el campo de Dirac adjunto como:
v=y'(x,07° 4.2)

que satisface la ecuacion de Dirac adjunta:
w(iy“}?a +m)=0. 4.3)
Clasicamente, los campos fundamentales de Dirac ¥ y ¥ son representados por campos

Grassmannianos [8, 16], tal que sus componentes b, ¢ = 1,2 satisfacen las siguientes rela-

ciones de anticonmutacion:

YWty = 0, (4.4)
waC + WCWIJ = 0, (4.5)
WhWC + WCWIJ = 0. (4.6)

60
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Las ecuaciones de Dirac asociadas a los campos ¢ y ¥ se derivan de a partir de la siguiente

densidad Lagrangiana:

i— 4 — _
Zp =5 [y 0ay = (0a¥) vy | - myy, 4.7)

cuya forma explicita en términos de las componentes de los campos ¥, ¥, y de las ma-

trices y* : vy, es dada por

i —\a —
Zp= 3 (VY beBaWe = (0aWp) VW] = mWyy. (4.8)

Cabe anotar que en la expresién preliminar se suma sobre indices matriciales repetidos.
La expresion (4.7) es conocida como Lagrangiana simetrizada de Dirac [11] y se caracte-
riza por ser invariante de Lorentz. Finalmente, es importante mencionar que los campos

de Dirac fundamentales satisfacen las siguientes condiciones de frontera:

oyp(x,r)) = O6yp(x, ) =0y,(x, 1) =0y,(x,5) =0, (4.9)
|llim wpx, 1) = |llim W, (x, 1) =0. (4.10)

4.1. Formalismo Lagrangiano

La densidad Lagrangiana que describe la teoria de campo fermiénico libre depende de los
campos de Dirac y sus respectivas derivadas espacio-temporales en (2 + 1) dimensiones.
Por consiguiente, el espacio de configuracion del sistema serd definido por el siguien-
te conjunto de campos: [y, ¥,00w, 0o |. A partir del principio de Hamilton extendido a
campos fermidnicos y de las condiciones de frontera (4.9) y (4.10), se determina que los

campos ¥, Y ¥, satisfacen las siguientes ecuaciones de Euler-Lagrange [8, 11]:

9Zp _ (—a"% ) -0 4.11)
oyp  \0(0qvp) ’ '
0%p ( 0%p )

- e = 0, (4.12)
oy, ¢ 0(0av))

donde las derivadas calculadas respecto a los campos fermiénicos serdn, de ahora en ade-
lante, derivadas izquierdas (véase Apéndice L). Con el objetivo de determinar las ecuacio-

nes de campo asociadas a ¥, y ¥, se calculan a partir de (4.7) las siguientes derivadas



Capitulo 4: Campo Fermionico en (2 + 1) Dimensiones 62

izquierdas:
63[) 0 1 — —
T _E(OawC)Y?du/d_ my Y
zawd oY, —
= 2 61// CKWC’}/Cd mawZWC
= 55bdaaw&’?d +mbepy,
i _
= Eaawcy?b + my,,. (4.13)
Andlogamente, es posible solucionar:
0%p 0 i 4
= - 0, g
00avs)  0ayy) (27T
i a(aqu) u
= wcycd
" 20(0avs)
= —§5ﬁ5dei‘d
i_
= VY (4.14)

Cabe anotar, que en los célculos previos se ha considerado que los campos de Dirac an-
ticonmutan entre si. Sustituyendo (4.13) y (4.14) en la ecuacion de Euler-Lagrange (4.11),

se deduce que la ecuaciéon de campo asociada a , es:
0oV, Yo, +my,=0 obien W(iy“(a_a + m) =0. (4.15)

Similarmente, de (4.7) es posible determinar:

0Lp o [i_ _
awb = aw _WCY(;daawd - mw(:wc
iV, o7,
= 25@ — Ycq0aWa—m waC

= §5bc7/gdaa1//d —mbpcyPe.

i
= zygdaawd—mu/b. (4.16)
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Del mismo modo:

0Zp 0 i, —
= |5 (0, v,
0(0a®y) 0(0a®y) 2(“ Nea
i0(0u¥e) u
25(047,) <"
i
= _56261907/50}1//643
i
= Ve (4.17)

Reemplazando (4.16) y (4.17) en la ecuacion de Euler-Lagrange (4.12), se obtiene que la

ecuacion de campo asoaciada a yj, viene dada por:

iYpq0aWa—myp=0 obien (iy%d,—m)y=0. (4.18)

4.2. Formalismo Hamiltoniano

La descripcion de la teoria en el formalismo de Hamilton, se lleva a cabo empleando como
variables candnicas los campos fundamentales de Dirac ¥, ¥, y sus momentos candni-

cos conjugados, que se definen respectivamente como:

o _ 0% i
b = nb(x,t)——)— SV (4.19)

Ty = TWp(x 0= 300, ~>Yba¥a> (4.20)

0 (0o,
— 0%p i

(00w,
con b =1,2. Es importante resaltar que para obtener las ecuaciones previas se emplearon
las derivadas izquierdas presentes en (4.14) y (4.17). De este modo, se tiene que el espacio
de fase del sistema es definido por un total de ocho campos fermionicos: [y, W, 7p, Tp| -
Obsérvese que las expresiones (4.19) y (4.20) presentan relaciones entre las variables del
espacio de fase, esto se debe a que en ninguna de las dos ecuaciones existen términos

que incluyan derivadas temporales de los campos canénicos ¥, y ;. A causa de esto, se

determina que (4.19) y (4.20) son vinculos primarios [6, 7, 8], que serdn denotados como
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b b ( ’ ) b 2 1 C] cb ’ ( : )

La densidad Hamiltoniana candnica, bajo la definicién de derivada izquierda, para la teo-

ria de campo fermidnico libre en (2 + 1) dimensiones tiene la siguiente forma:
Hepy = (00wp) Ty + (00W,,) Th — ZLp- (4.23)
Sustituyendo (4.8), (4.21) y (4.22) en (4.23) se obtiene:
Hep) = EWCY 0, 00Wp — ! (50%1) YoaWd— i@ﬂf 0 (Bowe) - é%ﬂ” J 0w+
(501/’19) YoeWe+ ( i¥) chllfc +my LY
= —E%ﬂ’bcaﬂﬂc + E (aj%o) 7’{,0% + my Y, (4.24)

con j =1,2. La dindmica de cualquier variable del espacio de fase es determinada por el

Hamiltoniano canénico, que es definido como:

Hepy = fdech(D)

fdzx

Teniendo en cuenta la siguiente identidad:

i i, . i _
_EWbY;;cafwc +5 (05W,) Yy We+my,ys|. (4.25)

0; [Wyrhewe| ~Wurh 0ive =(09) 7] ve (4.26)

es posible reescribir (4.25) del siguiente modo:

Hep) fdz ”//bec 11//c+’”’”//bWb fdzxaj [Wbech]
= fdz n//bybc ]Wc+meWb fdr] u/bybcwc] (4.27)

donde se ha empleado el teorema de Gauss restringido a dos dimesiones para convertir

la integral del segundo sumando de (4.27) en una integral de camino realizada sobre el
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contorno de una superficie que se extiende hacia el infinito. Teniendo en cuenta, que la
condicién de frontera (4.10) establece que en el infinito los campos de Dirac fundamen-

tales se anulan, se obtiene que (4.27) se reduce a:

Hempy = f d*x [—iEbY{,Cach + M%U/b] . (4.28)

Expresion que puede escribirse de la siguiente manera:

He(p) fdsz [_inaj + m] (4

fdsz[—iy V+m|y. (4.29)

El Hamiltoniano canénico esté definido en el subespacio de fase donde FZ =0coni=1,2.
No obstante, la dindmica en el espacio de fase completo es definida por el Hamiltoniano
primario, que se construye como combinacién lineal del Hamiltoniano canénico y los

vinculos primarios del sistema, es decir:
Hypy = Hepy + f d*x [T A, +AT2], (4.30)

donde )LZ = AZ (x,1) con i = 1,2 son funciones fermidnicas arbitrarias del espacio y del
tiempo conocidas como multiplicadores de Lagrange. N6tese, que (4.30) posee paridad

par.

Por otro lado, se sabe que el espacio de fase del sistema estd constituido por campos
fermionicos, es decir, variables de Grassmann de paridad impar [16]. Los PP a tiempos
iguales calculados entre dos variables fermiénicas se conocen como paréntesis de Bere-
zin (PB), que se definen formalmente en términos de derivadas funcionales izquierdas de

la siguiente manera [16]:

0F; (x,1) 0F> (x,t) OF»(x,t) 0F)(x,1) OF) (x,t) 0F»(x,1)
Fi(x,1),F (y, = -|d° — -
{F1 (0, B2 (. 1)} fd Z[éwb(z, 001y (2,0) Oy (2,0) 01y (2,0) Oy (2, 1) 6T (2, 0)
OF) (x,1) 6F) (x,1) +fd2z[ SFL(x,1) 0F(x,1)  OF(x,0) §F (x,0)
oYy, (z,0) 67y (2, 1) 0Aq (2, 1) 61% (2,1) 6Aq (2, 1) 6% (2,1) ]’

(4.31)
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donde Fy (x,8) = Fy [Wp, ¥}, 0, | ¥ Fo (%, 1) = F> Wy, W), p, ] son variables fermioni-
cas arbitrarias del espacio de fase. De la definicién (4.31) se determina que los tinicos PB

fundamentales no nulos son:

fypx,0,7mc(y, 1)} = —6p0°(x-y), (4.32)
v, 0,7 (y, 1)} ~8pcb (x—y). (4.33)

Asi pues, en tA©rminos de los PB, la evolucion temporal de una variable arbitraria del

espacio de fase F (x,t) = F [u/b,wb, nb,ﬁb] vendrd dada por:

Fx,0)={F(x,0),Hpp (y 1)} (4.34)

4.2.1. Analisis de consistencia de vinculos

Por consistencia se debe garantizar que los vinculos I'y se conserven durante la evolucion

dindmica del sistema, es decir, que se debe satisfacer la siguiente condicién:
I (1) = {1} (6,0, Hpoy (,8)} ~ 0. (4.35)

Inicialmente, se procedera a estudiar el requierimiento de consistencia del vinculo fer-

miobnico (4.21):

I} (x,0) {r}, @, 1), Hyo) (v, 1)}
{T}(x, 0), Hey (v, 1)} + f a*y{Ty @, 0. (v, 1) Ac (3,1) + A2 (v, ) T2 (3, 2)}

0. (4.36)

U

Usando los PB fundamentales y el Hamiltoniano canénico dado por (4.28), se puede de-

terminar el siguiente resultado:

u

{F}J (x, 1), Hep) (¥, t)} fdzy [—iyid {”b x, 0,9 (1) 6;/1//61 (¥, t)} +mimy (% 0,9, (v, )ve (v, t)}]

u

f @y iv] e (9,00 4y 0, v a (v, 1)} = e (v 1) {6 0,9 (v, 0}

u

iy! WOV () + iy (3, 1), 4.37)
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Cabe anotar, que en la relacion previa se tienen PB de la forma {F;, F» F3}, donde F; con
i =1,2,3 son variables fermi6nicas. Por otro lado, de los siguientes resultados deducidos

en el Apéndice M:

{r, (x, 0, (v, 1)}
{r, @, 0,1% (y, 1)}

U

0, (4.38)
—iygb(Sz (x-y), (4.39)

U

se puede determinar que:

{r, 0, (v )A (1)} ~ T 0,Te(y ALy 6) - T (v, ) {T}, (x, 0, AL (1, 1)}
~ {0, x,0,TL(y, )} AL (1. 1)
~ 0, (4.40)

ademas:

u

{000, A2 (7, T2 () = 22 (3 )T 000, T2 (9,2}
—22(y, ){T} (x, 1,2 (y, 1)}
i/li (y’ t) Y(c)b62 (x _ y) ) 4.41)

{r, x,0,A2(y, 0)T%(y, 1)}

u

u

Reemplazando (4.37), (4.40) y (4.41) en (4.36) se obtiene:
I} (x, 1) = iy} 057, (x, 1)+ my, (y,1) + 112 (3, 1) v), = 0. (4.42)

Como se puede observar, el requerimiento de consistencia del vinculo fermiénico Fz ha
dado como resultado una expresién que permitird fijar condiciones sobre el multiplicador
de Lagrange )li, situacién que permite inferir que no surgirdn més vinculos asociados a
Fi. De igual manera, a partir de (4.30) se verifica que el andlisis de consistencia del vinculo

Fi es dado por:
% (x,0) {r% (x, 1), Hyp) (3, 1)}

{12 (x, 1), Hepy (3, 1)} + f d?y{r% (%, 0, T4 (3, )AL (9, ) + A2 (3, )T (v, 1)}
0. (4.43)

U
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Empleando las relaciones (4.22) y (4.28) se determina:

u

{13 .0, Hepy (1)} dey [=iv] {70 0.5 (003w a (3.0} + m Ty 60, W (v ) we (.01}

u

fdzy[—iyid {5 0,7 (v, 0} 0 wa (y.0) + m{Ty 0,9 (v, O we (v, t)]

u

i) 205V a 60— myp (5, 1), (4.44)

Por otra parte, de los siguientes resultados deducidos en el Apéndice M:

—i)/%céz (x-y), (4.45)
0. (4.46)

U

{rh 6,0, (v, £)}
{rh (e, 0,1 (v, £)}

U

se puede determinar que:

U

{5 @ 0T (v, )} Ae (1) = Te (v, )T (6, 0, A2 (v, 1)}
T3 @ 0T (v, )} Ac (v, 1)
~iypAe (3,1)6% (x~y), (4.47)

{Th (6,0, T (v, £) Ac (1)}

U

U

igualmente:

o0, 2 )T (0}~ {500,220 0} T2 (3 1) = A2 (3, ) {1 00, T2 (3, 1)}
=~ —A2(y, 0){r2 (x, 0,12 (y, 1)}
~ 0 (4.48)

Sustituyendo (4.44), (4.47) y (4.48) en (4.43) se encuentra que el requiermiento de consis-

tencia del vinculo Fi es:
12 (x,1) = i} 037 4 (%, ) - myp (%, £) — iy AL (%, £) = 0. (4.49)

La expresion preliminar no constituye un vinculo, pues permite fijar condiciones sobre el
multiplicador de Lagrange Al. De los resultados deducidos en (4.42) y (4.49) se concluye

que el conjunto completo de vinculos fermiénicos de la teoria es:

I =+ 575, =0
T, =Th+5YpaVa~0
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4.2.2. C(lasificacién de vinculos de primeray segunda clase

El método de Dirac ofrece una clasificacion alternativa para los vinculos presentes en un
sistema singular [6, 7, 8], que dependerd de los PB calculados entre el conjunto total de
vinculos. De modo que, un vinculo serd clasificado como de primera clase, siempre que
todos los PB entre el y el resto de vinculos, se anulen debilmente, de encontrarse al me-
nos un PB no nulo, implicard que sea clasificado como de segunda clase. Asi pues, como
consecuencia de las expresiones (4.39) y (4.45), se establece que los vinculos fermidnicos

1"2 son de segunda clase.

4.2.3. Hamiltoniano extendido y dindmica en el espacio de fase com-
pleto

Dado que la teoria de campo fermidnico libre en (2 + 1) dimensiones no posee vinculos
de primera clase, los multiplicadores de Lagrange asociados a los vinculos de segunda
clase podran ser fijados de manera tinica, a través de la definicion de PD. Otra implicacion
importante de la ausencia de vinculos de primera clase es que el Hamiltoniano extendido
serd equivalente al Hamiltoniano primario dado en (4.30), de manera que, la dindmica de

cualquier variable del espacio de fase vendra determinada por:

F(x, 1)

U

{F(x, 1), Hyp) (1)}

U

De acuerdo ala expresion (4.50), se tiene que la evolucién temporal del campo v, es dada

por la siguiente relacion:

U

dowp (x, 1) {wp(x, 1), Hepy (v, 1)} + f A’y iy (x, 0,7 (y, 1) AL (v, 1)}

f d?y{yy, x, 0,7 (1)} A (v, 1)
AL x,0). (4.51)

u

U

donde se ha empleado (4.21), (4.22) y los PB fundamentales. Cabe anotar, que se ha consi-

derando tambien que el PB presente en la integral previa es de la forma {F;, F» F5} tal que,
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F; coni=1,2,3 son variables fermionicas.

De igual modo, la evolucién temporal del campo v, vendra dada por:

u

0o, (x,0) = {¥,(x,0,Hep) (v, 8)}+ f d*y iy, 0,25 (v, 1) 7 (v, 1)}

_fdzyai (v, 0){w, . 0,7 (3, 1)}
G (4.52)

u

u

Por otra parte, la evoluciéon temporal del momento canénico 75, se determina como se

muestra a continuacion:

0oy (x, 1) = {mp, (x, 1), Hepy (1, 1)} + ;ygd f aPy{mp(x,0), 2% (y, )wa(y, 1)},  (4.53)

donde se ha empleado (4.21), (4.22) y los PB fundamentales. A partir del Hamiltoniano

canonico (4.28) se ecuentra que:

{mp (6,0, Homy (v, 8} = vl f d*yy (v, 1)o7 {my (x, 0, wa (v, 1)} -

m f Ay (y, ) {mp x, 0,9 (y, 1)}

= 103, (x5, DY), + my, (x, 1), (4.54)

Igualmente es evidente que:

U

—22(y, ) {mp (%, 0, wa (3, 1)}
/15 (y, l') 6bd52 (x _ y) . (455)

{6, 0,42 (v, ) wa (1)}

U

Sustituyendo (4.54) y (4.55) en (4.53) se obtiene que la evolucion temporal de 7}, es dada
por:

Ax— j — i
domy (x, 1) = i05Y . (x, 1)y, + my, (x, 1) + zai x, 072, (4.56)

Similarmente, de (4.50) se verifica que la dindmica de 7}, en el espacio de fase completo

se calcula de la siguiente forma:

0otp (x, 1) = {7, (x, 1), Hepy (3, 1)} + %ygcf ay{m,x, 0, v,y ) (v, 1)}, @57
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donde se ha empleado (4.21), (4.22) y los PB fundamentales. A partir del Hamiltoniano

canonico (4.28) es posible detemrinar:

{ﬁb (x,0), Hc(D) (y, t)} —iYidfdzy{ﬁb (x,1) ,wc (y, t)} aj/Wd (y; t) +

m [ 2y (7 5,0, (1)} e 3.9
= iy}, 054 (x5, 1) — myy (x,1) (4.58)

Igualmente es evidente que:

U

{70 (60,94 (v, )} e (v, 1)
A (¥, 1) 6pad? (x-y). (4.59)

{70p (6, 0,94 (v, 1) Ac (3, 1)}

u

Sustituyendo (4.54) y (4.55) en (4.53) se obtiene que la evolucién temporal de 7}, es dada
por:

— . i
00Ty (x, 1) = iy, 07w (x, 1) — myp (%, 1) - Eygcxli (x,17). (4.60)

De las ecuaciones (4.51), (4.52), (4.56) y (4.60) se concluye que la evolucién temporal de
los campos [wb,ﬁb,nb,ﬁb] en teoria de campo fermidnico libre en (2 + 1) dimensiones,
calculada a partir de la ecuacién de Hamilton (4.50), viene determinada por el siguiente

conjunto de ecuaciones:

Aoy (x,1) = —A} (x,1)
doyy, (x, 1) = A2 (x, 1)

Bomy (x, 1) = 10, (x, Y., + m, (x, )+ £A2 (x, 179,

00Ty (X, 1) = i}, 05 a (x, ) — myrp (x, ) = 5y% AL (x,1)
Obsérvese que debido a la presencia de multplicadores de Lagrange, las ecuaciones pre-
vias se expresan en términos de igualdades debiles. Ahora, se procedera a escribir las
ecuaciones de Hamilton previas de forma compacta. Reemplazando (4.51) en (4.60) se
deduce que: '

BoTp ~ iyidaju/d — myp+ %ygcaowc, (4.61)
pero de (4.20) se sabe que: .
O0TTp = -%yg Bova, (4.62)
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igualando (4.61) y (4.62) se encuentra:
iy] 0 wa—myyp+iy5.000, =0,
que puede reordenarse de la siguiente manera:
(iy*0q —m)w = 0. (4.63)

Expresion que es debilmente equivalente a la ecuacién de Dirac (4.1). Andlogamente, si
se sustituye (4.52) en (4.56) se obtiene que la evoluciéon temporal del momento canénico

7y es ahora, dada por:
va— ] N A
0()71’1, =~} l@j’l[/cyib + m’lﬂb + anlllc}/(c)h. (4.64)

No obstante, de la definicion de momento canénico (4.19) es posible calcular la siguiente

derivada temporal:

i, —
0oy = -anwcygb. (4.65)
Igualando (4.64) y (4.65) se llega al siguiente resultado:
iajwcyib +my, + iaowcygb =0,
o bien, de manera compacta:
w(iyaga + m) ~0. (4.66)

Esta expresion equivale debilmente a la ecuacién de Dirac adjunta (4.3)

4.2.4. Tratamiento de vinculos de segunda clase

El espacio de fase de la teoria esta definido por un total de ocho campos fermiénicos:
(Wb, Wy, p, ] con b = 1,2, no obstante, se cuenta con un conjunto de cuatro vinculos
de segunda clase dados por FZ con i = 1,2. Tales vinculos indican la existencia de apenas
cuatro grados de libertad, sin embargo, la elecciéon de los mismos es completamente ar-
bitraria. Con el propésito de aislar los grados de libertad del sistema, se define un nuevo

espacio de fase, conocido como espacio de fase reducido, que estaréd constituido por los
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campos indendientes [wp, ¥}, ] .

Por otro lado, se ha establecido que los vinculos presentes en la teoria de campo fermio-
nico en (2 + 1) dimensiones se anulan debilmente, sin embargo, esto no implica que el
PB entre algiin vinculo con una variable dindmica del espacio de fase, sea tambien debil-
mente nulo. Esta situacién permite inferir que los PB calculados mediante la definicion
(4.31) no son consistentes con los vinculos del sistema, de modo que, resulta indispensa-
ble construir PB entre los grados de libertad, que si lo sean. Estos nuevos PB se denomi-
nan paréntesis de Dirac a tiempos iguales (PD). El PD entre dos variables dindmicas del

espacio de fase reducido, A(x, 1) = Ay, ¥,| y B(x,1) = B[y, ¥}, se define por:

{Ax,0,B(y,t)}, = {Ax1),B(y1) fdzual2

{A(x 0,7 (u, t)} [C” (u, v)]
{r£ (v,1),B(y, t)}] : 4.67)

.. -1
cona,b,i,j=1,2ydonde [C;]C (x, y)] es la inversa de la matriz de vinculos de segunda

clase Cé{; (x,y), cuyas componentes matriciales se definen del siguiente modo:
Cyl (% y)={r} 0,1 (v, 1)}, (4.68)

Empleando los siguientes PB (deducidos en el Apéndice M):

T2y} ~ -0 (x-y), (4.69
{2, 0, T (y, 1)} = —iy).0%(x-y), (4.70)
{r, x,0,Te(y, 1)} = 0, 4.71)
{r%x,0,I%(y, 1)} = 0, (4.72)
se encuentra que la forma matricial de (4.68) es:
0o (y9)"
C(x,y)——i( o) )62(x—y). (4.73)
Y 0

La inversa de (4.73) presenta la siguiente forma matricial (véase Apéndice N):

) 5% (x-y). (4.74)
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Cabe anotar, que la relacion previa se determiné de acuerdo a la siguiente condicion:
fdzzClr(x,z) Cr (z,y) =67,0° (x-y). (4.75)

Por otra parte, es importante destacar que bajo la definicién (4.67), los PD calculados en-
tre los vinculos del sistema y una variable dindmica arbitraria del espacio de fase son iden-
ticamente nulos. Por consiguiente, se establece que los vinculos fermiénicos I“Z son ahora
fuertemente iguales a cero, es decir:
i— 9

T+ EWcch = 0, (4.76)

— 1

ﬂb+5}fbd1[/d = 0. (4.77)

A continuacion se determinardn los PD entre los grados de libertad del sistema. Inicial-

mente, de la definicién (4.67) se determina que:

. i, -1
{wpx, 0w (¥, t), = {vpx0,v(y, t)}—fdg‘ud% {wh(x, t),F;(u,t)}[C;’d(u,V)]

{rh@o,ye(y1}]. (4.78)

Del siguiente resultado, deducido en el Apéndice M:

. —8p,0%(x—u) sii=1
{wb(x, 0,1, w, t)} = { ba (4.79)

0 de otro modo,

es posible observar que el segundo sumando del PD (4.78), arrojaria un valor no nulo
siempre que i, j = 1. Sin embargo, de (4.74) se comprueba que para estos valores la com-
ponente matricial [C' (x,y)]”" es nula. Empleando este razonamiento y los PB funda-

mentales se concluye que:
{vo(x,0,vc(y, 1)}, =0. (4.80)
Andlogamente mediante la definicion (4.67) se calculara el PD que se muestra a continua-

cion:

{wb (x, ), (u, t)} [Cffé (u, ")]_1

o0 Ty = W0 Tl 0} - [ dudo

{rwo,w. (0} (4.81)
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A partir de (4.79) y del resultado que prosigue (encontrado en el Apéndice M):

; _ —04:6%(v—y)si j=2
{r{j(v,r),wc(y,t)}z{ a0*(v=y) sl | (4.82)

0 de otro modo,

se encuentra que la integral presente en el segundo sumando de (4.81) arrojara valores

distintos de cero siempre que i =1y j =2, luego (4.81) se reduce a:

{vox, 0,9 (y, t)}—fdsudsv[{wb(x, 1, (u, 0}
[C @] {14 @, 0,7, (v, 1)}

~[Ch(ey)]”
—iy) 6% (x—y). (4.83)

{V/b (x, 1) ’WC (y’ t)}D

donde se ha usado (4.74) y los PB fundalmentales. Finalmente, resta determinar el si-

guiente PD:

{75004 0} [ |

@090ty = W09 (y0)}- f d’ud’v
{rwn,w. (0} (4.84)

Nétese, que mediante el siguiente PB (deducido en el Apéndice M):

_ . 0% (x—u) sii=2
{Wb (6,0, Tq a t)} ) { C(l)bde otro modo (4.85)

se esperaria que la integral presente en el segundo sumando de (4.84) sea diferente de
cero paralos valores particulares i, j = 2. No obstante, de (4.74) se puede verificar que para
estos valores la componente matricial [C' (x,y)] " es nula. De este modo, se determina
que:

{w,x 0w, (y.t)},=0. (4.86)
Se concluye entonces, que el conjunto completo de PD para la teoria de campo fermiéni-

co en (2 + 1) dimensiones es dado por:

{vp (0, (y, 1)}, =0
{60, (v 6)}p =0

{vo(x, 0,9, (v, 1)}, =—iv). 0% (x - y)
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Es importante resaltar que los PD definidos por (4.67) satisfacen las mismas propiedades

que los PB [8].

4.2.5. Ecuaciones de Hamilton

La evolucién temporal de una variable dindmica del espacio de fase reducido F (x,t) =

F|yp,w,], se determina de manera tinica mediante la siguiente relacion:
Fx,t)={F(x,0,Hp(y. 1)}, (4.87)
donde Hp denota el Hamiltoniano de campo fermiénico definido por:
Hp = f d’x [-iaby{,ca e+ mabwb]. (4.88)

Cabe anotar, que este Hamiltoniano es equivalente al Hamiltoniano canénico (4.28), pues-
to que, se ha establecido que los campos ¥, y ¥, son los grados de libertad del sistema.
De acuerdo a la ecuacién de Hamilton (4.87), se encuentra que la evolucion temporal del

campo ¥, es dada por:

{wp(x,0),Hp (v, 1)}
fdz}l[—iﬂd{%(x» 0,9 (¥, f)}DOJde v, )+ miyp x,0, 9.} v (v, f)]

Oo¥p (%, 1)

= O vax 0 —imyd e (x D). (4.89)
Noétese que (4.89) puede escribirse del modo que prosigue:
idow +iy°y! 0w — my’y =0, (4.90)

multiplicando por y° por la izquierda y teniendo en cuenta que, ()/0)2 =1, donde 1 denota

la matriz identidad 2 x 2, se obtiene:

Il
(=]

iy° 00y + iy 0y — my
iy* 0,y — my

Il
L

(4.91)
que puede escribirse de forma compacta asi:

(iy*0q —m)y =0. (4.92)
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Relacion que es equivalente a la ecuacion de Dirac (4.1). De manera andloga, la evolucion

temporal del campo v, viene dada por la siguiente relacion:

{750, Ho (7.0
[ @y (1] 5.0 T 0. va (b = 1T 3 0) (T 0, (3 )

—05, (1, )Y 5+ imw (v, )72, (4.93)

donde se ha considerado que:

W@ 0,9 (3.1} = —ive,0” (x - ). (4.94)

Larelacion (4.93) puede reescribirse como se muestra a continuacion:

00y + iajﬁyjyo +myy’ =0, (4.95)

multiplicando por y° por la derecha y considerando que, (y0)2 =1, se deduce:

o bien:

00wy’ +i0;wy’y’ +my = 0

Il
A

i0ayy® + my (4.96)

w(z‘y“}?a + m) = 0. (4.97)

Expresion que es equivalente a la ecuacion de Dirac adjunta (4.3).



Capitulo 5

Teoria de MCS en Interaccion con Campo

Fermionico

En teoria de campos, el proceso de interaccion entre campos es descrito por una densidad
Lagrangiana construida como la adicién de las densidades Lagrangianas de los campos

libres (Z}ipre) Yy una densidad Lagrangiana de interaccién (Z;,;) [8, 11] :
zzglibre"‘gint- (5.1)

El término de interacciéon no es completamente arbitrario, puesto que depende tanto de
las restricciones impuestas por las simetrias internas y del espacio tiempo, como de las

restricciones asociadas a la presencia de vinculos en las teorias libres [8].

La electrodinamica cuantica, QED, describe el fendmeno de interaccién entre electro-
nes, positrones y fotones [8, 10]. Considerando que en este tipo de modelos en (2+1)
dimensiones existe la posibilidad de incluir el término de C-S, la adicién de este ala QED,
permite construir una nueva teoria gauge, conocida como electrodindmica cudntica con
el término de Chern-Simons, QED;. 1, que describira la interaccion entre fermiones car-

gados con fotones masivos en el plano [5, 9, 10].

La densidad Lagrangiana de esta teoria es definida por:
ZLoEp = ZLycs + Lp + Lint (5.2)

donde Z£cs es la densidad Lagrangianas de MCS dada por (3.1), mientras que £p es la

densidad Lagrangiana del campo de Dirac definida como [11] :
i — — —
Zp = [Wy*0aw - (0a9) Y y] - myy. (5.3)

78
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Esta densidad Lagrangiana describe campos fermionicos (y,) de masa my carga e. Por
otro lado, el término de interaccion entre los campos bosonicos y fermionicos, presenta
la siguiente estructura:

Lint = eAaPy Y. (54)

Es relevante destacar que en el plano, el campo fundamental de Dirac ¥ y su respectivo
adjunto ¥ = ¢y, son descritos por espinores de dos componentes [10]. Estos campos
se caracterizan por ser campos de Grassmann, es decir, que sus respectivas componen-
tes W,y ¥, con a,b = 1,2, satisfacen relaciones de anticonmutacién entre si [8, 16]. No
obstante, el campo bos6nico A, satisface un dlgebra conmutativa. Por consiguiente, la
densidad Lagrangiana de QED-,, se construye en un espacio definido tanto por campos

bosénicos como por campos fermiénicos.

Por esta razon, para el andlisis cldsico de esta teoria, los campos (¥, V) serdn represen-
tados por variables de Grassmann de nimero de paridad n, = 1, mientras que el campo
bosénico A, serd considerado como un elemento del dlgebra de Grassman con namero

de paridad par, esto es, n4 =0 [16].

5.1. Invariancia gauge local

Con el objetivo de estudiar la invariancia gauge local de la teoria de QE D3, se tendréd en
cuenta nuevamente que el potencial fundamental A, transforma de acuerdo a la siguien-

te regla:

1
Aa I Aa + _aaA,
e

mientras que los campos Grassmaniannos ¥ y ¥ transforman como se muestra a conti-

nuacion [5, 11]:

v — exp(—iNv, (5.5)

¥ — Yexp(iA), (5.6)
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donde A = A (x) es una funcién arbitraria del espacio-tiempo.

Bajo este conjunto de transformaciones la densidad Lagrangiana (5.2) se escribira del si-

guiente modo:

:féED = Lycs+Lp+<;

int

,%Mcs+$b+${

int’

(5.7)

en la que se tenido en cuenta que la densidad Lagrangiana de MCS es invariante bajo
transformaciones gauge locales, resultado que se mostr6 anteriormente. Por otra parte, de
acuerdo a la transformaciones (5.5) y (5.6), la densidad Lagrangiana de Dirac se convierte

en:

i _ _
Zp = S0y - (0ay)y Y| - my'y’

| 1_
= %w exp (i)Y exp (—iA) 0y — SV exp (iA) (y*0aA) exp (—iN) y

—é (0w)exp (iA) y*exp (i) y — %aexp (iA) (y*0aA) exp (i) y
—-myexp(iA)exp(—iA)y (5.8)

= % [y 0ay’ - (0aV) Y v'] - my'y' — (y*0a )y

= ZLp-v(y*0.0) . (5.9)

Donde se ha introducido la densidad Lagrangiana simetrizada de Dirac (5.3). De la mis-
ma manera, bajo las trasnformaciones de los campos A, ¥ y ¥ citadas previamente, la

Lagrangiana de interaccion (5.4) tomaré la forma que prosigue:

gl/n rT eAixw/YaU/

1 —
e(Aa + EOQA) wexp(iN)y*exp(—iA)y

eAa Wy Y+ (Y0 M)y
Lint+ Y (Y*0aA) . (5.10)
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Sustituyendo (5.9) y (5.10) en (5.7), se obtiene:

"%/QED = .fchs+$D+fim+W(Y“0a/\)w—W(Y“6aA)w
ZQED- (5.11)

Expresion de la que evidentemente se concluye que la densidad Lagrangiana asociada a

la teoria de QE Dy es invariante bajo transformaciones gauge locales.

5.2. Formalismo Lagrangiano

La densidad Lagrangiana asociada a la teoria de QED»,; estd construida en un super-
espacio real [2] definido por los campos [Agq, w,¥]. El estudio clasico de la teoria en el
formalismo Lagrangiano exige la deduccién de las ecuaciones de campo asociadas a las
variables que definen el espacio de configuracion. Dichas relaciones pueden encontrarse
a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange para Ay, ¥, Y ¥, [8], que en virtud al princi-

pio de Hamilton y a las condiciones de frontera de los campos [11, 13], son dadas por:

0%, 0%,
QED 5. | =22 | — o, (5.12)
6Aﬁ 0(0aAﬁ)
0ZLQEp (aﬁfﬂ _ o (5.13)
oyp  \8(0aws) ’ '
afoED P ( 6$QED - 0 (5.14)
v, “oar)) ~ " '

Expresiones en las que las derivadas con respecto a variables fermidnicas serdn consi-
deradas de ahora en adelante como derivadas izquierdas [16]. Con el fin de deducir las
ecuaciones de campo, serd necesario poner antes de manifiesto los indices matriciales en

la densidad Lagrangiana (5.2), del siguiente modo:

1 k i _
LoD = a1 aﬁFaﬁ + Eﬁ'aﬁy (aaA,B) Ay + > [WngcaaWc - (aaWb) Y%CWc]
—my Y+ eAdV LYy Ve (5.15)

conb,c=1,2.
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En primera instancia, segtin (5.2) es posible escribir la ecuaciéon de Euler-Lagrange (5.12)
de la forma que prosigue:

0 0
— (Lymcs+ZLp+ZLint) —0a

— (& +%p+ % =0. 5.16
aAﬁ a(aaAﬁ)( MCS D znt) ( )

A partir de la relacion (5.3) se deduce que:

0%p _ 0%p 0 (5.17)
0Ap O(GQA[;) ' '

Similarmente de la Lagrangiana de interaccion (5.4), se puede calcular la siguiente deri-

vada:

0Lint 0 —
aA'B = aAﬁ (eAﬂwawac)

= em‘Vbec‘Vc
= e5ﬁ%ﬁjcwc
= ePyyh e (5.18)

al igual que el siguiente término:
0L int

0 (aaAﬁ)

Sustituyendo los resultados deducidos previamente en (3.4), (3.7) (véase formalismo La-

=0. (5.19)

grangiano de la teoria de MCS) y las ecuaciones (5.17) a (5.19), en la ecuacién de Euler-
Lagrange (5.16), se comprueba que la ecuacién de campo asociada al potencial funda-

mental A, estd dada por:
0,7+ K ebarp o Py g 5.20
a + Ef af)/ + eWb,}/bcwC —_ . ( . )
Definiendo la corriente fermiénica como:
B = _ o P
J7=—eyypy, Ve (5.21)
se encuentra que la ecuacion covariante de campo para A, es:

k
0y FP + Egﬁ‘” Foy=JP. (5.22)
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De la misma manera, se procederd a obtener las ecuaciones de campo asociadas a ¢ y .

Para tal fin, se determinara a partir de (5.13) la siguiente derivada izquierda:

GQ%QED 0 1 — — a7
oy, oy, 2 (Ba¥e) Yea¥a —my e+ AV oY gaWa
i awd oy Oya—
= 25y, 00V Vet ”"awZ‘”c "Gy, Vered

= E%d%@ﬂ e T Moy, —eAabapV¥ Yoy

i, — — —
= Eaawcyfb + My, —eAqy Yo, (5.23)
Andalogamente, es posible solucionar:
0ZLQED 0 i g
= VY oqOuWa
00avs)  0(0ayy) (27
_ _ia(aﬂwd)— Y,u
a(aawb) cled
i _
= —55ﬁ5bd%¥‘§d
i_
= VI (5.24)

Cabe anotar, que para la obtencion de las dos expresiones anteriores se ha considerado
que los campos Grassmannianos anticonmutan entre si. Sustituyendo ahora los resulta-
dos derivados en (5.23) y (5.24) en la ecuacién de Euler-Lagrange (5.13), se deduce que la

ecuacion de campo asociada a i/, es:

10aW Yoy + My, =eAqy,ye, O (iy“b_a + m)w =eAuy® (5.25)
Similarmente, mediante (5.15) se caculard la derivada izquierda que se muestra a conti-
nuacion:

0Z0ED 0 [i_ _ —
aab = ﬁ [_WCY?dGaU/d -—my Y.+ eAaU/cY?dU/d

i oy oy, o,
= Zawcﬁd aWa— maw w0+eAa6$ chwd

= E6bcygdaaU/d —mbpcy.+ eAa(sth?dU/d

i
= Ypa0a¥a=myp+eAaYpaYa- (5.26)
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Del mismo modo:

dLorD o i
—_— = —|——(0 K
00uvy) - 0(awy) | 2O VeV

_ ia(aIJWC) u
= T20(04p,) e’

i
= _§5zabc7’5d1/’d
— I a

Reemplazando (5.26) y (5.27) en la ecuacién de Euler-Lagrange (5.14), se ecuentra que la

ecuacion de campo asoaciada a ¥, viene dada por:
Y5 0aWa—myp=—eAgys Wa. 0 (iy“0a—m)y =—-eAqy®y. (5.28)
Es posible condensar las ecuaciones de campo de la QED;.; del modo que prosigue:
0aFP + £ ePoYFy, = JP
iy* 0oy — my = —eAqy"y
0quY* + my = eAquy®
Observese que en el limite de la constante de acomplamiento e — 0, se verifica que:
0aF®P + LePTE,, =0
(iy*0q—m)y =0
(iy“(a_a + m)@ =0
Luego, en este limite las ecuaciones de campo de la teoria se reducen a las ecuaciénes de

campo de MCS y de Dirac libres [8, 11].

5.3. Formalismo Hamiltoniano

La formulacion de Hamilton de la mecénica clasica busca estudiar la teoria en un espacio
definido no solo por los campos Ay, ¥ y ¥, si no tambien de los momentos candénicos

conjugados a dichos campos, este espacio se denomina como superespacio de fase [16].
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Es importante tener en cuenta que este espacio estara constituido tanto de variables bo-

sonicas, que conmutan entre si, como de variables fermidnicas, que anticonmutan [16].

Se define entonces, los momentos canénicos asociados al potencial fundamental A, y

alos campos fermidénicos ¢, y ¥, con b = 1,2, respectivamente como [11, 12]:

0%,
7P = (x, ) = 2D _ o, K opy (5.29)
0(00Ap) 47
0ZL0ED i_
Tp=7p (X, 1) = O(Tollfb) = —Ewcygb, (5.30)
__ 0ZL0ED i
Ty =Tp (X, t)Ea(Twa)=—§Y2dwd. (5.31)

Cabe anotar, que para obtener (5.29) se empleo el resultado encontrado en (3.7), mientras
que para la deduccién de los momentos canénicos asociados a los campos fermiénicos, se
hizo uso de las derivadas izquierdas introducidas anteriormente en las ecuaciones (5.24)

y (5.27).

Nétese que para el valor particular 8 = 0, la componente temporal del campo 7P sera:

= F%+ ﬁgoomy
47
= 0. (5.32)
De forma andloga, para 8 = i se verifica que:
k
niZOiAo—aoAi—EEijAj, (5.33)

donde se ha empleado la definicién del tensor de campo electromagnético (1.2). En adi-
cion a estas relaciones, se puede apreciar que el campo eléctrico para la teoria en cuestion

presenta la siguiente estructura:

k
EiZT[i-l-EEijAj. (5.34)
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Tras analizar las ecuaciones (5.32) y (5.33), es posible notar que apenas la componente
espacial del campo 7P presenta derivadas temporales del potencial A, . Por consiguiente,
se concluye que la relacién (5.32), concerniente a la componente temporal del campo 7?,

se asocia con un vinculo primario [6, 7, 8] que se denotard como sigue:
Este vinculo surge del momento canénico asociado a una variable bosdnica, por ende se

dice que se trata de un elemento par del dlgebra de Grassman [16].

Por otra parte, las relaciones (5.30) y (5.31) no presentan derivadas temporales de los
campos fundamentales de Dirac, por tal razdn, estds expresiones son tambien vinculos

primarios [6, 7, 8] que se definirdn como se muestra a continuacion:

i
I, = I[xn=m,+ El[/CY(C)b ~0, (5.36)

r? 2 (x,0)=7 L ~0
b pX 1) = b+2deU/d~ . (5.37)

Como consecuencia de la definicién de los momentos canénicos conjugados a los cam-
pos fundamentales de Dirac, los vinculos FZ con i = 1,2, son vinculos fermioénicos, es
decir, que pertenecen al dlgebra de Grassmann y se caracterizan por ser variables de pari-
dad impar. Mediante las expresiones (5.35), (5.36) y (5.37) se puede concluir que hasta el

momento la teoria esta comprendida por un total de cinco vinculos.

El espacio de fase de la QED,.1 es definido por los campos [Ag, Wp, W)y, 1% 7p, Tp]. La
dindmica de cualquier variable que se constituye en este espacio se determina en virtud a
la densidad Hamiltoniana canénica del sistema, que de acuerdo a una transformacién de

Legendre [12], se define por:
%C(QED) = aoAﬁT[ﬁ + (aowb) Ty + (60@17) ﬁb - gQED- (5.38)

Resulta importante resaltar que la forma de la densidad Hamiltoniana (5.38) dependera

del tipo de derivada que se utilice [8], en este caso, dada la presencia de campos fermio-
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nicos se han considerado derivadas izquierdas. Reemplazando en (5.38) la densidad La-
grangiana (5.15) y los momentos canénicos 7, y 7, dados respectivamente en (5.30) y
(5.31), se obtiene que:

1 k i _ i _
Fopp) = O0oApmP + ZFaﬁFaﬁ - Ef“ﬁy (0o Apg) Ay — > (Bown) Werd, - > (Bowp,) Yoava
i_ i _ _ _
—5 VY p0aWe+ 5 (0a¥p) YiWe + myy¥y = eAaWyYp e (5.39)

Que en virtud a la densidad Hamiltoniana canénica de MCS (observar ecuaciéon (3.35)),

se puede simplificar como sigue:

i i, _ _
HQED) = ffc(MCS)—EWYJGJUHE(OJW)Y]WerWW—eAaV/Y“W» (5.40)

con j=1,2. Cabe anotar, que en el calculo previo se ha expandido el indice a teniendo
en cuenta que: a = 0,1,2. Reemplazando (3.39) en (5.40) se encuentra que la densidad

Hamiltoniana candnica es:

1 k | 2 k
'%C(QED) ~ E T+ E&'ijAj + E [EijaiAj] —Tl,'l'al'A() - EA()EijaiAj
i i, _ _
=S¥y 05y + 5 (0;W) Yy + myy —eAayy*y. (5.41)
En base a este resultado se construird el Hamiltoniano canénico del sistema, del siguiente
modo:
Heep) = f d*x 7€ QED)

i
2

U

fd3x<]£c(MCS)+fdsx

Hemcs) + f d>x

. i . _ —
vy 05w+ (0W) Yy + miyy — eAaw"‘w]

i i _ .
=S WY 0y + 5 (09) Yy + myy —eAgyiy|. (542

u

Segun el Hamiltoniano candénico de MCS dado en (3.41), es posible escribir la cantidad

previa como sigue:

1
HC(QED) ~ fdzx{z

i i _ .
=S¥y 05y + 2 (0;W) Yy + myy —eAayy w}, (5.43)

+E [EijaiAj] +A0

k
ﬂi+E€ijAj aiﬂ'i—a{fl’jaiAj
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que escrito en componentes matriciales sera:

1
HC(QED) = deX{E

i i, . i _ _
~SVpYpdi¥e+ 5 (07Wn) Yy W+ mypyn— eAawaZch} . (544

k 2

1 2
7'[,'+E£ijAj +§ [é‘ijaiAj] + Ap

k
aiﬂi—EEijaiAj]

De acuerdo al método de Dirac, es posible afiadir al Hamiltoniano canénico cualquier
combinacion lineal de los vinculos primarios del sistema [6, 7, 8]. Por tal motivo, si se

binacién lineal de los vincul imari riyrz2 1
agrega una combinacion lineal de los vinculos primarios 7¢,I', y I';, se encuentra que e

Hamiltoniano primario de la QED» 4 es:
HpQED) = He(QED) + f d®x[Aomo+TpAL + A5T5]. (5.45)

Expresion en el que los términos 1g = Ay (x, 1), /12 = /1;'7 (x,1) con i = 1,2, son funciones ar-
bitrarias del espacio-tiempo conocidas como multiplicadores de Lagrange. A fin de asegu-
rar que el Hamiltoniano primario sea una cantidad fisica de paridad par, se considerard
que Ay es una variable bosénica (paridad par), mientras que los multiplicadores de La-

grange /12 son variables fermi6nicas de paridad impar.

El espacio de fase estd conformado por las variables canénicas [Aa,wb,ﬁb,n“,nb,ﬁb] y
una variable dindmica serd definida en este. Los PP calculados en el superespacio de fa-
se son conocidos como paréntesis de Berezin o paréntesis de Bose-Fermi (PB) [8, 16] y
seran definidos dependiendo de la paridad de las variables dindmicas. Para el caso en
que B(x,f) =B (Aa, Vb Yy, 1% nb,ﬁb) denote una variable dindmica bosdnica del super-
espacio de fase y F (x, 1) = F (Aq, Wp, ¥}, ©% 7, p) una variable dindmica fermionica del

mismo espacio, los PB en tiempos iguales entre ellas se definirdn como sigue [8]:

1. PB entre dos variables bosénicas B, (x, f) y B2 (x, 1):
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BByt = [z OB 0B oy 0B2(x0) SBi(x,D)
y owy(z,t) Omy (2, 1) owp(z,t) Oy (2, 1)
oy, (z,1) 67y (2, 1) oy, (z,1) 67y (2, 1)

fdzz 6B1 (x, t) 5B2 (x) t) —fdzz 6B2 (x) t) 5B1 (x) t) (5 46)
§A, (2, 1) 671% (2, 1) 0A,(z,0) 6% (2, 1)
2. PB entre una variable fermiénica F (x, t) y una bos6nica B (x, 1):
OF(x,t) 0B(x,t) 0B (x,t) OF(x,t)
= _ 2 _ 2
{Fee 0, Bly.1)} = fd “wy (2 1) 07y (2, 1) fd “Bwy (2 1) 07y (2, 1)
—fdzz SF(x,1) 6B(x,1) —fdzz 5B(x,1) 8F(x,1)
oy, (2, 1) 67y (2, 1) oy, (z,t) 67y (2, 1)
OF (x,t) 0B(x,1) 0B (x,t) O0F(x,0)
2 _ 2
+f D 61 =.0) f T oy O
3. PB entre dos variables fermiénicas F; (x, 1) y F> (x, 1):
O0F (x,t) 0F (x,1) O0F, (x,t) 0F; (x,1)
- 2 1 2 _ 2 2 1
Ao, Ry} = fd “oyp(z, 1) 07y (2, 1) fd “oyy (2,0 07y (2, )
_[ dzz O0F (x,t) 0F> (x,1) —fdzz O0F (x,t) 0F; (x,1)
oy, (2, 1) 67y (2, 1) oy, (z,1) 67y (2, 1)
6A, (2, 1) 671% (2, 1) 6A, (2, 1) 6% (2, 8)

En virtud ala definicion (5.46), se puede verificar que el tiinico PB no nulo entre las varia-

bles bosdnicas del superespacio de fase [Ay, 7%] es:

{Aq (x,0),75(y, t)}:naﬁciz (x-y), (5.49)

que es justamente el PP deducido en (2.38) durante el estudio de las teorias de C-S pu-

ra'y MCS. Por consiguiente, se comprueba que los PB fundamentales entre las variables
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bosénicas del superespacio de fase se reducen a los PP fundamentales calculados en las
teorias previas. Por otro lado, a partir de las definiciones (5.47) y (5.48), se deduce que los

PB no nulos entre los campos fermiénicos del superespacio de fase [y, ¥, 75, Tp| serdn:

{wpx, 0,7 (y, 1)} —0pc0% (x-y), (5.50)

v, 0,7 (1)} = —6p0°(x-y), (5.51)

que son equivalentes a los PB (4.32) y (4.33) deducidos en el estudio de la teoria de campo
fermionico en (2 + 1) dimensiones. Cabe anotar, que cualquier PB fundamental calculado
entre los campos bosénicos [Ay, 7%] y los campos fermiénicos [u/b,wb,ﬂb,ﬁb] es igual a

Cero.

5.3.1. Analisis de consistencia de vinculos

El anélisis canénico de la teoria serd consistente siempre que los vinculos encontrados en
ella se conserven durante la evolucion dindmica del sistema [6, 7, 8]. Por consiguiente, se
debe garantizar que los vinculos primarios 7y y I“Z satisfagan un requerimiento de consis-
tencia, esto es que su PB con el Hamiltoniano primario se anule debilmente [8]. El andlisis

de consistencia sobre el vinculo primario 7y vendrd dado por:

{7’[0 (x, t) y Hp(QED) (y’ t)}
{mo (x, 1), Heorp) (¥, 1)} +fd2J’{”0 (x, 1), A0 (3, £) 70 (v 1) +

Ty (v )45 (3 6) + 4, (v, T (v, 1)}
0. (5.52)

7o

U

Para solucionar la expresion previa se hara uso del siguiente resultado (deducido en el
Apéndice M):

H ~—07n; K ota, s 0 5.53
{mo (x, ), Heoep) (3, 1)} = —077; (x, 1) + €101 4 (x, 1)+ ey, (x, 1)y W (x, ). (5.53)
De la misma manera, serd necesario tener en cuenta el siguiente PB:

{mmo (x, ), A0 (y, t) o (¥, 1)} = 0. (5.54)
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Ademads, mediante los vinculos dados por (5.36), (5.37) y los PB fundamentales se encuen-

tra:

U

i
{71'0 (x,1),mp (y’ t) + 511[/(,‘ (.V’ t) ng}
~ 0, (5.55)

{mo(x,0),T, (v, 1)}

U

{mo(x,1),T% (v, 1)}

U

i
{ﬂo x,0),7p (y, )+§Ygd1”d (¥, [)}
0. (5.56)

De las ecuaciones (5.55), (5.56) y las propiedades de los PB (véase Apéndice L), se deducen

los siguientes resultados:
{mo (e, 0,1, (1, ) A4 (v 8} = {mo G, 00,1, (1, 1)} A4, (v, ) + T (v, ) {0 (0, 44, (v, )}
= 0,
(5.57)

U

{0 (e, 0), 4, (v, )} T (3 6) + A, (v, 8) {0 (v, T (v, )}
0. (5.58)

{mo (x, ), AZTS (3, 1)}

U

Reemplazando (5.53), (5.54), (5.57) y (5.58) en (5.52), se verifica que el requerimiento de

consistencia del vinculo primario 7 arroja como resultado:
o X k X
Tro (x, 1) = —0;7; (X, t)+ 8,]0 Aj(x, ) +ey, (x, t))fbcu/c (x,1) = (5.59)

Noétese que esta expresion no presenta derivadas temporales de las variables del superes-
pacio de fase en su estructura, a causa de esto se dice que el andlisis de consistencia del
vinculo bosénico 7y da origen a un nuevo vinculo secundario, que denotara del siguiente

modo:
X k — 0
Z=2(x,1)=0;m; (x,1) - s,JO Aj(x, 1) — ey, (x,0) Y, Wc(x,1) =0. (5.60)

Este vinculo tiene ntimero de paridad ny = 0, pues el término e@bygcwc es de paridad par.

La expresion (5.60) puede reescribirse de la forma que se muestra a continuacion:

=G, 1) — ey, Dy W (x 1) =0, (5.61)
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donde se ha denotado:
k
G= aiﬂi — E&‘ijaiAj,
que es el vinculo asociado a la ley de Gauss para la teoria de MCS (observar ecuacion

(3.47)).

Debido a que la teoria cuenta ahora con un vinculo adicional, es necesario analizar el
requermiento de consistencia sobre el, con el objetivo de asegurar que se conserve du-
rante la evolucion dindmica del sistema y de comprobar si surgirdn o no nuevos vinculos.

Luego, se procederd a resolver:

2 = {Z® 0, Hpoen (3, 1)}
(5%, 1), Hotorm (0 £)} + f Ay 1= (x,0), Ao (3, £) 70 (1, 1) +
Ty (v ) A, (v, 1) + A5 (3, 1) T5 (v, 1)}

0. (5.62)

u

Para el andlisis de consistencia del vinculo X se tendra en cuenta los resultados mostrados

a continuacion (véase Apéndice M):

{2000, Hoemy (1,1)} = —e0% [, (6, 0y) jwa .0 (5.63)
20,1, (1)} = ey,(x0Y°,6%(x-y), (5.64)
20,12 (y, 1)} = —ey) ycx06%(x-y). (5.65)

A partir de (5.64), (5.65) y las propiedades de los PB (observar Apéndice L), se deducen las

siguientes expresiones:

U

{Z@ 0.1, (v )} 4, (3, 1) +

Iy (v, {Z @, 0,4, (v, 1)}

{Z 0.1, (1. 1)} 4, (3.7)

ew,(x, 0y, (x,0A (y,1)6° (x—y). (5.66)

{Z@, 0,1, (v, )AL (v 0}

U

U
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{Z0, 0,45 (v, 0} 15 (v, 1) +

2y 0){Z @, 0,17 (v, 1)}

2 (y, )4z, 0),T5 (v, 1)}

—eA} (3, 1) Y5 we (x,06% (x—y). (5.67)

U

{Zx, 0,45 (3, 0)T5 (3, 1)}

U

U

Cabe anotar, que para la deduccién de los resultados previos, se tuvo en cuenta que los PB
aresolver son de la forma {B, F, F»}, donde B es una variable bosénicay F; coni = 1,2, son
dos variables fermidnicas. De forma similar, en virtud a los PB fundamentales es posible

determinar

{Zx, 0,70 (y, 1)} ={Z(x, 0, om0 (y, 1)} = 0. (5.68)

Sustituyendo los PB deducidos en (5.63), (5.66), (5.67) y (5.68) en la ecuaci6n (5.62), se

obtiene que la condicién de consistencia sobre el vinculo secundario X es:

5= oo [% 0. walx, r)] e, (x, 070, (x, ) A} (x, 1) — eAZ (x, Y)W e (%, 1)

e [W‘W — A2y -9, (mfw)] ~0. (5.69)

Esta ecuacién permite fijar condiciones sobre los multiplicadores de Lagrange A! y A2.
Por consiguiente, se concluye que como consecuencia del andlisis de consistencia de

no surgirdn nuevos vinculos.

Hasta este punto se han logrado estudiar la consistencia sobre los vonculos bosénicos
7o y Z. Es ahora de interés garantizar que los vinculos fermionicos I'; se conserven du-
rante la evolucion dindmica del sistema. En primer lugar, la condiciéon de consistencia

sobre el vinculo fermidnico F%} indicé que se debe satisfacer:

I} (x, 1) {r}) (x, 1), Hyoep) (3, 1)}
{r} (x, 1), HeED) (¥ t)}+fd2y{l“i x, 1), A0 (3, ) 7o (3, 1) +
Lo (v, ) Ac (3, 8) + A5 (v, 1) T2 (3, 1)}

0. (5.70)

u
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Con el propésito de solucionar completamente el requierimiento de consistencia citado

previamente, se empleardn los siguientes resultados (calculados en el Apéndice M):

{1"}J (x, 1), Heoep) (¥, 1)}
e 0,1 (1,0}

{r, (x, 0,12 (y, 1)}

1

u

u

105, (6, 0y, + M), (x,1) - eAa (%, 0T, (x, )Y, (5.71)
0, (5.72)

—iygbéz (x—-y). (5.73)

Mediante las formulas (5.72), (5.73) y las propiedades de los PB (observar Apéndice L), se

derivan los siguientes resultados:

{r,xn,T (v, )AL (y. 1)}

{r, (x, 0,22 (y, )T% (y, 1)}

u

u

u

u

u

U

{r),x,0,T¢ (. 0)} Ag (3, 0) = Te (v, )T}, (%, 00, AL (w, 1)}
{r,x,n,T(y, )} AL (1. 1)
0, (5.74)

(T} 60,22 (3, D} T (3,1) = 22 (3, )T 3, 0,72 (3, )}
—22(y, 1) {T} (x, 1), T2 (y, 1)}

Resulta relevante indicar que los PB inmediatamente anteriores son de la forma {Fy, F» F3},

donde F; con i = 1,2,3, son tres variables fermionicas. Andlogamente, en virtud a los PB

fundamentales es evidente que:

{r) (x,0),70 (3, )} = {T}, (%, 1), Ao7wo (¥, £)} = 0. (5.76)

Reemplazando (5.71), (5.74), (5.75) y (5.76) en (5.70), se observa que:

[y, =07y, (x,1) )/i L+ M (%, 1) — eAq (X, DY, (%, ) Y%, + AL (x,0) Y0, = 0. (5.77)

El requerimiento de consistencia del vinculo fermi6nico 1“110 ha dado como resultado una

expresion que permitird fijar condiciones sobre el multiplicador de Lagrange /1%. Por tal
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motivo, se puede inferir que no surgirdn mds vinculos asociados a F}a.

Para culminar el andlisis de consistencia de los vinculos de la teoria de QED,. 1, resta
asegurar que el vinculo Fi se conserve durante la evolucién dinamica del sistema, mate-

maticamente, se debe cumplir la siguiente relacion:
Iy {T5 (6, ), Hpoen) (v, 1)}
{T7 (x, 1), Heqep) (v, 1)} + f d?y{T5 (x, 00, A0 (3, 1) 70 (y, 1) +

Te(v, ) Ap (v, 1) + A% (v, )T (v, 1)}
0. (5.78)

U

Para resolver la expresion preliminar serdn necesarios los siguientes PB (calculados en el

Apéndice M):

{15 (x,0), Hpep) (¥, 1)} = iY{;da;’U/d(J’»t)—me(J/;t)'l'

eAa (¥, 1)vhava (¥ 1), (5.79)
{F%(x, 1,T, (y,1)} = —i)/gcéz (x-y), (5.80)
{r% 0, (y, 1)} = o. (5.81)

Empleando las relaciones (5.80), (5.81) y las propiedades de los PB (véase Apéndice L), se

obtienen los siguientes resultados:

T 0. () (v 1)} = 0T (v 0} Ac (1) -

Te(y, 405 (6, 0, A¢ (1)}

{3 @ 0T (v, )} Ae (v, 1)

~iypAe (v, 1) 8% (x~ ), (5.82)

u

U
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{T% (6,0, A% (y, )} T2 (3, 1) -

Az (v, {5 (0,12 (y, 1)}

~Ae(y, ) {05 @, 0, ¢ (v, 1)}

0. (5.83)

u

{r7 e, 0, A% (y, 1) T2 (y, 1)}

U

U

Cabe anotar, que los PB inmediatamente anteriores son de la forma {F;, F, F3}, donde F;
coni =1,2,3, son tres variables fermionicas. Igualmente, en virtud a los PB fundamentales

es evidente que:

{r% (x, 0,70 (y, 1)} = {T'5 (%, 1), Ao7wo (¥, £)} = 0. (5.84)

Al sustituir (5.79), (5.82), (5.83) y (5.84) en (5.78), se llega a:
1'“% = iﬁ;dajwd (x, 1) = myp (x, 1) + eAq (x,0) Yy Wa (X, 1) — iygc/li (x,1) =0. (5.85)

El requerimiento de consistencia del vinculo fermiénico Fi da como resultado una ex-
presion que permitiré fijar condiciones sobre el multiplicador de Lagrange /li. Luego, se
puede establecer que no surgirdn nuevos vinculos. Hasta ahora, se puede establecer que

el conjunto de vinculos para la teoria de QE D, estd conformado por:

To(x, 1) =0
T(x, 1) = 6;.‘711- (x, 1) — ﬁsijOfAj (x,0)— ey, (x,1) Y?,CU/C (x,1))=0

T} (x,0)=mp+3y.y% =0

2 (x,0) =T+ 5Y),Wa=0

5.3.2. C(lasificacién de vinculos de primera y segunda clase

De acuerdo a los planteamientos del método de Dirac, se debe clasificar el conjunto de
vinculos de la teoria en andlisis, en vinculos de primera o segunda clase. Para tal fin se
debe tener en cuenta, que un vinculo serd de primera clase si su PB con todos los vinculos
del sistema y con sigo mismo se anulan debilmente, de no cumplirse esta condici6n, se

concluye que el vinculo es de segunda clase [6, 7, 8].
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A partir de las ecuaciones (5.68), (5.76), (5.84) y los PB fundamentales, se puede verificar
que todos los PB calculados entre 7 y el conjunto de vinculos de la teoria son debilmente

nulos, razén por la cual se establece que el vinculo 7y es de primera clase.

Por otro lado, se puede observar que los PB desarrollados previamente en las relaciones
(5.64) y (5.65) no se anulan debilmente, luego, se podra afirmar que el vinculo bosénico
2 es de segunda clase. Similarmente, en virtud a las ecuaciones (5.73) y (5.80) es posible
comprobar que no todos los PB entre FZ con i = 1,2, y el conjunto total de vinculos del
sistema son debilmente iguales a cero. Por consiguiente, se determina que los vinculos

fermi6nicos I', son tambien de segunda clase.

Se sabe que, la QED»,; surge del acoplamiento entre la teoria de MCS y la teoria de cam-
po fermiodnico en (2+1) dimensiones, por tal motivo, se esperaria que en el andlisis cldsico
de esta, se obtenga el mismo nimero y el mismo tipo de vinculos presentes en las teorias
libres, aiin cuando estos no posean necesariamente la misma forma [8]. Asi pues, la teoria
que describe la interaccion sera consistente, siempre que al considerar el limite en el que
la constante de acoplamiento e tiende a cero, se obtenga la estructura canénica de cada
una de las teorias libres que la definen, es decir, que para una constante de acople cero,
los vinculos de la QED».; deberdn reducirse a los vinculos de la teoria de MCS y de Dirac
libres. Sin embargo, aunque en dicho limite el vinculo de segunda clase X presenta la es-
tructura del vinculo de primera clase (3.47) en teoria de MCS, este debera ser de primera
clase tanto en la interacciéon como en la transicioén a la teoria libre. Por consiguiente, se
concluye que Xy FZ no constituyen un niumero minimo de vinculos de segunda clase [8].
Esta afirmacién también puede ser comprobada formalmente si se analiza, bajo el mé-
todo de Dirac, los cinco vinculos de segunda clase (Z, FZ). Para observarlo, se denotaran

dichos vinculos como se muestra a continuacién:

Ql (x, t) Z(x) t))

Q&0 = Tx,0,

Q3(x,0) = T%(x,0).
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Con el objetivo de tratar estos vinculos de acuerdo a los planteamientos del método de

Dirac, se procederd a construir la matriz de vinculos de segunda clase como sigue:

Vim (%,y) ={Q1 (x,0),Qm (3, 1)}, (5.86)

con [,m = 1,2,3. Cuya forma matricial, calculada en base a los PB deducidos en el Apén-

dice M, es dada por:

0 ey, x 0y, —ey) v.(x,1)
V(x,y)=| —ew,(y.1)7°, 0 -iy?, 5% (x-y). (5.87)
erpe¥e (1) Y pe 0

Nétese que al considerar el limite cuando e — 0, la matriz en cuestion se reduce a:

0 0 0
Vicy)=| 0 0o -iy? [|6°(x-y). (5.88)
0 i), 0

De esta expresion es evidente que:
det[V (x,y)] =0,

y por tanto V (x, y) serd una matriz singular y no invertible. En virtud a este razonamiento,
se puede inferir que los PD no estardn bien definidos en el limite en el que la constante de
acople tiende a cero y por ende (Z,FZ) no constituyen un conjunto minimo de vinculos
de segunda clase. Este resultado indica que debe existir un vinculo de primera clase en el
sector bosonico, tal que cuando e — 0, se reduzca al vinculo de primera clase asociado a la
ley de Gauss en teoria de MCS, este nuevo vinculo serd constuido como una combinacién

lineal de los vinculos de segunda clase del sistema [8].

5.3.3. Construccién de un vinculo de primera clase

De la expresion (5.60) se verifica que en el limite en que la constante de acomplamiento e

tiende a cero, esto es e — 0, el vinculo Z se reduce a la ecuacion (3.47), correspondiente al
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vinculo de primera clase G, asociado a la teoria de MCS libre. Este resultado implica que
la transicion desde la teoria de interaccion hasta la teoria libre serd consistente, siempre
que se modifique el vinculo bosénico de segunda clase X, de modo tal, que se identifique
como un vinculo bosdnico de primera clase antes y despues de considerar el limite e — 0
[8]. Para tal fin, se propone que el vinculo de primera clase a determinar, es dado por la

siguiente combinacion lineal [5]:

$> = o (x,y) = f dy[C(xy)= (3 1)+ T (1, ) CL (x,9) + C2 (2, )) T2 (. 1)] . (5.89)

Expresion en la que los coeficientes C(x,y),C, (x,y) y Cs(x,y) con b = 1,2, son arbitra-
rios. Tales coeficientes serdan determinados teniendo en cuenta que si ¢, es un vinculo de

primera clase, entonces debe satisfacer:

{p2(x,0,Z(y,2)} = 0, (5.90)
{p2x,0, T, (v, 1)} = 0, (5.91)
{p2(x,0),T% (3, 1)} = o. (5.92)

Cabe anotar, que con el fin de garantizar que ¢, sea una variable bosénica, se considerara

que el coeficiente C (x,y) posee un ntimero de paridad n¢, = 0, mientras que las funcio-
1 2 4 . s o . . . _ _

nes C, (x,y)y C; (x, y) serdn variables fermi6nicas con nimeros de paridad ngr=nez=1,

respectivamente.

En primera instancia, a partir de la relacion (5.89) y las propiedades de los PB (observar

Apéndice L), puede escribirse (5.90) como se muestra a continuacion:

{po(x,0),2(y, 1)} = fdzzC(x,z) {Z(z,0,2(y, t)}+fd2z{r1b (z,0),2(y, 1)} C (x,2)

+ f d*zCi (x,2){T% (z,1),% (y, 1)} = 0. (5.93)
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Para resolver la relacion preliminar se empleardn los siguientes resultados, deducidos en

el Apéndice M:
{Z@=0,Z(y,1)} = o, (5.94)
r,z0,2(y0)} = -ey,(y.0)y,6°(z-y), (5.95)
@020} ~ erpwe(v.0)d*(z-y). (5.96)

Reemplazando (5.94) a (5.96) en (5.93), se obtiene:
{026,0,2(y, 1)} = —eW, (v, 1) Yoy Cp (%.9) + €Ciy (2, ¥) Vyve (v, ) =0, (5.97)
esta relacion puede reescribirse del siguiente modo:
- (y,1)Y°C' (x,y) + C* (%, y) Y’y (y,1) = 0. (5.98)

De manera similar, en virtud a (5.89) y las propiedades de los PB entre bosones y fermio-

nes, se verifica que (5.91) se expresa de la siguiente forma:

{26, 0,T) (1, 0)} = f d2C(x,2) {2 (2, 0,T) (3, 1)} + f a2{r} (z,0),T) (v, )} CL (x, 2)

+ f d*zC5 (x,2){I% (z,1),T}, (¥, 1)} = 0. (5.99)

Reemplazando en (5.99), los siguientes PB (véase Apéndice M):

{Z@0,Th(y 0} =~ ey, (z07°,6%(z-y), (5.100)
{rlz,n,r,(y.0)} =~ o (5.101)
i@ 0.} = ~ivgs®(z-y), (5.102)
se obtiene el siguiente resultado:
{p2(x,0),T} (3, 1)} = eC(%,¥) ¥, (¥, 1) Y2, —iC5 (%, ¥) Yy, = O, (5.103)

o bien:

eC(x,y)w (y,t)y*-iC?*(x,y)y° = 0. (5.104)
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Finalmente, el PB (5.92) puede ser resuelto a partir de la ecuacion (5.89) y las propiedades

de los PB entre bosones y fermiones, de la siguiente manera:
{2 (x,0,T% (y, 1)} = fd%cuznzmnJinn+ffzﬁyanﬂ%ﬂﬂjmm
+ f d*zC (x,2){I% (z,1),T5 (y,1)} = 0. (5.105)

Sustituyendo en (5.105) los PB mostrados a continuacién (observar Apéndice M):

Z@0, 500} ~ —erpve(=zn8*(z-y), (5.106)
{fa@ 0.5y} =~ irp0°(z-y), (5.107)
{2z, n,15(y, 1)} = 0, (5.108)
Se llega a la siguiente expresion:
{p2(x,1), F% (y,1)} = —eC(x,y) Y?;CWC (y, 1)+ iygdCé (x,¥)=0, (5.109)
que puede escribirse del siguiente modo:
—eC(x,y)Y°w (y,1) +iy°C' (x,y) = 0. (5.110)

Bajo los resultados encontrados en (5.98), (5.104) y (5.110), se ha logrado obtener el si-

guiente sistema de ecuaciones:

¥ (3, 1)y°C (%, )+ C*(x,y)Y’v (v, 1) = 0
eC(x,y)v (v, 1)y° - iC*(x,y)y° =0
—eC(x,y) v’y (y, 1) +iy°Cl (x,y) 0
Con el objetivo de resolver este sistema de ecuaciones, se procedera inicialmente a mul-
tiplicar a la derecha de la relaciéon (5.104) por la matriz )/0. Dado que ()/0)2 =1, donde 1

denota la matriz identidad 2 x 2, se obtiene el siguiente resultado:
eC(x,y)¥ (y,1)-iC*(x,y) =0,
de esta relacion se puede despejar:

C?(x,y) = —ieC(x,y)¥ (y.1). (5.111)
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Similarmente, si se multplica ala izquierda de la expresién (5.110) por la matriz y°, se llega
a:
—eC(x,y)v(y, 1) +iC' (x,y) =0,
de donde se puede determinar que:
C'(x,y)=—ieC(x,y)v(y,1). (5.112)

Reemplazando ahora, las ecuaciones (5.111) y (5.112) en (5.98), se obtiene la siguiente
expresion:

ieC(x,y)v (v, t)yY°v (y.t) —ieC(x,y)¥ (¥, t)Y'v (y,1) = 0. (5.113)

De este resultado puede observarse que el coeficiente C (x,y) queda completamente in-

determinado. Por consiguiente, de acuerdo a (5.111) y (5.112), ¢»» se expresa como:

b2= [ dy[C(y) 2 (0 0) - ier! (1) C (5, 3)w (1) = 16C (x,3) 7 (3 )T (v 1)
(5.114)
Con el fin de simplificar la estructura de ¢, y considerando que C (x,y) es arbitrario, se
propone que:

C(x,y)=6%(x-y). (5.115)
Reemplazando (5.115) en (5.114), se verifica que:
¢ = fdzy [C(xy)Z(y. 1) —iel (y. ) C(x,y) v (v, 1) - ieC (x,y) ¥ (v, ) T* (v, )]

fdzwz (== o) -ie[T" (v, )y (v +¥ (v, )T (1, )]}
T—ie(T yp+y,l%). (5.116)

Con el propésito de escribir el vinculo ¢, de forma compacta, se procedera a reemplazar
en la ecuacion inmediatamente anterior, las estructuras de los vinculos Fi, FIZQ y X presen-

tes en las formulas (5.36), (5.37) y (5.60) respectivamente, asi:

k — . i— o — (= i o
P2 = ai”i—EgijaiAj_eWbecwc_le ﬂb+§1//c7”cb Yp+ Yy ”b+§de‘Vd

k _ 1 _ 1 _ . — _
0iti = = Eij0iAj = EVyYpWe+ S €W Y oy + 5 €Wy paWa = i€ [Ty n+ P,
k

aini—agijaiAj—ie[nbwb+wbﬁb]. (5.117)



Capitulo 5: Teoria de MCS en Interaccion con Campo Fermionico 103

Que es un vinculo de paridad par. Notese que en el limite en que e — 0, (5.117) se reduce
a:

k
b2 =G=0im; = —£ij0iAj,

que es justamente el vinculo de primera clase asociado a la ley de Gauss en la teoria de
MCS (véase ecuacion (3.47)). Asi pues, se concluye que la teoria de QED-; esta confor-

mada por el conjunto de vinculos que prosigue:

pr1=me=0
(Pr=0;m; — ﬁeijdiAj —ie|mpwp+W, 7| =0
£} =+ 7,17, =0
I2=7,+%y% wa=0

Conjunto en el que los vinculos bosénicos ¢; y ¢, son de primera clase, mientras que P}a

yI % son vinculos fermionicos de segunda clase.

5.3.4. Hamiltoniano extendido y dinamica en el espacio de fase com-

pleto

Los multiplicadores de Lagrange asociados a los vinculos de segunda clase se fijan de ma-
nera Unica bajo la definicién de PD. Sin embargo, debido a que los vinculos de primera
clase son generadores de tranformaciones gauge locales, existe arbitrariedad a la hora de
fijar los multiplicadores de Lagrange asociados a estos, esta situacién, implica que tal ar-
bitriedad se vea reflejada en la dindmica del sistema y por consiguiente, la evolucién tem-
poral del mismo en el espacio de fase completo no podré ser determinada univocamente.
Dirac etableci6é que la dindmica de cualquier variable del espacio fase completo vendra
determinada por su PB con el Hamiltoniano extendido, cantidad fisica que se construye
como una combinacion lineal del Hamiltoniano primario y los vinculos de primera cla-

se del sistema [6, 7, 8]. En base a lo anterior, el Hamiltoniano extendido de la QED-,; es
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dado por:

HEg«QED) HyQED) + f d*xAaa

i I i—\ —
Heics) + f x|\ =SV I Vet 5 (07W) VpWe+ myyyn | +

f d*x [A1¢p1 + Ao + T4 A, + ATTT] — f d*xeA Yy vy we,  (5.118)

donde los multiplicadores de Lagrange A; y )LZ con i = 1,2 son funciones arbitrarias del

espacio-tiempo. Tras reemplazar en (5.118) la siguiente identidad:

(058) Yy o¥e =0; [Wyyhowe| ~Wpr) 0w (5.119)

se obtiene que:

HpQep) = Hc(MCS)+fd2x[_iab7£cajWC+mabwb] +fd2x[/11¢1+/12¢2+F%)%+/1ir%1]
_ i =\
- f dzxeAawb}/ZCU/c+E f d*x(07¥p) v} We-
= Hewcs) + Hen) _fdzxeAaWbYZcWﬁfdzxMl(/)l + Aatpp + Ty Ay + AT ] +

l' _ .
! f a2x(0,5,) Y we (5.120)

donde se ha empleado larelacion (4.28) referente al Hamiltoniano canénico de la teoria de
campo fermidnico. Sin embargo, de las condiciones de frontera de los campos es posible

determinar que:

fdzx(ajwb) Y] We :fdrj [wa{%W«:] =0, (5.121)
reemplazando este resultado en (5.120) se obtiene que:
Hpep)y = Hewcs) +fd2x[/11(p1 + Ao ] +HC(D)+fd2x[T},/1},+/lf,F§,]
- f d*xe AW, ye Y. (5.122)

Obsérvese de la relacion (5.117) que el vinculo ¢, es equivalente a:

b =h—ie[mpyp+y,Tp], (5.123)
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donde ¢, es el vinculo primario asociado ala Ley de Gauss en teoria de MCS (véase ecua-

cion (3.47)). De este modo se encuentra que:
Hpep)y = Hewcs) + f d*x [ My + Aoy | + Hepy + f d’x[TyA, + AT ]
—fdzxeAaEbyZCu/C— iefdzx/lg [pwp + W) (5.124)

que a partir de las ecuaciones (3.42) y (4.30) se reduce a:

Hgoep) = Hewces) + HemD) —efdzanWbygcwc— iefdzx/lg [nbwb +$bﬁb] (5.125)

De este modo, se tiene la evolucién temporal de una variable dindmica del espacio de fase

F(x,0)=F|Aq, Wb, Wy, % mp,7p| es determinada por:
F(x,0)~{F(x,0),Hgep) (3, 1)} (5.126)

A continuacion, se procedera a calcular la evolucién temporal de cada uno de los campos
canodnicos que definen el superespacio de fase. Asi pues, empleando la ecuacién de Ha-
milton (5.126), el Hamiltoniano extendido (5.125) y los PB fundamentales, se tiene que la

evolucion temporal del campo fermiénico v, sera:

u

0oy (x, 1) {wp(x, 0, Hepy (v, 1)} - ie f Ay (v, ) {wp x, 0, 7c (v, 1) we (3, 1)

—Ay, (%, 0) +ieds (x, Dy (x, 1), (5.127)

U

donde se ha usado el resultado obtenido previamente en (4.51) durante el estudio de la
teoria de campo fermidnico. Similarmente, de la ecuacién de Hamilton (5.126) y los PB

fundamentales es facil comprobar que la dindmica asociada al campo v, es dada por:

u

Aoy, (x, 1) {w,x,0),Hgp) (v, 1)} + ie f a*yra (y, ), (v, ) {w, (x, 1), 7c (v, 1)}

A (x, 1) —ieds (x, P, (x, 1), (5.128)

u

donde se ha empleado la ecuacién (4.52). Por otro lado, la evolucién temporal del mo-
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mento candnico 7}, vendra dada por la siguiente expresion:

U

do7rp (%, 1) {mpx, 0, He) (v, 1)} + ef d*y Aa (v, 1) Yeq¥ e (v, ) {7 (x, ), wa (v, 1)}
+iefd2y/12 (y, ) e (y, ) {mp (%, 1), (. 1)}

_ : o i
iaj?wc (x,1) Yih +my,, (x, 1) + E/li (x,1) Y(c)h

U

—eAq (X, )Y (x,0)ye, —ieds (x, 1)y (%, 1). (5.129)

Cabe anotar, que en el calculo preliminar se emplearon las relaciones (4.56), (5.125) y los
PB fundamentales. De manera anéloga, es posible deteminar la evolucién temporal del

campo fermiénico 7}, a partir de la ecuacién de Hamilton (5.125), asi:

u

{7y (x, ), Hgpy (3, 1)} — e f d?yAa (y, 1) Ye {700 6, 0,9 (v, )} wa (3, 1)

—ief dzy/lz (y, t) {ﬁb (x, t) rwc (J’, t)}ﬁc (y’ t)

0ot (X, 1)

u

i i
1Y3q0j¥a (6, 1) = myy (6,0 = Sy Ac (%, 1)

+eAq (X, )Yy, W (%, 1) +iedy (x, 1)y (x,1), (5.130)

donde se ha usado la expresion (5.127) enontrada durante el estudio de la teoria de cam-
po fermidnico libre. Resta determinar la evolucién temporal de los campos canénicos de
tipo bosoénico. Inicialmente, a partir de la ecuacién de Hamilton (5.126) y los PB funda-
mentales, se tiene que la dindmica en el espacio de fase completo del campo Ay es dada

por:

Ag (x,1) {Ao (x, 1), Heues) (¥, 1)}

A1 (x, 1), (5.131)

u

u

donde se ha usado la expresion (3.58), encontrada en el estudio de la teoria de MCS. Si-
milarmente, la evolucién temporal de la componente espacial del potencial fundamental

A;, se determina como sigue:

A; (x,1) {Ai (%, 0, Heucs) (v, 1)}

k
—7; (%, 1) — —¢€;jAj (x, 1) +0] Ao (x, 1) + 07 A (x, 1), (5.132)
47

U

u
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donse se han usado los PB fundamentales y la relacion (3.61). Por otra parte, mediante
el Hamiltoniano extendido (5.125) y la ecuacién de Hamilton (5.126) se encuentra que
la dindmica en el espacio de fase completo de la componente temporal del momento

canonico m( es dada por:

U

o (%, 1) {mo (%, ), Heues) (v, 1)} — e f d?y{mo(x, 1), Ao (¥, 1)} Wy, (3, 1) Y we (7, 1)

U

k _
—07m; (%, 1) + Es,-jafAj (x, 1)+ ey, (x,1) Y%C‘l/c (x,1). (5.133)

Es importante resaltar, que en el calculo preliminar se empleo la relacion (3.62) y los PB
fundamentales. Finalmente, la dindmica del campo 7; en el espacio de fase completo es

dada por la siguiente relacion:

u

i (%, 1) {mi (x,0), Hemes) (3, t)} —e f a*yi{mix,0,A;(y, )}y, (1) Y{,ch (y.1)

u

k) k
E) Aj (%, 1) + 03 Fij (x,1) - Et‘ij@fflo (x,1)—

k
_Egijnj (x,0)+2
k _ .
Eei]@}%g (x,5) — ey, (x, D)y, Ve (X, 1). (5.134)

Esrelevante mencionar que en el anterior cdlculo se us6 el resultado obtenido en, durante
el estudio de la dindmica de los campos canénicos de la teoria de MCS. De las expresio-
nes (5.127) a (5.134) se tiene que la dindmica del sistema en el espacio de fase completo

es dada por el siguiente conjunto de ecuaciones:

Ecuaciones de Hamilton asociadas a campos fermiénicos:

Oovp (X, 1) =~ —A,(x 0 +iels(xDyy(x,0),

0oy, (%, 1) =~ A (x,0)—iedr(x, DY, (x,1),

0o (x,1) =~ 07y, (x, t)y£b+mwb(x, t)+é/1§(x, ny>, -
eAg (X, DY, (%, 1) Y5, —ieds (x, ) mp (%, 1),

doTtp(x,1) = iy) dafwd(x,t)—mwb(x,t)—éygcﬂti(x,r)+

eAg (X, )Yy, Wa(x, 1) +iedy (x, 1)y (%, 1).
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Ecuaciones de Hamilton asociadas a campos bosénicos:

AO (x,1) = Al (x,1),
. k
Ai (x) t) =TT (x) t)_agl]A] (x) t)+0fA0 (xr t)+6icA2 (x) t))
k —
Ro(60) = =07 (%, 1)+ €07 Aj(x, 1) + ey, (%, DY Ye (%, 1),
. k k 2 X k X
Ti(x, 1) = —Eé‘ijﬂj(x,t)+2 e Ai(x,t)+ajFij(x,If)—E&‘,’jajAo(x,t)—

k _ .
P j07 A2 (%, 0) — ey, (%, )Y We (%, ).

Nétese que la arbitrariedad en la dindmica de los campos se ve reflejada en la presencia
de multplicadores de Lagrange en las ecuaciones previas, razén por la cual, estas se escri-
ben como igualdades debiles.

Es posible escribir las ecuaciones de Hamilton de forma compacta. Inicialmente, se pro-
cederd a estudiar las ecuaciones asociadas a los campos canénicos de tipo bosénico. Te-
niendo en cuenta que el campo 7y constituye un vinculo primario que se anula debilmen-

te, la relacion (5.133) se reescribird como sigue:
k — 0
—aiTli+EeijaiAj+€1[/b)’bcwC=0, (5.135)

si se sustituye la definicion de momento canénico (5.33) en (5.135) se llega al siguiente
resultado:

k = 0
—al-F,-0+Eg,-jaiFij+ewbybcwc =0. (5.136)

Esta expresion es debilmente equivalente a la ecuacion de campo (5.20) para el valor par-
ticular § = 0. Por otro lado, al sustitiur la definicion de momento candnico (5.33) en la

ecuacion de Hamilton (5.132) se obtiene:
0;iAy = 0. (6.137)
Sustituyendo (5.33) y (5.137) en (5.134) se llega a la siguiente expresion:

ok k _ .
”i:_EEUF]'O—I_@]FI']'_EgijajAO_eWbecwC (5.138)
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Sin embargo, a partir de la definicién (5.33) se determina que:
) k
T ZOOFZ'O_EEI']’OOA]', (5.139)
tras igualar (5.138) y (5.139) se obtiene el resultado que se muestra a continuacion:
k — i
aOFi0+6iFij+E‘Eiijo"'eWbecwC:0' (5.140)

Relacion que equivale debilmente a la ecuacién de campo (5.20) para el valor § = i. En
base los resultados deducidos en (5.136) y (5.140) se concluye que las ecuaciones de Ha-
milton de los campos bosénicos equivalen debilmente a la ecuacién de campo (5.20) ob-

tenida en el formalismo Lagrangiano, es decir:
k
donde se ha denotado:
7P = —e%ygcwc- (5.142)

Para escribir de forma compacta las ecuaciones de Hamilton asociadas a los campos fer-
mioénicos del espacio de fase, nétese en princcipio, que de la relacién (5.127) es posible
encontrar:

Ay = —00Wp +iedawp. (5.143)

Introduciendo (5.31) y (5.143) en (5.130) se llega a la siguiente expresion:

u

_ L I
00Tp l)/i}dajwd -—myp+ EY(c)lcaowC + eAaYgde - eAZY?ijC

U

. i
ly{?daju/d —myy+ E)/gcaowc +eAqYy Vs (5.144)

donde se ha considerado que A, = 0, pues es una funcién arbitraria. Sin embargo, de la

definicién (5.31) se encuentra que:
_ i
BoTp = —Eygdaowd. (5.145)
Igualando (5.144) y (5.145) se llega a la siguiente expresion:

i) 0 Wa—myp+iyy oW +eAaYi Wa =0,
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que puede reescribirse como se mustra a continuacion:
(iy%0q — m)y = —eAgy ™. (5.146)

Obsérvese que esta ecuacion es debilmente equivalente a la ecuacién de campo (5.28). De

igual modo, de la ecuacion (5.128) se deduce que:
A5 (x,1) = Bo ), + iedaty,,. (5.147)

Reemplazando (5.30) y (5.147) en (5.129) se obtiene la relacion que prosigue:

u

ay— i — i — —
Oo7p la;chib +my,+ EOOWCY?-[; - eAQWCY?b - 6/121//07219

U

e i Y _
lafwcyib +my,+ anchgb —eAqY . Yoy (5.148)
donde se ha considerado que A, = 0, pues es una funcién arbitraria. No obstante, de la

definicién (5.30) se calcula el siguiente resultado:
BoTp = —éaﬁcﬂb- (5.149)
Al igualar (5.148) y (5.149) se deduce que:
iaj@cyib + My, + 100 Y, — eAa Y5, =0,
que puede reordenarse como sigue:
W(iy“ga + m) ~eAqwy?. (5.150)

Estarelacion equivale debilmente ala ecuaciéon de campo (5.25). De las expresiones (5.146)
y (5.150) se concluye que las ecuaciones de Hamilton asociadas a los campos candnicos
de tipo fermiénico son debilmente equivalentes a las ecuaciones de campo deducidas a

nivel Lagrangiano.

5.3.5. Tratamiento de vinculos de segunda clase

Los PB definidos hasta este punto no son consistentes con la teoria, pues si bien, los vincu-
los del sistema se anulan debilmente, esto no implica que sus PB con alguna variable ar-

bitraria del espacio de fase sean identicamente iguales a cero [8]. Con el fin de garantizar
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la consistencia de la teoria a nivel clasico, se deben construir unos nuevos PB entre los

grados de libertad, conocidos como paréntesis de Dirac (PD).

A través del método de Dirac se procederd a tratar en primera instancia los vinculos de
segunda clase FZ con i = 1,2. Resulta de gran importancia tener en cuenta que el subes-
pacio de fase comprendido por [y, ¥, 75, )| se constituye de un total de ocho campos
fermionicos. Sin embargo, debido a que se cuenta con un total de cuatro vinculos fer-
mionicos de segunda clase dados por FZ, se puede inferir que en este subespacio existen
apenas cuatro grados de libertad. Estos campos independientes pueden ser elegidos de
forma arbitraria, puesto que los vinculos restringen la dindmica del sistema y aunque in-
dican la presencia de un determinado niimero de grados de libertad, no especifican que
variables canénicas serdn independientes. Por consiguiente, para el andlisis que prosi-
gue se escogeran como independientes los campos fundamentales de Dirac (v, ¥/},). Es
importante mencionar, que bajo esta eleccién, el espacio de fase de la QED . estara de-
finido hasta ahora por los campos [Ag, 7a, ¥p, ¥, ] y serd denotado como A;. Por lo tanto,
si se considerd que A(x, 1) = A[Aq, Ta, Wb, W] Y B (X, 1) = B[ Ag, o, Wb, ¥, ] son dos varia-

bles dindmicas de este espacio, se define un primer PD entre ellas como:

. iy -1
{A(x,t),B(y,t)}D1 = {A(x,t),B(y,t)}—fdzudzv {A(x,t),l“;)(u, t)}[C;]C(u, v)]

{rlw,0,B(y1}. (5.151)

.. -1
En esta definicion la matriz [C ;]C (x, y)] es lainversa de la matriz de vinculos de segunda
clase Clii (x,y), 1a cual es definida por los siguientes elementos de matriz:
Cyl (%) ={r} 60,1 (3 1)}, (5.152)

con a,b,i,j=1,2.. Empleando los siguientes PB (deducidos en el Apéndice M):

{r)x, 0,12y, 1)} = -iy2,6%(x—y), (5.153)
{r2(x,0,T: (. 1)} = i), 6% (x-y), (5.154)
{r, (x,0,Te(y, 1)} = 0, (5.155)
{2, 0,2 (y, 1)} = 0, (5.156)
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se encuentra que la forma matricial de (5.152) es:

o ()"

5% (x-y). (5.157)
R LA

C(x,y)=-i

No obstante, la definicién de PD (5.151) estd escrita en términos de la inversa de la ma-
triz de vinculos. Para determinar la estructura de esta matriz se hard uso de la siguiente
condicién [8]:

f d*zC, (x,2) Crpy (2,y) = 61m0% (x—y). (5.158)
Tras efectuar los cdlculos pertinentes (observar Apéndice N), se verifica que C™! (x, ) pre-
senta la siguiente forma:
0 )/0

C—l(x,y):i (YO)T 0

5% (x-y). (5.159)

Cabe anotar, que bajo la definiciéon de PD (5.151) los vinculos fermidénicos de segunda

clase FZ, serdn ahora fuertemente iguales a cero, es decir:
i—
nb+EWCch = 0, (5.160)
_ i
ﬂb+5y2dipd = 0. (5.161)

A continuacién se procederd a determinar los PD entre lo campos [Aa,na,wb,wb]. En
primera instancia se calculardn los PD entre los campos fermiénicos [y, ¥,,], de la defi-

nicion (5.151) se resolvera:

{wo e 0,1, @, 0} [CZQ (u, ”)]_1

v, 0,9y, 0}y, = {wb(x,t),wc(y,t)}—fcﬁud%

{rh@o,ye(y.0}]. (5.162)

Para solucionar la anterior expresion se empleardn el siguiente resultado, deducido en el
Apéndice M:
—0pa0% (x—w) sii=1

{u/b x,1),I' (u, t)} ~ e otro oo (5.163)
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De aqui, es posible observar que el segundo sumando del PD (5.162), arrojaria un valor
no nulo siempre que i, j = 1. Sin embargo, de (5.159) se comprueba que para estos va-
lores la componente matricial [C!! (x, y)] ! es nula. Empleando este resultado y los PB

fundamentales se concluye que:

{vpx, 0,9 (v, 8)}p, =0. (5.164)

Anélogamente mediante la definicion (5.151) se calculara el PD mostrado a continuacién:

— _ . i -1
v, 0,9, (v}, = {wpx0,9.(y t)}—fdsudsv {wb(x, 0,T% (u, t)}[Ca{i(u, v)]

{09 (y0}]. (5.165)

Es importante tener en cuenta que en la expresion previa se hara uso del siguiente resul-

tado (encontrado en el Apéndice M):

; _ ~64:0%(v—y)sij=2
{Fé(v,t),wc(y,t)}z{ acd"(v=y) sij (5.166)

0 de otro modo

A partir de (5.163) y (5.166), se encuentra que la integral presente en el segundo sumando
de (5.165) arrojard valores distintos de cero siempre que i =1y j = 2. Por lo tanto, bajo

esta consideracion el PD dado por (5.165) se reduce a:

fwo 0,9, (. 0)}p, = {Wb(x,t)ﬁc(y,f)}_fdsud?’v[{ﬂ/b(x,f)’r%z(“’t)}
€2 ™ 415 0,0,7, (v}

= ~[CE
= —irp0° (x-y). (5.167)

Cabe anotar, que para el resultado previo se hizo uso de las relaciones (5.163), (5.165) y los

PB fundamentales. Finalmente, resta determinar el PD que prosigue:

{0t 0} [ |

Wy n.w (v, 0y, = w09 (y.0)}- f d*ud’v

{r) w09 (y0}]. (5.168)
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Con el propésito de resolver la relacion preliminar, se empleard el siguientes PB (deduci-

do en el Apéndice M):

; _6 (52 — 11 = 2
ZEDRURIEL i . (5.169)
0 de otro modo

De acuerdo a la anterior estructura se esperaria que la integral presente en el segundo
sumando de (5.168) sea diferente de cero paralos valores particulares i, j = 2. No obstante,
se puede verificar de (5.159) que para estos valores, la componente matricial [C! (x, y)] ™'

es igual a cero. De acuerdo a esta deduccion y a los PB fundamentales se encuentra que:

{v,x, 0,9 (v, 0)}p, =0. (5.170)

Analogamente, bajo la definicién (5.151), se procedera a determinar los PD entre los cam-
pos bosonicos [Ag, T,]. Para tal fin, se considerara que si By (x,f) = B; [Aa,na,wb,wb] y
By (x,t) =B, [Aa,na,wb,ab] son dos variables dindmicas bosdnicas del superespacio de

fase A, un primer PD entre ellas vendra dado por:

. . -1
{B1(x,0),B2(y, 1)}, = {B (x,t),Bg(y,t)}—fd3ud3v {Bl (x,r),r;(u,t)}[cjjd(u,v)]

{r) w0, (y.0)}]. (5.171)

Sin embargo, es conocido que el PB entre una variable bosénica y una fermiénica es nulo

[8]. Por lo tanto, es evidente que:
{B1x,0,Th @ 0} ={r)@,0,B(y.0)} =0, (5.172)
reemplazando (5.182) en (5.181) se obtiene:
{B(x,1),Bx(y, t)}D1 ={B1(x,0),B2(y, 1)}, (5.173)

esta relacién indica que el PD entre dos variables bosonicas, calculado a partir de la defi-

nicién (5.151), se reduce al PB entre ellas. De este modo, se verifica que:

{Acx,0),Ap(y, 1)}, = {Aax,1),Ap(y, 1)} =0, (5.174)
D,

{ma(x,0),75(y, t)}Dl = {na(x,0),7m5(y, 1)} =0, (5.175)

{Aa 0,715y, 1)}y, = {Aax, 0,75y, 1)} = 0apd” (x~y), (5.176)
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donde se han empleado los PB fundamentales.

Finalmente, si B(x,t) = B [Aa,na,t//b,wb] es una variable dindmica bosénica del super-
espacio de fase A; y F(x,t) = F [Aa,na,u/b,ﬁb] es una variable dinamica fermionica del

mismo espacio, el PD entre ellas de acuerdo a la definicién (5.151) es dado por:

.. -1
{B(x,t),F(y,t)}D1 = {B(x,t),F(y,t)}—fdgudgv C;]d(u,v)]

{B x, 1),T% (u, t)}

{rh@n,Fyn}]. (5.177)

Noétese que debido a que el PB entre una variable bosénica y una fermidnica es nulo, la

ecuacion previa se reduce a:

{Bx,0),F(yt)}p =0. (5.178)
Por consiguiente, de (5.178) se verifica que:

{Acx, 0,95 (¥ 1)}, = {Aa@, 0,9, (v, 0)}p, =0, (5.179)
{max0), 5 (¥, 0)}p, {ma 0,9, (v, 1)}, =0 (5.180)

De este modo, se concluye que a partir de la definicién (5.151), los PD no nulos entre los

campos canoénicos del superespacio de fase A, son:

w060, 7 ()} p, =~ 175,8° (x~ 1)

{Aq x, 00,75 (¥, 0)} ) = Napd® (x-y)
Hasta este punto se han eliminado satisfactoriamente los vinculos fermidénicos de segun-

da clase FZ. Para culminar en su totalidad el andlisis can6nico de la QED;.; es de interés

ahora, analizar los vinculos de primera clase ¢; coni = 1,2.

Por otra parte, de las expresiones (5.160) y (5.161) es posible despejar respectivamente:

[ -
Ty = —Ewcygb, (5.181)

i
T, = -Eygdwd. (5.182)
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Reemplazando las dos ecuaciones preliminares en la estructura del vinculo de primera

clase ¢, presente en la relacion (5.117), se encuentra que:

=0

k . i_ —_
0;m; — EgijaiAj —le (_EWCY(C)b)Wb +Yy (—EY?;d‘Vd)

07

k = 0
= Oini—EeijaiAj—eu/bybdwd:O. (5.183)

5.3.6. Tratamiento de vinculos de primera clase y condiciones gauge

Se estudiaran ahora, los vinculos de primera clase remanentes ¢; con i = 1,2. Para tal fin,
el método de Dirac establece que estas estructuras deben ser transformadas en vinculos
de segunda clase, bajo la inclusiéon de dos vinculos adicionales, conocidos como condi-
ciones gauge [6, 7, 8]. Teniendo en cuenta que la eleccién de las condiciones gauge es
completamente arbitraria, los PD y la dindmica del sistema terminardn dependiendo de
la condicién gauge utilizada [6, 7, 8]. En este caso se utilizard la condicion del gauge de

Coulomb, la cual es definida por la siguiente relacion [5]:
$a(x,1) =0;A; (x,1) = 0. (5.184)

La segunda condicién gauge se deduce del PB entre el vinculo ¢, y el Hamiltoniano cané-

nico de la QED» 4 (véase Apéndice M):
2 X k
¢3(x, 1) =V-Ay(x, t)—ai 7T (X, t)"'afijAj (x,0)| =0. (5.185)

De este modo, se verifica que el conjunto de vinculos del sistema vendra definido ahora
por:
(Pl (xr t) = Ty (x) t) =~ 0)
k —
P2 (x,0) = @nmnn—zfuxﬂﬂmn—ewumny%wwmnzo,
2 X k
(P3(x7t) =V AO(x)t)_ai nl(x)t)+4_£l]A](x)t) zor
b/

$a(x,1) = OFA;(x,1) =0
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A partir de los PB fundamentales, se encuentran los siguientes resultados :

~Vi6* (x—y), (5.186)

u

{1 (x, 1), 3 (y, 1)}
{2 (%, 1), 4 (3, 1)}

u

~Vid*(x-y), (5.187)

donde V2 es el operador Laplaciano en dos dimensiones. Cabe anotar que los PB previos
son equivalentes a los PP deducidos en el Apéndice I. Debido a que (5.186) y (5.187) no se
anulan debilmente, se puede concluir que los vinculos de la teoria ¢; con [ =1,...,4, son
de segunda clase. Estos vinculos, indican que existe un determinado niimero de grados de
libertad en el sistema, mds no proporcionan una manera directa de determinar explicita-
mente las variables candnicas que serdn independientes y que definirdn el superespacio
de fase reducido [8]. Con el objetivo de construir PB fundamentales que sean consistentes
con los vinculos del sistema, se recurrird a la definicion de PD, bajo la consideraciéon de

que el superespacio de fase estd definido por los campos [Aq, 7% Wp, ¥, |.

Sean M [x, 1] = M (Aa, 7%, w1, ¥},) y N (x,1) = N [Aq, 7% ¥, )], dos variables dindmicas

del superespacio de fase, se define un segundo PD entre ellas por:
{M(x’t)’K(y’t)}D = {M(x’t)’N(y’t)}Dl_fdzudzv[{M(xrt)y(pl(uyt)}Dl
C; L (w, v) {pm (v, 1), N (x, ”}Dl] . (5.188)

Donde C; ! (x,y) esla inversa de la matriz de vinculos C;,, (x, y) definida por los siguien-

tes elementos de matriz:

Cim (%,y) ={bi (x,0),pm (y, 1)} (5.189)

Con l,m=1,...,4. Cabe anotar que los PD {M (x, 1), Ny, zf)}D1 , serdn calculados segtn la

definicién (5.151).

Obsérvese que con el propoésito de simplificar los calculos concernientes al estudio de
los vinculos de segunda clase de la teoria, se procedi6 a resolver inicialmente, bajo la de-

finicién de PD (5.151), los vinculos fermiénicos de segunda clase FZ con i = 1,2. Mientras
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que en esta subsecccion, a partir de la definicién de PD dada por (5.188), se tratardn los
vinculos remanentes ¢; con [ = 1,...,4. Es relevante resaltar que los resultados derivados
de este método iterativo, serian exactamente los mismos a los obtenidos si se tratase el
total de ocho vinculos de segunda clase de la teoria (1"2, (,bl) , en un solo paso o si se invir-

tiera el procedimiento [8].

Con el propésito de determinar la forma matricial de (5.189), es necesario fijar los PB
entre los vinculos de segunda clase ¢;. De acuerdo a los PB fundamentales de la teoria, es
evidente que el tinico PB no nulo entre el vinculo ¢, y el conjuto de vinculos del sistema

es dado por la ecuacion (5.186).

Por otro lado, teniendo en cuenta que los PB calculados entre variables bosénicas y varia-
bles fermidnicas es nulo, los PB entre el vinculo ¢ y el conjunto de vinculos de segunda
clase del sistema, se reducirdn a los PP determinados en el Apéndice I. De alli que, el tini-

co PB no nulo sera (5.187).

De manerd andloga, se puede observar que los PB no nulos determinados entre los vincu-
los ¢p3, ¢4 y €l conjunto de vinculos del sistema, se reducen a los PP calculados en el Apén-
dicel:

{ps(x, 0,04 (y, 1)} = V25% (x—y). (5.190)

Por lo tanto, mediante las expresiones (5.186), (5.187) y (5.190) se obtiene que la matriz de

vinculos de segunda clase C (x, y) presenta la siguiente forma:

00 -1 0
00

C(x,y)= Lo o V352 (x—y). (5.191)
01 -1 0

Para determinar su matriz inversa C~! (x, y), se tendrd en cuenta que se debe satisfacer la
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siguiente propiedad:
fdzzClr(x,z) Crm(2Y) =816 (x-y). (5.192)

Su matriz inversa sera exactamente la misma a la determinada en (3.87) cuando se estudio

la teoria de MCS:

0 1 10
_ -1 0 01 1
Cl(xy)= o oo v_iéz(x_y)' (5.193)
0 -1 00

Donde la expresion:

F(x-y) :%62(x—y),

X

es la funcién de Green del operador Laplaciano en dos dimensiones. Bajo la definicién
de PD (5.188), los vinculos de segunda clase ¢; de la teoria se convierten en identidades

fuertes, es decir:

T = 0, (5.194)
k —
6,-7:,-—4—5,-]-61-/1]-—(31//)/01// = 0, (5.195)
T
9 k
V“Ay—0; ni"'_gijAj = 0, (5.196)
47
9;A; = 0. (5.197)

Obsérvese que de (5.196) se determina que:

1 k
Ao (x) = vz afﬂi(x)'FEEijafAj (x)]. (5.198)

X

El superespacio de fase de la teoria estd definido por los campos [Aq, 7%, ¥, ¥),| con
a=0,1,2y b=1,2. Sin embargo, debido a la presencia de los cuatro vinculos de segunda
clase ¢p; con [ =1,...,4, la QED», estard descrita por apenas seis campos canénicos in-
dependientes. Si se tiene en cuenta ahora, que en las ecuaciones (5.181), (5.182), (5.194)
y (5.198) se han logrado fijar los campos 7,7y, 1o Y Ap respectivamente, solamente sera

necesario calcular a partir de la definicion (5.188), los PD fundamentales entre los campos



Capitulo 5: Teoria de MCS en Interaccion con Campo Fermionico 120

[Ai, 7, wb,ﬁb] con i = 1,2 y que definen el superespacio de fase reducido [8].

Inicialmente, a partir de la definicién (5.188), se procederd a calcular el siguiente PD:
{Ai(x,0,A;(y, 1)}, = {Aix0,A;(y, t)}Dl - f d*ud?v [{A,- (x, 1), ¢1 (w, O},
Cim 0, 0) (0,0, 4 (x, D}, | (5.199)

Dado que el PB entre una variable bosénica y una fermiénica es nulo, se obtiene que:

{Aix0,4; (. 0}y, = {Aix0,4;(y 1)},
{Aix, 0, ¢i(y. 1)}y, = {Aix0,¢1(y. 1)},
«{¢>m(v,t),Aj(x,t)}D1 = {pm(,0),A;(x,0}.
de acuerdo a los resultados preliminares, (5.199) se simplifica como sigue:
{Aix,0,4; (v, 0)}, = {Aix,0,4(y 1)} —fdzudzv [{Ai (x, 1), ¢; (u, 1)}
Cih () {pm 0,4 (x,0}]. (5.200)
Como los PB entre los campos bosénicos de la teoria en cuestion se reducen a los PP entre

los campos de la teoria de MCS, se comprueba que este PD es exactamente el mismo al

encontrado previamente en (3.94):
{Aix, 1), A (y, 1)}, =0. (5.201)

Similarmente, segin la definicién (5.188), el PD entre los campos bosdnicos A; y 7; es

dado por:
{Aix, 0,7 (1)}, = {Aix0,7;(y, 0}y, - f d*ud?v [{Ai (x, 1), ¢ (u, )} p,
Cim @, 0) {0, 0,7 (x,0}, | (5.202)
Sin embargo, considerando que los PB entre variables bosénicas y fermidnicas es nulo, se
verifica que:
{Aix, 0,7 (y, 1)},
{4i(x,0,¢1(y, 1)},
{om @, 0,7 (%1}

{A,— (x,1),7mj (J” t)}Dl
{A; (x,0),¢:(y, t)}Dl

{(pm (v; t) ,7[]' (xy t)}Dl
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Por lo tanto, bajo estos resultados (5.203) se reduce a:

{Aix 0,7 (y, 1)}, = {Ai(x,t),nj(y,t)}—fdzudzv[{Ai(x,t),¢,(u,t)}
Ci (,0) {pm (v, 0,7} (x,0)}]. (5.203)

Teniendo en cuenta que los PB entre los campos bosonicos de la teoria en cuestion se
reducen a los PP entre los campos de la teoria de MCS, se comprueba que este PD es

exactamente el mismo al deducido anteriormente en (3.97), es decir:
1
{Aix, 0,7 (y, 1)}y =— (6ij —~ a;“a;fv—i) 5% (x—y). (5.204)
En lo que concierne a los PD entre los campos bos6nicos de la teoria, resta resolver:
{mie,0),7m;(y, )}, = {mix 0,7y, t)}D1 - f d’ud?v [{ni (%, 1), 1 (w, O} .
Ci @, 0) {0,071 (%, 0}, | (5.205)

Se sabe que el PB determinado entre una variable bos6nica y una fermiénica es cero, de

alli que:

{mi(x,0),7; (y, 1)},
{mi (x,0,¢; (u, 0},
{(l)m (v) t) ,T[j (xv t)} .

{mi(x, 0,7 (v, 0)}p,
{ﬂi (x) t) r(:bl (u’ t)}Dl

{(pm (v; t) ’nj (xy t)}Dl

En virtud a las tres relaciones previas, (5.205) se escribird como sigue:

{mix, 0,7 (y, 1)}, = {JTi(x,t),ﬂj(y,L‘)}—fdzudzv[{ni(x,t),(/)l(u,t)}
Ci (0, 0) {pm (v, 0,7} (x,D}]. (5.206)

Considerando que los PB entre los campos bosénicos de la QED»,, son equivalentes a los
PP determinados en teoria de MCS, se concluye que el PD (5.206) es igual al determinado
anteriormente en la relacion (3.100):

k 1
(emi03,0% - £mj05,0%) 20" (x- ). (5.207)

{J‘[i(x,t)»ﬂj(y’t)}D:E X
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Ahora, se determinaran los PD entre los campos fermidénicos del espacio de fase reducido.

A partir de la definicion (5.188) se tiene que:

o, 0,90}, = W 0,we(y.0}p - f d*ud®v [{wb (x, 0, (w, D},
Cim W, 0) (i (0,0, (x, D}, | (5.208)

Dado que el inico vinculo que posee variables de tipo fermidnico en su estructura es ¢,
podria esperarse que la integral presente en el segundo sumando de (5.208) seré diferente
de cero para el valor particular / = 2. No obstante, la componente matricial Cz_zl (x,y) es

nula, bajo este razonamiento y el resultado encontrado en (5.164), se concluye que:

{wpx,0),we(y, 1)}, =0. (5.209)

Igualmente, mediante (5.188) se encuentra que el PD entre los campos ¥, y ¥, es dado

por:

fvpx,0), 9. (v, 1)}, = {wb(x,t),@(y,t)}pl—fdzudzv[{wb(x,t),¢>l(u,t)}~D1
Ci L w, v) {pm (v, 1), 7, (x, ”}Dl] . (5.210)

Teniendo en cuenta que los PD calculados entre campos de tipo fermiénico con campos
de tipo bosonico son nulos, se esperaria que los PD presentes en la integral del segundo
sumando de la expresion previa arrojen un valor distinto de cero siempre que [ = 2, esto
debido a que el vinculo ¢, es el inico que presenta variables fermionicas en su estructura.
Sin embargo, puede verificarse de (5.193), que la componente matricial CZ_Z1 (x,y) es cero.

Por consiguiente, el PD (5.211) se simplifica a:

{vpx 0,9 (v0lp = w0,y (y0}p,

—iy) 8% (x—y). (5.211)

En cuanto a los PD entre los campos fermidnicos del superespacio de fase reducido, resta

calcular:

{w,x 0,9, (y t)}Dl _fdzudzy[{%(x, 1,¢; (u, t)}D1

Ci (u,0) {pm (v, D), (x, ”}Dl] . (5.212)

{v,x 0,9, (y. 1)},
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Obsérvese, que aparentemente la integral presente en (5.212) serd no nula siempre que

I =2. Sin embargo, se sabe que C2_21 (x,y) es cero. Asi pues, se obtiene que:

{fw,x 0,9, (y.1)},=0, (5.213)

donde se ha empleado tambien la ecuacion (5.170).

Finalmente, los PD entre los campos bosénicos y fermiénicos del espacio de fase reducido

han sido determinados en el Apéndice O y estan dados por:

{Aix, 0,9, (1)}, = 0, (5.214)
{Aix, 0, v, (v t)}, = 0, (5.215)
1
{mix 0,9 (¥, 0)}p = —iewb(y,t)dfﬁéz(x—y), (5.216)
X
_ _ 1
fmie 0w,y = i€y, (y,1)07 8" (x-y). (5.217)

X

De este modo, se concluye que los PD no nulos en teoria de QED» 4 son:

1
- (5” —a;fa;?)az (x-y)
X
k 1
yes (£mi030% — £mj03,07) 0" (x~)

X

{Aix,0),7j (v, 1)},

{mi(x, 0,7 (y, 1)},

o v vty = —ivyd° (x-)
1
{mix, 0,9 (y, 1)}, = —ieq/b(y,t)af?éz(x—y)

X

_ L 1
0. Ty = 167, (0,1)0F 550 (5~ )

X

Cabe anotar, que los PD definidos por (5.188) satisfacen las mismas propiedades que los

PB [8].

5.3.7. Ecuaciones de Hamilton

Notese que de la identidad (5.195) se deduce que:

k _
0;m; — E&‘ijaiAj = QW’)/OIV. (5.218)
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Reemplazando (5.218) en (5.44) se deduce que el Hamiltoniano de la teoria de QED»

presenta la siguiente estructura:
Hopp=Hi+Hp—e f >y Adyy®y, (5.219)

donde Hp es el Hamiltoniano de campo fermiénico dado por las expresion (4.88) y donde

se ha denotado:

1
H, EdeX{—
2

Por otro lado, el PD entre una variable dindmica arbitraria del espacio de fase reducido

k 2

7'[,'+E€ijAj

1 —
+§ [EijaiAj]2+Aoel,U’}’01//}. (5.220)

con un vinculo determinado del sistema serd fuertemente igual a cero, resultado que per-
mite inferir que los PD son consistentes con los vinculos de la teoria [8]. Por lo tanto, la di-
néamica de una variable dindmica del espacio de fase reducido F (x, ) = F [A;, 7, Wp, ¥
es dada por:

Fx,t)={Fx,1),Hoep (. 1)} (5.221)

Teniendo en cuenta que la teoria posee cuatro vinculos bosénicos, existiran a penas dos
grados de libertad de tipo bos6nico, asi pues usando la ecuacion de Hamilton (5.221), se

deduce que la dindmica del campo A; con i = 1,2 es dada por:

Aj (x,1)

{Ai(x, 0, Hi (y, 1)}
{A; (x,0), Hucs (y, t)}D

k x
—7i(x, t)—aeijAj(x, t)+6iA0 (x,1). (5.222)

Resultado en el cual se hizo uso de las férmulas (3.101) y (3.106) obtenidas en el estudio
de la teoria de MCS. De forma similar, a partir de (5.219), (5.221) y los PD fundamentales

se determina que la ecuacion de Hamilton asociada al campo fermionico v, es:

{wp @, 0, H (,0)}p +{vp (x, 0, Hp (. 1)} p -
e f d?y Aay iwe 6, 0,9, (v, 1)} pwa (3, 1)

0oVp

~Ybe¥ idafw (X, 1) —imy) y, (%, 0) +ieAqY) YoWa (%, 1)  (5.223)
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donde se ha empleado la relacion (4.89), el PD (5.211) y el siguiente resultado deducido
en el Apéndice O:
{wpx,0), H (y, 1)}, =0. (5.224)

Es posible escribir la ecuacion (5.223) del siguiente modo:
iv°00w + iyjaju/ —my =—eAyy*w, (5.225)

donde se multiplicé por y° por la izquierda de (5.223), teniendo en cuenta que (yo)2 =1,
siendo 1 la matriz identidad 2 x 2. La ecuacion (5.211) puede escribirse de forma compacta
como sigue:

(iy%0q — m)y = —eAgy“w. (5.226)

Finalmente, la dindmica asociada al campo fermiénico v, vendra determinada por:

{v, 0, Hi(y, 1)}, +{y, 6. 0), Hp (v, 1)}, +
e [ @yAni @ .0 0,04y 0}

05T (%, Y LYo+ I e (3,070~ i€ AaTe (5,057 0%, (5.227)

0oy,

Cabe anotar, que en el cédlculo preliminar se usardn los resultados deducidos en (4.93) y
(4.94) deducidas durante el estudio de la teorfa de campo fermiénico, ademds del siguien-

te resultado encontrado en el Apéndice O:
{w, x0,H (y.1)},=0. (5.228)
La relacion (5.227) puede ser reescrita del modo que prosigue:
i00wy° + 10wy’ + my = eAqyy?,

donde se ha mutiplicado por y° ala derecha de (5.227). Tras reordenar términos se obtiene

que la ecuacién de Hamilton para el campo fermiénico v es:

W(iy“ga + m) =eAqwy“. (5.229)
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De las relaciones (5.222), (5.226) y (5.229) se concluye que la dindmica del sistema es de-

terminada por el siguiente conjunto de ecuaciones:
Ai (x) t) = _ﬂi(xy t) - ﬁgl]A] (xy t) + afAO (x) t)

(iy*0q — m)y = —eAgy*y
E(iy“(a_a + m) =eAuy?
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Conclusiones y Recomendaciones

Se estudio la teoria de Chern-Simons pura (C-S), que es una teoria en (2 + 1) dimensiones
y cuya densidad Lagrangiana se caracteriza por ser cuadratica en el potencial fundamen-
tal A, e invariante bajo transformaciones gauge locales. En el andlisis de la teoria a nivel
Lagrangiano se dedujeron las ecuaciones de Euler-Lagrange, a partir de las cuales se de-
termind la ecuaciéon de campo (2.25) caracterizada por ser invariante bajo transformacio-

nes de la forma (1.4).

En el andlisis canonico de la teoria bajo el método de Dirac, se defini6é el momento ca-
noénico conjugado al campo fundamental A,, definicion de la cual surgen los vinculos
primarios 7y y y; con i = 1,2 dados por (2.29) y (2.30) respectivamente. De igual manera,
se construy6 el Hamiltoniano canénico de C-S (2.35) y se calcularon los PP fundamenta-
les. La dindmica en el espacio de fase completo es definida por el Hamiltoniano primario,
cantidad que se construy6é como una combinacién lineal del Hamiltoniano canénico y
los vinculos primarios. Para garantizar que el vinculo 7 se conserve durante la evoluciéon
dindmica del sistema, se determiné su requerimiento de consistencia, del cual surgio el
vinculo secundario ¢ dado por la ecuacién (2.48) y cuya consitencia, al igual que la de y;,

no di6 origen a nuevos vinculos.

A partir de los PP entre el conjunto de vinculos del sistema se determin6 que 7 es de pri-
mera clase, mientras que los vinculos ¢ y y; son de segunda clase. Con el fin de estudiar los
vinculos de segunda clase, se construy6 la matriz de vinculos (2.69), cuyo determinante
permiti6 establecer que se trata de una matriz singular, resultado del que se pudo inferir
que los vinculos ¢ y y; no pueden ser tratados bajo la definicion de PD puesto que no

constituyen un conjunto minimo de vinculos de segunda clase. A causa de esto, se cons-

127
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truyo6 el vinculo de primera clase & presente en (2.80), como una combinacion lineal de
los vinculos de segunda clase, de este modo, se pudo establecer que 7, y; y ¢ definen el
conjunto completo de vinculos para la teoria de C-S.

La dindmica en el espacio de fase completo para la teoria de C-S pura, estd determina-
da por el Hamiltoniano extendido, que se construyé como una combinacién lineal del
Hamiltoniano primario de C-S y el vinculo de primera clase &. A partir de este Hamilto-
niano se calcularon las ecuaciones de Hamilton (2.85), (2.90), (2.91) y (2.96) que definen
la evolucién temporal de los campos candnicos [A,, 7%]. Estas ecuaciones se expresan en
términos de igualdades debiles y no determinan una evolucién temporal de manera tni-
ca debido a la arbitrariedad impuesta por los multiplicadores de Lagrange asociados a los
vinculos de primera clase. Por otro lado, se pudo demostrar que las ecuaciones de Hamil-
ton son debilmente equivalentes a la ecuaciones de campo (2.25) encontradas durante el

estudio de la teoria en el formalismo Lagrangiano.

Los vinculos en teoria de C-S pura se eliminaron mediante un método iterativo consis-
tente en tratar inicialmente los vinculos de segunda clase y; de acuerdo a una primera
definicion de PD dada por (2.103) y posteriormente eliminar los vinculos remanentes de
primera clase 7, ¢ y las dos condiciones del gauge de radiacién bajo la definicién de PD
(2.123). A partir de la primera definiciéon de PD (2.103) se calcularon los PD fundamen-
tales (2.111) y (2.113) que permitieron construir un nuevo espacio de fase definido por
los campos [Ag, p]. Andlogamente, de la definicion de PD (2.123) se obtuvo el conjunto

completo de PD fundamentales.

La teoria de C-S pura es descrita en principio por seis campos canénicos, no obstante,
el andlisis canénico de la misma en el gauge de radiacién permite fijar un total de seis
vinculos, situacién que implica que la teoria no posee grados de libertad. Este resultado
se ve reflejado especialmente en que el tratamiento de la teoria en el gauge de radiacion
anula el Hamiltoniano y por ende no existe dindmica para los campos que se emplean en

su descripcion.
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Se estudio la teoria de Maxwell-Chern-Simons libre (MCS) en los formalismos Lagran-
giano y Hamiltoniano. En la formulacién Lagrangiana se dedujeron las ecuaciones de
campo (3.8), a partir de las cuales se determinaron las ecuaciones de MCS (3.10), (3.14)
y (3.16) asociadas a leyes de Gauss, Faraday y Amper respectivamente. Se demostré que
la ecuacién de campo (3.8) expresada en términos del vector dual 13“, es equivalente a la
ecuacion de Klein-Gordon para un campo vectorial de masa p, resultado que implica que
las componentes del vector ﬁp (al igual que el campo Ag,) se propagan como campos li-
bres de masa u, de este modo, se comprob6 que la adicién del término de C-S a la teoria
electromagnética de Maxwell da origen a un término topoldgico de masa asociado a los

fotones descritos por el campo fundamental A,.

El andlisis de la teoria de MCS en el formalismo Hamiltoniano se llevo a cabo a través
del método de Dirac, procedimiento en el que se dedujo el vinculo primario 7y dado por
(3.30). Se construy6 el Hamiltoniano canénico de MCS (3.41), definido en el espacio de
fase reducido y se calcularon los PP fundamentales. Para determinar la dindmica del siste-
ma en el espacio de fase completo, se construy6 el Hamiltoniano primario de MCS (3.42),
definido como la combinacién lineal del Hamiltoniano canénico y el vinculo primario 7.
Se estudio la consistencia del vinculo 7y, la cual di6 origen al vinculo secundario G asocia-
do alaley de Gauss y cuyo anélisis de consistencia no dio origen a nuevos vinculos. Estos
resultados permitieron establecer que el conjunto completo de vinculos para la teoria de

MCS es definido por (3.39) y (3.47).

Teniendo en cuenta que todos los PP entre los vinculos del sistema se anulan debilmente,
se clasific6 a mp y G como de primera clase. Los vinculos de primera clase son genera-
dores de transformaciones gauge locales, pues conectan los estados finales equivalentes
correspondientes a la eleccion arbitraria de los multiplicadores de Lagrange asociados a
tales vinculos. Por consiguiente, la dindmica de la teoria de MCS en el espacio de fase

completo estard determinada por el Hamiltoniano extendido (3.54), a partir del cual se
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cacularon las ecuaciones de Hamilton (3.58), (3.61), (3.62) y (3.66) que definen la evolu-
cién temporal de los campos candnicos [A4, 7%]. No obstante, debido a la arbitrariedad
impuesta por los multiplicadores de Lagrange, las ecuaciones de Hamilton no definen la
dindmica univocamente y se expresan como igualdades debiles. Por otro lado, se demos-
tr6 que las ecuaciones de Hamilton equivalen debilmente a las ecuaciones de campo (3.8)

deducidas durante el estudio de la teoria a nivel Lagrangiano.

El tratamiendo de los dos vinculos de primera clase de la teoria de MCS requiri6 la in-
clusién de dos vinculos adicionales conocidos como condiciones gauge, que fueron con-
siderados a ser: el gauge de Coulomb y su respectivo PP con el Hamiltoniano canénico
de MCS. La adicion de estas condiciones gauge permitié definir un conjunto de cuatro
vinculos de segunda clase, que se eliminaron bajo la definicién de PD (3.83), a partir de
la cual se determinaron los PD entre los campos [A;, 7;]. Considerando que de acuerdo
a la definicion (3.83), el PD entre un vinculo y una variable arbitraria del espacio de fase
es nulo [8], fue posible escribir los vinculos 7y y G como ecuaciones fuertemente iguales
a cero, a partir de las cuales se construy6 el Hamiltoniano de MCS (3.101) que permitio

deducir la euacién de Hamilton (3.106).

Se analiz6 la estructura cldsica del campo fermionico libre en (2 +1) dimensiones em-
pleando el método de Dirac para sistemas singulares, mediante el cual se definieron los
vinculos primarios FZ con b,i = 1,2 dados por (4.21) y (4.22), se construy6 el Hamilto-
niano candnico (4.28) y se determinaron los PB entre los campos que definen el espacio
de fase: [wb,wb, ﬂb,ﬁb]. A partir de una combinacién lineal entre el Hamiltoniano can6-
nico y los vinculos primarios del sistema se calculé el Hamiltoniano primario (4.30), el
cual define la dindmica de los campos en el espacio de fase completo. Se demostré que el
andlisis de consistencia de los vinculos primarios no da origen a nuevos vinculos. Se com-
probo que no todos los PB entre el conjunto de vinculos de la teoria se anulan debilmente,

estableciendo de este modo, que los cuatro vinculos fermi6nicos I'; son de segunda clase.
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Dado que la teoria de campo fermiénico no posee vinculos de primera clase, se conclu-
ye que el Hamiltoniano extendido es equivalente al Hamiltoniano primario, a partir del
cual se calcularon las ecuaciones de Hamilton (4.51), (4.52), (4.57) y (4.60) que definen la
evolucion temporal de los campos candnicos en el espacio de fase completo. Se demostr
que estas ecuaciones de Hamilton equivalen debilmente a las ecuaciones de Dirac asocia-
das a los campos fundamentales 1, y ¥,,. Los vinculos 1"2 indican la existencia de cuatro
grados de libertad, sin embargo, la elecciéon de los mismos es completamente arbitraria,
por esta razén se escogié como campos independientes a ¥, y ¥, que definen el espacio
de fase reducido. Los vinculos de segunda clase fueron eliminados bajo la definicién de
PD (4.67), a partir de la cual se determinaron los PD entre los grados de libertad y se cal-
cularon las ecuaciones de Hamilton (4.92) y (4.97) que son equivalentes a las ecuaciones

de Dirac (4.1) y (4.3) respectivamente.

Finalmente, se estudié la estructura canénica de la electrodindmica cudntica bidimen-
sional con el término de Chern-Simons QED-., via método de Dirac, andlisis en el que
se obtuvo el vinculo primario bosénico 7 y los vinculos primarios fermiénicos FZ con
b,i = 1,2. Dado que la dindmica del superespacio de fase completo es determinada por
el Hamiltoniano primario (5.45), se procedié a construirlo como combinacién lineal del
Hamiltoniano canoénico (5.44) y los vinculos primarios del sistema, de este modo, se en-
contr6 que la consistencia del vinculo 7y da origen al vinculo bosénico secundario X, cuya

consistencia, al igual que la de I'; no origina mds vinculos.

Los PB entre el conjunto de vinculos del sistema, permitio clasificar a 7y como de primera
claseya X, T 2 como de segunda clase. Se verifico que 2y I' 2 no constituyen un conjunto
minimo de vinculos de segunda clase, puesto que en el limite en el que la constante de
acoplamiento e tiende a cero, no se logra obtener el mismo ntmero y la misma clase de
vinculos presentes en las teorias de MCS y de campo fermidnico libres. Por consiguiente,
mediante una combinacion lineal de los vinculos de segunda clase, se construyo el vincu-

lo bosénico de primera clase ¢, tal que cuando e — 0, este se reduce al vinculo asociado
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a la ley de Gauss en teoria de MCS (3.47). A partir de estos resultados se obtuvo que el
conjunto completo de vinculos de la QED; . es definido por cuatro vinculos fermiénicos

de segunda clase: FZ y dos vinculos bos6nicos de primera clase: 7y y ¢-.

La evolucion temporal de los campos canénicos [Agq, 7% wp, ¥, 7, Tp| €n el espacio de
fase completo es determinada por el Hamiltoniano extendido (5.125), que fue construi-
do como combinacién lineal del Hamiltoniano primario y todos los vinculos de primera
clase de la teoria. Con el Hamiltoniano extendido se dedujeron las ecuaciones de Hamil-
ton (5.127) a (5.134), expresadas como igualdades debiles debido a la presencia de los
multiplicadores de Lagrange asociados a los vinculos de primera clase, la arbitrariedad de
los multiplicadores de Lagrange implica que estas ecuaciones no fijen la dindmica de los
campos de manéra tnica. Se comprob6 que las ecuaciones de Hamilton son debilmente
equivalentes a las ecuaciones de campo (5.22), (5.25) y (5.28), deducidas en el estudio de

la teoria en el formalismo Lagrangiano.

El conjunto de vinculos de la QED-,; se estudi6 empleando el siguiente método itera-
tivo: Inicialmente, se procedi6 a eliminar los vinculos de segunda clase FZ empleando la
definicién de PD (5.151), a través de la cual se determinaron unos primeros PD entre v,
y ¥, campos que fueron escogidos como los primeros grados de libertad. De acuerdo
a la definicién (5.151) se determiné un nuevo superspacio de fase definido por los cam-
pos [Aa, %, wb,wb]. Posteriormente, se estudiaron los vinculos de primera clase 7y y ¢,
los cuales fueron transformados en vinculos de segunda clase al introducir los vinculos
adicionales (5.184) y (5.185) concernientes al gauge de Coulomb y su PB con el Hamilto-
niano canénico, respectivamente. Este nuevo conjunto de vinculos segunda clase se trato
bajo la definicién de PD (5.188), a partir de la cual se determinaron los PD entre los cam-
pos [A;, i, ¥p,¥,] que definen el espacio de fase reducido. Por ultimo, se dedujeron las

ecuaciones de Hamilton para los grados de libertad.



Capitulo 7

Apéndices

7.1. Apéndice A. Notacion relativista en (2+1) dimensio-

nes

Se usardn indices griegos para denotar tri-vectores en el espacio tiempo en (2 + 1) dimen-

siones, e indices latinos para las componentes espaciales.

1. Tri-vector contravariante:

x“:(xo,xl,xz)E(t,x),cona:O,1,2. (7.1)

2. Lamétrica de Minkowski en (2 + 1) dimensiones viene dada por:

1 O 0
=0 -1 0 |,cona,p=01,2. (7.2)
0O 0 -1

3. Mediante la métrica de Minkowki, un tri-vector covariante sera escrito como:

X =NapxP = (x0,—x1,—X2) = (£, ~%). (7.3)

4. El producto escalar de dos tri-vectores a y b es:

ab=a%by = naﬁa“bﬁ =a’b’ - a'b' - a*b* = a’b° - a- b. (7.4)
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5. Generalizacién del gradienteen (2+1)d :

0 0 0 0
0y = =—v| , %=—=|—,-V|. 7.5
¢ ax (Ot ) 0xg (ar ) (7.5)

6. Generalizacion del operador D’Alembertiano en (2 + 1) dimensiones:

62
O0=0,0% = — — V2.

=32 (7.6)

7. El tensor completamente antisimétrico, £%PY | conocido como tensor de Levi-Civita,
serd igual a +1 o —1, seglin se tenga una permutacioén par o impar de los indices

a, B,y =0,1,2. Este tensor se emplea bajo las siguientes convenciones:

2 =, (7.7)

0ij el (7.8)

&

El tensor de Levi-Civita en (2 + 1) dimensiones, verifica las siguientes identidades

de contraccion:

ePeqgpyr = 207, (7.9)
ey = 8h67 5067, (7.10)

7.2. Apéndice B. Identidades (2.5) y (2.31)

1. A partir de la estructura del tensor de campo electromagnético dada en (1.2), se

procederd a solucionar el siguiente producto tensorial:

eProaFs, = P10, (0pA,—0,Ap)

2e*P10,05A,. (7.11)
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Donde para los dos cdlculos previos se ha aprovechado la propiedad de antisime-
tria del tensor de Levi-Civita. Tras expandir indices, el lado derecho de la expresion

(7.11) se convierte en:

EaﬁyaaaﬁAy Sija()aiAj —EijaiaoAj + &'ijaiajAo +£ifm6i6jAm

£ij0i0jA0+£ijmai0jAm.

Sin embargo, dado que el tensor ¢;; es antisimétrico en los indices i, j, mientras
que el tensor 0;0; es simétrico en los mismos indices, es conocido que el prodcuto

tensorial €;;0;0; = 0, razon por la cual se deduce que:
e*Fr9,05A, = 0. (7.12)
Sustituyendo este resultado en (7.11) se encuentra que:

e*Fro,Fg, = 0. (7.13)

2. Se tiene la densidad Hamiltoniana canénica:
k ijm
chza €ij(0;Ag) Aj—¢€ij (aiAj)Ao—E (6iAj)Am]- (7.14)

Se estudiaré el dltimo sumando de la anterior relacion teniendo en cuenta que i, j, m =

1,2, es decir :

e (0iAj) Am = € (01A)) A+ €™ (0247) Am

= %M (01 Az) Ay + 21 (02 A1) A

Notese que debido a que la teoria de C-S se restringe a (2+ 1) dimensiones, para

cualquier valor de m = 1,2 se cumple que:
€M (8;A;) A = 0. (7.15)
Por ende (7.14) se simplifica como sigue:

k
He == [£i70iA0) Aj = £:j (0 A)) Ao]. (7.16)
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7.3. Apéndice C. PP en Teoria de C-S

En este apéndice se determinaran algunos PP necesarios para el andlisis canénico de la

teoria de C-S.

7.3.1. PP entre los vinculos del sistema

A partir de la ecuacion (2.48) y los PP fundamentales, se puede deducir que:

U

0. (7.17)

U

U

De forma andloga, usando las expresiones (2.30), (2.48) y los PP fundamentales, se en-

cuentra que el PP entre los vinculos ¢ y x j, se calcula como sigue:

u

k
{€@x, 0,1 (¥ 1)} {gimaiAm (x,0),mj(x, 1)+ EEjnAn (x, l‘)}

gimaf {Am (x) t) ,7'[]' (x) t)}

U

Nmj€imd;6° (x~y)
;078 (x~y). (7.18)

U

u

Resultado en el que se ha empleado la antisimetria del tensor de Levi-Civita. De esta rela-

cion y las propiedades de los PP, se comprueba que:

u

—{5(}’» t)r%i (Z, t)}
~£;;076° (y - z). (7.19)

{xi(z,0),¢(y 1)}

u
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Por otro lado mediante la ecuacién (2.30), se resolverd el siguiente PP:

U

k k
xix,0,x; (1)} {ni(x, N+ EfimAm (x,0),7;(y, 1)+ EgjnAn (y, t)}

k k
~ Eejn{n,-(x,t),An(y,t)}+Eeim{Am(x,t),n,-(y,t)}

k k
—Eninejnéz (x—y)+ Enjmeiméz (x—y)

U

U

k
g0 (x-). (720

Cabe anotar que para el desarrollo matematico previo se han empleado los PP fundamen-

tales.

Teniendo en cuenta ahora, que el vinculo & dado por (2.82), es de primera clase, es evi-

dente que:

2 2

U

0.8y 0}

u

) 2
_%Oﬁ{f(x, 0, x; (v 1)} - %0?{)@- (0,8 (v, 1)} +

) 2
(%) 0707 {xi x, 0),x; (v, 1)}

2n 2
—75]-1-0;“0;52 (x—y)+ 78,-]-6?6}'62 (x—y)-

21

TEija;fa]y.aZ (x-y)
21

= —7851'5?0;52 (x - y)

u

U
(=]

(7.21)

Resultado para el cual se han empleado los PP deducidos previamente en (7.18) y (7.19).
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7.3.2. PP entre los campos canénicos y los vinculos del sistema

De la ecuacion (2.30) y los PP fundamentales, se verifica que el PP calculado entre el cam-

po A; y el vinculo y,,, es dado por:

{A;i (%, 0), xm (w, 1)}

k
{Ai (x, 1), tm(u, 1) + EgmjAj (u, t)}

S e (7.22)

Haciendo uso de las propiedades de los PP, se deduce que:

-{4; (¥, 8),xn (v, 0}
= N (v-y). (7.23)

{Xl’l (U, t)rA] (Yr t)}

Finalmente, el PP entre el vinculo de primera clase ¢ y el campo gauge A j» se soluciona de

la siguiente manera:

u

- 2
{En,4;(y.0)} {f(x,r)—%aix,-(x,t),A,-(y,t)}

27
27
27
v Vo (x-y). 2y

Donde w2 es el operador Laplaciano en dos dimensiones. A partir de la expresion preli-

minar y las propiedades de los PP, se puede encontrar:

u

{460 0} = -{E1.4;@0}
ey 725

U
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Por otro lado, de la ecuacion (2.30) y los PP fundamentales, se verifica que el PP calculado

entre el campo 7; y el vinculo y;, es dado por:

U

k
{mix, 0, x (v, 1)} {T[i (60,7 (y, 0+ € jmAn (y, t)}

U

k
e {mi %, 1), A (1)}

41
k 2
~ _Eejmrlim6 (x_y)
k
© et (e-) (726

Similarmente de (2.48) es posible determinar:

u

{mix,0,E(y, 1)} £jm07 {7; (x,1), Am (y, 1)}

u

~Nim€ jm076° (x~ y)
£ij076° (x—y). (7.27)

U

Finalmente, a partir de la relacion (2.80) y los resultados deducidos en (7.26) y (7.27) se

encuentra que:

u

friwn Epob = e 20 w0, 00}

1
~ £076% (x—y) - Eeijé;céz (x-y)

U

1
SEi j076% (x—y). (7.28)

7.3.3. PP entre los campos candnicos y el Hamiltoniano canénico de

C-S

A partir de la expresion (2.35) y los PP fundamentales se deduce que:

k
~5jm f A {A; (x, 0, |07 A (v,8)] 40 (v, 1)}
_ 0 (7.29)

{Al (x) t) ) HC (y) t)}
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Andlogamente, de acuerdo a la relacion (2.35) se tiene que:

{ﬂi (x) t))HC (J’, t)}

k
—Egjmfdzx{ni (xy t)r [aj/Am (Y’ t)] AO (y’ t)}
k
= ggjmdffdzx{ni(x, 1), Am (¥, 1)} Ao (1, 1)
k
= _EnimgjmajAO (y’ t)

k
= —Eb‘ija}cAo (x,0), (7.30)

donde se han empleado los PP fundamentales.

7.4. Apéndice D. Trasnformada de Fourier de la matriz

de vinculos en Teoria de C-S

Se tiene un total de tres vinculos de segunda clase denotados como:

91 (xr t) = Xl (x) t)’ (731)
02 (x, 1) = x2(x,0), (7.32)
O0s(x,t) = &(x,0). (7.33)

La matriz de vinculos de segunda clase es definida por:
V(x,y)=1{0;(x,1),0m(y,1)}. (7.34)

Conl,m=1,2,3.

En virtud al PP estudiado previamente en la relacion (7.20) (véase Apéndice C) y de acuer-



Capitulo 7: Apéndices 141

do al carécter antisimétrico del tensor de Levi-Civita, se derivan los siguientes PP:

{91 (x) t) )91 (J’, t)} =~ 0) (735)
k
10:(x,0,0,(y, 1)} = —gaz (x-y), (7.36)
k

{02 (x,0,01 (y, 1)} =~ g(sz (x-y), (7.37)

{02 (x,0,62(y, 1)} = o. (7.38)
De la misma manera, a partir del PP (7.19) (véase Apendice C), se comprueba que:

101x,0),03(y, 1)} = 056%(x—y), (7.39)

{02(v.0).05(v. 1)} = -076%(x~y). (7.40)
Mientras que de la ecuacion (7.18) del Apendice C, se puede deducir que:

105(x,1),0: (y, )} = 056%(x—y), (7.41)

{05x,0,0:(y, 1)} = -076%(x-y). (7.42)
Por udltimo, observese que del PP (7.17), se encuentra que:

{03 (x,1),05 (y, 1)} = 0. (7.43)

Efectuados estos célculos, se obtiene que la matriz de vinculos de segunda clase de la

teoria de C-S, presenta la forma mostrada a continuacion:

0 -£ of
Viey)=| £ o -of [6°(x-y). (7.44)
05 —or 0

Como se puede observar, esta es una matriz funcional, pues en sus componentes se lo-
caliza la funcion delta de Dirac y sus derivadas. A continuacion se procederd a realizar la

transformada de Fourier de cada una de sus componentes.
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La transformada de Fourier de la funcién delta de Dirac en dos dimensiones [13] viene

dada por:
1 .
De tal modo que:
1 .
0%6% (x—y) = (2n)2fdzpagexp[lp.(x_y)]
1 ) .
B (27:)2fdzp{lpke’(p[l’"(x‘y)]}- (7.46)

Conk=1,2.

Por ende, la transformada de Fourier de la matriz de vinculos de segunda clase es:

0 —ﬁ ip2
Viey)=| £ o -ip | (7.47)
ipz —ipl 0

7.5. Apéndice E. PP entre vinculos de primera clase y

condiciones gauge en Teoria de C-S

La inclusion de los vinculos asociados al gauge de radiacion permite fijar el siguiente con-

junto de vinculos para la teoria de C-S:

¢1(x, 1) = mo(x,1) =0, (7.48)
- 21

¢ (x,1) = f(x)=§(x,t)—76i7ci(x,t)=0, (7.49)

P3(x, 1) = Agx, 1) =0, (7.50)

¢s(x, 1) = 0;A;(x,1)=0. (7.51)

Con el objetivo de verificar si el andlisis de la teoria en el gauge de radiacion ha sido til

para transformar los vinculos de primera clase 7y y ¢ en vinculos de segunda clase, en este



Capitulo 7: Apéndices 143

apéndice se determinan los PP entre los vinculos del conjunto de citado previamente.

El inico PP no nulo, calculado entre el vinculo ¢, y el conjunto de vinculos en andlisis
es dado por:

{1 (x,0),¢5(x, 1)} = —6° (x—y). (7.52)

Por otro lado, partir de la ecuacion (7.49 y los PP determinados en el Apéndice C, se com-

prueba que:

U

2 2
{025,005 (3,1)} {ax, - 2Fou 0, £ (nt) - 21011 (n o)

k
2
~ZFO et (1)) = 0 Lt ) £ 3, ) +

22V ot s s 020

u

~ —z%ejidfdi.’(Sz(x—y) 2k £ij07076% (x~y) -
%”auaxaysz( y)

< —Tle 010302 (x- )

= 0. (7.53)

Cabe anotar que para la obtencion del resultado preliminar se emplearén las propiedades
del tensor de Levi-Civita y se tuvo en cuenta ademads, que el producto tensorial ¢; ,-a;ca;c es

nulo.

Similarmente, de acuerdo al PP (7.23) , calculado en el Apéndice C, se puede verificar:

U

{p2(x,0), 4 (y, 1)} {6(:«:, 1 ——0ixi(x,1),0;A;(y, )}

U

_?axay{xl (x,0,4; (v, 1)}
27
= 11ij07076° (x~y)
27
= T VRd (x-y). (7.54)

u
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Expresion en la que v/ es el operador Laplaciano en dos dimensiones.

En virtud a los PP fundamentales para la teoria de C-S se comprueba que los siguientes

PP se anulan debilmente:

{pr1(x,0),¢;i(x,1)} = 0,coni=1,2,4, (7.55)
{ps3(x,0),¢;(y,t)} = 0,conj=34, (7.56)
{b2(x, 0,03 (¥, 1)} = {ba(x,0),¢4(y, )} =0, (7.57)

De los dos PP obtenidos en las estructuras (7.52) y (7.54), es posible observar que tras
incluir el gauge de radiacion al anélisis canénico de la teoria de C-S, los vinculos ¢; y ¢2,
en principio de primera clase, se han convertido en vinculos de segunda clase, tal y como

se esperaba.

7.6. Apéndice E Matriz de vinculos en Teoria de C-S

Bajo la definicién de PD (2.123), la matriz de vinculos de segunda clase de la teoria de C-S

en el gauge de radiacion, es definida por:

Sim (%,y) = {1 (x,0),m (¥, 1)} (7.58)

Usando los PP entre los vinculos ¢; del sistema, calculados en el Apéndice E, se determina

que la forma matricial de (7.58) es:

o 0 -1 0
0 0 0 2?2

S(x,y) = o o kox 6% (x-y). (7.59)
0 -2v:2 0 0

Como se puede observar, en algunas componentes de esta matriz estd presente el ope-

rador Laplaciano en dos dimensiones actuando sobre la funcién delta de Dirac en dos
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dimensiones. Por consiguiente, se puede inferir que esta matriz es una matriz funcional.

Para el célculo de los PD entre las variables del espacio de fase reducido de la teoria de
C-S, se hace necesario determinar la inversa de la matriz (7.59) . Para tal fin, se tendra en
cuenta que se si S™! (x, y) eslainversa de S(x, y), esta deberd cumplir la siguiente propie-
dad:

f d*zS;; (x,2) Sy, (2,¥) = 61m0% (x—y). (7.60)

Se propone ahora que la matriz S~! (x, y), presenta la estructura mostrada a continuacion:

ai(x,y) a(xy) a(xy) as(xy)

1) = as(x,y) as(xy) a7(xy) as(xy)

5= as(xy) aw(xy) an(xy) an(xy) | oy
ai3(x,y) au(xy) as(xy) ais(xy)

donde a; son funiones desconocidas a ser calculadas. Reemplazando (7.59) y (7.61) en
(7.60), se verifica que para determinar la inversa de la matriz de vinculos de segunda clase

S(x,y), serd necesario resolver la siguiente ecuacién matricial:

0 0 -1 0 ai(zy) a(zy) as(zy) as(zy) 1 0 0 O
2 2
/dzz 0 0 0 Vi as(z,y) as(zy) ar(zy) as(zy) 5 (6—2) = 0 1 0 0 5 (x—y).
1 0 0 0 ag(z,y) aw(zy) ailzy) az(zy) 0 0 1 0
0 -#yi o0 0 ai3(z,y) aa(zy) ais(zy) ai6(zy) 00 0 1

Relacion que, de acuerdo a (7.59) y a la funcion delta de Dirac, se simplifica a la siguiente

operacion matricial

0 0 -1 0 ar(xy) axy) as(xy) as(xy) 1 0 0 0
0 0 0 2 as(xy) as(x,y) a;(xy) as(xy) | o 1 00 5 (x—y).
1 0 ag(x,y) aw(xy) an(xy) az(xy) 0 0 1 0
0 -Zv: o0 0 az(xy) auu(xy) ais(xy) ae(xy) 0 0 0 1
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Resolviendo el producto matricial presente en el lado izquierdo de la relacién previa, se

obtiene la siguiente igualdad entre matrices:

—ag (x,y) —aio(x,y) —a11(x,y) —a12 (x,y) 1 0 0 0

21 2 2 2 2 2 21 2

Fvras(xy) Fviaulny Fviaslxy) Fviasxy) || 0 1 0 0 5 (x—). 7.62)
a (x,y) az (x,y) as (x,y) a4 (x,y) 00 1 0

—ZFas(xy) -Fvias(xvy) -FEviar(xy) -#via(xy) 0 0 0 1

La igualdad entre matrices establece que una matriz A = (a; ) mxp, d€ elementos matricia-
les a;; y dimension m x n, serd igual a una matriz B = (b; j)px q de elementos matriciales
b;j y dimension p x g, siy solo si se cumple que m = p,n = q y a;j = b;j, es decir, que
seran iguales, siempre que las matrices tengan la misma dimension y los elementos que
estdn en la misma posicion en ambas matrices, sean iguales. Por consiguiente, con la fi-
nalidad de determinar los elementos matriciales desconocidos de la ecuacion (7.62) , se
procederd a igualar las componentes correspondientes de cada una de las filas de las ma-

trices presentes en dicha relacion.

Inicialmente, al igualar las componentes posicionadas en la primera fila de cada matriz
en (7.62), se obtiene:
ag (x,y) = -6%(x-y). (7.63)

En cuanto al resto de componentes observamos que se cumple que:

—ay (x,y) = ~ai (x,y) = —a2(x,y) = 0.
Relaciones de las que puede concluir:
alo (x, y) =da (x, y) =dai2 (x, y) =0. (7.64)

Si ahora, se igualan las componentes de las tercera fila de cada matriz de la relacién ma-
tricial (7.62), se observa:
az(x,y)=6%(x~y). (7.65)

Similarmente, se obtendra que las siguientes componentes son nulas.

ar (x,y)=az(x,y)=as(x,y) =0. (7.66)
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Ahora, en base a la propiedad de igualdad entre matrices, se igualardn las componentes

correspondientes a la segunda fila de cada matriz en (7.62), asi:

27
7via14(x,y) =62 (x-y).

Imponiendo que las condiciones de frontera que establecen que los campos se anulan en
el infinito, se determina que la componente a4 (X, y) no es mas que la funcién de Green

asociada al operador diferencial local 2, que se denotard como:

1 1
F(x-y)=—6*(x-y)=—In(x-y)". (7.67)
2 47
Por consiguiente, la componente en cuestién vendrd dada por:
ars(x,y) = Ev—gf (x-y). (7.68)

En cuanto a las componentes restantes de la segunda fila se deduce que:

Vial?) (x, .V) = Vidls (x, J’) = VialG (x, J’) =0.

De acuerdo al concepto de funcién de Green del operador Laplaciano introducido pre-
viamente, se concluye que las componentes a3 (x,y), a15 (x,y) y a6 (x, y) son nulas, esto
es:

a3 (x,y) = a15(x,y) = a6 (x,y) = 0. (7.69)

Finalmente, resta estudiar las componentes de la fila nimero cuatro de (7.62), por lo tan-

to, en virtud a la igualdad entre matrices se obtiene que:

27

— Vxas(%,y) =-5"(x~-y).

De donde se puede deducir que:

k1
ag(x,y) = ———06*(x-y). (7.70)

27 v%

El resto de componentes satisfacen las siguientes igualdades:

vaas(x,y) = vias (x,y) = viaz (x,y) =0,
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de las que puede deducir:
as (x,y) =as(x,y) = a7 (x,y) =0. (7.71)

Incluyendo todos los resultados obtenidos en los calculos desde (7.63) a (7.71) en la for-
ma propuesta para S~! (x,y) (relacion (7.61)), se establece que la estructura de la matriz

inversa de S(x,y), es dada por:

0 0 1 0
0 0 0 -£2L
S Hx,y) = 21 V& 5% (x-y). (7.72)
-1 0 0 0
k1
0 £ o o0

7.7. Apéndice G. PD fundamentales de la Teoria de C-S

1. EIPD entre los campos canénicos Ay y 7 se determina a partir de la siguiente rela-
cion:
{A(x,0),m0(y, )}, = {Ao(x,0),7m0(y, 8)}p, -
fdzudzv [{Ao x,0), 1w, 0}, ik (,0)
{pm ,0),70(y, t)}Dl] . (7.73)

En este apéndice se analizaradn los resultados que arrojaré la integral situada en el
segundo sumando de la expresién inmediatamente anterior, teniendo en cuenta
para ello los valores posibles que pueden tomar los indices [ y m (recordar que

Im=1,..,4).

De acuerdo a la definicién de PD (2.103), se puede escribir:

{Ao(x,0), 1w, 00}, = {Ao(x,t),</>l(u,t)}—fdzvdw[{Ao(x,r),xm(v,t)}
Crin (@, w) {0 (W, 1),y (w, D)} ] (7.74)
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Expresion en la que la matriz Cl.‘j1 (x,y) se determiné en la ecuacion (2.108). Usando

los PP desarrollados en el Apéndice C, se verifica que:
{AO (xr t)me (v, t)} ~0.

Razoén por la cual la relacion (7.74) se simplifica como sigue:

{AO (x) t) rd)l (u) t)}Dl = {AO (xy t) 7(,bl (ur t)} .

Teniendo en cuenta que el PD de la relacion previa serd diferente de cero solamente

cuando [ =1, se concluye que:

{Ao (%, 1), 1 (w, 0} . {Ao(x,0), 1 (u, 1)}

5% (x—w). (7.75)

Andlogamente, de acuerdo ala definicién (2.103), se procederd a calcular el siguien-

te PD:

{(Pm(v; t),f[() (xr t)}Dl = {(Pm(vy t)JTO (xr t)}_
f d*ud®w [{pm (v, 0, xn(w, 0} C,} (1, )
{1 (w, 0,70 (x,0}]. (7.76)

Debido a que el siguiente PB se anula debilmente:
{xiw,0,m(x,0} =0,
la relacion (7.76) se reduce a:
{pm W, 1), 7m0 (%, t)}D1 ={pm W, 1), 7o (x,0)}.

Que en virtud a los PP fundamentales, sera distinta de cero solamente cuando m =

3. Por tal motivo se deduce:

{pm @, 0,10 (x, 0}, ={Ppm (0,0, 70 (x, )} = 6 (y—v). (7.77)
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En base a los resultados obtenidos en (7.75) y en (7.77), se puede inferir que la inte-
gral presente en el segundo sumando de (2.103), sera distinta para los valores [ = 1

ym=3.

2. Ahora se estudiard el siguiente PD:

{40, 4;(n0}, = {Aix0,A(y0)}p, -

fd2ud2v [{A,- (x,0),¢; (u, t)}D1 Sl"nl1 (u,v)

{pm, 1), Aj(y, t)}Dl] : (7.78)

Con el proposito de simplificar las operaciones pertinentes para la solucién de (7.78),
resultard conveniente analizar los posibles valores que tomara la integral presente

en su segundo sumando:

deudzv{Ai (x, 8,1 (w, D}, Sy (0, 0) b (v, 1), A (3, t)p, - (7.79)

El estudio de este término se basard en las componentes no nulas de la matriz
! (x, y). De la ecuacion (2.127) es facil observar que de la matriz en cuestion, ape-
nas las componentes S3,S,}, S5 v S;, son diferentes de cero. Por consiguiente, en
principio se esperaria que solo para dichas componentes la integral (7.79) no sea

nula.

Considerando entonces los valores particulares [ = 1, m = 3 en (7.79), serd necesario

resolver:

L3 Efdzudzv{Ai (x, 1), 1 (w, O}, S (w,v) {3 (v, ), Aj (y, t)}p, - (7.80)

Sin embargo, de la definiciéon de PD (2.103), el primer factor del integrando de la

ecuacion anterior toma la siguiente forma:

{A; (x,1),¢1(y, t)}—fdzudzv[{Ai (x,0,xj (w0}

Cim W, 0) {xm (0,0, 1 (x, t)}]
0.

{A; (x,0),¢1 (¥, t)}Dl
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Donde se han tenido en cuenta los PP fundamentales de la teoria. Bajo este resulta-

do, se concluye que la integral dada por (7.80) es cero, es decir:
L3=0. (7.81)
Si ahora se estudia (7.79) cuando [ = 3, m =1, se llega a:
I3 = f d*ud®v{A; (x,1),¢s3 (w, 0}, S5 (W, 0) {1 (v, 1), A (y, t)}p, (7.82)

De la definicion (2.103) y los PP fundamentales se comprueba que:

{Aﬂx,ﬂ,¢3bhﬂ}—:[cﬁudzv[ﬂ4ﬂx,ﬂ,xjﬁhtﬂ

Cip, (,0) {xm (v,0), 3 (x, )}
= 0.

{Ai (x,0,¢3 (w0},

Por lo tanto se establece que:

I31=0. (7.83)

De forma andloga, se procederd a analizar (7.79) para los valores [ = 2, m = 4, esto

es:

124E[d2ud2U{Ai (x, 1), 2 (1, D)}, S5 (,0) {ps (0, 1), A (y, }p, - (7.84)

A partir de la definicion de PD (2.103) y los PP entre los vinculos del sistema dedu-

cidos en el Apéndice C, se puede verificar que:

{A; (x, 1), (u, 1)} —
fdzvdzw[{A,- x, 0, xm (v, 1)} Cpr, (v, W)
{xn(w, 1), ¢ (u, 0)}]
{A; (x,0),¢2 (u, 1)}

o
k

{Ai (x,0),¢2 (w, 0},

076% (x—u). (7.85)

Similarmente, empleando el PD deducido en (2.113), se encuentra:

2
{02 @,0,4; (v, )}, :_7”5,-,-0{52 (y-v). (7.86)
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Reemplazando (7.85) y (7.86) en (7.84) se obtiene:

2 2
(—H) emjaf()%,lfdzudzvsgj (u,v)6% (x—u) 6 (y-v)

Iy .

272 _
(7) Emjafa%zsml (x,y)

Finalmente, resta deducir la integral (7.79) para [ =4, m = 2, es decir:

Ijp = f d*ud®v{A; (x,1),¢s (w0}, Spy w,0) {2 0,0, Aj (v, 1)}, -

Relacion que se convierte en:

271\2
Ly = (Tn) Emi0f, 0" f d*ud®vSy; (u,v)6° (x~w)o* (y - v)
2m)\? _
= (7) €mia)rcna;'/s421(x’y)
27 6%6;
= —emi 8 (x-y)
k mi Vi

(7.87)

(7.88)

(7.89)

Delos andlisis llevados a cabo en las ecuaciones (7.81), (7.83), (7.87) y (7.89), se com-

prueba que la integral (7.79) se reduce a:

fdzudzv{A,- (x5, 8),1 (@, O} p, Sy (W, 0) 4 (0,0, A (3, 1)}, = La+ Lo (7.90)

Por ende, el PD (7.78) se convierira en:

{Ai (x) t))A] (J’, t)}D = {Al (xr t))A] (J/, t)}Dl _124_-[42'

(7.91)
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7.8. Apéndice H. Densidad Hamiltoniana canénica de

MCS

En este apéndice se procederd a deducir las relaciones (3.36), (3.37) y (3.38), necesarias

para la construccién de la densidad Hamiltoniana candnica en la teoria de MCS.
1. Ecuacion (3.36):

Inicialmente, se estudiard el primer sumando de la ecuacion (3.35), asi:

aoAﬁTlﬁ 00 Ao +60Aﬂl’i

u

—00A;m;,

aqui se ha expandido el indice f, considerando que =0, 1,2. A su vez, se ha tenido
en cuenta que el vinculo primario 7y se anula debilmente. A partir de la férmula

(3.31), es posible reescribir la ecuacion previa del siguiente modo:

k
aoAﬁﬂ'ﬁ = - aiAo—EfijAj—T[i TT§

u

k
—ﬂiaiA0+4—£,‘jT[iAj+T[iT[i. (7.92)
T

2. Ecuacion (3.37):

En segundo lugar, de la relacion (3.35), se analizard el término mostrado a conti-

nuacion:

1

S FapF®? =

1 0 1
-+ (Fop PP + FigF'P)
1
= 3 (=2F;oFjo +2F12F)>)

= BB, (7.93)
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Donde El2 = E;E; (no E;E"). Cabe anotar que para la consecucién del resultado in-
mediatamente anterior se hizo uso tanto de la definicién de campo magnético co-

mo la del campo eléctrico en (2 + 1) dimensiones (Observar ecuaciones (1.6) y (1.7)).

Sustituyendo las expresiones (1.6) y (3.32) en (7.93), se verifica que:

2
1 rap__1

1
4_1 aﬁF +5[gij6iAj]2. (7.94)

i+ EgijAj
3. Ecuacién (3.38):

Como ultimo paso para determinar completamente la densidad Hamiltoniana ca-
nonica de la teoria de MCS, en los calculos que prosiguen, se estudiara el tercer

sumando de la ecuacion (3.35), esto es:

k
Efaﬁy (0aAp) Ay

k o k
Eé’ py (aoAﬁ) AY + Eb‘lﬁy (aiAﬁ) AY

k[ oo 0 0

= = (€77 @0 A1) A} + €71 (0, Ag) Aj +£"1° (0, A)) Ao+

£ (0,4)) Am] . (7.95)

Sin embargo, se sabe que (véase Apéndice B):
€M (8;A;) A = 0.

Por ende, (7.95) se reduce a:

k
Ee“ﬁy (0o Ap) Ay

k

Ec‘fl‘j [(60A1) A] - (alAO) A] + (alA]) AO]
k

= —E[EijFiOAj_gij(aiAf)AO]

k k
= —EeijEiAj+EAoe,-j6,-Aj. (7.96)

Donde se ha empleado la definicién del tensor de campo electromagnético y la for-

ma del campo eléctrico en (2+ 1) dimensiones dada por (1.7). Reemplazando en
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(7.96) la estructura del campo eléctrico en términos de las variables del espacio de

fase dada por (3.32), se deduce que:

kK apy k k >k
Eé‘ (aaA'B)AY:—EE,’]’T[iA]’— EE,']'A]' +EA06,-j6iAj. (7.97)

7.9. Apéndicel. PP en teoria de MCS

En este apéndice se resolveran los PP necesarios para el andlisis canonico de la teoria de

MCS.

7.9.1. PP asociados al vinculo (3.47)

1. PP entre el vinculo G dado por (3.47) y el Hamiltoniano canénico de la teoria de

MCS:
2
} ;

k
a{ﬂi (y, t) - ﬁgijAj(y’ I)] }
(7.98)

1 k
{G(x) t)yHC(MCS)} =~ fdzJ/{G(x; t))E [ﬂi(yy t)+a£z]A](y, t)

1
fdzy{G(x, t),E [8,']'0;/14]'()’, f)]z} +

fdzy{G(x,t),Ao(y,t)

Por simplicidad se solucionard cada uno de los PP presentes en la relacion anterior.

a) A partir de la expresion (3.47), se resolverd en primera instancia el siguiente
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b)

C)

pPP:
k k x
Gx, 0,7y, 0+ —eijAjp D = im0y i (x,0, An (y, 1)} -
k
- €in07 {An (.0, mi (. 6)}.
k
= Egijaj?éz (x—y)—
k

Eeijdféz (x-y)

0. (7.99)

U

Cabe anotar que en el desarrollo matematico previo se utiliz6 €;; = —¢;, con-
secuencia del cardcter antisimétrico del tensor Levi-Civita. Por consiguiente,

es notable que lo obtenido en (7.99) implica necesariamente que:

2
} ~ 0. (7.100)

1 k
{G(x’t)’i Tli(y,t)‘f'agijAj(y’t)

De acuerdo con el vinculo (3.47) y el tensor de campo electromagnético (1.2),

se calculard el PP que prosigue:

{G(x, t),g,-jafAj(y, t)} {am”m (x, 1) ;Eija;}Aj (¥, t)}

U

U

~Nmj€ij03016° (x— )
Emi0,070% (x—y).

U

u

0. (7.101)

Para la consecucion del resultado preliminar se emplearon las propiedades de
la métrica de Minkowski en (2 + 1) dimensiones y que el producto tensorial

€mi0y,07 es nulo . Esta deduccién implica necesariamente que:
1 y 2
Gx 0,5 [eij0/Aj(y, 0] =0. (7.102)

Resta determinar ahora, el Gltimo PP de la relaciéon (7.98). Por conveniencia se

denotara tal termino como sigue:

pE{G(x,t),Ao(J”t)

k
o/mi(y,t) - Eeija{Aj(y, t)] } (7.103)
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Usando las propiedades de los PP fundamentales, la anterior expresion se re-

duce a SOIUCionar:
O(V,t) (x,t), lﬂ:l(V,t) 5ij i ](V,t) +

k
{Gx,0,A0(y, 1)} 6?’7[1- (y,1)- EsijafAj(y, Hl. (7.104)

A continuacion, se resolverd por separado cada PP presente en la ecuacion pre-
liminar. Se procedera a tratar inicialemente el factor presente en el primer su-

mando de (7.104):

u

k
~ e jm050] { A, i (v, 1)}

k
—Eg,-ia;?a;‘# (x—y)

k
{G(x, 0,077 (y, 1) - EgijaglAj(y; t)}

u

u

0. (7.105)

Donde se ha empleado la relacién (3.47), los PP fundamentales de la teoria, las
propiedades de la métrica de Minkowski en (2 + 1) dimensiones y que el pro-

ducto tensorial € ,-,-a;a;f es nulo.

Similarmente, en virtud al vinculo (3.47) y los PP fundamentales, se puede
apreciar que el factor presente en el segundo sumando de la expresion (7.104),
se reduce a:

{Gx,1),A(y, 1)} =0. (7.106)

Por ende, bajo los anadlisis llevados a cabo en (7.105) y (7.106), se concluye que

(7.104) se anula debilmente:
k
{G(x, 1), Ao (y,t) |07 7i (y, 1) - Egi]-afAj v, r))} ~ 0. (7.107)

Tras reemplazar (7.100), (7.102) y (7.107) en (7.98), se obtiene que el PP calcu-
lado entre la ley de Gauss y el Hamiltoniano canénico de la teoria de MCS es
simplemente:

{Gx, 1), Homes)} = 0. (7.108)
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2. Obsérvese que a partir de la relacién (7.105) y la estructura de la ley de Gauss para

la teoria de MCS es evidente que:

{Gx,0,G(y, 1)} =0. (7.109)

7.9.2. Requerimiento de consistencia de la condicion gauge

(3.74)

A continuacién se determinard el PP entre el vinculo ¢4 dado por (3.74) y el Hamil-

toniano canoénico de la teoria de MCS dado por (3.41):

k 2
mi(y, 1)+ EgijAj(.V» f)]

1

{pa(x), Hemes)} = fdzx{(pz;(x,t),é
1

+§[Eij5;,Aj(y,L‘)]2+

Ap(y, 1)

k
olmi(y, 1) - Egi]-afAj(y, t)] } (7.110)

Los calculos que se muestran en los razonamientos que prosiguen seran relevantes

para la resolucion del anterior PP:

a) Mediante a estructura del gauge de Coulomb (3.74), los PP fundamentales y
las propiedades de la métrica de Minkowski en (2 + 1) dimensiones, es posible

deducir:

U

k
{()b4 (x) t)yﬂ:l'(y) t) + EEZJA](_V’ t)} af {A] (x) t)’”i (J’, t)}
mjajféz (x—y)

—0%8% (x—y). (7.111)

U

U

Es claro entonces que de este resultado se deriva lo siguiente:

2}

076%(x—y). (7.112)

k
Ti(y, 0+ —€ijAj (1, 1)

k
iy, )+ i Aj(y, 1)

1
{¢4 (x) t) ) 5
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b)

0)

Serd tambien de gran importancia mencionar que a partir de los PP funda-

mentales, es posible deducir:

u

{pa(x,0),€j0] Aj(y, 0)} {05, Am (x,1),€;;0] Aj (y, 1)}

~ 0, (7.113)
con lo cual se determina:
1
{@(x,t),i[gija{Aj(y,t)]z}:o. (7.114)

Por ultimo, resta resolver el siguiente PP:

k
P= {¢4 (%, 1), Ao (3, 1) |0)mi (y, ) - Es,-jo{Aj(y, r)] } (7.115)

que debido a las propiedades de los PP se convierte en:
k
P = Aly1) {4)4 (x, 1) ,a{ni (y,1)- EeijO{Aj(y, t)} +

{pa(x,0), Ao (¥, 1)} . (7.116)

k
0;mi(y 1) = €107 Aj(y, 1)

Por simplicidad, se resolverd separadamente cada uno de los PP presentes en

la relacion previa. Del primer sumando de (7.116), se verifica que:

u

k
{¢4 (x, 1) ,afﬂi (y,t)- Egija?/Aj 672 t)} 570{ {Ajx, 0,7 (y, 1)}

u

gji050]6%(x—y)

u

07078% (x—y), (7.117)

donde se han empleado los PP fundamentales y el gauge de Coulomb. De ma-

nera similar, es inmediato que:
{pa(x,0), A0 (3, 1)} = {07 A; (x,1), Ay (y,t)} = 0. (7.118)

Sustituyendo los resultados deducidos en (7.117) y (7.118) en (7.116), se comr-

prueba que:

k
{¢4 (x,8), Ao (3, £) |07 (v, 1) = 2107 A, t)] } = Ao (y,1) 07076 (x~y)
(7.119)
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Finalmente, tras reemplazar (7.112), (7.114) y (7.119) en (7.110), se obtiene que
el PP entre el gauge de Coulomb y el Hamiltoniano canénico de MCS, da como

resultado:

{pa(x,0), Hemes)y = 0707 Ag(x, 1) —

o0f |mi(x t)+£€--A-(x 3 (7.120)
i [ti ag LA . .

7.9.3. PP entre vinculos de primera clase y condiciones gauge

El estudio de la teoria de MCS en el gauge de Coulomb, permite fijar el siguiente

conjunto de vinculos:

¢1(x, 1) = mx,1)=0, (7.121)
k
¢o(x, 1) = 0fﬂi(x,t)—a€ijz4j(x,t)=0, (7.122)
k
¢3(x,1) = 070FAg(x,1)—0F ﬂi(x,t)+aeijAj(x,t) ~0, (7.123)
¢Ga(x,8) = 07A;(x,1)=0. (7.124)

Con el objetivo de verificar si la adicion de los vinculos ¢3 y ¢4 al sistema, ha permi-
tido fijar un conjunto constituido por vinculos de segunda clase, se calcularédn los

PP entre los vinculos mostrados en las relaciones previas.

En primer instancia, en virtud a los PP fundamentales se comprueba que el tinico

PP distinto de cero entre ¢b; y el conjunto de vinculos del sistema es:

U

070] {mo (x, 1), Ao (, 1)}
~07076% (x - y)

{1 (x, 1), ¢3(y, 1)}

U

U

~Vi5* (x-y). (7.125)

Donde V2 es el operador Laplaciano en dos dimensiones.
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Por otra parte, de los PP calculados previamente en (3.50) y (3.53), se verifica que

el unico PP no nulo entre el vinculo ¢, y el conjunto de vinculos del sistema es:

u

{2 (x, 1), pa(y, 1)} 0707 {mi (x, 1), Aj (v, 1)}
~070;0° (x )

~Vid* (x-y). (7.126)

u

U

Es importante tener en cuenta que en base a los calculo realizados en (7.105) y

}

(7.106), el siguiente PP se anula debilmente:

u

{2 (x,0),¢5 (v, 1)} {G (x,1),0707 Ag (y, 1) —

k
7i(x, 1) + EfijAj(x; 1)

U

0707 {G(x, 1), Ao (y, 1)} -

OJ.’{G(x 1),mi(x t)+£ei~A«(x t)}
i ) ) ) 4]_[ ] ] )

u

0. (7.127)

Andalogamente, de la forma del vinculo ¢3 presente en (3.79), se calculara:

L3
47
eim{Am(x, 0),7;(y,0}]

k
EG;‘G}/ ~Nin€jnd*(x—y)+

U

[gjn {Tl’i(xy t)»An(y’ t)}+

{psx,0,03(3, 1)} = 070

U

Nmj€imd” (x—y)
k
—Esijafai.'é‘z (x-y)

U

U

0. (7.128)

Donde se ha usado la antisimetria del tensor de Levi-Civita y las propiedades de la

meétrica de Minkowski en (2 + 1) dimensiones.
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Resta solamente cdlcular el siguiente PP:

U

—070; {T[i(x’ b+ ﬁg"m’q’”(x’ DA t)}

_afa}’ {mi(x,0,A; (v, 1)}

0;078:6° (x~y)

vié‘z (x—y). (7.129)

{3 (x, 1), ¢4 (y, 1)}

u

u

u

7.9.4. PP entre los campos canénicos y los vinculos del sistema

Se procedera a determinar inicialmente los PP entre los campos canénicos y los

vinculos del sistema

a) Primeramente, se determinard el siguiente PP:

{Ai (x, 1), ¢ (u, 1)} (7.130)

Para tal fin, se procedera a analizar dicha expresién para cada valor posible del
indice [, recordando que ! = 1,...,4. Del vinculo ¢; denotado en (3.77) y los PP

fundamentales, es evidente que:

U

{Ai (x» t);(/)l (u) t)} {Al (xy t) » 00 (ur t)}

u

0. (7.131)
Del mismo modo, empleando la ecuacion (3.78) se comprueba que:

{A; (x,0),¢2 (u, 1)}

U

~ 0 {A; (x,0), 7 (u, 1)}

U

mja;‘(sz (x—u)
076% (x—u). (7.132)

U
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b)

Si ahora, se considera el valor [ = 3 en (7.130), de la estructura del vinculo ¢3

dada por (3.79) es posible determinar:

U

{Ai(x,0),¢3(w, 0} = —07{A;i(x,0),m;(u, 1)}

U

—171-]-6;?62 (x—u)
—076% (x—u). (7.133)

U

Andlogamente, para / = 4 en la relacién (7.130), se encuentra:

{Ai (x) t)’(,bll (u) t)} {Al (x) t))a]A] (uy t)}

U

u

0, (7.134)

donde se ha introducido la forma explicita del gauge de Coulomb (3.74) y em-
pleado los PP fundamentales. En base a los célculos previos, se puede concluir

que el PP (7.130) toma los valores mostrados a continuacion:

dféz(x— u sil=2
{4i(x, 0,01, )} =4 —076° (x—w) sil=3 (7.135)

0 de otro modo

Se procederd a resolver el siguiente PP:

{pm W, 0,7 (y, 1)} (7.136)

Si se considera en esta expresion el valor particular m = 1, entonces de los PP

fundamentales se verifica el siguiente resultado:

u

{7[0 (v) t) ,7Tj (yy t)}
0. (7.137)

{1, 0,7 (y, 1)}

u

Si ahora, se hace m =2 en (7.136), entonces de la estructura de la ley de Gauss
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dada por (3.78), habra que resolver:

U

k
{()bZ (U, Z‘) 77[]' (y) t)} {ai”i (v) t) - EgimaiAm (v! Z‘) 7”]' (J/, t)}

U

k
_Eeimaéj {Am (v! t) ,7'[]‘ (J’, t)}

u

k
— - mj€imd; 6" (y = v)

k
_Egijalxgz (y-v). (7.138)

U

De manera similar para m = 3, se debe solucionar:

U

k

k
€m0} {An(@,0),7; (v, 1)}

U

U

k
_Enmjgima;'/62 (y-v)

U

k
—Egijaféz (y-v), (7.139)

donde se ha empleado la forma del vinculo ¢3 dada por (3.79) y los PP funda-

mentales.

Finalmente, resta determinar el PP (7.136) cuando m = 4, luego, de la ecua-

cién (3.80), se tiene:

u

{¢4(v,t))n](Y) t)} alj{Az(U,t)»ﬂ](y, t)}
n:j0;6° (y-v)

Y2y,
0;6°(y-v). (7.140)

u

u

Es posible sintetizar los resultados previos como sigue:

—ﬁg”afaz (y—v)sim=2,3
{pmw, 1), 7 (y,t)} = 6% (y-v) sim=4 (7.141)

0 de otro modo
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De este resultado y las propiedades de los PP, se encuentra la siguiente expre-
sién:
—k e 0562 (x—u) sim=2,3
Al j ’
{mix, ), o1}~ -076%(x-w) sim=4 (7.142)

0 de otro modo

7.9.5. PP entre los campos candnicos y el Hamiltoniano canénico de

MCS

1. A partir del Hamiltoniano canénico de MCS dado por (3.41) se resolvera:

1 k 2 1 2
{4; &, 0, Heues) (1)} = fdzy {Ai(x,t),g[ﬂj(y,t)+aeijm(y,t) }+{A,~(x,t),5[eij;/Am(y,t)] }

+Ao(y, 1) {Ai (x,1),

k
dj.lnj(y, t)—asjmaj{Am(y,t)lH. (7.143)

Por simplicidad se resolverd cada PP presente en la integral preliminar. De los PP

fundamentales es posible determinar que:

k
7 (s t)+E£ijm (. t)} {Al- 0,7 (y, t)}

1 k 2
Aj(x, 1), 3|7 (v, 1)+ E!;‘ijm (1)

k
= 0y [y 0+ e gman (1) 02 (x-3)

k
[ﬂri (y,t)fgsijAj (y,t)]é‘z(xfy). (7.144)

Similarmente se puede deducir que:

1
{A,- CO [gjma]y.Am (y, t)] } = 0. (7.145)
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Finalmente, resta determinar el PP que se muestra a continuacion:

{Ai (x,1),

k

17,-]-6;.'62 (x-y)
076% (x—y). (7.146)

Reemplazando (7.144) a (7.146) en (7.143) se concluye que:

k X
{A,- (x,1), Hemcs) (y, t)} =—-7m;(x,1)— EEijAj (x,0)+ Oi Aplx, ). (7.147)

2. Usando el Hamiltoniano can6nico de MCS dado por (3.41) se solucionard el siguien-

te PP:

k 2 1 y 2
m; (y, 1)+ EEijm (v.1)| t+4m; 0, 2 [sjma].Am (v, t)]

1
{ni (x, t)’i

k
+Ao(y, 1) {ni (x,1), [afnj(y, n- Eejma}YAm(y, n] H . (7.148)

{mi @0, Houes) (001} = fdzy

Con el propoésito de simplificar cédlculos se resolvera separadamente cada PP pre-
sente en la relacién anterior. Inicialmente a partir de los PP fundamentales, es posi-

ble determinar:

1 k 2 . .
{m’(x.t)vg nj(y,t)+ﬁsijm(y,t)]} = ﬂj(y,t)"'aé‘jmz‘lm(y,t)]Eejn{ﬂi(x,t),An(yyt)}
k k
~ 2 Einlin ”j(yvt)"'Efijm(yJ)l52(x—y)
k k \2 )
= 7EEijﬂj(y,t)+2(E Ai(y.1)| 6% (x-y), (7.149)

donde se han empleado las reglas de contraccién del tensor de Levi-Civita (véase
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Apéndice A). Similarmente, a partir de los PP fundamentales se deduce que:

1 2
{”i 0,5 [gjma;}Am §2 t)] } Ejma;/Am (v, 1) {T[i (x, t),ejnajy-An (v, t)}

1
= EEijjnij(y,t)a;./{ﬂi(x,t),An(y,l’)}
1
- —Emnejmejnij(y,t)6;62(x—y)
= —07F;i(y,1)6%(x-y). (7.150)

Por ultimo resta solucionar el siguiente PP:

k
-Eejma]y. {mi(x, 1), Am(y, 1)}

{”i(x» 1,

k
6;-/7[]'()’; 1) - agjma;,Am(}’» l‘)] }
k
= Enimgjmaj-,52 (x-¥)
_ k X g2
= —1-cij0}0 (x-y). (7.151)
Reemplazando (7.149) a (7.151) en (7.148) se obtiene que:

k k\?
{mi(x,0), Hemes) (3, 8)} = —Egijﬂj(x»t)*'z(a) Ai(x,t)—afFji(x,t)

k
—EEUO;?A()(JC, 1. (7.152)

7.10. Apéndice J. Matriz de vinculos en teoria de MCS

Bajo la definicién de PD (3.83), la matriz de vinculos de segunda clase de la teoria de MCS

en el gauge de radiacion, es definida por:

Cim (%,y)={p1(x,0),dm(y, 1)}, conl,m=1,...,4. (7.153)
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Usando las propiedades de los PP y los PP entre los vinculos del sistema, determinados

previamente en el Apéndice I, se encuentra que la forma matricial de (3.83) es:
-1 0

C(xy)= V352 (x-y). (7.154)

0
-1 0

o = O O

0
0
0
1

En las componentes de esta matriz esta presente el operador Laplaciano en dos dimen-
siones aplicado sobre la funcion delta de Dirac. Por ende, se trata de una matriz funcional.
Para determinar los PD entre las variables del espacio de fase, es necesario calcular la in-
versa de (7.154). Para tal fin se tendré en cuenta que si C™! (x,y) es la inversa de C(x,y),

se debe cumplir la siguiente propiedad:
f d*zCy (x,2) Crpy (2,y) = 61m0% (x—y). (7.155)

Se propone ahora, que la matriz c! (x, y) presenta la estructura mostrada a continua-

ciéon:

ar(x,y) a(xy) as(xy) as(xy)
=] B (x,y) as(xy) ar(xy) as(xy)
¢y as(x,y) aw(xy) an(xy) an(xy) | 0

az(xy) au(xy) as(xy) as(xy)
donde las cantidades a; (x, y) con i =1,...,16 son desconocidas y deberan ser determina-

das. Reemplazando (7.154) y (7.156) en (7.155), se llega a la siguiente operacion:

0 0 -V2 o0 a1(zy) a(zy) a3(zy) as(zy) 1 0 0 0
0 0 0o -V2 : : 01 0 0
fdzz % as(z,y) as(zy) ar(zy) ag(zy) 62 (k) = 52 (x—y).
vVZ 0 0 V2 ag(z,y) awl(zy) an(zy) ai2(zy 0 0 1 0
0 V% —Vi 0 a3 (Z,y) ala (z y) ays(z y) ae (Z y) 0o 0 0 1
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Expresion que de acuerdo con (7.154) y la funcién delta de Dirac en dos dimensiones, se

reduce a la operacion entre matrices que prosigue:

0 0 -V o0 ai(xy) ax(xy) as(xy) as(xy) 1 0 0 O
0 0 0 -2 : : : : 01 0 0
; N as(x,y) as(xy) ar(xy) ag(xy) |_ 52 (x—y). (7.157)
Vi 0 0 V4 ag(x,y) aw(xy) an(xy) az(xy) 0 0 1 0
0o Vi -v2 0 ai3(x,y) aa(xy) ais(xy) as(xy) 0 0 0 1

Resolviendo el producto matricial presente en el lado izquierdo de la relacién preliminar,

se obtiene la siguiente igualdad entre matrices:

-VZa (x,y) -Viaz (x,y)

-VZais(x,y) -V3as(x,y)
xy)] Vilas(xy)+ais(xy)] Vilas(xy)+as(xy)]
xy)] Vilar(xy)-an(xy)] Vilas(xy)-a(xy)

-Viag (x,y) -Viay (x,y
-V2ai3(x,y) -Via(xy
Vilai(xy)+ars(xy)]  Vilaz(xy)+ai
V4 [as(x,y) a9 (x,y)] V% [as(x,y)-aio

10 0 0
01 0 0

= 8% (x-y). (7.158)
00 1 0
00 0 1

Con la finalidad de determinar los elementos matriciales desconocidos de la ecuacién
(7.158), se procederd a igualar las componentes correspondientes de cada una de las fi-
las de las matrices presentes en dicha relacion. Al igualar la primera componente de la

primera fila de cada matriz, se obtiene que:
Viag(x,y)=-6%(x~-y).

Si se aprecia detenidamente la ecuacion anterior, se observa que la componente aq (%, y)
no es mas que la funcién de Green asociada al operador diferencial local w2, que se de-

notard como sigue:
1 1
F(x-y)=—50(x-y) = —In(x-y)".
X

Por lo tanto, la componente matricial en cuestion es:

1
ag (x,y) = —ﬁciz (x-y). (7.159)
X
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Al igualar las componentes restantes de la primera fila de cada matriz en (7.158),arroja

como resultado:
~Via (x,y) = -Vian (x,y) = -Viaiz (x,y) =0.

Relacion de la que se deduce bajo el concepto de funcién de Green que:

ar (x,y) = a1 (x,y) = a1z (x,y) =0. (7.160)
A continuacion, en base a la igualdad entre matrices, se procedera a igualar las compo-
nentes de la segunda fila en la expresion (7.158):

-Vias(x,y)=06"(x-y),

que bajo el concepto de funcién de Green, se reescribé como:

1
a4 (x,y) = —ﬁéz (x-y). (7.161)

X
Al igualar el resto de componentes de la primera fila en (7.158), se llega a la siguiente
relacion:

~Vias(x,y) = -Viais (x,y) = -Vias (x,y) =0,
de la cual es evidente que:
a3 (x,y) = a15(x,y) = a6 (x,y) =0. (7.162)

Andlogamente a los procedimientos previos, se comrpueba que tras igualar las compo-

nentes de la tercera fila en la expresion (7.158), se obtiene como primer resultado:

Vilar (x,y) + a1 (x,y)] = V3 [aa (x,y) + a1s (%, y)] = 0, (7.163)

pero de (7.162), se sabe que tanto la componente a;3 (x, y) como la componente a;6 (%, y)

son nulas, por lo tanto de (7.158) se obtiene:

Viar (x,y) = Vias(x,y) =0,
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De donde se verifica que:

ar (x,y)=aq(x,y)=0. (7.164)

Del mismo modo, la igualacién de la segunda componente de la tercera fila en (7.158),

resulta:

Vs (3,) + an (5,9)) = Vi (5,9) - V2 | 507 (v ) =0

X

donde se ha introducido lo obtenido previamente en (7.161). Sin embargo, dado que éé 2 (x — y)
es la funcion de Green asociada al operador Laplaciano en dos dimensiones, de la defini-

cion de funcién de Green se debe satisface que:
Via(x,y)=6%(x-y),

relacion que implica:

1
a(x,y) = ?62 (x-y). (7.165)

X

Ahora, es de interés estudiar las componentes restantes de la tercera fila en (7.158):

Vi las (%, y) + a5 (x,y)] = 6% (x - y)

Pese a que a5 (x, y) es igual a cero, (observar ecuacion (7.162)), se obtiene:
Vias(x,y)=6%(x~-y),

que bajo el concepto de funcién de Green del operador Laplaciano en dos dimensiones,
permite obtener:
1
as(x,y) = ﬁaz (x-y). (7.166)
X
Resta ahora, igualar las componentes de la cuarta fila en la relaciéon matricial (7.158). Ob-

sérvese inicialmente que:

1
@52 (x- J’)) =0,

X

V4 [as (x,y) - a9 (x,¥)] = Vias (x,y) + V5
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donde hemos empleado (7.159). Dado que éé‘z (x— y) esla funcion de Green asociada al

operador Laplaciano en dos dimensiones, se comprueba que:

1
Vias (x,y) = —?62 (x-y). (7.167)

X

De la misma manera, el procedimiento de igualacion permite obtener también:

Vil as (x,y) - aro (x,y)] = Vi [a7 (x,y) - an (%, y)] = 0.

Sin embargo, de (7.160) se sabe que aig (x,y) = a1 (x,y) = 0, por tal motivo la anterior
expresion se reducird a:

Vias(x,y) =Vzaz (x,y) =0,

de donde se puede concluir:

ag (x,y) = az(x,y)=0. (7.168)

Finalmente, resta estudiar:

Vi [as (x,y) - arz (x,y)] = 6% (x - y).

A partir de la expresion (7.160) se puede apreciar que a2 (x,y) = 0. Bajo el concepto de

funcién de Green del operador Laplaciano en dos dimensiones se comprueba que:

1
ag(x,y) = =56 (x—y). (7.169)
V%
Incluyendo los resultados obtenidos desde (7.161) a (7.169) en (7.61), se establece que la

estructura de la matriz inversa de C(x, y), es dada por:

0 1 10
-1 0 01 1

Ct(xy)= o 0o v—§62(x—y). (7.170)
0O -1 0 O
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7.11. Apéndice K. Fermiones en (2 + 1) dimensiones

Los campos fermiénicos poseen también algunas caracteristicas interesantes cuando se
restrigen al plano. La diferencia més obvia es que el conjunto de matrices gamma de Dirac
consiste de matrices 2 x 2, en lugar de 4 x 4. Correspondientemente, los campos funda-
mentales de Dirac son descritos por espinores de dos componentes [2]. De este modo, se
tiene que la ecuacion de Dirac es dada por:

6 s =
(iyH0,— eyt Ay—m)y =0, o iEu/ = (—ia -V + mﬁ) v, (7.171)

donde @ ="y y B =y°. Las matrices gamma satisfacen las siguiente relaciones de anti-

conmutacion:

{yh v} =2n9", (7.172)

donde se ha usado la métrica de Minkowski en (2 + 1) dimensiones n*¥ = diag (1,-1,-1).

La representacion de Dirac de las matrices gamma es:

1 0
Y = o°= : (7.173)

0 -1

) 1 0 i
Y= iol= , (7.174)

i 0

0 i
y* = io’= : (7.175)

i 0

Estas matrices satisfacen las siguientes identidades [2, 10]:

YRy = pV1-ietPy,, (7.176)
tr(yFyYyP) = —2ief’. (7.177)

Notese que en teorias en (3 + 1) dimensiones, la traza de un nimero impar de matrices

gamma es nulo. En (2 + 1) dimensiones, la traza de tres matrices gamma produce un ten-
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sor de Levi-Civita totalmente antisimétrico. Otro aspecto relevante es que en (2 + 1) di-
mensiones, no existe una matriz y° que anticonmute con todas las matrices gamma de
Dirac, obsérvese que iy’y!y? = 1. Asi que, no hay nocién de quiralidad en el sentido usual

(2].

7.12. Apéndice L. Algebra de Grassmann

El limite clasico (% — 0) de la teoria cudntica para fermiones y bosones, se denomina me-
cdnica pseudo-cldasica [8], estos sistemas fisicos se describen por medio de variables reales
o complejas (g;), que se utilizan para describir bosones y variables de Grassmann 4, que

se emplean para describir fermiones.

La dindmica de un sistema fisico es descrita por medio de funciones que son soluciones
de ecuaciones diferenciales, la caracteristica de estas funciones es que conmutan entre si,

esto es:
fxg=g*f. (7.178)
La relacién anterior define lo que se denomina como un dlgebra conmutativa. Sin embar-

go existen otras algebras, en particular el dlgebra de Grassman, en la cual sus elementos

no cumplen la relacion (7.178).

Un dlgebra de Grassmann Gy, finita de dimensiéon N, es aquella constituida por N ele-
mentos ¥4 con a = 1,..., N, denominados generadores, los cuales satisfacen la siguiente
relacién [8]:

YaWp+WpWa =0. (7.179)

La relacién (7.179) indica que el orden en que aparecen las variables de Grassmann en
un producto es muy importante, ya que hay un cambio de signo cuando una variable es

conmutada. Si @ = f en (7.179) se tiene:

y2 =0. (7.180)
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Por lo tanto las variables de Grassmann son nilpotentes, es decir que la potencia de cual-
quier variable igual o mayor a dos, son idénticamente nulas [16] . Si Q pertenece a Gy, Q

se puede expandir en términos de los generadores de la siguente manera [17]:

Q=wo+wWaVPqa+WapPaVp+WapoVWaVWpWo+Wa,..anWar-Way, (7.181)

donde wg, wg, ..., Wq,,...a, SON NUmMeros reales o complejos. Se llamard a O € Gy par (im-

.....

par) si la expansion (7.181) contiene coeficientes wq, .. q, con k par (impar) diferente de

cero. Entonces se define sobre elementos y funciones del dlgebra de Grassmann el gra-
do o paridad, asignando el valor cero para elementos pares, y el nimero 1 a elementos
impares, el grado de Q) serd denotado por nq. Para elementos Q,® € Gy las siguientes

propiedades son validas :
nop=no+ne , QO= (—l)ngnq)(DQ, (7.182)

la suma es definida en mé6dulo dos. Para el caso particular que se tenga tres generado-
res ¥1,¥2,¥3 que pertenecen a Gs, se obtendran los siguientes elementos de la base:
Ly, Yo, W3, W1Wa, W13, War3, W1 Wo3; la dimension de la base es: d = 2V [8], en el caso
N =3, d =23%=8.Si Q pertenece a G3 su expansién en términos de los elementos de la

base es:

Q=wol + w11 + w2 + W3P3+ WY1 Y2 + W13Y1Y3 + W33 + Wi123W 1YW Y3. (7.183)

Se puede obsevar para este caso particular que Gs se puede dividir en 2 sub-conjuntos:
Gs = Géo) ® Gél) Donde:
. Géo): Contiene todos los elementos pares en los generadores, estos elementos son:

Ly, viys; woys.

. G:_g”: Contiene todos los elementos impares en los generadores: ¥1;W2; ¥3; ¥ 19293
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7.12.1. Derivadas de los elementos del dlgebra de Grassmann

En dlgebra conmutativa las operaciones de derivacion e integracion son definidas por me-
dio de limites y poseen una interpretacion geométrica, mientras que en un algebra de
Grassmann estas operaciones no son definidas con limites ni tienen una interpretaciéon
geomeétrica, son definidas como operaciones de identidad [17]. Las reglas para calcular la

derivada de un generador del dlgebra respecto a otro generador estan definidas por:

oy p
=05a, (7.184)
0V, p
o(l)
=0. (7.185)
oYy

Aunque estas reglas son semejantes a las del dlgebra usual, se debe tener en cuenta que
la variable a ser derivada debe estar al lado del operador diferencial ya sea por la derecha
o por la izquierda, esto permite definir dos tipos de derivadas por la izquierda (L) y por la
derecha (R). Entonces si Q(y) pertenece a Gy se tiene:
0Q 0Q

0Q) =0Ya—Ir=
4 Va Va R=3 Va

Considerando el caso en que Q = ¥1¥»y3 con paridad nqg = 1. La derivada de Q) respecto

1L6Wq. (7.186)

ay, por la derecha es:

«— «—

a—Q| —wwwi——wwwi—ww%
51!/1R 192 351#1 zsalf-%awl 2 30W1
—Ysy1
6—Q| = (7.187)
awlR—U/ﬂl/s- .

Para llevar a la variable que se va a derivar al lado del operador derivada es necesario rea-
lizar permutaciones utilizando la relaciéon de anticonmutacion (7.179) como se muestra
en la derivada anterior. También se puede calcular la derivada de Q respecto 1, por la

izquierda de la siguiente manera:

0Q ) oy

— I =— (v1v2ys) = v,

(7.188)
v v Y23
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0Q

5_1//1|L =Yoy3. (7.189)
Se tienen lo siguiente: si ng = 1 la derivada por la derecha es igual a la derivada por la
izquierda.

0Q 0Q

v, |r= e Iz (7.190)

Examinando el caso en que Q es de paridad par (nq = 0), por ejemplo Q = Y1, W3wy, la

derivada de Q respecto a w3 por la derecha y por la izquierda es respectivamente:

00 OO0
s R= 1,1/11//21!/31//461//3 = -2y, 3
00 lp=— (7.191)
s R Y1Yayy. .
Ahora, se calculara la derivada por la izquierda:
a—Q|L = i (W1W2W3W4) = —i (W11I/3W21,’/4) = %1,’/11#21114 =Y1yY2Ys
oys ~ Oys oy3 oys
a—QI = (7.192)
s L=U1YoWy. .
Por lo tanto si Q tiene paridad par se obtiene:
dQl __OQl (7.193)
OWi R= OWZ L. .

De manera general se determina que si Q; y Q, pertenecen a Gy entonces la derivada

izquierda, del producto de estas funciones respecto al generador v, esta dada por:

Q Q
g (Qlﬂz)za 1Qz+(—1)”“1”02£210 2 (7.194)
0Yq oYq 0Yq

7.12.2. Formalismo Lagrangiano

El espacio de configuracion de un sistema gobernado por un Lagrangiano de la forma:

L:L(qu.;w;wy t)
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donde g,g son variables bosonicas y v, variables fermionicas, se conoce como un super-
espacio real. Se puede asociar a este Lagrangiano una integral de accion:
5]

A= . drL(q;(0),wa (1), qi (1), YD) = Algi, Yal. (7.195)
Se sabe que la trayectoria que seguird el sistema es la que torne un extremo la accién
(7.195), esto se conoce como el principio de Hamilton [8], entonces la primera variacion
de la accién considerando variaciones independientes de las variables bosonicas g; y de
las variables fermionicas v, es:

8Alg,w] =0. (7.196)

Con las condiciones de frontera 6 5/i|§1 =0y oyl 2 =0, y considerando derivadas izquier-

das respecto a las variables fermionicas, se determina:

123
0Alg,w]=0 dtL(q;(1),wq(1),qi (1), (1) (7.197)
5]
1)
= | dtsLqi(D, walD), 4:(6), 1 (8)
n
b 4L oL oL oL
| anlss 5 4 Sy, + s
o og 00 Oql& vVt oy, Yo ]
dt((sql) d[(5Wa)
b AL d (oL d (oL oL d (oL
[ a4 il e P B e F 4O
15q.01 +dr(aqi6q’) dt(aqi)‘s ’+awa6‘”“+dt(a% 1”“)
_i(aL)g |
AT
b 1oL d (4L b 1L d (4L
‘f dta_qfﬁ(aql)]‘”’“f ‘”[awa %(a%)]‘s‘”“
+6L |+6—L§ |
34 oy

Ademads recordando que 6g; y 61, son variaciones arbitrarias e independientes se debe

cumplir por separado, debido al lema fundamental del calculo de variaciones [?], que:

a—L—i(aL) (7.198)
dq; dt\dg; ’ '
oL _i(OL)_ 7.199)
oye dt\ovy.) '
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Las expresiones (7.198) y (7.199) corresponden a las ecuaciones de Euler-Lagrange que
describen la dindmica de las variables bosonicas y fermionicas. La ecuacion de movimien-

to (7.199) se calcula utilizando derivadas izquierdas.

7.12.3. Formalismo Hamiltoniano

Los momentos candnicos asociados a q; y ¥, se definen respectivamente de la siguiente

manera:
i— G_L (7.200)
P= 0g;’ '
o OL
%= —. (7.201)
0y

Donde cabe resaltar que el momento asociado a ¥ es definido con derivadas izquierdas
y al igual que y,; 7% tambien es una variable de Grassmann. Una vez definidos los mo-
mentos canénicos, el Hamiltoniano canénico, bajo la definicién de derivada izquierda, es
definido por:

He=gip' +qn®—L. (7.202)

Utilizando el principio de Hamilton modificado [8], se puede calcular las ecuaciones de
movimiento de Hamilton a partir de la condicion:
Iz .
6A:f 6[6’/l~p’ +yan®—Hc| =0. (7.203)
5]
La transformacion de Legendre (7.202) define el espacio de fase de variables independien-

tes (qi, p', ¥ q, %), considerando variaciones en estas cantidades se obtiene que:

T ) 0Hc dHc . . OHc
SA= 5G;ip' + q;6pt + 6 gm® 5% — §qi— —=6p' — )
ﬁl [0gip"+qiOp" +0Yam” +Yobm aqi qi apl p au/a Ya
d0Hc
gy on%*1 =0
2 d ... d . 0Hc OHc . ;
SA= ft 1 [E(6q,~)p’+q,~5pl+%(51/Ja)ﬂa+1l/a5ﬂa— od; 6qi - o op'  (7.204)
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O0H¢ 0H¢
- - on%1=0
ya Ve a0
. Utilizando las siguientes expresiones:
d i_d i i
—©qp’ = — (6qip’) - 5qip", (7.205)
i(&p )n“:i(éw %) = 6w i® (7.206)
dr art " o '

en la variacion de la accion, resulta:

f2 OH¢ 0H¢

SA= | [=8qip" + qi6p' — Sy ait® +1,6n% — —=35q; sp' (7.207)
h aqi apz
0H, 0H .
- sz S~ an(f 5% +8qip'1% + 5y an®| = 0.

Ademas, utilizando la condicién de extremos fijos 6 g| 2 =0,0vy] 2 =0y que las variaciones

de g, p, vy, son arbitrarias e independientes, se determina:

. OHc¢
Gi= 30 (7.208)
. 0H,
p'=- aq?, (7.209)
1
) O0H¢
Vo= _On_“’ (7.210)
0H
7%= awc. (7.211)
a

Las relaciones (7.208) a (7.211) son conocidas como ecuaciones de Hamilton y describen
la dindmica de un sistema de particulas determinado por variables bosonicas y fermioni-

cas.
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7.12.4. Paréntesis de Berezin

Sea F(q,y, p,m, t) una variable dindmica, donde g, v, p, 7 definen una trayectoria en el
espacio de fase satisfaciendo las ecuaciones de Hamilton, entonces, la evolucién temporal

de F es determinada por:

dF(q,w,p,n,t) _ OF dg; .\ OF dy, N OF dp' OF dn, OF

= - + +—=. 7.212
dt 0q; dt Oy, dt Op' dt Omq dt Ot ( )
Utilizando las ecuaciones de Hamilton (7.208) a (7.211) en la expresion anterior:
dF(q,y,p,n,t) OF 0Hc OF 0Hc OF 0Hc OF 0Hc N OF (7.213)
dt ©0q; Op! Oy, OmY  Opl 0q; Omg 0w, Ot '
Agrupando de la siguiente manera se determina que:
dF ) ) ) )

(g,v,p, 7, 1) _ a_Fch B OF. OHC)_( 0F 0Hc N OF 0Hc +6_F (7.214)
dt dq; op! 0Op' 0q; OYq 0% Oy OWqy ot
dF(q,y,p,7,1) oF

={EHc}+—. 7.215
ar {F, Hc} 57 ( )

Donde {F, H¢} define el paréntesis de Poisson de la funcién F(q, v, p, w, t) con el Hamilto-

niano canonico.

OF 0H- OF 0H OF dH- OF 0H,
¢ C) —( ¢ ¢ (7.216)

FHcy=|— - — — + .
thHet =152 api  opi 0g; ) \0we 0% Ome Oyg

Los paréntesis de Poisson para una teoria que describe bosones y fermiones se conocen

como paréntesis de Bose-Fermi [8], o paréntesis de Berezin [18]. Con ayuda de estos pa-

réntesis se puede escribir las ecuaciones de Hamilton en la forma particular:

dqi = {g;, He) (7.217)
dt - %» ChH .
dpi—{ - Hel (7.218)
dt =pi, Hcy, .
d

Va _ vy Hel, (7.219)

dat
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dmg,
dt
Si B representa alguna variable bosénica y F una variable fermiénica, entonces podemos

= {mq, He} (7.220)

definir los siguientes tres paréntesis de Bose-Fermi entre ellas:

(aBl 0B, 0B 632) (631 0B, 0B; 0B )
{B1, By} = - — —— + - , (7.221a)
0q; 0p* Op' 0q; 0Yq On®  On% oy,
0F, 0F, OF, 0F. 0F, 0F, OF, OF.
{FI,FZ}:( L2, 2)—( L2 2), (7.221b)
0q; dp! 0Op' 0q; oY, On® O Oy,
{FB}_(aFd_B_O_FGB)+(6F OB+0F GB) (7.2210)
" \ogiopt 0piaqi) \owgom®  om®oy,) '
Los paréntesis de Bose-Fermi cumplen las siguientes propiedades [8]:
{A, B} = —(=1)"4"5{B, A}, (7.222)
{A,B+C}={A,B} +{A,C}, (7.223)
{A,BC} = (-1)"""? B{A, C} + {A, B}C, (7.224)
{AB,C} = (-1)"8"¢{A,C}B + A{B, C}, (7.225)

0= (=D)"4"{A,{B,C}} + (=1)""#{B,{C, A}} + (-=1)"“"*{C, {A, B}}. (7.226)

Esta Gitima expresion se conoce como identidad de Jacobi. Por otro lado, n 4, ng, nc repre-

sentan la paridad de A, B, C respectivamente.

7.13. Apéndice M. PBen QED;

En este apéndice se solucionan algunos de los PB necesarios para el andlisis canénico de

la teoria de campo fermidnico libre en (2 + 1) dimensiones y QED;;

7.13.1. PB asociados al vinculo bosénico 7
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En esta subseccién se resolverd el PB entre el vinculo primario 7y y el Hamiltoniano ca-

noénico de la teoria:

A partir de la relacion (3.47), (5.44) y los PB, habrd que resolver la expresion que prosi-

gue:
k
{mo (%, 1), Heep) (1, 1)} = fdzy{no(x,t),Ao(y,t) ai”i(}’»t)—EfijaiAj(y,t)]}—

f d®y{mo (x, 1), eAo (v, )Wy (¥, 1) Ypeve (v, 1)} (7.227)
El PB presente en el primer sumando de la integral previa se calcula entre variables bos6-
nicas, luego, se reduce al PP determinado en la expresion (3.44) cuando se trato la teoria
de MCS:
X k X 2
oFmi(x, 1) — EgijaiAj(x, n|6°(x-y).
(7.228)

k
{750 (x) t)vAO (yv t) [aini (Y) t) - EgljalA] (J’; t)] } &=

Por tal razon, resta solucionar el siguiente PB:

u

e{mo (x, 0,40 (¥, )} ¥, (v, ) Vove (v, 1)
—ey, (v, )1 we (v, 1) 8% (x-y).  (7.229)

{HO (xv t) ’ eAO (.V! t) Wb (y’ t) Y(l;cwc (y’ t)}

u

Al reemplazar (7.228) y (7.229) en (7.227) se obtiene que el PB entre 7y y el Hamiltoniano

canonico de la teoria es:

k _
{mo(x, ), Hegep) (v, 1)} = —07mi (x, 1) + EeijafAj x, 0 +ey, (¥, 1) y)we(y 1) (7.230)

7.13.2. PB asociados al vinculo bosénico ~

1. PB entre el vinculo X y el Hamiltoniano canénico de la teoria:

Noétese en principio que mediante la férmula (7.229), correspondiente al vinculo

G de la teoria de MCS, es posible escribir (7.229), de la siguiente manera:

=G, 1) — ey, Dy W (x, 1) ~0. (7.231)
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Si se tiene en cuenta el resultado previo y la forma del Hamiltoniano canénico pre-

sente en (5.44), se verifica que:

u

{Z@x 0, Heqep) (v, 1)} {60, Heues) (v, 1)} = ef Ey{G0,4; (v, 04 0,0 wa v, 1)

u

—e [ @y{G00,4; (10T v ] gwa 1)) (7.232)

Es importante mencionar que para obtener el resultado preliminar se ha conside-
rado que el PB:
{Gx, 1), Homes) (¥, 1)} = 0. (7.233)

se reduce al PP determinado anteriormente en (7.108). De la misma manera, se ha
tenido en cuenta que los PB calculados entre variables bosénicas y fermi6nicas son
nulos. A continuacion se resolvera entonces, el siguiente PB entre tres variables bo-

sonicas (en este caso el término ﬁayé Waespar):

u

{60, 4; 00T, wa )} = {60,400} W0 (v ) ¥ gwa (v 1)

= om0, A1 (10} (1 O YL wa (9,1)
~ 00, (1 0y va(3,1)6° (x-y)
= WLy, wa(v.1)8% (x~). (7.234)

Cabe anotar, que para obtener esta relacion tambien se tuvo en cuenta los PB funda-
mentales y sus respectivas propiedades. Sustituyendo (7.234) en (7.232) se obtiene
que el PB calculado entre el vinculo de segunda clase X y el Hamiltoniano canénico

de la teoria, es dado por:

{2060, e (v 8)} = —e | 059, (6, 07) jwa (x, 0] (7.235)

2. Envirtud a la relacién (5.60), se solucionard el PB que prosigue:

{Zx0,2(y, 1)}

u

{6 0- ey (07D wa 0,6 (y,0) - e, (v.0)Y2va (v.0)}
~ 0, (7.236)
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donde se ha tenido en cuenta la relacion (7.231) y los PB fundamentales.

3. PB entre el vinculo bosénico X y el vinculo fermiénico F}) :

De las férmulas (5.36), (5.60) y los PB fundamentales se calculara:

_eyglc Vo, Dyex 0,7y (v, 1)}
= _9720 [Wa (x, 1) {V/C (x,1),7p (J’v t)} - {Wa (x,1),7p (yr f)}V/c (x, t)]

1

{z(x, 0,7} (7, t)}

= =YW 0 {we 0,7y (v, 1)}
= eéchygcwa (x, 1) &* (x - .V)
~ e, (%, 0Y0,8% (x-y). (7.237)

Es de gran importancia mencionar que en el desarrollo matematico previo, el tér-
mino {y, (x, )y, (x,1),7,(y, t)} es un PB calculado entre tres variables fermioni-

cas.

4. PB entre el vinculo bosénico X y el vinculo fermiénico Fi :

A partir de las férmulas (5.37), (5.60) y los PB fundamentales se procedera a resolver:

—ey0c W, v (x, 0,7y (1)}
—eY e [Wa & 0 {we 60,7 (3, 1)} = {0, (6, 0,75 (1, 1)} e (3, )]
Yo {Wa 0,7y (v, )} e (x,)

u

{Z(x, 0,12 (y, t)}

1

u

1

_eauby(c]zcwc (x, 1) (x-y)
—ey) we(x,06%(x—y). (7.238)

u

Nuevamente es importante recordar que el PB {y/, (x, 1) w. (x, 1), 7, (y, t)}, se calcula en-

tre tres campos fermidnicos.

7.13.3. PB asociados al vinculo fermiénico F})
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1. PB entre el vinculo de segunda clase Fi y el Hamiltoniano canénico de la teoria:

Segtin las ecuaciones (5.36), (5.44) y los PB fundamentales, se deducird el siguiente

PB:

i_ .
{T, &, 0, Heoen) (v, 1)} = fdzy{ﬂb(x»t),—gll/c(J’»t)YidajW(J’»t)+

i . _ - .
5 OV v D) yeqva v )+ mw (v, ) we(v.1)
—eAd (¥, )W (v, 1) Yo va (v 1)} (7.239)

Por simplicidad, se resovera separadamente cada uno de los PB presentes en la an-

terior expresion. Se encontrard primeramente la siguiente relacion:

i i _
{”b(x't)r—EWchdade} = —gYﬁd{ﬂh(xvt),Wc(yyt)ajy-Wd(y'f)}

i _ _
5 Vha[fp @0 T (10} wa (v, ) = (9,0 (.0, 0Fwa (v, 1)}

i i
5YeaVe 1)) {mp 60,94 (v,0)}

ls J— ¥ 52
_Edbdychr:(y't)aj‘s (x-)

l' _ .
Eajfwc (1) yibéz (x-y). (7.240)

Donde ademas de tener en cuenta los PB fundamentales de la teoria, se considero
que se esta desarrollando un PB entre tres variables fermionicas. Similarmente, es
posible resolver:
{ﬂb (x,1), % (0 1)) ¥] waly. t)} = évid {00, (057 (v 1)) wa (v, 1)}
= L[ 0. BT ) va ) -T2 ) i 0w (3.0
= 20Ty ) by 0w (1))
= Soarly 01T 11)] 0% (x-)

l' . .
= Ea]y.wc ¥ 07),0%(x-y). (7.241)
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Continuando, a partir de las propiedades de los PB fundamentales, se calculara el

siguiente PB entre fermiones:

{0, my (v.)ye(v.0)} = m{np 0.9 (v, 0 we(y.0) =W (v, 0) {mp &, 00, e (y.1)}]
= —my(y.0){mp (%0, pc (v 1)}
= mOpY(y1)8% (x-y)
= myy(y,1)0° (x-). (7.242)

Andlogamente se comprueba que:

{0 —eaa (n )T (. 078wa 0 0)} = —eda (v 1)v2 {0, W (v, ) wa (3,0)}
= —eAa(y.1)yve [{mp e 0,9 (v, )} wa (v, 1)
Ve (v O){mp 0, wa (v, 1)}
= eAa(y1)yea¥e (v O){mp &0, w4 (v, 1)}
= —edpgAa (¥, )YV (v,1) 5% (x-y)
= —eAa(y. )T (1 1)Y%0% (x-Y), (7.243)

donde se ha resuelto un PB entre tres variables fermidnicas en virtud a las pro-
piedades de los PB fundamentales. Sustituyendo las deducciénes efectuadas desde
(7.240) hasta (7.243) en la expresion (7.239), se obtiene que el PB entre el vinculo

fermidnico F;} y el Hamiltoniano candnico de la teoria se reduce a:

{T}, &, 0, Heoep) (v, 1)} = 1079, (x, 1) Yﬂb + My, (X, 1) —eAq (%, 1) W, (%, 1) Y2,
(7.244)

2. PB entre el vinculo fermidnico lea y el vinculo bosénico X :

Se tiene un PB entre una variabale fermidnica y una variable bosénica. Por lo tanto,

segun las propiedades de los PB, es posible escribir:

0.2t ~ —{=(0.r, o}
—ew, (¥, 1)Y2,6% (x—y). (7.245)

U
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Donde se ha usado el resultado encontrado en (7.237).

3. A partir de la relaciéon (5.36) y los PB fundamentales es evidente que:

{r) (x,1),Tg(y, 1)} =0. (7.246)

4. PB entre los vinculos I y 'y :

Se desea determinar un PB entre dos variables de paridad impar. Mediante las for-

mulas (5.36) y (5.37), se resolvera:

{r},x,0,T%(y, 1)}

U

i i _

u

i Lo g 7
3Vealm @ 0. va(y, 0+ 5v0y {¥a (e 07 (v, )}

u

i i
_§5bd7(0:d52 (x-y)- 55@7”2;)52 (x-y)
~ —iy), 8% (x-y). (7.247)

Aqui se han tenido en cuenta nuevamente los PB fundamentales.

7.13.4. PB asociados al vinculo fermiénico F%

1. PB entre el vinculo Fi y el Hamiltoniano canoénico de la teoria:

Segun las ecuaciones (5.37), (5.44) y los PB fundamentales, se deducird el siguiente

PB:

_ i_ i
{T% (0, Heoepy (v, 1)} = fdzy{”b(xvt)’_EWC(y’t)Yidafwd(y’t)

i _ ; _
+§ (aij (J/, t))Yide (y’ t) +my, (.V» t) Ye (y, t)
—eAq (y, ). (v, ) v wa(y. 1)} (7.248)
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Por conveniencia, se resoverd separadamente cada uno de los PB presentes en rela-

cion previa. Se encontrard inicialmente, el siguiente PB entre variables fermidncas:

_ i
{”b(x' nr‘i”’c?’idaﬂl’d}

i o _
T 0.V (1,007 va (.0)}

i j
_Eycd

{72 (6 ), W (v 0} 0 wa (1) =W (v.) {7 (1), 0T wa (v, )}

i _
=5V {T @0, ¥ (v, 0} 07 va (v, 1)

l' .
50bcYhq |04wa (y.0)] 8% (x-y)

l' .
Ey{od [O;fwd (¥, t)] 82 (x-y). (7.249)

De forma similar, a partir de los PB fundamentales se deduce que:

_ i — i
{ﬂb (0,5 (%% (n.0) vl wa . t)}

i i (= —
SVha {70 0, (070 (v.0))wa (v 1)}
i [f= _ _ _
STha {0 50,037 (v, 0} va (5,0 =837 (v.0) {7y 5.0, wa (v, 1)}
i oy _
3Yea® o 0.7 (v, Obwa (v.1)
l‘ .
~50beYlqwa (31)070% (x~y)

l' .
Ey{oda}‘u/d (y,1)62 (x-y) (7.250)

De acuerdo a los PB fundamentales y sus propiedades, es posible determinar el PB

entre variables fermiénicas que se muestra a continuacion:

{0, my. (v, )we (v, 1)}

m {7y 6, 0,9 (v e (v ) = (v ) {7mp 6.0, we (v, 1)}

m{Ty (% 0,9 (v, )b ye (1)

~mpewe(y,1)8% (x~y)

—myy (y,1)62 (x—y). (7.251)

De la misma manera, se comprueba que:
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{70 —eAa (n )T (1,07 8wa (1, 0)) = —eda (v 1) v2 7 (0, Te (v, ) wa (30)}
= —eAa(y,)ve, [T & 0,9 (v, )} va (v, 1)
Yy, {7y 0,94 (v 1)}
= —edAa (v, )y T 0 0, (v )} va(y.t)
= eOpeAa (1, 1) Y wa (v 1)0% (x-y)
= eAa(y.0)vpva (1) 52 (x-y). (7.252)

Reemplazando (7.238) hasta (7.238) en (7.238) se concluye que el PB entre el vinculo

fermidénico F% y el Hamiltoniano canodnico de la teoria, da como resultado:

{T5 (x, 1), Heqep) (v, 1)} = iYidaﬂl/d (v t) =myp(y, 1) + eAa (¥, ) Ypywa (¥, 1)
(7.253)

2. PB entre el vinculo fermiénico sz y el vinculo bosénico X :

Se desea resolver el PB entre una variabale fermiénica y una variable bosénica. Por

lo tanto, segun las propiedades de los PB, es posible escribir:

~{= (1,15t 0}
ey) we(y,1)6%(x-y). (7.254)

{13 (x, 0,2 (y, 1)}

U

U

Donde se ha usado la deduccion realizada en (7.238).
. 2 1l
3. PBentrelos vinculosI'; y T’ :

Mediante las propiedades de los PB entre fermiones, se puede reescribir la relacion

(7.247), del modo que prosigue:

{Te (v 8),1 (x, 0}
—iy) 8% (x—y). (7.255)

{5, 0, (y, 1)}

U

U
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4. Segun la relacién (5.37) y los PB fundamentales, se puede solucionar:

{r2 (x,1),I%(y, 1)} = 0. (7.256)

7.13.5. Requerimiento de consistencia de la condicién gauge (5.184)

La condicion de consistencia de la condicion gauge ¢4 se deduce del PB entre el vinculo

¢4 y el Hamiltoniano canénico (5.42), es decir

{pa(x, 1), Heoep) (v, 1)} = {pa (x, 1), Hemes) (9, £)} (7.257)

donde se ha tenido en cuenta que el PB entre una variable de tipo bosénico con una de
tipo fermidnico es nulo. Cabe anotar, que se ha empleado el Hamiltoniano canénico de
la QED;; con el fin de evitar la aparicion de multiplicadores de Lagrange. Por otro lado,
dado que los PB entre variables bosdnicas se reducen a los PP determinados en teoria de
MCS, a partir del resultado obtenido en (7.120) (véase Apéndice I), se encuentra que la

segunda condicién gauge es dada por:

k
b3 (x,1) = V2 Ag (%, 1) — 07 | 71 (%, 1) + L-EijAj (61| 0. (7.258)
T

7.13.6. PB entre los campos de Dirac y los vinculos fermionicos I ;'9

1. Se procedera a calcular inicialmente el PB que se muestra a continuacion:
{u/b (x,0),T} (u, t)}. (7.259)

Para ello se analizard la expresion preliminar para cada valor posible del indice i, re-

cordando que i = 1,2. En virtud a los PB fundamentales y a la estructura del vinculo
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Fllo presente en (5.36) se tiene que para i = 1, es necesario calcular:

U

{wb (%,0),7q (u, 1) + %wc (u, 1) ySa}
{wp (x, 0,7, (u, 0}
—8pa0% (x—u). (7.260)

fypx, 0,15 (w0}

u

U

Si se considera ahora en (7.259) el valor particular i = 2, se tiene que:

U

{wb (x, 1), 7p (1, 1) + %y?,dwd (u, t)}
0. (7.261)

{yp(x,1),T% (u, 0}

u

Cabe anotar que en el desarrollo matematico previo se ha empleado tanto la rela-
cién (5.37) como los PB fundamentales. Bajo los resultados obtenidos en las formu-
las (7.260) y (7.261), es posible inferir que:

—80pg0% (x—w) sii=1

{U/b (x,1), F; (u, L‘)} ~ { 0 de otro modo (7.262)

Usando la relacién previa y las propiedades de los PB entre fermiones, es posible

deducir la siguiente expresion:

; —04:.0%(y-v)sij=1
{Ffi(v,t),wc(y,t)}z{ acd” (y=v) st ] (7.263)

0 de otro modo
2. De forma similar, se solucionaré el siguiente PB:
{rh@o,9.(n1}, (7.264)

teniendo en cuenta para ello cada valor posible del indice j. Cuando j = 1, se verifica

que:

U

w0700} = {raw0+ 17,000,700}

0. (7.265)

U
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Para obtener este resultado se ha empleado la relaciéon (5.36) y las propiedades de

los PB. Si ahora se considera que j = 2, entonces (7.264) se convierte en:

U

_ i, _
nd (v) t) + EYdQWa (v) t) )ujc (yy t)

{Taw,0),9,(y 1)}
~54:6%(v-1y). (7.266)

{r%w,0,v.(y 1)}

U

U

Donde se ha hecho uso de la ecuacion (5.36) y las propiedades de los PB. Es posible

condensar los razonamientos efectuados en (7.265) y (7.266) de la siguiente manera:

~8ac0” (v—y)sij=2

0 de otro modo

(7.267)

onsiol-]

De acuerdo a las propiedades de los PB entre fermiones y la relaciéon (7.267), se en-

cuentra que:

; —8qp0% (X — 1) sii=2
{%(x,t),F;(u,t)}z{ ap0”{x—u) sl (7.268)

0 de otro modo

7.13.7. PBentre el vinculo ¢, y los vinculos fermi6nicos I’

A continuacion se resolverd el siguiente PB:

{(,bz w,0,T (y, t)}, (7.269)

para cada valor posible que pueda tomar el indice i (recordar que i = 1,2). Considerando

inicialmente que i = 1 y empleando las ecuaciones (5.36) y (5.183) se tiene que:

U

eyS v, w, Dy, 0,7, (y, 1)}
Yy Va0 iy w,0,mp(y, 1)}
~ —eygbwd (v,0)6%(v-y), (7.270)

{p2(,0), T} (1, 1)}

U
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donde en el lado derecho se ha resuelto un PB de la forma {F; F,, F5} tal que, F; con i =
1,2,3 son variables fermionicas. De forma similar, considerando i = 2 en la expresion

(7.269) y empleando las relaciones (5.37) y (5.183) se obtiene:

ey’ {w, w, 0y, 0,7 (v, 1)}
—ey’ Aw., 0,7 (¥, )} wa v, 0)
ey) wa (v, 6% (v-y). (7.271)

U

{2 (0, 0),T% (y, 1)}

u

u

Es posible compactar los resultados obtenidos en (7.270) y (7.271) de la forma que se
muestra a continuacion:
{(Pz v,0,T%(y, t)} ~ {

—ey?ibwd(v, Né6*(v-y) si i=1

. , o (7.272)
ey Wa(w, 06 (v—y) si i=2

7.14. Apéndice N. Inversa de matriz de vinculos fermi6-

nicos de segunda clase

Se tiene que la matriz de vinculos de segunda clase, construida a partir de los PB de los
vinculos fermiénicos FZ coni=1,2, esdada por:
T
0 0
Clay) = i (r")
Y 0

Sin embargo, la definicién de PD presente en (5.151) esté escrita en términos de la matriz

) 5% (x—y). (7.273)

inversa de (7.273). Para determinar dicha matriz, se tendrd en cuenta que si c1 (x, y) es

lainversa de C (x, y), entonces se debe satisfacer la propiedad que prosigue:
. , -1
deZC’m(x,z) [Cmf (z,y)] :6,-]-62 (x-y). (7.274)

Se propone ahora que C~! (x,y) presenta la siguiente forma matricial:

Cl(xy) = an(xy) axy) (7.275)
, a (%,y) axn(xy) )
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donde las componentes matriciales a;; con i, j = 1,2, deben ser determinadas. Si ahora,

se sustituye (7.273) y (7.275) en (7.274), se encuentra que:

o ()" : : 10
Sifas O 0| eEa) e E) gy & (x-y).
Y 0 a1 (2,y) ax(zy) 01

Obsérvese que de las propiedades de la funcién delta de Dirac, la relaciéon anterior se
reduce a la siguiente ecuacion matricial:
T
0 (/}/0) ai (x, y) a2 (x, y) _ 1 0 52 (x _ )
0 o o1 V)
Y ax (x,y) ax(x,y)
Resolviendo el producto de las matrices en bloque en el lado izquierdo de la expresién
inmediatamente anterior, se obtiene la igualdad entre matrices que se muestra a conti-

nuacion:

-

(YO)Taﬂ(x,J’) (YO)ngg(x,y) B 1 0 2
Yoan (x.y) Ylaiz (x,y) )(0 1)5( y)- (7.276)

La igualdad entre matrices establece que una matriz A = (a;;), . de elementos matricia-
les a;; y dimension m x n, serd igual a una matriz B = (b; j)px q de elementos matriciales
b;j y dimension p x g, siy solo si, se cumple que m = p,n = q 'y a;; = bjj, es decir que
serdn iguales, siempre que las matrices tengan la misma dimension y los elementos que
estdn en la misma posicién en ambas matrices, sean iguales. Al igualar entonces, cada

componente en (7.276), se obtiene:

-i(y") an(xy) = 8 (x-y), (7.277)
-i(y°) an(x,y) = o, (7.278)
~iy%an (x,y) = 0, (7.279)
~-iyY’ain (x,y) = 6*(x-y). (7.280)

Multiplicando por y° ala izquierda de la ecuacién (7.279) y consideando que (yo)z =1,se
llega a:

an (x,y)=0. (7.281)
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De forma similar, si se mutiplica a la izquierda de (7.280) por ¥°, bajo la consideracién de

que (y°)* =1, se deduce que:
a2 (x,y) = iy’6% (x - y). (7.282)

A continuaci6n se procederd a multiplicar por (y°) Tala izquierda de la férmula (7.277):
- ()]

considerando que (y°)” = 1, encuentra que:

T6121 (x»J’) = (YO)T52 (x—y).

ax (x,y) =i (YO)T(S‘Z (x—y). (7.283)

Por tltimo, si se multiplica a la izquierda de (7.278) por (y°) T

T
i| ("] an(xy) = o
ax (x,y) = 0. (7.284)

Cabe anotar que para el resultado previo se ha tenido en cuenta que ()fo)2 = 1. De las
relaciones (7.281), (7.282), (7.283) y (7.284), se verifica que la la matriz (7.275) presenta la

siguiente estructura:

) 5% (x-y). (7.285)
0

7.15. Apéndice O. PD en teoriade QED,

En este apéndice se deduce una relaciéon para determinar el PD entre un campo bosénico
y uno fermidnico, a partir de la cual se determinan los PD entre los campos canénicos del

espacio de fase reducido.
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7.15.1. PD entre una variable bosdnica y una fermiénica

En esta subseccion se encontrard la relacion necesaria para determinar el PD entre una
variable de tipo bosénico con una de tipo fermionico. Sea B (x, t) = B [Aq, 1%, ¥, ¥, | una
variable dindmica bosénica del espacio de fase reducidoy F (x,t) = F [Aa, 9%, wb,wb] una
variable dindmica fermiénica del mismo espacio, el PD entre ellas de acuerdo a la defini-

cion (5.188), vendra dado por:

{B(x,1),F(y,1)} fdzudzv{B (x, 8,1 (w, D}, Cpp (W, 0) {pm (0, 0), F (y, 1)}y
(7.286)
donde se ha considerado el resultado encontrado en (5.178). A continuacion, se analizard
cada PD presente en la integral preliminar, a partir de la definicién (5.151). Inicialmente

obsérvse que:

-1
{Bx,0), ¢, 0}, = {Bx1,¢1m0} fdzzdz [{B(x 1),T} (z, t)} [C (z, w)]

{ré (w, 1), b; (u, t)}] . (7.287)

No obstante, el PB entre una variable bos6nica y una fermiénica es nulo, luego se satisface
que:
{Bx,1,T} 0} =0, (7.288)

sustituyendo este resultado en (7.287) se obtiene:
{B(x,1),p;(u, t)}D1 ={B(x,1),¢; (u, 1)}, (7.289)

relacion, que de acuerdo a (5.151), indica que el primer PD entre una variable bos6nica
y los vinculos ¢, se reduce al PB entre ellos. De la misma manera, a partir de (5.151) se

obtiene:

.. -1
om0, E(y,0)}p, = {om@.n,F(y1) fdzzdz [{B(x 0,7}z 0}l zw)]

{r£ w, 1), ¢ (1, t)}] . (7.290)
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Dado que el PB entre una variable de tipo bos6nico con una de tipo fermiénico es cero,
la expresion previa arrojara valores no nulos siempre que m = 2, puesto que el vinculo ¢,
es el inico que posee campos fermidnicos en su estructura. Por consiguiente, se concluye
que:

{bm@,0),F(y,t)}p ={b2(,0,F(y, 1)}, - (7.291)
Reemplazando (7.289) y (7.291) en (7.286) se obtiene que el segundo PD entre una variable

bosénica y una fermionica es dado por:

{B(x,0),F(y,1)} fdzudzv{B (x, 1), 1 (w, 0} C' (W, v) {2 (v, 1), F (y, 1)},
(7.292)
donde la expresion {B (x,1),¢; (u, t)} es un PB. Sin embargo, de la matriz (7.286) se espe-
raria que (7.292) arroje valores no nulos para los valores particulares / = 1,4. No obstamte,
teniendo en cuenta que ¢; = 7y y que los campos bosdnicos del espacio de fase reducido

son A; ym; coni = 1,2, resulta evidente que:
{B(x,1),¢1 (u, )} =0, (7.293)

bajo este resultado, se concluye que (7.292) sera distinta de cero, solamente cuando / =4,

es decir:

{B(x,0),F(y,1)} fdzudzv{B(x 1), ¢pa (u, 0} Cy (,0) {2 (0, 1), F (y, 1)} .-
(7.294)

7.15.2. PD entre el campo bosénico A; y los campos fundamentales

de Dirac

A partir del resultado obtenido en (7.292) se procederd a determinar el siguiente PD:

{A; (x,1),F(y, 1)} fdzudzv{A (%, 1), s (1, 0} Cy (w,0) {2 (v, 1), F (y, 1)} .
(7.295)
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De la estructura del vinculo ¢4 dada por (5.184) y los PB fundamentales se determina que:
{A; (x,0),¢4(w, 1)} =0, (7.296)
reemplazando este resultado en (7.295) se obtiene:
{A;(x,0),F(y,0)}p=0, (7.297)

del resultado anterior se derivan los siguientes PD:

Il
L

{Ai x, 0,9, (. 1)} (7.298)

{4i (x,0,%, (1)},

Il
e

(7.299)

7.15.3. PD entre el campo bosonico 7; y los campos fundamentales

de Dirac

1. A partir de (7.295) se resolvera el PD entre el campo bosénico 7; y el campo fermi6-

nico yp:

{mix,0),wp(y, 1)} = —fdzudzv{ni(x, 0),¢sm, 0} Cy) (w,v) {2 (v, 0,9y (3, t)}p, -
(7.300)

Por simplicidad se solucionard separadamente cada factor presente en la integral

de la relacion previa. De la estructura del vinculo ¢, dada en (5.184) y los PB funda-

mentales se encuentra que:

U

{mi(x,0),pau, 00} =~ 0F{mi(x,0),A)m, 0)}
~ —078% (x—u). (7.301)

Ahora, de acuerdo a la definicién de un primer PD (5.188) se procederé a calcular la
siguiente expresion:

_ o
w0ty = 02w 0w}~ [ i o w1 @} [cll @)

{rg w, 0,y (y, t)H . (7.302)
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Mediante los PB fundamentes es posible determinar que:

{2, 0,9, (y, 1)} =0. (7.303)

Reemplazando la relacion previa en (7.302) se obtiene:

Cl(z, w)]_l {r£ w, 1), (¥, t)}.

(20,0, w5 (. 1)}, = —fdzzdzw{(pg w,0,I (z, t)}

(7.304)
De los siguientes resultados (deducidos en el Apéndice M):
. —ey,(v,0)y° 5%2(w-2z) si i=1
eYd waw,06*(w—-z) si i=2

; —8cp0% (w - i j=1
{ré(w,t),wb(y,t)}z{ b0 (w=y) st ] , (7.306)

0 de otro modo

se puede verificar que (7.304) arrojard valores distintos de cero cuando j = 1. Por
otra parte, de la matriz (5.159) se comprueba que para evitar valores nulos en (7.304)
se debe considerar el valor particular i = 2. Por consiguiente el PD dado por (7.304)

se reescribird como sigue:

{2 (v, ), 95 (y, L‘)}D1 ey?ldu/d (v, 1) f d’zd*w [Cii (z, w)]‘l 5cp0% (v —2z) 62 (w-y)

eYo wa,n[C% (v,y)]

ey}, YoaWa (v, 0)6% (v-y)
ieyy(v,06%(v-y), (7.307)

donde se ha usado la expresion matricial (5.159) y que ygayg 4 = 0pa- Reemplazando

(7.301) y (7.307) en (7.300) se obtiene el PD entre ; y v}, presenta la siguiente forma:

{mi (2, 0,95 (v, 1)} ieaffdzudzvcgzl (w, )y (v, 1) 62 (x — u) 62 (v-y)
= ieyy(y,1)07Cyy (x,¥)

1
= —ieyy(y 1) afﬁaz (x-y). (7.308)
X
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2. Similarmente, mediante la definicién (5.188) se determinard el PD entre los campos
iy Yp:
{mix, 0,9, (y 1)} fdzudzv{ﬂl (%, 1), s (1, 0} C' (w, ) {p2 (0, 1), 9, (3, 1)} p, -
(7.309)

A partir de la definicién de un primer PD (5.188) se calculard por separado la si-

guiente expresion:

_ B A o
{o2.0,9,(n0lp, = {2@0.9, (0}~ f dzzdzw[{q)z(v, 0,7 2,0} | Cal (2, w)|

{rlaw, 0,9, (v} (7.310)
Mediante los PB fundamentes es posible determinar que:

{p2(w,0),w, (¥, 1)} =0. (7.311)

Reemplazando la relacién previa en (7.310) se obtiene:

i -1 . _
Cazw)| {rlawn,,(y.1}.
(7.312)

{2 (0, 0,5, (v, 1)} fdzzdz {(Pg(ll 1,T (z, t)}

De los siguientes resultados (deducidos en el Apéndice M):

. —ev, (v, 0)y° 6% (v- i i=1
{(Pz(v,t),rg(z,t)}: Va0, 0Ygq,0"W=2) sl (7.313)
eyl waw,06*(w—-z) si i=2

{Fi(w, 0, (¥, 'f)} z{ ol w=y) s j=2 , (7.314)
0 de otro modo

es posible comprobar que (7.312) arrojard valores distintos de cero cuando j = 2.

Por otro lado, de la matriz (5.159) se comprueba que para evitar valores nulos en

(7.312) se debe considerar el valor particular i = 1. Por consiguiente el PD dado por

(7.312) se reescribird como sigue:

{2, 0,9, (¥, 1)}, —ey, (v, 1) y?mfcﬂdew [C12 (2, w)] ™' 6.,0% (v —2)62 (w—y)

—e, (0,075, [Coy (v, )] '
—ieyy,Yo,Wa @ 06 (v-y)
—iew,(v,086%(v-y) (7.315)
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donde se ha usado la expresién matricial (5.159) y que ygayg » = Opa- Reemplazando

(7.301) y (7.315) en (7.309) se obtiene el PD entre 7; y ¥, presenta la siguiente forma:

{mi (2, 0,9, (v, 1)}, —iedffdzudvagzl )Y, w,1)6*(x-wd*(v-y)
= —iey,(y,1)07Cp (x,3)

— 1
= iey,(y, I)Of?(ﬁ (x-y). (7.316)

7.15.4. PD entre los campos de Dirac y el Hamiltoniano H,

1. A partir de (5.220) y (5.221) se procedera a resolver el siguiente PD:

+

k
ni (v, 1)+ —eijAj (1)

o0,y = [ @vivse om0},

e [[dya0(v )12t 60, (1 by wa (3.6

)
mi(y, 1)+ ﬁ%’f‘j (¥, l‘)] 5% (x~y)

iefdzywb (x, t)viiaf
~ie [ @y a0 (v )Yy wa (7,)9° (- ), (7317
donde se ha usado el siguiente PD fundamental:

{ypx, 0,7 (3, 0)}p = ieyp (x,0) a{vi%(sz (x-y). (7.318)
Sin embargo, de la identidad (5.196) se verifica que:

1 k
A (x,1) = ﬁaf mi(x, 1)+ EgijAj (x,0)]|. (7.319)

X

Reemplazando este resultado en (7.317) se obtiene:

{ypx,0,H (y,0)}, = iedo(x Dyp(x, 1) —ieAy(x, Dy (x,1)
— (7.320)
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2. Andlogamente, de (5.220) y (5.221) se determinard el siguiente PD

W, (6,0, Hi (1)}

_ k
fdzy{wb x, 0,7 (. t)}p | 7i (v, ) + 17 Eii A 62 f)] -

e [ a2y a0 3,02 . . 6 T 5,0, wa . )

. — 1 k
+iefd2yﬁc @0 A (3, 6) Y2, v%,6% (x-y), (7.321)
donde se han usado los siguientes PD fundamentales:
— . — 1
{W,x,0,m:(y,t)}, = —iey,x1) a{v—i(sz (x-y), (7.322)
W, 0,9 (y0)}, = -iY%6°(x-y). (7.323)

Teniendo en cuenta la identidad (7.319) se verifica que (7.321) se reduce a:

{v, 0, Hi (v, 1)} ~iey, (x,1) Ao (x, 1) + iey, (x, 1) Ag (x, 1)

= 0. (7.324)

7.16. Apéndice P. Método de Dirac para sistemas singu-

lares

Clasicamente un sistema fisico puede analizarse a partir del formalismo Lagrangiano y el
formalismo Hamiltoniano. Dichas formulaciones tratan la mecéanica desde puntos de vis-

ta alternativos que se caracterizan por la relativa facilidad con la que muchos problemas
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se pueden desarrollar. Es de vital importancia mencionar que una de las mayores atribu-
ciones de estos formalismos, particularmente del Hamiltoniano, es que a partir de ellos

se puede construir una version cudntica de la teorfa que se analice [12].

En algunas situaciones simples, es posible pasar directamente de una formulacién La-
grangiana a una teoria cudntica. Sin embargo, existen algunas restricciones sobre la es-
tructura del Lagrangiano que describe la teoria [6]. Por tal motivo, antes de llevar a cabo
cualquier procedimiento de cuantizacion, es necesario pasar antes desde el formalismo
Lagrangiano al Hamiltoniano, pues se trata de un formalismo general que puede aplicarse

en cualquier caso.

El procedimiento de construccion de la version cudntica de una teoria determinada pue-
de llevarse a cabo directamente, siempre que esta no posea vinculos, es decir estructuras
que relacionen las variables que la describan en un determiando espacio y que en con-
secuencia restrinjan el movimiento del sistema. Sin embargo, el estudio en el formalismo
Hamiltoniano de teorias con vinculos requiere un tratamiento especial. Por tal razén, se
presenta a continuacién un método desarrollado por Dirac destinado al anélisis canénico

de sistemas dindmicos con vinculos, conocido como método de Dirac [6, 7, 8].

Con el prop6sito de estudiar adecuadamente el método de Dirac, se considerard en prin-
cipio una teoria dindmica descrita por un ntmero finito de grados de libertad. Posterior-
mente se extenderd dicho estudio la teoria cldsica de campos, donde los sistemas son

descritos por infinitos grados de libertad [19].

7.16.1. Formalismo Lagrangiano

Se condiserard un sistema fisico descrito por n variables dindmicas ¢q; = ¢; (f) con i =

1,2,..., n. A nivel Lagrangiano el estudio del sistema se realiza en un espacio definido por

. . dg . . o
las coordenadas g; y las velocidades ¢g; = %, conocido como espacio de configuracion.
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La evolucién dindmica del sistema se obtiene al considerar la funcional de accion:

15
S|qi] :ft ZdtL(qi,(']i). (7.325)
1
Donde:
L=L(qi,qi),
es el Lagrangiano del sistema, caracterizado por ser una funcién de las coordenadas y las
velocidades. Dado que se considerardn sistemas cerrados, el Lagrangiano no depende ex-
plicitamente del tiempo. El principio de Hamilton establece que la trayectoria que seguira
el sistema serd aquella que extremice a la integral de accidn [12]. Luego, si se consideran
variaciones arbitrarias e independientes en las variables del espacio de configuracion ,
se deduce que las condiciones para que la accién sea un extremo son las ecuaciones de

Euler-Lagrange dadas por:

oL _dotL_, (7.326)
0q; dtog;
Expresion que puede reescribirse como:
. 0°L 4L ., 0L
Uoq04:  oa Voqia (7527
De esta ecuacion, se observa que las aceleraciones g i= %, estdn univocamente deter-
minadas por las coordenadas y las velocidades siempre que la matriz:
0°L
= 5300 (7.328)

conocida como matriz Hessiana, sea invertible. Esto es, solo si la matriz Hessiana tiene

determinante distinto de cero.

En caso de cumplirse este requisito, el sistema se denomina regular, si por el contrario, el
determinante de la matriz Hessiana es nulo se dice que el sistema es singular. Si el sistema
es singular, las aceleraciones no puedrdn ser expresadas en términos de las coordenadas
y las velocidades y por lo tanto las soluciones de las ecuaciones de movimiento pueden
contener funciones arbitrarias del tiempo. Cabe anotar que las densidades Lagrangianas
que se estudian en este trabajo de grado son singulares, razon por la cual serd necesario

analizarlas mediante el método de Dirac.
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7.16.2. Formalismo Hamiltoniano

La formulacién de Hamilton busca describir el sistema mediante ecuaciones de movi-
miento de primer orden en las derivadas [12]. Para tal fin, el sistema se analiza en un nue-
vo espacio, conocido como espacio de fase, definido las coordenadas ¢g; y unas nuevas
cantidades conocidas como momentos canénicos conjugados, que son definidos por:

oL

_9L (7.329)
a4

pi

Las cantidades (¢, p;) se denominan variables can6nicas. Matematicamente la transicién
de la formulacién de Lagrange a la de Hamilton correspone a una transformacién del es-
pacio de configuracion al espacio de fase, (g;, §;) — (gi, pi). El método para realizar este

procedimiento lo proporciona una transformaciéon de Legendre [12].

De acuerdo a la definicion (7.329), los siguientes casos deben ser considerados [19]:

1. Sila matriz Hessiana (7.328) no es singular, esto es:

|W”|_‘ °L
104,04

#0.

Entonces es posible expresar los momentos canénicos en términos de las variables
del espacio de configuracion (g;, §;). Luego, es posible pasar directamente del for-

malismo Lagrangiano al formalismo Hamiltoniano.

2. Sila matriz Hessiana es singular, es decir:
0°L
0q;04;

En este caso no es posible expresar todos los momentos canénicos en términos de

|Wji|=‘

las coordenadas y las velocidades. Por lo tanto, no es posible realizar trivialmente la

transicion entre los dos formalismos.

En el caso de sistemas singulares, no todos los momentos canoénicos son independientes,

lo cual implica la existencia de ciertas relaciones entre las variables del espacio de fase. Se
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denotardn estos vinculos del siguiente modo:
dm=dm(qi,pi)=0, m=1,2,..,m. (7.330)

Estos vinculos son consecuencia de la definiciéon de los momentos canénicos del sistema.
Luego, se conocen como vinculos primarios [6, 7, 8]. Ain cuando no todos los momentos
son independientes, es posible construir, bajo la transformacion de Legendre, el Hamil-
toniano canédnico, asi:

H.=H.(qi,pi) = qipi - L. (7.331)

Sin embargo, el Hamiltoniano canénico no estd univocamente determinado, pues es po-
sible afiadir cualquier combinacién lineal de los vinculos primarios. Este Hamiltoniano

se denomina Hamiltoniano primario y estd dado por:
Hy = Hy(qi,pi) = He + Am¢m, (7.332)

donde A,, son funciones arbitrarias conocidas como multiplicadores de Lagrange. Las
ecuaciones de movimiento pueden deducirse de la siguiente integral de accion:
I f2
S'[gi, pi] sf dt(qipi—He—Am®m). (7.333)
5]
Considerando variaciones arbitrarias e independientes de las variables del espacio de fa-

se, se obtiene que las ecuaciones de Hamilton del sistema son:

OH. 9
G = S+ Am (p”’, (7.334)
opi op;
i 0H, 0dpm
oo Uy 0Pm 7.335
pi dg; " dq; ( )
dm = O. (7.336)

Por lo tanto, la evolucion dindmia para cualquier variable dindmica del espacio de fase

g = g(qgi, pi), vendré dada por:

§=1{8 Hp} ={g He} + A {8 Pm}. (7.337)
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Relacion en la que:

{e Hyp=——-—— (7.338)

son los paréntesis de Poisson (PP).

Hasta este punto el sistema esta constituido por un total de m vinculos primarios dados
por (7.330). Sin embargo, Dirac establece como regla que todos los PP deben ser calcula-
dos antes de hacer uso de los vinculos ¢,,. Esto con el fin de evitar resultados incosisten-
tes. Una prueba de la validez de esta regla radica en que pese a que (7.330) indicéd que los
vinculos son nulos, los PP calculados entre ellos y alguna variable dindmica no siempre
son cero. Debido a la inclusion de esta regla los vinculos se identificardn de la siguiente
manera:

Pm ~0. (7.339)

Donde el signo (=) se conoce como igualdad debil. Bajo esta nueva notacion la ecuacion

de movimiento (7.337) se reescribird como sigue:

g~{g Hp}. (7.340)

7.16.3. Analisis de consistencia de vinculos

Por consistencia, se debe garantizar que los vinculos se conserven durante la evolucion
dindmica del sistema. Matématicamente, esta condicion indica que la evolucién temporal

de los vinculos debe anularse debilmente [6, 7, 8]

(l)m = {¢mr Hc} +An {(Pm;(/)n} =~ 0. (7.341)

Esta relacion se conoce como condicién de consistencia de vinculos y puede clasificarse

en tres clases, de acuerdo a los posibles resultados que se obtengan de ella:
1. Un primer tipo de ecuacion se reduce a:

0=0.
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Se dice que es identicamente satisfecha, con la ayuda de los vinculos primarios.

2. Otra clase de ecuacion se reduce a una ecuacion inpendiente de los multiplicadores
de Lagrange, es decir que relaciona solamente a las variables del espacio de fase. Es-
tas ecuaciones se denominan como vinculos secundarios y presentaran la siguiente

forma:

)(n (CIi, pl) ~ 0

3. Un ultimo tipo de ecuacién impone condiciones sobre los multiplicadores de La-

grange A ,,, este tipo de estructuras no constituyen nuevos vinculos.

En caso de obtener vinculos secundarios debera estudiarse el requerimiento de consis-
tencia sobre ellos. Este procedimiento debe llevarse a cabo hasta el punto en que no sur-

jan nuevos vinculos en la teoria.

7.16.4. Clasificacién de vinculos de primera y segunda clase

La distincién entre vinculos primarios y secundarios no es relevante, todos ellos son vis-
tos como elementos de un mismo conjuto. Con el objetivo de analizar ordenadamente
los sistemas fisicos y realizar un estudio completo de los vinculos presentes en ellos, se-
rd necesario introducir una nueva terminologia que permita una clasificacion alternativa
de los vinculos de acuerdo a las propiedades relacionadas con los mismos. Por tal motivo,

los vinculos se clasificardn bajo las definiciones de funcion de primera y de segunda clase.

Se dice que una variable dindmica del espacio de fase F = F(qg;, p;) es de primera clase
si su PP consigo misma, con cada vinculo de la teoria y con el Hamiltoniano, se anula
debilmente:

{Foit=0; j=1,2,..J. (7.342)

Cualquier funcién de las variables canénicas que no sea de primera clase se denomina

de segunda clase. De tal forma que si una cantidad es de segunda clase, entonces existe
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almenos un vinculo con la cual su PP no es debilmente nulo.

Es facil ver que el Hamiltoniano primario es una cantidad de primera clase, puesto que
cada una de sus componentes lo son. Por otro lado, el PP entre dos vinculos de primera

clase es tambien un vinculo de primera clase [19].

7.16.5. Transformaciones gauge

Con el objetivo de analizar la relevancia de los vinculos primarios de primera clase ¢,
se procedera a estudiar la evoluciéon dindmica de una variable del espacio de fase g =
g(qi, pi). El estado inicial de g, denotado por g () = go, quedara determinado por las
condiciones iniciales asignadas a las variables g; y p;. Sin embargo, el estado fisico de la

variable dindmica g en un tiempo posterior a fy,vendra dado por:

g=18 He}+1j{g ¢j}, (7.343)

la arbitrariedad en la eleccion de la funcién A; hace que la evolucion temporal de la va-
riable dindmica g no quede totalmente determinada para una misma condicién inicial
8o- Asi pues, en un instante ¢ posterior a Iy, la variable g puede tomar diversos valores de

acuerdo a la eleccion que se haga de los coeficientes A .

El valor de la variable g en un tiempo posterior 6 ¢, de acuerdo a una expansion en se-

ries de Taylor puede ser escrito como:

g1 go+ 80t

go+0t[{g H}+1j{g ¢j}]. (7.344)

Teniendo en cuenta que los coeficientes A; son completamente arbitrarios, para valores
diferentes de los mismos se obtendrédn valores distintos de g (6t). Suponiendo que para

estos coeficientes se toman los valores /1;., se obtendra:

g (6t):go+6t[{g,Hc}+7L'j {g,(pj}]. (7.345)
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Restando (7.344) y (7.345), se llega a:

D@D = g-g'=01(A;-A)){g.¢;}
= €i{g i} (7:346)
donde:
£ = 5t( Aj— ,yj), (7.347)

es un numero arbitrario infinitesimal. Ambos valores de la variable g deben corresponder
al mismo estado fisico, pues este no puede depender de la eleccion de los coeficientes A ;.
Debido a que la transformacion generada por ¢ ;¢ relaciona descripciones equivalentes
de un mismo estado fisico, se llega a la conclusién de que los vinculos primarios de pri-
mera clase generan transformaciones de las variables dindmicas, las cuales se conocen
como transformaciones gauge. Cabe anotar que los vinculos secundarios de primera cla-
se tambien pueden generar este tipo de transformaciones. Por tal motivo, Dirac conjeturd
que todos los vinculos secundarios de primera clase deben ser considerados como gene-
radores de transformaciones gauge y por ende deben ser incluidos en el Hamitloniano
extendido, definido por:

Hg=Hp+vndn. (7.348)

Donde vy, son los multiplicadores de Lagrange asociados a los vinculos secundarios de

primera clase ¢,.

7.16.6. Paréntesis de Dirac

De acuerdo al método de Dirac, el tratamiento de vinculos de segunda clase se lleva a ca-
bo bajo la redefinicién de los PP, en lo que se conoce como paréntesis de Dirac (PD). Sin
embargo, el estudio de los vinculos de primera clase en una teoria determinada, requiere

de la inclusion de vinculos adicionales conocidos como condiciones gauge.

Las condiciones gauge son vinculos introducidos de forma arbitraria, cuyo objetivo es
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transformar los vinculos de primera clase en vinculos de segunda clase y de esta ma-
nera determinar los multiplicadores de Lagrange asociados a ellos. Es importante tener
en cuenta que el nimero de condiciones gauge introducidas debe ser igual al niimero
de vinculos de primera clase que posee el sistema. Asi pues, las condiciones gauge y los
vinculos de primera clase deberan constituir un conjunto de vinculos de segunda clase,

que seran resueltos en virtud a la definicién de parétensis de Dirac.

Los vinculos de segunda clase establecen relaciones entre las variables del espacio de fase.

Luego, dichos vinculos surgen cuando la matriz:

Asy ={ps, by}, (7.349)

no se anula debilmente sobre la superficie de vinculos.

Se define la inversa de Ay como sigue:
c = (A", (7.350)

El paréntesis de Dirac para dos funciones arbitrarias del espacio de fase F = F(q;, pi) y

G = G(qi, pi), se define como:
{F,G}p = {F,G} - {E x5} C* {1+, G}. (7.351)

Donde y son los vinculos de segunda clase de la teoria.

Puede mostrarse que estos paréntesis tienen las mismas propiedades que los PP [8], ex-
cepto que los paréntesis canénicos de las variables pueden verse modificados debido a la
forma de los vinculos. En términos de estos nuevos paréntesis, las ecuaciones de movi-

miento se calculan de acuerdo a la siguiente regla:
(F Hip = {F, Ht - {F x5} C {xy, H} = F. (7.352)

Donde se ha usado el hecho de que H es de primera clase. La caracteristica mas impor-

tante de los PD es que el paréntesis de una variable arbitraria con los vinculos de segunda
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clase es identicamente nulo [19], esto es:

{Exstp={Exs}t—{Exs} c* {xsm x5} =0. (7.353)

Esta propiedad muestra que los PD son efectivamente una relacion de los PP de tal forma
que los grados de libertad redundantes son excluidos de la dindmica del sistema. Se pue-
de afirmar pues, que los vinculos de segunda clase pueden imponerse como igualdades

fuertes, siempre que se trabaje con los PD [6, 7, 8].

7.16.7. Teoria de campos con vinculos

A diferencia de sistemas con un nimero finito de grados de libertad en los que la dindmica
es descrita por funciones del tiempo ¢; (f) donde el indice i es discreto, en las teorias
con un numero infinito de grados de libertad la dindmica es descrita por una funcién
del espacio-tiempo ¢ (x, t), denominada campo [19]. Luego, para teoria de campos debe

sustituirse el indice discreto i por un indice continuo x, es decir:
qi()=q(i, 1) — q(x,1),

donde:

(x, 1) = (2!, x%,..x", x%) = x*, p=0,1,2,...,n.

En teoria de campos es necesario considerar la existencia de cantidades equivalentes
al caso discreto, tales como densidades Lagrangianas y Hamiltonianas. Por otra parte,
los vinculos dejan de ser funciones del espacio de fase y serdn ahora funcionales que
pueden depender tambien de las derivadas espaciales de los campos canénicos ¢,, =
¢m(q,m,0:q,0;7). Por lo tanto, en general, los vinculos ya no son relaciones algebraicas
sino ecuaciones diferenciales. Aunque los vinculos se escriben con un indice discreto m,
debe tenerse en mente que ahora son infinitos, es decir, existe uno para cada r y cada
punto del espacio. Por tanto, la suma que aparece en sistemas con un numero finito de

grados de libertad debe reemplazarse por una integral.
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Asi pues, la densidad Lagrangiana de una teoria con infinitos grados de libertad serd una

funcional de los campos y sus derivadas espacio-temporales, esto es:
L =%L[p,0u9].

De la misma manera, la integral de accion asociada a una densidad Lagrangiana se escri-

bird como sigue:
Slo] = f d"x<Z [, 0up].
Bajo el principio de Hamilton, en teoria de campos las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

0« 0«

;) : 7.354
0p®(x,1)  "0(0,0% (x, 1)) (7554

Dentro del formalismo Hamiltoniano, los momentos canénicos conjugados a los campos

@, son definidos por:
0Z

T (X, 1) = W’ (7.355)
de forma que la densidad Hamiltoniana canénica es dada por:
Hoo=19" — L, (7.356)
siendo el Hamiltoniano canénico:
H.= f adx .. (7.357)
Por lo tanto, el Hamiltoniano primario quedard determinado por:
Hp=H+ f Ax A (X, 1) P (%, 1) = f Adx.76,. (7.358)

donde ¢, (x,f) con m = 1,..., M denotan los vinculos primarios del sistema y A, (x, f)
son funciones arbitrarias del espacio y del tiempo conocidas como multiplicadores de
Lagrange. Por otra parte, el paréntesis de Poisson en tiempos iguales entre dos variables
dindmicas del espacio de fase A (x, t) y B (x, t), es dado por:

5A(x,1) 6B(y.t) SA&, 1 SB(y1)

89%(2,1) 674 (2,1) O7ma(z 1) 69%(z,0) | (7.359)

{AGD,B(y, t)}Efdz[
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Debe garantizarse que los vinculos ¢, (x, t) se conserven durante toda la evolucion diné-

mica del sistema, es decir, que deben satisfacer la siguiente condiciéon de consistencia:

{pmx, 1), Hy(y, 1)} = 0. (7.360)

Si como consecuencia del requerimiento de consistencia de un vinculo primario deter-
minado surge uno nuevo, se denominard vinculo secundario. De igual manera, si todos
los PP entre un vinculo y el conjunto de vinculos del sistema se anulan debilmente, este
seré clasificado como de primera clase, de otro modo se denomina de segunda clase. La
dindmica en el espacio de fase completo es definida por el Hamiltoniano extendido, cons-
truido como combinacién lineal del Hamiltoniano primario y los vinculos secundarios de
primera clase, es decir:

Hp=Hpy+ f dxA;(x, 1) (x,1), (7.361)

donde ¢; (x, ) con j = 1,..., ] denota los vinculos de primera clase y A; (x, f) son multipli-
cadores de Lagrange. El tratamiento de vinculos de primera clase requiere la adicion de
vinculos arbitrarios conocidos como condiciones gauge, de manera que sea posible defi-
nir un conjunto conformado tnicamente por vinculos de segunda clase. Los vinculos de

segunda clase seran eliminados bajo la definicién de Paréntesis de Dirac (PD):

{Ax,0),B(y, t)}DEfdzudzv{A(x, 0,6 (¥, 1)} A7 (2,9) {¢s (%, 1), B(y, 1)},  (7.362)

donde A(x, t) y B (x, t) son dos variables dindmicas arbitrarias del espacio de fase, ¢, con
r =1,...,, R denotan los vinculos de segunda clase y la matriz de vinculos de segunda clase

A, para una teoria con infinitos grados de libertad se define del siguiente modo:

Ars(x,y) = {¢r (x, 1), ¢ (. 1)}, (7.363)

siendo discreta en r y s y continua en x, y. Si esta matriz no es singular, entonces tiene

una matriz inversa A™!, que se determind bajo la siguiente propiedad:

fdyArs (x,y)0} (v, 2 fdyArS (x,¥)Ast (v,2) = 6,46 (x,2). (7.364)
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Bajo la definicion (7.362) los vinculos de segunda clase del sistema serdn fuertemente

nulas, es decir:
¢r(x,1)=0. (7.365)

Esto se debe a que el PD entre una variable arbitraria del espacio de fase y un vinculo
determinado es fuertemente igual a cero. Una vez eliminados los vinculos del sistema,
la evolucién temporal de una variable dindmica F (x, t) del espacio de fase reducido (es-
pacio definido por los grados de libertad) serd determinada por la siguiente ecuacién de

Hamilton:
Fx,n)={Fx,0,H(y 1)}, (7.366)

donde H denota el Hamiltoniano de la teoria, construido al reemplazar las identidades

(7.365) en el Hamiltoniano candnico.
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