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Resumen

En este documento se presenta una introduccién a la teoria de las bases de Grobner desarrollada
por Bruno Buchberger en el afio 1965 y sus principales aplicaciones en la Teoria de Anillos.

En particular se estudiaran la resolucién de los cuatro problemas clasicos de esta teoria. Dados
un ideal I = (f1, fa,..., ft) y un polinomio f en K[x1,x2,...,zy]:

1. Decidir cuando f € I.

2. Determinar polinomios v1,ve, ...,vs € K[x1,29,...,2,] tales que f = v fi+vafo+ - +vsfs.
3. Para un ideal J € K[z1,z2,...,T,], establecer las clases laterales de K|[z1,z2,...,zy]/J.
4. Encontrar una base para el espacio vectorial K[z1,x2,...,z,]/J sobre K.

Ademsds, se estudiard una aplicacion de las bases de Grobner para construir un algoritmo de
decodificacién para cédigos ciclicos. Adicionalmente se presentaran algunos algoritmos tutiles para
el analisis de esta teorfa con ayuda del Sistema de Algebra Computacional Discreta GAP, (Groups,
Algorithms, Programming - a System for Computational Discrete Algebra).
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Abstract

In this monograph we present an introduction to the theory of Grobner bases developed by
Bruno Buchberger in 1965 and its main applications in Ring Theory.

In particular, we study the solution of the four classic problems of this theory. Given an ideal
I={f1, fa,..., ft) and a polynomial f in K[xy,xa,...,x,]:

1. To decide when f € I.

2. To find polynomials vy, vs,...,vs € K[z1,%9,...,2,] such that f = vy fi +vafo + - + vsfs.
3. For an ideal J of K[z1,z2,...,,], to establish the cosets of K[z1,zo,...,x,]/J.

4. To determine a basis to the vector space K|z, xo,...,xz,]/J over K.

Also, we study an application of Groébner bases to construct an algorithm to decode cyclic
codes. Additionally, we present some useful algorithms for the study of this theory using the Sys-
tem for Computational Discrete Algebra GAP, (Groups, Algorithms, Programming - a System for
Computational Discrete Algebra).
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Introduccion

Durante los 1ltimos anos en el desarrollo de la ciencia computacional se han llevado a cabo
multiples aportes en diferentes disciplinas. En la matemaética encontramos un sin ntmero de he-
rramientas que contribuyen tanto al desarrollo informéatico como a la evolucién del pensamiento
matematico. Lo que presentamos en este trabajo es una recopilaciéon detallada de un concepto ma-
tematico denominado bases de Grébner el cual fue dado por Bruno Buchberger en su trabajo de
tesis doctoral [2] en honor a su asesor Wolfgang Grobner quien le planted la idea de generalizar la
teoria de polinomios en una variable. Esta teoria frecuentemente se usa para estudiar problemas en
Teoria de Anillos, Geometria Algebraica y algunas aplicaciones en diferentes ramas de la ciencia.

Para resolver sistemas de ecuaciones lineales en Algebra Lineal se utiliza el método de Gauss-
Jordan, a través de la matriz asociada al sistema en su forma escalonada reducida. Este proceso
permite encontrar las mismas soluciones del sistema original de una forma “maés simple” y eficiente.

Este problema se puede generalizar al estudiar sistemas de ecuaciones no lineales en varias
variables, las cuales se pueden ver como elementos en un anillo de polinomios K[z1,z2,...,Zy].
Hallar el espacio solucién de dicho sistema es equivalente a encontrar los generadores “mas simples”
de un ideal en K[x,z9,...,2,], donde el ideal considerado estd inicialmente generado por los
polinomios que constituyen el sistema. En este trabajo se estudiard el procedimiento para obtener
un conjunto generador “mas simple”, el cual se conoce como base de Grobner para un ideal en
K[z, x9,...,2,]. Por ejemplo, para el caso de sistemas de ecuaciones en K [z], utilizando el algoritmo
de la division se puede probar que todo ideal es generado por un unico polinomio y en consecuencia
la solucién del sistema original es “méas simple”.

Otro problema, el cual se conoce como el problema de la membresia de un ideal, consiste en

decidir cuando un polinomio pertenece o no a un ideal en el anillo de polinomios K[y, x2,...,zy].
Este problema ha llamado la atencién de los matematicos durante muchos afios.
Una solucién para este problema es el concepto de base de Grobner. Desde ese momento se han
realizado multiples aportes en el estudio de aplicaciones de las bases de Grobner. Por ejemplo, en
la solucién de sistemas de ecuaciones, en aplicaciones en la geometria algebraica, en el problema de
los tres colores, en programacién entera [1, 3], en teorfa de cédigos, criptografia, ingenieria, fisica,
y maés recientemente en biologia [9].

Los cuatro problemas fundamentales que se estudian con ayuda de las bases de Grobner son los
siguientes:

Dados un ideal I = (f1, fa,..., fs) y un polinomio f en K[x1,x2,...,Zy].

1. Decidir cuando f € I.

2. Determinar polinomios v1,ve,...,vs € K|x1,x9,...,2,] tales que f = v fi+vafo+ - +vsfs.

VI
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3. Establecer las clases laterales de K|[x1,x9,...,2,]/J paraun ideal J € K|x1,xa,...,2,] cuyos
elementos son de la forma f + J, con f € K|x1,z9,...,2y,)].
4. Encontrar una base para el espacio vectorial K[zq,zo,...,x,]/J sobre K.

El objetivo general de este trabajo de grado es recopilar de forma ordenada la teoria de las bases
de Grobner junto con sus principales aplicaciones en anillos de polinomios. Para ello se pretende
mostrar cémo solucionar los cuatro problemas presentados por medio de bases de Grobner y dando
algunos ejemplos en el sistema de dlgebra computacional discreta GAP (Groups, Algorithms, Pro-
gramming - a System for Computational Discrete Algebra).

En el Capitulo 1 se presentan algunas definiciones y resultados de la teoria de grupos y anillos;
en particular se dard una exposicién breve de las propiedades de los anillos de polinomios. Adicional-
mente se expondra la relacién que existe entre el algebra y la geometria con ayuda del concepto de
variedad algebraica de un conjunto de polinomios y sus propiedades. En este contexto se dard una
introduccion a los problemas fundamentales de la teoria de las bases de Grobner.

En el Capitulo 2, se estudia la solucién de los problemas planteados en el anillo de polinomios
en una variable utilizando el algoritmo de la divisién y la definicién de méximo comun divisor de
polinomios. A continuacion, en el Capitulo 3, se analizan estos problemas para polinomios en varias
variables iniciando con el caso de polinomios lineales y abordando posteriormente el caso general.
Con este objetivo se introduce el algoritmo de la divisién para polinomios de varias variables. En el
Capitulo 4 se presenta el concepto de base de Grobner, se establece el algoritmo de Bruno Buchberger
para el calculo de bases de Grébner y las definiciones de base de Grobner minimal y reducida. En
el Capitulo 5 se encuentra la solucién a los problemas fundamentales de la teoria de las bases de
Grobner para el anillo de polinomios K[z, 9, ..., x,], asi como su aplicacién en la decodificacién
de codigos ciclicos. Finalmente, se presentan las conclusiones de este trabajo y un apéndice donde
se muestran algunas de las principales instrucciones y comandos en GAP que se utilizan en esta
monografia.



Capitulo 1
Preliminares

En la primera seccion de este capitulo se presentan algunas de las definiciones y algunos de
los teoremas que se usan en el desarrollo de este trabajo, por ejemplo se definen las estructuras
algebraicas de grupo, anillo y campo y algunas de sus propiedades. Ademads se estudian ciertas
propiedades de los anillos de polinomios. En la Seccién 1.2 se presentan los problemas que se estudian
durante el desarrollo de este trabajo y que se resuelven en los préximos capitulos con la ayuda de
las bases de Grobner. Finalmente en la Seccién 1.3, se presenta el Teorema de la base de Hilbert
el cual esencialmente sirve para probar que todo ideal en el anillo de polinomios K|[z1,...,x,] es

finitamente generado.

1.1. Nociones basicas

Una de las principales estructuras algebraicas que se estudian en matematicas es la de grupo,

donde se tiene una operacién en un conjunto que satisface ciertas propiedades.

Definiciéon 1.1. Un grupo es un conjunto G junto con una operacién binaria * en G que se denota
por (G, %), tal que :
1. La operacién binaria  es asociativa, es decir, (a * b) * ¢ = a % (b x ¢), para todo a,b,c € G.
2. Existe un elemento e € G tal que a * e = e x a = a, para todo a € G.
1_ -1

3. Para todo a € G, existe un elemento a™' € G tal que axa ' =a ' xa =e.

Una clase de grupos que merece una atencion especial son aquellos cuyos elementos conmutan

entre si.

Definicién 1.2. Un grupo G es abeliano (conmutativo) si para todo par de elementos a,b de G se

cumple la igualdad a x b = b * a.
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La estructura de grupo permite definir otras estructuras m&s complejas como las de anillo y

campo, cuyas definiciones se presentan a continuacién.

Definiciéon 1.3. Un anillo es un conjunto no vacio R con dos operaciones binarias + y * que se

denota por (R, +,*) de modo que se cumple lo siguiente:
1. (R,+) es un grupo abeliano.
2. El producto * es asociativo, es decir, (a * b) * ¢ = a * (b ¢), para todo a,b,c € R.

3. El producto * es distributivo respecto a la suma, es decir, (a +b) xc = axc+bx*xcy

ax*(b+c)=axb+ axc, para todo a,b,c € R.

A continuacion, se exhiben algunas definiciones de casos especiales de anillos que se usaran mas

adelante.
Definicion 1.4. Un anillo se dice que es un anillo conmutativo si a * b = b * a, para todo a,b € R.

Definicion 1.5. Sea R un anillo y supdéngase que existe un elemento 1 € R tal que:
ax1=1%a=aparatodoa € R.

Entonces diremos que R es un anillo con unitario o con unidad.

Definicién 1.6. Sea R un anillo con unidad. Un elemento a € R se dice que es invertible (o es una

unidad), si existe un elemento a~! tal que

axa ~=a xa=1.

1

Maés aun, se puede probar que el elemento a™" es Unico y se denomina el inverso de a.

Definicion 1.7. Un anillo R es un anillo con divisién si es un anillo con unidad, en donde todos

los elementos diferentes de cero son invertibles.

Definiciéon 1.8. Un elemento a no nulo de un anillo R se denomina divisor de cero, si existe un
elemento no nulo b en R tal que ab = 0. Se dice que R es un dominio entero si es un anillo conmutativo

que carece de elementos divisores de cero; es decir si xy = 0, implica que x =0 6 y = 0.

Ahora, a partir de estos conceptos se puede definir una nueva estructura algebraica, la cual se

conoce como campo O cuerpo.

Definicion 1.9. Un campo K es un anillo conmutativo con unidad, donde todos los elementos

diferentes de cero son invertibles. Asi, un campo es un anillo con divisién conmutativo.

Para un estudio mas amplio de la teoria de anillos es necesario considerar la nocién de ideal.
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Definiciéon 1.10. Sea R un anillo y sea I C R no vacio. Se dice que I es un ideal derecho de R si

satisface las siguientes condiciones:
1. a+bel, para todo a,b € I.
2. axr €I, paratodoaelyreR.

Definiciéon 1.11. Sea R un anillo y sea I C R no vacio. Se dice que I es un ideal izquierdo de R

si satisface las siguientes condiciones:
1. a+bel, para todo a,b € I.
2. r«a€l, paratodoaelyreR.

Definiciéon 1.12. Sea R un anillo y sea I C R no vacio. Se dice que I es un ideal bilateral de R si

es un ideal derecho e izquierdo de R.

En este trabajo estamos interesados en estudiar una familia particular de anillos, la cual se conoce
como anillo de polinomios. Un anillo de polinomios en una variable z, es un conjunto formado
por polinomios en x, junto con las operaciones de adicién y producto usuales entre estos. Més
especificamente, se puede definir este conjunto, el cual se denotard R[z], y sus operaciones como

sigue:

Definicién 1.13. Sea R un anillo. Un polinomio en z es una suma formal Y o, a;2* donde a; € R

Vi > 0, con a; = 0 excepto para un numero finito de subindices i.

Definicién 1.14. Dos polinomios f(z) = a,2™ + ap_12" 1+ - +a12 +ag y g(x) = bpa™ +

by—12™ "L + .- 4 by + by sobre el anillo R son iguales si y sélo si a; = b;, para todo i > 0.

Notacién 1.1. R[x] denotara el conjunto de polinomios sobre el anillo R.

Operaciones en R[z]

Definicién 1.15. 1. Sean f(z) = apr" +an_12" '+ -+a1r+ag y g(x) = bpz™ 4+ by 1™ 4
-+« + byx + bg. Se define la suma de f(z) y g(z) como

flz)+g(z) = crat + o1 o e+ co,
donde ¢; = a; + b;, a <i < k = méx{m,n}.

2. Sean f(z) = ant™ + an_12" '+ + a1z + ag y () = bpa™ + bpp_12™ 4 - 4 biz + by,
Se define el producto f(z)g(z) como

ckznk + ck_lxk_l + -4+ cx + o,

donde ¢; = Ziﬂ»:s a;bj, para todo 0 < s < n +m.
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Teorema 1.1. El conjunto R|x] tiene estructura de anillo bajo las operaciones de suma y produc-

to entre polinomios. Ademdas, si R es un anillo conmutativo, entonces R[x]| es un anillo conmutativo.

Demostracion. Claramente R[z] es un grupo abeliano bajo la suma de polinomios y el neutro es
el polinomio nulo 0. Si f(z) = apz™ + ap—12"" 1 + -+ + 17 + ap € R[x], el inverso es —f(z) =
(—an)z" + (—ap_1)z" ' + --- 4+ (—a1)x + (—ag) € R[z]. La propiedad conmutativa y asociativa
se sigue de que los coeficientes de los polinomios estdan en el anillo R. El producto es asociativo
y satisface las leyes distributivas. Supdngase que R es un anillo conmutativo, luego para f(z) =
"+ ap 12" Farztagy g(x) = byt + by 1™ - bz 4-by € R[x], donde s = m+n

y para todo 1 < i < s se tiene que

k—1

f(@)g(x) = ek +ep12" T 4 e+ oo,

donde ¢; = Zr+j:i arbj y
9(z) f(z) = dpa® + dp_12™ P + .+ diz + do,

cond; =) .._;bja,. Luego f(z)g(x) = g(z)f(z). [
Teorema 1.2. Si R es un dominio entero, entonces el anillo R[x] es un dominio entero.

Demostracion. Sean f(z) = > ", a;x; € R[z] con ap, # 0y g(x) = > biz; € R[z] con by, # 0.
Supéngase que f(z)g(z) = 0. Luego de la definicién del producto se tiene que ¢y iy = @by, =0, lo

que es una contradiccion ya que R es un dominio entero, por tanto se tiene que a,, =0y b, =0. N

Dado un anillo R es posible definir el anillo de polinomios R[x1, x| como el anillo de polinomios
en la variable x9 con coeficientes en el anillo R[z1]. Asi, de forma recursiva, se puede definir el
anillo de polinomios en n variables x1, o, ..., x, sobre el anillo R, haciendo R[z1,z2,...,z,] =
Rlz1,x9, ..., Tp_1][Tn].

A continuacion se definen algunos conceptos que seran necesarios posteriormente.

Definicién 1.16. Se define 27" ... z%" como un producto potencia, con o; € N,i =1,...,n.
Para un anillo R, el polinomio f(z1,z2,...,2z,) de n variables con coeficientes en R se puede
ver como una suma de términos de la forma az* - - xﬁ”, cona€ Ry B €N parai=1,2,...,n.

Ejemplo 1.1. Los siguientes son ejemplos de polinomios con coeficientes en el conjunto de los

numeros racionales, Q.

'N={0o}uz.
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» f =2} + 23+ 3 es un polinomio en 3 variables.

» g = 2123 + 227} — 3 es un polinomio en 4 variables.

= h =2x + 3y + 5 es un polinomio en 2 variables.

» 7 = 522 + 3yz3 es un polinomio en 3 variables.

Con ayuda de GAP se puede definir el anillo de polinomios Q[z] como sigue. Primero se define

la variable x y el anillo Q[x] con los siguientes comandos:
>x:=X(Rationals,"x");

X

>R:=PolynomialRing(Rationals, [x]);

Rationals[x]

De esta forma podemos realizar operaciones en Q[z] en GAP de la siguiente manera. Sean f(x) =
203 + 227 + Tz — 1y g(zx) = —62% — 62 + 2, luego f(z) + g(z) y f(z)g(z) se pueden calcular asf:

> :=2%x"3+3/4*x"2+T*x~1;

2%x"3+3/4*x"2+7T*x-1

>g:=—6%x"3-6*%x+2;

—6*x"3-6*x+2

>f+g;
-4%x"3+3/4*x" 2+x+1

>f*g;
-12*%x76-9/2*%x"5-54*x"4+11/2*x~3-81/2%x"2+20%x-2

Es decir 5
f(z)+g(z) = —423 + Zznz +x+1
Y 9 11 81
f@)g(a) = —122° — Sa® — 5da' + —-a® — a4+ 200 - 2
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Ademds, GAP da la posibilidad de realizar operaciones con polinomios en varias variables. Por
ejemplo, para calcular la suma y el producto de los polinomios f = %3:4112 + %3:21/ —bry+4y
g = —%w?’y?’ — 22y? + 3xy + 1 en las variables 2 y y en el anillo de polinomios Q[z,y] se procede de

la siguiente manera:

>x:=X(Rationals,"x");

X

>y:=X(Rationals,"y");
y

>R:=PolynomialRing(Rationals, [x,y]);
Rationals[x,y]

>f:=1/4%x"4xy 2+xX"2%2/3%y-b¥x*y+4;
1/4%x" 4%y~ 2+2/3%x" 2%y-b*xx*y+4

>g:=-5/3%x"3%y " 3-x" 2%y 2+3xx*ky+1;
—-5/3%x7 3%y~ 3-x" 2%y~ 2+3*x*y+1

>f+g;
1/4%x~ 4%y~ 2-5/3%x" 3%y " 3-x"2%y " 2+2/3%X " 2%y-2*x*y+5

>f*xg;
—5/12%x"Txy"5-1/4%x" 6%y 4-10/9%x by 4+3/4*x"5xy~3+25/3*%x"4*y~4-2/3xx"4*y~3+1/\
4xx" 4%y~ 2-5/3%x" 3%y " 3+2%x " 3%y "2-19%x " 2%y " 2+2/3%x " 2%y +7 *x*y+4

Asi
Ll 490 533 99 22_2 5
f+g—4xy 327 wy—i-?)xy xy +
y
5 1 10 3 25 2
fg= _ﬁx7y5 _ 1w6y4 _ §x5y4+1w5y3 + ?w4y4 _ §w4y3+
1 5 2
+Zx4y2— §w3y3+2x3y2— 19x2y2+§x2y+7wy+4.

Adicionalmente en GAP también se pueden definir anillos de polinomios en varias variables con
coeficientes en anillos (o campos). Por ejemplo, para definir el anillo de polinomios Fa[z1, z2, 3]
en GAP se usa el comando R:=PolynomialRing(GF(2), [x1,x2,x3]);, donde GF(2) es el campo
finito con 2 elementos. En los siguientes capitulos se presentaran otros procedimientos que se pueden

realizar en GAP, mayor informacién se puede encontrar en [4].
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1.2. Problemas fundamentales de la teoria de las bases de Grobner

A continuacién se presenta una introduccién al concepto de variedad sobre un anillo de polino-
mios, el cual es fundamental para establecer un puente entre el concepto algebraico y la interpreta-

cién geométrica de conjuntos de polinomios. A partir de ahora K denotard un campo.

Definicién 1.17. Para un entero positivo n, se define el n-espacio afin como
K™ ={(a1,...,ap) :a; € K paratodo1<i<n}.

Ejemplo 1.2. Cuando K = R, R" se conoce como el espacio euclideo n-dimensional.

1.2.1. Forma alternativa de ver un polinomio

Un polinomio f en Klxy,xs,...,2,] determina una funcién de K™ en K definida por
p: K" —> K
(a1,a2,...,a,) = f(ay,a9,...,a,).
Para todo (ay,aq,...,a,) € K", la cual se denomina funcién de evaluacién.

Estas dos formas de identificar un polinomio como sumas de términos y como una funcién de eva-
luacién permiten por un lado estudiar la estructura algebraica de un polinomio f en K[z, xo, ...,z
y por otro analizar las caracteristicas de los puntos (ai,as, ..., a,) que pueden ser evaluados en f.

Esta doble identidad de los polinomios es el puente entre el dlgebra y la geometria.

Definicién 1.18. Para f € K[z1,x9,...,z,] se define la variedad de f, la cual se denota con V (f),

como el conjunto

V(f)={(a1,a2,...,a,) € K" : f(a1,az,...,a,) =0}.

En otras palabras, la variedad de f representa el conjunto de puntos en K™ que satisfacen la ecuacién

f=o.

Definicién 1.19. Sean fi, fo,...,fs € Klx1,29,...,2,]. Se define la variedad de
fi, f2,..., fs la cual se denota con V(fi, fa,..., fs), como el conjunto de puntos en K" que sa-

tisfacen el sistema de ecuaciones
fi=0, fo=0,...,fs=0, (1.2.1)
es decir

V(f1, fas-- - fs) ={(a1,a9,...,a,) € K" : fi(a1,a2,...,a,) =0, V1 <i<n}
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Figura 1.1: Variedad V(22 4+ 9% — 1,2 — 3y?)

Proposicién 1.1. Sean fi, fo,..., fs polinomios en K|x1,xa,...,x,]. Entonces V(f1, fa,..., fs) =
Nzt V(fi)-

Demostracion. En efecto, para (aq,as,...,a,) € V(f1, fo,..., fs) se tiene que fi(ai,a2,...,a,) =0
para cada 1 < i < n, por tanto (aj,as,...,a,) es un punto de la variedad de cada f;, es de-

cir, (a1,a2,...,an) € (Viey V(fi), asi V(f1, fa,--., fs) € iy V(fi). Ahora si (b1,bs,...,b,) €
Ni_,; V(fi), entonces (by,be,...,b,) pertenece a cada V(f;), es decir, fi(b1,b2,...,b,) = 0. Por

tanto (b17b27"'7bn) € V(f17f27"'7fs)7 de ahi que ﬂf:l V(fl) c V(f17f27"'7f8)7 y se Sigue la
igualdad deseada. |

Ejemplo 1.3. La variedad V(22 + y? — 1,2 — 3y?) C R? es la interseccién entre la circunferencia

22 4+ y? = 1 y la parabola = = 3y? en el plano zy, ver Figura 1.1.

La Definicién 1.19 puede extenderse a conjuntos arbitrarios de polinomios en K[z1, 23, .., Zy].
Definicién 1.20. Para un conjunto S C K[zi,x9,...,x,] se define la variedad de S, como el
conjunto

V(S) ={(ay,as,...,a,) € K" : f(a1,a2,...,a,) =0, V f € S}.
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Existen varios algoritmos para solucionar sistemas de ecuaciones tales como el Sistema (1.2.1).
Algunos dan una solucién para casos particulares y otros simplemente dan una aproximacién de la
solucion. La mayoria de estos algoritmos no tienen en cuenta el concepto de variedad, es decir las
propiedades geométricas del espacio solucién del sistema, al igual que se ignoran sus posibles descrip-
ciones alternativas. Para obtener dichas descripciones se puede usar sistemas equivalentes al sistema
original, los cuales tienen las mismas soluciones pero son “maés faciles” de resolver. Por ejemplo,
para resolver sistemas de ecuaciones lineales, tradicionalmente, se usa el método de Gauss-Jordan,
ver Seccion 3.1, en el cual se transforma el sistema original por medio de operaciones elementales
de matrices para obtener uno nuevo.

Vamos a desarrollar un procedimiento que nos dard la informacién algebraica y geométrica sobre
todo el espacio de solucién del Sistema (1.2.1). El método consiste en encontrar una mejor repre-

sentaciéon para la variedad correspondiente, esto se hara considerando el ideal generado por los

polinomios f1, fo, ..., fs.

Proposicién 1.2. Sean f1, fa, ..., fs polinomios en Klx1,xa,..., ], el conjunto
S
I= {mei D € K[z, xo,. .., my),0 = 1,2,...,8}.
i=1
es un ideal en K[ry1,x9,...,xy,]. Este ideal se denomina el ideal generado por fi, fa,...,fs y se

denota por <f17f27"' 7f8>'

Demostracion. Vamos a probar que I = (fi, fa,..., fs) es un ideal en K[z, z3,...,2,]. En efecto
si f,g €I, entonces f =vifi+wvofot- - -Fvsfsyg=tifi+itafa+---+tsfs para v;, t; polinomios
en K[xy,x9,...,2,]. Luego f+g= (v1 +t1)f1 + -+ (vs + ts)fs y de esta forma f + g € I. Para
la segunda condicidon se tiene que si f € I, entonces f = vif1 +vafo+ -+ +vsfs y si h es cualquier
polinomio en K{[z1,xa,...,z,], entonces hf = h(vifi + vafa + -+ + vsfs), de donde se sigue que
fh=hf = (hvy)fi + (hve)fa + - - - + (hvs) fs, por tanto hf € I. [ |

Es preciso senalar que este ideal se puede ver como el conjunto de todas las combinaciones

lineales de los polinomios fi, fo,..., fs en K[z1,x2,...,z,] con coeficientes polinomiales.
Definicién 1.21. El conjunto {f1, fa,..., fs} se denomina un conjunto generador del ideal I =
<f17f27"' 7f8>-

Podemos estudiar la variedad del ideal I = (fi, fa,..., fs) la cual se denota como V(I) y se
define por
V(I)={(a1,a2,...,an) € K" : f(a1,a2,...,a,) =0,V f € I}

La variedad anterior define las soluciones de un sistema infinito de ecuaciones polinomiales,

f=0,fel (1.2.2)
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Por otro lado, si se considera el sistema
f1=0,f=0,...,fs =0. (1.2.3)

Se puede observar que una solucién del Sistema (1.2.2) es solucién del Sistema (1.2.3), ya que,
si (ay,az,...,a,) € V(I), entonces f(ai,as,...,a,) = 0, para todo f € I y la afirmacién se
sigue del hecho de que cada f; € I. Adicionalmente, si (a1,as2,...,a,) € K" es una solucién
del Sistema (1.2.3) y f es cualquier elemento de I, entonces f = hyf; + hofs + -+ + hsfs, con
h; € Klxi,xz9,...,2,], de donde f(ay,aq,...,a,) = hi(ai,as,...,ay)f1(a1,a2,...,an) + -+ +
hs(ai,ag, ... an)fs(ar,a2,...,a,). Asi  f(ai,a9,...,a,) = hi(ar,a2,...,a,)0 + -+ +
hs(ai,as,...,a,)0 = 0, de ahi que (a1,aq9,...,a,) € V(I), y por tanto V(I) =V (f1, fo,. .., fs)-

Nota 1.1. Un ideal puede tener diferentes conjuntos generadores, inclusive estos conjuntos pueden

tener diferente ntimero de elementos.

Ejemplo 1.4. Considere el anillo de polinomios K|z,y], se puede probar que (z,y) = (x + y,x) =
(x+y,z,9).

En efecto, claramente = € (x + y,x) y es facil ver que y = x + y — 1(z), luego (x,y) C (x + y,x).
De forma elemental se tiene que (z +y,x) C (z,y), asi (z,y) = (x + y, x). De igual forma se puede
mostrar la tercera igualdad.

Otro hecho a destacar es que a un ideal I de K|z1,x2,...,2,] con dos o més conjuntos generadores

distintos con diferente ntimero de elementos, le corresponde una misma variedad, es decir si

1= <f17f27---af3>:<f1,vfév"'vffj>v

se tiene que
V(f1 oy o) = V) = V(f1, fareoos fr)-

Asi, el sistema f1 =0,..., fs = 0 tiene las mismas soluciones que el sistema f{ =0,..., ft, = 0. Por

lo tanto, la variedad esté totalmente determinada por el ideal I y no por el sistema de ecuaciones.

Objetivo. Nuestro objetivo ahora es encontrar el “mejor” conjunto generador para el ideal I, es
decir un conjunto generador que ayude a entender la estructura algebraica de I = (fy, fo,..., fs) ¥y
la estructura geométrica de V'(f1, fa,..., fs). A tal conjunto se le denominara una base de Grébner
para el ideal 1.

Para abordar este objetivo es necesario considerar la siguiente definicién.

Definicion 1.22. Para una coleccién de puntos V' del espacio afin K™, se define el conjunto de

polinomios en K|z, xa,...,2z,] que se denota con I(V) al conjunto

I(V)=Af € K[r1,2z2,...,2,] : f(a1,a2,...,a,) =0, V (a1,a2,...,a,) € V}.
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Con respecto al conjunto I(V') se puede probar la siguiente afirmacién.
Proposicién 1.3. El conjunto I(V') es un ideal de K[x1, 22, ..., Tp].

Demostracion. En efecto, para f,g € I(V) se tiene que f(a,az,...,a,) =0y g(ay,as,...,a,) =
0,V (ay,a9,...,a,) € V, luego (f + g) (a1,a9,...,a,) = f(ai,a2,...,a,) + glay,as,...,a,) =
0+ 0 = 0, de donde se tiene que f + g € I(V). De igual forma para h € K|xy,29,...,2Z5] ¥
f € I(V) se tiene que hf(ay,as,...,a,) = h(ay,as,...,a,)f(a1,az2,...,a,) = h(ay,az,...,a,)0 =0
yasi hf € I(V).

Es importante notar que este ideal se define por la condicién geométrica de que f € I(V) si y
sélo si f(ay,as9,...,a,) =0,V (ay,as9,...,a,) € V. Ademés por el Teorema de la base de Hilbert, el

cual se presentard més adelante (ver Teorema 1.3), el ideal I(V') es finitamente generado.

1.2.2. Relacién entre algebra y geometria

Gracias a la construccién del ideal I(V') se puede establecer un puente entre el Algebra y la

Geometria como se indica en el siguiente esquema.
{Subconjuntos de K|[z1,z2,...,x,]} — {Variedades de K"}
{5} — {V(S)}-
De igual forma se tiene que
{Subconjuntos de K"} — {Ideales de K|x1,x2,...,2z,]|}

vy — {IWr

Siguiendo con el objetivo de encontrar el “mejor” conjunto generador es necesario determinar cuan-

do dos conjuntos finitos de polinomios en Kz, xo,...,2,] dan lugar al mismo ideal. Es decir,
dados f1, fo,....fs ¥ f{,fé,...,f; € Klz1,2z9,...,x,] con s # t decidir cuando (f1, fa,..., fs) =
( f{, fé, e ftl ). Para analizar este punto nos proponemos estudiar los siguientes problemas.

Problemas 1.1. Dados un ideal I = (f1, f2,..., ft) y un polinomio f en Klx1,xa,..., ).

1. Decidir cuando el polinomio f € I. Este problema se conoce como el problema de membresia

de un ideal.

2. Si f € I, determinar polinomios vy, ve,...,vs € K[r1,z2,...,xy,] tal que f = vy fi1 + vafo +
c s f

Nota 1.2. En este contexto determinar significa construir algoritmos que permitan encontrar

tales vy, v9, ..., Us.



1. Preliminares 12

Sea I un ideal en K[x1,x9,...,2,] y f € K[x1,29,...,x,]. Anteriormente se mostré que el
polinomio f determina una funcién de evaluaciéon de K™ en K definida por
¢: K" — K
(a1,a2,...,a,) —  fla1,a9,...,a,).
Si se restringe esta funcién a V(I) y consideramos la funcién de evaluacién V(I) — K defi-

nida por (ay,asg,...,a,) = f(a1,as,...,a,), para todo (ai,as,...,a,) € V(I), es de nuestro
interés responder a la siguiente pregunta.
Pregunta 1.1. Para f,g € K|y, x2,...,2,], jcudndo son iguales las funciones de evaluacién

V(I) - K determinadas por los polinomios fy g ?

Para ello es necesario considerar el ideal I(V(I)), dado por el conjunto de polinomios en

Klxy1,22,...,2,] que se define como
I(V() ={f € K[z1,22,...,2,) : fla1,a2,...,a,) =0, ¥ (a1,a2,...,a,) € V(I)}.

Si f—ge€ I(V(I)), entonces (f — g)(ay,az,...,a,) = 0, para todo (ai,as,...,a,) € V(I).
Por lo tanto la funcién V(I) — K definida por el polinomio f — g es igual a cero. De este

modo las funciones de evaluacién V(I) — K determinada por f y g son iguales.

Definicién 1.23. Para f,g € K[x1,22,...,2,] v J un ideal de K[z1,x9,...,z,], se dice que
f es congruente con g médulo J si f — g € J, lo que se denota con f = g méd J. Ademas se
puede probar que la realcién = es una relacién de equivalencia sobre K[z1,xa, ..., Zy].
Notacién 1.2. El conjunto de clases de equivalencia se denota como K[z1,z2,...,x,]/J.
Los elementos de K[z1,z2,...,x,]/J son de la forma f + J y se les llama clases laterales
de J, los cuales tienen las siguientes operaciones: para f,g € K[z, x9,...,x,] se tiene que

(f+N+@+))=(f+g9)+Jy (f+)(g+J)= fg+J. Deesta forma, K[z1,z2,...,2,]/J
es un anillo conmutativo con las operaciones de suma y producto definidas anteriormente, el

cual se denomina anillo cociente de Klxy,x2,...,2,] por J. También se puede probar que
Klxy,x9,...,2,]/J es un espacio vectorial sobre K.
Siguiendo ésta idea nos planteamos estudiar las clases laterales del anillo K[z1,x2,...,z,]/J.

Para ello nos planteamos resolver los siguientes problemas.

3. Encontrar las clases laterales de Kx1,22,...,2,]/J.

4. Determinar una base para el espacio vectorial K[z1,xs,...,zy]/J, sobre K (la cual puede ser
o no infinita).

A continuacién se presenta el Teorema de la base de Hilbert, el cual demuestra que todo ideal
de un anillo de polinomios es finitamente generado. esto implica que cada variedad de un ideal en

realidad constituye las soluciones de un conjunto finito de polinomios.
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1.3. Teorema de la base de Hilbert

Teorema 1.3. (Teorema de la base de Hilbert). En el anillo K|x1,xa,...,%y,], se cumple lo siguiente

1. Si I es un ideal de K[x1,x9,..., x|, existen polinomios fi, fa,..., fs € K|x1,29,...,2,] tal

que I=(f1,f2,..., fs)

2.8 11 CI,CI3C---C1I, C--- es una cadena ascendente de ideales de K[x1,xa,...,xy],

entonces existe un entero positivo N tal que Iy = Iny1 = Inqo---.
Observaciéon 1.1. Con respecto al teorema anterior se presentan las siguientes dos definiciones:

1. Un ideal I en R que cumple la condicién 1 se denomina un ideal finitamente generado o que

tiene un conjunto generador finito.
2. Si un anillo conmutativo R satisface la condicién 2 se llama un anillo Noetheriano.
Para la demostracién del Teorema 1.3, primero es necesario considerar los siguientes resultados.
Teorema 1.4. Las siguientes condiciones en un anillo R son equivalentes
1. Si I es un ideal de R, existen elementos fi, fa,...,fs € R tal que I = (f1, fa,..., fs).

2. 9L CIhb, CI3C---C1,

C .- es una cadena ascendente de ideales de R, entonces existe
un N tal que Iy = Iny1 = Inso---.

En otras palabras R es un anillo Noetheriano si y sélo si todo ideal de R es finitamente generado.
Demostracion. Primero supéngase que se cumple la primera condicion. Sea
LChLClC---CL,C-,

una cadena ascendente de ideales de R. Si se considera la unién de los ideales I;, esto es I = ;2 I,
este es nuevamente un ideal de R. Por hipétesis, I = (f1, fa,..., fs) con fi, fa,..., fs € R, por tanto
para cada 1 <i <s, f; € I y asi existe N; € Z* tal que f; € In,. Sea N = méxj<;<s{N;}, de esta
forma cada f; € Iy y esto implica que I C Iy, i.e Iy = Iy, para todo k > N.

Para la otra implicacion se supone lo contrario, que existe un ideal I de R que no es finitamente
generado. Sea f; € I, luego existe fo € I ¢ (f1). Por lo tanto (f1) € (f1, f2), si continuamos
este proceso se obtiene una cadena estrictamente ascendente de ideales de R lo cual contradice la

segunda condicién. |

Nota 1.3. Para f(z) = a,2" + ap_12"" ' + - -+ + a1z + a, un polinomio no nulo en K|[z], a, es el

coeficiente lider de f y se denota con lc(f) = ay,.

Teorema 1.5. Si R es un anillo Noetheriano, entonces R[x| también lo es.
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Demostracion. Sea I un ideal de R[z], probemos que I es finitamente generado. Dado un po-
linomio f(z) = apx™ + ap_12" ' 4+ --- + a12 + a, en R[z] con a, # 0 y se define el conjun-
to formado por los coeficientes lideres de todos los polinomios en I; es decir J = {r € R :
r es el coeficiente lider de los polinomios en I}(J{0}, tal conjunto J es un ideal de R. En efec-
to, sean a, y b,, € J, por definicién son los coeficientes lideres de dos polinomios en I, digamos
p1(z) = anx™ + -+ +a1x +ag y p2(x) = bpax™ + - + bz + by, luego 2 py(x) + x"p2(x) € I, por
tanto a, + by, € J. Ahora si r € R entonces rpi(z) € I y ra, € J. Ahora como R es Noetheriano
se tiene que existen f1, fo,..., fs € I tal que sus coeficientes principales generan a J.

Sea N el maximo de los grados de los polinomios f1, fo, ..., fs. Para cada entero k < N, se define
a Jr como el subconjunto de R formado por los coeficientes principales de todos los polinomios en
I de grado a lo més k. Claramente Jj, es un ideal de R, en efecto es facil ver que es cerrado bajo la
suma y para a € Jy y r € R ra € Ji. Sea p(x) € I cuyo coeficiente principal es a y consideremos
el polinomio ¢(z) = r € R[z]. Como I es un ideal de R[z], entonces q(z)p(xz) = rp(z) € I, ya que
el coeficiente principal de rp(x) es ra. Ahora al ser J un ideal de R y por la condicién de que R
es Noetheriano, existe un nimero finito de polinomios ¢ 1(z), ..., qkn,(x) € I, de tal manera que
sus coeficientes principales generen a Ji. Ahora vamos a denotar por I* al ideal generado por los

polinomios

f17f27 s 7f87q0,1($)7‘ .. 7q0,n0(33)7 s ,QN,1($)7 s 7QN,nN(:E)-

Por construccién se tiene que el ideal I* C [ y es finitamente generado. Probemos ahora que I C I*.
Supéngase lo contrario, que existe un polinomio h(x) € I pero no estd en I*, podemos escoger a
h(z) de menor grado con esta propiedad. Sea s € R el coeficiente principal de h(z).

Caso 1. Supdngase que el grado de h(z) es al menos N. Como s € J, existen polinomios (monomios)
ri(z),re(z),...,rs(x) € R[z] tal que u(x) = > ;_; ri(x) fi(x) € I* tiene coeficiente principal s y cuyo
grado sea igual al de h(z). Ahora como h(z) — u(x) € R tiene grado menor que h(z), luego por la
minimalidad en la escojencia de h(z) se tiene que h(z) — u(x) € I'*. Asi h(x) € I*, lo cual es una
contradiccién.

Caso 2. Si el grado de h(x) es k < N, luego s € Ji para algin k. Por lo tanto podemos encontrar
polinomios (monomios) ry j(z) € R[z] de manera que v(z) = > % ri(x)qx(z) € I* tiene coefi-
ciente principal s y cuyo grado sea igual al de h(z) y la demostracién se sigue de forma similar al
Caso 1. |

Corolario 1.1. Si R es un anillo Noetheriano, entonces R[x1,x2,...,xy,] también lo es.

Demostracion. La demostracion se hard por induccién sobre n. Si n = 1 entonces por el resulta-
do anterior se cumple la afirmacién. Ahora supéngase que R[x1,x2,...,2,] es Noetheriano, luego

R[zq,29,...,2,)[Ty 1] también lo es nuevamente por el teorema anterior. [ |

Asi el Teorema de la base de Hilbert se cumple.



Capitulo 2
Polinomios en una variable

Este capitulo se centrara en estudiar la soluciéon de los problemas presentados en el capitulo
anterior para el caso del anillo de polinomios K[z] con K un campo. En la Seccién 2.1 se presenta
el algoritmo de la divisién para el caso de polinomios en una variable. En la Seccién 2.2, se estudia
el concepto de maximo comun divisor y su importancia en la nocién de ideal principal, herramienta

que serd 1til para la solucién de los Problemas 1.1 en K|x].

2.1. Algoritmo de la division

En esta seccién se estudiaran los polinomios en una variable en el anillo K[z] con K un campo. El
algoritmo de la divisién para éste caso y su implementacién en el sistema de algebra computacional
discreta GAP.

Definicién 2.1. Para f(z) = a,z" + ap_12" ! + -+ + a12 + ag un polinomio no nulo en K[z] con

an # 0, se denota con

- le(f

) = ay, al coeficiente lider de f,
t(f) = apa™ al término lider de f,

[—

» Ip(f) = 2™ al producto potencia lider de f,
» deg(f) =n al grado de f.

Ejemplo 2.1. Para f(z) = 2z* + 323 — 222 + 1 en Q[z] se tiene que le(f) = 2, It(f) = 22*,
Ip(f) =2y deg(f) = 4.

Ahora se presenta el algoritmo de la divisién para el anillo de polinomios K|z].

15
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Teorema 2.1. (Algoritmo de la division para polinomios en una variable). Dados dos polinomios
f(x) y g(x) en el anillo de polinomios K [x], con g(x) # 0, existen polinomios unicos q(x) (cociente)
r(z) (residuo) en Klz| tales que

con r(x) =0 6 deg(r(z)) < deg(g(z)).

Demostracion. Primero se demuestra la existencia de los polinomios ¢(z) y r(x). Para ello se aplica
0, basta tomar ¢(z) =0

el principio de induccién sobre el grado de f(z). Si f(x) = 0 o deg(f(x)) =
y r(x) = f(z). Supdéngase que el teorema se cumple para f(x) con deg(f(x)) < n, ahora para

n—1

flz) =apz" +ap_12"" " + -+ a1z +ao

9(@) = bpa™ + b1z + - + by + by,

con deg(f(x)) = ny deg(g(z)) = m. Si n < m, entonces ¢(z) = 0y r(x) = f(x). Supéngase que
n > m. Considere qo(z) = a,b, 'z ™, donde el clculo de a,b,! se puede realizar una vez que K
es un campo.

Sea

ro(x) = f(x) — qo(x)g ().

Sirg(z) =06 el deg(ro(x)) < deg(g(z)), se toma g(x) = qo(x) y r(x) = ro(z).

De otro modo, siguiendo con el proceso anterior cabe notar que los términos que corresponden
a la potencia 2™ se cancelan por la escojencia de go(z), de ahi que deg(ro(x)) < deg(f(x)) por
tanto aplicando la hipétesis de induccién sobre los polinomios ro(z) y g(x), existen polinomios

q1(x),r1(z) € K[z] en la divisién de ro(z) por g(z) tales que

ro(z) = q1(w)g(z) + r1(x),

con ri(z) = 0 6 deg(ri(z)) < deg(g(x)), de donde se obtiene que f(z) = qo(x)g(z) + q1(x)g(z) +
qo(x

1
r1(z) = (qo(x) + ¢1(x))g(xz) + r1(z). Asi tomando r(z) = r1(z) y q(z) =
existencia.

) + q1(z) se prueba la

Para probar la unicidad, supéngase que existen polinomios ¢ (), ga2(z), r1(x), ro(x) € K[z] tales
que

f(z) = qi(@)g(z) + r1(z),

con deg(ri(x)) = 0 6 deg(r1(x)) < deg(g(x)) y que

f(z) = qa(w)g(z) + 72(2),
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con deg(ry)(z) =0 6 deg(re(x)) < deg(g(x)). Luego

q1(2)g(x) +r1(z) = ga(w)g(z) + r2(2),

por tanto

(1 (%) — ga())g(x) = ra(2) — r1 (). (2.1.1)
Comparando los grados podemos ver que como deg((q1(x) — g2(2))g(z) > deg(g(z)) y deg(ra(z) —
r1(x)) < max(deg(ri(x)), deg(ra(x))), entonces se tiene que deg((q1(z) — q2(z))g(xz) > deg(ra(z) —
r1(x)), lo que claramente contradice la igualdad en la Ecuacién (2.1.1), entonces se tiene que r(z) =

ri(x) y asi q1(z) = qa(x).

Siguiendo con la notacién presentada anteriormente, dado los polinomios f = 2" +an_12" "+

cdar+agy g = bpr™ + by_12™ 4 -« + by + by, entonces el primer paso para calcular la

(
1t(g)

g, €l cual es un primer residuo en el proceso de dividir f por g.

divisién de f por g consiste en restar de f el polinomio

()
1t(g)

Notacién 2.1. El polinomio h que se obtiene en el parrafo anterior se denomina una reduccién de

g. De esta forma se obtiene el polinomio

f por g y el proceso del calculo de h se denota con
L n.

Si h # 0 con deg(h) > deg(g), entonces se puede obtener un polinomio A/, como una reduccién
de h por g, es decir
h s 0.
El proceso de seguir la reduccion de los residuos obtenidos al dividir por g se realiza hasta obtener

un residuo r que sea cero 6 de grado menor que el grado del polinomio g, este proceso se denota con
g
[y

Definicién 2.2. Sean f y g polinomios en K|[z]. Se dice que g divide a f si f = gt para algin
t € Klz].

A continuacién se presenta la implementacién del algoritmo de la divisién para polinomios en

una variable usando el sistema de algebra computacional GAP.

Algoritmo 2.1 (Algoritmo de la divisién en una variable).




2. Polinomios en una variable 18

div:= function(f,g,var)
local q,r,m,n,k,lexord,1l,11,h;

lexord:=MonomialLexOrdering() ;

gq:=Zero(R);
h:=Zero(R) ;
r:=f;

1:=Degreelndeterminate(g,var);

11:=DegreeIndeterminate(r,var);

while (1<=11) and r<>Zero(R) do
m:=LeadingTerm0fPolynomial (r,lexord) ;
n:=LeadingTerm0fPolynomial (g,lexord) ;
k:=DegreeIndeterminate (m,var)-DegreeIndeterminate(n,var);
h:=(LeadingCoefficientOfPolynomial (r,lexord)/

LeadingCoefficientOfPolynomial (g,lexord))*var k; ;

q:=q+h;
r:=r-h*g;
11:=DegreelIndeterminate(r,var);

od;

return [q,r];

end;

Nota 2.1. Esimportante notar que al inicio del algoritmo de la division presentado en GAP, primero
se debe utilizar el comando var:=X(K,"var"); donde var define la indeterminada a utilizar sobre
el campo K, al igual que el comando R:=PolynomialRing(K, [var]); que construye el anillo de

polinomios sobre la indeterminada var con coeficientes en K.

Ejemplo 2.2. Sean f = 223 — 222 + 22 +8 y g = —422 4 2z + 8 en Q[z]. La forma de utilizar el
Algoritmo 2.1, en GAP es la siguiente

>x:=X(Rationals,"x");
X
>R:=PolynomialRing(Rationals, [x]);

Rationals[x]

>fi= 2%x"3-2*%xx"2+2%x+8;
2%x"3-2%x"2+2%x+8
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>gi=—4xx"2+2*x+8;

—4%x"2+2*x+8

>div(f,g,x);
[ -1/2%x+1/4, 11/2%x+6 ]

Es decir de la divisién de los polinomios f por g se obtiene el cociente —%:E—I— 14 y el residuo %:E+6.
El proceso que realiza internamente el Algoritmo 2.1 se explica a continuacién.

Primero se define la indeterminada y el campo a trabajar con los comandos x:=X(Rationals,"x");
y R:=PolynomialRing(Rationals, [x]) ; respectivamente.

Primer paso, para f = 22% — 222 + 2248y g = —422 4+ 22 + 8 con el orden usual de polinomios y se
hace el cociente ¢ = 0 y el residuo h = 0, luego se tiene que r = f, [ = deg(g) =2 y Il = deg(r) = 3.
Se inicializa el While:

deg(g) = 2 < deg(r) = 3 y r = f, entonces m = lt(r) = 223, n = lt(g) = —42? y k = deg(r) —
deg(g) =1y se calcula

h— 1C(T)xk S
le(g) 2
T
= h:——
q=q+ 9

r=r—hg=—x>+6x+8,

con deg(r) = 2. Volvemos al While:
deg(g) =2 <deg(r) =3y r#0asi, m=—2% n=—422 k=0, luego

1
h=-
47
B x+1
q= 5 T
11x
=—+46
T 5 + 0,

con deg(r) = 1. Finaliza el ciclo ya que deg(g) = 2 > deg(r) = 1, por tanto el algoritmo da como

resultado el cociente y residuo

B x+1
q= 5 T
11x
= — +6.
T 5 +

Ejemplo 2.3. Para f = 42* — 222 + 520+ 1y g = —42? + 42 — 7 en Q[z] si se divide f por g

aplicando al algoritmo de la divisién se tiene que,

>div(f,g,x);
[ -x"2-x+5/4, -T*x+39/4 ]
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el cociente ¢ = —2% — x + % y el residuo r = —Tx + %.

Ejemplo 2.4. Para f =22° —42® + 22 — 2+ 2y g = 2% + 2 + 1 en Q[z] si se divide al polinomio

f por g se tiene que,

>div(f,g,x);
[ 2%x"3-2%x"2-4%x+7, -4*x-5 ]

el cociente ¢ = 223 — 222 — 4x + 7 y el residuo r = —4x — 5.

2.2. Maximo comun divisor

FEn esta seccion se estudia el problema de encontrar el “mejor” conjunto generador para un
ideal en el anillo de polinomios K[z]. De esta forma si I es un ideal tal que I = (fy, fa,..., fs)
se demostrara que este ideal en realidad es generado por un solo elemento, el cual se conoce como
el maximo comun divisor de los polinomios fi, fa,..., fs. Para esto primero se estudia el concepto
de maximo comun divisor para dos polinomios y luego se extiende para un numero arbitrario de
polinomios. Ademds, se presenta la implementacién en GAP de un algoritmo para el calculo del
maximo comun divisor de dos polinomios de una variable, asi como la solucién de los Problemas

1.1 para éste caso.

Observacién 2.1. Sea I = (f,g) y supéngase que f - h. Luego I = (h, g). En efecto, dado que
f L5 h, se tiene que h = f — %g de ahi que h € (f,g). De igual forma f = h + %g, de donde
f € (h,g). Por lo tanto (f,g)

I={(rg).

@

(h,g). En general se puede mostrar que si f ihr r, entonces

Utilizando el algoritmo de la divisién repetidamente se obtiene el siguiente resultado.
Teorema 2.2. Cada ideal de K[x] se genera por un elemento.!

Demostracion. Sea I un ideal no nulo de K|z|. Para g € I con g # 0 y deg(g) = n con n la menor
potencia posible, se observa que para cualquier f € I por el algoritmo de la divisién, ver Teorema 2.1,
existen polinomios ¢(z) y r(z) en K[z] tal que f(z) = q(z)g(x) + r(z), con r(z) = 0 6 deg(r(z)) <
deg(g(x)). Si r(x) # 0, entonces r(z) = f(z) — q(z)g(z) € I con deg(r(z)) < deg(g(z)) lo que
contradice la escogencia del polinomio g(x). Por lo tanto r(x) = 0y asi f(x) = ¢(x)g(x) de donde

se sigue que I C (g), por tanto I = (g). |

Observacion 2.2. El polinomio g del teorema anterior es inico salvo multiplos constantes.

1Un ideal que se genera por un elemento se denomina ideal principal y un dominio entero en donde cada ideal es

principal se denomina Dominio de Ideales Principales (DIP), asi{ por el Teorema 1.2 K[z] es un DIP.
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El teorema anterior permite encontrar el mejor conjunto generador para elideal I = (f1, fo,..., fs)
a través del polinomio g en K|[z]. Es decir si se tiene un sistema de ecuaciones f1 =0, fo =0,..., fs =
0 con f; € K[x] para 1 <i < s. El Teorema 2.2 garantiza que I = (f1, fa,..., fs) = (g), es decir el
conjunto solucién del sistema anterior es el mismo que el de la ecuacién g = 0.

Evidentemente ahora surque la siguiente inquietud.
Pregunta 2.1. ;Cémo calcular el polinomio g del teorema anterior?

Para resolver esta pregunta de la mejor manera dividiremos este proceso en dos partes. Primero
se analizard la pregunta cuando el ideal I = (fy, f2) con I C K[x] y después se generalizard para el
caso del ideal I = (f1, fo,..., fs).

Ahora se presenta una definicion que serd fundamental para dar respuesta al la pregunta anterior.

Definicién 2.3. Sean fi, fo polinomios en K[z] con uno de ellos no nulo. Se denomina el Mdzimo

Comiin Divisor de los polinomios fi, fo, el cual se denota como med(f1, f2) al polinomio g tal que:
1. g divide a f1 y a fs.
2. Si h € K[z] divide a f1 y a fo, entonces h divide a g.
3. le(g) =1, es decir g es ménico.

Ahora se muestra un resultado que permite relacionar el ideal I = (f1, f2) con el polinomio

med(f1, f2)-

Teorema 2.3. Sean fi, fo € K[z]|, con uno de ellos no nulo, luego el med(fi, f2) existe y ademds

(f1, f2) = (med(f1, f2))-

Demostracion. Por el Teorema 2.2, existe g € K[z] tal que (f1, fa) = (g). Debemos probar que
g = med(f1, f2). Dado que g es dnico salvo multiplos constantes podemos suponer que lc(g) = 1,
luego de la igualdad (fy, fo) = (g) se tiene que fi = h1gy fo = hag con hy,hy € K[x] de ahi que g
divide a f1 y g divide a fo. Supéngase ahora que un polinomio h € K[z] divide a f1 y a fa, es decir
h divide a cualquier combinacion lineal de los polinomios f1 y fa, en particular divide a g ya que g
estd en (f1, f2). Entonces, g = med(f1, fo). [ |

A continuacién se muestra una algoritmo para calcular el maximo comun divisor de dos polino-

mios que generen a un ideal. Este procedimiento se conoce como algoritmo Euclideo.

Lema 2.1. Sean fi,f2 € Klz]|, con al menos uno de ellos no nulo, entonces el mecd(fi, f2) =
med(f1 — qf2, f2), para todo q € K|z]
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Demostracion. Primero es preciso notar que (f1, fo) = (f1—qf2, f2). En efecto, claramente f1 —qfs €

(f1, f2). Ahora ya que f1 = 1(f1 —qf2)+qf2, entonces fi € (f1 —qfa, fo). Ahora aplicando el teorema
anterior

(med(f1, f2)) = (f1, f2) = (f1 — ¢f2, f2) = (mcd(f1 — qf2, f2)).

Dado que el generador de un ideal principal es tinico salvo multiplos constantes y que el coeficiente

lider del méximo comiin divisor de dos polinomios, se sigue que med(f1, f2) = med(f1 —qfe, f2). N

Siguiendo la pregunta del célculo del generador de un ideal en K[z], se va a estudiar para el

caso mds general de un ideal I = (f1, fa,..., fs) con f1, fa,..., fs € K[z] no todos nulos.
Definicién 2.4. Sean fi, fa,..., fs polinomios en K|z] no todos nulos. Se denomina el Mdzimo
Comun Divisor de los polinomios fi, fa, ..., fs, que se denota como med(f1, fo,. .., fs) al polinomio
g tal que

1. g divide a cada f; con i =1,2,...,s.
2. Si h € K[z] divide a cada f; con i =1,2,...,s, entonces h divide a g.
3. le(g) = 1, es decir g es ménico.

De igual forma que en el caso de ideales generados por dos polinomios, se presenta un resultado

para la relacién entre el ideal I = (f1, fo,..., fs) v el med(f1, fa,..., fs)-

Teorema 2.4. Sean f1, fa, ..., fs polinomios en K|x] luego.

1. <f17f27"'7fs> = (mCd(f17f27"'7fs)>-
2. Si s >3, entonces med(f1, fa, ..., fs) = med(f1, med(fa,. .., fs))-

Demostracion. La prueba del item uno se hace de forma similar al Teorema 2.3. Por Teorema 2.2,
existe g € K|[x] tal que (f1, fa,..., fs) = (g9). Se debe probar que g = mcd(f1, f2,..., fs). Dado que
g es unico salvo multiplos constantes podemos suponer que lc(g) = 1, como fi, fa,..., fs € (g) se
tiene que g divide a cada f; con i = 1,2,...,s. Para h € K[z] tal que h divide a cada f;, se tiene
que h divide a cualquier combinacién lineal de los polinomios fi, fo,..., fs, en particular divide a
g, ya que g estd en (f1, fa,..., fs). De esta manera, se obtiene el resultado deseado.

Por otro lado supéngase que h = med( fa, . . ., fs), luego por la primera parte del teorema (fo, ..., fs) =
(hy, y ast (f1, fa,..., fs) = (f1, h). Aplicando nuevamente el primer item a los ideales (f1, fa,..., fs)
y (f1,h) se tiene que (mcd(f1, fa2,...,fs)) = (mecd(f1,h)) y del hecho que el coeficiente lider del

maximo comun divisor es uno y que genera un ideal principal salvo multiplos constantes se sigue

que med(fy, fa, ..., fs) = med(f1, h) = med(f1, med(fo,. .., fs))- [ |

Observaciéon 2.3. Para calcular el maximo comuin divisor de los polinomios (fi, fa,..., fs) se

procede por induccién por el item dos del Teorema 2.4.
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A continuacién se presenta el algoritmo Euclideo que se usa para calcular el maximo comun

divisor de dos polinomios con ayuda del sistema de algebra computacional GAP.

Algoritmo 2.2 (Algoritmo Euclideo).

mcd:= function(f1,£f2)
local f,g,lexord,r;

lexord:=MonomialLexOrdering() ;

r:=Zero(R);
f:=f1;
g:=£2;

while g<>Zero(R)do
r:=QuotientRemainder (f,g) [2];

f:=g;

g:=r;
od;
f:=(1/LeadingCoefficient (f))*f;
return f;
end;

Ejemplo 2.5. Sean f; = 2% — 32+ 2y fo = 22 — 1 en Q[z]. El calculo del méximo comiin divisor

de los polinomios f1 y f2 aplicando el Algoritmo 2.2 se expresa en GAP como

>x:=X(Rationals,"x");
x
>R:=PolynomialRing(Rationals, [x]);

Rationals[x]

>f_1:=x"3-3%x+2;

X" 3-3%x+2

>f_2:=x"2-1;
x"2-1
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>mcd(f_1,f_2);

x-1

Asi el méximo comtn divisor de los polinomios fi y fo es  — 1. La prueba de escritorio de este
ejemplo se encuentra a continuacién.
Se debe recordar que primero se debe definir el anillo de polinomios y la indeterminada a utilizar,
ver Nota 2.1. Primer paso, para fi = 23 — 324+ 2y fo = 22 — 1 con el orden usual de polinomios
hacemos f = fi =2% -3z +2, 9= fo =22 — 1.
Se inicializa el While:

LR P Sl IR W) S

f:$2—1,
g=—2x+2.

Nuevamente While: y hacemos la division de f por g,

—2z+42
-1 0=r,

f=-2x+2,
g=20.
Termina el ciclo While y hacemos
f:—%—Z:E—I—Q::E—l.

Por tanto el med(fy, fo) =z — 1.
Ejemplo 2.6. Para f; =222 +2y fo = 22 + 1 en Q[z]

>med(f_1,f_2);
x"2+1

El mcd(fl, fg) = LE2 + 1.

Ejemplo 2.7. Para f; =2° — 22 — 22+ 22, fo=a" + 25 — 22 — 223 + o+ 1y f3 = 2% — 22° +
ot — 223 + 22 — 22 en Q[x], para calcular el med(f1, f2, f3), primero se calcula el med(f1, f2) a saber

>mcd(f_1,f_2);
x"3-1

Sea h = 23 — 1 y finalmente se realiza el célculo del mcd(h, f3)
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>mcd(h,f_3);

x"2+x+1
Asi el med(fy, fo, f3) = 22 + o + 1.

Es turno ahora de resolver los Problemas 1.1 que se plantearon en el primer capitulo para el
caso del anillo K[z].

Solucién a los Problemas 1.1. Dados un ideal I = (f1, f2,..., ft) y un polinomio f en K|x].

1. Decidir cuando el polinomio f € I. Para solucionar este problema en el anillo de polinomios
K [x] primero se calcula el polinomio g = med(f1, fo, ..., fs) y se usa el algoritmo de la divisién

de f por g, obteniendo el siguiente resultado
fel=/{(g) siysélosif-L+,0.

Ejemplo 2.8. Para el Ejemplo 2.7 si se toma el ideal I = (fi, f2, f3) vy para el polinomio
f1 = —a29 4428 - 227 —3254-62° —102? +62° — 722 + 15241 se tiene que el g = mcd(f1, f2, f3) =
22 + z + 1, luego aplicando el Algoritmo 2.1

>div(f_4,g,x);
[ x"7+5%x"6-6%x"5-2%x"4+14%x"3-22*%x"2+14*x+1, 0 ]

Asi el algoritmo devuelve residuo 0 y el cociente ¢ = —x7 +52° —62° —22% +142% 2222 + 14241,
por tanto el polinomio f; = —2%+42% — 22" —32% 4625 — 102* 4 623 — 722+ 152+ 1 pertenece al
ideal I = (f1, fo, f3), esto es fy = —a? +42% — 227 — 3264 62° —102* 4-62% — 722 + 152+ 1 = qg.
Pero si se toma el polinomio f5 = 220 4 32° 4+ 52% — 825 + 2% — 323 + 222 + 152 + 1 aplicando

el Algoritmo 2.1 se tiene que

>M:=div(£5,g,x);
[ 2%x"8+x"7-3*%x"6+2%x"5+6*%x"4-16*x"3+11*x"2+2*x—-11, 24*x+12 ]

Donde 228 + 27 — 325 +22° 4+ 62* — 1622 + 1122 4 22 — 11 es el cociente y el residuo es 24z + 12.
Por lo tanto el polinomio f5 = 220 + 32 + 526 — 825 + 2% — 323 + 222 + 152 + 1 no pertenece
al ideal T = (f1, fo, f3)-

2. Si f € I, determinar los polinomios vy, vs,...,vs € K[z] tal que f = v f1 +vaofo+ - + vsfs.
Los polinomios vy, v, ..., vs se encuentran con el algoritmo de la divisién, es decir, se hallan
a partir de la divisién de f por g = med(f1, fo, ..., fs)-
Una forma alternativa de encontrar los polinomios vy, vs,...,vs es modificando el Algoritmo
2.2 como se muestra a continuacién. Este nuevo algoritmo da como resultado el maximo comun

divisor de dos polinomios f1, fo y polinomios vy, vy tales que med(f1, f2) = v1f1 + va fo.
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Algoritmo 2.3 (Algoritmo Euclideo Extendido).

mcdextrec:= function(f1,f2,var)
local L,s, S;

if f£2<>Zero(R) then
L:=div(f1,f2,var);
S:=mcdextrec(f2,L[2],var);

s:=S[2];

S[2]:=s[3];

S[3]:=-L[1]1*S[3]+s;
else

S:=[1/LeadingCoefficient(f1)*f1,1/LeadingCoefficient (f1)*0ne(R),
1/LeadingCoefficient (f1)*Zero(R)];
fi;
return S;

end;

Ejemplo 2.9. Siguiendo con el Ejemplo 2.8 se expresaré el polinomio f; = —2? 4428 — 227 — 326 +
62° — 102* + 623 — 722 + 152 + 1 como combinacién lineal de los polinomios fi, f2, f3 como se sigue
a continuacién.

Primero se aplica el Algoritmo 2.3 para los polinomios f; = 2° — 22* — 22 4+ 2z y fo = 27 + 26 —
224 — 223 + x + 1, es decir

>L:=mcdextrec(f_1,f_2,x);
[ x°3-1, -11/21%x"3-4/7*x"2-1/7*x+5/21, 11/21%x-1 ]

Que devuelve el polinomio L[1] = 23 — 1 el cual es el méximo comiin divisor de los polinomios
f1, f2 y los polinomios L[2] ::<—%%x3<— %$2<— %w +—§% y L[3] = %%w — 1 para expresar a L[]
como combinacién lineal de los polinomios fi y fa, como L[1] = L[2]f1 + L[3]f2, es decir 2® — 1 =
(—F2d =222 — 1o+ ) fi + (5 — 1) fo

Luego nuevamente se utiliza el Algoritmo 2.3 para los polinomios L[1] = 2% — 1 y f3

>LL:=mcdextrec(L[1],f_3,x);

[ x"2+x+1, x"3-2%xx"2+x-1, -1 ]
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Esto devuelve el maximo comun divisor de los polinomios f1, fo, f3 es decir
g = mcd(fl, fg, fg) = 332 +x+1.

Ademas, proporciona los polinomios que expresan a g como combinacién lineal de L[1] y f3 a través
del los polinomios LL[2] = 23 — 222 + 2 — 1y LL[3] = —1 es decir

g = LL]2]L[1] + LL[3]fs.
Ahora reemplazando L[1] por L[2]f; + L[3] f2 se tiene que
g = LL[2J(L[2]f1 + L[3] f2) + LL[3] 5,

es decir
g = (LLR2JL2)) f1 + (LL[2]L[3]) f2 + (LL[3]) f5.

Por el ejemplo anterior de la divisién del polinomio f4 por g se tiene que f; = ¢g, donde ¢ es el
cociente ¢ = —z” + 528 — 625 — 22* 4 1423 — 2222 + 142 + 1 reemplazando el polinomio g se tiene
que

Jo=q((LL2|L[2)) f1 + (LL[2]L[3]) f2 + (LL[3]) f3),
es decir

fa = (LL[2]L[2]q) f + (LL[2]L[3]q) f2 + (LL[3]q) f5,
donde

>LL[2]*L[2] *q;
11/21%x"13-65/21%x"12+106/21*x~11+2/21%x~10-61/7*x"9+289/21%x~8-29/3*x"7-22/21\
*x"6-10/3%x"5+14%x"4-250/21%x"3+221/21%x"2-62/21*x-5/21

>LL[2]*L[3]*q;
-11/21*x~11+14/3*x~10-334/21*x~9+533/21*x~8-37/3*x~7-653/21*x~6+1780/21*x~5-10\
T*x~4+1697/21%x~3-857/21%x"2+262/21*x+1

>LL[3]*q;
X" T7-5*x"6+6*x " 5+2kx"4-14%x"3+22%x " 2-14%x-1

3. Las clases representativas del elemento f + I en K|x]/I son de la forma r 4 I, donde r es el

residuo de la divisién de f por g = med(f1, fo, ..., fs)-

Ejemplo 2.10. Siguiendo con el Ejemplo 2.8 la clase lateral del elemento fy+ I en Q[x]/I es
de la forma 0 + I, donde 0 es el residuo de la divisién de f4 por g = med(f1, fo, f3) v la clase
lateral del elemento f5+ I en Q[z]/I es de la forma 24z 4+ 12+ I, donde 242 + 12 es el residuo
de la divisién de f5 por g = med(f1, f2, f3).
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4. Las clases laterales que forman una base para el K-espacio vectorial K[z]/I son

{1+ (g),z+(g),...,a" "+ (g)},

donde I = (g), g es el méximo comiin divisor de un conjunto finito de polinomios generadores
de I y d = deg(g), es una base para K|z|/(g).
En efecto, {1+ (g),z + (g),...,2% 1 + (g)} es linealmente independiente, ya que

ag(1+ () + a1z +(9) + -+ aa1 (@' + (9)) = 0= (g),
luego por propiedades de clases laterales se tiene que

(ap + a1z + -+ ag_1297 1) + (g) = 0 = (g),

es decir
d—1
o)+ + -+ ag_1x S (g>,
la tinica posibilidad para que esto ocurra es que
ap =01 = -+ = Qg1 :0,

ya que g tiene grado d y (g) contiene a los multiplos de g.
{14+(g), z4+(g), ..., 2% 1 +(g)} genera al espacio vectorial K[z]/(g). En efecto, sea f(z) € K|x],
luego f(z) + (g9) € K[x]/(g), ahora por el algoritmo de la divisién se tiene que

f(z) =g(x)q(x) + r(x), conr(zx)=006degr(x)<d.

Si r(z) = 0, se tiene que f(x) = g(z)q(z), entonces f(xr) = 0 en K[z]/(g) y asi
f(x) 4+ (g(z)) = (9(z)), de donde

F(@) + (g(@)) = 0(L + (g(2))) + O(z + (g(2))) + ... + 0(z~" + (g(2))).
Si deg r(x) < d, con f(x) =a, + a1z +...+as_ 129", entonces
f(@) + (g(x)) = (ap + a1z + ...+ ag_12%71) + (g(z))
= ag + {9(2)) + arz + (g(x)) + ... + ag_127" + (g(x))
= ao(1 +{g(2))) + a1z + {g(2))) + ... + ag1 (2" + (g(x))).

Ejemplo 2.11. Continuando con el ejemplo anterior las clases laterales que forman una base para

Q[x]/I son
I+ @ +z+1),z+ @ +z+1)},

con g = mCd(f17f27f3) - IE2 + x4+ 1.



Capitulo 3
Polinomios en varias variables

En este capitulo se presenta una generalizacién de la teoria de polinomios en una variable
estudiando el anillo de polinomios en varias variables K[x1,z2,...,2,] con K un campo. A manera
de introduccion, en la primera seccién se estudian los Problemas 1.1 en el caso de polinomios lineales
en varias variables y su solucién con el método de Gauss-Jordan. Posteriormente, en la Seccion 3.2
se introduce el concepto de orden de términos, con el cual se definen el producto potencia lider,
el termino lider y el coeficiente lider de un polinomio y se presentan tres ejemplos de orden de
términos. Finalmente, en la tercera seccion se estudia el algoritmo de la division para polinomios

en varias variables.

3.1. Caso lineal

Para el caso en que el sistema dado en la Ecuacién (1.2.1), sea un sistema de ecuaciones lineales!
f1i=0,f2=0,...,fs =0en el anillo K[x1,x9,...,x,], recordamos que se puede usar el método de
Gauss-Jordan a través de la matriz asociada al sistema en su forma escalonada reducida. El método
consiste en transformar un sistema de ecuaciones lineales en otro equivalente (que tiene las mismas
soluciones) més sencillo de resolver a través de operaciones elementales de fila?. Este proceso ademas
permite cambiar el conjunto generador {f1, fo,..., fs} de unideal I = (f1, fo,..., fs) por otro més

simple. Para ejemplificar mejor este método consideramos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1. Sea f =2z —y—32=0, g =2z — 3y — 2z = 0 y consideremos el ideal I = (f, g), la

variedad V(f, g) es la solucién del sistema

f=2x—y—32=0

!Conjunto de ecuaciones lineales en donde cada ecuacién es de primer grado.
2Las operaciones elementales de fila son: intercambiar filas, multiplicar una fila por un escalar diferente de cero y

sumar un multiplo de una fila a otra

29
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g=2x—3y—z=0.

Considere la matriz del sistema

1 -1 -3
2 -3 -1/

Si se denota a f; como la fila uno, fy como la fila dos se puede transformar la matriz anterior a

través de operaciones elementales de fila, es decir

L =1 =3\ fomf—2 I -1 -3
_— .
2 -3 -1 0 -1 5
Por tanto se obtiene el nuevo sistema

f=z—y—3z
h=—-y+5z.

Utilizando el proceso anterior se puede hacer el cambio (simplificar) del conjunto generador
para el ideal I = (f, g) a otro. Para esto se observa que I = (f,g) = (f,h), en efecto el polinomio
h = —y + 5z se obtuvo de la resta de la fila dos de la matriz del sistema menos dos veces la fila uno,
es decir h = fo —2f1 = g —2f = —y + 5z, por tanto h € I = (f, g), del mismo modo se tiene que
g=h+2f=2x—3y— z, luego g € (f,h). De esta forma se simplifica el conjunto generador para

I a saber {f,h}, con el fin de determinar de manera mas facil la variedad
V() =V(f,9) =V(f,h) ={A@B,5,1)| € R}.

El proceso de reemplazar el polinomio g por h usando f se puede observar como la reduccién

de f a h por medio de g, ver la Notacién 2.1; es decir
L h.

En otras palabras el método bésico consiste en sustraer el término lider de un polinomio de otro.
Cabe mencionar que existe un cierto orden en las variables en el proceso anterior. Por ejemplo para
los polinomios f =z —y — 32y g = 2x — 3y — 2, primero se procedié a eliminar la variable z,
luego y y finalmente z. Pero si cambiamos el orden en los términos de f ygpor f=—-y—3z+zy

g = —3y — z + 2z se procederd primero a eliminar la variable y, luego z y posteriormente =x.

Utilizando ideas similares a las presentadas en el Capitulo 2 se podrian resolver los Problemas
1.1. En las siguientes secciones de este capitulo se presentan herramientas que seran utiles para

resolver los problemas mencionados en el Capitulo 4 de forma general.
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3.2. Ordenes de términos

El objetivo de esta seccion es presentar las propiedades, caracteristicas y condiciones para ob-

tener un orden en los términos de un polinomio.

Definicién 3.1. Se define el conjunto de productos potencia, en K|z, xa, ..., Z,], como la coleccién
de monomios de la forma a:? LoaP con B; € N; es decir

™ :{xflzng” B eN, i=1,2,...,n}.
El producto potencia z7" - - - 25" se denota por z°, con = (B1,...,B,) € N.

Definicién 3.2. Para cualquier 2%, 2% € T” se define un orden total si exactamente una de las

siguientes relaciones se cumplen
<z’ 2¥=28 6 z%>aP.

En la seccién anterior se tuvo en cuenta un cierto orden en las variables, lo que hace que el
proceso termine, es decir, que el proceso de reduccién se realice en un nimero finito de pasos. Para
esto se necesita un buen ordenamiento entre los productos potencia cuya caracteristica principal es

que no exista una cadena descendiente infinita
>zl > > ...

Un orden que satisface todas estas condiciones se denomina un orden de términos. Estas ideas se

ven recopiladas en la siguiente definicion.

Definiciéon 3.3. Un orden de términos en T" es un orden total < en T™ que satisface las siguientes

condiciones:

1. 1 <z para todo z% € T", con =z # 1.

2. Si 2™ < 2P, entonces 7z < z7z?, para todo z¥ € T™.

A continuacién se presentan algunos ejemplos de tipos de orden. Se puede probar que estos tipos

de orden satisfacen la Definicion 3.3.

Definicién 3.4. Se define el orden lexicografico lex, con z1 > xg > --- > x,, para %, zf € T" con
= (04170427... 7an)7 B = (/817527"' 7/871) S Nn

< 2P,

si y solo si las primeras coordenadas «; v B; en a y 3, al leer de izquierda a derecha que son

diferentes satisfacen que «o; < f3;.
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Ejemplo 3.2. Para el caso de dos variables x1,zo con x1 > x9 se tiene que
2 3 2
<o < <a” <o <2y < a9y < X271 < -0 <.

Es importante senalar que primero se debe definir un orden en las variables, por ejemplo para

el caso de x1,x2 con x1 < T9 se tiene que
2 3 2
l<xi <" <21" < <21 <2T2 < T2 < -+ <

Definicion 3.5. Se define el el orden lexicogréfico gradual deglexr con 1 > x9 > --- > =z, para
28 € T" con o = (o, 00, .., ), B = (B1,P2,...,Bn) € N?

Dim1 0 < Xy Bi

o

Z?:l Q; = Z?:l Bi

y 2% < 2% con respecto al orden lexicografico con 1 > o > ... > .

¥ <2’ o

Ejemplo 3.3. Para el caso de dos variables x1,zo con x1 > x9 se tiene que
2 2 3 2
1<z <z <" <2122 <T1" < - <X2” <X < -+ <.

Definicion 3.6. Se define el orden lexicografico gradual inverso degrevler con x1 > x9 > -+ > x,
para :Ea)xﬁ € T" con a = (a17a27 s ,Oén), 5 = (ﬁl)ﬂ% s 7ﬁn) e N"

D i < Y Bi

0]
2 <2l & Y i =y B

y las primeras coordenadas «; v 5; en 'y 3 al leer de derecha a izquierda que son

diferentes satisfacen que «a; > f3;.

Ejemplo 3.4. Para el caso de tres variables z1,zs, 3 con x1 > 12 > x3 se tiene que
:E%:Egl‘:; < :Ell‘%.

Proposicién 3.1. Para z®,2° € T", si 2® divide a z® entonces z® < xP.

Demostracién. Por hipétesis @ divide a 2P, luego existe 7 € T™ tal que zf = x*z7. Por la primera
condicién de la Definicién 3.3 se tiene que z7 > 1. Asi aplicando la segunda condicién se tiene que

P = oY >z [ |

Teorema 3.1. Todo orden de términos sobre T" es un buen ordemamiento; esto es, para cada

subconjunto A de T™ existe x® € A tal que z® < zP para todo 2% € A.
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Demostracion. Supéngase lo contrario; es decir, que existe un orden de términos que no es un buen

ordenamiento, entonces existen % € T™, i = 1,2,... tal que
x> > g > ... (3.2.1)
Esto define una cadena descendiente de ideales en K[z1,x2,. .., Ty]
<xM >C< ™ x*? >C< ™ g x® >C - (3.2.2)
Para notar esto veamos que < ™ ,... % >#< x* ... 2%+ > En efecto, si se da la igualdad
il e< g™ L x>, luego

i
(o 7 I %
hl = g iz,
J=1

donde cada p; es un polinomio en Kz, 2,...,z,|. Ahora si se expande cada polinomio x; como
una combinacién lineal de productos potencia, entonces cada término de ;2% es divisible por algtin
2% con 1 < j < 4. Asf 2%+1 aparece como el producto potencia de un término de p;jz®, por lo

tanto z@+! es divisible por algiin 2% con 1 < 5 < ¢ de donde x®+!* > % para algin 1 < 5 < 4. Por

tanto no se cumple (3.2.1). Asi la cadena de ideales es estrictamente creciente en K[z1, 22, ..., Zy],
lo cual es una contradiccién con el Teorema de la base de Hilbert, ver Teorema 1.3. |
Definicién 3.7. Para un orden de términos en K[zy,x9,...,z,], se tiene que todo polinomio
f € Klxy,29,...,2,], con f # 0, se puede expresar como

f=a1x* + agx®® + - - + a,x°",
donde 0 £ a; € K, % € T" y %1 > %2 > ... > . Se denota con

» Ip(f) = 2, al producto potencia lider de f;
» lc(f) = a1, al coeficiente lider de f;

v 1t(f) = a1z®, al término lider de f.

Ejemplo 3.5. Para el polinomio f = 222yz + 3zy> — 223 con = > y > z se tiene que:

1. Utilizando el orden lexicografico se puede ver que Ip(f) = 23, le(f) = =2 y It(f) = —223.

2. Si utilizamos el orden lexicografico gradual se observa que Ip(f) = z2yz, lc(f) = 2 y It(f) =

222y,

3. Para el orden lexicografico gradual inverso se tiene Ip(f) = xy3, le(f) = 3 y It(f) = 3zy>.
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3.3. Algoritmo de la divisién

En esta seccién se presenta el algoritmo de la divisién para polinomios en K[z1,xs,...,z,] de
cualquier grado el cual es una generalizacién del caso de una variable. Este algoritmo se puede
ver como una extensién del algoritmo de la divisién en K|[z], aunque en realidad este es mas que
una generalizacion puesto que permite dividir un polinomio por un conjunto de polinomios en

K[le,xg,. .o ,a:n].

Definicién 3.8. Sean f,g,h en K[r1,22,...,xy], con g # 0. Se dice que f se reduce a h médulo g

en un solo paso si Ip(g) divide a un término X no nulo del polinomio f y

X
h:f—@g.

Este procedimiento se denota con

Ejemplo 3.6.
1. Sean f = 622y —x +4y> — 1y g = 2xy + y> polinomios en Q[z,y] con el orden de términos
lex, con x >y, luego lt(g) = 2zy y asi

-2 h,

6 2
h=6z%y —x+4y> —1— ﬂ(%sy—l—y?’)
2zy
=622y — z + 49> — 1 — 3z(2zy + %)
=622y — x + 4y° — 1 — 62%y — 3y
= 3wy —z+4° - 1.
En este caso observe que el tinico término de f que es divisible por It(g) es X = 622y = 1t(f).
2. Considerando los polinomios del ejemplo anterior con el orden de términos deglex con = > y

se tiene que ahora que lt(g) = 3 y asi

f-2Lsh

2 3 4y° 3
h=6z"y —x+4y —1—?(2xy+y)
=622y —x + 49> — 1 — 4(2zy + 9°)
=622y —x + 49> — 1 — 8y — 4¢3

:6:132y—3:—8xy—1.

En este caso X = 41°.



3. Polinomios en varias variables 35

Definicién 3.9. Sean f, hy f1, fo,.... fsy F ={f1, f2,-.., fs}, polinomios no nulos en K[z, xa, ..., Z,].

Sea se dice que f se reduce a h médulo F, proceso que se denotara con

F
f >4 h7
s existe una secuencia de indices i1, g, ... ,i; € {1,2,..., s} y unasecuencia de polinomios hy, ha, ..., hi_1 €
Klxy,x9,...,2,)] tal que:
f’il fiz f’ig fitfl fit
f hy ha e hio1—h-

Ejemplo 3.7. Sean f; = yr —vy, f» = y*> — 2 polinomios en Q[z,y] con el orden de términos deglex,

cony>zyF={f1,f}, f =19, luego

f L)_i_ xZ.
En efecto
2
h=y?e — L(ya —y),
yx
=g’z —y(yz —y)
= y2r — yz + y?
Ahora
2
f: Yy
y? s P — ?(y2 - ),
=y’ -y’ +x
= .

Observe que este proceso no siempre da un unico resultado, ya que depende del orden con el
que se tomen los subindices i, en la Definicién 3.9. Por ejemplo, observe que en el primer paso
del ejemplo anterior se dividié primero con respecto al polinomio f; pero también se podria haber
hecho la reduccion con f3. Lo cual en este caso proporciona un resultado diferente como se muestra

a continuacion.
2

y-x
h=y’r— ?(92—1’)7

=yz — 2(y* — @)
= y2a: — y2x + 22
2

= .

Luego 2 no es divisible por ningtin producto potencia de f;. Asi

f L)_i_ 1'2.
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Definicion 3.10. Un polinomio 7 se dice que es reducido con respecto a un conjunto de polinomios
no nulos F' = {f1, fa,..., fs}, si r = 0 o ningin producto potencia que aparece en r es divisible por

alguno de los Ip(f;), para 1 <i <'s.

. .. . F . .
Definiciéon 3.11. Si f —— r donde r es reducido con respecto a F, luego r se denomina un

residuo para f con respecto a F.

El proceso de reduccién permite construir el algoritmo de la divisién en K|[z1,...,x,]. Dados los
polinomios f1, fa,..., fs € K[z1,22,...,2,] con f; #0, 1 <1i < s, el proceso de reduccién devuelve
polinomios uy, ug, ..., us,r en K[x1,z9,...,2,] tal que

f=ufi+usfot+- - F+usfs+r

De esta forma se construye el algoritmo de la divisiéon como sigue.

Algoritmo 3.1 (Algoritmo de la divisién en varias variables).

divvar:= function(f,L,ord)
local r,h,s,bandera,U,i;
U:=[];
i:=1;
while i<=Length(L) do
Add(U,Zero(R));
i:=i+1;
od;
h:=f;
r:=Zero(R);
s:=Length(U);
while h<>Zero(R) do
bandera:=0;
for i in [1..s] do
if LeadingTermOfPolynomial(h,ord)/LeadingTerm0fPolynomial(L[i],ord) in R then
bandera:=1;
U[i] :=U[i]+LeadingTermOfPolynomial (h,ord)/LeadingTermOfPolynomial (L[i],ord);
h:=h-(LeadingTerm0fPolynomial (h,ord)/LeadingTermOfPolynomial (L[i],ord))*L[i];
break;
fi;
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od;
if bandera=0 then
r:=r+LeadingTerm0fPolynomial (h,ord) ;
h:=h-LeadingTermOfPolynomial (h,ord) ;
fi;
od;
return [U,r];

end;

Teorema 3.2. (Algoritmo de la division multivariado.) Sea < wun orden monomial en

Klxy,z0,...,2,] y sea F = {f1, fo,..., fs}, un conjunto de polinomios en K|x1,x2,...,x,]. Luego
si f es un polinomio en K[x1,x9,...,xy], el Algoritmo 3.1 produce polinomios uy,us, ..., us,r €
Klzy,x9,...,2,] tales que

f=ufi+usfot+-F+usfs+r

Con r reducido con respecto a F y
Ip(f) = mdx(mdx (Ip(ui) Ip(f)), Ip(r)).

Demostracion. Primero se observa que el algoritmo se detiene en un determinado momento durante
su ejecucion. En cada paso del algoritmo el término lider de h se sustrae hasta que esto no se pueda
hacer mas. Esto es que se produce una secuencia de polinomios hi, ho, ... de los h’s en el algoritmo,
donde h;y1 es obtenido por la sustraccién del término lider de h; y posiblemente algunos términos
mas pequenos (en grados), esto es h;y1 = h; — (1t(h;)+ términos pequenios) esto ocurre ya que se

calcula h;1q a partir de h; por la sustraccién de ﬁ&lg fj = 1t(h;)+ términos mas pequefios (en este

caso algtn Ip(f;) divide a Ip(h;)) 6 por la resta de lt(h;) (cuando Ip(f;) no divide a Ip(h;)), luego
se tiene que para todo i, Ip(h;+1) < Ip(h;). Asi el orden de términos es un buen ordenamiento y la
lista de his termina.

Ahora veamos la segunda parte, dado que al iniciar el algoritmo h = f se tiene que en cualquier

paso del algoritmo Ip(h) < Ip(f). Ahora para cada i, se obtiene un u; por adicién de términos %,

donde % fi cancela el término lider de h, luego se tiene que Ip(u;)1Ip(f;) < Ip(f). Ademds, r es

obtenido en la adicién por términos 1t(h) y asi Ip(r) < Ip(f). [

Ahora presentamos el algoritmo de la division multivariado implementado en GAP, el cual

permite dividir un polinomio por una lista de polinomios con respecto a un orden de términos.

Ejemplo 3.8. Si tomamos el Ejemplo 3.7 con f = y?z, fi = yzr — vy, fo = y?> — x polinomios en
Q[z, y] con el orden de términos deglex, con y >z y L = {f1, f2}, f = v?x, luego, si se divide a f

por F, primero con respecto a fi y luego con fo, utilizando el Algoritmo 3.1 se tiene.
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>x:=X(Rationals,"x"); y:=X(Rationals,"y");
X

y

>R:=PolynomialRing(Rationals, [x,y]);
Rationals[x,y]

>fl:=y*x-y;
X*y-y

>£2:=y"2-x;
vy 2-x

>F:=[f1,f2];
[ x*y-y, y"2-x ]

>divvar (y~2*x,F,MonomialGrlexOrdering(y,x));
L[y, 11, x1

Inicialmente se definen las variables y el anillo de polinomios a utilizar, en este caso utilizamos los co-
mandos x:=X(Rationals,"x"); y:=X(Rationals,"y"); yR:=PolynomialRing(Rationals, [x,y]);
While: formamos la lista U de longitud dos con los polinomios nulos, es decir, U = [0,0]. Luego se
procede a hacer h = f = y?z, r =0y a s la longitud de U.

Se inicializa el segundo While:

For: se pregunta si la divisiéon del término lider del polinomio h por el término lider de un polinomio

de la lista L estd en el anillo R. En este caso podemos observar que efectivamente yQ—xx, donde 3%z

y
es término lider de h y yz es el término lider de f; € L. Luego

h=y’x — =—(yz —y) = y*.
yxr

Nuevamente se pregunta si la divisiéon del término lider del polinomio A por el término lider de un
2
polinomio de la lista L estd en el anillo R. En este caso efectivamente se tiene que %, donde 32 es

nuevo término lider de h y y? es el término lider de fy € L y asi

2
Up=0+2 =1
Yy
2
Yy
h=vt =G0t - =
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Termina el ciclo For ya que no es posible la divisién entre el término lider de A = x por ningin

término lider de L, por lo cual se procede a escribir a r y a h como
r=04+z==x
h=x—z=0
y finaliza el While. Asf el algoritmo da como resultado
U=[y1]

r=ux,

es decir, al polinomio f lo podemos escribir como combinacién lineal de los polinomios de la lista

U mas el polinomio r, en otras palabras,

f=ylyz+y) + 1> — z) + .

Nota 3.1. Se debe aclarar que el algoritmo utiliza listas de polinomios, las cuales se manejaran

como conjunto en la interpretacién.

Ejemplo 3.9. Sean f; = 2y +x + 1, f = y%x + 4yx — 322 polinomios en Q[z,y] con el orden de
términos deglex, con y > x y sea F' = {f1}. Aplicando el Algoritmo 3.1 se tiene

>divvar(f,F,MonomialGrlexOrdering(y,x));
[ [ -1/4%x"2+1/2xxxy+7/4%x 1, 1/4%x"3-9/2%x"2-7/4*x ]

asi la funcién devuelve el polinomio
1, N 1 N 7
——x+ =z -z
1t Ty

y produce el residuo

1 9 7
R A
y asi
1, 1 7 1, 9, 7
— (st Zay+ L)@ D+ (== 202 = Lo,
f ( 17 +23:y+43:>(y—|—3:+ )+<4:E 5% 4:13>

Ejemplo 3.10. Para f; = 22y% + 3z + 4%, fo=y> — 2y — 2y f = 2%y + 2% € Q[z,y] con el

orden de términos lex, con x >y y F = {f1, fo}. Aplicando la funcién

>divvar(f,F,MonomialLex0Ordering (x,y));
[ [ 1/2%x"2xy-xky+2%y, -8%y-14 ], —3/2%x"3*y+3%x"2%y-6xx*y-44*y-28 ]
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imprime los polinomios
1
U] = §:E2y —xy + 2y,up = —8y — 14

y el residuo

3
—§w3y + 322y — 6y — 44y — 28,

luego
1
f= <§x2y —xy + 2y> (2xy2 + 3z + 4y2) + (—8y — 14) (y2 — 2y — 2) +

3
+ <—§:E3y + 322y — 6y — 44y — 28) .

Ejemplo 3.11. Sean f = 222 —w?, fi =2z —v*w, o=y — 2w, f3 =2z —wdy f1 = w? —w

polinomios en Qz, y, w, z| esto se traduce como

x:=X(Rationals,"x"); y:=X(Rationals,"y");w:=X(Rationals,"w"); z:=X(Rationals,"z");

R:=PolynomialRing(Rationals, [x,y,z,w]);

con el orden de términos lex, con © >y > w > z y sea F = {f1, fo, f3, f4}. Asi la funcién divvar

aplicada a F' resulta

F:=[f_1,f_2,f_3,f_4];

[ -y~ 2xw+x, -wkxz+y, -w 3+z, w 3-w ]

divvar(f,F,MonomialLexOrdering (x,y,w,z));
[ [ O, O’ O, 0 ], X”Q*y”Q—W”Q]

devuelve los polinomios u; =0, ug =0, u3 = 0, uy = 0 y un residuo r = z%y% — w?, luego f = r-.

Note que si cambiamos el orden de los polinomios en el conjunto F', se obtienen polinomios co-

cientes y residuo diferente, es decir

F:=[f_1,£f_3,f_2,f_4];

[ -y~ 2*%w+x, -w"3+z, -wkz+y, w 3-w ]

divvar(f,[f_1,f_3,f_2,f_4] ,MonomiallexOrdering (x,y,z,w));
[ [ y 4*xwtx*y~2, w23+y*w~19+y " 2%w 15+y " 3*xw  11+y ~4*w~7+y 5*w"3,
W 22+y*w T 18+y T 2xw T 144y~ 3*xw " 10+y " 4*xw T 6+y " 5*w" 2,

W 23+w 214w 19+w " 17+w  15+w " 13+w ™ 114w 94w~ 7+w ™ 5+w"3+w ], 0 ]
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devuelve los polinomios uiy*w + zy2, uz = 0?3 + yw'® + y?w'® + yPw't + y*w” +yPw?, ug = w? +
yw+y2w 3w 0+ y b +yPw?, uy = wB+w?t +w +wl "+l +wB+wt +wd +w” +wd +wd+w,
los cuales son los polinomios utilizados para escribir a f como combinacién lineal de f1, fo, f3 ¥ fa

respectivamente y ademds el algoritmo produce un residuo O.



Capitulo 4
Bases de Grobner

En este capitulo se presenta la definicién de base de Grébner y se estudian sus principales pro-
piedades y caracteristicas. En la Seccién 4.2 se estudia el algoritmo propuesto por Bruno Buchberger
para el calculo de una base de Grébner y finalmente, en la Seccién 4.3 presentamos unas clases espe-
ciales de bases de Grobner denominadas bases de Grobner minimales y bases de Grobner reducidas,

respectivamente.

4.1. Bases de Grobner

Definicién 4.1. Un subconjunto no vacio de polinomios G = {g1,92,...,9:} de un ideal I, se
denomina una base de Grébner para I si para todo 0 # f € I, existe i € {1,2,...,t} tal que Ip(g;)
divide a Ip(f).

Es decir si G es una base de Grobner para I, entonces no hay polinomios no nulos en I reducidos

con respecto a G.

Definicién 4.2. Para un subconjunto L de Kl[z1,x2,...,z,] se define el ideal de términos lideres

de L como
Lt(L) = (It(l) : L€ L).

Este ideal permite caracterizar mejor una base de Grobner.

Teorema 4.1. Sean I un ideal no nulo de K[x1,x9,...,2,] y G ={91,92,--.,9:} C I un conjunto

de polinomios no nulos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. G es una base de Grobner para el ideal I.
2. fEIsz'yso’losz'fi)JrO.
3. felsiysdlosif= Zle higi con 1Ip(f) = maxi<i<¢ (Ip(hi)Ip(gi)).

42
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4. Lt(G) = Lt(1).

Demostracion. (1) = (2)

Sea f € Klx1,x9,...,2,], por el algoritmo de la divisién multivariado, ver Teorema 3.2, existe
r € K[z, 9,...,x,] reducido con respecto a G tal que f ihr r. Dado que f es una combinacién
lineal de polinomios de G maés el residuo r, se tiene que f —r € I y asi f € I si y sélosir e [I.
Sir =0, entonces f € I. Ahora si f € I y r # 0 entonces r € I y por hipdtesis, existe un
i€{1,2,...,t} tal que Ip(g;) divide a Ip(r). Lo cual es una contradiccién con el hecho de que r es
reducido con respecto a G. Asi r = 0 y se cumple que f inr 0.

2) = (3)

Sea f € I, y supongase que f iu_ 0. El proceso de reduccién de f por G es el que se presenta

en el algoritmo de la division multivariado, Ver 3.2 y por tanto existen polinomios h1, hs, ..., hs tal
que f =iy higi con Ip(f) = maxi<i<; (Ip(hi) Ip(gi)) -
(3) = (4)

Debemos probar que Lt(G) = Lt(I). Claramente Lt(G) C Lt(I), ya que G C I. Para probar la otra
contenencia es suficiente mostrar que para todo f € I, 1t(f) € Lt(G). Por hip6tesis se puede escribir

a f como f = Zle hig; v de esta forma se tiene que

16(f) =Y 1e(hi) 1t(gs),
=1

donde la suma es sobre todos los ¢ que cumplan la condicién que Ip(f) = Ip(h1)1Ip(g;). Asi It(f) €
Lt(G) y en consecuencia Lt(I) C Lt(G).

(4) = (1)

Por hipétesis Lt(G) = Lt(I). Sea f € I. Luego It(f) € Lt(G), por tanto

I6(f) = Zhilt(gi)> (4.1.1)
i=1

para algunos h; € K[x1,xa,...,x,]. Sise expande la parte derecha de la ecuacién (4.1.1) se observa
que cada término es divisible por algin Ip(g;). Por lo tanto 1t(f) también es divisible por algin

Ip(g;), asi G es una base de Grébner para 1. |
Corolario 4.1. Si G ={¢1,92,---, 9t} es una base de Grébner para I, entonces I = (g1,g2,...,Gt)-

Demostracion. Claramente se da el hecho que (g1, 92,...,9:) C I, ya que por definicién de base de
Grobner para I, cada g; estd en I. Para la otra inclusion, si f € I, entonces por la parte del Teorema

4.1, f Lhr 0. De esta forma f € (g1,92,...,t), lo que implica que I = (g1,92,...,9t)- |

Ahora se presenta un resultado que garantiza que todo ideal mno nulo de

K|z, x9,...,2,] posee una base de Grobner.
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Primero es necesaria alguna informacién acerca de la naturaleza de los ideales generados por térmi-

nos, para esto se muestra el siguiente resultado.

Lema 4.1. Sean I un ideal generado por un conjunto S de términos distintos de cero y f un
polinomio en K[xy,xo,...,x,]. Entonces f € I si y sdlo si para cada término X que aparece en
f existe un'Y € S tal que Y divide a X. Mds aun, existe un subconjunto finito So de S tal que
I=(Sp).

Demostracion. Si f € I se tiene que

f= Z hi X, (4.1.2)

donde h; € K[z1,29,...,2,] y X; € S. Si se expande la parte derecha de (4.1.2) se puede observar
que cada término es divisible por algin término X; € S, entonces cada término de la izquierda
también es divisible por algin X; € S.

Reciprocamente supéngase que para cada término X que aparece en f existe un término Y € S tal
que Y divide a X. Luego X = Yh, con h € K[z1,x2,...,z,], por tanto X € I = (S) de donde f es
una combinacién lineal de elementos de S y de esta manera f € I.

Para probar la ultima afirmacién se tiene que por el Teorema la base de Hilbert 1.3, I tiene un
conjunto generador finito. Ahora por la primera parte del lema cada término de cada miembro de
este conjunto generador, es divisible por algin elemento de S. El conjunto de tales divisores es

claramente un conjunto generador para I. |
Corolario 4.2. Cada ideal I no nulo de K[xy,x,...,x,] tiene una base de Grobner.

Demostracion. Por el lema anterior el ideal de términos lider Lt(I) tiene un conjunto generador
finito, se puede suponer como {lt(g1),...,1t(g:)}, con ¢1,92,...,9: € I. Ahora considerando el
conjunto G = {g1,92,...,9t}, se tiene que Lt(G) = Lt(I) y asi por el Teorema 4.1 G es una base
de Grobner para I. |

El Corolario 4.1 prueba que si G es una base de Grobner para un ideal I, entonces G es un
conjunto generador de este ideal. Este hecho permite desligar el concepto de base de Grobner del

de ideal y de esta forma se puede hablar simplemente de una base de Grébner.

Definicién 4.3. Un subconjunto G = {¢1,92,...,9:} de K[x1,x9,...,2,] es una base de Grébner

si éste es una base de Grobner para el ideal (G).

Teorema 4.2. Sea G = {g1,92,-.-,9t} un conjunto no nulo de polinomios en Klxy,xa,...,Ty],
entonces G una base de Grobner si y sdlo si para todo f € K[xy,xa,...,2,] el residuo de la division

de f por G es unico.

Para probar este importante teorema, es necesario establecer la siguiente afirmacién.
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Afirmacién 4.1. Sea G un conjunto no nulo de polinomios en Klxy,x2,...,2,] tal que para todo
f € Klxy,x9,...,2,] el residuo de la division de f por G es unico. Si C € K no nulo, X € T™
y g € Klxy,zg,...,2,], tal que g inr r, con r reducido con respecto a g, entonces para cada

i€ {l,...,t} se tiene que g — CXg; i>+ r.

Sea d tal que dlc(g;) es el coeficiente de X Ip(g;) en g. se consideran los siguientes casos:
Caso 1. Si d = 0, se tiene que el coeficiente de X Ip(g;) en g — C X g; es —C'lc(g;) # 0 entonces
—-CX lt(gi)g-

It(g:) 7
=9g—CXg+CXg;

g—CXgi g —CXg; —

G
=g —4 T

Caso 2. Supodngase que d = C. Sea rq reducido con respecto a G tal que que g — CXg; ihr 1.
Como d = C' # 0 se tiene que

gi CX1t(gi)
*g — gi
1t(g;)
=g—CXgy;

9

=g-CXgi oy

y como ¢ inr r, se puede ver r = ry por la unicidad del residuo.
Caso 3. Supéngase que d # 0y d # C. Sea h = g — dXg;, luego el coeficiente de X Ip(g;) en h es 0,
ya que en g aparece el término dX Ip(g;). Como d # 0 se tiene que

; dX 1t(g;)
9i 7
g—h=9g— —*g;
16(g:)
=g—dXg;

y como d # C, luego

dX 1t(gi) — CX1t(gi)
1t(g:) ”

=g-CXg; — X(d—C)g;

=g9-CXg, —dXg; +CXy;

=g—dXg;.

gL —CXgi —

Sih inr ro tal que ro es reducido, se tiene que g AN inr ro v de esta forma ro = r y por lo
tanto g — CXg; i h i>+ .

.. . . .. G G
Demostracion. Primero supdngase que G es una base de Grébner. Sea f — r1 y f —4 rg, con

r1 y 72 reducidos con respecto a G. Entonces f —ry y f —rg estdn en (G) = (91,92, --,0t), luego
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f—ro—(f—r1) € (G), entonces 1 — r9 € (G). Como 11 — r9 es reducido con respecto a G, Por
Teorema 4.1 r;1 — 9 = 0, por lo tanto 1 = ro.

Reciprocamente, supéngase que el residuo de la divisiéon de f por G es Unico y se probard que se
satisface la segunda condicién del Teorema 4.1. Sea f € (G) tal que f ihr r donde r es reducido
con respecto a G, se debe probar que r = 0, luego f = Zﬁzl hig; con h; € Klxy,xz9,...,2,],
como h; se puede escribir una suma de términos, se obtiene que f = Zi}:l CvXy9i,, donde C, €
K y X, € T". Por la Afirmacién 4.1 aplicada a g = f, se tiene que f — C1X1¢;, iu_ r, de
igual forma si se hace g = f — C1X1g;, y se aplica nuevamente la Afirmacién 4.1 se obtiene que
f—Ci1X19i, — CaX2gi, ihr r, es decir f — (C1 X169, + CoX2gi,) inr r, siguiendo este proceso
f- Zi}:l Cv Xy 9i, inr r de ahi que 0 ihr ryasi r =0. Luego f ihr 0 y por el Teorema 4.1

G es una base de Grobner. [ |

4.2. Algoritmo de Buchberger

En esta seccion se estudia el algoritmo de Bruno Buchberger para calcular una base de Grébner.
Ademsds, se presenta una implementacién de este algoritmo el cual serd programado en el sistema
de algebra computacional discreto GAP. Se mostraran algunos ejemplos y resultados que permiten

caracterizar las bases de Grobner.

A continuacion se presenta la definicién de S-polinomio la cual es fundamental en el desarrollo del
algoritmo de Buchberger. La idea bésica de la construccién de este polinomio ocurre tras el siguiente
hecho. Si se toman un ideal I = (f, fo,..., fs) y F'={f1, f2,..., fs} el conjunto generador de I de
polinomios en K{[z1,z2,..., Ty, se sabe por la Definicién 4.1 que G es una base de Grobner para [
si y sélo si para todo 0 # f € I, existe i € {1,2,...,s} tal que Ip(f;) divide a Ip(f). La dificultad
ocurre con los elementos de I cuyos productos potencia lider no sean divisibles por algun Ip(f;); es
decir, si f € I, entonces [ = 25:1 hifi con h; € K[x1,22,...,2,] (1 < i< s), por tanto la dificultad
sucede cuando el mayor de los Ip(h; f;) = Ip(h;) Ip(f;) es cancelado. La manera mds simple para que
esto suceda es con el S-polinomio que se define a continuacién, pero antes es necesaria establecer la

definicién de minimo comuin multiplo de dos productos potencia.

Definicion 4.4. Sean X,Y dos productos potencia. El minimo comin multiplo de X,Y que se
denota con lem(X,Y'), se define como el producto potencia L tal que X divide a L y Y divide a L
y si Z es otro producto potencia tal que X divide a Z y Y divide a Z, entonces L divide a Z.

Definicién 4.5. (S-Polinomio) Sean f, g € k[z1,x2,. .., x,] dos polinomios no nulos. El S-polinomio
de f v g se define como
S(f.g) = o f— g
’ 6(f)" (9)”
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donde L = lem (Ip(f),1p(g)).

En otras palabras este polinomio estd disenado para que se cancelen los términos lideres de f y

g. Para ilustrar este hecho veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1. Sean f = 2zy —y y g = 3y? — = dos polinomios en Q[z,y] con el orden de términos

deglex, con y > x, luego el minimo comun multiplo de Ip(f) y Ip(g) es L = lem(lp(f),Ip(g)) =

lem(zy, y2) = y2x y por tanto

Adems3s

el cual se cancela en S(f,g).

Existe otra forma de ver los S-polinomios.

En la divisién de f por fi, fo,..., fs, puede ocurrir que algin término X que aparece en f sea

divisible por Ip(f;) y Ip(f;) con i # j, por tanto X es divisible por L = lem(Ip(f;),1p(f;)), si se

reduce f usando f; se obtiene el residuo

X
ho=f— ——fi
EREATTIAR,
si se reduce f usando f; se tiene el residuo
X
ho=f———+F;
2 f 1t( f])f],
si restamos los residuos hy y ho se obtiene
X X
ho—h1=f———fi — —
=gt (U
X X
= [ f’a
AT AR
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multiplicando y dividiendo por L se tiene que

X
he = =Lpmn T P om)
X L L
AL lt(fj)f]>
X
= Xsts. 1.

Es turno ahora de presentar el Teorema de Buchberger, el cual permite decidir cuando un conjunto
finito G de polinomios en Kl[zq,z2,...,z,] es una base de Grobner, pero primero es necesario

considerar el siguiente lema.

Lema 4.2. Sean f1, fo,..., fs polinomios en K[x1,xa,...,x,] tales quelp(f;) = X #0, (1 <i < s),
Sea f=37_1cifi conc; € K. Silp(f) < X, entonces f es una combinacidn lineal con coeficientes
en K de S(fi, f;), 1 <i<j<s.

Demostracion. Por hipétesis se puede escribir a cada f; como f; = a; X+términos pequenios, con
a; € Ky

s
f:ZCifi
i—1
=cafitefot - +esfs
=cay( X+ )+ea(X+- )+ +esas(X+--+)
= (c101 + coag + -+ csa) X + -

Dado que Ip(f) < X, entonces cia; + caas + - - - + ¢sas = 0. Ahora por definicién de S-polinomio se

tiene que
X X 1 1

S(fi, f3) = ai—sz' - aj—ij = a_ifi - a_jfja

va que L =lem (Ip(f),1p(g)) = lem(X, X) = X. Por tanto
f=afiteafet+ - +osfs
1 1 1
c1a1 <—f1> + c2a2 <—f2> + Tt csas <— )
aq a9 Qg

= ci1a1 (i,ﬁ - ifz) + (cra1 + c2a2) ( ! fa — ifs) +---
al as as

|
Py

a2
1
as—1

1 1
+ (c1a1 + coag + -+ + cs—1a5-1) < fs—1— a_fs> + (cra1 + c2a9 + - -+ + Csas)a_fs
S

s

= c1a15(f1, f2) + (cra1 + c2a2)S(fo, f3) + -+ + (c1a1 + coag + -+ + cs—1a5-1)S(fs—1, fs)-
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Teorema 4.3. (Buchberger) Sea G = {g1,92,...,g:} un conjunto no nulo de polinomios en

Klzy,x9,...,2,]. Luego G es una base de Grébner si y sélo si para todo i # j.
G
S(9i,g5) —+ 0.

Demostracion. Si G = {g1,92,...,9:} es una base de Grobner para I = (g1,92,---,9t), luego el
S(gi,g;) € I y asi por Teorema 4.1 S(g;, g;) ihr 0.

Reciprocamente, supéngase que S(g;, g;) ihr 0, se usard el Teorema 4.1 para probar que G es
una base de Grobner para I. Considere f € I, luego f puede ser escrito de muchas maneras como
combinacién de los polinomios g;, por tanto es posible escribir a f como f = 25:1 h;g; y utilizando

la propiedad de buen orden podemos tomar el menor X tal que

X — 1§?§t(lp(hi) Ip(g:))-

Si X = Ip(f) el resultado se cumple por la parte tres del Teorema 4.1. Supéngase que Ip(f) < X,
el objetivo ahora es encontrar una representacién de f con un X maés pequeno y asi llegar a una
contradicciéon. Sea M = {i : Ip(h;)Ip(g;) = X}. Para i € M, se puede escribir a h; como h; =
C; X; + términos menores. Sea g = Y .., CiX;g;, ahora para todo i € M se tiene que Ip(X;g;) = X,
pero Ip(g) < X y por el Lema 4.2 existe d;; € K tal que

g= Y diyS(Xigi, X;g;).
1,JEM i#]j

Como Ip(X;g;) = X y Ip(Xjg;) = X con i,j € M, el lem(Ip(X;g;),1p(X,g;)) = X y asi

X X
Xigi Xi9j) = — o (Xigi) — ———(X;g;
S(Xigi, Xj95) lt(Xigi)( %) lt(ngj)( 93)

X X
=R e T RO (g Y
_ X X
BT
(K- K,
X <1t(gi)(gl) lt(gj)(gﬂ)>
- X.,(S(giﬂgj))7

1,

<

con X;; = lem(Ip(g;),1p(g;)). Por hipdtesis S(g:, g;) iu_ 0, entonces

X G
fs(gi,gj) —4 0
1
y asi

G
S(Xigi, ngj) — 0.
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Esta divisién produce polinomios h;j, tal que

S( i9i, j.gj thyvgva

donde por Teorema 3.2 se tiene que

112122( (lp(h,-jv), Ip(gv)) = Ip(S(Xigs, X;95))

< max(Ip(X;g),Ip(X;9;))
< HléJX(XyX)
= X.

Si se sustituye ésta expresién en g y g en f, tenemos

t
i=1
con méxi<,<¢(Ip(h;),1p(gi)) < X lo cual contradice la minimalidad de X. [

De la prueba del teorema anterior se sigue el siguiente corolario,

Corolario 4.3. Sea G = {g1,92,...,gt} con g; # 0 (1 < i <t). Luego G es una base de Grobner

sty sélo si para todo i # j con 1 < i< j <s, se tiene

gzy .gj Z hzyvgva

donde 1p(S(gi, g;)) = méxi<y<s(Ip(hiju) Ip(90))-

El Teorema de Buchberger nos permite calcular una base de Grobner siguiendo el siguiente
proceso.
Primero se reduce el S-polinomio con respecto a una lista de polinomios y si el residuo r no es cero,
entonces se lo adiciona a la lista y se realiza este proceso hasta obtener suficientes polinomios para

que todos los S-polinomios sean reducidos a cero.

Ejemplo 4.2. Sean f; = 2y — z, fo = 2 — y polinomios en Q[z,y] con el orden de términos lex,

con z < yysea F = {f1, fo}, primero determinemos S(f1, f2). El minimo comin miiltiplo de f; y
fa2 es L =1em(lp(f1),1p(f2)) = lem(xy,y) = xy y por tanto

S(f1, f2) = %(fl) - (‘%(h))

=fitaf
=ay—z+a2(2® —y)
3

=T —X.
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3

Aplicando el Algoritmo de la divisién 3.1 se tiene que z° — x es reducido con respecto a F, ya

que ningin término lider de f; o f» divide a un término de 3 — x. Asf se adiciona el polinomio
fs =3 —x a F = {f1, fa}, es decir se construye F* = {f1, f2, f3}. Nuevamente utilizando el

3

Algoritmo 3.1 se puede observar que S(f1, f2) = z° —x LN 0, ahora se procede a calcular S(f1, f3),

donde L = lem(zy, 23) = 23y es el miimo comiin miiltiplo de Ip(f1) y Ip(f3) entonces,

3 3
S(ffs) = (1) = 5 (fs)
=2’ f1 —yfs
= 2% (zy — x) — y(a® — x)
=ay — .

Ahora se aplica el Algoritmo 3.1 para S(f1, f3) con respecto a F* = { f1, fa, f3}, es decir, S(f1, f3) =
zy — a3 F—*>+ 0. Finalmente, se calcula S(fa2, f3) con minimo comun miltiplo de Ip(f2) y Ip(f3)
L = lem(y, x3) = 23y, entonces
S(f2, f3) = x_—zj(fz) - %(f:a)

=2’ fo—yfs

= —a*(@® —y) —y(@® — )

=2’ + 2%y — 2Py +a

= 2%+

Utilizando el Algoritmo 3.1 se puede ver que —2° + « L)Jr 0. Por lo tanto, {f1, f2, f3} es una

base de Grobner.

Las ideal utilizadas en el ejemplo anterior constituyen un algoritmo presentado por Bruno Buch-

berger, el cual se implementard en GAP méds adelante.

Teorema 4.4. Dado un conjunto F' = {f1, fo,..., fs} con fi # 0 (1 < i < s), el algoritmo de
Buchberger 4.3 produce una base de Grébner para el ideal I = (f1, fa,..., fs).

Demostracion. Primero es necesario probar que el algoritmo se detiene en un determinado momento
durante su ejecucién. Supdngase lo contrario, si se construye un conjunto G; estrictamente més

grande que G;_1 se obtiene asi una secuencia estrictamente infinitamente creciente
G CG2CG3C -

donde cada G; se obtiene a partir de G;_1 por la adiciéon de alguin h € I a G;_1, donde h es

el polinomio reducido no nulo con respecto a G;_1 de un S-polinomio de dos elementos de G;_1.
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Entonces 1t(h) no pertenece a Lt(G;,) por ser reducido y asi se consigue una cadena estrictamente
ascendente de ideales
LY(G1) € Lt(Ga) € L4(Gs) C -+ |

lo cual contradice el Teorema de la base de Hilbert 1.3.

Ahora se puede observar que G C I en cada paso del algoritmo. Dado que g;,g; € I se tiene que
S(gi,95) Cer , ademas GG es un sistema de generadores de I en cada paso ya que contiene a F,
es decir ' C G C 1. El algoritmo termina cuando S(g;, g;) £>+ 0 entonces, por el Teorema de
Buchberger 4.3, G es una base de Grobner para I. |

Es turno ahora de presentar una serie de algoritmos los cuales seran utilizados en el desarrollo
y la construccion del algoritmo de Buchberger en GAP.
Primero en necesario calcular el S-polinomio y para ello considerar el cdlculo del minimo comin

multiplo de los productos potencia de dos polinomios, el cual se presenta a continuacién.

Algoritmo 4.1 (Minimo comin miiltiplo de dos productos potencia).

lcm:=function(X,Y)

local i,1,L,indets,n,F;

1:=[1;

L:=[];

indets := IndeterminatesOfPolynomialRing(R);
n:=Length(indets);

for i in [1..n] do

Add (1, [DegreeIndeterminate(X,i) ,DegreeIndeterminate(Y,i)]);
od;

for i in [1..n] do

Add (L ,MaximumList (1[i]));

od;

F:=0ne(R);

for i in [1..n] do

F:=Fxindets[i] "L[i];

od;

return F;

end;
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Ejemplo 4.3. Sean X = 23y?, Y = xy dos productos potencia en Q[z,y]. Para calcular el minimo

comun miltiplo de X y Y en GAP se hace lo siguiente

>x:=X(Rationals,"x"); y:=X(Rationals,"y");

X

y
>R:=PolynomialRing(Rationals, [x,y]);

Rationals[x,y]

>X:=x"3%y"2;
X" 3%y~2

>Y:=x*y;

X*y

>lem(X,Y);
X" 3%y~2

2

Ejemplo 4.4. Considere los polinomios f = 2y —z y g = 2 — y en Q[z,y| con el orden lex con

x > y. El minimo comun miltiplo de los productos potencia lideres de f y g estd dado por

>lem(f,g);
X" 2%y

es decir lem(Ip(f),1p(g)) = 2%y.

Algoritmo 4.2 (S-Polinomio).

spoly:=function(f,g,ord)

local n,L;

L:=1cm( LeadingMonomialOfPolynomial(f,ord), LeadingMonomialOfPolynomial(g,ord)) ;
return (L/LeadingTermOfPolynomial(f,ord))*f-(L/LeadingTerm0fPolynomial(g,ord))*g;

end;

Ejemplo 4.5. Para los polinomios f = xy —x y g = y + 1 se realiza el cdlculo del S-polinomio con

respecto al orden de términos lex con y > =,
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lex:=MonomialLexOrdering(y,x)
fi=x*y-x;

X*y-x

g:=y+1;
y+i

spoly(f,g,lex);

—-2%x

Primero se calcula el minimo comin multiplo de los productos potencia lideres de f y g, es decir
lem(Ip(f), Ip(g)) = @y, 1t(f) = 2y v lt(g) = y, entonces
Yy Yy
S(f.9) = @(f) - ?(9)
=f—xg
=zy—x—xz(y+1)
=xy—xr—xY—2

= —2z.

Finalmente, utilizando los dos algoritmos anteriores, se puede implementar en GAP el Algoritmo
de Buchberger para el calculo de una base de Grobner de un ideal I generado por un conjunto de
polinomios F € K[x1,...,zy].

Ademads es necesario utilizar una pequena funcién antes de comenzar el algoritmo para formar

listas de dos polinomios

pair:=function(f,g)
return[f,g];

end;

Algoritmo 4.3 (Algoritmo de Buchberger).

buchberger:=function(F,ord)
local n,G,G1,h,1,i;
G:=F;
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G1:=ListX( G, G, \<, pair);
while G1<>[] do
1:=Remove(G1);
h:=divvar(spoly(1[1],1[2],0rd),G,ord) [2];
if h<>Zero(R) then
n:=Length(G) ;
for i in [1..n] do
Add(G1, [G[i],h]);
od;
Add (G,h);
fi;
od;
return G;

end;

Ejemplo 4.6. Para el Ejemplo 4.2 f; = 2y — x, fo = 2% — y polinomios en Q[z,] con el orden de
términos lex, con y > z. Se define a z y a y como indeterminadas sobre el anillo de polinomios con

coeficientes racionales.

x:=Indeterminate(Rationals,1);
y:=Indeterminate(Rationals,?2);

R:=PolynomialRing(Rationals, [x,y]);

Es importante notar que se utilizan estos comandos para definir las indeterminadas y asignarles
un orden de aparicién'. Esto se hace ya que en el algoritmo es necesario llevar cuentas con las
indeterminadas. Sea F' = {f1, fa} y G = F, luego se forma el conjunto de parejas de polinomios de

G a través del comando
G1:=ListX( G, G, \<, pair)

donde la funcién calcula parejas diferentes del conjunto G. En este caso se forma el conjunto G1 =
[f1, f2]. Se inicia el While y se elimina una pareja de Gy quitando a [f1, fa] que se ubican en
I = [f1, f2] y se obtiene que

G1 = 0.

Ahora utilizando el Algoritmo 4.2 y el Algoritmo 3.1 se tiene que

S(f1, f2) L h=a" .

LCon el comando x:=Indeterminate (Rationals,1); se identifica a z como z1.
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Como h es diferente de 0 se debe hacer el ciclo For y de esta forma se adiciona a G7 las parejas

[f1,h] ¥ [f2,h] y se aumenta h al conjunto G, es decir

G= [fl)vah]'

Se regresa al ciclo While con | = [f1,h] y G1 = [[f2, h]], es decir se eliminan los polinomios fi, h de

(G1 y se colocan en la lista [. Luego se calcula
G
S(flvh) —+ h = 0.
Volvemos al While y ahora
L= [f2,h]
Gi=0
G
S(f?vh) —+ h = 0.

Como G es vacio el ciclo While termina y se imprime
G=lzy—z,2*—y,2>— x|

De esta forma una base de Grébner para el ideal I = (f, fo) es G = {wy — z,2? — y,2> — x}. En

GAP se realizan los siguientes comandos

f1l:=x*y-x;£2:=x"2-y;
x_*x_2-x_1
x_172-x_2

G:=[f1,f2];
[ x_1*x_2-x_1, x_1"2-x_2 ]

buchberger (G,MonomialLexOrdering (y,x));
[ x_1*xx_2-x_1, x_172-x_2, x_1"3-x_1 ]

Ejemplo 4.7. Sean f; = y?> + yx + 22, fo = y + ¢ y f3 = y polinomios en Q[z,y] y el conjun-
to F' = {f1, f2, f3} con el orden de términos lex, con y > x. La base de Grobner para el ideal
I = (f1, f2, f3) esta dada por el Algoritmo 4.3.

Una vez definido el anillo de polinomios R:=PolynomialRing(Rationals, [x,y]) ; como en el ejem-
plo anterior, para que GAP de los resultados en términos de z y y en lugar de x1 y x2, se puede

redefinir las variables como sigue.

>x:=X(Rationals,"x"); y:=X(Rationals,"y");

X
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>f_1:=y72+y*x+x"2;

X" 2+xxy+y T2
>f_2:=y+x;
X+y
>f_3:=y;

y

>F:=[f_1,f_2,f_3];

[ x"2+x*xy+y~2, x+y, 7 ]

>buchberger (F,MonomialLexOrdering (y,x));
[ x"2+xxy+y~2, x+y, y, -x ]

es decir {2 +zy + y?,z +y,y, —r} es una base de Grobner para el ideal I = (f1, fo, f3).

Ejemplo 4.8. Sean f; = 2%y + z, fo = 2z + y polinomios en Q[z,y,2] y F = {f1, fo} con respecto

al orden de términos deglex, con x > y > z. La base de Grobner para el ideal I = (f1, fo) estd dada

por

>x:=Indeterminate(Rationals,1);

x_1

>y:=Indeterminate(Rationals,2);

xX_2

>z:=Indeterminate (Rationals,3);

x_3

>R:=PolynomialRing(Rationals, [x,y,z]);

Rationals[x_1,x_2,x_3]

>E_1:=x"2%y+z;

x_172%x_2+x_3

>f_2:=x*z+y;

x_1*x_3+x_2

>F:=[f_1,f_2,f_3];
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[ x_172%x_2+x_3, x_1*x_3+x_2 ]

>buchberger (F,MonomialLexOrdering (x,y,2));
[x_1"2%x_2+x_3, x_1*x_3+x_2, x_1*x_2"2-x_3"2, x_2"3+x_3"3]

es decir, G = {2%y + 2,22 + y,zy? — 22,5> + 23} es una base de Grébner para el ideal I = (f1, f2).

4.3. Bases de Grobner especiales

En la seccién anterior se mostré como calcular una base de Grébner con ayuda del algoritmo
de Buchberger. Sin embargo no se garantiza en ningtin momento la unicidad de la base de Grébner
obtenida. Asf el objetivo principal de esta seccién es mostrar las condiciones necesarias para que se

cumpla tal unicidad.

En el Algoritmo 4.3, se puede observar que se toma en cuenta el orden en que aparecen los
polinomios en la lista G, esto afecta la aplicacion del Algoritmo de la divisién en varias variables
3.1. Ademas, en el bucle WHILE donde se calculan los S-polinomios, se escogié un par de polinomios
de la lista 1 para realizar este cdlculo. Asi que si se cambian cualquiera de estas opciones se podria

obtener una base de Grobner diferente.

Ejemplo 4.9. Para el Ejemplo 4.7 con los polinomios f; = y?> + yr 4+ 22, fo=y+ 2y fs =y en
Q[z,y]. Si cambiamos el orden del célculo de los S-polinomios en el Algoritmo 4.3, en ocasiones se
puede obtener una base de Grobner diferente para el ideal I = (fy, fa, f3), esto se hace cambiando
el orden en los polinomios del conjunto F' = {f1, fo, f3}, a saber F' = {fs, f2, f1} con el orden de

términos lex, con y > x, es decir

>x:=X(Rationals,"x"); y:=X(Rationals,"y");

X

y

>f_1:=y " 2+y*x+x"2;

X" 2+x*ky+y T2
>f_2:=y+x;
X+y
>f_3:=y;
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>F:=[f_3,f_2,f_1];
[y, x+y, x"2+x*xy+y~2 ]

>buchberger (F,MonomialLex0Ordering (y,x));
[y, x+y, X" 2+x*y+y~2, -x"2, -x ]

Por tanto {y,z + y,2% 4+ 2y + y?, —2%, —2} es una base de Grobner para el ideal I = (f1, fo, f3)

diferente a la que se obtuvo en el Ejemplo 4.7.

Definicién 4.6. Una base de Grobner G = {g1, g2, ..., g+} se denomina base de Grobner minimal

si para todo i, Ic(g;) = 1 y para todo ¢ # j, Ip(g;) no divide a Ip(g;).

Lema 4.3. Sea G = {g1,92,...,9:} una base de Grébner para el ideal I. Silp(gs) divide a lp(g1),

entonces {g2, ..., gt} es también una base de Grobner para el ideal I.

Demostracién. Usando la Definicién 4.1 se tiene que si Ip(f) es divisible por Ip(g1), entonces Ip(f)
también es divisible por Ip(g2) y por la misma definicién se tiene que {gs,...,9:} es una base de

Grobner para el ideal 1. [ ]

Como consecuencia del lema anterior, al eliminar todos los polinomios g; del conjunto G =
{91,92,...,9:} en los cuales se cumpla que Ip(g;) divida a Ip(g;) con j # i se puede obtener una

base de Grobner minimal.

Corolario 4.4. Sea G = {g1,92,---,9:} una base de Gréobner para el ideal I. Se obtiene una base
de Grébner minimal para G eliminando todos los g; para los cuales exista j # i tal que Ip(g;) divide

a Ip(g;) y dividiendo cada polinomio restante en G por su coeficiente lider.
La ultima condicién se da para asegurar que los polinomios restantes en G sean monicos.

Proposicién 4.1. Si G = {g1,92,---,9t} y F = {f1, fo,..., fs} son bases de Grébner minimales
para el ideal I, entonces s =t y después de una remuneracion si es necesario, 1t(f;) = 1t(g;) para
todoi=1,2,...,t.

Demostracion. Dado que G es una base de Grobner para I y f1 € I, entonces por Definicién 4.1,
existe un 4 tal que Ip(g;) divide a Ip(f1). Después de reorganizar si es necesario, se puede asumir que
i = 1. Ahora como F es una base de Grobner para I, para g; € I, existe un j tal que Ip(f;) divide a
Ip(g1), por tanto Ip(f;) divide a Ip(f1) y por la condicién de que F' es minimal se tiene que j =1y
que Ip(f1) =1p(g1). Como f2 estd en I, entonces existe un i tal que Ip(g;) divide a Ip(f2) ya que G
es una base de Grobner. Dado que Ip(f1) = Ip(g1) y F es una base de Grébner minimal se tiene que
i # 1 y después de reorganizar si es necesario, se puede asumir que i = 2. Luego como gy € I, existe
un j tal que Ip(f;) divide a Ip(g2), por lo tanto Ip(f;) divide a Ip(f2) y por a condicién de que F' es
minimal se deduce que j = 2 y que Ip(f2) = Ip(g2). Este proceso se realiza para cada polinomio en

G y en F llegando a que s =t y se tiene que Ip(f;) = Ip(g;) para todo i = 1,2,... t. |
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A continuacién se introduce una nueva nocion la cual permite encontrar la unicidad de una base

de Grobner exigiendo ciertas condiciones en los polinomios de la base.

Definicién 4.7. Una base de Grébner G = {g1,92,...,9:} se denomina una base de Grobner
reducida, si para todo i, lc(g;) = 1 y g; es reducido con respecto a G — {g;}. Esto es, para todo i

ningin término no nulo de g; es divisible por cualquier Ip(g;) para j # 1.

Es importante notar que una base de Grobner reducida es también una base de Grobner minimal.
En este punto nuestro objetivo es probar la existencia de una base de Grobner reducida, para ello

se necesita el siguiente resultado.

Corolario 4.5. Sea G = {g1,92,...,9:} una base de Grébner minimal para el ideal I. Considere el

siguiente proceso de reduccion

g1 ihr hi, donde hy es reducido con respecto a Hy = {g2,...,9¢}

92 inr ha, donde hy es reducido con respecto a Ho = {h1,93,...,0:}

g3 ihr hs, donde hs es reducido con respecto a Hs = {h1,h2,94,...,9t}
o inr ht, donde hy es reducido con respecto a Hy = {hy, ha, ..., hi—1}.

Luego H = {hy, ha,..., 4} es una base de Grébner reducida para I.

Demostracion. Sea G una base de Grobner minimal, luego se tiene que Ip(g;) no divide a ningun

Ip(g;), para todo j # i. Se realizard la prueba para la primera reduccién, es decir, supéngase que

g1 ihr hi donde h; es reducido con respecto a Hy = {ga,...,g:}, luego por el algoritmo de la
divisién 3.2 se tiene que existen ¢y, ... ¢ € K[x1,x9,...,2,], tales que g1 = gaca + gses + -+ + geey,
con Ip(g1) = méax(maxa<i<t(Ip(c;)1p(gi)),1p(h1)), de donde se tiene que Ip(g1) = Ip(h1) por la
condicién de minimalidad de la base. Siguiendo y de este modo se obtiene que H = {hy, ha,..., h}
es una base de Grobner reducida para 1. |

Teorema 4.5. (Buchberger) Fijado un orden de términos. Entonces cada ideal no nulo I tiene una

unica base de Grobner reducida con respecto a este orden de términos.

Demostracion. Por el corolario anterior se tiene que cada ideal tiene una base de Grébner reducida,
por tanto s6lo basta probar la unicidad. Sean G = {¢1,92,...,9t} y H = {h1,ha,...,hs} bases de
Grobner reducidas para I, entonces G y S son minimales. Por la Proposiciéon 4.1 G y H tienen el
mismo numero de elementos, es decir ¢ = s. Se puede asumir que para cada i, 1t(g;) = lt(h;). Si

gi # hi, entonces g; — h; € I, entonces por definicién de base de Grobner 4.1, existe j tal que Ip(h;)
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divide a Ip(g; — hs), asi Ip(g; — hi) > Ip(h;) y como Ip(g; — h;) < Ip(hs), por tanto i # j, pero
Ip(h;) = 1p(g;) divide a un término de g; o h;. Esto es una contradiccién con el hecho de que H y

G son bases de Grébner reducidas y asi g; = h;. |

Ejemplo 4.10. Si se consideran los polinomios del Ejemplo 4.6, se puede probar que {z% —y, 23—z}

es una base de Grobner reducida para 1.



Capitulo 5

Aplicaciones de la teoria de las bases
de Grobner

En este capitulo se presentan algunas de las principales aplicaciones de la teoria de las bases
de Grobner. El objetivo es dar respuesta a los Problemas 1.1 planteados en el primer capitulo en
el caso del anillo de polinomios K[z1,z3,...,%,]. Finalmente, en la dltima seccién se estudiard la

decodificacién de cédigos ciclicos con ayuda de la teoria de las bases de Grobner.

5.1. Aplicaciones elementales de las bases de Grobner

Sea F' = {f1, f2,..., fs} un subconjunto de polinomios de K|[zi,xo,...,x,|. Supéngase que
G = {91,92,---,9:} es una base de Grobner para el ideal I = (fy, fa,..., fs) con respecto a un

orden de términos. El Teorema 4.1 expresa el hecho que f € I siy sélo si
f £>+ 07

lo cual soluciona el problema de membresia de un ideal, ver Problemas 1.1. Adem4ds este proceso,

permite cuando f € I, encontrar vy,ve,...,v; € K[x1,x9,...,2,] tal que
[ =vg1 +v2g2 + -+ vege. (5.1.1)

Asi, si se utiliza el algoritmo de Buchberger 4.3 se puede hacer un seguimiento a las combina-
ciones lineales de los f;’s.
Durante el algoritmo para encontrar una base de Grobner se adiciona un nuevo polinomio g al
conjunto inicial, el cual es el residuo no nulo de la divisién de un S-polinomio por un conjunto
{h1,ha,...,hy}. Esto es

I
9= 5y, hy) — sz’hz’,

i=1

62
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para algunos u,v € {1,2,...,l} y algunos polinomios w; que son calculados explicitamente durante
el algoritmo de la divisién multivariado.

Ademas se puede formar una matriz M de tamano ¢ X s con polinomios tal que.

g1 fi

92 f2
=M

_gt_ _fs_

Luego en la Ecuacién (5.1.1) el polinomio f puede ser visto como una combinacién lineal de los

pOIinomiOS f17f27' .. 7f8
f=uifi +uafo+ ... +usfs,

para uj,us,...,us € K[z1,22,...,z,]. Lo que resuelve el segundo problema planteado, ver Proble-
mas 1.1.

Para ilustrar este hecho se presenta a continuacion el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.1. Sean f; = 2?y—y+2z y fo = xy? —x polinomios en Q[z,y], F = {f1, f2} e [ = {f1, fo)
y considere el orden de términos deglex, con z < y.

» Pruebe que f = 2ty — 22° + 222y% — 223y — 224 — 23 + day® — 322y + 222 — y + 22 pertenece
al.
» Encuentre polinomios v, vy € Q[z,y] tal que f = vy f1 + vafa.
Primero se calcula una base de Grébner para I como sigue

buchberger (F,MonomialGrlexOrdering([y,x]));
[ x"2%y+x-y, x*y 2-x, -X"2-x*y+y~2, x"3-2*x+y ]

Tomando fi = 2%y —y+x, fo =ay?> —x, fs = -2 —xy +vy> v f1 = 2 — 2z + y, se obtiene que
G = {f1, f2, f3, fa} es una base de Grobner para I. Observe que los polinomios f3 y f4 se pueden

escribir como combinacién lineal de los polinomios f; y fo como se muestra a continuacion

fa=—-yfi+afs
y el polinomio f; se puede escribir como

fai=fatafs
= fatax(yfi—af) — f1
=f—24ayf—2fo— fi
= (zy = )i+ (=2° + 1) fa.



5. Aplicaciones de la teoria de las bases de Grébner 64

Dado que 1t(f2) = 292 es divisible por 1t(f3) = y?, se puede probar que H = {f3, f1, f1} es una base

de Grobner reducida para I, utilizando GAP se tiene

>ReducedGroebnerBasis (G,MonomialGrlexOrdering([y,x]));

[ -x"2-x*y+y~2, x"3-2%x+y, X "2*%y+x-y ]
Asi es posible formar la matriz

f1 1 0
fsl = | -y x
fa zy—1 —22+1

fi
f2

Sea f = zly — 225 + 222y? — 223y — 22% — 23 + 4ay? — 322y + 22° — y + 22, luego utilizando el
Algoritmo 3.1

divvar (f,H,MonomialGrlexOrdering(y,x));
[ [ 2%xx"2+x-2xy, —-2xx"2+x*y-1, 0 ], 0 ]

Esta division produce residuo cero, asi por Teorema 4.1, se tiene que f pertenece a I.

Ademss produce polinomios hy = 222+ — 2y, ho = —22%2 +xy — 1 y hg = 0, tal que

f=hifs+hafs+hsfi
= b (—yf1 + xfo) + ha((xy — 1) fi + (—2° + 1) f2)
= fi(—yh1 + ho(zy — 1)) + fo(=ho(2z* — 1) + zhy)
= fi(=222y — 3zy + 2y — 223y + 22° + 2%y2 + 1) + fo(22* — 23y — 2y + 2% — 1).

Lo cual soluciona la segunda pregunta.

Para Encontrar las clases laterales de K[xy,z2,...,2,]/I, es necesario recordar que I = (G)
donde G = {¢1,92,--., 9t} es una base de Grobner para el ideal I. Ademéds por por el Teorema 4.2

para todo f € K|x1,xa,...,T,] existe un tnico elemento r € K[x1,x9,...,x,]| tal que
f i).;_ T.

Definicion 5.1. El elemento r anterior el cual es reducido con respecto a G se denomina la forma

normal de f con respecto a G' que se denota como Ng(f).
Proposicién 5.1. Sean f,g € K|x1,x2,...,2,]. Entonces
f=g(méd I) siy sdlo si No(f) = Na(g).

Porlo tanto {Ng(f) : f € Klzx1,x2,...,2,]} es un conjunto de clases laterales para K[x1,xa, ..., xy,]/I.
Ademds Ng : K|x1,29,...,2,] — Klx1,29,...,2,] es K— lineal.
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Observacién 5.1. Sea G una base de Grobner para el ideal I y sean r, f € K|x1,x2,...,2,] con r
reducido con respecto a G. Si f —r € I, entonces f ihr T,

En efecto, si f —r € I, entonces f — r inr 0, es decir f —r = vig1 + v2g2 + -+ + vegs, para
V1,09, ..., 0 € K[r1,29,...,2,] de donde f = v1g1 + v1ig2 + -+ + v4g: + r vy del hecho que r es

. . G
reducido con respecto a G se tiene entonces que f —— r.

Demostracion. Por el Algoritmo 3.2 existe ¢ € I tal que f = g+ Ng(f), donde g = Zé:l h;g; para
h; € K|x1,xa,...,2y,], luego f—Ng(f) € I. Por tanto f+1 = Ng(f)+1 en K[z, 29,...,2,]/I. Aho-
rapara ci,co € K y para f1, fo € K[x1, 9, ..., 2,] se tiene que ¢1(f1—Ng(f1))+c2(fa—Na(f2)) € 1,
es decir ¢1 f1 — 1 Ng(f1) + cafo — caNg(f2) € I, de donde ¢ f1 + cofo — (c1NG(f1) +caNa(f2)) € I'y
c1NG(f1) + caNg(f2) es reducido con respecto a G. Por tanto si se aplica la observacién anterior se
tiene que Ng(c1 f1+caf2) = ciNg(f1) +caNg(f2) v asi Ng : K[z, 29, ..., 2, — K[z1,22,...,Ty]
es K— lineal.

Ahora f = g(méd I) si y sélo si existe ¢ € I tal que f = ¢ + g, luego Ng(f) = Na(q) + Na(g)-
Pero como ¢ € I, entonces Ng(q) =0y asi Ng(f) = Ng(g). Supéngase ahora que Ng(f) = Na(9g),
luego f —g=f —g—Na(f) + Na(g) = (f —Ng(f)) — (9 —Nalg) €I yasi f=g(méd 1). W

Ejemplo 5.2. Siguiendo con el Ejemplo 5.1 la clase lateral del elemento f+1I en Q] es de la forma
0+1, donde 0 es el residuo de la divisién de f por G = {2?y+x—y, 2y*—x, —2? —2y+y?, 2> —22+y},
dado que

>divvar(f,G,MonomialGrlexOrdering(y,x));
[ [ x72-2%xx+2xy-2, 2, -2%y+2, -2*%x"2-2xx-3 ], 0 ]

Para el polinomio j = 2'0 4 427y + 2%y* — 523y3 + 2y + 22, la clase lateral del elemento j + I en
Q[z] es de la forma 7x? — 5xy + 7z — 3y + I, donde 722 — 5y + Tz — 3y es el residuo de la divisién
de j por G, puesto que en GAP se tiene que

>divvar(j,G,MonomialGrlexOrdering(y,x));
[ [ x"3%y~3+3%x"5-x"2%y " 2+x*y " 3+x " 3-5*x*y~ 2+x*y-2%y " 2+5%y-3, y~2-5*xy+2,
-2xy+5, X"T+2*x"5+x73+x ], T*xX"2-5xx*xy+T*x-3x%y ]

Ahora para encontrar una base para el K-espacio vectorial K[z, za,...,x,]/] se tiene el si-

guiente resultado.

Proposicién 5.2. Una base para el K-espacio vectorial K[x1,za,...,x,]/I consiste de todos los

productos potencia X € T, tal que lp(g;) no divide a X para todo i =1,2,...,t.

Demostracion. Para cualquier f € Klzy,29,...,2y,], se tiene que f + I = Ng(f) + I en
Klzy,x9,...,2,]/1, es decir que cualquier polinomio f se puede escribir como combinacién lineal
de Ng(f). Ademas, ya que la forma normal es dnica, se puede afirmar de que sila Y aX +1 =0
en K[r1,29,...,2,])/I con « € Ky X € T", entonces dicha suma »_ aX € I. Asi por hipétesis se

tiene que Ip(g;) no divide a X para todo i =1,2,...,¢ con lo cual se tiene que cada o = 0. |
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Ejemplo 5.3. Continuando con el Ejemplo 5.1, se tiene que la base para Q[z,y]/I son las clases

laterales de 1, z,y, 22, zy, es decir
{4+ ITLz+Iy+12>+1zy+1}.

Como aplicaciones adicionales

» Dar la tabla de multiplicacién en K|z, o, ..., 2,]/1.
» Determinar si dos ideales I, J de K[z1,x9,...,x,] son iguales.
Para f,g € K[z1,29,...,x,] la clase lateral de f por la clase lateral de g serd la forma normal de
fy.
X 1 T Y x? Ty
1 1 T Y z? Ty
T | x z? Ty -y + 2z Yy—T
Y Y Ty Ty + z? y—x z
2|22 —y+22] y—= —xy +22° | xy — 22
zy | zy | y—=x x zy — a2 z?

Cuadro 5.1: Tabla de multiplicacién de la base 1, z,y, 22, zy para Q[z,y]/I.

Ejemplo 5.4. Para el Ejemplo 5.3 los productos de la base estdn descritos en el Cuadro 5.1,
por ejemplo para las clases (222 +y + I) y (3zy — 5 + I) se tiene que (222 + y)(3zy — 5) =
622 — 1022 4 3zy — 5y = 6(zy — 22) — 1022 + 3z — 5y = 62y — 1622 + 32 — 5y mdéd I), es decir

(222 +y +1)(3zy — 54 1) = 62y — 162° 4+ 3z — 5y + 1.

Este producto resulta primero de Multiplicar los polinomios y luego reemplazar los productos po-

tencia de cada término utilizando el Cuadro 5.1.

Ahora para determinar si dos ideales I,J de Klx1,x2,...,2,] son iguales; se puede utilizar el
Teorema 4.5 en la medida de que I,J son iguales si y sélo si tienen la misma base de Grébner
reducida.

Otra forma de ver este problema es verificar el hecho de que I = JsiysélosiI C Jy J C 1, lo

cual ya es posible verificar con ayuda del problema de membresia de un ideal.

Aplicaciones entre variedades
Considere el mapa de proyeccion
m: K™ 5 K™
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(al,ag,... ,am,bl,bg,... ,bn) — (al,ag,...,am),

donde K es la clausura algebraica del campo K, es decir, un campo K es algebraicamente cerrado
si para cada polinomio f € K|[z] en una variable, la ecuacién f = 0 tiene una solucién en K y
que cada campo K esta contenido en un campo K, en el cual cada elemento de K es raiz de un
polinomio no nulo en una variable con coeficientes en K, por ejemplo, la clausura algebraica de R
es C.

Definicién 5.2. Para un ideal I de K[z1,x2,...,z,] se define el radical de I, que se denota con

VI, como
VI={feKlzi,z,...,x,] : Jetal que f¢ e I}.

Observacion 5.2. Sea [ un ideal de K|z, x,...,2,], luego se tiene
1. VT es un ideal en K[z, xo,...,z,].
2. Vi(I) = Vg (VI).

Se presenta ahora el Teorema de los ceros de Hilbert. Su demostracién se puede encontrar en
[6].

Teorema 5.1. (Teorema de los ceros de Hilbert)
I(Vg(D) = V1,
para todo ideal I de Kl|x1,xa,...,Ty].

Proposicién 5.3. Si S C K™, entonces V(I(S)) es la mds pequenia variedad que contiene a S, esto
es, si W es cualquier variedad que contiene a S, entonces V(I(S)) C W. Este conjunto se denomina

la clausura de Zariski de S.

Demostracion. Sea W = V(J) C K™ una variedad que contiene a S, donde J es un ideal en
K[z1,x9,...,2,]. Entonces I(W) C I(S) y V(I(S)) C V(I(W)), luego por Teorema 5.1 se tiene
que V(I(W)) = V(+/J), y por Observacién 5.2, V(v/J) = V(J) = W, ast V(I(S)) C W. |

Teorema 5.2. Sea I un ideal de K[y1,Y2,- -, Ym,T1,T2,...,Zys], la clausura de Zariski de TI(V (1))
es VIINEky1, .- Ym)])-

Demostracion. Sea V=V (I)y I, =1Nk[yi,...,ym), se debe probar que II(V') = V(I,).

II(V) C V(I,). En efecto, sea (a1,az,...,am,b1,b2,...,b,) €V, luego al aplicar la aplicacién II, se
tiene que (ai,as,...,am) € I(V). Si f € I, entonces f(ai,az,...,am,b1,b2,...,b,) = 0, ya que
f € Iy por tanto f(ai,az,...,a,) = 0 porque f solo contiene las variables yi,...,y;, v asi se
cumple la afirmacién.

V(1,) C II(V). Por la Proposicién 5.3 se tiene que V' (I,) C V(I(II(V'))), primero se puede ver que
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I(II(v)) € \/Iy. Sea f € I(II(v)), luego f(a1,az,...,amn) = 0, para (ai,az,...,an) € II(V), si se
observa a f como un elemento de K[y1,y2, ..., Ym, 1,22, ..., ZTn|, f(a1,a2,... ,am,b1,b2,...,b,) =
0, para todo (a1, az,...,Gm,b1,be,...,b,) € V, por Teorema 5.1, existe un e tal que f¢ € I, pero

ya que f solo contiene a las variables y1,92,...,ym, y por el hecho de que f € II(V) se tiene que
f¢el,, de donde f € /I, entonces V(I,) = /I, C V(I(II(V))). [

5.2. Aplicacién de la teoria de las bases de Grobner para la deco-

dificacion de cdédigos ciclicos

En esta seccion se estudiara la utilizacién de las bases de Grobner en la Teoria de Coédigos,
se presenta una breve introduccién de los conceptos mds importantes y teoremas (sin demostra-
cién) en la Teorfa de Cédigos correctores de errores hasta presentar la decodificacién de un cédigo
ciclico utilizando bases de Grébner. El lector interesado puede encontrar las demostraciones y maés

informacién sobre la Teoria de Cddigos en [8, 7].

5.2.1. (Cébdigos correctores de errores

La Teoria de Cédigos busca solucionar los problemas que surgen tras la manipulacién y trasmi-

sion de informacién digital, dichos problemas suelen presentarse como errores en la trasmisién de
la informacién. Los cédigos correctores de errores son un mecanismo que permite detectar cuando
se ha producido un error y si es posible corregirlo.
Para enviar un mensaje el emisor lo codifica anadiendo algunos simbolos o arreglos mediante alguna
regla sistemadtica, el mensaje codificado es enviado a través de un canal en el cual pueden ocurrir
errores, luego el receptor por su parte recibe el mensaje codificado y procede a decodificarlo, es
decir, a comparar palabras que estén “mas cercanas”. Esto se traduce en capacidad de deteccién y
correccion de errores que se han producido en el proceso, con el fin de encontrar el mensaje en su
formato original.

Un alfabeto A es un conjunto finito de simbolos los cuales forman los elementos de A. Una
palabra es una sucesién finita de elementos de A. El conjunto de palabras que se pueden formar a
partir de A se denota como A*. La longitud de una palabra es el nimero de simbolos que contiene.

El conjunto A™ denota todas las palabras de A de longitud n.

Definiciéon 5.3. Un cddigo es un subconjunto C' de A*, cuyos elementos se denominan palabras
cédigo. Si todas las palabras tienen la misma longitud, el c6digo C' se denomina un cédigo de bloques

y se define el tamafio de C' como el numero de palabras del cédigo.

Ejemplo 5.5. Sea A ={0,1}, C = {000,011, 101,110}, C es un cédigo de bloques de longitud 3 y

tamano 4.
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La idea principal de la Teoria de Cdédigos es dotar al conjunto A con alguna estructura algebrai-
ca, por ejemplo, si A contiene g elementos, donde ¢ es la potencia de un nimero primo, ¢ = p" para
n > 0, entonces A se identifica con el campo finito F,. Durante el resto del capitulo se empleara esta

identificacién.

A continuacién se define el concepto de distancia de Hamming el cual es fundamental para la

deteccion y correccién de errores.

Definicién 5.4. Sean z,y € A™; palabras de longitud n. La distancia de Hamming d(z,y) es el

numero de coordenadas en que difieren x y y, es decir
dlz,y) =#{i : 1 <i<n, x; #y;}.
La capacidad de detectar y corregir errores de un cédigo C se basa en el siguiente concepto.

Definicion 5.5. La distancia minima de un cédigo C se define como la menor distancia entre sus
palabras; es decir
d(C) = min{d(z,y) : z,y € C, x # y}.

La siguiente definicién presenta el concepto de peso de un cédigo.

Definicién 5.6. Para una palabra a de longitud n sobre F,, se define el peso w(a) como el nimero

de coordenadas distintas de cero.

Definicién 5.7. (Cédigo detector de t-errores). Un cédigo C' detecta t-errores si cada vez que se
envia una palabra cédigo y ocurren entre 1 y t errores durante la transmisién, la palabra resultante
no es una palabra cédigo. Un cédigo C' detecta exactamente t-errores, si este detecta ¢ errores,
pero no detecta t + 1 errores (es decir, existe al menos una palabra cédigo la cual cambiando ¢ 4 1

coordenadas origina una nueva palabra cédigo).
Teorema 5.3. Un cddigo C detecta exactamente t-errores si y solo si d(C) =t + 1.

Definicién 5.8. (Cédigo corrector de t-errores). Asumiendo que los empates son considerados
como errores, un codigo C' corrige t-errores si la decodificacién por distancia minima corrige todos
los errores de tamafio ¢ 6 menos en cualquier palabra cédigo. Un cédigo C corrige exactamente ¢-
errores, si este corrige t-errores, pero no corrige (t+ 1)-errores. Es decir, todos los errores de tamafio

t son corregidos, pero al menos un error de tamano t 4+ 1 es decodificado incorrectamente.
Teorema 5.4. Un cédigo C' corrige exactamente t-errores si y solo si d(C) = 2t+1 6 d(C) = 2t+2.
Corolario 5.1. d(C) =d si y sdlo si C corrige exactamente L%J—ermr@s.

Se estudiaran los cédigos lineales, en particular los cédigos ciclicos, por lo cual se dan las si-

guientes definiciones.
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Definicién 5.9. Un cé6digo lineal g-ario de longitud n es un subespacio vectorial C' C Fy.

Un cédigo lineal de longitud n y dimensién k, se denomina un [n, k]-cédigo. Si ademds tiene
distancia minima d, se dice que es un [n, k, d]-cédigo.
Cabe ahora la pregunta de ;como generar un codigo? Para dar respuesta se introduce el concepto

de matriz generadora.

Definicion 5.10. Sea C un cédigo lineal. Una matriz H generadora del cédigo C' es una matriz de

tamano k X n cuyas filas constituyen una base para el cédigo C.

110
Ejemplo 5.6. Sea A = {0,1}, la matriz H = (0 ) 1) genera un codigo lineal [3,2]-cédigo. En
efecto
1 10
XT1,T = (T1,21 + 22,79),
(12)(011> (z1,21 + T2, T2)
codifica a

00 — 000, 01 — 011, 10 — 110, 11 — 101,

formando el cédigo C' = {000,011, 110,101}.

Para determinar si una palabra pertenece al cédigo se utiliza el concepto de matriz de control

del cédigo.

Definicién 5.11. Una matriz H de tamano (n — k) X n es una matriz de control del cédigo C' si

para todo vector x € Fy/ se tiene que
x € (C <+ Hzx" =0.
Definicion 5.12. El sindrome de un vector y se define como
S(y) = Hy" € Fy.

De esta forma el sindrome de un vector y sirve para determinar cuando y pertenece o no al cédigo,

dado que y € C <= S(y) = 0.

Cdédigos ciclicos
Los cédigos ciclicos son un tipo especial de cédigos que frecuentemente se usan en la deteccién y

correccién de errores.

Definicién 5.13. Un cédigo lineal C' de longitud n sobre Fy es ciclico, si para cada (co, c1, ..., cn—1) €

C se tiene que (¢y—1,Co,--.,Cn_2) € C.
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Sean FF,[x](,—1) el espacio vectorial de los polinomios sobre I, con grado menor que n 'y R, el

anillo cociente R, = Fy[z]/(z™ — 1). Se puede demostrar que
FZL = Fq[x](n—l) = Rn

De esta forma se puede identificar a cada vector (ag,aq,...,a,—1) con el polinomio ag+ a1z +---+
an_12"" 1y con la clase lateral ag 4+ a1z + ... + ap_12." "' + (" — 1) en R,.
Ademsds, se puede probar, que cuando ¢ y n son primos relativos, el polinomio ™ — 1 se puede
factorizar en polinomios irreducibles distintos y sus raices forman un grupo ciclico de orden n.

En realidad se puede definir un isomorfismo de espacios vectoriales entre F y el anillo cociente

R, como ya se mencioné arriba, como sigue
. n
¢(C) : Fy — Ry,

tal que ¢(ag,ay,...,an_1) = ag + a1z + - + ap_12" ' 4 (" — 1). El siguiente teorema establece
un puente entre los cédigos ciclicos y los ideales de R,,, la ventaja es que de esta forma se pueden

estudiar propiedades en el anillo R, que tienen su traduccién inmediata a los cédigos ciclicos.

Teorema 5.5. Sea C C Fy un cddigo lineal. Entonces C' es ciclico si y solo si ¢(C) es un ideal de
R,.

Dado que R,, es un dominio de ideales principales, lo que significa que cada ideal (c6digo ciclico)
C' es generado por un polinomio g(z), que se denomina polinomio generador de C'. Este polinomio

g(z) es el tnico polinomio ménico de menor grado en C. Asi

C={f(2)g(z): f(x) € Fyla] y deg(g(x)) <n}.

Ademss, se tienen los siguientes resultados.

Teorema 5.6. Dado un codigo ciclico C' de longitud n, se cumplen las siguientes afirmaciones.
1. Eziste un tnico polinomio monico g(x) € Fylx] divisor de 2™ — 1, tal que C = (g(z)).
2. Si el grado de g(z) es r, entonces C tiene dimension n —r y

C = (g(x)) = {h(x)g(x) : deg(h(z)) <n—r}.

3. Sig(x)=go+ qrx+ -+ gra", entonces go # 0 y C tiene matriz generadora

g() g9 9 92 - g O
o a;g(ac) _ 0 .go .gl :92 .gr O
n—k—1

x g(x) 0O 0 .. 0 .. go - Gr



5. Aplicaciones de la teoria de las bases de Grébner 72

Definicién 5.14. Sea C un cédigo ciclico de longitud n, con polinomio generador g(x) de grado

n — k, se denomina polinomio de control del cédigo C' a

" =1
9(x)

Proposicién 5.4. Para un cddigo ciclico C' de longitud n cuyo polinomio de control es h(x) =

ho + hix + ... + hya®, luego

h(z) = = ho+ hz + - + ha.

h(x) hk hk—l hk_g ho 0 0

zh(x 0 h hi_1 hg_s ... h

7o ( ) _ 'k k 1 k 2 | 'o
2"k 1p () 0 0 .. 0 .. hy .. ho

es una matriz de control de C.

Cdédigos BCH

Observe que dado que el polinomio generador g(z) de un cédigo ciclico C' de longitud n debe dividir
a " — 1, entonces las raices de g(x) son también son raices de x™ — 1, es decir, raices n-ésimas de
la unidad. Asi, se puede identificar un cédigo ciclico especificando su polinomio generador g(x) o,
equivalentemente, especificando cuales de las raices n-ésimas de la unidad son las raices de g(z).
Esto lleva a la construccion de varias familias de cédigos, dependiendo en como se escogen las raices.
Los cédigos BC'H son cédigos ciclicos, en los cuales el objetivo es buscar que el cédigo tenga una
longitud y distancia designada.

Estos c6digos fueron descubiertos independientemente por R.C Bose y D.K Ray-Chaudhuri (1960)
y por A. Hocquenghem (1959).

Definicion 5.15. Un coédigo BC H de longitud n y distancia designada 4, es un codigo ciclico cuyo
polinomio generador tiene entre sus raices a o, at!, ... a?*=2 parabe Ny 2 < § < n, donde
a € Fgm es una n-ésima raiz primitiva de la unidad, siendo m el orden multiplicativo de ¢ médulo

n, es decir ¢ = 1 méd n.

Definicion 5.16. Sise toma a b = 1, el cddigo se denomina BC'H en sentido estricto. Si la longitud
n es de la forma n = ¢ —1 entonces el cédigo se denomina cédigo BC H primitivo y « es un elemento

primitivo de Fym.
Proposicion 5.5. Un cddigo BCH de distancia designada d, posee distancia minima d > 6.

Un polinomio generador de un cédigo BC'H esta dado por

9(x) = lem{my(z), mps1(x), . .., mpss-2(x)},
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donde m;(z) es el polinomio irreducible de o' sobre F,, para i ="b,...,b+ d — 2. La dimensién del
codigo es n — deg g(z).

El cédigo BCH de longitud n y distancia designada ¢ sobre Fy, generado por g(x) se denota con
By(n, 9, a,b).

Ejemplo 5.7. Seam € Z*, n = 2" — 1y a € Fom una raiz primitiva n-ésima de la unidad y b = 1.
En consecuencia se pueden construir cédigos binarios BC H primitivos. Por ejemplo, con § = 2 se
tiene el codigo
Cy ={c(x) € Ry, : c(a) =0},
donde R,, = Fa[z]/(z" — 1).
si

Como c(z) € Fa[x], si ¢(B) = 0, se tiene que c(3?) = 0, por lo tanto

Cy=C5={c(z) € R, : c(a) = c(a?) =0},

donde Cy = C3 es un cédigo de Hamming de distancia minima 3 !
Para § = 4, el cdédigo que se obtiene es el siguiente
Cy={c(z) €R, : c(a) =c(a?®) =c(a®) =0}
= {c(x) € R, : c(a) =c(a®) =0}

Los polinomios de Cy verifican la condicién de que c¢(a?) = 0, asf Cy = C5 cuya distancia minima

es mayor o igual a cinco. La matriz de control de Cy estd dada por
1 a o ... ot
1 o of ... 0D )7
Sea m1(x) = Irr(a,F3)? el polinomio irreducible de a, m3(z) = Irr(a?, Fy) el polinomio irreducible

de o3, luego para m = 4 se tiene que n = 15 y asf con ayuda de GAP se puede calcular mq(z) y

ms(x) como sigue
>F:=GF (16) ;
GF(274)

>a:=PrimitiveElement (F);
2(2°4)

>ml:=MinimalPolynomial (GF(2),a);
x_1"4+x_1+Z(2)"0

1Un cédigo binario de Hamming de orden k sobre Fa es un cédigo con matriz de control Hy de orden k X n, cuyas
columnas son los elementos de F5\{0} en cualquier orden.

2Donde Irr(e, F2) denota el polinomio minimal para « sobre Fa.
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>m3:=MinimalPolynomial (GF(2),a"3);
X_174+x_1"3+x_1"2+x_1+Z(2)"0

Es decir,
my(z) =14z +a?,
ma(z) =1+ x + 2>+ 2° + 24,
luego el polinomio generador de Cy es
9(x) = lem(my (z), ms(z))
=(1+z+aHA 42+ 2%+ 23+ 2
=1+t +a28 +27 428
La dimensién de Cy es n — degg(x) =15 -8 =7.
Finalmente, se calcula el codigo que se obtiene para § = 6, el codigo es el siguiente
Cs = {c(z) € R, : c(a) =c(a®) = c(a®) = c(a?) = c(a®) = 0}
= {c(z) € Ry, : c(a) = c(a®) = ¢(a®) = 0}.
Los polinomios de Cg verifican la condicién de que ¢(a®) = 0, asi Cg = C7 y la distancia minima es

mayor o igual a siete. La matriz de control del cédigo Cg es

1 a o ... o't
1 a3 of .. 30D
1 o a0 ... 5D

Para my(x) = Irr(a, Fy), ma(z) = Irr(a?, Fa), ms(x) = Irr(a®, Fy), luego el polinomio generador de
Cg es
g(x) = lem(my (), ms(x), ms(x)).
Si se escoge nuevamente a m = 4 se tiene que
>m5:=MinimalPolynomial (GF(2),a"5);
x_172+x_1+Z(2)"0
Es decir,
ms(z) =1+ 2 + 22,
luego,
g(x) = lem(ma (x), m3(x), ms(x))
=(14+z+aYA+z+22+2° +2H(1 + 2+ 27
=l+a+a2+at+2°+2%+ 2"

La dimensién de Cg es n — deg g(x) = 15 — 10 = 5.
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La variedad sindrome de un cdédigo ciclico
Sea C un [n, k]-cédigo ciclico definido sobre Fy, con polinomio generador g(z) = fi1 fio- -+ fir ¥ uj

una raiz de f;;, para j = 1,2,...,7, luego se tiene que

C = {g(x)) ={c(z) : c(an) = (i) = - - = c(eir) = O}

Sea o € F" una raiz primitiva de la unidad, donde " es una extensién finita sobre F, luego cada
raiz a;; de g(x) se puede representar como a'i, con {iy,iz,...,i,} C {0,1,...,n — 1}. Es posible

conocer si una palabra estd o no en el cdédigo, considerando la matriz

1 ot 21 . qrDa

, 1 a2 a%2 . i
H =

1 air a2r .. q-Dir

Es decir, para un polinomio f(z) = fo+ fiz+...+ fu_12""1 € F,[z], se desea saber si f(z) estd en

C, forzando notacién se puede utilizar en lugar del polinomio f(x), el vector (fo, fi,.--, fn-1) ¥
multiplicar
fo+ frat 4+ 4 fuoqalnbi flaa)

H'f(z) = H'(fo, f Fod)T fo+f1o/2+...+fn_1a(n 1)is Flan)
= 0y J15-+-5Jn=1 = . _ '

f0+f104i7ﬂ + ... +fn—1a(n_1)ir f(ar)

Asi f(z) e C <= H'f(z) =0.
Note que H' no es estrictamente una matriz de control del cédigo C, aunque cumple funciones
similares, ya que los valores a'’i estdn en Fy'.

Sea ¢ € Fy una palabra cédigo y ¢ la palabra recibida, luego ¢ = c+e€, donde e = (€0, €15+ €n—1)
€ [y, es el vector error. Si se observa a este vector como el polinomio e(r) = eg+erx+...+e, 2"t
y si se calcula H'e(x)”, se obtiene un sistema de r ecuaciones relacionadas con el sindrome de ¢, es
decir

eo+e10" + ..+ epa TV = =sj, j=1,2,. (5.2.1)

Durante el resto de esta seccién se asumird que la distancia minima de C es 2t — 1y w(e) =7 <t.

El siguiente teorema, presenta el hecho de que para un error hay uno y solo un sindrome.

Teorema 5.7. Sea C un codigo de distancia d > 2t + 1. Cada error e con w(e) <t le corresponde

uno y solamente un sindrome s.

Las soluciones de 5.2.1 se expresaran como puntos en una variedad. Para ello, se consideran los
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siguientes polinomios

fj:ylz?—i—ygz;j—i—...—kytzij —xj, j=1,2,...,m

hy = z,?“ — 2z, k=1,2,...,t (Polinomio de control de las raices),
I = yg_l -1, k=1,2,...,t (Polinomio de control de los coeficientes).

Ahora se considera el conjunto
F={f; - j=12,....,r}U{hy : k=1,2,...,t} U{ly : E=1,2,...,t}.
Sea I el ideal generado por F'y V(F') la variedad definida por F, es decir
V(F)={pe F;nt?t D fip) =hp) =) =0, j=1,2,...,1, k=1,2,...,t} = V(I).

El cardinal de V(I) es (¢ — 1)!(n + 1), ya que hay ¢ — 1 puntos para cada lj, de t posibles y
n+ 1 puntos de hy de t posibles. Se denomina a V' (I) como la variedad sindrome y a I como el ideal
sindrome, ademads se puede observar que V(I) contiene la informacién necesaria para decodificar
cualquier palabra recibida ¢. En efecto, dado un sindrome s = Hé = He con w(e) = 7 < t, los

puntos p € V(F') que determina la localizacién y valores correspondiente a e estan dados por

Ll 1
p(s1,82, 587, 0,...,0,a a2 . Qm x %, B, By Br)s (5.2.2)
donde las entradas no nulos de e estén localizados en las coordenadas Iy, lo, ..., [, (posiciones ) y sus
valores en (31, B9, ..., 5, respectivamente, los valores % indican que coordenada puede ser cualquier

elemento no nulo de [F,. Para cada sindrome s hay (Z)t!(q — 1)I77, estos puntos se obtienen por la
permutacion de las variables z y las permutaciones de las variables y.

Ahora se construye el conjunto V como el conjunto de los (fl)t!(q — 1)!=" puntos correspondientes
a sy S como el conjunto de todos los posibles sindromes no nulos correspondientes a errores con
peso a lo mds ¢ y se define a € = | J,cg Vi. Se puede observar que |e| = > ¢ |Vs| por ser disjuntos,

luego para un peso 7, |Vi| = (¢ — 1)7 (i)T!(q — 1)I=7 y asf ¢ contiene (¢ —1)7 Z;Zl (?) (;)j' puntos.
Toda la informacién necesaria para decodificar cualquier mensaje recibido estd en el conjunto e.

Pero los polinomios de la ecuacién 5.2.1 definen una variedad V' (F') muy grande.

Para restringir V(F) a € se adiciona un nuevo polinomio a F', a saber (2) polinomios zjzy zl;i _Zi

k,A=1,2,...,t al conjunto F'. Luego la variedad correspondiente ahora al conjunto de polinomios

es €. Estos (;) polinomios obligan a las coordenadas z; y z) a ser a lo méas una de ellas no nula
6 diferentes de cero y distintas. Pero a pesar de todo el cdlculo de V(F') es muy costoso, para ello una
solucién para decodificar usando V' (F') es observar que el nimero de errores es t menos el nimero
de coordenadas nulas en z en el punto p (5.2.2), es decir el primer paso para decodificar es observar
que 7 =t — (t —7) y que el nimero de coordenadas nulas de z en p, puede ser calculado al observar

las diversas proyecciones de la variedad V (F).
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Definicion 5.17. Sea X C ]Fg'm- Para cualquier a < b, se define la proyeccién de X sobre las

primeras a coordenadas por

H(X) ={pelfym : FJpe Fg;f’ tal que (p,p) € X}. (5.2.3)

a

Ahora es posible relacionar los nimeros de errores a la proyeccién de V(F).

Teorema 5.8. Sea Oy, el vector nulo de 1 X k. Dado ¢ € Fy y su correspondiente sindrome s = Hec,

entonces hay T errores en ¢ si y solo si

(s,00 e [JviF)vek<t—r
r+k

(8, 0p—741) & H (V(F)).

r+t—7+1
Demostracion. Sea s el sindrome correspondiente a un vector error e de peso 7 < t, luego existe un
punto p como en (5.2.2) € V(F'), de esta forma se tiene que (s,0x) € [],,,(V(F)) para todo k <
t — 7. Ahora supéngase que p = (s,0;—711) € [, ;4.1 (V(F)), por definicién de proyeccién, existe
un punto py tal que pg = (p,pp) € V(F). Sea

pAO = (/717/727"' y Yr—1,M15 725 - - - 777t) = (/7777)

El vector v no es nulo, ya que si lo fuera implicaria que s = 0, es decir ¢ € C. También las coordenadas
de v no son todas distintas, pues si lo fueran representaria un nuevo error y se tendrian dos vectores
error distintos con peso 7 < t asociados a un solo sindrome s, lo cual contradice el Teorema 5.7.
Por lo tanto existen v; = 7, para algun 4, j, con i # j. Sin perdida de generalidad se puede suponer

que 7y; = Y2 y se toma a
pAl = (07’727’}/37"'7’77-_ 1777177727"'777t) si ny +ng 750

p1 = (0,0,73,...,97 — 1,m1,m2,...,m) en otro caso.

Donde se puede observar que p; = (p,p1) € V(F). Si se sigue este proceso se eliminan todas las
variables repetidas en v y se tendra un vector con coordenadas no nulas distintas que representan a
un vector error con peso estrictamente menor que 7 que corresponde al sindrome s contradiciendo
el Teorema 5.7, por lo tanto (s,0t—741) & [ [, 4411 (V(F)).

Para la otra implicacién supéngase que (s,0;) € [, (V(F))V € k <t—7y que (5,0i—r11) &
Il +i—ri1(V(F)). Luego (s,0;—,) extiende a un punto p en V(F) y usando el argumento anterior

se puede relacionar a este punto con un unico vector error de peso exactamente 7. |

Como consecuencia del teorema anterior se tiene el siguiente resultado.
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Corolario 5.2. Sea ' ={p € V(F) : p=(s,0i_r,%,%,...,%)}, entonces el conjunto [],,_, ,(T)
contiene exactamente T puntos distintos de la forma (s, 0y, al") y las posiciones del error corres-

pondiente vienen dadas por l;, 1 <1 <T.

El objetivo ahora es desarrollar un método para decodificar cédigos ciclicos usando representa-
ciones polinomiales de estas proyecciones. Para esto se presentan algunas nociones y caracteristicas

de la teoria de eliminacién.

Teoria de Eliminacion
En la teoria de eliminacién el objetivo es solucionar un sistema de ecuaciones. Para realizar esto se
eliminan variables manipulando las ecuaciones y asi encontrar ecuaciones mucho mas simples con

menos variables.

Definicién 5.18. Sea I = (f1, f2,..., fs) un ideal de K[x1,x9,...,x,]. Se define a I; como todas
las ecuaciones de la forma f1 = fo = --- = f; = 0 y donde se eliminan las variables x1,...,x;, es
decir

L =INK[xii1,-.., %),

I; es un ideal de K[zji1,...,2,] y se denomina el ideal de eliminacién. En efecto, 0 € I}, ya
que 0 € I'y 0 € K[z11,...,2y], del hecho de que I y K[x;y1,...,x,] son cerrados bajo la suma,
entonces si se suman dos polinomios cualesquiera con variables z;41,..., 2y, €l resultado debe ser
un polinomio con estas variables. Para f € I; y g € K[xjy1,...,%y], se tiene que fg € I y de igual
forma fg € K[xj41,...,x,) y asi fg € I;.

Lema 5.1.
[[VE) =vUnFfx 21, .., ). (5.2.4)
r+k

Demostracion. La prueba se sigue del Teorema 5.2. |

Es turno de usar la Teoria de las bases de Grébner como método de decodificar cédigos ciclicos.
Se escribird Fy[x,y,z], donde x denota las variables z1,...,z,, y denota yi,...,y; y z denota las
variables z1,...,2:. Se considerard el orden lexicogréfico en Fy[x,y,z], con z; < -+ < z, < 21 <
e g <y < s < Y
Las bases de Grobner permiten calcular los ideales de eliminaciéon como lo muestra el siguiente

teorema.

Teorema 5.9. Sea G una base de Gréobner para el ideal I = (f1, fa,..., fs) de K[x1,xa,...,2,] con

respecto al orden de términos definido anteriormente. Entonces
Gr=GNFyx,21,...,2)

es un base de Grébner del ideal I NFy[x,21,. .., 2.
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Demostracion. Se debe probar que para f € INFy[x, 21,..., 2], existe un g € GNFy[x, 21,. .., 2k,
tal que Ip(g) divide a Ip(f). Sea f € INF,[x, 21,. .., 2x|, luego como f € I, entonces existe un g € G
tal que Ip(g) divide a Ip(f) y Ip(f) no posee divisores con variables y1,ya, ..., ¥, luego un monomio
en las variables y1, 2, ..., ¥ €s mayor que uno en X, 21, ..., 2; por tanto Ip(g) = Fg[x, z1,..., 2], ¥
asi g € GNFy[x,21,..., 2] |

Note que los ideales de (G}) son ideales de eliminacién.
Si se utiliza el Lema 5.2.4 y el Teorema 5.9, se puede reinterpretar el Teorema 5.8 y el Corolario 5.2

de la siguiente forma.

Teorema 5.10. Dado ¢ y su correspondiente sindrome s, entonces hay T errores en ¢ si y sélo si
para cada g € Gy, se tiene que g(s,0r) = 0, para todo k <t — 1 y g(s, 04—r11) # 0, para algin
9€Giri1.

Corolario 5.3. Sea Gi—ry1 = {91,92,---,9u} Y sea &, el vector (s,0,—r,z), donde z es una
nueva variable. Entonces el ideal (Gy—r41) = (g1(&—7), 92(&—1), - -, gu(&e—7)) € Fyl2] estd generado

por el polinomio cuyas raices localizan los errores. Mas ain, dicho polinomio estd en el conjunto

{91 (St—'r)y g2(§t—7’)7 cee 7gu(§t—r)}-

Demostracion. Aplicando el Teorema 5.8, el Corolario 5.2 y el Teorema 5.10 podemos ver que se
cumple la primera afirmacién. Para completar la prueba es necesario probar que Gy_,+1 es una base
de Grobner para (Gy—r4+1(§—+)), lo cual se cumple con respecto a un orden de términos lexicografico,

en el caso de un ideal cero dimensional, ver [5]. [

Ejemplo 5.8. Considere el [15,5, 7]-c6digo BC'H sobre el campo Fy, con distancia designada 6 = 6,
ver Ejemplo 5.7. Ya que el ntimero de errores es t = 3, entonces se tienen tres variables z y no hay
variables y, ya que se trabaja sobre 5. Con ayuda de GAP se observaran los polinomios que definen
la variedad sindrome expresados como en (5.2.1). Para esto primero se definen las variables a utilizar,

en este caso

>z1:=X(GF(2),"z1");z2:=X(GF(2),"z2") ;z3:=X(GF(2),"z3") ;x1:=X(GF(2),"x1");
zl
z2
z3
x1

>x2:=X(GF(2),"x2") ;x3:=X(GF(2),"x3");
x2
x3



5. Aplicaciones de la teoria de las bases de Grébner 80

Donde GF'(2) representa [Fy. Luego se define el anillo de polinomios Fo[z1, 29, 23, 21, T2, 23] por medio

del comando

>R:=PolynomialRing(GF(2), [z1,z2,23,x1,x2,x3]);
GF(2) [z1,z2,z3,x1,x2,x3]

Por notacion se utilizard la variable x; para x1, xo para x2 y asi sucesivamente y se construye el
conjunto F = {f1 = 21 +20+23+m1, fo = 2} + 25+ 25+ @9, fs = 20 + 25+ 25+ a3, fa = 210+ 21, f5 =
20— 29, fo = z%ﬁ + z3}. El orden lexicografico, con z3 > z9 > 21 > x3 > x9 > x1, en GAP se obtiene

con el comando

>lexord:=Monomiallex0Ordering([z3,z2,z1,x3,x2,x1]);

MonomialLexOrdering([ z3, z2, zl, x3, x2, x1 1)

Luego se calcula la base de Grobner reducida para F', con respecto al orden lexord, con el comando
>ReducedGroebnerBasis (F,lexord) ;
Es importante senalar que el calculo para esta base de Grobner requiere de algin tiempo, ya que
el algoritmo no fue pensado para ser eficiente y si como estrategia para mejorar el aprendizaje del
concepto de bases de Grobner. La base de Grobner reducida que resulta es
G = {z{® + 21,230 + zq, o7 2§ + x]*23 + 2§23z,

+ x?:néo + :17%%2:173 + l‘?:ﬂ%l‘:g + :E?l‘% + JE%0333 + x?:z:‘;’

:1:%5 + :E(fxg + l‘%ziﬂg + l‘%ol‘:g + :17%% + :17%0 + :E‘;’xg + x:{’x% + xg + :Eg,

zfzi’ + z%a:‘ll + a:(f + zi’xg + zfxla:g + 2’133%332 + a:‘i’a:g + 2123 + X123 + a:%,

zla:%?’a:g + xiﬁ‘xg + zla:%oa:g + xilxg + zla:%oa:% + x%la:%

+ zlxi’:ngxg + :Ei‘xgxg + zlx?aﬁg:ﬂ% + :17%%2:17% + zlzngzn%

9,2 3.5 26 7 4.2 4,2 4
+ x125x3 + 27T + 21%] + 2121 + 21T9X3 + T1ToT3 + 21T T2

+ zi’xg + zfxla:g + 2’133%333 + x93, z%ﬁ + 21, z%x:{’ + 212295:1” + zla:il + z%a:‘i’
+ Zgl'il + z%xz + 212929 + z12122 + z%xg + 2ox170 + x%a:g + x3, a:%?’xg + a:%oa:g + x%oxé

+ xi’:n%:n% + :E?:ngg + x%x% + z%x‘;’ + zlex‘;’ + zlx? + z%x‘;’

4_2 4 2 2 2
+ Z2$? + x{ + Xox3 + T T2 + 21T3 + 212273 + 212123 + 253 + 22123 + T1T3,
2220 4 23wy + 2125 + 2125 4 25w + 2xh + 25 + 29, 230 + 29,21 + 29 + 23+ 11 )
Ahora el objetivo es obtener una base de Grobner eliminando primero las variables z9 y z3 y formar
(G1, eliminar la variable z3 y obtener un conjunto G5 y finalmente calcular la base con todas las

variables. En efecto para las indeterminadas z1, z1, T2, 3, se construye el anillo de polinomios sobre

Fy en GAP de la siguiente manera

>R1:=PolynomialRing(GF(2), [z1,x1,x2,x3]);
GF(2) [z1,x1,x2,x3]
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Luego se escoge de toda la base GG los polinomios con z1, 1, T2, T3 que pertenezcan a R1, utilizando

el comando
>Gl:=Filtered(G, x -> (x in Rl)=true);

Obteniendo el nuevo conjunto

Gr = {x1° + 21, 25° + 29,
:17%1:173 + x%‘lx% + :E(fxgxg + x?xéo + :17%%2:173 + x?:n%:ng
+ x?x% + x%oxg + a:‘rl’xg + x‘i’x%xg + xgxg + x? + x%xz + x3,
21® + 2828 + 21?20 + 21003 + 273 + 20 + iz} + 2iwd + 25 + 2d,
zf’xi{’ + z%x‘ll + a:(f + zi)’azg + Z%xlazg + le%xg + a:ifxg + 2123 + 123 + x%,

zlxi?’aﬁg + ZE%433§ + zlxiozng + :E%lmg + zlmioaz% + x%lmé

+ zlzn‘i’:ngxg + :E%m%:n% + zlx?:ngxg + :17%%2:17% + zlznga:%
+ xlazgxg + zfa:‘r{ + z%az? + zlxz + zlazéaz% + a:la:%xg + zlx‘llxg
+ zi)’azg + Z%xlazg + le%xg + zoxs3, z%ﬁ + 21}
Para formar G, se utilizan las variables z9, 21, 1, X2, 3, eliminando z3, para esto se forma el anillo

sobre o de la siguiente manera

>R2:=PolynomialRing(GF(2), [z2,z1,x1,x2,%3]);
GF(2) [z2,z1,x1,x2,x3]

Se seleccionan solo los polinomios que tengan las indeterminadas 29, 21, x1, 2, T3 que pertenezcan

a R2, con la funcién
>G22:=Filtered(G, x -> (x in R2)=true);

A este conjunto se le anade otra seleccién para obtener solo los polinomios que no se repiten en G

con ayuda de la instruccién

>G2:=Filtered(G22, x -> (x in Gl)=false);

Se obtiene,

G2=G1 U {z%x:{’ + zlex:{’ + zlx‘f + z%x:{’ + z2x‘11 + Z%$2 “+ z129%9 + 212122 + Z%$2 + 20129 + $%l‘2
+ x3, a;}?’xg + x}%‘; + x%%% + x‘i’x%x% + x?xgxg + x%x% + z%az‘r{ + 21223351’ + zla:(f + z%x?
+ zgx(f + xI + xéx% + x‘llxg + z%xg + 212923 + z12123 + 2’%%3 + zox123 + x%azg,
Z%ZQ + z%:nl + zlz% + zlx% + z%xl + ZQIE% + ZE% + x9, z%ﬁ + 22}

Finalmente se calcula el conjunto G3 en el cual intervienen las variables z3, 29, 21, 1, T2, T3, asi se

utiliza el anillo



5. Aplicaciones de la teoria de las bases de Grébner 82

>R3:=PolynomialRing(GF(2), [z3,z2,z1,x1,x2,x3]);
GF(2) [z3,z2,2z1,x1,x2,x3]

sobre o y utilizando el comando
>G33:=Filtered(G, x —> (x in R3)=true);

Se escogen los polinomios con estas indeterminadas de G. Nuevamente se anade otra seleccién para

obtener solo los polinomios que no estan en G2 utilizando el comando
>G3:=Filtered(G33, x -> (x in G2)=false);

Es decir,

G3 =Go U {21 + 22+ 23+ z1}.
Sea a = « el elemento primitivo de Fo4, utilizando

f:= GF(16);

a:=PrimitiveRoot (f);

Se define el campo y la raiz primitiva a, luego se tiene que a* + a + 1 = 0. Ahora supéngase que la
palabra enviada es la palabra 0 y se recibe un mensaje con un error en la segunda posiciéon. Luego
5

) Z)?

si se evalda & en G1(&p) sobre F,[x,z], utilizando una lista vacia en GAP S1:=[]; y se calcula

s1=a,s9=0a’ys3=a’ Yaque&_, = (s,0;_,,2), entonces & = (s, 2), es decir & = (a, a3,
el numero de polinomios del conjunto G; con el comando Size(G1l); se obtiene un total de siete
polinomios. Por notacién se define una nueva variable z con el comando

>z:=X(GF(2),"z");

La evaluacién deseada G1(§p) se da como

>for i in [1..7] do
Add(S1,Value(G1[il, [x1,x2,x3,z1],[a,a"3,a"5,z]));
od;

El cual adiciona a la lista vacia S1 los polinomios de G1 en las indeterminadas x1, x2, T3, 21 evaluadas

en a, o, 0, z, lo que resulta

G1(&) = S1 = {0a, 0, 0cr, Ocv, Ocx, Ocy, 2% + 2}
= {216 4 2.
De igual forma ocurre para las evaluaciones Go(&1) y G3(&2), es decir

Go(&1) = {0a, 0ar, Ocv, Ocx, Ocx, Ocv, Ocx, Ocv, Ocx, avz? + oz, 20 + 2}
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= {az® + a?2,2'% 4 2},
G3(&2) = {0, 0c, Ocr, Ocv, Ocv, Ocx, Ocx, Ocv, Ocx, O, Ocv, z + v}
={z+a}.
Las variedades a G1(&y) y G2(&1) contiene a 0, confirmando el Teorema 5.10 que hay un error y por
el Corolario 5.3 se tiene que (G3(&2)) contiene el polinomio localizador cuya raiz localiza el error

z + a. Ademds Gy(&1) estd generado por z(z + «).

Ahora supdngase que el mensaje recibido tiene dos errores, en la segunda y cuarta posicién.

9

luego s1 =a+a®>=a, ss =ays3 =a®>+a+1=a'l aplicando el método anterior para este

nuevo sindrome se forma una lista vacia S12:=[1; luego

>for i in [1..7] do

Add(S12,Value(G1[i], [x1,x2,x3,z1],[a+a"3,a,a"10,z]));
od;

Donde se adiciona a la lista S12 los polinomios de GG; en las indeterminadas x1, xs, 3, 21 evaluadas

en o, a, 'l y se calcula Gy (&) es decir

G1(&) = 512 = {0a, 0cv, 0cx, Ocr, '3 23 + o 2% + a2,
23+ a2 +a%, 210 4 2}
= {aB2 + a2 + 022,052 + a2 + a2, 210 4 2.
De forma similar se calcula G(&1), lo que resulta
Go(&1) = 522 = {0a, Ocx, Ocx, Ocv, Ocv, Ocv, Ocv,
al322 a2+ a2, P22 +attz+ ag,
22 + a2+ a3 210 4 2}
= {322+ a7z +a% a’2? + a2+,
22 +adz 4+ a3 210 1 2.
La variedad que contiene a G1(§p) contiene a 0, lo cual confirma el Teorema 5.10 que hay dos errores
y (G2(&1)) contiene el polinomio localizador, por el Corolario 5.3 los polinomios en G2 (&) diferentes
de 2'% + 2 se pueden factorizar de la siguiente manera
a2 +a’z+a?=a®(z 4+ a)(z +a?),
22+ a2+ 0 =’ (24 a)(z +a?),
2% + a2+ a® =z 4+ a)(z + o).
De esta forma, los localizadores del error son a y o>.
Finalmente supéngase que el mensaje recibido tiene 3 errores, en la segunda, cuarta y séptima
posicién. luego s; = a + o2, s = a + o’ y s3 = o®. Ahora se forma una lista vacia S13:=[]; es

decir
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>for i in [1..7] do
Add(S13,Value(G1[i], [x1,x2,x3,z1],[a+a"2,a+a"3,a"5,z]));
od;

Donde se adiciona a la lista S13 los polinomios de (G; en las indeterminadas x1, zs, x3, 21 evaluadas
en a + a2, a+a?,a’ y se calecula G1(&) es decir
G1(&) = S13 = {0a, 0cv, 0, Ocr, " 2% + a'22% + 2 + o2,
B a2 +az+a'? 204 2
={a"B + a2+ ol + 0% B+ a2 +az+alf 210 4 2L
La variedad V(G1(&)) no contiene a 0. El Teorema 5.10 confirma que hay 3 errores y G1(&o)

contiene el polinomio localizador, por el Corolario 5.3 los polinomios en G1(£y) diferentes de 2'6 4 2

se pueden factorizar de la siguiente manera

Q"B a4 a0l =a" (P P Fazt ) =aT(z + a)(z + ) (2 + ab).

Luego los localizadores del error son o, o y ab.



Conclusiones

= Se presenta una recopilacién detallada de la teoria de las bases de Grobner, la cual se espera

que facilite su comprensiéon y su entendimiento para futuros estudios.

= Se exponen las soluciones a los cuatro problemas fundamentales presentados en los Problemas
1.1 en el anillo de polinomios en una indeterminada. En el caso multivariado con ecuaciones
lineales y no lineales se generalizan los resultados a través del concepto de base de Grobner

con la aplicacién del algoritmo de la divisién multivariado y el algoritmo de Buchberger.

= Para codigos ciclicos se presenta un método de decodificacién usando la variedad sindrome
de un cédigo, la teoria de eliminacion y el calculo de una base de Grébner para encontrar las

posiciones de error.

= Se implementan los algoritmos que aparecen en el estudio de las bases de Groébner en el sistema
de algebra computacional discreta GAP, los cuales facilitan los cdlculos y el desarrollo de la
teoria. Cabe resaltar que en este trabajo estos algoritmos se implementan con el animo de que
sirvan como una herramienta educacional y que no se pretende con ellos construir algoritmos
eficientes, una vez que el estudio de eficiencia de este tipo de algoritmos, como por ejemplo el

algoritmo de Buchberger, merecen una dedicacién especial.
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Apéndice

GAP (Grupos, Algoritmos y Programacién) es un sistema de &lgebra computacional discre-
ta, con énfasis particular en la Teoria Computacional de Grupos. Fue desarrollado originalmente
en el Departamento de Matematica (Lehrstuhl D fiir Mathematik) de la Universidad Técnica de
Aachen, Alemania, entre 1986 y 1997 bajo la direccién del profesor Joachim Neubiiser. GAP es
gratuito y de cédigo abierto, ademas de ser un entorno de calculo algebraico discreto, posee un
nucleo implementado en C y dispone aparte de librerias escritas en su propio lenguaje de progra-
macién. Se puede encontrar abundante informacién, manuales, paquetes, foros, y muchos ejemplos
€N WWw.gap-system.org.

GAP tiene implementados varios comandos que se utilizaron en el desarrollo de este trabajo. A con-

tinuacién se presentan algunas de estos comandos, para mayor informacién se puede leer el manual
de GAP [4].

> [a..z];

Crea una lista de z elementos.

> Add(1list,i);
Adiciona a la lista list el elemento 1.
= > Add(list,obj[pos]);

Agrega el elemento obj a la lista list a la posicién pos.
= > Length(list);

Devuelve la longitud de la lista list.

= > Size(C);

Devuelve el tamano de una coleccién C.
= > Listalil;

Presenta el i-ésimo elemento de una lista.
= > Maximum(list);

Devuelve el elemento maximo de la lista list.
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= > Minimum(list);
Devuelve el elemento minimo de la lista list.
m > Filtered(list,func);

Imprime una lista que contiene los elementos de la lista, para los que la funcién devuelve

verdadero.
= > Listx(argl,arg?2,...,argn,func);
Devuelve una nueva lista construida a partir de los argumentos argl,arg2, ..., argn los cuales

pueden ser una lista o coleccién, una funcién que devuelve una lista o coleccién o una funcién
que devuelve verdadero o falso. El ultimo argumento func debe ser una funcién, que se aplica

a los valores de las variables de bucle y se recogen los resultados.
= > Remove( list[, pos] );
Elimina el elemento de la lista list ubicado en la posicion pos.
= > Value(list, [x], [pl);
Evalda los polinomios de la lista list en la variable x, para el valor p.

= >X(R,"x") o > Indeterminate(R,i); Define la indeterminada x en el anillo R, o define la

indeterminada x; en el anillo R.
= > PolynomialRing(R, [x]);
Se utiliza para definir el anillo de polinomios en la variable x con coeficientes en R.
= > Zero(R);
Imprime El valor nulo del anillo R.
» > MonomiallLexOrdering ([ variable 1);
Presenta el orden lexicografico variables a > b > --- > z.
» > MonomialGrlexOrdering([ variable ]);
Presenta el orden lexicografico gradual para determinadas variables.
» > MonomialGrevlexOrdering ([ variable ]);
Ordena las variables mediante el orden lexicografico gradual inverso.
= > LeadingTermOfPolynomial (f,ord) ;
Retorna el término lider del polinomio f con respecto al orden de términos ord.
= > LeadingMonomialOfPolynomial (f,ord);

Imprime el producto de potencias lider(Ip) de un polinomio f con respecto al orden ord.
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= > LeadingCoefficientOfPolynomial (f,ord);
Presenta el coeficiente lider del polinomio f con respecto al ordenamiento ord.
= > LeadingCoefficient(pol);
Devuelve el coeficiente principal del polinomio pol en una variable.
= > IndeterminatesOfPolynomialRing(R);
Imprime la variables indeterminadas del anillo R.
= > Degreelndeterminate(f,i);
Devuelve el grado de la interinidad ¢ del polinomio f.
= > One(R);
Devuelve el valor neutro del anillo R.
= > QuotientRemainder(f,g);
Permite conocer el cociente y residuo de los polinomios f y g en una variable.

= >GaloisField( p°d ) o > GF( p~d ); Devuelve el campo de Galois, tomando como ar-

gumento los enteros p y d, con p?.
= > PrimitiveRoot(R);
Imprime la raiz primitiva de un campo finito R.
= > Ideal (R, [L1);
Esta funciéon permite imprimi el ideal generado por la lista de polinomios L sobre el anillo R.
m > GroebnerBasis (I, ord);;
Calcula la base de Grobner para el ideal I con respecto a el ordenamiento ord.
m > ReducedGroebnerBasis ( L , ord ) ;
Permite calcular la base de grobner reducida para la lista L con la ordenacion ord.
= > MinimalPolynomial(F,a);

Esta funcién calcula el polinomio irreducible para a en el cuerpo F.
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