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Resumen

Una gran cantidad de problemas cientificos pueden ser modelados matematicamente y aunque
no todos los modelos cuentan con una solucién analitica, gracias al avance de las herramientas
tecnoldgicas, la simulacién numérica se ha convertido en una excelente opciéon para obtener apro-
ximaciones de estos modelos. Sin embargo, se presentan situaciones en las cuales el tiempo o la
memoria empleada en los computos es tan alta que se debe tener un cuidado especial. En este
trabajo se realiza un estudio tanto tedrico como computacional en matrices que intervienen en di-
versas aplicaciones, que se caracterizan por ser de gran escala y tener un gran niimero de elementos
nulos, denominadas matrices esparzas. Para lograr este fin, se hace una recopilacién de algunos de
los principales conceptos en el estudio de matrices, como sus propiedades, relacién con los sistemas
lineales y métodos numéricos para aproximar la solucién de sistemas lineales, particularmente ha-
ciendo énfasis en los métodos del gradiente. En este sentido se enfatiza en el estudio de esquemas de
almacenamiento, estructuras de datos y en la eficiencia computacional en operaciones para matri-
ces esparzas. Con la ayuda de los software MATLAB y DEV-C++, se realizan pruebas numéricas
para determinar y comparar los tiempos de computo, la memoria empleada y para verificar que los
resultados numéricos que se producen son lo suficientemente préximos a los resultados esperados.
Las matrices esparzas usadas se relacionan con diversas aplicaciones reales y han sido adquiridas de
los recursos electrénicos Matrix Market y de la base de datos de la Universidad de Florida.
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Abstract

A great quantity of scientific problems can be mathematically modeled and although all the
models do not have an analytic solution, thanks to the advance of technological tools, the numerical
simulation became an excellent option to obtain the desired approximation. However, there are
situations in which the time or the memory used in the computations is so high that a special
attention is needed. In this work, a theoretical as same as computational study in matrixes that
appear in a variety of applications with large scales and several zeros entries named sparse matrixes
are developed. To achieve this aim, a compilation of the main concepts related with matrixes,
some properties, linear systems and numerical methods to approximate its solutions, emphasizing
particularly on the gradient ’s methods is done. In this sense, the attention is centered in the study
of storage systems, data structures and computational efficiency to work operations in relation to
the sparse matrixes. The software MATLAB and DEV-C++ are used as a help to do numerical
tests that allow us to obtain numerical results with the computational time, the use of memory and
in order to compare the real and approximated solutions. The sparse matrixes used are related to
varied real applications and they have been acquired from the electronic resources as Matrix Market
and the Florida s University data base.
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0. Abreviaciones

Esquemas de Almacenamiento

Al1J: Esquema coordinado.

CSR: Compressed sparse rows.

CSC: Compressed sparse columns.

CSR mod: Compressed sparse rows modified.
MSR.: Modified sparse rows.

MSC: Modified sparse columns.

CSV: Compressed sparse vector.

Métodos del Gradiente

CG: Gradiente conjugado.

CG pre: Gradiente conjugado precondicionado.

BCG: Gradiente biconjugado.

BCG pre: Gradiente biconjugado precondicionado.

CGS: Gradiente conjugado cuadrado.

CGS pre: Gradiente conjugado cuadrado. precondicionado.

BICGSTAB: Gradiente biconjugado estabilizado.

BICGSTAB pre: Gradiente biconjugado estabilizado. precondicionado.



Introduccion

Al abordar diversos problemas cientificos, surge la necesidad de recurrir a las matematicas para
diversos fines, como realizar el modelamiento, entender el comportamiento o para poder solucio-
narlos. En disciplinas como la ingenieria estructural, la electrdnica, la dindmica de fluidos compu-
tacional, los problemas de optimizacion, la simulacién de procesos quimicos y contaminantes, etc.,
la modelacién matematica se sustenta frecuentemente en la soluciéon de ecuaciones diferenciales;
sin embargo, dado que en muchos casos no se cuenta con las soluciones analiticas se requieren de
aproximaciones numeéricas.

Entre las discretizaciones numéricas para ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales, se des-
tacan los métodos de paso simple o multiple, los métodos de diferencias finitas, volimenes finitos y
elementos finitos, entre otros. Una caracteristica comtn de estas discretizaciones es que con frecuen-
cia aparece la necesidad de recurrir en su proceso a realizar productos matriz por vector o resolver
sistemas lineales. Las matrices que intervienen en estos procesos suelen ser de grandes dimensiones y
cuentan con una gran cantidad de elementos no nulos al compararse con el nimero de elementos que
tienen, siendo asi conocidas como matrices esparzas. Debido a que el trabajar con la matriz densa,
sin tener en cuenta sus caracteristicas, conlleva al uso de una gran cantidad de memoria y tiempo
computacional, en algunos casos es imposible o toma demasiado tiempo realizar las operaciones
necesarias con las matrices esparzas y por tanto se recurre al uso de ciertas estructuras de datos o
esquemas de almacenamiento que tengan en cuenta unicamente la informacion de sus entradas di-
ferentes de cero, con el fin de aprovechar la propiedad que estas poseen y aplicarlas de forma eficiente.

(a) Ingenierfa estructural [30]. (b) Dindmica de fluidos computacional [1].

Figura 1: Aplicaciones relacionadas con matrices esparzas.

XV
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El estudio de las matrices esparzas inicia cerca de 1960 debido a la investigacién realizada por
ingenieros electrénicos al resolver un problema real de redes eléctricas a través de la resolucién
de sistemas lineales, donde se encontraron que la matriz del sistema era esparza y sus elementos
tenian un patrén irregular. Dado que se queria solucionar este problema en computadores que en
dicha época eran de baja gama, se vio la necesidad de explotar la esparcidad de la matriz. Fue
entonces cuando se empieza a considerar para el almacenamiento de estas matrices estructuras de
datos eficientes que realizaran operaciones de alto costo con la meta de disminuir tiempo y memoria
computacional. Lo anterior hizo que se pudiese trabajar con problemas y aplicaciones que involu-
craban grandes sistemas lineales esparzas, mientras que si no se aplicaba la esparcidad y se usaban
métodos con la matriz completa o “densa”, algunos problemas no podian ser solucionados por que
llegaban al limite de la memoria o demoraban tiempos absurdos que los tornaban imposibles. Con
el paso del tiempo las matrices esparzas llegaron a ser de gran relevancia en varios campos, prueba
de ello se da en 1968 con la primera conferencia en los centros de investigacion de IBM, dedicada a
estas matrices. Luego, se crearon otras seis conferencias con memorias enfocadas inicamente a estas
mismas matrices. Fue tal su importancia, que cerca de 1975 ya habia alrededor de 600 publicaciones
de este tépico, ademads libros de textos de analisis numérico y de estructuras de datos contaban con
capitulos enfocados a este tema [26].

Actualmente debido al avance tecnoldgico, con el uso de computadores de alta gama y a las
diversas investigaciones alrededor de las matrices esparzas, se ha podido mejorar y realizar opera-
ciones de alto costo computacional con matrices esparzas de grandes dimensiones que anos atras
eran imposibles ser almacenadas y/o operadas con las herramientas computacionales que se tenfan.
Este logro se debe también a los avances en estructuras de datos y la implementacién de métodos
como la programacién en paralelo y en GPU [6, 2]. Ademds de esto existen muchos paquetes que
permiten trabajar con matrices esparzas, como es el caso de LAPACK [23, 24]. Otro hecho relevante
es que debido a recursos electrénicos, como “Matrix Market” y el disponible por la Universidad de
Florida, es posible descargar una gran variedad de matrices esparzas obtenidas de diversas aplica-
ciones reales, promoviendo asi la investigacién en este campo [4, 33, 13].

Por la importancia de las matrices esparzas, el objetivo principal de este trabajo es realizar por
un lado, una recopilacién tedrica alrededor de las matrices esparzas, centrandose en su definicién
formal, en ciertos esquemas de almacenamiento que se encuentran en la literatura, en ondear en
operaciones donde interviene frecuentemente y que son mas investigadas como es el producto matriz
por vector y la solucion de sistemas lineales, mediante la eleccion de métodos directos como la
factorizacién LU, eliminacién Gaussiana y la factorizaciéon de Cholesky y métodos iterativos como
los métodos del gradiente. Por otro lado, ademés de la teoria es presentar las pruebas numéricas
obtenidas al aplicar los esquemas de almacenamiento estudiados destacando el funcionamiento en
algunas operaciones matriciales y en la solucién de sistemas lineales a matrices esparzas adquiridas
de aplicaciones reales disponibles de los recursos electrénicos mencionados y de la discretizacién
explicita de una ecuacién de transporte de onda unidireccional. Para la obtencién de los resultados
numéricos se cred tanto algoritmos en MATALB como en DEV-C++ aplicando la programacién
orientada a objetos POO [22, 14, 27].



0. Introduccién xvii

Para cumplir los objetivos propuestos, el trabajo se distribuye de la siguiente manera: en el
capitulo 1, se muestran los preliminares alrededor del estudio de las matrices y vectores, necesarios
para abordar temas posteriores. En el capitulo 2, se introduce el tema de las matrices esparzas,
con su definicion formal, los esquemas de almacenamiento estudiados, operaciones matriciales y se
incluyen algunos algoritmos, con el estudio del orden de complejidad. Seguidamente, en el capitulo
3 de resolucién de sistemas lineales, se incluyen teoremas importantes en algebra lineal numérica
sobre el error en las soluciones al presentarse perturbaciones sobre el sistema. Ademds, se estudian
el condicionamiento de la matriz, algunos métodos directos e iterativos para determinar la solucién
de sistemas lineales. En el capitulo 4, se presentan los métodos del gradiente que son métodos
iterativos que aproximan la solucién de sistemas, entre estos estén: el gradiente conjugado (CG), el
gradiente biconjugado (BCG), el gradiente conjugado cuadrado (CGS), el gradiente biconjugado
estabilizado (BICGSTAB), e incluso se presenta el uso de un precondicionador bésico para alguno
de estos métodos. Finalmente, en el capitulo 5, se dan a conocer algunos resultados numéricos
relacionados con las matrices esparzas, al implementar los esquemas de almacenamiento tratados en
el capitulo 3, al estudiar su comportamiento en las operaciones mas relevantes y en la solucién de
sistemas lineales con los métodos que se estudiaron. De lo anterior, en el capitulo 6 se encuentran
las conclusiones y trabajos futuros. Adicionalmente se anexa junto a este trabajo un DVD que
contiene las implementaciones realizadas en MATLAB, en DEV-C++ y el manual de usuario o
documentacion, para cada uno de estos.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan algunos conceptos basicos sobre el estudio de matrices. Particu-
larmente se centra en temas tales como las normas de vectores, las normas de matrices y algunas

propiedades matriciales, que afectan tanto resultados tedéricos como numéricos.

Los teoremas que se van a presentar a continuacion se pueden encontrar en algunos textos de

algebra lineal como [12, 19, 16] y [21]. Dada la importancia, serd incluida o no la demostracion.

1.1. Matrices y vectores

Definicién 1.1. (vector). Un vector & de longitud n, es un conjunto de n elementos ordenados,

x1,%2,-..,Tn, que se lo representa como
1
T=|: o :c:{xl xn]
x’rb
Los valores x;, 2 = 1, ..., n, representan la posicién i-ésima del vector  y se pueden denotar también

en algunos contextos como (7). Ademads, si se representa el vector de forma horizontal se denomina

vector fila y de forma vertical se denomina vector columna.

El conjunto de vectores de longitud n, con elementos reales se denota con R", y cuando los elementos

son complejos se denota por C”.

El vector  que tenga todos sus elementos nulos se lo denota por O.

A continuacién se definen algunas operaciones bésicas relacionadas con el conjunto de vectores

reales R"™.
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Definicién 1.2. (Suma de vectores). Sean & y y € R". Se define la suma de vectores como
z=x+yeR"
donde z; = z; +yi, 1 =1,2,...,n.

Definicién 1.3. (Vector por escalar).. Sea € R" y a € R. Se define el producto vector por escalar
como

z=ax € R",
donde z; = ax;, 1 =1,2,...,n.

Definicién 1.4. (Producto punto). Sean  y y € R™. Se define el producto punto < x,y >, como

a=<z,y>€R,

n
donde a = Z TiYi-
i=1

Definicién 1.5. (Matriz). Una matriz A , es un arreglo rectangular de m x n nimeros conformados

por m filas y n columnas representado de la siguiente forma

ail ai2 e A1n

a1 a2 o a2n
A=

am1 m?2 ce Gmn

Si la matriz A tiene m filas y n columnas, se dice que la matriz es de orden m x n. En el caso en

que m = n, A se denomina matriz cuadrada de orden n.

Otra manera de representar la matriz A es
A=(a;5), i=1,2,...,myj=12..,n

Los valores a;; que componen la matriz A, se conocen como entradas o elementos de la matriz

denotados también como ent;;A o A(i, j).

El conjunto de matrices de orden m x n con entradas reales se los va a denotar por R™*" y

para entradas complejas como C™*™,

La columna j-ésima a(ij), ¢ = 1,2,...,n se denota como Col;A. De igual forma Row;A deno-

ta los elementos de la fila i-ésima.
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Se define A como la matriz nula denotada como 0, si sus entradas son ceros, es decir, a;; = 0
Vi=12,...,m, j=1,2,...,n. También se define la matriz A € R™*"™ como la matriz identidad

In,sia; =1ya;;=0,i#j,parai=1,2,...,n,yj=12,...,n

Las matrices pertenecientes a R™*! y R'*", que representan respectivamente los vectores columnas

y vectores filas de n elementos, se denotan como R”.

A continuacién se definen algunas de las operaciones matriciales bésicas para el conjunto de

matrices R™*",

Definicién 1.6. (Suma de matrices). Sean Ay B € R™*™. Se define la suma de matrices como
C=A+BeR™",
donde ¢;j = a;j +b;j, i =1,2,....,m,3=1,2,...,n.

Definicién 1.7. (Multiplicacién de Matrices). Sean A € R™*" y B € R"*®. Se define la multipli-
cacion de matrices A x B como

C=AxB € R™,

n
donde cij:Zaikbki,i:1,2,...,m,j: 1,2,...,s.
k=1

Definicién 1.8. (Matriz por vector). Sean la matriz A € R™*™ y el vector € R". Se define el

producto matriz por vector Ax como

y=Ax € R™,

n
donde y;; = Zaijifj-
j=1
Definicién 1.9. (Matriz por escalar). Sea A € R"™*" y a € R. Se define el producto matriz por

escalar oA como
C =adcR™",

donde ¢;; = awajj, i =1,2,...,m, j=1,2,...,n.

Definicién 1.10. (Transpuesta). Sea A € R™*". La matriz transpuesta de A, denotada por AT,

es una matriz de orden n x m, en la cual sus entradas al-Tj =aj,t=1,2,..m,j=1,2,...,n.

Observacién 1.1. En el caso particular de la operacién transpuesta para los vectores columnas

x,y € R, se observa que al realizar el producto x”y, se obtiene

n

T

T yzzwiyi=<ﬂ3,y>-
i=1
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Definicién 1.11. (Determinante). Sea A € R™*™. El determinante de una matriz A denotado por
det(A) o |A]| esta definido de forma inductiva como sigue: Si n = 1 entonces el det(A) = aj;. De

otro modo,
det(A) = zn:aij(fl)i"‘jdet(Minij(A)) (i=1,2,...,n)
o también, -
det(A) = Zn:aij(—l)”jdet(Mmij(A)) (j=1,2,..,n),
=1
donde Min;;(A) es la submatrix n — 1 x n — 1 obtenida de borrar la fila i y la columna j de A.

Definicién 1.12. (Operaciones elementales por fila). Sea A € R"™*™. Se define una operacién
elemental por fila de una matriz A, a las operaciones que se realizan en las filas de la matriz,

obtenidas de multiplicar a izquierda de A por una cierta matriz. Estas operaciones son:

1. Multiplicar la fila i-ésima de A por un escalar ¢ no nulo

R; + CR,;.
2. Sumar un miltiplo de la fila i-ésima a la fila j-ésima de A
R; + cR; + R;,
3. Permutar o intercambiar las filas i-ésima y j-ésima de A

R; S R;.

Definicién 1.13. (Matrices elementales) Una matriz E € R™ ", es una matriz elemental, si se

obtiene al aplicarle la matriz identidad I,, por medio de una de las operaciones elementales por fila.

Se denotara por E; una matriz elemental obtenida de la aplicacién de la operacion elemental 1
aplicada a la fila i-ésima. La matriz elemental Ej; ;, representa la matriz resultante al aplicarse la
operacién elemental 2 en la fila i-ésima, a través de la fila j-ésima. Por dltimo se denota por F;; a
la matriz elemental obtenida de intercambiar la fila i-ésima con la fila j-ésima. De forma andloga

se define las operaciones elementales por columnas.
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Ejemplo 1.1. De la matriz identidad I3 se puede definir las siguientes matrices elementales

100 40 0
0 1 ol BL=2 19 1 o] = By,
00 1 00 1

10 0 0

0 1 o] B3t g 1 0| = By,
00 01

0

0 R1SR3 :P13.
10 0 3.0 1

Teorema 1.1. Realizar una operacion elemental en una matriz A, es equivalente a multiplicar a

izquierda por una matriz elemental.

Ejemplo 1.2. Sea

1 0 2
A=13 -1 1},
1 1 5

al multiplicar a izquierda por la matriz F; del ejemplo 1.1, se obtiene

4 00 0 2
EFfA= 10 1 0| |3 -1 1],
0 01 1 5

que es equivalente al realizar la operacion elemental por fila Ry < 4R;.
Corolario 1.1. Multiplica A por derecha por una matriz elemental implica realizar una operacion

elemental por columnas.

Definicién 1.14. (Matriz particionada). Una matriz particionada es una descomposicién exhaustiva
de la matriz hacia una submatriz mutuamente exclusivas tal que cada entrada de la matriz original

cae en una y solo una submatriz de la particion.

Ejemplo 1.3. De la matriz A del ejemplo 1.2, se puede particionar como

[ An | A
4o | An | A
| Ao1 | Az

0 2] 1
donde Ay = [1 3} Az =1, Ag = [ y Az = [5] :

)

-1 1
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El uso de las matrices particionadas es muy importante dado que se utiliza en la demostracién
y obtencion de diversos resultados con matrices, en particular en los métodos directos como la fac-

torizacién LU y la factorizacién de Cholesky, que se abordaran en el capitulo 3.

Con las matrices particionadas también es posible hacer operaciones tales como la suma y
multiplicacién de matrices en términos de la submatrices que conforman la particién, siempre y

cuando se cumplan algunas condiciones las cuales son:

1. Dos matrices particionadas A y B pueden sumarse en términos de sus submatrices si y sélo

si Ay B son de el mismo orden de particién de la misma manera.

Ejemplo 1.4. Sea las matrices

1 213 3 4|5
A=14 5 |6 y B=]2 1|8
7 8 |9 6 7 (9
Sumando las matrices A y B se tiene que
1]+ 3 4| 345
A+B=| T[4 5] [2 1||]6] I8
- -

|7 8 6 7 9 9

[ Jae] | s

= 6 6 14

13 15 18

2. Dos matrices particionadas, A de orden m x n'y B de orden n X s se pueden multiplicar en
términos de sus submatrices si y sélo si las submatrices de A y las submatrices correspondientes
de B obedecen la ley de la multiplicacién de matrices; es decir, si A, es una submatriz de
orden r x s de Ay Bg es una submatriz de orden p x ¢ B entonces la multiplicacién es solo

posible si p = s.

Ejemplo 1.5. Sean las matrices

12 |3 3|5
A=|4 5|6 | y B=|1
78 |9 4
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Luego la multiplicaciéon de A x B es

1 2 3 3 5
AxB=| |4 5|6 1] |13
[78”9 4
[ [[1 2] [3 3 1 2] [5 3
14 +2
B 4 5| |1 6 4 5|3 6
[7 s}x +9><4‘U7 S}X 19x2
(17 17
= |41 47
65 77

1.2. Espacios vectoriales

En este apartado se dard a conocer algunas definiciones y teoremas bésicos en el estudio de
algebra lineal, en especifico algunos resultados para el conjunto de vectores de R™ y el conjunto de
matrices R™*™ que servirdn como sustento tedrico para abordar temas posteriores. Para el lector

interesado, la demostracién de los teoremas se pueden encontrar en [21].

Definicién 1.15. (Espacio vectorial) Un espacio vectorial V es un conjunto de objetos, llamados
vectores, junto con dos operaciones llamadas suma y multiplicacién por un escalar que satisfacen

los siguientes axiomas:

1. Six,y € V, entonces ¢ +y € V (cerrado bajo la suma).
2. Vax,yeV, (x+y)+z=1z+ (y+ z) (Ley asociativa).
3. Existe un vector 0 € V, tal que paracadax € V, £ +0 =0+ x = x (el 0 es el vector nulo).

4. Para cada x € V, existe un vector —x en V tal que  + (—x) = 0. (Inverso aditivo de la suma

).
5. Six,y € V entonces  +y = y + = (Ley conmutativa).

6. Si x € V y a un escalar, entonces ax € V.

(Cerradura bajo la multiplicacién por un escalar).

7. Si @,y € V y alpha un escalar entonces a(x + y) = ax + ay.
(Ley distributiva).
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8. Six € Vy ay 3 son escalares, entonces (o + f)x = ax + fz.
(ley distributiva).

9. Six € Vy ay 3 son escalares, entonces a(Sx) = (af)x.

(Ley asociativa).

10. Para cualquier vector € V| existe un escalar 1, tal que l& = x. Se denota como 1 la identidad

multiplicativa del escalar.

Ejemplo 1.6. El conjunto de vectores R™ y el conjunto de matrices R™* con la suma y la multi-

plicacién por un escalar definidas anteriormente es un espacio vectorial.

Definicién 1.16. (Subespacio Vectorial) Sea H un subconjunto no vaci6é de V y suponga que H es
un espacio vectorial bajo las operaciones de la suma y multiplicaciéon por un escalar definidas en V,

entonces se dice que H es un subespacio vectorial de V.

Definicién 1.17. (combinacién lineal). Sea el conjunto de vectores {v1,vs2,...v,} en V. Se dice

que un elemento & € V es una combinacién lineal de v, vo, ... v, si
T = V1 + a2+ @3... 4+ @pUn,
donde aq, o, ..., ay son escalares.
Definicién 1.18. (Espacio Generado) Se dice que el conjunto formado por los vectores {v1, va, ... v,}

en V genera el espacio V si todo elemento de V se puede escribir como una combinacién lineal de

ellos. Esto nos quiere decir, que para cualquier v € V, existe aq, as,...a, escalares tales que
V= o1V1 + v + ...+ apvUy.
El conjunto de todas las combinaciones lineales a partir del conjunto generador se denota como
span{vy,ve,..., v}t ={v:v=a1v; + agva + ... + apv,}

Definicién 1.19. (Linealmente dependiente e independiente). Un conjunto de vectores {x1, 2, ..., Ty}
n

en el espacio vectorial V" es linealmente independiente (LI) si la combinacién lineal Z ajx; =0,
=1
con a,qa,...,a, € R, implica que o; = 0, V i = 1,2,...,n. De lo contrario, {z1,...,z,} es

linealmente dependiente (LD).

Ejemplo 1.7. El conjunto de vectores {ej, es,...,e,}, en R", donde e;(i) =1y e;(j) =0V j # 1,

parai=1,2,...,n, es un conjunto LD en R".
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Teorema 1.2. El conjunto generado
span{vy,ve,..., v} ={v:v=a1v1 + agua + ... + @V}
es un subespacio vectorial de V.
Teorema 1.3. Un conjunto de n vectores en R™ siempre es LD sin > m
Corolario 1.2. Cualquier conjunto de n vectores LI en R™ generan a R™.
Definicién 1.20. (Base) Un conjunto finito de vectores {v1,va, ..., v} es una base para un espacio
vectorial V si es una LI y genera a V.

Observacion 1.2. Por la definicién de base y el teorema 1.2 cualquier conjunto de vectores LI en
R"™ es una base para R™. Por lo tanto el conjunto {ej,es,...,e,} del ejemplo 1.7 es una base de

R™, que se la conoce como base canonica.

Teorema 1.4. Si los conjuntos de vectores {u1,u, ..., Um} y{v1,v2,...,v,} son bases del espacio
vectorial V, entonces m = n. Es decir que cualquier base tiene el mismo numero de vectores.
Definicién 1.21. (Dimension)Si el espacio vectorial V tiene una base finita, entonces se define la

dimension de V como el niimero de vectores en todas las bases, que se denota por dim V.

Ejemplo 1.8. Como n vectores LI constituyen una base R" , se ve que

dim R" = n.
Definicién 1.22. (Ortogonalidad) Un conjunto de vectores {x1, x2,...,x;} en R™ es ortogonal si
szxj =0s6losii#j, 1<14,j<mn.Siademass, a:Zsz =1,71=1,2,...,n entonces el conjunto de

vectores es ortonormal. Asi un conjunto de vectores que forman una base y es un ortonormal, es

una base ortonormal.

1.3. Propiedades matriciales

A continuacién se muestran algunos propiedades matriciales en R"*", que se usaran a lo largo

del trabajo.

Definicién 1.23. (Simétrica) . Sea A € R™*". Una matriz A se denomina simétrica si

AT = A,
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Definicién 1.24. (Matriz diagonal). Sea A € R™*". Una matriz A se denomina diagonal si
Qi5 = 0, Vi 7& j

Una matriz diagonal A también se la puede representar iinicamente con los elementos de su diagonal,

como A = Dg{ai1, a2, ...,ak, }, donde k = min(m,n).

Definicién 1.25. (Triangular superior). Sea A € R™*". Una matriz A se dice que es triangular
superior si

aij:0, Vi>j.

Definicién 1.26. (Triangular inferior). Sea A € R™*". Una matriz A se dice que es triangular
superior si

az-j:O, Vi<j.

Definicién 1.27. (Matriz de banda) . Sea A € R™*". Una matriz A se llama matriz de banda si

a;; # 0 cudndo 1 < j—i <la, 11,12 € 7. La suma [y + o + 1 es llamada la longitud de banda de A.

Definicién 1.28. (Matriz no singular). Sea A € R™*". Una matriz A cuadrada es no singular o

invertible, si existe una matriz cuadrada A=! € R™ " tal que
AA =A71A=1,.
Definicién 1.29. (Matriz ortogonal). Sea A € R™*™. Una matriz A es ortogonal si'y sélo si
A7t = AT,

Definicién 1.30. (Definida positiva). Sea A € R™*™. Una matriz A es definida positiva si se cumple
que para cualquier x # 0 € R”
xl Az > 0.

En el caso de que A sea ademds simétrica se denomina simétrica definida positiva (S.D.P).

Definicién 1.31. (Diagonalmente dominante por filas). Sea A € R™*™. Una matriz A es diago-

nalmente dominante por filas si

n
Qi = Z|aik| Vi=1,2,...,m.
k=1
En el caso en que se cumpla estrictamente la desigualdad anterior se dice que A es estrictamen-
te diagonalmente dominante por filas. Andlogamente una matriz es diagonalmente dominante por
columnas si y sélo si
m
ai > Y agi| Vi=1,2,...,n
k=1

y estrictamente diagonalmente dominante por columnas si se cumple la desigualdad anterior.
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El siguiente teorema reine varias relaciones alrededor de matrices cuadradas reales. La demos-

tracién del teorema se puede encontrar en [21].

Teorema 1.5. Para cualquier matriz A € R™ ™ las siguientes proposiciones son equivalentes:

. AL existe.

~

2. A tiene inverso a izquierdo (A~YA = I,,) o inverso a la derecha (AA™! = 1,,).
3. Ax = 0 implica que el vector x = 0.

4. A es una fila equivalente a I,.

5. A es un producto de matrices elementales

6. det(A)# 0.

7. El numero de filas (columnas) linealmente independientes de A es n.

8. Las filas de A son linealmente independientes.

9. Las columnas de A son linealmente independientes.

10. AX = B tiene una unica matriz solucion X para cualquier matriz B € R™*%.

El siguiente resultado relaciona una matriz simétrica con una matriz definida positiva.

Teorema 1.6. Si A es una matriz simétrica, estrictamente diagonalmente dominante (columnas)

y tiene entradas positivas en la diagonal, entonces A es definida positiva.
La demostracién se abordara en el capitulo 3, en la seccién de métodos directos.

Ejemplo 1.9. Sea la matriz

0 0 -1 4 -1
(0 0 0 -1 4|

Se puede observar que B es simétrica y estrictamente diagonal dominante por filas y columnas,

entonces por el teorema 1.6 se puede afirmar que B es S.D.P.

Definicién 1.32. (Matrices similares) . Sean A y B € R™*". Las matrices A y B son similares si
s6lo si existe una matriz no singular P tal que B = P~ AP. Ademés si P es ortogonal (PTP = I,,),

las matrices son ortogonalmente similares.
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Teorema 1.7. Toda matriz real simétrica es ortogonalmente similar a una matriz diagonal P~1AP =

D, donde D es una matriz diagonal y P es una matriz ortogonal.
La demostracién del teorema se puede encontrar en [12].

Definicién 1.33. (valores propios). Sea A € R™*". Un nimero complejo A, para el cual el sistema
lineal

Ax = \x

tiene una solucién x # 0 € C™ es llamado valor propio de A y el vector x de a se llama wector
propio de A asociado al valor propio A. Al mayor valor propio de A en valor absoluto se lo llama

radio espectral y se lo denota como p(A).
Teorema 1.8. Si A es definida positiva entonces sus valores propios son positivos.
Demostracién. Sean A S.D.P y A su valor propio de A, entonces existe un x # 0 tal que,

Ax = \x.

T

Multiplicando por ' a ambos lados se obtiene que

n
el Ax = \aTa = )\Za:f
i=1

n

Luego como A es definida positiva, se debe cumplir &’ Az > 0, entonces el valor A Z 3:22 > 0y por
i=1

lo tanto A debe ser positivo.

Teorema 1.9. Sea A € R™*™ . La matriz A es similar a una matriz diagonal de los valores propios
de A, P"YAP = D = Dg{\1,\a,..., \x} , si s6lo si las columnas de P son conjuntos linealmente

independientes de vectores propios de A.

Demostracién. Si A es similar a una matriz diagonal de sus valores propios, entonces P~ AP =
D = Dg{A1, A2, ..., A\n}. Multiplicando a ambos lados de la igualdad a izquierda por P se deduce
que AP = PD. Esto quiere decir que

AColi P = M Col1 P, AcoloP = A\3ColoP, ..., Acol, P = \,Col,P.

Como P es no singular, implica que las columnas de P son un conjunto vectores propios de A los

cuales son ser linealmente independientes ( teorema 1.5 ).
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Ahora, para demostrar el reciproco, si P es una matriz en la cual sus columnas son un conjunto

linealmente independientes de valores propios de A, entonces
ACOll P = )\100[1 P, ACOlQ P = )\20012 P ... ACOln P = )\nCOln P

lo que quiere decir que, AP = PD y como las columnas de P son un forman un conjunto
linealmente independiente, P es no singular ( teorema 1.5 ), y se puede multiplicar a ambos lados
a izquierda por P~!, cumpliéndose que A es similar a D = Dg{\1, A2, ..., A\, }, la matriz diagonal

de sus valores propios.

1.4. Normas de matrices y vectores

En conjuntos tales como las matrices y los vectores, en muchos casos se ve la necesidad de com-
parar cuan “cercanos” estan dos matrices o dos vectores. Esto se observa, por ejemplo, en el vector
error asociado en los métodos numéricos para resolver sistemas lineales, que ayuda a definir que
tan cercanos son el vector aproximado del método y el vector solucién. Una forma de realizar esta
medicién es por medio de normas vectoriales, dado que estas funciones permiten pasar del conjunto

de vectores R™ al conjunto R, permitiendo comparar vectores con valores reales.

De igual manera, el uso en normas matriciales nos permite medir distancias entre matrices y
calcular una propiedad importante en los sistemas lineales, llamada condicionamiento, que se abor-

daré en el capitulo 3.

El concepto de norma que se tratard en este apartado serd para matrices cuadradas y vectores
reales, dado que es donde se va a enfocar a lo largo del trabajo, sin embargo el concepto se define

para mucho mas campos.

Definicién 1.34. (Norma vectorial). Una norma vectorial | - || para vectores reales es una funcién
|- R" = R,
que cumple las siguientes condiciones:
1. Definida positiva. Para cualquier & # 0 € R"
]| > 0,

y para = 0.
] = 0.
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2. Homogeneidad. Para cualquier x € R" y a € R

laz| =] o | ||z

3. Desigualdad triangular Para cualquier ¢,y € R"

Iz +yll <zl + [yl

En la literatura se pueden encontrar diferentes normas vectoriales en R, algunas son las si-
guientes

n
1. La norma uno ||.||1, se define como ||z||; = Z | ;|
k=1

2. La norma infinito .||, se define como ||z||oc = Ilnzzix | z; | (méximo elemento del vector x
i=1,2,....,n

en valor absoluto ).

3. La norma dos ||.||2, se define como ||x||2 =

A continuacién se prueba que efectivamente cumplen la definicién de norma vectorial.

Demostracion.

n
1. Norma uno ||zl = > | ;|
k=1

= Definida positiva. Se puede notar que para cualquier & # 0 € R™ existe al menos un

x; # 0, para alguin i = 1,2,...,n, con lo cudl |z;| > 0 y asi
|x1] + |zo| + ..o+ |2 + ...+ |xn| = ||2]|1 > 0.

En el caso en el que todos los elementos del vector & son nulos, es decir & = 0, entonces

n

lzlli =7 10| =0.

i=1
» Homogeneidad. Sean a@ € R™ un escalar real y € R™ un vector cualesquiera. Por las

propiedades de valor absoluto en los reales se tiene que
|ab| = |a||b| V a,b € R,

entonces,
n

n
laz|y =) lawi| = @) |zi| = allz].
i=1

=1
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» Desigualdad triangular. Para probar esta tercera propiedad, se va utilizar la desigualdad

triangular en R. Entonces, para ,y € R"
n n
lz+ylle =D w4yl <D sl + [yl = llzlh + lylh-
i=1 i=1
2. Norma infinito [|#|ec = méxj=12 . n(] i |)
Tgualmente que el anterior, por la propiedad y definicién de valor absoluto en los reales se
cumplen las dos primeras condiciones. Ahora se va a determinar la ultima propiedad.

= Desigualdad triangular. Sean x,y € R", entonces

|z +ylloo = mix |z + yil.

i=1,2,...,n

Por la desigualdad triangular en R

J . . < 4 . 3 .
max [y < mdxfag - mdx g,

i=1,2,....,n =1,2,..., =1,2,...,

es decir,

12 + Ylloo < [|2]loo + [[l]oo-

3. Norma dos ||z||2 =

Como esta definida ||.||2 por medio de la raiz cuadrada, y por la propiedades que tiene esta
funcién, de forma andloga se cumplen las dos primeras propiedades como se hizo para la norma

uno.

= Desigualdad triangular. Sean x,y € R™ dos vectores cualesquiera. Para la tercera pro-

piedad se va a utilizar la desigualdad de Cauchy-Schwarz

n n n
i=1 i=1 i=1

A partir de ello se obtiene que

n n n n n n n
Z$g+22xiyi+2y§§2:r?+2 Zx? ny%—ny,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

lo que equivale a

lz + w3 < (lzll2 + ly]l2)*-

Extrayendo la raiz cuadrada a ambos lados, se demuestra la propiedad.
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Existen relaciones entre las normas uno dos e infinito que nos permiten comparar sus valores

sabiendo el valor de una sola de estas normas. Estas relaciones se presentan en el siguiente teorema.

Teorema 1.10. Para cualquier vector x € R™, se cumplen las siguientes relaciones
J

@ || 2lloo < flzfly < 7|2l
b. sl < llzlloe < ll2]1-
¢ 2l < 22 < V|2l oo
d. zlls < llzfly < v/nll|s-
e. Zellzl < llzll2 < |-

Demostracién. Para la demostracién se considera un vector & € R™ y ademas ||z||cc = max;=1.2.. n |zi| =

yLyneny

|xk| para algin k =1,2,...,n.

a. [[&]eo < 2l < nfleo-

Para la primera inecuacién se observa que
|k = ||z]|loo <®T1+ X2+ ...+ TR+ ...+ @y = |21

y ademas,

lz1| < agl, |x2| <|zkl, ..., |zn] < |2k, entonces
n
> lail = )i < nlla]|oo-
i=1

Como ||z]|eo < [|x]]1 ¥ ||]|1 < n|jz||s se obtiene la primera relacién.
b Szl < llzlloo < llz]1-

Se observa claramente que esta relacién se obtiene a partir de la relacién anterior.

. o < @2 < itz

Para este caso se utiliza el hecho de que
Va<+va-+b, Yab>D0.

A partir de esto,

]:Uk]:\/:v%:H:cHoog x1+x2+...+x%+...+x%:||;1:||2
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y por definicién de méximo

de donde,

n
Y ai =llzl3 < naf = nllz|lZ
i=1

y extrayendo la raiz cuadrada a ambos lados, se obtiene que
22 < vnllz|w.

Como ||z]|oc < ||z]l2 ¥ [12]l2 < V/nl|Z]|oo se demuestra la desigualdad.

d. [zl < [lzfly < vrlz

Para demostrar esta relacion, se va a probar primero que |||z < ||z||; por medio del principio

de induccién sobre n, que es la longitud del vector x.

lzll2 = /21 = || = [,

]2 < [l2[|1-

Sin=1, x = (1), entonces
es decir,

Suponiendo que se cumple la anterior desigualdad paran =1,2,...,k se va a determinar que

se cumple para n =k + 1.

Sin=k+1, x = (z* xp41), donde * = (z1,22,...,2,) y asi,

k
l2l3 = af + iy = a3+ a3,
=1

k 2
2
]| = <Z il + !l‘kﬂ!) = (="l + [wr41])
i=1
= [l + 2zl [l + 2310
Pero por la hipétesis de induccién se tiene que
l*[|* < fl2*|1?

y ademas
3, < 42lzp| x| + 2
k+1 = k+1 1 k+1-
Entonces,

2
™ |* + @y = ll2l3 < @™ + 2lwpsalla(l + 23 = []?
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y extrayendo la raiz cuadrada de la desigualdad se cumple la relaciéon. Por el principio de
induccién

]l < [l]]1, V@ R

Ahora se va a probar que ||z|; < y/n/|x||?>. Aplicando nuevamente la desigualdad
Va<va+b, Vab>0,

si tiene que

Vi = o] <

lo que implica que

n n n
Zm?, \V2d = |z1] < Zaz?, coo oy Vxd = x| < Zazf
i=1 i=1 i=1

1| + [a2| + .+ 2] = (|2 < nllz]3
y extrayendo la raiz cuadrada se obtiene la desigualdad.

Cémo ||z|2 < ||lzll1 v |z|l1 < v/7nllz||? se verifica la relacién.

-l < lllz < s

Se obtiene esta relacién aplicando la relacién probada anteriormente.
|

A continuacion se muestra el concepto de norma de matrices, que sigue la misma idea que el

concepto visto para la normas de vectores.

Definicién 1.35. (Norma matricial). Una norma matricial ||| . ||| para matrices reales cuadradas
es una funcién

I R — R,

que cumple las siguientes propiedades:
1. Definida positiva. Para todo A # 0 € R"*"
1A l[>0,

y para A =0
Il Alll=o0.

2. Homogeneidad. Para cualquier matriz A € R™*" y un escalar o € R"

I eA [=l a [l Al
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3. Desigualdad triangular. Para cualquier matriz A y B € R™"*"

I A+ B I<IT A+ (1T B -

4. Consistencia. Para cualquier matriz A y B € R™*"

I AB{[I<IT AT B I -

A partir de esta definicién una de las normas matriciales frecuentemente usadas en el area de

algebra lineal numérica es la norma de Frobenius, que se define como

n m
2
ZZ%’

i=1 j=1

I AllF=

y la norma inducida

Az |
W el

I A=

donde ||.|| es una norma vectorial.

Se va a demostrar que estas funciones son efectivamente normas matriciales.

Demostracion.

1. Norma de Frobenius ||| A |||p=

>,

=1 j=1

Para las propiedades definida positiva, homogénea y la desigualdad triangular la demostracién
se realiza de forma andloga a la realizado en las demostraciones para las normas matriciales

uno y dos.

Para la propiedad de consistencia, por medio de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene

que para cualquier matriz A y B € R™*"™

rAB\F—Zz(;akjbkj) <3S iagkzb

lel i=1 j=1 k=1

S A SN R, = A IBI

i=1 k=1 j=1k=1
y extrayendo la raiz cuadrada a ambos lados de la desigualdad se obtiene que

IAB|[F < [AllF[| Bl »
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2. Norma inducida

|| Ax
1A = max LAZ 1
o M=

donde ||.|| es una norma vectorial.

= Definida positiva. Se puede notar que para cualquier A # 0 € R™*" existe al menos un
a;; # 0 para algin « = 1,2,...,ny j = 1,2,...,n. Entonces, si se toma un vector x
€ R" tal que en la posicién z; # 0 y para las demds posicién z; = 0 con k # j nos
garantiza que en la posicion j-ésima del vector Az es distinto cero y por definicién de

norma vectorial se cumple que

A partir de esto y por la definicion de méaximo

A A
Il A l[l= max 1A¥IL Azl
v#0 |yl ]|
En el caso de que la matriz A =0
. 0| o]l
I A=) 0]]|= max — = méx - — =
220 2| =0 |z

= Homogeneidad. Sean A € R™" y a € R. Por la propiedad de homogeneidad en las

normas vectoriales

Ve R"|ax| = |of ||z,
entonces se tiene que,
A A
Il @A ||| = max 19AZ1 _ o o 142
z20 e w20 |
. Az
= |a/médx = lal [l Al
220 |||

= Desigualdad triangular. Sean A, B € R™ " dos matrices cualesquiera. Por la desigualdad

triangular en las normas vectoriales se tiene que
VaxeR" |[(A+ B)x| =|Ax + Bz| < ||Az| + ||Bx||.

Con este resultado

A+ B A B
I A+ B || = max 1A Bl A2l + [ Ba|
220 ||z 20 B
o lAel ,|Ba
T a0 lz]| w0 ||z

<A+ 1T Bl
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= Consistencia. Por la definicién de norma inducida, para cualquier vector  # 0 € R" y

cualquier matriz C € R"*"

C C
1€l max JCo1  IC=l
vyl el

es decir,
[ Cz [ < T[T C Il |C]]-

De este modo, para dos matrices A y B € R™"*"
I ACB) ([ | < [T Al TAB2)] <[l Al B | {]

y en consecuencia

|ABz|
]

Dado que se cumple la anterior desigualdad para cualquier @ # 0 se concluye que

<A B -

L raBz )
X

=||| AB |||<||| A Bl -
i 1 = AB I A ) B )

Observaciéon 1.3. Sobre la definicién de norma inducida, se puede observar que para cualquier

x # 0 € R" se cumple que, HH‘;—HH = 1, entonces se puede definir la norma inducida como
| Az . z .
| A |||= max H H = max ‘A( )H = max ||Ay||.
A | o] lyll=1

También para el caso de la norma de frobenius se puede definir para cualquier matriz A € R™*"

A llr=[> > a2 = |D ICoLA|3 = | > [IRow;Al3:
i=1 j=1 =1 =1

Una de las caracteristicas del las normas vectoriales p = 1,2, 00, aplicadas en las normas in-

como

ducidas p, es que satisfacen ciertas igualdades, que nos permiten calcular su norma de forma mas

sencilla y directa. El teorema que muestra estas igualdades es el siguiente.

Teorema 1.11. Para cualquier matriz A € R™™ se cumplen las siguientes siguientes igualdades

1. Norma inducida uno ||| A |||1= ‘nlléx | Row; A ||.
1=

[RRRE}

2. Norma inducida infinito ||| A |||lcc= Anllzix || Col; A ||.
1= n

e

3. Norma inducida dos ||| A |||a= 1/p(AT A).
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Demostracion.
1. Norma inducida uno ||| A |||i= 'nlléx || Col; A ||.
i=1,...,n
Sean A € R™"™ y x # 0 € R". Realizando el producto matriz por vector

a11x1 + a12T2 + ... A1p Ty

2171 + G222 + ... 2T
Az = . " = 21Col A + 200l A+ .+ 2, Col, A

Ap1T1 + Ap2T2 + . .. AppTn
A partir de esto se tiene que

HAmHl . H$100l1A + 29Cols A+ ...+ xnC’olnﬂl

. |1
l1A lb A I, A
< IOt llColaAly 4.+ IO (1, g
x||1
< (‘$1| + |(E2‘ + ...+ ||Tin’|‘) maxi<i<n ”COZZAHl (Def. méximo)
T|(1

[|||; méxi<i<p [|Coli Ay
(et

1<i<n

(Def. norma 1)

A

De lo anterior M es cota superior de ||| A |||. Si se encuentra un « para el cual la desigualdad
anterior coincida con esta cota, se habra demostrado la igualdad de esta norma. Para ello se

toma un vector & € R™, de forma tal que,
xZ-:O,Vi#kyxkzl,

para un k entre 1 y n tal que k es la k-ésima componente en la cual ||ColiAll; = M. Por lo

tanto ||zl =1y

[REEI

(B4t

= || ;OCOZZA + ColgAlly = [[ColiAllr = mdx [|Coli Al

2. Norma inducida infinito ||| 4 |||cc= ‘HlléX | Row; A ||.
i=1,...,n
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Sean A € R"™*" yx #£0 €

[ Az

R".

|| 0o

- HwHoo oax Z%‘”f

1 . .
< T2l 1@%}%; laijz;]  ( D. triangular.)

n

1
= e 112%}312 |#|lso|aij| (Def. norma infinito. )

IN

Como la desigualdad anterior se cumple para cualquier vector & # 0 € R”, entonces

121;&2{ Z laij| = max ||R0wZAH1 =

[ Az]| oo

1<i<n ||#]|co

< M.

Ahora, sea el vector * € R" talque 27 =1Vi=1,2,...nasi, |[*|cc =1y

esto quiere decir que,

Az
Tl 1@35;2 laiji]

= 1r£ix Z |aw’

121&){ | Row; Al|oc = M,

[ Az

1<i<n |[|2]|oo

> M.

Como ||A]| < M y ||A|| > M, se concluye que

[ Az

1< <n || 0o

I A llo= =M.

3. Norma inducida dos ||| 4 |||a= \/p(AT A).

En primer lugar se puede observar que AT A es simétrica y ademds definida positiva, dado que

para cualquier & # 0 € R"

2l AT Ax = (Ax)T Ax = || Az|2 > 0.

Esto implica que los valores propios de AT A son todos positivos (Teorema 1.8) y se pueden

ordenar como

0< A <X <...< N\ =p(ATA).
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Ademés de este resultado, por el Teorema 1.7 la matriz AT A es similar a una matriz diagonal
y por el Teorema 1.9 los vectores propios de AT A forman una matriz no singular y son un
conjunto de vectores linealmente independientes, implicando que formen una base en R"™. Esto

quiere decir que para cualquier x € R"
n
T = E QU4
i=1

donde v;, parai = 1,...,n, son los vectores propios ortogonales a AT A asociados a los valores

propios A;, ¢ = 1,2...,n. De lo anterior,

n T n
o4v; AT A o;v;
[Az|3 ="ATAz _ <; ) < (i:l ))

[ n i
Saw ) (S
=1 1

7

n T n n i
(Z am) (Z /\iam> Z Xi(aiv;)?
i=1 =1 i=1

—_— 1=

n

> (i) (@iv;)?

i=1 =1
n

> (awi)?

< p(AT A F——

< p(AT A4).

: . : . Az|3 .
Como resultado de la inecuacién anterior, /p(AT A) es una cota superior de mix ’| H‘Q‘Q Si
z#0 X
2
se encuentra un vector & que coincida con esta cota, se habra demostrado la igualdad de la
norma. Para ello se toma & = v,,, donde v,, es el vector propio de AT A asociado al maximo

valor propio de AT A, es decir A, = p(AT A). Con esto se tiene que

[Azll> _ [|Avallz _ [lp(AT A)vall2

Izl flonllz— llonll2

— p(ATA)H,UTLHQ

[onll2
=1/p(AT A).
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Ejemplo 1.10. Para la matriz

2
A= |2
1

—_ W O

0
2
2

se tiene ||| A [|1=5, || A ||loo= 7y ||| A ||lr= 3V3 =~ 5.19615.
Para hallar ||| A |||2 se va a encontrar los valores propios asociados a AT A, es decir, que debe existir

un vector & # 0 tal que
AT Az = \z,

lo que implica que
(ATA — Nz =0.

Por el teorema 1.5, el det(AT A — I3\) = 0, entonces,

O-A T 0 10—\ 8 7 8
det | 7 10—-X 8 | =(9—N)det -7
8 8-\ 6 88—\
6 8 8-\
10 — A
Lel” W
6 8

= —\3+27)\% — 92\ + 64.

Resolviendo la ecuacién
N4 2TA2 920+ 64 =0

se encuentra que los valores propios de A son A1 & 23.14444, Ay ~ 2.90302 y A3 =~ 0.95254. Por la
definicién de norma inducida dos ||| A |[|2= VA1 ~ 4.81087.

Igual que en las normas vectoriales, se pueden relacionar normas de matrices; en este caso las
normas inducidas uno dos e infinito y la norma de frobenius. Estas relaciones son muy utilizadas

en el andlisis computacional de matrices [19].

Teorema 1.12. Para una matriz A € R™ "™ se cumplen las siguientes relaciones

LT A< [|AllF < vl Alllz -

. M4 g < < ]
2 max o] <[l Alll2<n max lai|

3. = A Mol Alll2< vl Alllr -

4o AT A< valll Al -
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Demostracion.
Sea A € R™" y & #0 € R" tal que, ||z|, = 1, para p = 1,2, c0. Se Denota por

[tca = mdx asj],
para algin 1 < ¢,d < n, luego
Al = ma ;A A g A
|ColiAl = x [ ColiAll y [ColyAll mix || Row Al

para algin 1 < k < n.

LA A< Al < vn [l Afllz -

El producto Ax se lo puede expresar como

Rowi Az

Rows Az
Ax =

Row, Ax

Ahora, dado que para cualquier vector ,y € R™ se cumple que < x,y >< ||z||||y|| entonces,

> (RowiAx)? =[[| A[|3< Y | Rowi A|* [ ]* =[] A |,
i=1 i=1

es decir,

I Al<Il Alll# -

Para demostrar que ||Al|r < v/n ||| A |||2, si se toma & = e, (Ejemplo 1.7), se tiene

|Aexllz = || Y Col; Aex(i)|[3 = [|Col,All3,

i=1

por lo tanto,

I A[lI7=)_ColiAll3 < n||Coli All5 < n ||| Alll3,
i=1
con lo cual

IAllF < vl Alll2 -
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2.

4 < < 1
(ax oy <[l Alllo<n max lai|
Para probar que max |ai;| <||| A [||2, se puede observa que
1<i,j<n
[Aeill2 = [|Col; All2,

para cada i = 1,2,...,n, entonces

lacd| = \/ aid <

Para probar el caso |a;;| <||| A |[2< n . gla><< la;j|, se va aplicar la desigualdad triangular en
<ij<n

Y aZ = |[ColeAllz = Aec || Alll2 -

=1

las normas vectoriales, asi,

n n
[Az|l2 = | > ColiAz;|| < | ColiAlz|zi| < [|[ColpAllz|]1.
i=1 i=1
Ahora por el teorema 1.10 en la desigualdad anterior se obtiene que,

[Az|l2 < [|ColiAll2]lz]l < Vnllz|l2l|ColrAllx
< n\/ﬁ|acd|
< n?|acg).
Como se cumple la anterior desigualdad para cualquier & # 0 entonces,

IF A fll2< nlaca| = n mdx ],

o A<l Alll2< v (Il Ally -

Por las propiedades de normas vectoriales y matriciales y por el teorema 1.11 se obtiene
[ Allloo _ [[RowgAlL _ /nl|RowyAlls

vn Vn - VLD
<III AT [[l2 llexll2 <III AT [l2=IIl A ]2 -

= || A exl

Se cumple que ||| AT |||2=]|| A |||l2, ya que se puede probar usando resultados anteriores que

) T
Il Alll2 = méx{|z" Ay| : [l = [lyll2 =1} = [[| AT |[|2 -
Para el caso ||| A ||l < +v/n ||| A|||1 se puede ver que,

|Az|l2 = | > ColiAz;|l2 <> [|Col; Alla||

=1 =1
< mix | ColiAllzlly < v 22 Il Al

<Vl Allz.



28

1. Preliminares

Dado que se cumple la desigualdad anterior para cualquier @ , se obtiene que

I A2 vl Al -

4 = A o= Alll< v lll Alll -

Como ya se probé anteriormente que ||| A |||[2< +/n ||| A |||1, falta probar que

1
— ||| A <||| A .
T Al 4112
Como se cumple para cualquier vector & € R"™ que
n n
|Az|ly = || > ColiAz;|[y < v/l D Coli Az
=1 i=1
<Vl Al

implica que [[| A 1< v/n (|| A[ll2, es decir, Z= [I A [[1<[[] A ]2-

Ejemplo 1.11. Retomando la matriz A del ejemplo anterior, se pudo observar lo dispendioso y el
costo computacional que tiene al calcular ||| A [||2. Sin embargo con el teorema anterior se puede

saber en que intervalo se encuentra esta norma. En este caso

I Afll2<lI] A ||l 7= 5, 19615,

max |aij| =3 <[[| A[[2<3 méx |ai;| =9.
1<4,5<3 1<i,5<3

= 4.04145 <[] A |]2< v/n ||| A ||lso= 12.12435,

1
— A |llso
Al

1
— ||| Alll1=2.88675 <||| A [[|2< v/n ||| A |||1= 8.660254.
V3
El intervalo mas pequenio que se encuentra ||| A |||2 con respecto a las anteriores inecuaciones
es (4.04145,5,19615) y el valor que se habia obtenido era de ||| A |||2= 4,81087, que claramente se

encuentra en el intervalo.



Capitulo 2
Matrices Esparzas

En este capitulo se dardn a conocer algunos aspectos generales acerca del uso de estructuras
de datos eficientes para trabajar computacionalmente con matrices esparzas. Se destaca en las
estructuras de datos propuestas el funcionamiento, las ventajas y desventajas, su implementacion y
por la necesidad de aplicaciones la eficiencia en operaciones matriciales de alto costo computacional
como son el producto matriz por vector, el producto matriz transpuesta por vector y el calculo de
la matriz transpuesta, resaltando que se han propuesto algoritmos usando dichas estructuras para
las operaciones mencionadas. Cabe aclarar que para ejemplificar cada tema, en el transcurso del
capitulo se ha requerido del uso de de matrices de pequenas dimensiones, aunque en la practica las

matrices son de gran tamafo.

Definicién 2.1. (Matriz esparza). Una matriz A € R™*" se puede definir como matriz esparza, si
tiene una cantidad considerable de elementos nulos respecto al niimero de entradas de la matriz.
El nimero de elementos no nulos de una matriz esparza se denota por nnz (no number zero). El
porcentaje de elementos nulos de una matriz esparza se le conoce como la esparcidad de la matriz
y el porcentaje de elementos no nulos o diferentes de cero de la matriz se denomina la densidad de

la matriz.

Ejemplo 2.1. Sean las matrices

0 0010 1 0 0000
—2 05 0 0 0 -1 00 0 0
A=|3 0780/ yB={0 0 20 0 0
06 5 0 0 0300

1 00 0 0 0 00 4 0]

Se tiene que son matrices esparzas, dado que la matriz A tiene 16 elementos nulos y 9 elementos no
ceros, con respecto al nimero de entradas de la matriz que es 25; mientras que la matriz B tiene

30 elementos, de los cuales 25 son nulos y solo 5 son diferentes de cero. Lo anterior nos indica que

29
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la matriz A tiene una esparcidad del 64 % y una densidad del 36 %, mientras que la matriz B tiene
una esparcidad del 83.33 % y una densidad del 16.67 %.

Definicién 2.2. (Matriz estructurada y no estructurada). Dependiendo del comportamiento de los
elementos no nulos de una matriz esparza, puede ser definida como matriz esparza estructurada, si
existe un patrén de distribucién de sus elementos no nulos, o en caso contrario, como matriz esparza

no estructurada.

Ejemplo 2.2. Ademaés de las matrices A y B del ejemplo anterior, también la matriz

4 -1 0 0 0 O
-1 4 -1 0 0 O
C_ 0 -1 4 -1 0 O
0o 0 -1 4 -1 0
0 0o -1 4 -1
0 0 -1 4

es una matriz esparza. Del ejemplo 2.1, se puede observar que la matriz A no posee un patrén de
distribucién de sus elementos no nulos, por lo tanto es una matriz no estructurada. En cambio,
las matrices B y C' son matrices estructuradas, puesto que los elementos diferentes de cero estan
distribuidos en forma diagonal. La estructura de la matriz B se conoce como matriz diagonal y la

presentada por la matriz C' es conocida como matriz de matriz de banda.

Ejemplo 2.3. En la figura 2.1, se tiene los graficos de la distribucién de los elementos no nulos
de dos matrices, donde los elementos diferentes de cero de la matriz se presentan en color y los
nulos son blancos. En ellos se puede observar que la matriz (a) segin el patrén de distribucién de
sus elementos, es una matriz esparza no estructurada, mientras que la matriz (b) dado que tiene

unicamente elementos no nulos distribuidos en forma diagonal, es una matriz esparza estructurada.

(a) Matriz estructurada. (b) Matriz no estructurada.

Figura 2.1: Graficos de esparcidad. Matriz estructurada y no estructurada.
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Debido a la aplicabilidad que poseen las matrices esparzas, se ve la necesidad de crear algo-
ritmos, que facilitan el trabajo con dichas matrices, usualmente para la realizaciéon de operaciones
matriciales. En este sentido es necesario conocer el niimero de operaciones que se efectiian para
poder buscar otras alternativas o comparar la implementacién de otros algoritmos sin necesidad de

ejecutarlos para obtener mejores resultados.
Una de las alternativas para observar el niimero de operaciones de un algoritmo es por medio
del “orden de complejidad”, que representa de forma significativa y més sencilla dichas operaciones.

Definicién 2.3. (Orden de complejidad). Sea g(n) una funcién que determina el nimero de opera-
ciones de un algoritmo. Se dice que un algoritmo tiene orden de complejidad denotado por O(f(n)),

si existen enteros ng y ¢, con ¢ > 0, tal que para todo n > ng,

g(n) < cf(n).
Ejemplo 2.4. Para obtener el resultado al evaluar un ntimero en el polinomio de segundo grado
p2(n) =1+ n+2n°,
se deben realizar dos sumas y tres multiplicaciones. Ademas, es posible probar que para n > 2 se

cumple que 1+ n + n? < 4n?, es decir que p2(n) es de orden O(n?).

Asi mismo, se puede verificar que el orden para un polinomio de grado k

pr(n) =ap+an+ ...+ agn®

es O(n*). En este caso para obtener el resultado de evaluar algtin valor, es necesario realizar k sumas

k+1

k(E+1 Kk
y Z(k —i) = (;) =5 + B multiplicaciones. Igual que para pa(n) , se puede encontrar un
1=0

¢ > ay para el cual p(n) < cg(n) = enF para todo n > ng, dado que cuando ¢ es demasiado grande

en® tiende a crecer mas répido que pi(n) y por ende py(n) es de orden O(n*).

Entre los ordenes de complejidad O(f(n)) a partir de una funcién f(n) més utilizadas se tiene

los siguientes:

» O(1) orden constante.
= O(log,,) orden logaritmico.
= O(n) orden lineal.

» O(n?) orden cuadrético.
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2.1. Esquemas de almacenamiento para matrices esparzas

Un esquema de almacenamiento para matrices esparzas se puede definir como una estructura
de datos que almacena los elementos no nulos de una matriz esparza, con el fin de aprovechar su
esparcidad, para poder tanto ahorrar memoria computacional en el almacenamiento, como realizar
de forma eficiente operaciones matriciales de alto costo computacional donde se utilicen dichas ma-

trices, como es la operacion matriz por vector, la transpuesta, entre otras.

Entre algunos esquemas de almacenamiento que se encuentran en la literatura se tiene los siguientes

2.1.1. Almacenamiento AI1J

Conocido también como el esquema coordinado. En este almacenamiento se consideran tres vec-
tores: AA que es la que almacena los elementos no nulos, JA y I'A la fila que almacena el indice

de la columna y fila de los elementos no nulos de A respectivamente.

De la matriz A del ejemplo 2.1 su almacenamiento ALJ es

Aa=[1]2]53]7|s8][6]|5]1]

1A=|1|2]2[3|3]|3[4]4]5]

JA=[4]1]3]1|3]4|3][4]1]

En este almacenamiento no es necesario ubicar los elementos no nulos en orden, sin embargo el

orden por fila ayuda a realizar una busqueda de los elementos con mayor rapidez.

Las ventajas que posee este esquema son su sencillez y su flexibilidad. Es por eso que los paquetes

de software lo suelen utilizar como formato para el ingreso de matrices esparzas [26].

2.1.2. Almacenamiento CSR

Por sus siglas significa “Compressed Sparse Row”, en este almacenamiento se evita almacenar

directamente el indice de las filas. Para este almacenamiento se utilizan 3 vectores:
s El vector AA almacena el nimero de elementos no nulos de A
= El vector JA guarda el indice de columna de cada elemento no nulo de AA

= El vector nnz; almacena la frecuencia acumulada de elementos no nulos por cada fila, iniciando
con nnz;(1)=0y nnz;(i+1) el niimero de elementos no nulos desde la fila 1 hasta la fila i-ésima

parai =23,...,n+ 1. Al vector nnz; también se lo conoce como el puntero de filas, puesto
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que nos permite ubicar en que posiciones de JA y AA estd la informacién de los indices de

columna y el valor de las entradas respectivamente de una fila determinada.

El almacenamiento CSR. para la matriz A es el siguiente

Aa=[1]=2]53]7|s8][6]|5]1]

JA=[4]1]3]1|3]4|3][4]1]

nnzi:’0‘1‘3‘6‘8‘9‘

Debido a la forma como se almacena este formato es necesario ir almacenando los elementos
por orden de fila, aunque no implica seguir el orden de elementos no nulos por columna, pero si se
realiza el orden tanto de fila y columna permite mayor eficiencia en la busqueda de elementos en
el almacenamiento. También este esquema es mas usado que el esquema coordinado, puesto que a

menudo es mas til para realizar operaciones matriciales usuales [26].

Se conoce a este esquema como CSC “Compressed Sparse Column” si se almacena la matriz

por orden de columnas siguiendo este procedimiento.

2.1.3. Almacenamiento CSR mod

Por sus siglas significa “Compressed Sparse Row Modified”. Para este almacenamiento se utilizan

dos listas de vectores AA, JA y una fila nnz;. El funcionamiento de cada uno es el siguiente.

= los vectores de AA almacena los elementos no nulos por cada fila. En el caso de que una fila

no tenga elementos nulos, el vector asociado a dicha fila, queda vacio.

= Los vectores de JA almacenan el indice de columna de los elementos no nulos por cada filas.

Si no hay elementos en una fila, el vector asociado a esta, queda vacio.

= El vector nnz; almacena el nimero de elementos no nulos por cada fila.

El almacenamiento de la matriz A es

Ad=[1][2]s] [3]7]s] [6]5][1]

Ja=[a]1]s] [1]s]4][s]a][1]

nnzi=|1][2]3|2]1]
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Igual que en el CSR, almacenar los elementos no nulos por orden de fila y por columna permite

acceder de mejor forma los almacenamientos, aunque no es obligatorio seguir el orden de columnas.

Una de las ventajas del CSR mod es que facilita en tiempo constante la bisqueda de cada fila

de la matriz y asi se realiza en forma eficiente el producto de matriz por vector [9].

Se conoce a este esquema como CSC mod “Compressed Sparse Column modified” si se almacena

la matriz por orden de columnas siguiendo este procedimiento.

2.1.4. Formato CSV

El formato Compressed Sparse Vector (CSV) estd compuesto por dos vectores AA y JA, donde
en el primera se almacenan los elementos no nulos por orden de fila y en el segundo se almacena,

teniendo en cuenta los siguientes casos:

1. Si a;; = 0, se le asigna el indice 1 y partir de este, se cuenta el nimero de posiciones hasta
encontrar un elemento no nulo y se almacena dicha cuenta. A partir de este elemento nulo,
nuevamente se asigna el indice 1 y se cuenta el niimero de posiciones para encontrar el siguiente
elemento no nulo. Este proceso continua hasta almacenar todos los valores asociados a los

elementos no nulos.

2. Si aj; # 0, se almacena en la primera posicién el nimero 1 y para las demds posiciones se

sigue la idea del caso uno.

El almacenamiento CSV asociado a la matriz A es

Aa=[1]2]5|3][7|s8][6]5]1]

JA=[4]2]2]3|2][1]4]1]2]

El orden de almacenamientos en el C'SV debe realizarse por orden filas y de columnas, dado

que se necesita saber las distancias entre elementos no ceros siguiendo dicho orden.

Las ventajas que posee este formato de almacenamiento, es que permite un menor volumen de
almacenado como también el cdlculo de forma rdpida de la matriz transpuesta con un menor costo
computacional [15].

2.1.5. Almacenamiento MSR

El formato Modified Sparse Row (MSSR) cuenta con dos vectores:
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= El vector AA almacena en las primeras n posiciones las entradas de la diagonal principal; la
posicion n + 1 no es usada, y a partir de la posicién n + 2 se almacenan por orden de fila las

demas entradas sin contar los elementos de la diagonal principal.

» El vector JA en su primera entrada (JA(1)) tiene un valor de n+2, para ubicar en la posicién
en que inician los elementos fuera de la diagonal. Desde esta posicién hasta la posicién n + 1
se almacena la frecuencia acumulada de elementos no nulos por fila sin contar los elementos
de la diagonal principal. De esta manera los n + 1 primeros elementos de J A actiian como el
puntero fila nnz; del esquema CSR, pero con la diferencia de ubicar los elementos no ceros

fuera de la diagonal.

Por como esta definido este formato, solo se puede utilizar cuando todos los elementos de la
diagonal principal son diferentes de cero. Por tal motivo no se puede utilizar la matriz A de los

ejemplos anteriores y para ilustrar el funcionamiento se considera la matriz

10 0 2 0]
345 0 0
B=16 0 7 8 9
0 0 10 11 0
00 0 0 12

El almacenamiento MSR de B es

BB=|1]4|7[n]12]«][2]3]5]6][8]0]10]

JB=|7[s8|10|13]14]1a]a]1][a]1][4]5]3]

El orden del esquema MSR. debe realizarse estrictamente almacenando por orden los elementos
de la diagonal y posteriormente los elementos no nulos fuera de la diagonal por filas aunque no se

exige orden por columnas.

Se puede aprovechar la potencialidad del MSR. al trabajar con matrices esparzas estructuradas
en las que los elementos sean cercanos a la diagonal principal como son por ejemplo las matrices

diagonales y las matrices de banda.

Se conoce a este esquema como MSC “Modified Sparse Column” si se almacena la matriz por

orden de columnas siguiendo este procedimiento.



2. Matrices Esparzas 36

2.2. Operaciones basicas con almacenamientos esparzas

Al utilizar esquemas de almacenamiento, se obtiene la informacién de la matriz esparza, por lo
que es posible determinar la ubicaciéon de sus elementos y permite realizar operaciones matriciales,
sin necesidad de recurrir a la matriz densa. Existen diversas operaciones que se pueden aplicar, sin

embargo se mencionan algunas que seran de gran relevancia en el trabajo.

Debido a que en operaciones, como la insercion y busqueda de elementos de la matriz por medio
de los almacenamientos, se necesita realizar una bisqueda de sus elementos, la busqueda usual punto
por punto o secuencial es ineficiente, puesto que podria suceder que se recorra todos los elementos
una o varias veces. Uno de los métodos de biisqueda que se utilizan pueden ser secuenciales o como

en nuestro caso se propone la bisqueda binaria.

La busqueda binaria se utiliza para determinar si un elemento existe o no en una estructura de
datos (como por ejemplo un vector o una lista de elementos), el cual esta previamente ordenado. La
caracteristica principal de este método es que reduce el tiempo de busqueda, puesto que no recorre

completamente, sino que la recorre por partes sustentandose en la estrategia de dividir y conquistar.

Para realizar la busqueda binaria se compara un elemento cualesquiera de la estructura ( en
general con el elemento central ) con el valor que se desea buscar. Si al comparar este valor con el
elemento buscado se concluye que son iguales finaliza el proceso, pero si el valor es menor al deseado
se repite el proceso con la lista de datos a la izquierda o si es mayor con los datos a la derecha.
Realizando este procedimiento de biisqueda para encontrar el elemento se obtendran intervalos cada
vez mas pequeiios hasta llegar a un solo elemento. Si no se encuentra en este ultimo, el elemento
buscado no esta en la estructura. En la figura 2.2, que se muestra a continuacién se esquematiza

este proceso, en un vector .

’zg T ‘:rc‘ Tp—1 xn‘

N N N N N

ENNEE e R N e

Figura 2.2: Esquema de Bisqueda Binaria.
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Ejemplo 2.5. Dado el vector
x=[16789 121520 22 30 32 34 37 40],

determinar si existe un elemento del vector « con valor 16 y otro con el valor 9.

Mediante las figuras 2.3 y 2.4 se ilustran, respectivamente, el procedimiento para determinar si

el 16 y el 9 estan en x.

1 6 7 8 9 12]15[20 22 30 32 34 37 40|

(20 22[30[32 34 37 40]

Y
0
¢
20 | (16 noestdenx ).

Figura 2.3: Buisqueda Binaria para el valor 16.

1 6 7 8 9 12[15]20 22 30 32 34 37 40

Y
1 6]7[8 9 12]
4
(8]9 12
4

(9]12] (9estdenz ).

Figura 2.4: Bisqueda binaria para el valor 9.

En el caso que se realice la comparacion del elemento en la mitad de un vector de longitud
n (como se suele realizar), el nimero maximo de k intervalos posibles donde estd el intervalo es
2% = 1. Es decir, en el peor de los casos se obtenga al realizar el proceso un intervalo de longitud
uno. Despejando k, se encuentra que k = logy n. Asi, del ejemplo 2.5, como la longitud del vector x

es 14, el nimero de intervalos maximos posibles estd dado por
loga(14) =~ 3.80 < 4.

Esto quiere decir que se puede dividir maximo en cuatro subintervalos, para realizar la busqueda
binaria. Del mismo modo si un vector es de longitud 100,000,000 el nimero méaximo de pasos para

realizar la bisqueda es cerca de 27.
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2.2.1. Busqueda de elementos

Dada la posicién (i,7) de un elemento de una matriz esparza, se desea encontrar el valor co-
rrespondiente a dicha posicién, es decir a;; utilizando un esquema de almacenamiento asociado a la
matriz esparza. Si al recorrer el esquema, no se lo puede relacionar con ningin elemento, entonces

a;; = 0, debido a que se almacenan inicamente los elementos no nulos de la matriz.

Ejemplo 2.6. De la matriz A del ejemplo 2.1, si se desea encontrar el elemento a1 3 y a3 4 utilizando
el esquema AILJ, la busqueda se inicia con el vector fila T A, ya que el orden estd dado por filas.
Asi, realizando la busqueda para aq3 se encuentra que solo hay un indice 1, en la primera posicion
y si se ubica en JA en la misma posicién se encuentra que el valor es 4, lo que quiere decir que el

valor ay 3 = 0.

Para el valor a3 4 se encuentra que en I'A hay tres veces el indice de la fila 3 y si se ubica en JA
en la misma posicién de estos tres indices se encuentra que el indice de columna 4 en la posicién 6
y por lo tanto, agy = AA(6) = 8.

Hay que recordar, que la eficiencia en la bisqueda de elementos en los esquemas, depende de la
organizacioén de los elementos, el funcionamiento del esquema para relacionar los indices de fila y

de columna de la entrada de la matriz y el método de bisqueda que se realice.

2.2.2. Insercién y eliminacion de elementos

Al trabajar con esquemas de almacenamiento una de las funciones més importantes es la inser-
cién de elementos no nulos de la matriz a dichos esquemas. Esta accion se realiza para almacenar la
matriz o para realizar cambios en el almacenamiento, debido a procesos que sufre la matriz como el
reordenamiento de sus elementos. Esto se observa por ejemplo, en la eliminacién Gaussiana, don-

de hay un cambio de elementos, por lo cual se requiere insertar o reemplazar elementos del esquema.

Ejemplo 2.7. Para la matriz A se va a insertar el elemento as4 = 6, az4 =-0.4 y a;4 = 0 en el

esquema CSR, el cual se obtuvo al introducir dicho esquema.

En primer lugar se va a insertar el elemento as 4 = 6. Para ello se calcula nnz;(5) + 1 y nnz;(6)
para conocer en que posicién inician los elementos no nulos de la fila 5 y en que posicién terminan
los elementos de dicha fila respectivamente, y asi poder ubicar el indice de columna 4 en JA y el
valor de la entrada 6 en AA. Como nnz;(5)+1 =9y nnzs+1 =9, por tanto solo hay un elemento

no nulo en la fila 5 y al ubicarse en la novena posicién de JA, que es JA(9)=1, entonces se ubica
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después y el a5 4 = 6 luego de AA(9)=1.

Ahora, de forma analoga para insertar el elemento az 3 = —0.4 se ubica en la posicién nnz;(3) +
1 =4y nnz;(4) = 6. Entonces, se puede ver que JA(4)=1, JA(5)=3 y JA(6)=4 son los indices de
columna de la fila 4, y se reemplaza el valor AA(5) = 7 por -0,3.

Finalmente, para insertar el elemento a1 4 = 0, de la misma manera que en los casos anteriores,
se encuentra por el apuntador de nnz; que hay un tinico elemento no nulo en la fila en la posicion

(1, JA(1)) = (1,4) y asi se quita los elementos JA(1) y AA(1).

El almacenamiento con los cambios efectuados es

AA=|2]5[3/-03]8|6]5|1]6]

JA=[1]3|1]3|4]3]4]1]4]

nnzi:’0‘1‘3‘6‘8‘9‘

Para otros esquemas como por ejemplo el ALJ y CSV a diferencia del CSR no existe un
apuntador para llegar exactamente a la posiciéon donde se almacenen los indices de columna de una

fila respectiva y en consecuencia se requiere recorrer las filas del almacenamiento.

2.2.3. Producto matriz por vector

Una de las operaciones matriciales matriciales que debe realizarse de forma eficiente es el pro-
ducto matriz por vector. El algoritmo que se sigue frecuentemente para realizar esta operacién

utilizando la matriz densa es el siguiente.

Algoritmo 1 Matriz por vector
Entrada: : Matriz A, vector

Salida: : vector y = Ax
1: Inicializar vector y = 0
2: para i = 1:m hacer
3: paraj=1:n hacer
4 y(i) = y(i) + A(z, ) (i)
5: fin para
6: fin para

7

: devolver vector y
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A partir del algoritmo 1, se observa que hay un ciclo externo de tamafio m y un ciclo interno
de tamano n, en las lineas 2 y 3 respectivamente. Dentro de estos ciclos se realiza una suma, una

multiplicacién y una asignacién. Luego el nimero de operaciones estda dado por
m n
353 5= amn
i=1 i
y el orden del algoritmo es O(mn), siendo m el nimero de filas y n el nimero de columnas de la

matriz.

Ejemplo 2.8. Sean

0 00 10 9
-2 0 5 00 10
A= 078 0] vyxz=|1
0 6 50 10
|1 0 0 0 0] L7 ]
Realizando el producto se tiene que
0 0 0 1 0 9 0x94+0x10+0x14+1x10+0x%x7 10
-2 0 5 0 0] |10 —2x94+0x104+5x14+0x10+0x7 —13
3 0 7 8 0 1| =3x94+0x10+7x14+8x10+0x7 | =114
0 6 5 0 10 0XxX94+0x104+46x1+5x104+0x7 56
0 0 0 O 7 1x94+0x10+0x14+0x10+0x%x7 9

En este ejemplo, se observa la cantidad de productos por ceros, en comparaciéon con los productos
que no se anulan es mayor. En el caso de las matrices esparzas se realizara el producto tinicamente

con los elementos no nulos de la matriz, minimizando los costos de tiempo y el orden computacional.

El orden de operaciones con les esquemas de almacenamientos para realizar el producto matriz
por vector serd O(nnz), siendo nnz el nimero de elementos no nulos de la matriz esparza que es

menor comparado con O(nm).

A continuacién se muestran los algoritmos para realizar el producto matriz esparza por vector
usando los esquemas de almacenamientos mencionados en la seccion 2.1, que se han propuesto a

partir del funcionamiento de cada esquema.

Producto matriz por vector usando AIJ

Para realizar el producto matriz por vector usando el esquema AIJ asociado a una matriz
esparza A, se utilizaran los vectores AA, IA y JA que componen este esquema. El algoritmo para

realizar el producto es el siguiente.
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Algoritmo 2 Matriz por vector usando AIJ.
Entrada: Almacenamiento AIJ de A: AA, JA y I A, vector x

Salida: vector y = Ax

1: inicializar vector y =0

2: para i = 1:nnz hacer

y(TA(i)) = y(ILA()) + AAG)2(JAG))
4: fin para

W

5: devolver vector y.

Como se observa, en la linea 3 del algoritmo 2, realizan una suma, una y una asignaciéon. En la

linea 2 hay un ciclo de nnz veces. Por tanto el nimero de operaciones que se realizan esta dada por

nnz

Z3z3*nnz,

=1

lo que quiere decir que el algoritmo tiene un orden de O(nnz).

Producto matriz por vector usando CSR

Para realizar el producto matriz por vector usando el esquema CSR asociado a una matriz
esparza, se utilizaran los vectores AA, JA y nnz; que componen este esquema. El algoritmo para

realizar el producto es el siguiente.

Algoritmo 3 Matriz por vector usando CSR.
Entrada: Almacenamiento CSR de A: AA, JA y nnz;, vector x

Salida: vector y = Ax

1: inicializar vector y =0

2: para ¢ =1:n hacer
3:  para j =nnz(i) + 1:nnz;(i + 1) hacer
£ yl) = yG) + AAG)z(JAG))
5. fin para
6: fin para

7

. devolver vector y

En este algoritmo se realizan tres operaciones en la linea 4, que se encuentra dentro de un ciclo
interno de longitud nnz;(i + 1) — nnz;(i), para ¢ = 1,2,...,n en la linea 3 y un ciclo externo de

longitud n en la linea 2. El orden es O(nnz), dado que el nimero de operaciones es

3 (Z nnz;(i+1) — nnzi(1)> = 3(nnzi(n + 1) — nnz(i))

i=1
= 3(nnz — 0) = 3(nnz).
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Producto matriz por vector usando CSR mod

Para realizar el producto matriz por vector usando el esquema CSR mod asociado a una matriz
esparza A , se utilizaran el conjunto vectores AA, JA y el vector nnz; que componen este esquema.

El algoritmo para realizar el producto es el siguiente.

Algoritmo 4 Matriz por vector usando CSR mod.
Entrada: Almacenamiento CSR mod de A: AA, JA y nnz;, vector x

Salida: vector y = Ax

1: inicializar vector y = 0

2: para i =1:n hacer
3:  para j = 1:nnz(i) hacer
4 y(i) = y(i) + AA(nnz(i), j)x(J A(nnzi(i), j))
5. fin para
6: fin para

7

: devolver vector y

En este algoritmo se realizan tres operaciones en la linea 4, dentro de un ciclo interno de longitud
nnz;(i), para i = 1,2,...,n en la linea 3 y dentro del ciclo externo de longitud n en la linea.

Nuevamente el orden es O(nnz) y el nimero de operaciones estd dado por

3 (Z nnzz(z)> = 3(nnz).
i=1

Producto matriz por vector usando MSR

Para realizar el producto matriz por vector usando el esquema MSR. asociado a una matriz
esparza A , se utilizaran los vectores AA y JA que componen este esquema. FEl algoritmo para

realizar el producto es el siguiente.

Algoritmo 5 Matriz por vector usando MSR
Entrada: -Almacenamiento MSR de A: AA, JA, vector x

Salida: vector y = Ax

1: parat=1:n hacer

y(i) = AA(i)x (i)

3: paraj=JA(i): JA(i+ 1) — 1 hacer
4: y(i) = y(@) + AA()z(JA(7))

5.  fin para

B

6: fin para

7: devolver vector y
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De forma andloga que en los anteriores algoritmos, se encuentra que el orden de este algoritmo

es O(nnz).

Producto matriz por vector usando CSV

Para realizar el producto matriz por vector usando el esquema CSV asociado a una matriz
esparza A , se utilizaran los vectores AA y JA que componen este esquema. El algoritmo para

realizar el producto es el siguiente.

Algoritmo 6 Matriz por vector usando CSV
Entrada: -Almacenamiento CSV de A: AA, JA

-vector @

Salida: vector y = Ax
1: variables a utilizar:

frecuencia acumulada de los elementos de JA: k
fila ¢-ésima de la matriz : 4

2: inicializar k =0y i =1

3: para j = 1: nnz hacer

4 k=JAG)+k

5:  mientras k > n x i hacer

6: 1=1+1

7. fin mientras

s (i) = yli) + AAG)m(k —n (i — 1))

9: fin para

10: devolver vector y

De Igual forma, se encuentra que el orden de este algoritmo es O(nnz).

Utilizando algunos de los esquemas de almacenamiento que se presentaron, se pueden mostrar
que otras operaciones que tienen el orden de complejidad O(nnz) son el producto matriz transpuesta

por vector y el calculo de la matriz transpuesta.



Capitulo 3
Sistemas lineales

Los sistemas lineales son de gran importancia, dada su utilidad en la formulacién matematica de
muchas aplicaciones. En particular es de interés para los casos donde la matriz del sistema se carac-
teriza por ser esparza y de grandes dimensiones, como los resultantes de discretizaciones numéricas

de ecuaciones diferenciales.

En este capitulo se abordan temas relacionados con propiedades matriciales y sistemas lineales
como lo es el nimero condicionamiento. Ademas se introducen métodos directos como la eliminacién
Gaussiana, la factorizacion LU y la factorizacién de Cholesky, también se presentaran métodos
iterativos como el método de Jacobi, de Gauss-Seidel y el de SOR. Aunque los métodos del gradiente
son iterativos, se abordaran en el capitulo 4. La teoria y los teoremas presentados en este capitulo,
han sido tomados de [12, 26] y [8].

Definicién 3.1. (Sistema lineal) Un sistema lineal es un conjunto de n ecuaciones lineales con m

incognitas, que se expresa de forma genérica como

a1171 + a12w2 + a1373 + ... + a1y, = by
a21T2 + a2 + a32r3 + ... + apTy, = b
a31x2 + a3z2x2 + a33x3 + ...+ azpx, = bg

Am1T2 + Ama®2 + Q33 + . .. + @y = by,

donde z;, © = 1,2,...,n, son las incégnitas y a;; y b;, i = 1,2,...,my j=1,2,...,n, son valores
conocidos. Ademds de expresar un sistema de forma genérica, se puede expresar de forma matricial

como



3. Sistemas lineales 45

donde ~ _ o -
a1 a2 a3 ... Qip x1 b1
a1 a2 agz ... Qa2p i) bo
A= |a3s1 azxp azz ... a3 |, == |T3| y b= |bs

_aml Am2 am3 ... amn_ _xn_ _bm_

La matriz A se denomina matriz del sistema, b es el vector independiente y x es el vector solucion del
sistema. Dependiendo del sistema, puede existir un tinico vector o infinitos vectores & que resuelvan
el sistema, o que simplemente no tenga solucién. La solucién de un sistema lineal se puede relacionar

con el determinante de la matriz del sistema como se observa en el teorema 1.5.

3.1. Numero de condicionamiento

Dadas las grandes dimensiones que puede alcanzar un sistema lineal, se requiere del uso de
herramientas computacionales para poder resolverlo, sin embargo, el computador maneja un cierto

numero de cifras de aproximacién lo cual puede afectar al proceso de obtencién de la solucién.

Si se quiere determinar que tan cercana o que tan lejana esta la solucién exacta de la obtenida
de forma aproximada para un sistema lineal Ax = b, se define el vector error e = x; — x., siendo
x¢, la solucion real del sistema y z. la solucién aproximada. Asi, si e = 0 implicaria que z; = x..
Dado que en general no se puede calcular e, debido a que se no se conoce en general a x;, se debe
recurrir a calcular el vector residual r = b — Ax.. De la misma manera que en el vector error, si
r =0, z., es la solucién exacta del sistema. Aunque si el residual es bastante cercano al vector nulo

no implica que x. sea bastante cercano a x;.

Para analizar el comportamiento del error y el residuo, se hace mediante el valor de su norma,

esto es, |le]| = ||xs — x| y ||7]| = ||xc — @¢||. También se puede medir el error relativo de la solucién
del sistema
e —af| _ lef
; [l

Ejemplo 3.1. Considerando el sistema lineal

0.757 0.546| |=| [0.211
0.913 0.659| |y 0.254]
Si se soluciona con tres cifras de aproximaciéon mediante uno de los método mas conocidos, como es

el de eliminacion, se obtiene que . = 0.279 y y. = 0. Asi,

0.211 0.757 0.546| |—0.819 2.3 x 1074
r = —_ = y
0.254 0.913 0.659( | 0.500 7.27 x 1074
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por lo que 7|l = 7.625 x 10~%. De este sistema es facil ver que #; = —1 y 1 = 1 es la solucién

-1 —0.0819 —0.181
e = xt — :UC = — = s
[ 1 ] [ 0.500 ] [—1.500]

y asi ||e]|2 = 1.511, que al compararse con el valor del residuo no es tan pequeno.

exacta del sistema, pero

Al igual que analizar el vector error y el vector residuo, se analiza la solucién del sistema original
Ax = b, con los sistemas perturbados A(x + Az) = b, (A+ AA)(x + Axz) = b, 0o Ax = b+ Ab,

siendo AA, Aby Ab, una pequena perturbacién del sistema original.

Ejemplo 3.2. Considerar el sistema lineal Az = by Az = (b + Ab), donde

0
-1 4 4 0 0.5 0
4 -2 4 4 2.9
A= , b= y Ab=10
4 4 -3 4 6.775 01
0 4 4 -4 1.4 ‘
L 0 -
La solucién exacta del sistema Ax = b es
1
| o5
—0.125]
0.1
mientras que la solucién aproximada de Ax = (b + Ab) calculada con la ayuda del software

MATLAB con el comando A\ b es

1.0056338028169
0.508450704225352
—0.132042253521127 |
0.105633802816901

&r1 =

En este caso los cambios pequenos en las entradas del vector b no han generado un pequeno cambio

Ax en la solucién. Si se mide el error relativo usando la norma 2 se obtiene que

[[z2 =z |l2 _ [[[ Az (]2 _

il Wil

Ahora realizando los mismos cédlculos pero con la matriz del sistema

1 1 1
L3 3 1 1
L1 1 1 )
_ |2 3 4 5 —
H=11 1 1 1| yb=1,]"
3 4 5 6
1 1 1 1
15 6 7 4
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se obtiene que la solucién del sistema Hx = b es

—64
900
—2520
1820

)

mientras que la solucién del sistema perturbado Hx = b + Ab es

—40
630
—1872
1400

L1 =

Midiendo el error relativo de la solucién usando la norma 2, se obtiene que
[z - (2 _ Il Az (]2
I ]2 Il 2 [[]2

En este caso hubo un aumento considerable en el error relativo con respecto al sistema anterior,

= 0.252.

por lo cual las pequenas perturbaciones en el vector independiente del sistema pueden afectar a la

solucion del sistema original.

Las perturbaciones de un sistemas suelen suceder, por el manejo de cifras de aproximacién del
computador y por tanto las entradas del vector b o de la matriz A tienen perturbaciones e incluso
los métodos que se usan para determinar la solucién del sistema también generan perturbaciones

en el vector solucién x.

Por tanto si se considera el sistema Ax = b, el efecto en la solucién del vector & de un cambio
Ab en la entrada del vector b, podria venir de errores de redondeo asociados con la entradas de
datos o por una actual perturbacién del vector b. El resultado del sistema Ax = b + Ab, tendra
una solucién x; + Ax para el cual AAx = Ab. Ahora Az = A~'Ab y usando las propiedades de

normas matriciales se tiene que

[Az|| < [|ATAb|| < [A7][|Ab],

1 _ Al
Joll = Az < AT el — o < g
Multiplicando estas dos inecuaciones se obtiene
[Az| -1 ATl —1y 1AY]
<[ A= [[[[[ Ab ] =[[I A HHITA= ] :
]| 111 B

Asi, el intervalo donde se encuentra el error relativo depende en gran medida del factor ||| A ||||||
A ||I71, dado que el error relativo no es muy grande. Esto quiere decir que si ||| A |||[|]| 4 || 71, es
muy pequeiio el error relativo también lo es y en caso contrario podria ser muy grande este valor.

A continuacién se define el factor mencionado.
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Definicién 3.2. (Numero de condicionamiento). El nimero de condicionamiento de una matriz A,

con respecto a la norma inducida ||| - |||, es definido como
k(A) =l AlIITATH I

Se puede observar que es posible obtener una cota para el nimero de condicionamiento, indepen-

dientemente de cualquier norma inducida. Por la propiedad de consistencia de una norma matricial
V=[] TIlI=(1T AATHI<IT AT AT [ll= k(A).

Por tanto para un sistema lineal Ax = b se dice que es bien condicionado si el nimero de condi-
cionado es cercano a uno y mal condicionado en caso contrario, es decir, si esta muy alejado de

uno.

Ejemplo 3.3. Tomando la matriz A y la matriz H del ejemplo anterior, si se calcula su condicio-

namiento con respecto a la norma 2 se tiene
ko(A) = 3.808 y ko(H) = 15513.738,

por lo cual el sistema Ax = b, es mejor condicionada que el sistema Hx = b y de hay porque

los valores tan grandes en el error relativo de la solucién.

A continuacién se presenta un teorema que relaciona el error relativo de la solucién del sistema

con el nimero de condicionamiento.

Teorema 3.1. Six* es solucion real del sistema Ax = b, entonces la solucion del sistema perturbado
Ax = b+ Ab es x* + Ax*, que satisface la siguiente desigualdad
| Az (IR
(e 1o
Demostracién. Sea x* la solucién del sistema Ax = by x*+ Ax la solucién del sistema perturbado
Ax = b+ Ab entonces,

I 80|
151

<IITA A= I

A(x* + Azx) =b+ Ab = Az" + AAx = b+ Ab.

Puesto que de Az* = b se obtiene que AAxz = Ab, se deduce que Ax = A~'Ab. Usando los

resultados anteriores, se tiene

LAl
] =)

1Az|| <[[| A7" ]| [|Ab]. (3.1.2)

1ol <[l A} ) — il (3.1.1)
Multiplicando las desigualdades (3.1.2) y (3.1.2) se deduce la desigualdad.

| Az ||
(A

1y ITAB]]
<[l AIA™ ) el = k(A)

I 80|
o]
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El teorema anterior, nos muestra como una perturbacion en el vector b puede cambiar la solucién
del sistema lineal Ax = b, el cual depende del valor de condicionamiento que la matriz del sistema
posea. Cabe aclarar que las pequenas perturbacion en b pueden ser por el redondeo de cifras que se

aplican cuando se ingresan los datos.

El siguiente teorema describe como un cambio en las entradas de la matriz A, es decir, la matriz

A+ AA pueden afectar la solucién.

Teorema 3.2. Sean A y A+ AA € R™" matrices cuadradas no singulares. Si Ax =b y (A+AA)
(x + Ax) = b. Entonces

Al _ o 1AL
ITl| 7Tl

Ax
n””u— HAIIA~Y

Demostracién. Partiendo del hecho de que (A + AA) (x + Azxz) = by Az = b se cumple que
Ax + AAx + AA(x + Ax) = Ax,

es decir,
Az = —A'AA(x + Ax).

A partir de esta igualdad y por las propiedades de las normas matricial, se tiene

- 1Al
1Az ] <[[] AT AA ] (2 + Az =[I] A" [l AT I AA (2 + Az).
Multiplicando esta inecuacion entre ———— se obtiene la desigualdad
[(z + Az)|
IIACBH 1 HAAL [1AA]]
< ([ AHHHTA= I = k(4) -
|l + Az I[All II1All

Este resultado no nos muestra una cota superior del error relativo del sistema, pero si nos indica
la del error relativo del sistema perturbado, el cual de forma andloga de lo expuesto en el teorema
3.1, depende del condicionamiento de la matriz del sistema. Este resultado no nos provee informa-
cion del sistema original, sin embargo servira para el siguiente teorema, que es un mejor resultado

que este.
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Teorema 3.3. Sea A € R™™ "™ una matriz cuadrada de orden n no singular con Ax = b y sea AA
una perturbacion en A con (A+ AA)(z + Azx) =0b. Si |||[A7Y|||||AA]|| < 1, entonces

l1aAl
Nzl _ k(A ma

=7 MAAT -
]| 1— k(A=

Demostracion. Por la prueba realizada en el teorema 3.2, se deduce que
Azl <[[| AT I AA ] [[(z + Az)].
Aplicando la desigualdad triangular a ||(x + Ax)|| se tiene

1Az <[[| A7 T AA N Iz + Ax) || <[[| A7 T AA ] [lel] + | All,

en consecuencia

_ _ _ AA
IAal(1= 1] A~ 0 A4 1) <114~ 101 A4 1 el =147 g4 (Bl ta

Por la hipétesis del problema, ||| A7 [[|||| AA |||< 1, lo que implica,
L= [T AT I A4 > o.

A partir de esta desigualdad se concluye que

. Il a4l . Il A4l
A A A A 24l
ey M7 AN B At G
x|l — 1—1|| A1 AA AA
e AL~ ace g L2AT
4Tl
Il A4l
k(A ———=
_ M)
— AT
LR

Este resultado nos indica que si el error relativo en A es pequeno y el k(A) no es demasiada
grande, el denominador de es cercano a 1. En conclusién el error relativo respecto a la la solucién
del vector x, al error relativo en A es acotado por vk(A), donde 7 es una constante del orden de la

unidad.

3.2. Meétodos directos

Los métodos directos se utilizan para resolver de forma exacta un sistema lineal y se conoce el

namero de pasos necesarios para ello. El niimero de operaciones que realizan depende del tamano
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de la matriz del sistema. Una de las caracteristicas de estos métodos es que en general utilizan
operaciones elementales por fila para convertir el sistema lineal a un sistema triangular, es decir,
un sistema donde la matriz del sistema es triangular superior o inferior, con el fin de que se puede

despejar las variables de las ecuaciones de los sistemas y encontrar su respectiva solucién.

Entre los métodos directos que se van a tratar en esta seccién, son: eliminaciéon Gaussiana,
factorizacién LU y la factorizacién de Cholesky. Los temas que se van a centrar de estos temas son
en sus algoritmos, teoremas que garantizan su aplicabilidad y en el costo computacional que estos
conllevan. Entre las operaciones elementales, se resalta que la permutacién, se estudiard de forma

superficial.

3.2.1. Eliminacion Gaussiana

La eliminaciéon Gaussiana es uno de los métodos mas conocidos e introductorios para abordar
métodos directos. El método se basa en que a partir de una matriz A € R™*", se realizan ope-
raciones elementales por filas para obtener una matriz triangular superior U. El algoritmo de este
proceso es muy conocido y se puede encontrarse en [12]. Cuando la matriz A es cuadrada, se puede

. , . . . . . 3
deducir que el nimero de multiplicaciones que se realizan en el algoritmo es cerca de -

Ejemplo 3.4. Dado el sistema
1 —dxo =1
201 + w2+ w3 =1
3x1 — 210 + 329 = 1.

Aplicando eliminacién Gaussiana a la matriz aumentada [A[b] asociada al sistema se tiene

1 -5 0] 1
1 -5 01 S 1 =5 0] 1
2 1 11 23:‘211? P B el (AR E I N
2 - 1 2 R — =2 R. 1
3 -2 3|1 eTmRTE g o 2| _s
0 13 3| -2

De lo anterior, el sistema dado, se convierte en el sistema

.1'1—5.1'2:1
11m2+a;3:—1 5
0. _ 9
18 = 711

y como la matriz del sistema es triangular se despeja la iltima variable x3 y posteriormente xo
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y x1. De esta manera, la solucién del sistema es

En este ejemplo, al realizar el proceso de eliminacién Gaussiana el sistema original se transfor-
ma en un sistema triangular superior. El proceso de resolver dicho sistema, se basa en despejar las
variables, empezando desde la ultima ecuacién del sistema hasta la primera y se denomina back
substitution. Ahora se dard a conocer el concepto de pivotes que es fundamental para poder aplicar

la eliminacién Gaussiana.

Observacion 3.1. Los elementos en la diagonal utilizados en el proceso de la eliminacion Gaussiana,
se conocen como pivotespivotes. Si los pivotes son cero el método de eliminacién Gaussiana falla y
por ello es necesario realizar una operacién por filas de tipo 3, es decir un intercambio de filas para

continuar dicho proceso. A este proceso se le conoce como Eliminacién Gaussiana con pivoteo.

3.2.2. Factorizaciéon LU

Retomando los preliminares del capitulo 1, para realizar una operacion elemental a las filas de

una matriz A € R™*", se multiplica a izquierda por una matriz elemental adecuada FE, esto es

Si I es una matriz elemental de tipo 2, es decir, una operacién de fila elemental R; < kR; + R;,
con 7 < j, entonces la matriz elemental F; ; es una matriz triangular inferior, en el cual la diagonal

principal son unos, y los elementos debajo de la diagonal esta formado por los pivotes.

Supongase que no se necesita intercambio de filas en la eliminacién Gaussiana de A para llegar

a una matriz triangular superior U. En este caso se tendria
EivmBEi-1m—1...,E23E22F10A=U,

donde | = max(m,n).

Ahora se debe tener en cuenta, que:

= Kl producto de dos matrices triangulares es una matriz triangular inferior.

» La inversa de una matriz triangular inferior no singular es una matriz triangular inferior.
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A partir de lo anterior
Ly =E.E. ... E3E>FEq,

es una matriz triangular inferior. De igual forma forma la inversa de una matriz no singular

triangular inferior es también triangular inferior, entonces se sigue que
A=L7'U=LU.

Por tanto A es un producto de una matriz de una matriz triangular unitaria inferior L y una matriz
triangular superior U. Se asegura que la matriz L es unitaria dado que la inversa de una matriz
triangular no singular se puede realizar mediante eliminacién Gaussiana, sin intercambio de filas
y se obtiene una matriz diagonal D, pero como los elementos de la diagonal de L; son unitarios

entonces D = I y por tanto L1_1 es triangular inferior unitaria.

A esta factorizacién se la conoce como factorizacion LU de la matriz A. Sin embargo, si en
el proceso de eliminaciéon Gaussiana aparece a; = 0, para alguno ¢ = 1,...,n — 1, entonces no es

posible realizar dicha factorizacién sin intercambio de filas.

Reciprocamente si A = LU, donde L es triangular inferior unitaria, entonces L='A = U, donde
la matriz triangular inferior L=! es un producto de matrices elementales de tipo 2 y A puede ser

reducido a U sin intercambio de filas.

A continuacién se presenta un teorema para garantizar algunas condiciones sobre la factorizacién

LU de una matriz A y sobre la unicidad de dicha factorizacién.

Teorema 3.4. Una matriz A € R™™ tiene una factorizacion LU siy solo si no requiere intercambio
de filas en la eliminacion Gaussiana de A, para llegar a una matriz triangular superior. Si A es no

singular la factorizacion es unica.

Demostracién. La primera parte ya fue probada. Falta probar la unicidad de la factorizacién.
Sea A € R™"™ no singular tal que A = L1U; = LoUs, donde L; y Lo son dos matrices triangular
unitarias inferiores y Uy y Us son matrices triangulares superiores respectivamente. Dado que A
es no singular, Ly Ly U’ ! existen y multiplicando a izquierda por Ly L'y derecha por U’ Len la
igualdad anterior, se obtiene que

Ly'Ly = DUyt

Ademsds L, 11,1 es una matriz triangular inferior y UU; 1 es una matriz triangular superior, en
consecuencia la inica manera de que sean iguales es que Lo L,y UU ! sean matrices diagonales.
Pero L, 1 y L1 son matrices unitarias entonces Ly 1L1 = I. A partir de eso Ly = L1 y de igual forma
Uy, = Us.
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Antes de poder realizar el algoritmo de la factorizacién LU de una matriz A € R™*", es necesario

encontrar la matriz L = Lfl de dicha factorizacion. Para ello se puede notar que
—1 72 —17-1
L=L, "L, o...Ly L]

siendo L; = F; j41F; ;49F; ;42 para ¢ = 1,2,...,n — 1 un producto de matrices elementales resul-
tantes de realizar operaciones elementales en la filas de A. Es decir que L;, es de la forma

0
I 0
0
L= 10 0 1 0 0],
—liv1
0 : I,
L _ln,i i
donde l;, k = i+ 1,...,n son los pivotes para anular los elementos debajo de la diagonal de

la columna i-ésima. Ahora, si se realiza en L; una operacién elemental de fila de tipo 2, R; —

—kijR; + R;, para transformar L; a la identidad I, se comprueba que

0
I 4 0
0
L7'=1o0 0 1 0 0
liv1,i
0 : I
L ln,i i

De esta manera, para el producto L = L;ilL;iQ .. .Ll_1 se observa que es de la forma

1 0 0 ... 0
—l19 1

L= |-liz —ls
—l o —lgn ... 1]

El algoritmo de la factorizacion LU, igual que con la eliminacién Gaussiana es muy conocido y

se puede encontrar en [12].
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Solucion de un sistema usando la factorizacién LU

Sea el sistema lineal Ax = b. Si se tiene la factorizaciéon LU de A, entonces el sistema Ax =

L(Ux) = b se puede transforma a la solucién de dos sistemas triangulares
Ly=b y Uz =1y.

El sistema triangular Ly = b se resuelve despejando las variables, cuyo proceso se lo denomina
forward substitution y es similar al proceso de back substitution, pero con la diferencia de que se

inicia despejando las variables a partir de la primera ecuacién hasta la dltima del sistema.

Luego de resolver el sistema triangular Ly = b se prosigue a resolver el sistema Uz = y me-

diante el proceso de back substitution, donde se encuentra la solucién del sistema original Ax = b.

Obsérvese que el numero de multiplicaciones necesarias para resolver un sistema mediante la
factorizacién LU sigue siendo cerca n®/3 multiplicaciones, dado que el proceso de back substitution

mas el proceso forward substitution nos da cerca n? multiplicaciones.

Ejemplo 3.5. Retomando el sistema lineal del ejemplo 3.4, al aplicar la factorizacion a la matriz

del sistema, se obtiene que

1 0 0 1 -5 0
L=12 1 0 y U=0 11 1
13 20

3 17 1 0 0

A partir de esto se sigue con resolver los sistemas triangulares

y1 =1 x1 —dre =1
2 tys =1 y 1lze + 23 = yo
3y1+ By +ys =1 Dy = ys.

Resolviendo el sistema asociado a L, mediante forward substitution, se obtiene

Con este vector se puede resolver el otro sistema triangular mediante back substitution para encon-

trar la solucién del sistema original, que es
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Observacién 3.2. Como se puede apreciar en el ejemplo 3.5, se ve la independencia de la matriz del
sistema con el vector independiente, ya que tinicamente se lo aplica cuando se obtiene los sistemas
triangulares. Esto quiere decir que se puede resolver varios sistemas lineales que tengan la misma
matriz del sistema, dado que solo se realizaria una vez el proceso de la factorizacion LU y el proceso

de solucion se realizaria varias veces, pero este es de menor costo.

A continuacién se muestra un teorema que garantiza la eliminacién Gaussiana sin necesidad
de realizar pivoteo, ya sea por aminorar los problemas de redondeo de cifras o por la aparicién de

elementos nulos en la diagonal.

Teorema 3.5. Si una matriz A es S.D.P, entonces la eliminacion Gaussiana puede realizarse sin
pivoteo. Después de que las primeras k columnas han sido reducidas, entonces la matriz de orden
n—kxn—k que se forma en la esquina inferior derecha es siempre S.D.P. Ademds , A es nosingular

con det(A) > 0 y el mas grande elemento de A, en valor absoluto, aparece en la diagonal.

Demostracién. En primer lugar se puede observar que si P es no singular, entonces PAPT es

definida positiva, ya que para cualquier & # 0 € R"
2T PAPTx = (PTx)APTz > 0.

También como A es definida positiva, los elementos en la diagonal son positivos. Esto se comprueba

si se toma un vector z =e; = (000...1... 000)7, entonces

at;
a2;
T T| -
e; Ae; = e; = a; > 0.
Qi
—ain—
Por tanto como a; # 0, ¢ = 1,2,...,n se puede realizar la reduccién de la primera fila de A sin

intercambio de filas. Sea P la matriz que describe la operacion de fila usada para reducir la primera
fila de A. Entonces P es una matriz triangular inferior unitaria de la forma

(1| o
pP= ,
& Infl ]
por lo cual,

ail r

PA =
o |4

)
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donde Ag) € R"1*7~1 g5 obtenida al realizar la reduccién de filas de la primer fila de A. Ahora

realizando el producto PT AP se tiene

T ail r 1 ‘ ! ail ‘ CLUCT +r
PAP" = ) = R
AL 0| Iy 0| A§
. ail 0
0o [A®
El vector aj1c¢” +7 = 0, ya que A es simétrica, Row; A = (Col; A)T y el hecho de que c es el vector
p
que contiene a los pivotes para reducir la primera fila de A, es decir, ¢; = —A, parat=2,3,...,n.
ail
a
Cémo la matriz [ = @ ] es definida positiva, la submatriz A§22) es definida positiva tam-
22

bién. Esto se prueba utilizando un vector y = (0 )7, con & # 0 € R"~! y al realizar la operacién

yl Ay = :I:TAg)a: > 0.

, 22 . . . . o .
Ademas de ser Aég ), definida positiva también se verifica que es simétrica, puesto que para cualquier

1,7 =1,2,...,n se tiene que

ajiaqn a1a;
A—#—entﬁA—L’

A2 _ g
enti;Ayy = enty; an o

= entﬂAg) .

De lo anterior, mediante induccién sobre el tamano de la matriz A, se prueba que A puede realizarse
sin pivoteo y se obtiene la factorizacién LU de A. También las entradas de la matriz U obtenidas
de la eliminaciéon Gaussiana sin pivoteo son positivas, por el hecho de que se forman submatrices
en la esquina inferior derecha que son S.D.P y por tanto los elementos de la diagonal son positivos.
De este hecho

det(A) = det(L)det(U) = u11ugz . . . Uny > 0.

Para probar que la matriz A es invertible osea, no singular, se utiliza el teorema 1.5, que nos
garantiza de que si el sistema Ax = 0 tiene como solucién tnica & = 0, la matriz A es invertible.
Entonces si se supone lo contrario, es decir, que A es singular implicaria que existe un  # 0 € R",

T

tal que Az = 0 y si se multiplica a izquierda por ' a ambos lados de la igualdad, se obtendria que

2T Az = 0, lo cual contradice el hecho de que A sea S.D.P.

Por 1ltimo para determinar que el méximo valor de las entradas de A en valor absoluto se
encuentra en la diagonal, se supondra lo contrario. Asi, supongase que existe un a;; = a;; > 0, para

algin i # j, 1 <i,n < n, es la entrada de A con el mds grande valor absoluto. Entonces si se toma
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T = e; — e; se tiene

ayj — ay;

agj — az;

Qij — i

T o T J o ..
x' Ax = (e; — ;) = aj; — aji — a;j + a;
Ajj — Aji
L&jn — Qin |
=aj; + ai — 2al~j <0, (CLij = aji)

lo cual es una contradiccién, ya que A es S.D.P. Por otro lado si se supone que aj; = a;; < 0 es
el elemento de A con el valor mas grande en valor absoluto, entonces de igual forma si se toma
T = e; + ej, se obtiene que
T
x Aa::au+a¢j—|—aji—|—ajj < 0,
lo cual es de nuevo una contradiccién. Por ello el mas grande elemento de A debe aparecer en la

diagonal.

Factorizacién de Cholesky

Al aplicar la factorizaciéon LU de una matriz A se necesita trabajar con la matriz L y la matriz
U o la forma compacta de la factorizacion, esto es almacenando todo en un sola matriz. Sin embargo
con la factorizacion de Cholesky, que es una variante de esta factorizacion, la cual la matriz A se la
puede expresar como A = LLT, siendo L una matriz triangular inferior con elementos en la diagonal
positivos, nos permite trabajar inicamente con una sola matriz.

Un caso particular donde se asegura la factorizacion de Cholesky es cuando la matriz es S.D.P.
En efecto, por el teorema 3.4, si A es S.D.P a tiene factorizacién LU sin realizar pivoteo A = L1Uj.

Debido a la simetria de A se cumple que
LU, = (Lot =t LY.
Multiplicando por U, T 4 izquierdo por Ll_1 y a derecha por Ll_T se tiene
ULy =L7tut

Pero U1L1T es triangular superior y Ll_lU T es triangular inferior. Entonces la tnica forma para que

sean iguales es que U; L1 = D, donde D es una matriz diagonal, cuyos elementos en la diagonal son
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positivos, ya que los elementos de la diagonal de U; y Lfl son positivos (Teorema 3.4). Despejando
Ui se obtiene que Uy = DLlT. Por lo tanto, A = LUy = LlDLlT.

Como D tiene elementos en la diagonal positivos entonces D = D%D%,

donde Dz = Dy{\/di1,\/da, .., \/dnn}. Asi, A = LyD2D2LT = LLT, donde L = L, D2, es una
matriz triangular inferior y tiene elementos en la diagonal positivos, dado que Ly y D3 también
tienen elementos positivos en la diagonal. Ademds dicha factorizacién es dnica, ya que por el teore-

ma 3.4, se garantiza la unicidad de la factorizacién LU y por tanto L; es tnica por lo cual L es tinico.

A continuacién se muestra un teorema que garantiza la factorizacién de Cholesky, el cual se

puede encontrar en [12].

Teorema 3.6. Una matriz A € R"*" es S.D.P, si y sdlo si hay una inica matriz triangular inferior
L, con elementos en la diagonal positivos tal que A = LLT. A esta factorizacion se la conoce como

factorizacion de Cholesky.

Demostraciéon. Anteriormente se probd que si A es S.D.P, implica que A tiene factorizacién de
Cholesky. Ahora falta probar el reciproco. Entonces si se supone que A tiene factorizacién de Cho-
lesky, esto quiere decir que A = LTL con L una matriz triangular inferior con elementos en la

diagonal positivos. A partir de esto si se toma un & # 0 € R” se tiene que
xl Az = ¥ Ax = 2" L" Le = (Lx)T (Lx) = || L2 > 0,

lo que nos indica que A es definida positiva y ademéas dado que (LLT)”T = LL”, se concluye que A
es S.D.P.

Ya se ha probado que si A es S.D.P tiene factorizacién de Cholesky, pero daremos una prueba
alternativa con el fin determinar las entradas la matriz L y asi obtener el algoritmo de la factoriza-
cién de Cholesky. Para ello, se va a realizar la prueba mediante induccién sobre el orden n de las

matrices cuadradas S.D.P.

Para n = 1, se observa que A = /a1 /a11 = LT L. Suponiendo que el teorema se cumple para
matrices S.D.P cuadradas de orden k = 1,2,...,n — 1, se va a determinar que se cumple para

matrices cuadradas S.D.P de orden n.

Ay | A
A21 Ann
demuestra tomando el vector y = (x 0)”, para cualquier & # 0 € R"™! se comprueba que

Sea A = € R™" S.D.P, donde Aj; € R"1*"~! y es también S.D.P, esto se

yTAyT = 2T Ajjz > 0.
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Asi, por la hipétesis de induccién A1 = L11LF{1, donde L7 es una matriz triangular inferior con en-

L1 |0
1 , entonces A = LLT es equivalente
L21 xr

tradas positivas en la diagonal. Si se asume que L =

LILT — Ln ‘ 0 ] Ly ‘ L2Tl _ L11L1T1 ‘ L11L2T1
Loy ‘ x 0 ‘ T Lo LT ‘ L1 L3, + a?
| An | Ar
| Ay Qnn ] '

De esta tltima ecuacion se puede apreciar que Lo esta determinada tinicamente con la solucién

del sistema triangular LHLQT1 = Aj2 y que x esta determinado por la ecuacion Lgngl + 22 = ann,

es decir, que x = +1/apn — L21L2Tl. Se obvia el signo negativo ya que las entradas de la diagonal
son positivas. Para ver que z es bien definida se usa el hecho de que det(A) > 0 ( teorema 3.5.)

Entonces
det(A) = det(L)det(LT) = (zdet(Lyy))(zdet(L1)))

= a:2det(L11)2 > 0.

Como el det(L11)? > 0, implica que 22 > 0 y asi = esta bien definida. En conclusién, la factori-
zacion de Cholesky esta tnicamente determinada por las ecuaciones anteriores y la unicidad de la

factorizacién de Cholesky de A1; dada por la induccién de hipotesis.
|

A continuacion se muestra el algoritmo 7, que retorna la matriz L del método de la factorizacion
de Cholesky.

Algoritmo 7 Factorizacién de Cholesky
Entrada: A € R"*" S.D.P

Salida: L € R™ " triangular inferior con elementos en la diagonal positivos

1: parai=1,2,...,n hacer

2: parai=1,2,...,k— 1 hacer

@

i—1
—1
api = Ui = 1 | awi = Y Lijlig
J=1
4: fin para

5: Akl = lkk =

6: fin para
7. devolver L = A
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El algoritmo 7, se aprecia que al contabilizar el nimero de multiplicaciones, se realizan cerca
de n3/6 multiplicaciones, con lo cual se reduce la mitad que lo realizado con los algoritmos de la
factorizacién LU con y sin pivoteo. Por lo tanto es importante determinar si la matriz es S.D.P. Ya

encontrada la factorizacién se recurre a resolver los sistemas triangulares
Ly=b, Liz=uy.

Debido a la importancia de conocer si una matriz es S.D.P a continuacién un teorema que garantiza

que la matriz es S.D.P si es diagonalmente dominante.

Teorema 3.7. Si una matriz A simétrica, es estrictamente diagonalmente dominante y tiene en-

tradas positivas, entonces A es S.D.P

Demostracion. Para realizar la demostracion se probard que se puede proceder la eliminacion
Gaussiana en A sin intercambio de filas y por tanto la factorizacién LU es tunica, (teorema 3.4)

implicando la factorizacién de Cholesky. Para ello se utiliza el principio de induccién sobre n.

Si k =1, entonces con L = \/aiy, A = (a11) = LLT y esta factorizacién es tinica. Suponiendo
que se cumple el anterior resultado para k =1,2,...,n — 1, se va probar que se cumple para k = n.
Se Considera una matriz A € R™"™ que cumple con las hipétesis del teorema. Dado que A es
simétrica y diagonalmente dominante, a1 es el mas grande elemento que cualquier otro fuera de la
diagonal respecto a la primera fila y primera columna de A. Asi, aplicando eliminacién Gaussiana

en la primera columna de A se tiene que

A— A=

donde 4; € RP—1xn—1 y ai 2. = (@12 @13 ... a1p). Con esto se mostrara que A; es también simétri-
ca, estrictamente diagonalmente dominantes y tiene ademas entradas positivas en la diagonal, esto

con el fin de aplicar la hipétesis de induccién.

Iniciando con la simetria desde que A es simétrica, para i,j # 1 se tiene que

;1
/ 7
entij(A ) = aij — 7&1]'
aii
Qis
_ J? _ /
= aji — —Aal; = entﬂ(A )
aii

Para ver que la matriz A; es diagonalmente dominante se considera la suma de los elementos fuera

de la diagonal en la columna k — 1 de A;. (estdn en la columna k de A’) Entonces se tiene

D Jenta(AN)| =

i=2,#k

a

21 a
A2k — — A1k
ail

asy nl
Qnk — a1k
ail

a3 — — A1k
ai

+ + .o+

I
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lo cual, por la desigualdad en R (V a,b € R |a —b| < |a| + [b]) y la propiedad de A de ser

estrictamente diagonalmente dominante para ¢t =1,2,...,n,

n

n
Jaiil = aii > Y lawil = (@i — ) > Y il

k=1,<i k=1,<i

se obtiene

aig

E lentin(A)| < (apk — |a1x| + o1 ‘(all — |ak1])
% ai
i=2,7#k

laxk||ak |
L — 10kllGk |
all

2
a
= apr — a—ﬁ = entpr(A') = ent_1p_1(A1).

Por lo tanto, A; es diagonalmente dominante con elementos positivos en la diagonal. Con este
resultado A; tiene factorizacion LU y se supone que es A1 = L1U;. Con esto, la matriz A se la

puede expresar como

A— all ‘ aj 2:n . ail ‘ aj.2:n
o] A4 | o] w
B 1 ‘ 0 arl ‘ ai o:.n
SlojLi [ o] n

Por lo tanto A tiene factorizacién LU sin pivoteo.

3.3. Meétodos iterativos

Se denomina métodos iterativos, aquellos métodos que generalmente mediante una serie no exac-
ta de pasos aproximan la solucién de un problema especifico, en nuestro caso aproximan la solucién
de un sistema lineal. Por los problemas de redondeo que se suelen presentarse a la hora de aplicar
los métodos iterativos, puede que el método no converja y se requiera utilizar otro método o aplicar

un precondicionamiento a la matriz del sistema.

A continuacion se mostraran algunos métodos iterativos derivados a partir del método iterativo

genérico y se introduciran algunos resultados que garantizan la convergencia de estos métodos.
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3.3.1. Método Genérico

Considérese una matriz A € R™*", la cual se la puede descomponer como
A=M—N,

donde M es una matriz arbitraria no singular y la matriz N se deduce de la diferencia entre M — A.
Esta descomposicién permite resolver un sistema lineal Ax = b, mediante un problema de punto
fijo x = ¢(x), donde ¢(-) estd definido como

o(x) = M~ 'Na + M~ 'b. (3.3.1)
Esto se comprueba ya que
px)=x=M'Nxe+M'b
=M YM—-Az+M'b
=x— M tAz+ M 'b

=xM (b Az),

lo que implica que 0 = M~1(b — Az) y por tanto se obtiene el sistema Ax = b.

La matriz M~ N que aparece en (3.3.1) recibe el nombre de matriz de iteracién. Con el problema
de punto fijo ¢(x) se puede construir un método iterativo el cual se base en generar una sucesién

de vectores {xy} a partir de un vector inicial xy, como
xpy1 = M YNz, + b).
Si se reemplaza N = M — A en a1, se obtiene
Xyl = x, + M (b — Axy). (3.3.2)

Esta 1ltima iteracidon es més utilizada en la préactica ya que involucra la matriz A del problema
original. El vector 7, = b — Axy, es el vector residual en la k-ésima iteracién. Cuando |rg|| — 0
implica que xr — @, por lo que nos servird como criterio para determinar cuando terminar el

método iterativo.

Observacién 3.3. El método iterativo genérico realiza un producto matriz por vector y ademas
requiere calcular la matriz M ~!, que son procesos de gran costo computacional. Es por ello que
es importante la escogencia de un M para el cual obtener su matriz inversa no sea tan costosa de

calcular.
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Dado que el método iterativo genérico estd determinada por la matriz M, si se denota como x*

la solucién exacta y por e = x* — x, el error de la k-ésima iteracién, se tiene

€yl = T — Tppy
=z* — M YNz + b)
=M YNz*+b) - M (Nxj +b)
=M 'N(z* — z41)
=M 'Ne
=M IN(MIN)k1leg
= (M~ IN)ke,.

Por tal motivo la convergencia depende de la matriz
MIAIN=MYM-A)=I-M"1A

Ahora se presenta un teorema que garantiza la convergencia del método genérico dada por la
iteracion (3.3.2).

Teorema 3.8. (Convergencia del método genérico) Sea A € R™™ que tiene la descomposicion
A=M — N, con M € R™" no singular, tal que

p(M~IN) < 1, entonces el método iterativo (3.5.2) converge para cualquier valor inicial .

Demostracion. Por las anteriores relaciones, se pudo deducir que para cualquier valor incial xq el

error ey satisface que

eri1 = M 'Nejpiq
= (M~ IN)keg,

por lo tanto se prueba el teorema si p(M~'N) < 1, implica que

lim (M~IN)* = 0.

k—o0

Sea A un valor propio de M 1NN, entonces existe un « # 0 € C” tal que
(M™IN)x = .
Si se multiplica a ambos lados a izquierda por (M N _l)k_1 la igualdad anterior, se obtiene que

(MN YL MN YDz = (MN " YHree = (MN~HE e
= M\ lg

= Nz,
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Sea || - || una norma vectorial y ||| - ||| una norma matricial inducida asociada a || - ||. Aplciando

ambos lados || - || en la igualdad anterior, se deduce que
IN el = [(A*[llll <1} A 1] [z,

de donde,
IAE <1 A" ]|

Por la hipétesis de que p(M~'N) < 1y por la desigualdad anterior
lim |A*| =0 — lim ||| A% |||=o0.
k—o00 k—o0
|

Observacién 3.4. Del teorema expuesto anteriormente, se puede ver la importancia del radio es-
pectral de la matriz de iteraciones M ' N, ya que entre mas cercana sea a cero el método convergera,

mas rapido.

A continuaciéon se muestran algunos métodos iterativos que se derivan a partir del método

genérico.

3.3.2. Método de Richardson

Como en le método genérico se debe calcular la inversa de la matriz M, lo que se desea es
tomar una matriz que sea sencilla de calcular este valor. El método de Richardson se basa en la

1
descomposicién M = —1I, donde € R — {0}. Asi, el método se define como
Q
Tpp1 = @+ M7y
=z, + a(b— Ax).

El siguiente teorema garantiza la convergencia del método con los valores de o y la propiedad de

ser estrictamente diagonalmente dominante.

Teorema 3.9. Sea A una matriz diagonalmente dominante cuyos valores propios son todos posi-
tivos, entonces la iteracion del método de Richardson converge para cualquier valor inicial g st y
solo 51 0 < a0 < 2.

Demostracion. Sea \; = 1,2,...,n los valores propios de la matriz A, los cuales son positivos. Si

se Supone ademas que estos valores estan ordenados del tal forma que

0<)\min:>\1<>\2<'”<)\n:>\max:p(A)‘
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Como M~™'N =1—- M~'A=1— oA, entonces

(I —aA)x =z — aAx
p(M7IN) = p(I - ad) = 1 — ap(A).

Sea r;, con i = 1,2,...,n los valores propios de la matriz M ~'N luego se tiene que
1—admar <7 <1—alpin, Vi=1,2,...,n.
Ahora para que se cumpla la convergencia, p(M~'N) < 1, entonces se debe cumplir que

—1<l—aMe v 1—alnin<l1,

con lo que se deduce que a < v a> 0.

)\ma:v

Del teorema mostrado, se puede apreciar que la idea para mejorar la rapidez del método de
Richardson, es buscar un ap # 0, tal que p(M ~1N) sea el mas pequeiio posible. Por la demostracién

anterior,
p(M_lN) = p(I — aA) = max{|l — amax|, |1 — amm|}-

De esto, oy debe satisfacer

Oéopt)\mé,x —1=1- aopt)\ml'na
2

Qopt =
v )\min + )\maaz

Para este oy €l radio espectral de M N 1 es

paopt (M_lN) = |1 - aopt)\min|

_| 2 \ B 2
B B )\max + )\mzn mn <aopt B )\mzn + Amax)
_q_ 2)\min <)\mzn + >\mm < 1)
Amam + )\mzn )\max + >\mm
_ Amaz — )\mzn
- Amam + >\mzn

A partir de este resultado se puede notar que:

1. Si Anaz €s muy grande con relacién a 1, p(M~'N) es muy cercana a 1 y por tanto la conver-

gencia no es rapida.
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2. Si A es S.D.P el condicionamiento de A estd dado por,

— )\max
k= ka(A) =[l| Alll2lll A7 [2=

Amin

)

ya que por un lado,

Il Allle= \/P(ATA = \/ oz (A%) = v/ Ny = A

y por otro lado, debido a que para cada valor propio A" de la matriz A~! existe un vector
ortogonal, z € C" (x’x = 1) tal que A~ lx = N, es decir & = ' Az, y por tanto = A\ \x,.

Multiplicando a la anterior igualdad por 2’ y despejando )\, se obtiene

1
—=\.
A

1

Con este resultado y de forma andloga como se calcul6 ||| A |2, se calcula ||| A7 ||[o=

)\min
A partir del valor k = kz(A) el radio espectral de MN~! es

A — A
M_lN _ J\maz min
p( ) )\max - )\mm

)\maac

-1

Amin _k_l
)\max+1 k41

)\min

(3.3.3)

3.3.3. Método de Jacobi

El método de Jacobi generaliza el método de Richardson, debido a que utiliza una matriz
diagonal, para intentar reducir un poco el radio espectral de la matriz iterativa M ~!'N. La idea de

este método es descomponer la matriz A de la forma
A=L+D+U,

donde L es estrictamente triangular inferior (I;; # 0, V i > j), D una matriz diagonal y U una

matriz estrictamente triangular superior (u;; # 0, V i < j).
En este método se toma a M como la diagonal principal de A, es decir,
M = D = diag{ai1, a2, ..., any}. De esta manera el método de Jacobi se define como

Tpy1 =T + M ry)

=x + D_l(rk),
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de donde
% 0 0 T1 %
Dilrk: % 0 ?".2 _ ;é
o ... .0 : :
0 0o ... a%z T a’”ﬁ

De lo anterior, se puede notar, que no se usa ningiin método para calcular la inversa de M y ademas,
ai; 20,1=1,2,...,ny —N = (L + U), que es equivalente a N = —(L + U).

A continuacién se presenta un resultado que garantiza la convergencia del método de Jacobi.

Teorema 3.10. Si A es una matriz estrictamente diagonalmente dominante, entonces la iteracion

asociada al método de Jacobi converge para cualquier valor inicial.

Demostracién. Por el método de Jacobi, la matriz de iteraciéon MN~! = D7IN~1 =T — D71A.

Entonces la matriz M N1 es de la forma

[1 0 ... 0 1 @2 G
ail ail
1 ... gL 1, 4
MN—I — 0 0 _ | a22 a22
1 an1 an2 1
—O 0 0 ann ann
i _a12 __ain
0 oy e .
_a21 _Q2n
| o0
__Qani __Aan2 .
-  Gnn ann 0

Calculando la norma infinito de ||| M !N ||« se tiene que

1207l = e (2] [ 92| o | 2] o [ 1)
i=1,..., i Qi Qi Qi Qi
n ..
= méx | <1,
z:l,...,nj;éi Qi

dado que por hipdtesis A es estrictamente diagonalmente dominante. De este resultado, si A es un

valor propio de M~'N y & € C™ un vector propio de M 1N, se obtiene
M ‘Nz = \z,
IM™INZ]|oo = [|A2]| o0 = [All|2] oo,
Mlizlloo <ITMTN [lloo 2] oo,
AL MTIN [flo< 1.

Por lo tanto p(M~'N) < 1y el método de Jacobi converge.
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Observacién 3.5. El método de Jacobi se lo puede escribir como
1 n
@r1(0) = @p(i) + — | bi — > agai(j)
(53 le
@ (1)a =
= ap(i) - "+ b= Y ayai(i) |,

Wi
w =it

que es equivalente a despejar la variable x; de la ecuacion i-ésima del sistema lineal Az = b, similar

al proceso de back substitution realizado en los métodos directos.

3.3.4. Método de Gauss-Seidel

El método de Gauss-Seidel tiene dos versiones
1. (Forward Gauss-Seidel). Este queda determinado haciendo M = L+ A y la iteracién nos queda

xpp1 = (L+ D) Yb—Usy) (3.3.4)

2. (Backward Gauss-Seidel). Este queda determinado haciendo M = D + U y la iteracién nos
queda
zpi1 = (D+U) ' (b— Lay) (3.3.5)

Cada iteracién se debe resolver un sistema lineal triangular y por lo tanto es mas costosa que
la de Jacobi.

A continuacién se presentan dos teoremas que garantizan la convergencia del método de Gauss-
Seidel (dos versiones) converge para cualquier valor inicial. Sin perdida de generalidad se considera

en las demostraciones el método de “Forward Gauss-Seidel”.

Teorema 3.11. Sea A una matriz estrictamente diagonalmente dominante, entonces la iteracion

de Gauss-Seidel converge para todo valor inicial

Teorema 3.12. Si A es una matriz simétrica definida positiva (s.d.p) entonces la iteracion de

Gauss Seidel converge para cualquier valor inicial.

La demostracién a los teoremas presentados puede encontrarse en [8].
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3.3.5. Método de SOR “Successive Over Relaxation”

Igual que el método de Jacobi que mejora la convergencia del método de Richardson, el método

de SOR, acelera la convergencia de los métodos de Gauss-Seidel.

La idea del método de SOR es utilizar un pardmetro w en cual debe ser escogida de forma

adecuada para garantizar la convergencia del método. Este método inicia multiplicando el sistema

original Az, por el parametro w, es decir, wAx = b. Luego se realiza la descomposicion A = L+D+U

es
wA=w(L+D+7U)

=wL+D—D+wD+ wU
= (D+wL)+ ((w—1)D + wU).

Con esto la descomposicion A = M — N, siendo

M:%(D+wL): <3+L> v Nz—%((w—l)D—HuU): (i}—l)D—U.

El método iterativo de SOR nos queda de la siguiente manera

xp1 = M Nz, + M~ 'b,

1 \Nt//1

1 1
<L+D>wk+1: <<—1>D—U>mk+b.

w w

Observacion 3.6. Si w =1, la iteracion de SOR nos queda

(L—{—D):C]H_l =—-Uxp,+b=b—Uxy,

(3.3.6)

que es el método de Forward Gauss-Seidel y de forma andloga se obtiene el método de Gauss-Seidel

back substitution, ya que de (3.3.6), wA se lo puede expresar también como
wA = (D+wU)+ (wL + (w—1)D)

ysetomaM:U+%DyN:((i—l)D—L).

Ahora se muestran algunos resultados que garantizan la convergencia del método de SOR.
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Lema 3.1. (Kahan). El radio espectral de la matriz de iteracion, M—'N, del método SOR satisface
la siguiente igualdad
p(M7IN) > |1 = wl.

En consecuencia el método diverge si w € (—oo,0] U [2, +00).

La demostracién al lema puede encontrarse en [8].

3.4. Precondicionamiento

Aunque los métodos vistos para resolver sistemas lineales tedricamente garantizan la convergen-
cia a la solucién, todos son propensos a que por problemas de redondeo el método diverja o sufra
una convergencia lenta para problemas que surgen de las aplicaciones en los que el sistema estd muy
mal condicionado o las entradas son muy grandes. Con la ayuda del precondicionamiento se puede

mejorar o resolver estos problemas.

Un precondicionamiento significa transformar el sistema lineal original hacia uno que tenga la
misma solucién pero el cual sea mejor condicionado y asi aumente la posibilidad para determinar

una solucién con un método iterativo o uno directo.

Para realizar un precondicionamiento es necesario encontrar un precondicionador que es una
matriz M, la cual puede ser definida de diferentes maneras pero debe satisfacer unos requerimientos

minimos que son

= Que M no deba ser tan costosa para resolver el sistema Mx = b, esto es debido a que los
algoritmos precondicionados requieren en algunos casos un sistema solucién con la matriz M

en cada paso.
= M debe ser cercana a A en algin sentido y esta debera ser claramente no singular.

Cuando se tiene el precondicionador M hay 3 maneras de aplicarlo a un sistema Ax = b. El

precondicionamiento puede ser aplicado a la izquierda, que nos da el sistema precondicionado
M~'Az = M 'b.
Alternativamente, puede ser aplicado a la derecha
AMlu = b, x =M tu.

Lo anterior requiere hacer el cambio de variable u = M y resolver el sistema con respecto a u.

Finalmente, otro caso es cuando el precondicionador esta factorizado en la forma

M = My MR,
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donde, generalmente My, y Mg son matrices triangulares. En esta situacién, el precondicionamiento
puede ser dividido
-1 -1 —1 -1
M; " AMp u=M;"b x = Mp u.

Es importante preservar la simetria cuando la matriz original es simétrica, entonces para este
caso, el precondicionamiento dividido es obligatorio. Sin embargo hay otras maneras de preservar la
simetria, o més bien tomar ventaja de la simetria, incluso si M no es posible de factorizar. Esto se
observa al aplicarlo al método del gradiente conjugado (CG) y en el método gradiente biconjugado

BCG que se abordara en el capitulo 4.

3.4.1. Precondicionadores del método genérico

Como se ha visto, la forma genérica de los métodos iterativos para resolver un sistema Ax = b
es de la forma xj.; = M~'Nxj, + M~'b, donde A = M — N. Esto también se lo puede expresar
de la forma

T = Gz + f, (3.4.1)

donde f=M"1b y
G=MI'N=M'YM-A)=I-M"1'A
Asi, para los métodos visto como Jacobi, Gauss Seidel y SOR, se tiene que
Gja(A)=1-D714,
Gas(A)=1—(L+ D)7 'A,
Gsor(A)=1— (L + ;D) A.

Si se observa la expresiéon (3.4.1), cuando & = x, converge a la solucién es decir, se presenta una
iteracién de punto fijo, entonces
x =Gz + f,

(I -Gz =,

pero
G=I-M"1A y f=M"p,

por lo que se obtiene

M~tAx = M~ 'b.

La ultima expresion nos quiere decir queel M = D, M =L+ D,y M =L+ %D de los métodos de
Jacobi, Gauss Seidel y SOR respectivamente actdan también como precondicionadores al sistema
Ax =b.



Capitulo 4

Métodos del Gradiente

Dada la importancia que tiene la resolucion de sistemas lineales, un trabajo constante ha sido
la busqueda de métodos tanto directos como iterativos que permitan obtener su solucién o una
aproximacion de estas de forma mas rapida y eficiente. En el ano de 1950 se empez6 a tratar con
un método que se conoce hoy en dia como el método del gradiente conjugado, cuyos pioneros fueron
Hestenes y Stiefel [18], sin embargo, el interés actual se enfoca en el cardcter iterativo de este méto-
do, el cual fue planteado por Ried (1971). Este método se aplica especificamente a sistemas lineales
de la forma Ax = b, donde A es simétrica definida positiva (S.D.P). Para abordar més casos donde
A no es simétrica se ha creado una versién mas general de este método conocido como gradiente
biconjugado. Ademds de otras versiones mas eficientes respecto a la rapidez de la convergencia que

es el método gradiente biconjugado cuadrado [28] y el gradiente biconjugado estabilizado [31].

La caracteristica de estos métodos es la presencia en gran medida de producto matriz por vector
y ademads en el caso de que la matriz del sistema sea S.D.P se garantiza la convergencia a lo mas en
n numero de pasos o iteraciones, donde n es el orden de la matriz A. Sin embargo, puesto que como
se maneja aproximacién de cifras, en algunas ocasiones, el método no funciona de forma exacta a
como se esperaria que lo haga. Para mejorar estos métodos de gradientes se utiliza en muchos casos

precondicionadores que permiten mejorar el error y la convergencia de estos.

En este capitulo se abordaran los métodos de gradiente, que se mencionan a continuacién:
el gradiente conjugado (CG), el gradiente biconjugado (BCG), el gradiente conjugado cuadrado
(CGS) y el biconjugado estabilizado (BICGSTAB). Ademé&s como se explicé en el capitulo 3,
para acelerar la convergencia de los métodos se utilizaran precondicionamientos de forma implicita
en el algoritmo del CG y en el BCGQG, utilizando el precondicionador de Jacobi. La teoria, teoremas

y algoritmos presentados han sido tomados de [25, 26, 16] y [8].

73



4. Métodos del Gradiente 74

4.1. Meétodo del Gradiente

Es una técnica iterativa que se basa en resolver el problema de minimizaciéon de una funcién de
una forma cuadratica. Este método se aplica a sistemas lineales, en particular a problemas donde
Aes S.D.P.

Inicialmente se va considera la siguiente funcién:

1
f(:n):§<Am,:1:>—<b,ac>. (4.1.1)

A partir de (4.1.1), se puede ver que la solucién del sistema Az = b es un minimo para la funcién

f(x) . Esto se comprueba de la siguiente manera.
Sea x* la solucién del sistema lineal Ax = b, donde A es (S.D.P). Entonces, para cada h € R" se
tiene que

fx*+h)==<Ax*+h),2"+h>—-<bx*+h>

N =N =

(< Ax™, 2" > + < Az, h > + < Ah,z* > + < Ah,h >)
—<bx*>—-<bh>

1 1
:f(:n*)+§(2<A:c*,h >)+5 < Ah,h > — <b,h >

1
:f(a:*)+§<Ah,h>+<Azc*—b,h>

1
:f(ac*)+§<Ah,h>.

1
Luego, como A es S.D.P hTAh =< Ah,h >> 0 entonces, f(x*+h)— f(z*) = 3 < Ah,h >> 0,

por lo tanto &* minimiza la funcidn.

Reciprocamente es cierto también. Si se supone que la funcién f(x) se minimiza en x*, luego
existe un & > 0 tal que para que para todo h € B(0,¢), el conjunto de vectores reales tales que
||h|| < 9, se tiene que

f(x®+h) > f(z"). (4.1.2)

Para un h fijo, se considera la funcién ¢p, : (—1,1) — R definida por

on(@) = f(x" + ah) — f(z").

Por la manera de la que esta definida ¢p, mediante la desigualdad (4.1.2) se cumple que para

cualquier a € (—1,1), entonces ¢5(0) > 0. En efecto, como o € (—1,1), entonces |a| < 1y

[l = lleh] < [[R] < 4.
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Por lo tanto ah € B(0,0) con lo cual se cumple la desigualdad 4.1.2), en dicho intervalo.

De lo anterior ¢p, tiene un minimo en o = 0, dado que ¢, () = 0. Entonces,

!

1
0= ¢p,(0) = <2a2hTAh, +a< Az* —bh >>
0

=(a<Ah,h >+ < Ax" —b,h >),
=< Axz* —b,h >= hT(Az* - b).
€;

I e: ||

Como lo anterior se cumple para cualquier h € B(0,4), si se toma h = , para algin 7 =

1,2,...,ny B <4, se obtiene que
0= hl(Az* — b) = (Az* — b);,
lo que implica que b; = (Ax™);. Como se debe cumplir para cualquier i = 1,2, ...,n, se deduce que

Ax* = by se concluye que x* es la solucién del sistema Ax = b.

Ahora lo que se busca es encontrar un vector &* el cual se aproxime al minimo de la funcién
f(x), que es equivalente aproximar la solucién del sistema lineal Ax = b. Para ello se toma a xg
como la aproximacion inicial para crear una sucesion de vectores (xy) que aproximen al vector que

minimiza a f(x). La sucesién es la siguiente:
Tpr1 = Tk + opdy, (4.1.3)

donde dj, es un vector de direccién de busqueda y oy, es un escalar. El valor de dj, va estar dado
por la direccién opuesta del gradiente, es decir, dy, = — </ f(xr) = b— Axy. Para la derivada parcial

de f con respecto a la variable i-ésima, se tiene que

of 0(3xTAx —xTb)

1

=3 (a1x1 + agiwo + ... + aj—17i—1 + (Ax); + ayx; + ... + anixyn) — b(i)
1 .

- LeU2)) ~b) (4= AT)

= (A.’D — b)l

Por lo tanto dy, = — 7 f(xx) = —(Ax — b). Ahora para determinar oy, se considera la funcién
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cuadratica definida por:

(o) = f(zg + ady)

1
= B <A(:ck+ozdk),:ck+ozdk > — < b,xp +ady >
1 1
= 5 < Az, xp + o + ady, >+§ < Aadp,x +ad, > — < b,z > — <b,ad;, >
1 1 1
= f(xk) + 3 < Az, ady > +§ < Aady, ady, > +5 < Aady,x, > —a < b,dj, >
1 a 7 a?
= ¢(O)O¢ < §Amk —b,d; > +§dkAiUk:+ D) < Ady,d; >
1 Q a?
=¢(0)+a< iAmk:_badk >+§ < Axy, dy, >+? < Ady,d; >
2
= $(0) — a < b — Ay, dy, >+% < Ady,dy >
1
= ¢(0) — a < dy, dy, > +§a2 < Ady, d;, > (d, = b— Axy,).

Como ¢(a) es un polinomio de grado 2 y el coeficiente de a? es positivo, entonces el minimo de esta

funcién esta dado por
— < dp,di > < dp,dy >

2(% < Adk,dk >) - < Adk,dk >

ap — —
De lo anterior se observa que:

1. di = r (residuo de la k-ésima iteracion).

2. flmr) = ¢(0) — f(@r1) < flak).
Esto se justifica ya que, de (4.1.3) se tiene que:
f(®rt1) = f(zr + ardy)
1
= flxp) — ap < dy, dy, > +§ai < Ady, dy, >

< dk,dk >2 1< dk,dk >2

= — — R 1 d )
f(xk) < Adk,dk > 2< Adk,dk > ( CEIEpRazatico ak)

_ 1 < dy, dy >>

= @) = s g s

A partir de esta iteracién se considera el siguiente algoritmo para este método:
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Algoritmo 8 Método del gradiente
Entrada: : Matriz A, vector b y vector inicial xg

Salida: : vector xj, solucién del método
1: x =X
cr=0b- Ax

: mientras r # 0 hacer
<rnr>

2

3

BT e
5 x=x+ ar.
6: r=b-— Ax
7. fin mientras

8

: devolver vector xy

Ejemplo 4.1.

Considere el sistema Ax = b, con A =

e fee-f)

Solucionando el sistema Ax = b con el algoritmo 8, una tolerancia de 1E-12 y xy = 0, se

encuentra que el método converge en la iteracién nimero catorce

0.444444444444444
X = .
Y o111111111111

En la siguiente gréfica se muestra el comportamiento de las iteraciones, tratando de encontrar

el minimo de la funcién .
flay) =2’ +yz+ iy’ —z—y
que es equivalente a resolver el sistema Ax = b.

Figura 4.1: Minizacién de f(z,y) con el Met. Gradiente, ejemplo 1.
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4.2. Gradiente Conjugado

El método del Gradiente Conjugado es un método eficiente para resolver un sistema lineal
Ax = b, donde la matriz del sistema A € R™*™ es S.D.P. Para esté método se necesita de la teoria
vista del método del gradiente y algunos conceptos como son los vectores conjugados respecto a una

matriz.

Definicién 4.1. Sea A € R™ ™ una matriz S.D.P. Los vectores * y y € R", son A — conjugados

si y solo si,
<Az, y >=<x,Ay >=0
Observacién 4.1. Sea f = {py,p1,---,Pp_1} s una familia de vectores no nulos y A-conjugados
entonces:
1. La familia f = {pg,P1,.--,P,_1} es linealmente independiente. Sean «ag, g, ..., a,—1 € R tal
que,

oaopy +a1p; + ... +ap; + ...+ ap—1p,_1 = 0.
Multiplicando por piTA para algin ¢ = 0,2,...,n — 1, se tiene que
p; Aagpy + p Acupy Apy + ...+ p} Aaip; + ... + p! Aan_1p,_; = 0.

Pero por ser f una familia A-conjugado entonces finalmente se obtiene que

apl Ap; =0 — a; =0 (AesS.D.P).
Como se cumple para todo i = 0,1,2,...,n — 1 entonces,

aqp=a1=a9g =...=anp_1 = 0.

De esta manera se concluye que la familia f es una base para R".

2. La solucién x* del sistema lineal Az = 0 satisface la ecuacién

A < Azx*,p, > <b,p; >
z" = Z a;p;, donde a; = = =t
P <Ap;p;> <Ap;p; >

Para llegar a esta ecuacién se debe tener en cuenta que por la observacion 1 la familia f es

una base para R"™ entonces x* es de la forma

n—1
*
=0

Si se multiplica por p{A para algin k£ =1,2,3,...,n — 1 se deduce que
n—1
pib=plAx* =pl A Z ip; = appl Ap,  (fes una familia A — conjugados).
i=0

Despejando aj, se obtiene el resultado, para todo £k =0,1,2,...,n — 1.
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Como se puede ver «; requiere de datos conocidos, por lo que la solucién del sistema se puede
obtener conociendo una base de vectores A-conjugados. A continuacion se va presentar un lema con
el fin de crear un algoritmo que permita obtener la solucién del sistema lineal a partir de una base
de vectores A-conjugados y un vector inicial xg arbitrario. Este algoritmo tiene la propiedad que

converge en un nimero finito de pasos.

Lema 4.1. Sea f = {py,P1,P2,---,Pn_1} una base formada por direcciones A-conjugadas y xo un
vector arbitrario de R™. La sucesion generada por:
< Pp;Tk >

B 2 R 4.2.1
< Apy,pi > ( )

Tpy1 = Tk + PR, Q=

calcula la solucion x* del sistema lineal Ax = b, con A S.D.P, a lo mds en n iteraciones.

Demostracién. Como f = {py,P;,Ps,-..,P,_1} €s una base de R™ (observacién 4.1) entonces
existen escalares 3;, 1 =0,1,2,...,n — 1, tales que
n—1
Tt —xy = Zﬁipi. (4.2.2)
n=0
Se va encontrar los escalares 3;, i = 0,1, ...,n — 1. Para ello, se observa que por la construccién de
k—1
iteracion 4.2.1, xp = xy + Zaipi, por lo cual cada vector &y — g € span{py,p1,-.-,Pr_1}- A
i=0
partir de esto
k—1
0=< APMZOM%‘ > =< Apy, xp — x0 >
i=0

=< pp, Alxy — ) >. (A= AT)
Luego,

0 =< Apy, x), —x0 >

=< Apkawk_x* >+<Apk7m*_$0>

n—1
=< Apj, @ — x* > + < Apy,, Y _ Bip; >
i=0
=< Ap,xp — " > +0r < App, i, > - (f es una familia A — conjugados)
Despejando (g, se tiene
3 < App,xp —x* > <pk,A(mk—a:*) >
k= — — —
< Apy, pi, > < Apy,pi, >
<P, Tk >

< Apy.,pi > (T (@ —a"))
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Por lo tanto de la igualdad (4.2.2) se obtiene

< D, Tk >

Tyl = T + P, donde ap = f=——"".
’ < Apy, Pi, >

Por ser f una base para x* — xg, implica que la iteracién 4.1.3 converge a la solucién del sistema

Ax = b a lo més en n pasos.

Por este lema, el método del gradiente conjugando necesita de una familia de vectores conjuga-
dos, que se van construyendo a medida que se avanza en las iteraciones, partiendo vector inicial xg.
La caracteristica de este método es que para cada vector p;, se lo construye usando solo el vector
previo p;_;. Esto nos indica que no se necesita saber los elementos previos py, Py, P, - - -, Pi_o de

la base conjugada y por tanto p; es automaticamente conjugado a estos vectores.

Para la eleccion de cada vector p;, se escogen de tal manera que sean una combinacién del vector

de direccién de descenso (V¢(xy) = Az — b)) = r(x)) y la direccién previa p,_;. Se escribe

Py = —Tk + BePr_1, (4.2.3)

donde B, serd determinado por el requerimiento de que p;._; v p;, deben ser conjugados con respecto
a A. Multiplicando (4.2.3) por pf_, A y aplicando la condicién de ser A-conjugado (pl_, Ap;, = 0),

se tiene que

p£_1Ark

Ph_1 AP, = —Pf_ AT+ Bipi 1 AP 1 =0 — Bp = T Ap.
Pj—14Pk—1

Para iniciar se considera rg = Axo — b = p; como el vector inicial para construir la familia de
vectores A-conjugados. A continuacion se presenta el algoritmo 14 que el algoritmo preliminar del

método del gradiente conjugado.
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Algoritmo 9 G.C versién preliminar
Entrada: : Matriz A, vector b y vector inicial xg

Salida: : vector xj, solucién del método
1: 7o = Axg— b
2t po=—To
3: k=0
4: mientras 7 # 0 hacer
*"‘fpk

PfAPk
6:  Tgy1 = Tk + Py
7 Tiy1 = AT — b

5: ap =

8  Brt1 = TgHApk

. + - 7 .
p{APk

9 Ppy1 = —Tht1 + Brr1Py

10: k=k+1

11: fin mientras

12: devolver vector xj

Mas adelante se prueba que las direcciones pg,pq,...,P,_; son efectivamente conjugadas y
entonces el algoritmo 14 termina a lo méas en n pasos. Mediante el teorema siguiente dr establece esta
propiedad y otros dos importantes propiedades que son: los residuos r; son mutuamente ortogonales;
cada busqueda de direccién p;, v el residual 7 estan contenidos en el subespacio de krylov de grado

k por rg definido como
K (ro; k) = span{rg, Arg, ..., AFrq}.

Teorema 4.1. Sea xy € R™ cualquier valor inicial y supongase que la sucesion de vectores {xy}

es generada por la secuencia del lema 4.1. Entonces
T, _ -
ri.p; =0, para i =0,...,k—1
, 1 .
y xy, es el el minimo de ¢(x) = 3 < Azx,x > — < b,z > respecto al conjunto

{x e R" | € o + span{pg, P1; - - - Pr—1}}

Demostracién. Se iniciard mostrando que un vector & minimiza ¢ sobre el conjunto

{x € R" | x € o + span{py, Py, - -, Pr_1},



4. Métodos del Gradiente 82

siysélosirl.p; = 0, paracadai = 0,1,...,k—1. Se Define h(o) = ¢p(zo+0opy+- . - +0k_1Ps_1);
donde o = (09, 01,...,0,_1)". Desde que h(o) es un polinomio cuadratico convexo y por ende tiene

un tnico minimizador ¢* que satisface

oo™
=0, i=0,1,...,k—1.
aa_l bl 1 ) )

Por regla de la cadena, implica que
Vh(a*) = V¢($0 + USPO +.o.+ szlpk—l)Tpi = 07 = 07 17 SR k—1.

Como y7¢(x™~) = A(x™) — b = ro~ entonces, se obtiene el resultado requerido.

Ahora se usard induccién para mostrar que xj satisface r{pi =0, parat =0,1,...,k — 1. Para

k =1 se cumple que, rlTpg, esto se debe dado que, por la iteracién (4.2.1)

r1=Ax; — b= A(xo + appy) — b
= A(:DQ) —b+ O[[)Apo.

pL(r1— 7o)

Despejando «p se tiene que o = . Pero por el lema 4.1, ag = —

dos valores de ag, se obtiene 0 = pOTm = r¥'p,. Ahora suponiendo que r;ilpi = (, para todo

1=0,1,2,...,k — 2, se va a probar que se cumple también para k.

De resultados anteriores, rp = rp_1 + ar_1Ap;_;, por lo cual

T
Py_1Tk-1

Ph 1Tk =P 1Th-1+ 1Pp 1 APy 1 =0 (g = ————).
pk_1Apk—1

Mientras tanto, para los otros vectores p;,, @« = 0,1,2,... k — 2 por ser A-conjugados y por la

hipdtesis de induccién, se cumple que

p%’k = p;r"'kfl + Oékflp;rApk—l =0.

De esto se concluye que ryp; =0, parat=0,1,...,k — 1, entonces la prueba esta completada.

A continuacién se presenta un teorema que nos garantiza que el algoritmo 14 converge a lo maés

en n pasos.

Teorema 4.2. Suponga que la k-ésima iteracion generada por el método del gradiente conjugado

(Algoritmo 14) no es la solucion exacta de Ax = b, las siguientes cuatro propiedades se mantienen:
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1. rlri=0parai=0,...,k—1.

2. span{rg,r1,...,m} = span{rg, Arg,..., AFry}.

3. span{py, Py, --,Pr} = spanire, Arg,. .., AFrg}.

4. pEAp; =0 parai=0,1,....k— 1.

Por lo tanto la secuencia {xy} converge a x. en a lo sumo n pasos.

Demostracién. La demostracion se va a realizar por induccién. Para n = 0 Las expresiones 2

y 3 se cumplen claramente; mientras que la expresién 4 se cumple por construccién para n = 1
(Algoritmo 14.) (p¥ Ap, = 0).

Si se asume ahora que estas expresiones son verdaderas paran = 1,2,...,k, se va a mostrar que

se cumple paran =k + 1.

Para probar 2, se determinara primero que el conjunto del lado izquierdo esta contenido en el

conjunto de el lado derecho. Debido a la induccién de hipétesis, de 3 y 4 se tiene que
T, P € span{rg, Arg, ..., AFro} — Ap, € span{Ary,..., A1y}

y €Omo
rit1 = Az — Ax™ = A(xy + apy,) — Ax”
= Ax), — Ax™ + Aaypy,
=7+ Aopy
k
=ro+ A Z aip;,
=0

entonces, rp11 € span{Arq,..., A¥Tlrg}. Por la induccién de hipétesis de 2, (r1,72,...,7%) €

span{Arq, ..., AFry}, de esto se concluye que

ri+1 € span{Arg,..., AkHro} C span{Ary,... ,Akro}.

Para probar que la inclusion del lado contrario se mantiene también, se usa la induccién de hipotesis

de 3 para deducir que

AFtlpg = A(A¥rg) € span{Apy, Ap,, ..., Ap,}.
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. Tit1 — T4 . .
De r;11 = r; + Ap,q, se obtiene que Ap; = e para i =0,1,...,k. De esto se sigue que
oy
Ak+1
ro € span{ro,r1,...,Tk41}-

Combinando esta expresién con la induccién de hipétesis de 2 se encuentra que

k+1
LA

span{rg, Aro, . . ro} C span{ro,T1,..., Tk, Tkt1}-

Por lo tanto, la relacién 2 se cumple cuando k es reemplazado por k+ 1. Ahora se va a mostrar que

3 se cumple cuando k es reemplazado por k + 1 por el siguiente argumento

span{pg, Py, - - - ,pk,PkH} = span{pPg,P1s- - - Pks Th+1} (Pk+1 = Tht1 + Brt1Px)
= span{ry, Arg, ..., AP, ri+1} (hipétesis de induccién de 3)
= span{ro,r1,...,Tk, Tkr1} (por 2, demostrado)

= span{rg, Arg, ..., A¥ lrg}. (por 2)

Ahora se prueba la condicién 4 con k reemplazado por k + 1. Como

Pis1 = —Thi1 + Bet1Pr — Phy1 = —Tip1 + BPE
entonces,
T T T T T T
Phi1 = ~Thy1 T Ber1Pe = Piy1APi = —Ti1 APy + Brr1Py Ap;-

Si i = k al lado derecho de la ultima expresion es igual a cero. Para i < k — 1, se puede notar pri-

mero que la induccién de hipdtesis para 4 implica que las direcciones py, p;, . . . , P, son conjugadas,
entonces se puede aplicar el teorema 4.1 para deducir que 'r;‘g 1P =0,parai=0,1,... k.
Segundo, por 3 se encuentra que para i =0,1,..., k—1

Ap; € Aspan{rg, Ar, ..., A'ro} = span{Arg, A*rq,..., A" rg} C span{py, P1;- - - Pit1}-

De lo anterior y de r£+1po = 0 para ¢ = 0,1,...,k — 1 se deduce que TZ_HApZ- = 0 para

i=0,1,...,k—1. (Ap;, = aopy+aip,+-.. AP — rgﬂApk = r;‘gﬂ(apo—k. . .+ak+1pk+l) =
0, donde kK =0,1,...,k—1)

Asi, pf_HApi =0y B,€T+1p£Api parat=0,1,...,k — 1, y por tanto, pf_HApi =0,i=0,1,...,k.
Entonces se cumple 4, lo que implica que pg, py, ..., P; es un conjunto A-conjugado y por el lema

4.1 se dice que el algoritmo termina en a lo més en n iteraciones.
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Finalmente se prueba 1 por un argumento no inductivo. Dado que este conjunto direccién es conju-
gado se tiene que del teorema 4.1 r%pi =0, paratodo: =0,...,k—1ycualquier k =1,2,...,n—1.
Como p;, = —r; + Bip;_1, para r; € span{p;,p,_1}, parai = 1,...,k — 1 se concluye que,

T T T T
0 = Tkpi = —Tk i -+ Bi’l“kpi_l = —Tk T;.
Entonces r%ri =0 paracadat=1,...,k—1.

Observacion 4.2. Si p, # —rg no se mantiene el método del gradiente conjugado, dado que, los 7
son mutuamente ortogonales y dependen de p, como se observa en la demostracién de la condicion
1.

4.2.1. Version final del método del Gradiente Conjugado

De los anteriores resultados se puede encontrar, que el algoritmo 14, presenta varios productos
matriz por vector. Para realizar en menor medida esta operacion y ser mas eficiente se puede obtener

un algoritmo mas eficiente, usando los teoremas 4.1 y 4.2. Para ello, en primer lugar se puede notar

que
T
r
ap = _ikj" y pk = —Tk —+ Ikak?—l entOIlCeS,
PrAp;,
 ri(—rk+ Bepr_1)
o = — =
D;. Apy,
_ rirE — BrTipr1
P%Apk
TZTk
7 (Teorema 4.1).
D;. Apk

En segundo lugar se tiene que

T%-s—lApk
B = —F— i1 = Az — b= A(zg + agpy) — b =i + Apray.
Dy Apy,
. Th+1 — Tk 7‘{’!‘ .
A partir de esto, ———— =Ap, vy ap = —7 Reemplazando en Ap;, se obtiene que
(€73 Dy, Apy,
Tk+1 Tk
Ap, = ——"p} Ap,
T

Nuevamente reemplazando ahora en (. se deduce que
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r%¥1(7k+1“rk) T

Br = P, Ap
T T k k
(7, Tk)P) APy
T T
_ ThpaThtl = Tea Tk
rlry,
T
Tri1Tk+1 . .
— kL P ( Teorema 4.2, condicion 4).
TETk

El algoritmo 10, que se presenta a continuacion es el algoritmo de la version final del CG.

Algoritmo 10 G.C versién final
Entrada: : Matriz A, vector b y vector inicial xg

Salida: : vector x}, solucién del método
1: 7o =Axg— b
2 pop=—To
3: k=0
4: mientras 7 # 0 hacer
5: wi = Apy,
rgrk
P{wk
T Tpy1 = T+ Py
8  Tit1 = Axpi1 — b

6: ap =

9: Tr+1 = Tk + Qpwy

7’£+17'k+1
10: B =~
LTk
11 Pryq = —Tre1 + Bri1Py
122 k=k+1

13: fin mientras

14: devolver vector xj

Ejemplo 4.2. Retomando el sistema Ax = b del ejemplo 4.1, si se resuelve con el algoritmo 10,

con una tolerancia de 1E-12, se encuentra que el método converge en la iteracién nimero dos,

~10.444444444444444
~loat1111111111111 |

En la siguiente grafica se muestra el comportamiento de las iteraciones, al encontrar el minimo de

la funcién

5
f(x,y)=x2+ym+§y2—x—y

que es equivalente a resolver el sistema Ax = b.



4. Métodos del Gradiente 87

Figura 4.2: Minizacién usando el CG, ejemplo 2

Si se compara con el ejemplo 4.1 se puede ver que converge en nimero menor de iteraciones y

cumple con la teoria tratada.

Ejemplo 4.3. Considere un sistema no simétrico Ax = b con

et 3 e f] ]

Solucionando el sistema Az = b con el CG con una tolerancia de 1E-12; se encuentra que el método

no converge como se observa en la figura 4.3, la cual no converge como se espera en la teoria a pesar
de acerca al punto minimo pero no va a coincidir debido a que la matriz no es simétrica, y por tanto

el residuo no coincide con el gradiente de la funcion

y.ﬁU
f(x,y)=$2+7+y2—fc—y-

Figura 4.3: Minizacién usando el CG, ejemplo 3.
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4.3. Gradiente Biconjugado (BCG)

Como se observo en la anterior seccién, el método del gradiente conjugado se aplica especifica-
mente para sistemas lineales S.D.P. Sin embargo para el caso de un sistema Az = b donde A no
es simétrica, se podria también aplicar el método del gradiente conjugado resolviendo el sistema
AT Az = ATbh la cual cumple con las condiciones pedidas, pero la operacién AT A tiene un gran
costo computacional. Siguiendo esta idea se recurre a un nuevo método, extendido a estos sistemas

no simétricos llamado método del gradiente biconjugado (BCG).

El BCG es similar CG, pero debido a la no simetria utiliza ademas de los vectores residuales
r; asociados al sistema Ax = b, los vectores residuales 7, asociada al sistema dual ATx = b*,

respectivamente. De igual manera que en el CG estos cumplen que
S o— g (A - AT s AT n,>
Tn = Pp(A)r0 € span{ry, A" ro,..., (A7) 7o},

donde pn(ffT) denota un polinomio de grado n. Ahora el conjunto {r,}™= y {7, }"™_, forman bases

biortogonales, que se definen como

0 st m#mn,

< T,y Ty >=
e {5n7é0 st m=n.

De igual forma al utilizar dos conjuntos residuales, se construyen dos familias de vectores conjugados
(P} v {P,}7 asociados al sistema Az = by al sistema AT z* = b respectivamente, las cuales

forman bases biconjugadas, es decir,

0 st m#n,

< Py AD,, >=
P P {5n7é0 st m = n.

A partir de lo anterior, se requiere un vector inicial &g, para construir el residuo inicial rg = Axg—b
y el vector 7o, los cuales deben cumplir que < rqg, 79 ># 0, por lo que una manera conveniente de

hacer la escogencia es 7y = rg.

A continuacién se presenta el algoritmo 11, del método BCG. Si se observa en su algoritmo las
lineas 1 2, 7 9 utilizan producto matriz por vector y en la linea 10 el producto matriz transpuesta
por vector. De esta manera si A es simétrica el método coincide con el CG, pero con la diferencia

de que se realiza mas operaciones las cuales serian innecesarias.
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Algoritmo 11 BCG
Entrada: : Matriz A, vector b vector inicial g y vector 7o (< 7,79 >7# 0)

Salida: : vector xy, solucién del método

1: rg=Axy—b

2: Po= —To
4: k=0
5. mientras r; # 0 hacer
< T, TE >
6: o = ——————
< Apy. P >
7 Tyl = Tk + 0Py
8: Tyl = TE + OckApk
9: ’I~“k+1 =7, + aﬁATp}C
<rTr T >
0. B = k1 Thet 1
< T, Tk >
11 Py = —Tht1 + BePy
120 Py = —Tr+1 + BrDx
13: k=k+1

14: fin mientras

15: devolver vector xj

Ejemplo 4.4. Al aplicar el algoritmo 11 del BCG, al sistema Ax = b del ejemplo 4.3, se obtuvo

la solucién y mediante la forma cuadrética asociada a la matriz AT A y al vector ATb que es

yx
f(x,y):ac?—i—?—i—yz—x—y,

0.75

coincide la solucién con el minimo que es = . En la figura 4.4, se observa como aplicando

BCG, se llega al minimo de la funcién f(z,y) en 2 iteraciones, donde x5 es el minimo. Adem4s se

observa el comportamiento biortogonal de los vectores residuales.
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Figura 4.4: Minizacién de f(z,y) usando BCG, ejemplo 4.

Observacién 4.3. Si un sistema lineal es S.D.P el método CG, coincide con el método BCG por
tanto se cumple el lema 4.1; en caso contrario no se garantiza que se cumpla las consecuencias de

dicho lema.

4.4. Gradiente Conjugado Cuadrado (CGS)

El algoritmo del Gradiente Conjugado Cuadrado (CGS) fue desarrollado por Sonneveld en 1984
[28], principalmente para evitar el uso de la transpuesta del BCG y ganar una mejor convergencia
con aproximadamente el mismo costo computacional. La idea principal se basa en la siguiente
observacion. En el algoritmo BCG, el vector residual que se observar en el paso 9 del algoritmo 11,

k puede ser expresado como

rr = op(A)ro, (Teorema 4.2 )
donde ¢ es un cierto polinomio de grado k, con indeterminada A, que satisface la restriccién ¢ (0) =
j—1
1 (Dado que 7 = 7o + AZ a;p; ). Ademds se define la direccién conjugada polinomial 7 (t) que
i=0

esta dada por

p, = mr(A)ro, (Teorema 4.2 )

donde 7 es un polinomio de grado k. Del mismo algoritmo 11, observe que las direcciones 7 y
P, son definidas a través de las mismas recurrencias de 7y y p; con la diferencia de que A es

reemplazado por AT, y como resultado

71 = dr(AD)Fo, P, = me(AT)7o.
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Por tanto, el escalar o en el BCG se puede expresar como
< T, TR >
< Apy, P >
_ < ou(A)ro, o(AT) 7o
< Agf)k(A)To, ’/Tk(AT)’f‘Q >
. < (25%(14)7’0,’7“0 >
< Am2(A)ro, 7o >

ap —

La idea del método es buscar un algoritmo en el cual se pueda expresar la secuencia de iteraciones

. , .
residuales ). que satisfagan
I 2
T = ¢k(A)T'0
La derivacién del CGS se basa realizando calculos algebraicos. Para establecer las recurrencias

requeridas para los polinomios cuadrados, se inicia con la recurrencia que definen ¢, y 7, que son

Gr41(t) = op + aptmp(t) y mpg1(t) = —dpp1(t) + Bemi(t).

Estos resultados se obtienen ya que para ¢y (%)

Tht1 = Op1(A)ro = A(xp41) — b) = Ak + aypy)
= A(xy) — b+ aAp,
= ¢r(A)ro + ag Ami(A)ro
= (¢ (A4) + apAm(A))ro

y para mg41(A)

Pit1 = Try1(A)ro = —7rhg1 + Brr
= —¢pr1(A)ro + Brmie(A)ro
= (=or+1(A) + Bremi(A))ro-

Por igualacion de los coeficientes de ry en ambos casos se obtiene dichos resultados. Si las relaciones

son cuadradas se obtiene
D1 (t) = O + 20kt (t)Pr (L) + 7T (t),

T2y = 21 (t) — 2Bk () Pr(t) + Bim(t)>.

Si no hubiese el cruce de términos 7y () (t) v dr+1(t)7r(t) en el lado derecho de estas ecuaciones no
formarfan un sistema de recurrencia redefinible. La solucién es introducir uno de estos dos términos
cruzados, este es, ¢ri1(t)mr(t), como un tercer miembro de la recurrencia. Para el otro termino

7 (t)¢i(t) se puede explotar la relacién

o1 ()T (t) = O (t) (=i (t) + Bro1mh—1(t)) = —dk(t)® + Be—10w(t) 1 ().
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Para colocar estas relaciones juntas, las siguientes relaciones de recurrencia pueden ser derivadas,

en la cual la variable t, se omite, donde no haya ambiguedades
Griq = i + (=207 + 2B_16mK_1 + aitmr),

2 2
Ok + Tk = — @) + Br—10kTR—1 + T,
2 2 2_2
Ty1 = Py — 2Bk Pri1mr + B
Estas recurrencias son las bases del algoritmo. Si se define

Ty = Qbi(A)TO,
Dby = 7'(';3(14)’)"0,
q; = Pr+1(A)me(A)ro,
las relaciones para los polinomios se convierten en

Thy1 = Tk + pA(=2r, + 264191 + i Apy),

q; = —Tr+ Br—1q)_1 + i Apy,
D1 = Tht1 — 28kqy, + Bipk.

Se Define un vector auxiliar

dip = =27, + 26119 _1 + L Apy.

Con este vector se obtiene la siguiente secuencia de operaciones para calcular la solucién aproximada,

iniciando con rg = Axg — b, py =710, gy =0,y By = 0.

< TR, Ty >
N — —————=———
< Apy,, 7o >

» dip = 271, + 2Bk_1q5_1 +  Apy,
= g, = =7k + Br-19p_1 + arApy,
" Tpi = Xp + apdy

" Tl =T+ o Ady

< Tg1,T0 >

w O

< Tk,i“o >

" Pry1 = Tk+1 — /Bk(qu - 5kpk)-



4. Métodos del Gradiente 93

Una ligera simplificacion para el algoritmo puede ser hecha con un vector auxiliar up = —ry +

Brk—1q1_1- Esta definicién nos da las relaciones
di, = uy + qy

q; = up + o Apy,

Dri1 = —Wkt1 — Br(qr — Bepy)-

Como resultado de la modificacion dj, no es necesario. El algoritmo 12, representa el método CGS.

Algoritmo 12 CGS
Entrada: : Matriz A, vector b, vector inicial @ y vector arbitrario 7g

Salida: : vector xj, solucién del método
1: rg=Axy—b

2: ug = —7ro
4: k=0
5. mientras r; # 0 hacer
< T, Ty >
6: o = ———F7—
< Apk7 ro >
7 q = up+ arAp
8 X1 =z + oy (up + qyp)
9: Tyl = Tk + OclgA(’u,k + qk)
<r ro >
10: ,Bk _ k‘+17~ 0
< TE,To >
11: Upy1 = —Thy1 + Brqy
122 k=k+1

13: fin mientras

14: devolver vector xj

Observacién 4.4. En el algoritmo 12 del CGS no hay productos matriz por vector con la trans-
puesta A. En vez de ello dos productos matriz por vector con la matriz A son ahora realizados
en cada paso. En general, uno deberia esperar que el resultado algoritmo converga dos veces tan
rapido como BCG. Por lo tanto, lo que esencialmente se ha logrado es reemplazar el producto

matriz transpuesta por vector.

El algoritmo del gradiente conjugado cuadrado trabajo bastante bien en muchos casos. Sin
embargo, una dificultad es que como los polinomios son cuadrados, los errores de redondeo tiende a
ser mas peligrosos que en el algoritmo estdndar BCG. En particular, muy altas variaciones de los

vectores residuales por lo que pueden ser muy inexactos.
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4.5. Gradiente Biconjugado Estabilizado (BICGSTAB)

El método del Gradiente Biconjugado Estabilizado fue publicado por Van der Vorst en 1992 [31].
Como el algoritmo CGS es basado en expresar los residuos de forma cuadratica, lo cual en casos de
irregular convergencia, esto podria conducir a una considerable acumulacién de errores de redondeo
que pueden afectar la convergencia del método. E1 (BICGSTAB) es una variacién del CGS el
cual fue desarrollado para remediar esta dificultad. En vez de buscar un método que proporcione

un vector residual de la forma 7} = ¢2(A)ro, donde

Prr1(t) = dr(t) + artmy(t),

en el BICGSTAB produce iteraciones cuyos vectores residuales son de la forma

7}, = Yr(A) o (A)ro,

donde ¢g(t) es el polinomio residual asociado con el BCG algoritmo y 1% (%) es un nuevo polinomio
el cual es definido recursivamente en cada paso con la meta de “establizar” o “suavizar” el compor-
tamiento de la convergencia del algoritmo original. Especificamente, 1 (¢) es definido por la simple

recurrencia
VYr+1(t) = (1 — wit)r(2),

en el cual el escalar w; va a ser determinado por la derivacion de las relaciones de recurrencia que

son similares a las del CGS. De ¢ (t) y de ¢p(t) se tiene una relacién para el polinomio residual

Vg+10k+1, la cual es

Ver10k41 = (1 — wit)Yr(t) Py
= (1 — wit) (Yror + cnthymy),

que proporciona una relaciéon de recurrencia para encontrar los ¥, m;. Para esto se escribe
VYrme = Yr(— Pk + Br—17Tk—1)
= Yo + Br—1(1 — wp—1t) Y171

Se define
ri = Yr(A)gr(A)ro,
P = Yr(A)mr(A)ro.

Con estas formulas, estos vectores pueden ser redefinidos desde una doble recurrencia, siempre que

los escalares ay v B fueran calculables. Esta recurrencia es

Tik+1 = (I — ka)(T'k + akApk),
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Pyl = —Tht1 + B — wrA)py.

Ahora falta calcular los escalares necesarios en la recurrencia. De acuerdo al algoritmo 11 del BCG,
k-+1

By = Pk+
Pk

con

P =< T, T >
=< ¢r(A)ro, or(AT)Fo > .
Infortunadamente, pi no es calculable de estas formulas debido a que ninguno de los vectores

or(A)ro, dx(AT)Po 0 ¢2(A)ry no se ha encontrado ninguna relacién. Sin embargo, py, puede ser

relacionado al escalar
pr =< dr(A)ro, Vi (AT)Fo >
que es calculable con
P =< ¢p(A)ro, Ye(AT)Fo >=< Y (A)dr(A)ro, 7o >=< 14,70 > .
Para relacionar los dos escalares pi v pr, se expande Q/Jj(AT)FO en bases de potencias para obtener
- k - k— 1~
P =< (Ao, i (AT)rro + 0l V(AT Mg 4>

Por lo ortogonalidad de 75 con respecto a 7, entonces, solo la primera potencia es importante en
la expresion al lado derecho del producto interno anterior en particular si %k) es el coeficiente que

acompana al término de mayor grado del polinomio ¢y (t), entonces
(k)
1

(k)
pr =< ¢rp(A)ro, %@(AT)TO >= %W-
M Vi

Cuando se examina las relaciones de secuenciales para ¢r11 v ¥r+1, los coeficientes lideres para

estos polinomios satisfacen las relaciones

it = o Y = —apy®
y como resultado
o
ST
lo que implica que
(k+1)

Prt1 = ﬁplﬁ-l
p
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Por lo tanto,

Pk _ Wk Pr+1
Pk Qk P
Lo que nos lleva a la siguiente relacién para S

Pry1l | O
Bk = — X —.
Pk W

Similarmente una simple formula de recurrencia para «y puede ser derivada. Por definicién

o = S or(A)ro, drp(AT)7o >
b < A'/Tk(A)r(],Wk(AT)'FO >

y como en los previos casos, los polinomios en el lado derecho de los productos internos, en el
numerador y denominador pueden ser reemplazados por su termino lider. Sin embargo en este caso
los coeficientes lideres de ¢;(AT)7g y m;(AT)7 es el inverso aditivo del otro (dado que P, ; depende

de —7;41 y de p;) y por lo tanto

< ¢p(A)ro, ¢r(AT) 7o >

< Amp(A)ro, o (AT) 7o >
< (Ao, Yr(AT) 7o >
< Amp(A)ro, Yr(AT)7g
< (A)pr(A)ro, 70 >

< Awk(A)Wk(A)To, 7~"0 >

A —

Desde que p;, = ¥ (A)mi(A)ro, esto nos lleva a

< Py, To >
o = ———"—,
< Apk,’l"() >

Lo siguiente, es definir un parametro adicional que es wy , para lograr un paso de descenso mas

empinado en la direccién obtenida antes, multiplicando el vector residual por (I — wyA) en
Tit1 = (I — wpA)(rg + apApy,). (4.5.1)

En otras palabras, wy, es escogido para minimizar la norma 2 del vector (I — wiA)x(A)drr1(A)ro.

La ecuacién (4.5.1) puede ser reescrita como
Tk+1 = (I - ka)Sk,

donde s, = ri + arAp;,. Entonces el valor optimo para wy esta dado por

< Asyp, s >
wp = —————,
< Asy, Asy >
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Lo anterior se logra igualando a cero 741, multiplicando por s;{AT y despejando wg. Finalmente
se necesita una formula para actualizar la solucién aproximada de zg41 y xx. La ecuacién (4.5.1)

puede ser reescrita como

Try1 = (I — wpA)sy
= S — ’LUkASk
=7 + apApy — wpAsy,
la cual implica que
Axpy1 — b= Az, — b+ apAp, — wiAsy

entonces,

Az = ATk + agpy, — wiSk)
y dado que A es invertible se concluye que
Tp41 = Tk + QpPg — WSk

Luego de organizar todas estas relaciones, se obtiene la forma final del algoritmo, que se muestra a

continuacion.

Algoritmo 13 BICGSTAB
Entrada: : Matriz A, vector b, vector inicial @y y vector arbitrario 7g

Salida: : vector xj, solucién del método
1: 7o =Axg— b

2: pg = —To
3: mientras r; # 0 hacer
< TE,To >
4: o = —————
< Apk:7 T >
5: Sk =Tk + arApy,
< ASk, Sk >
6: wy, = ——F——"7F7—
< A.S‘k, Asp. >

7 Tyl = Tk + P — WESk
8: Tiki1l = Sk — ijsk
S < Tk+17~7’0 > » (23
< Tk, To > Wi
10: Ppyq = —Tre1 + Br(Pr — w;Apy)
11: fin mientras

12: devolver vector xj
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4.6. Precondicionamiento en los métodos del gradiente

Sea M un precondicionador del sistema lineal Ax = b, donde A es S.D.P. El precondicionador
M es una matriz la cual se aproxima a A en algin sentido sin definir; esto es, asumir que M es
también S.D.P, entonces se puede precondicionar el sistema de las tres maneras mencionadas, como
se explico en el capitulo 3. Sin embargo los dos primeros precondicionadores no se asegura que sea
S.D.P, debido a que M~'A o AM~! puede o no ser simétricas.

Como se supone que el precondicionador M es S.D.P, por el teorema 3.6, implica que tenga una

factorizacién de Cholesky, es decir, M se lo puede factorizar como
M=LL",

donde L es una matriz no singular triangular inferior. Entonces al aplicar el precondicionador
dividido, la matriz del sistema precondicionado L='AL~" es S.D.P. En efecto, para cualquier vector
x#ecR"”

el LYAL T = (L7 T2)TA(L Tx) > 0,

dado que A es S.D.P. Como aplicar el precondicionamiento divido requiere un costo computacional,
ya que se necesita encontrar la factorizacién de Cholesky de M = LLT, encontrar la inversa de L y

LT, realizar el producto L='AL™T y resolver el sistema uw = L™ 'x.

A continuacién se muestra una manera de implementar el CG precondicionado y el BCG
precondicionado, sin realizar explicitamente dicho precondiciomaento, es decir se aplica el pre-

condicionador en el algoritmo del método sin modificar el sistema original.

4.6.1. Gradiente Conjugado precondicionado (CG pre)

Si se aplica el método CG al sistema precondicionado Au = b, donde A = LAL™T, w = LTz

y b= L~'b, los pasos de dicho método, sin contar los pasos iniciales nos queda:

Pl

" O = =
PgAPk

" Uy = Up + agPy
" Tyl =T + Aagpy

~T ~
By = Te+1Tk+1
Pl

= Dpp1 = —Tht1 + BiDy-
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Como el residual

F=Az—b=L"(Az—b)=L""r,
se lo puede expresar los anteriores pasos en términos del sistema lineal original y entonces nos queda:

r{L‘TL_lrk
(L~ Tpy) T A(L=Tpy,)

.ak‘:

LTxy 1 = LTxy, + gy,

n L_lT‘k_H = L_l'rk + L_lAak’(L_Tf?k)

T 7-Ty-1
B, = LR T M S
rIL-TL-1r,

" D1 = —L7 Y1 + Biby,

Se denota por zx = LT L~ ry, = M~ 'r, y pr = L~7p,.. Despejando xj, y multiplicando por la
derecha a p;, y a L™ 1111, se puede aplicar el método CG para encontrar la solucién del sistema

original, cuyos pasos son los siguientes.

ngk

pprk

.ak‘:

" Tpy1 = T+ apPy

B Zkt1 = M_I(T’k + Aak(L_Ti)k)) = M_l’f’k+1

T
. B = Trr1%k+1
k=TT,
k~k
" Dy1 = —Zkt1 + PPy

En el algoritmo 14, se muestra el método del gradiente conjugado precondicionado ( CG pre ),

la cual mantiene una estructura similar al CG.
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Algoritmo 14 CG pre
Entrada: : matriz A, precondicionador M, vector b y vector inicial xg

Salida: : vector xj, solucién del método
1: 7o = Axg— b
2: zZg = M_l’r‘o
3: Po = —20
4: mientras 7 # 0 hacer
< Tk,2L >
5 = —2 T
< Apy.p >
6:  Tp41 = Tk + APy
7 T+l =Tk + OzkApk
8
9

-1
Zk+1 = M Tk+1
3 < Thtl; 2+l >
k =
< Tk, 2L >
100 Prt1 = —Zk41 + BrDy

11: fin mientras

12: devolver vector xj

4.6.2. Gradiente Biconjugado precondicionado (BCG pre)

De la misma forma que se siguié para encontrar el CG pre, se puede encontrar el Gradiente
Biconjugado precondicionado (BCG pre), para un sistema lineal Az = b, donde A es S.D.P,
sin aplicar explicitamente el precondicionamiento y se puede aplicar también si la matriz A no es

simétrica. El algoritmo 15, muestra el método BCG pre.

Observacién 4.5. Para el caso del CGS y el BICGSTAB no se puede implementar un precon-
dicionamiento siguiendo los mismos pasos como el caso del CG y CGS, ya que se dan operaciones

de alto costo como el producto matriz por matriz.
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Algoritmo 15 BCG pre
Entrada: : matriz A, precondicionador M, vector b,

vector inicial &g y vector g
Salida: : vector xj, solucién del método Ax = b
1: 7o = Axg— b
zo = M"1rg
zZo= M7
Py = —%0
Do = —Z20
k=20

mientras r; # 0 hacer
< T, ZE >
ak - Y <=
< Apy, Py, >
Tp1 = Tk + QP

Ti+l = Tk + o Apy

,_.
=

_ -t
Zit1 =M TR

—
—_

~ ~ T ~
Tre1 = Tr + ap A’ py

—_
\V]

Zip1 = M7
< Pk41, Zk+1 >
Br = =
< Tg,2L >
Pry1 = —2k+1 + kak
D1 = —Zk+1 + BpDy
17 k=k+1

18: fin mientras

,_.
w

H
e

—_ =

19: devolver vector xj




Capitulo 5
Resultados Numéricos

En este capitulo se dardan a conocer algunos resultados computacionales al utilizar matrices es-
parzas en operaciones de alto costo computacional, como el producto matriz por vector y la solucion
de sistemas lineales esparzas. Para ello se utilizaran diferentes estructuras de datos o esquemas de
almacenamiento para matrices esparzas presentados en el cap 3 y la matriz densa, para comparar

los tiempo de computo y la memoria utilizada entre estos y los resultados de la operacion a realizar.

Para la realizacién de los algoritmos se ha utilizado el software MATLAB R2014a y en lenguaje
C++, mediante el software DEV-C++ 6/ bits, version 5.6.2 con el compilador TDM-GCC' 4.8.1
64-bit Debug. Ambos software se trabajaron bajo la plataforma WINDOWS. El uso de MATLAB
fue necesario para adquirir conocimientos iniciales en programacion. La programacién orientada a
objetos, se realizé con el uso de clases, objetos y template en lenguaje c++, aplicando el concepto
de apuntadores y lectura de archivos o ficheros. Se anexa un DVD con las respectivas implemen-
taciones y documentacién, siendo que para C++ se usé el paquete DOXYGEN para generar la

documentacion en html y en pdf [32].

Debido a que se han utilizado dos computadores para realizar estos resultados se describen a

seguir la arquitectura de cada uno de estos equipos.

1. Resultados Computador 1: Computador portatil personal con las siguientes caracteristicas:

Procesador Intel(R) Pentium(R) CPU P6100 @ 2.0GHz 2.0GHz
» Memoria RAM de 3 GB

Sistema operativo de 64 bits, procesador por x64.
= Memoria de disco duro de 500 GB.

2 nucleos.

102
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2. Resultados Computador 2: Este computador se adquirié gracias al proyecto de investiga-
cion llamado “Andlisis tedrico y computacional de las propiedades de matrices para ciertas
discretizaciones numéricas” que se esta realizando en la Universidad de Narino. A diferencia
del computador 1, este computador posee mejores caracteristica y se pueden abordar pro-
blemas con matrices muchos mas grandes. Las especificaciones de este computador son las

siguientes:

Procesador intel(R) Core(TM) i7-4790 CPU @ 3.60GHz 3.60GHz
Memoria RAM de 8 GB.

Sistema operativo de 64 bits, procesador por x64.
= Memoria de disco duro de 2 TB.

4 ntucleos.

Las matrices esparzas que se van a utilizar para los resultados, han sido tomadas del recurso
electrénico “Matrix Market” que se denotard por (MM) y el recurso electrénico de la Universidad
de Florida que se denotara por (UF) [4, 33].

Las abreviaturas que se van a utilizar a lo largo de este capitulo son las siguientes:

= Mem. Alm.: Memoria usada que se obtuvo al almacenar la matriz leida desde un archivo, ya
sea usando los esquemas de almacenamiento o la matriz densa. Para contabilizar este valor se
utilizé el comando whos en MATLAB y para DEV-C++ el comando system( “tasklist”). Por

tanto no se va a realizar una comparacién de memoria entre un software y otro.
= T. Alm.: Tiempo que se tard6 en almacenar la matriz leida desde un archivo.
= T. prod.: Tiempo que se tardé en realizar el producto matriz por vector Ax.
s T. Dis.: Tiempo utilizado para realizar la discretizacion.
s T. total: Tiempo total utilizado por una operacién en especifico.
= Densa: Se refiere a la matriz densa.

= T. Densa: Tiempo que se tarda en realizar en método directo o iterativo asociado, mediante

la matriz densa.

= T. CSR: Tiempo que se tarda en realizar en método directo o iterativo asociado, mediante

el formato CSR.

= T. CSV: Tiempo que se tarda en realizar en método directo o iterativo asociado, mediante
el formato CSV.
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= MB: Denota las megabytes utilizadas.

= GB: Denota las gibaytes utilizadas.

= seg: Denota los segundos.

= min: Denota los minutos.

= hrs: Denota las horas.

= Productos: Numero de productos matriz por vector realizados.

s Iter.: Numero de iteraciones que realiza el método iterativo asociado.

= V. max. y V. min.: Denotan el valor del elemento més grande y més pequeno de la matriz

respectivamente.

= Val. inicial.: Valor utilizado para incializar vectores asociados a los esquemas AIJ, CSR y
CSR mod.

= nnz: Nimero de elementos no cero.
= Porcentaje nnz: Porcentaje de elementos no cero.
= Diag. Dom.: Diagonalmente dominante.

= Cond.: Numero de condicionamiento respecto a la norma 1 de la matriz, proporcionado por
UF y MM.

= Met. Grad.: Son los métodos del gradiente.

= Fact_LU: Tiempo realizado en la factorizacion LU.

= Elim. Gauss: Tiempo realizado en la eliminacién Gaussiana.
= Fact_Cho: Tiempo realizado en la factorizaciéon de Cholesky.

= Sol Ax: Tiempo de solucién del sistema lineal.

» Residuo (|| « ||2): Residuo evaluado en la norma 2.
» Error (|| - ||2): Error, medido por la norma 2.
» Error max (]| - ||2): Error méximo evaluado por la norma 2, respecto a los errores de la

soluciones de un método para resolver varios sistemas lineales.

» Residuo max (|| - ||2): Residuo méximo evaluado por la norma 2, respecto a los residuo de

las soluciones de un método para resolver varios sistemas lineales.
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La metodologia usada para concluir los tiempos computo, ha sido el realizar a cada problema el
promedio del tiempo de computo de tres ejecuciones en instantes distintos. Por 1ltimo, se ha consi-
derado una tolerancia de 1.0E-12 para almacenar los elementos no nulos, es decir que se almacena
la entrada a; ; de una matriz esparza A en las estructuras de datos, si |a; ;| > 1.E — 12. También

este mismo valor se tomard como criterio de parada para los métodos del gradiente.

5.1. Producto matriz por vector

En este apartado se muestran algunos resultados respecto al producto de una matriz por vector

Ax, donde A es una matriz esparza y el vector @, es obtenido de manera aleatoria.

5.1.1. Resultados Computador 1

1. Matriz A =besstk24 (MM)

Para analizar el producto matriz por vector con la matriz besstk24 del recurso “matrix mar-
ket”, se presenta en primer lugar el patrén de densidad y el intervalo de los valores de sus
elementos diferentes de cero. En la figura 5.1 se observa en (a) el patrén de esparcidad y en (b)
el intervalo donde se encuentran los elementos de la matriz, representados por puntos, lineas
y por colores, con una barra que posee una linea negra que identifica el cero y la distribucién

de colores dependiendo del valor minimo y maximo de las entradas de la matriz.

Para ver datos més precisos de la matriz besstk2/, con la tabla 5.1, se pude ver informacién,
tales como: el orden de la matriz, el niimero de elementos no nulos (nnz), el porcentaje de
elementos nulos, la simetria de la matriz (simetria) el condicionamiento de la matriz con res-
pecto a la norma 1 (Cond.), la norma dos (norma 2), la norma de Frobenius (norma F), la

disciplina y el ano donde se ha obtenido esta matriz.

Los resultados computacionales al realizar el producto matriz por vector con la matriz besstk24,
se presentan en las tablas 5.2 y 5.3. En estas tablas se encuentra la informacién acerca del
costo computacional de almacenamiento y tiempo de ejecucion para los diferentes esquemas de
almacenamiento implementados. En la tabla 5.2 se encuentran los resultados con el software
MATLAB y en la tabla 5.3 con DEV-C++.
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Matriz besstk24
0 -
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(a) Gréfico de esparcidad. (b) Intervalo de las entradas [4].

Figura 5.1: Gréficos de la matriz besstk24.

Filas 3562
Columnas 3562
nnz 159910
Porcentaje nnz 1.26 %
Simetria simétrica
Cond. 65
Norma 2 3.1E+13
Norma F 1.4E+14
Anélisis dindmico
Disciplina en ingenieria
estructural
Ano 1983

Tabla 5.1: Datos de la matriz besstk24 [4].

Densa | AIJ | CSR | CSR MOD | MSR | CSV
Mem. (MB) | 101.503 | 1.962 | 1.336 2.134 1.308 | 1.308
T. Alm (seg) 2.865 | 2.916 | 2.736 3.505 2.949 | 2.882
T. prod (seg) 0.454 | 0.004 | 0.006 0.028 0.006 | 0.008

Tabla 5.2: Resultados producto matriz por vector besstk24 MATLAB.
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y [ Densa | AIJ [ CSR [ CSR MOD | MSR | CSV |

Mem. (MB) 102.311 | 4.327 | 4.019 4.959 4.003 | 4.007
T. Alm (seg) 0.795 | 0.696 | 0.718 0.702 0.728 | 0.718
T. prod (seg) 0.089 | 0.001 | 0.001 0.001 0.001 | 0.002

Tabla 5.3: Resultados producto matriz por vector besstk24 DEV-C++.

Observacioén 5.1. De los datos anteriores acerca del producto matriz por vector con la matriz

besstk24, se pudo obtener lo siguiente:

» De la figura 5.1, gréfica (a) se puede observar que existe una simetria de la distribucién
de los elementos no ceros, que se concentran en su mayoria cerca de la diagonal principal
y en los extremos de las esquinas de la matriz. Ademds de la grafica (b) se observa que
el intervalo en el que se encuentran los valores de las entradas no nulas es muy grande,
pero la mayoria de entradas se concentran en el color azul claro y por ende en un valor

cercano a cero.

= De la tabla 5.1, se ve que la matriz es cuadra de orden 3562, el porcentaje de elementos
es cerca del 1%, la matriz es simétrica, el valor de la norma 2 es mas pequenio que la
norma de frobenius, como se esperaba de la teoria y sus valores son grandes, pero el
valor de condicionamiento es pequeno, frente a estos. Por la simetria los esquemas de
almacenamiento sélo almacenan los elementos ubicados en la parte triangular superior
de la matriz, por lo tanto almacenan menos o igual a la mitad los elementos nnz, es decir

menos o igual que 79955.

= Al comparar los datos obtenidos de las tablas 5.2 y 5.3 se puede ver que en ambas tablas
se gasta mucho méas memoria en la matriz densa que en la deméas ya que su valor es cerca
de 102 MB, mientras que en las demds no superan las 5 MB. También, al comparar la
memoria empleada por los diferentes esquemas de almacenamiento, se concluye que el
esquema CSR MOD gasta mas memoria que los demas y el que gasta menos estd entre
el MSR y el CSV.

En el caso de los resultados del tiempo de almacenamiento en cada tabla, no hay dife-
rencias notables, pero la eficiencia en el tiempo del producto si se empieza a detectar con
los esquemas de almacenamiento en MATLAB frente a la matriz densa. Otro resultado
es que al comparar los tiempo de almacenamiento entre los dos software, se puede ver
que MATLAB se tarda mas que con DEV-C++ . Por 1ltimo el error para realizar el
producto matriz por vector utilizando los esquemas con respecto al usar la matriz densa

fue cero, por lo cual no se muestra en la tabla de resultados.
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2. Matriz A=e20r0100 (MM)

Igual que para la matriz anterior, en la matriz e20r0100, se va analizar la grafica de la matriz
para determinar el patrén de distribucién y el intervalo de los elementos no nulos, como tam-
bién los datos de la matriz y las tablas de resultados al realizar el producto matriz por vector

con dicha matriz.

En la figura 5.2, la gréfica (a), se observa que las entradas no cero poseen un patrén estruc-
turado, distribuidas en diagonales y cerca de la diagonal principal. De esta misma figura en
la grafica (b), se ve que las entradas son pequenas debido a que se encuentran entre -4.01 y

8.97, por lo cual permite que no haya tantos errores de redondeo al realizar el producto.

Matriz e20r0100

500

1000+

1500+

2000+

25001

3000+

35001

40001

0 1000 2000 3000 4000

nz=131430
(a) Grafico de esparcidad. (b) Intervalo de las entradas [4].

Figura 5.2: Gréficos de la matriz e20r0100.

De la tabla 5.4, se puede ver que la matriz tienen un mayor porcentaje de esparcidad y més
grande que la anterior, dado que el porcentaje es del 0.73 % y es una matriz cuadrada de orden
4242. Para el caso de las normas, la norma de Frobenius y la norma 2 son pequenas, pero el

condicionamiento es muy grande, por lo cual la matriz es mal condicionada.
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Filas 4241
Columnas 4241
nnz 131556
Porcentaje 0.73%
Simetria no simétrica
Cond. 2.15E+4+10
Norma 2 13
Norma F 390
e e . Dinamica de
Disciplina Auidos
Ano 1996

Tabla 5.4: Datos de la matriz e20r0100 [4].

De las tablas 5.5 y 5.6, en primera instancia se puede ver que no se encuentra el esquema MSR,
debido a que existen elementos nulos en la diagonal con la tolerancia propuesta. Respecto a la
memoria, se utiliza mas espacio la matriz densa respecto a los almacenamientos, puesto que
tanto en ambas tablas el valor fue cercano a 143 MB, frente a un valor de 2 y 4y 4y 6, a los
resultados de MATLAB y DEV-C++4, respectivamente. Comparando este mismo valor entre
los almacenamientos, el esquema que menos utilizo fue CSV, mientras el que més utilizo fue
CSR mod. En caso del tiempo para el almacenamiento y para realizar el producto no hay
diferencias significativas entre la matriz densa y los almacenamientos, pero si se observa que
en el almacenamiento CSR mod en MATLAB supera los cinco segundos, mientras que los
demaés no superan esta cifra. También al comparar las tablas en el tiempo, en MATLAB se
tarda mas tiempo en almacenar que en DEV-C++4. En los resultados del error, los esquemas

presentan un error de 1.654E-14.

Densa AlJ CSR CSR MOD CSV
Mem. (MB) 143.889 3.157 2.139 3.005 2.105
T. Alm (seg) 4.523 4.590 4.310 5.314 4.579
T. prod (seg) 0.593 0.007 0.005 0.129 0.007
Error (|| - ||)2 1.654E-14 | 1.654E-14 | 1.654E-14 | 1.654E-14

Tabla 5.5: Resultados producto matriz por vector e20r0100 MATLAB.
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2000

4000+

6000+

8000+

10000~

12000¢

14000~

16000+

18000~

] | Densa | AlJ CSR [ CSRMOD | CsV

Mem. Alm (MB) || 143.684 5.036 4.552 5.940 4.536

T. Alm (seg) 1.279 1.149 1.154 1.150 1.149

T. prod (seg) 0.125 0.002 0.001 0.001 0.001
Error (|| - ||z2) 1.654E-014 | 1.654E-014 | 1.654E-014 | 1.654E-014

Tabla 5.6: Resultados producto matriz por vector e20r0100 DEV-C++.

Matriz A=fidap035 (MM)

De la figura 5.3 en la grafica (a), se observa que sus elementos no cero tienen un patrén es-
tructurado distribuidos en diagonal y se concentran en la diagonal principal. De la gréfica (b)

se observa que los elementos oscilan entre -5.24 millones y 10.5 millones y que los mayores

valores estan fuera de la diagonal principal.

Matriz fidap035

5000 10000 15000

nz=217972

(a) Gréfico de esparcidad.

De la tabla 5.7, se ve que la matriz es mucho mas grande y mas esparcida que las anteriores,
ya que es una matriz cuadrada de orden 19716 y su porcentaje de densidad es de 0.056 %.

También se ve que no es simétrica a pesar de tener patrén un simétrico y por tanto se ve la

(b) Intervalo de las entradas [4].

Figura 5.3: Graficos de la matriz fidap035.

necesidad de almacenar todos sus elementos no ceros.
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Filas 19716

Columnas 19716

nnz 217972

Porcentaje nnz 0.056 %
Simetria no simétrica

Norma 2 3.5E+7

Norma F 3.2E+8

Diag. Dom. no
Disciplina modelado de
elementos finitos

Tabla 5.7: Datos de la matriz fidap035 [4].

Las tablas 5.8 y 5.9, nos provee informacién de la memoria utilizada para almacenamiento, la
cual claramente es més eficiente que al usar la matriz densa. Si se compara este valor entre los
almacenamientos CSR MOD utiliza mayor espacio y el de menor esta entre MSR y CSV,
ya que su valor es cercano. sobre los resultados de tiempo la matriz densa se tardé mucho mas
en almacenar frente a los almacenamiento, puesto que se obtuvo un valor de 195.526 segundos
frente a 7 a 8 segundos en MATLAB, mientras que 138.742 segundos frente a 2 a segundos en

DEV-C++. Igualmente se presenta este comportamiento para realizar el producto.

De los tiempos de computo se puede destacar que se tarda mucho més tiempo en almacenar
en MATLAB y para el caso del producto no hay diferencias notables notables con los alma-
cenamientos, pero si con la matriz densa con un valor de 5295.107 seg con respecto a 218.099
seg. Sobre error del producto no presenta problemas, exceptuando MSR,, que a diferencia de
los demés es de valor 4.694E-7. La causa es debido a su estructura, ya que realiza el producto
matriz por vector, empezando con los elementos de la diagonal y posteriormente los elementos

que se encuentran fuera.

CSR

Densa Al1J | CSR MOD MSR CSv

Mem. (MB) 3109.765 | 5.239 | 3.651 8.062 3.493 3.493

T. Alm. (seg) 195.526 | 7.526 | 7.125 8.982 7.761 7.558

T. prod (seg) 5295.107 | 0.009 | 0.005 0.204 0.009 0.034
Error || - ||2 0 0 0 4.694E-7 0

Tabla 5.8: Resultados producto matriz por vector fidap035 MATLAB.
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CSR

Densa Al1J | CSR MOD MSR CSV

Mem. (MB) || 3041.756 | 6.464 | 5.684 | 8.452 5604 | 5.608

T. Alm (seg) || 138.742 | 2.740 | 1.950 | 2.745 1.903 | 1.877

T. prod (seg) || 218.099 | 0.003 | 0.002 | 0.002 0.002 | 0.003
Error (|| - ||2) 0 0 0 4.694E-7 | 0

Tabla 5.9: Resultados producto matriz por vector fidap035 DEV-C++.

Debido a que se presentaron mejores resultados con las implementaciones realizadas en DEV-
C++4 que en MATLAB en tiempo de almacenamiento y el tiempo para realizar el producto

matriz por vector en el caso de la matriz densa. Los siguientes pruebas se realizaran inicamente

utilizando DEV-C+-+.

4. Matriz A=fidapm11 (MM)

En la figura 5.4, grafica (a), la matriz posee un patrén estructurado. En la gréfica (b), se

puede determinar que los elementos estan entre -0.287 y 0.528, por lo cual las elementos de la

matriz son pequenos.

(a) Gréfico de esparcidad. (b) Intervalo de las entradas [4].

Figura 5.4: Gréficos de la matriz fidapm11.

De la tabla 5.10, el orden de la matriz es cercano al de la matriz fidap035, pero el nimero de
elementos cero es mas grande que el anterior. Igualmente que en el anterior caso no se pro-

vee informacién del condicionamiento, pero si de las normas cuyos valores son considerables.
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También se destaca el valor de las normas 2 y F, las cuales son bastante pequenas.

Filas 22294
Columnas 22294
nnz 617874
Porcentaje nnz 0.12%
Simetria no simétrica
Cond. no disponible
Norma 2 1.7
Norma F 26
Diag. Dom no
Disciplina modelacién .de
elementos finitos

Tabla 5.10: Datos de la matriz fidapm11 [4].

En la tabla 5.11, se observan resultados parecidos con los obtenidos en la matriz fidap035,
referidos a la memoria y la eficiencia clara de realizar el producto con los esquemas, con la
matriz densa, pero se destaca un aumento en los valores de memoria y tiempo de almacena-
miento, de cada estructura con los anteriores y también de que no se puede utilizar MSR.
Respecto al error del producto, fue cero y se puede relacionar esto con los valores pequenos

de los elementos de la matriz.

- Densa AlJ CSR | CSR MOD | CSV
Mem. (MB) | 3887.796 | 12.712 | 10.380 17.124 10.296
T. Alm. (seg) 228.15 5.455 5.444 5.450 5.429
T. Prod (seg) | 236.403 | 0.008 | 0.006 0.005 0.008

Tabla 5.11: Resultados matriz por vector fidapmi11 DEV-C++.

5. Matriz A=af23560 (MM)

De la figura 5.5, gréfica (a), se puede ver un patrén estructurado , cuyos elementos se distri-
buyen diagonal, semejante a lo ocurrido con la matriz fidap035, sin embargo en este caso hay
mas elementos por el grosor de la gréfica. De esta misma figura en la gréfica (b), los valores se
encuentran entre -297 y 297. Ademaés se observa un predominio de color verde en esta grafica
que nos permite ver que hay una mayoria de elementos cercanos a cero y ademads que la matriz

no es diagonalmente dominante debido al colo rojo o azul fuera de la diagonal.

De la tabla 5.12, se observa que la matriz tiene un tamafno poco més grande que las anteriores,
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pero su nimero de elementos nulos es menor que en el anterior caso. A pesar de que el patrén
sea simétrico la matriz no lo es. También no es diagonalmente dominante como se comprobé

en la figura 5.5.

ox 10 Matriz af23560
05}

1 k
15

2,

0 05 1 15 2
nz = 460598 “10°
(a) Grafico de esparcidad. (b) Intervalo de las entradas [4].

Figura 5.5: Graficos de la matriz af23560.

Filas 23560
Columnas 23560
nnz 460598
Porcentaje nnz 0.083%
Simetria no simétrica
Cond. no disponible
Norma 2 6.5E+402
Norma F 1.0E+4-04
Diag. Dom. no
Disciplina Dindmica de Fluidos

Tabla 5.12: Datos de la matriz af23560 [4].

De la tabla 5.13, se mantienen los resultados de memoria y tiempo anteriores, pero el tiempo
de almacenamiento disminuyo debido a que es menos densa. Para el caso del error, comparado

con los anteriores casos, se ve un aumento en el error aumento, con excepcién de MSR.
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CSR
- Densa AlJ CSR MOD MSR CSV
Mem.

Alm, (MB) || 4341544 | 10.252 8.536 13.420 8.448 8.452
T. Alm. 9237.703 4.316 4.056 4.830 4.04 4.053
(seg)

T. prod. 358.566 0.006 0.004 0.004 0.004 0.006
(seg)

Error

T 4.357E-012 | 4.357E-012 | 4.357E-012 | 1.516E-011 | 4.357E-012
* 2

Tabla 5.13: Resultados matriz por vector af23560 DEV-C++.

5.1.2.

Resultados Computador 2

Debido a que se desea analizar matrices de mayor escala que las anteriores y poder ver mayores

diferencias en la memoria y en los tiempos de operaciones entre los esquemas abordados, los siguien-

tes resultados se realizaron en el computador 2, utilizando el software DEV-C++. Para mostrar las

diferencia en resultados en este computador se retoma las pruebas para realizar el producto matriz

por vector con la matriz fidapm11 y la matriz af23560 como se puede apreciar en las tablas 5.14

y .15 respectivamente.

CSR

- Densa | AL} | CSR |\ 00| CSV
Mem.

Alm. 3887.796 | 12.712 | 10.380 | 17.124 | 10.296
(MB)

T. Alm. 3578 | 2281 | 25 | 2266 | 2.657
(seg)
T. prod. 1.354 | 0.006 | 0.004 | 0.003 | 0.006
(seg)

Tabla 5.14: Resultados producto matriz por vector fidapm11.
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CSR

- Densa | ALl | CSR |,/ 0 | MSR | CSV
Mem.
Alm. 4341.544| 10.252 | 8.536 | 13.420 | 8.448 | 8.452
(MB)
T Alm. o 00 | 1537 | 1521 | 1505 | 1552 | 1.600
(seg)
T.prod. || o0 | 0004 | 0002 | 0002 | 0.002 | 0.004
(seg)
Error 4357 | 4357 | 4.357 | 1.516 | 4.357
- llz) E-12 | E-12 | E-12 | E-11 | E-12

Tabla 5.15: Resultados matriz por vector af23560.

Observacion 5.2. De las tablas 5.14 y 5.15 referentes a las pruebas en el computador 2 de la matriz

fidapm11 y af23560 respectivamente, si se comparan estos resultados con los del computador 1, el

tiempo de almacenamiento y el tiempo para realizar el producto se redujo notablemente, sin poder

observar diferencias notables entre la matriz esparza y la matriz densa. En el caso de la memoria y

el error, estos valores se mantiene, independientemente del computador el cual que se esté usando.

Para los siguientes matrices han sido tomadas de la coleccién de matrices de la “Universidad

de Florida” (UF). La informacién tal como el intervalo donde se encuentran los elementos de la

matrices, el valor de las normas y el condicionamiento no la proporciona esta pagina, sin embargo

se ha calculado el valor maximo y minimo, cuyo valor se anexa en la tabla de datos de la matriz.

1. Matriz pdb1HYS (UF)

Por medio de la figura 5.6, se puede detectar que la matriz pdb1HY'S, presenta un patrén en su

elementos, considerandola como estructurada y ademas estan distribuidos en diferentes partes

de la matriz, en particular se concentran mas cerca de la diagonal principal.

De la tabla 5.16, se ve que la matriz es cuadrada de orden 36417 y simétrica, que se verifica

en parte por el patréon de los elementos y por tanto los esquemas almacenan un valor menor

o igual a 2172382. Por el valor maximo y minimo de los elementos de la matriz, el intervalo

donde se encuentran no es tan amplio.
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x10* Matriz pdb1HYS
ONTTT o ;
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o5l 1A
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15}
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357 Lo o
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Figura 5.6: Grafico de esparcidad de la matriz pdb1HYS.

. 2
nz = 4344765

x10'

Filas 36417

Columnas 36417
nnz 4344765
Porcentaje nnz 0.33%
V. méax 257.076

V. min 76.680
Simetria simétrica
Disciplina teorfa de

grafos

Ano 2008

Tabla 5.16: Datos de la matriz pdb1HYS [33].

De la tabla 5.17, se puede notar que la memoria para la densa es muy grande en comparacién

de las esparzas, ya que su valor es de 6591 MB frente a un valor de 50 MB que fue el maés

grande usado por CSR mod. Para el tiempo de almacenamiento y el tiempo del producto

no se observa diferencias de tiempo entre los almacenamientos, pero si con la densa, la cual

tarda mads, pero a pesar de seguir aumentando la memoria el tiempo no se torna tan grande

como sucedié con los resultados del computador 1.
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CSR

i Densa | AL} | CSR | 05 | MSR | CSV
Mem.

Alm. 6591.284 | 37.288 | 28.864 | 50.308 | 28.724 | 28.728
(MB)

T. Alm. 13.297 | 6.969 | 6.953 | 6.984 | 7.094 | 7.047
(seg)

T. prod. 8.687 0.047 | 0.038 | 0.037 | 0.036 | 0.045
(seg)

Tabla 5.17: Resultados producto matriz por vector pdbI1HYS.

2. Matriz c20stif (UF).

En la figura 2, se determina que c20stif posee un patron simétrico en sus elementos que es

muy parecido al de la matriz pdb1HYS.

De la tabla 5.18, la matriz es mas grande y mas esparcida que la anterior y es simétrica, que
concuerda con el patrén simétrico de los elementos no ceros. Por tanto los esquemas almace-

nan cerca de la mitad del valor nnz.

Figura 5.7: Grafico de esparcidad de la matriz ct20stif.

De la tabla 5.19, claramente se observa la eficiencia de los esquemas frente a la densa, en los
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datos obtenidos. En el caso de los resultados entre cada uno de los almacenamientos, CSR
mod, gasta mas memoria y quien tarda mas en almacenar la matriz es CSR. Para el caso

del error, el valor de este fue el mismo para todos los esquemas y sobrepasa a la tolerancia

propuesta.
Filas 52329
Columnas 52329
nnz 2595415
Porcentaje nnz 0.09%
V. max 8.870E-10
V. min -1.762E410
Simetria simétrica
s e Problema
Disciplina estructural
Ano 1995
Tabla 5.18: Datos de la matriz ct20stif [33].
CSR
- Densa AlJ CSR MOD MSR CSVv
Mem.
Alm. 6796.284 23.736 18.760 33.528 18.560 18.564
(MB)
T. Alm. 79.526 4.958 11.846 6.798 4.533 4.526
(seg)
T. prod. || 619948 0.033 0.007 0.024 0.006 0.009
(seg)
Error 1.455 1.455 1.455 1.455 1.455
(IEEY) E-011 E-011 E-011 E-011 E-011

Tabla 5.19: Resultados producto matriz por vector ct20stif.

Para las siguientes pruebas, debido a que las matrices son de mayor escala que las anteriores y
la mayor cantidad méxima posible para almacenar una matriz densa es de tamano alrededor
de orden 80000, los resultados que se presentan a continuacién se analiza inicamente con los

esquemas de almacenamiento tratados.

3. Matriz A=gsm_106857

Por la figura 3, los elementos estdn distribuidos en diferentes lugares de la matriz y a simple
vista no es posible detectar si existe o no un patrén. A simple vista parece que la matriz no

es esparza, sin embargo esto se debe a la vista global de la grafica.
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Por la tabla 5.20, la matriz es cuadrada de orden 589446, el niimero de elementos nulos es de

21758924, y el porcentaje de estos elementos que es de 6.2625E-3 %, lo que nos indica que es

muy esparza y el cuidado que hay que tener con la gréafica de esparcidad. También nos indica

que es simétrica lo cudl no era tan facil de suponer de la grafico de esparcidad.

La tabla 5.21, nos indica que la memoria de almacenamiento aumento6 considerablemente en los

esquemas, pasando a un valor superior a 100 MB. Para el caso del tiempo en el almacenamiento

no hay diferencias notables e igualmente para realizar el producto.

Figura 5.8: Grafico de esparcidad de la matriz gsm06857.

Matriz gsm106857

nz = 21758924 x10°

Filas 589,446
Columnas 589,446
nnz 21,758,924
Porcentaje nnz 6.262E-3 %
V. max. 13.342
V. min. -5.084
Simetria simétrica
s a1 Problema de
Disciplina .
electromagnetismo
Ano 2010
Definida positiva no

Tabla 5.20: Datos de la matriz gsm06857 [33].
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\ - [ AIJ | CSR | CSRMOD | MSR | CSV |
Mem.
Alm. 177.652 | 136.300 9253.224 133.996 | 134.000
(MB)

T. Alm. g0 cos | 36,507 36.625 36.751 | 36.578
(seg)

T. prod. 0.12 0.104 0.125 0.094 | 0.120
(seg)

Tabla 5.21: Resultados matriz por vector gsm_106857

4. Matriz A = webbase-1M ((MM))

La figura 5.9, permite ver que no existe un patrén de distribucién de sus elementos, por tanto

se considera como matriz esparza no estructurada.

Matriz webbase-1M

4
nz = 3105536

6

Figura 5.9: Gréfico de esparcidad de la matriz webbase.

De la tabla 5.22, el tamano de la matriz es casi el doble que la matriz anterior, pero el nimero

de elementos distintos de cero es menor y no es simétrica. También se puede notar que por

los valores méximos y minimos la matriz tiene entradas pequenas.

De la tabla 5.23, se aprecia que a pesar de ser de gran tamano los valores de tiempo y memoria

son menores a los de la matriz a gsm106857, lo cual indica la relevancia de los elementos no
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nulos frente a las dimensiones de la matriz.

Filas 1000005
Columnas 1000005
nnz 3105536
V. max 1
V. min -3.486E-5
Densidad 0.05%
Simetria no simétrica
Disciplina grafico directo ponderado
Ano 2008
Definida positiva no

Tabla 5.22: Datos de la matriz webbase-1M [33].

CSR

- AlJ | CSR | o0 | MSR | CSV
Mem.

Alm. || 51576 | 43.348 | 112.804 | 39.440 | 39.444
(MB)

T Alm- o001 | 9302 | 9304 | 9.378 | 9.344
(seg)
Toprod- 1l 090 | 0016 | 0021 | 0016 | 0.016
(seg)

Tabla 5.23: Resultados matriz por vector webbase-1Mes.

5. Matriz A=thermal2

De la figura 5.10, se deduce que la matriz tiene un patréon en sus elementos concentrados

mayormente en la diagonal principal, por lo cual es estructurada.
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x10° Matriz thermal2
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nz = 8580313 5

Figura 5.10: Gréfico de esparcida de la matriz thermal2.

De la tabla 5.24, se observa que la matriz es de orden superior a 10°, la matriz es S.D.P,
tiene un numero de elementos nnz = 8580313 y para aprovechar la simetria los elementos
almacenan cerca de la mitad de esto. Por otro lado, los elementos de la matriz son pequenos

puesto que se encuentran en un intervalo entre 4.874 y -1.599.

Filas 1228045
Columnas 1228045
nnz 8580313
Porcentaje nnz 5.689E-4
Simetria S.D.P
V. max. 4.874
V. min. -1.599
Ano 2006
Aplicacion Problema térmico

Tabla 5.24: Datos matriz thermal2 [33].

De la tabla 5.25, se observa el mismo patréon de comportamiento en la memoria y en los tiem-

pos de almacenamiento. Para el producto con CSV es el esquema que tarda mas.

| - [ AIJ | CSR [ CSR MOD | MSR | CSV |

Mem (MB) 79.692 | 65.332 159.624 60.532 | 60.536
T. Alm. (seg) | 16.167 | 16.189 16.273 16.189 | 16.204
T. prod (seg) | 0.053 | 0.046 0.066 0.044 | 0.203

Tabla 5.25: Resultados matriz por vector thermal2.
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6. Matriz A = Hook_1498

Por la figura 5.11, se observa un patrén de esparcidad de los elementos, concentrados en la

diagonal principal.

Figura 5.11: Grafico esparcidad de la matriz Hook-1498 [33].

De la tabla 5.26, la matriz tiene un tamano 1498023 x 1498023, el nimero de elementos no
nulos es de 59374451, con un porcentaje del 2.645E-3 %. También la matriz es simétrica por
lo cual se almacena una parte de elementos. Por el intervalo de elementos maximos y minimos

se encuentra en un intervalo entre -102007.12 y 157592.67.

Filas 1498023
Columnas 1498023
nnz 59374451
Porcentaje nnz 2.645E-3 %
Simetria Simétrica
V. max. 157592.67
V. min. -102007.12
Disciplina Problema estructural
Ano 2011

Tabla 5.26: Datos de la matriz Hook_1498 [33].
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En la tabla 5.27, se observa un aumento considerable en el uso de la memoria de los almace-

namiento y en particular con CSR mod seguida de AIJ, los cuales en el tiempo del producto

tardan ma&s en realizar el producto.

- AlJ CSR | CSR MOD | MSR CSvV

Mem. (MB) 478.416 | 365.424 674.416 359.576 | 359.580

T. Alm. (seg) | 99.272 | 99.062 97.981 98.34 98.341
T. Prod. (seg) 0.224 0.182 0.224 0.167 0.198

Tabla 5.27: Resultados matriz por vector Hook_1498.

Ahora para las siguientes matrices que sean no simétrica si analizard ademas del producto

matriz por vector, el producto matriz transpuesta por vector, que nos servirda para analizar

como se comporta al aplicar con los esquemas utilizados.

7. Matriz A=circuit5M_dc

Por la figura 5.12, la matriz tiene un patrén estructurado en sus elementos y esta distribuidos

en diferentes lugares de la matriz y una cierta concentracién de elementos, en la parte superior

izquierda de la gréfica.

Por los datos de la tabla 5.28, la matriz es mas grande que las anteriores, es simétrica, por

lo que se debe almacenar todos los elementos nnz e implicaria ahorro de memoria y costo de

tiempo.

2 25 3 35

(]
nz = 14865409 x10

Figura 5.12: Gréafico de esparcidad de la matriz circuitbM_dc [33].
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De la tabla 5.29, en relacién al tiempo de almacenamiento por segundos se tardan mas en
almacenar CSR mod y CSV. Sobre el tiempo de los productos se verifica que se realiza més
rapido el proceso con el producto matriz por vector (T. prod) que con el producto matriz

transpuesta por vector (T. Prod. Trans.) que es mayor al comparar con cada esquema.

Filas 3523317
Columnas 3523317
nnz 14865409
Porcentaje nnz 1.197E-4 %
Simetria Simétrica
V. max. 19194192
V. min. -59.347
Disciplina Simulacién de circuitos.
Ano 2010

Tabla 5.28: Datos matriz circuitbM_dc [33].

- AlJ CSR | CSR MOD | MSR CSVv
Mem.(MB) 216.188 | 176.688 439.096 162.896 | 162.924

T. Alm. (seg) 60.923 60.879 62.011 60.983 63.450

T. prod (seg) 0.078 0.062 0.094 0.062 0.078

T. Prod. Trans (seg) | 0.094 0.0737 0.109 0.078 0.093

Tabla 5.29: Resultados matriz por vector circuit5M_dc.

8. Matriz A=circuitsM

De la figura 5.13, no es posible determinar si la matriz es estructura o no a simple vista,

también se observa que hay concentracién en diagonal de los elementos no cero.

De la tabla 5.30, se verifica que la matriz es no simétrica, de mayor tamano que la anterior y
es muy esparza. Por el valor maximo y minimo de entradas la matriz no tiene entradas muy

grandes.
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Figura 5.13: Gréfico de esparcidad de la matriz circuit5M [33].

Filas 5558326
Columnas 5558326
nnz 59524291
Porcentaje nnz 1.927E-4 %
Simetria No Simétrica
V. max. 1022
V. min. -133.333
Disciplina Simulacién de circuitos.
Ano 2010

Tabla 5.30: Datos matriz circuit5M [33].

De la tabla 5.31, se consideré los esquemas de almacenamiento abordados pero siguiendo un

orden de jerarquia por columna seguido por filas. Entre los resultados de memoria, se da un

aumento en la memoria de los esquemas notablemente y en CSR mod es mayor a 1 GB.

Sobre los tiempos al realizar el producto matriz por vector y al realizar el producto matriz

transpuesta por vector, se tarda més al realizar el producto matriz por vector que al realizar el

producto matriz transpuesta por vector, a diferencia de lo que ocurria con el resultado anterior.

- AlJ CSC | CSC MOD | CSV

Mem. (MB) 933.184 | 722.388 1398.128 700.664

T. Alm. (seg) 197.677 | 198.538 199.697 198.690

T. Prod. (seg) 0.354 0.260 0.265 0.302

T. Prod. Trans. (seg) 0.307 0.227 0.236 0.273

Tabla 5.31: Resultados matriz por vector circuitbM.



5. Resultados Numéricos 128

9. Matriz A=cagel)

De la figura 5.14, la matriz posee un cierto patrén simétrico en sus elementos. También De la
tabla 5.32, la matriz es de igual tamano a la anterior, pero aumenta su nimero nnz y es no
simétrica por lo cudl se requiere almacenar todos los elementos no ceros y de la tabla 5.33,
se aprecia que todos los esquemas superan en espacio de memoria a 1 GB. Sobre el tiempo
para realizar el producto se presentan mejores resultados al realizar el producto con la matriz
transpuesta con un diferencia de 2 o 3 décimas de segundo que pueden afectar a la hora de
realizar varios productos. El que mejor resultados se obtuvo en ambos producto fue CSC y

MSC y también en el almacenamiento.

Figura 5.14: Grafico de esparcidad de la matriz cagel5 [33].

Filas 5154859
Columnas 5154859
nnz 99199551
Porcentaje nnz 3.7331E-4%
Simetria No Simétrica
Disciplina Grafo directo ponderado.
Ano 2003

Tabla 5.32: Datos matriz cagel5 [33].
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AlJ CSC CSVv

) (CoL) CsC MOD MSC (COoL)

Mem. (GB) 1553 | L1185 | 2177 1.166 1171

T. Alm. (seg) 312.031 310.51 314.540 310.485 312.881

T. Prod. (seg) 0.617 0.421 0.492 0.406 0.562

T. Prod. trans. (seg) 0.453 0.313 0.421 0.297 0.422

Tabla 5.33: Resultados matriz por vector cagels.

10. Matriz A=nlpkkt160

De la figura 5.15, la matriz posee un patrén estructurado y tiene elementos nulos en la diago-

nal por lo que no es posible aplicar MSR.

Gracias a la tabla 5.34, se observa una matriz superior a 10%, muy esparza con elementos entre

-16 y 200, por lo que son entradas no muy grandes. Ademaés debido a su simetria se almacena

la mitad de sus elementos es decir cerca o menor de 112711056.

Filas 8345600
Columnas 8345600
nnz 225422112
Porcentaje nnz 3.236E-4 %
Simetria Simétrica
V. max. -16
V. min. 200
Disciplina Problema de optimizacion.
Ano 2008

Tabla 5.34: Datos matriz nlpkkt160 [33].

Mediante la tabla 5.35, se puede apreciar que la memoria de los formatos sobrepasa a 1GB,

donde CSR mod posee mayor este valor y CSV tiene menor valor. Sobre los tiempos CSV

se tarda mucho més en almacenar la matriz que en los demas y en el tiempo para realizar un

producto CSR realizar més rapido este proceso.
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Figura 5.15: Gréfico de esparcidad de la matriz nipkkt160 [33].

- AlJ CSR | CSR MOD | CSV

Mem. (GB) | 1.797 | 1.381 2.480 1.349

T. Alm. (seg) | 319.473 | 318.952 318.260 339.950
T. Prod. (seg) | 0.826 0.716 0.795 0.835

Tabla 5.35: Resultados matriz por vector nlpkkt160.

5.2. Discretizacion de la ecuacion de onda unidimensional

En este caso, se va a realizar utilizando el computador 2 una discretizacion numérica de un

PVI de una ecuacién diferencial parcial de la ecuacion de onda unidimensional
Uy +ur =0, en —2<x<3,t>0
con el valor inicial
1—|z| silz| <1

u(m70) = 5
0 sijz| > 1

mediante el esquema de Lax-Friedrichs [29], con la formula

1
“:Lnﬂ = (U;Lnﬂ + “;Lnfl) - 5)‘ (UZH - unmfl) )

N
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donde A = 0.8, las condiciones de frontera a derecha son uﬁjl = urﬁr_ll, donde zpy = 3 y el

valor inicial de la d u,;, = uo(xm,).

La caracteristica de esta discretizacién es que el proceso se realiza de forma iterativa productos
matriz por vector, en la cual la matriz es esparza. A continuacién mediante la figura 5.2 en el
grafico (a) el grafico de esparcidad de la matriz de discretizacién de tamano de 51 x 51 y en el

grafico (b) el grafico de esparcidad de la matriz de discretizacién de un tamano de 5001 x 5001.

(a) matriz 51 x 51 (b) matriz 5001 x 50001

Figura 5.16: Graficos de esparcidad, matrices de discretizacién ec. onda

Ahora mediante la figura 5.2, se observa el comportamiento de las gréficas en u(z, 1.6), respecto
a la soluciones de las discretizaciones utilizadas representadas por el color rojo y la solucion
exacta representada por el color azul. De esto se puede ver que al ir aumentando la matriz de
discretizacion se aproximan ambas graficas. Sin embargo por los costos de memoria y el tiempo
de computo, se requiere utilizar esquemas de almacenamiento. A continuaciéon se muestra
algunos resultados al aplicar esquemas de almacenamiento en el proceso de discretizacion con

matrices de discretizacién de diferentes tamamos.
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(a) matriz de 51 x 51 (b) matriz de 501 x 501

(c) matriz de 5001 x 5001 (d) matriz de 50001 x 50001

Figura 5.17: Graficos de la solucién de discretizacion ec. onda en u(z, 1.6).

De la tabla 5.36, la matriz de discretizacién de tamafio 5001 x 5001 es una matriz bastante
esparza con un porcentaje de 0.004 %, la cual no es simétrica, como se observa por la figura 5.2,
grafico (a), donde se puede apreciar que por el comportamiento de las entradas no posee un
patrén simétrico. También se puede observar que para la discretizacion se necesita alrededor

de 2000 productos (Num. productos) para realizar este proceso.

De la tabla 5.37, se requiere mas espacio de memoria para la matriz densa y entre los esque-
mas, CSV es el que menos memoria utiliza, mientras que el CSR mod es el que més memoria
utiliza; en el tiempo de almacenamiento no presenta diferencias notables con los esquemas,
pero a la hora de realizar la discretizacién (7. Dis.), con la realizaciéon de 2000 productos,
se puede notar que la matriz densa es muy ineficiente comparado con lo obtenido con los
esquemas, los cuales no superan un segundo, al realizar todas estas operaciones. Sobre el error
asociado al vector de la solucién exacta ( Error ||y, — y7|| ), su valor tanto con la densa como
las esparzas es de 0.113, lo que indica que independientemente de que estructura se utilice

sigue siendo la misma solucion.
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Filas 5001
Columnas 5001
nnz 10002
Porcentaje nnz 0.04 %
Simetria no simétrica
Num. productos 2000

Tabla 5.36: Datos matriz de discretizacién 5001 x 5001 ec. onda.

- Densa | AIJ | CSR | CSR MOD | CSV

Mem. (MB) 199.196 | 3.404 | 3.380 3.736 3.360

T. Alm. (seg) 0.125 0.026 | 0.026 0.031 0.031

T. Dis. (seg) 114.955 | 0.104 | 0.088 0.093 0.109

T. total (seg) 115.08 0.13 | 0.114 0.124 0.14
Error |ly; — y;||2 0.113 0.113

Tabla 5.37: Resultados, matriz de discretizaciéon 5001 x 5001 ec. onda.

De la tabla 5.38, la matriz de discretizacion de tamano 50001 x 50001, es una matriz bastante
esparza con un porcentaje de 0.004 %, no es simétrica y se necesita a diferencia de la anterior
20000 productos para la discretizacion. Respecto a los resultados al realizar la discretizacién
no se tiene en cuenta la matriz densa, dado que por el nimero de productos que se necesitan
realizar seria demasiado costoso. Asi, analizando los resultados Unicamente con los esquemas
de almacenamientos se detecta que con CSR MOD se utiliza casi el doble de memoria que los
demis; el tiempo de almacenamiento no hay diferencias notables; el tiempo de discretizacion,
se observa que AIJ y CSV se tarda unos segundos mas con respecto a CSR y CSR mod, y
el que menos tarda es el CSR mod. El error disminuye cerca de 0.05, con respecto al utilizar

la matriz de discretizacién anterior.

Filas 50001
Columnas 50001
nnz 100002
Porcentaje nnz 0.004 %
Simetria no simétrica
Num. Productos, 20000

Tabla 5.38: Datos matriz de discretizacién 50001 x 50001 ec. onda.
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y - [ ALJ [ CSR | CSR MOD | CSV |

Mem. (MB) 4820 | 4.608 8.032 4428
T. Alm. (seg) 0.302 | 0.297 0.302 0.302
T. Dis. (seg) 11.120 | 9.229 9.089 10.448
T. Total (seg) 11.152 | 9.526 9.391 10.75
Error ||y; —yX|2 0.0635

Tabla 5.39: Resultados, matriz de discretizacién 50001 x 50001 ec. onda.

Los datos de la tabla 5.40 indican la informacion de la matriz de discretizacién de tamafo
500001 x 500001, la cual tiene un aumento proporcional en el tamano, en el nimero nnz y en
la cantidad de producto utilizados para la discretizacién que hace que este proceso se vuelva

mas costo, pero el error debe disminuir.

Filas 500001
Columnas 500001
nnz 1000002
Porcentaje nnz 4E-6 %
Simetria no simétrica
Num. productos 200000

Tabla 5.40: Datos matriz de discretizacién 500001 x 500001 ec. onda.

De la tabla 5.2, se obtuvo que los tiempos de discretizacién a diferencia de la anterior matriz
fueron mas eficientes con CSR y CSV, que con CSR mod, por lo que varios productos y la
memoria utilizada debido al aumento de nnz hacen el proceso mas lento con este esquema.
De la misma tabla el error asociado disminuyo con relaciéon a resultados anteriores, con una

disminucién cerca del 0.03 %.

y - [ CSR | CSR MOD [ CSV |

Mem. (MB) 16.704 46.424 14.956
T. Alm. (seg) 3.014 3.034 3.043
T. Dis. (min) | 23580 | 34723 | 22.861
Error ||y; — vy} 0.0357

Tabla 5.41: Resultados, matriz de discretizacion ec. onda 500001 x 500001.

A continuacion, en la tabla 5.42, se presentan algunos resultados con CSR y CSV al realizar
el proceso de discretizacion con diferentes espaciamientos, en donde se puede detectar que

se dan mejores resultados con CSV, por décimas o centésimas de segundo y para el caso del
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error se observa una disminucion del error de cerca de 0.02 al ir disminuyendo el espaciamiento

siguiendo una proporcion.

h=103 |h=56x102 | h=25x102 | h=1.2 x 10 %
T. CSR. 0.104 0.375 1.515 6.526
(seg)
T. CSV 0.094 0.364 1.453 6.323
(seg)
Error 0.113 0.095 0.080 0.067
lly — v*|l2

Tabla 5.42: Resultados discretizacion ec. onda diferentes espaciamientos.

5.3. Insercién de elementos

En esta parte se presenta los resultados en el proceso de insercién de entradas a la matriz, para
el almacenamiento leida desde un archivo, la cudl tiene la forma similar al esquema coordinado
pero con la diferencia que en este caso no se cuenta con la informacién de la simetria de la canti-

dad de elementos nnz y la informacién de los elementos no ceros esta distribuida de forma aleatoria.

Los esquemas que se van a utilizar en esta parte son AIJ, CSR y CSR mod. El esquema
MSR, no se tomo en cuenta puesto que esta condicionado a que la matriz diagonal tenga todos sus
elementos diferentes de cero en la diagonal y tampoco CSV, dado que no tiene un apuntador de filas
o columnas necesaria para realizar de forma eficiente esta operacién y se toma como representante
para este tipo de formatos que no poseen apuntador a AILJ. También Debido a que no se cuenta
con el nimero nnz, se requiere inicializar con un tamano los vectores de los esquemas. Para ello se
tomo como valor por defecto la cuarta parte de la cantidad de entradas de la matriz para ALJ y
CSR y para el caso de CSR mod, se tomo la mitad del valor del tamano de las columnas de la
matriz, puesto que este esquema esta divido por vectores relacionados a cierta fila de una matriz y
por ende en el peor de los casos la longitud méaxima de los vectores es el valor de columnas de la

matriz.

5.3.1. Resultados computador 1

1. Matriz Aleatoria A.

En la figura 5.18, se tiene el grafico de esparcidad de la matriz A, donde la grafica (a) se
observa dicho grafico de forma global que nos permite ver que la matriz no es estructurada y

por la gréfica (b), se observa que los elementos no nulos estan distribuidos a lo largo de toda
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la matriz y que debido a ello la grafico global se ve muy densa.

(a) grafica global (b) gréfica con zoom

Figura 5.18: Gréfico de esparcidad matriz aleatoria A.

En la tabla 5.43, se observa que la matriz es pequena de tamainio 500 x 500 y tiene una espar-

cidad del 45.10 %, por lo cual se verifica que es esparza.

filas 500

Columnas 500
nnz 112752
Porcentaje nnz || 45.10%

Tabla 5.43: datos de la matriz aleatoria A.

Con los resultados de la tabla 5.44 ,se observa en primer lugar que la memoria de almacena-
miento utilizada en el proceso para almacenar la matriz A es mucho mayor en los esquemas
que con la matriz densa, a diferencia de lo que sucedia para las matrices utilizadas para el
producto matriz por vector. De esta manera el ALJ realiza mas gasto de memoria y el que

menos lo realiza es el CSR mod.

Densa | AlJ CSR | CSR MOD
Mem Alm (MB) | 5.324 | 12.904 | 9.200 7.208
Tiempo Alm (seg) | 1.155 | 44.898 | 33.529 1.241

Tabla 5.44: Resultados almacenamiento matriz aleatoria A.

2. Matriz Aleatoria B.
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En la figura 5.45, el gréfico (a) y el gréfico (b) los elementos nulos estén esparcidos en toda

la matriz lo que no permite determinar si es esparza o no.

(a) grafica global (b) gréfica con zoom

Tabla 5.45: Grafico de esparcidad de la matriz

La tabla 5.46, indica que el tamano de la matriz B es dos veces a la anterior y por el porcentaje

de elementos nulos la matriz es esparza.

Filas 1000
Columnas 1000
nnz 451473
Porcentaje nnz || 45.147%

Tabla 5.46: Datos de la matriz aleatoria B.

En la tabla 5.47, igual que en el anterior caso se observa que los esquemas gastan mas memoria
que con la matriz densa, donde el que méas consume es AILJ y el que menos utiliza es CSR
mod. Sobre el tiempo de almacenamiento se observa que la matriz densa realiza este proceso
en menor tiempo, siendo cercano el tiempo de CSR mod y el més lejano AILJ, por lo que se
puede deducir de la ineficiencia de la bisqueda e insercién con este esquema, como se esperaba

debido a que no tiene un apuntador de filas o columnas.

Densa AlJ CSR | CSR MOD
Mem Alm (MB) 11.392 | 36.760 | 26.700 18.608
Tiempo Alm (seg) 4.546 | 703.231 | 533.775 5.138

Tabla 5.47: Resultados almacenamiento matriz aleatoria B.
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3. Matriz Aleatoria C.

De igual manera que en la matrices A y C' en la figura 5.48, la grafica (a) y (b) no nos garantiza

si la matriz es esparza o no.

(a) gréfica global (b) gréfica con zoom

Tabla 5.48: Grafico de esparcidad de la matriz C.

Por los datos de la tabla 5.49, la matriz C' es un poco mas grande que la anterior pero el

porcentaje de elementos distintos de cero y el porcentaje de densidad es mas pequeno.

filas 1200
Columnas 1200
nnz 260936
Porcentaje nnz || 18.120%

Tabla 5.49: Datos de la matriz aleatoria C.

A diferencia de los resultados con las matrices A y B, por la tabla 5.50, en el caso de la
memoria, su valor es muy cercano, sin haber diferencias significativas. Para los tiempos de

almacenamiento se sigue manteniendo el mismo comportamiento.

Densa | AIJ | CSR | CSR MOD
Mem Alm (MB) | 14.764 | 14.564 | 11.472 14.230
Tiempo Alm 2.210 | 232.107 | 177.806 2.366

Tabla 5.50: Resultados de almacenamiento matriz aleatoria C.
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5.3.2. Resultados computador 2

4. Matriz aleatoria D.

De la tabla 5.51, la matriz es de tamano 30000 x 30000, con un porcentaje de nnz del 0.01 %,

es decir hay 90000 elementos no ceros.

De la tabla 5.52, claramente se ve la diferencia en consumo memoria de la matriz densa que
con los almacenamientos. E1 CSR mod es el que méas consume memoria de estos esquemas.
Para el caso del tiempo de almacenamiento la densa requiere mas tiempo que los esquemas,
pero las diferencias no son muy lejanas, ya que cerca de 4 segundos en relaciéon con cerca de
1 segundo. Esto indica que si la matriz es muy esparcida se puede mejorar los resultados que

con la matriz densa.

Filas 30000
Columnas 30000
nnz 90000
Porcentaje nnz || 0.01%

Tabla 5.51: Datos de matriz aleatoria D.

1 Memoria (KB) ‘

Porcentaje CSR
nz Densa AlJ | CSR MOD
Mem. Alm
(MB) 6833.056 | 3.404 | 3.416 | 95.472
T. Alm 3.653 | 0.174 | 0.387 | 0.046
(seg)

Tabla 5.52: Resultados almacenamiento matriz aleatoria D.

5. Matriz aleatoria E.

Por los datos de la tabla 5.53, la matriz tiene igual tamano de F' pero el nimero de elementos

nnz es mayor con un porcentaje de 0.07 %.
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Filas 30000
Columnas 30000
nnz 629885
Porcentaje nnz 0.07%

Tabla 5.53: Datos matriz aleatoria E.

De la tabla 5.54, el comportamiento en la memoria es similar en la anterior, pero hay un
aumento de este valor en AIJ, CSR y aun mas en CSR mod. Para el caso de los tiempos,
al aumentar el niimero nnz, se aumento este valor, ya que para el caso de la densa aumenté
cerca de 1, para CSR mod el cambio fue alrededor de 2.5 segundos, mientras que con las

estructuras AIJ y CSR el cambio es mayor, cuyo aumento fue de cerca de 380 y 299 segundos.

Densa AlJ CSR CSR MOD
Mem. Alm (MB) | 6738.208 | 23.932 20.368 376.952
T. Alm (seg) 5.953 380.397 | 299.724 2.406

Tabla 5.54: Resultados almacenamiento matriz E

6. Matrices aleatorias 1000 x 1000

Se va a considerar matrices esparzas cuadradas de orden 1000, generadas aleatoriamente y con
diferentes porcentajes de esparcidad. En las tablas 5.55 y 5.56, que se muestran a continuacién
se observa el tiempo y la memoria utilizada para almacenar estas matrices, para determinar

la variacién en estos items.

’ 1 Tiempo Alm. (seg) ‘

Porcentaje CSR
nz Densa AlJ CSR MOD
0.9936 0.042 0.125 0.11 0.036
4.8818 0.177 2.448 1.890 0.167
18.125 0.647 30.734 | 22.598 | 0.785
33.000 1.284 | 101.923 | 75.638 1.427
45.099 1.989 | 197.839 | 140.681 | 2.121
63 3.294 | 373.347 | 275.379 | 3.620

Tabla 5.55: Resultados de almacenamiento matrices aleatorias 1000 x 1000.
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\ | Memoria Alm (MB) |

Porcentaje CSR
nz Densa | ALJ CSR MOD
0.10 11.240 | 3.064 | 3.052 5.096
0.994 11.240 | 3.420 | 3.296 5.596
4.882 11.240 | 4.944 | 4.364 | 6.696

18.125 11.240 | 10.832 | 8.704 | 9.436
33.000 11.240 | 21.404 | 16.744 | 12.544
45.099 11.240 | 35.508 | 26.304 | 15.244

63 11.240 | 56.652 | 40.636 | 30.860

Tabla 5.56: Memoria de almacenamiento matrices aleatorias 1000 x 1000.

Observacion 5.3. Como se aprecia en las tablas 5.55 y 5.56, al ir aumentando la densidad
de los elementos nulos, los tiempos de almacenamiento y la memoria van aumentando consi-
derablemente con AIJ, CSR y CSR mod. Pero en el caso de la matriz densa la memoria se
mantiene constante y los tiempos de almacenamiento no aumentan tanto como en los demas.
Por otro lado se observa que hasta el 4.8818 %, se puede ver que hay una pequena eficiencia
en los tiempos con el uso de algunos de los esquemas de almacenamiento, pero a partir del
18.125% de porcentaje nnz, ya los tiempo en AIJ y CSR empiezan a ser muy ineficientes
con respecto a la matriz densa y a CSR mod. Igualmente con la memoria sucede lo mismo,

pero a partir del 33 % de porcentaje de elementos, donde se utiliza mayor uso de memoria con

los esquemas.

Para la siguientes matrices aleatorias debido al tamano de la matriz y a los resultados an-
teriores, se ha considerado unicamente los esquemas CSR y CSR mod con los que mejor
resultados se han obtenido. También en esta parte se requiere inicializar con otro valor los
vectores usados en los esquemas puesto que con la anterior estrategia se presenta saturacién
de memoria. Este valor en porcentaje se registra en la tabla de resultados (Val. inicial (%).)

de las matrices a analizar.

7. Matriz aleatoria F.

De la tabla 5.57, se ve que la matriz F' es de mayor escala que las demds, con un valor nnz =

699924, y un valor de densidad de 1.74 E-3 %.
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] H Matriz E ‘
filas 200000
Columnas 2000000
nnz 699924
Porcentaje nnz || 1.74E-3%

Tabla 5.57: Datos de la matriz aleatoria F'.

De la tabla 5.58, se observa un aumento de la memoria tanto en CSR como en CSR mod,
pero sobre todo en CSR mod al tomar un valor inicial del 25 %, en los vectores de su es-
quema. Para el tiempo, se tarda mas con CSR a pesar de utiliza menos espacio de memoria,

mientras que con CSR mod, este valor sea menos de 3 segundos.

CSR | CSR MOD
Mem. (MB) | 29216 | 432.132
T. Alm (seg) | 597.980 2.656
Val. inicial. (%) | 1E-3 25

Tabla 5.58: Resultados almacenamiento matriz aleatoria F'.

8. Matriz aleatoria GG

De la tabla 5.59, la matriz es de mayor tamano que las anteriores y también en su nimero de

elementos nnz, pero es muy esparza.

] H Matriz G ‘
filas 500000
Columnas 5000000
nnz 999860
Porcentaje nnz 2E-4%

Tabla 5.59: Datos de la matriz aleatoria G.

De la tabla 5.60, no se observa un aumento tan drastico de la memoria con ambos esquemas
pero si en el tiempo con CSR, debido a que tarda el triple de tiempo con respecto a la matriz
anterior. En el caso de CSR mod el aumento en tiempo solo fue cerca de un segundo. De la
misma tabla, los porcentajes utilizados para inicializar los vectores en los esquemas, se dismi-
nuyo el porcentaje en ambos casos. Cabe resaltar que para los esquemas mencionados se tomé

varios porcentajes y en muchos casos se observaba saturacién de memoria hasta encontrar los
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9.

10.

valores con los cuales se pueda realizar este proceso.

CSR CSR MOD
Mem. (MB) 32.304 440.604
T. Alm (seg) 1664.515 3.729
Val. inicial. (%) 4E-4 10

Tabla 5.60: Resultados almacenamiento matriz G.

Matrices aleatoria 105 x 106.

Ahora se considera matrices esparzas cuadradas de orden 1000000 generadas aleatoriamente
y con diferentes porcentajes de esparcidad usando CSR mod con un valor inicial de 0.01 %,
para cada caso. En las tablas 5.61 que se muestran a continuacién se observa el tiempo y la

memoria utilizada para almacenar estas matrices.

Almacenamiento con esquema CSR MOD

nnz Porcentaje (%) nnz | Memoria (MB) | Tiempo (seg)
3998765 3E-4 620.168 14.370
7994088 7E-4 851.676 25.245
15973612 1.5E-3 2255.123 64.834
35858605 3.5E-3 4555.032 169.550

Tabla 5.61: Resultados almacenamiento matrices aleatorias 10%x 109.

Observacion 5.4. De la tabla 5.61, se puede ver que al ir aumentado la densidad, se aumenta
la memoria y el tiempo de almacenamiento, sobre todo en el segundo. Adema4s si se compara
estas variables con algunas matrices de mayor tamano y de mayor densidad analizadas en la

primera seccién del producto matriz por vector, resultan ser mucho maés grandes.

Productos matriz por vector con formato aleatorio.

Como se pudo apreciar, el tiempo y la memoria para el almacenamiento de una matriz esparza
mediante una insercién de elementos aleatoria en la mayoria de los ejemplos que se mostraron
resulta ser muy ineficiente con las implementaciones propuestas, pero se puede sacar provecho
en situaciones de operaciones matriciales de alto costo, como es el producto matriz por vector

como se observa en los siguientes ejemplos.

Retomando la matriz D, cuyos datos era una matriz cuadrada de orden 30000 y un porcentaje

nnz de 0.01 %. Al realizar 50 productos con esta matriz, mediante la tabla 5.62 se registran
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los resultados de esta operacion.

50 Productos Densa | AIJ | CSR | CSR MOD
T. Alm (seg) | 3.825 | 11.848 | 9.159 0.856

T. prods. (seg) | 146.455 | 0.065 | 0.032 0.127
T. total (seg) 150.28 | 11.913 | 9.191 0.983

Tabla 5.62: Resultados 50 productos con la matriz aleatoria D.

Observacién 5.5. Al leer la tabla 5.62, se puede notar que al realizar los 50 productos (7.
prods. (seg)) con la matriz D, se tarda més la matriz densa frente a los esquemas y por medio
del tiempo total, (T. total (seg) ) se deduce que a pesar de los tiempos de almacenamiento
se mantenga este resultado. Particularmente con CSR mod es donde se obtuvo los mejores
resultados con un tiempo menor de 1 segundo en relacién a AIJ y CSR, el cual fue de

alrededor de 12 y 10 segundos aproximadamente.

De lo visto en los capitulos 3 y 4, se estudiaron algunos métodos para resolver sistemas lineales,
como los métodos del gradiente que son métodos iterativos, la factorizacién LU y la factorizacion

de Cholesky que son métodos directos.

En las siguientes dos secciones se muestran algunos resultados computacionales al resolver sis-
temas lineales. Para ello se han construido sistemas lineales Ax = b, donde A es tomada de los
recursos MM y UF y el vector independiente b es generado a partir de un vector aleatorio ¢, tal
que Ac = b, esto con el fin de analizar el error de la solucién del método con la solucién real del

sistema.

5.4. Meétodos del Gradiente

Los métodos del gradiente son uno de los métodos més usados para resolver sistemas lineales
esparzas y su particularidad con los otros métodos iterativos que tedricamente converge a la solucion
exacta del sistema a lo més en n iteraciones, con n el orden de la matriz del sistema, cuando la
matriz del sistema es S.D.P. Los métodos de gradiente a utilizar son: CG, CG pre, BCG ,BCG
pre, CGS y BICGSTAB. También en algunos ejemplos se utilizan precondicionador de Jacobi
explicito, para aplicarlos en CGS y BICGSTAB, para comparar las ventajas y desventajas de
aplicar estos métodos con el sistema original y con el sistema precondicionado. A continuacién
se muestran algunos resultados. Se utilizaran los esquemas CSR y CSV, para aplicarlos en los
métodos mencionados. Se escogieron estos dos métodos teniendo en cuenta el tiempo al realizar un

producto matriz por vector y el espacio de memoria que utilizan.
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5.4.1. Resultados computador 1

1. Matriz A = nos3 (MM)

En la figura 5.19, se ve que en la grafica (a) la matriz nos3 parece ser una matriz de banda,
esparza y estructurada. Respecto a la grafica (b) las entradas de los elementos estédn entre

-108 y 204 lo cual indica que son pequenos.

En la tabla 5.63, nos indica que la matriz nos3 es de tamano de filas y columnas de 960,
el nimero de elementos nnz es de 11800 y su porcentaje 1.29 %. Con respecto a la simetria
es S.D.P, por lo que se puede aplicar teéricamente los métodos del gradiente. También de la
misma tabla se encuentra el valor del condicionamiento de la matriz, que es cerca de 3723.59,
la norma 2 de 680 y la norma de Frobenius de 1.4E+14.

Matriz nos3

0 200 400 600 800

nz = 15844
(a) Gréfico de esparcidad (b) Intervalo de las entradas de la matriz

Figura 5.19: Graficos de la matriz nos3.
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Filas 960
Columnas 960
nnz 11880
Porcentaje nnz 1.29 %
Simetria S.D.P
Cond. 3723.5933
Norma 2 680
Norma de Frobenius 1.4E+14
Ano 1983
Disciplina Ing. Estructural

Tabla 5.63: Datos de la matriz nos3 [4].

En las tablas 5.65 y 5.64, se encuentra informacién perteneciente de los resultados al resolver
mediante los métodos del gradiente el sistema lineal con la matriz del sistema nos3, utilizan-
do MATLAB y DEV-C++, respectivamente. Entre los resultados se observa que el ntimero
de iteraciones realizadas entre los métodos es menor que el orden de la matriz y que CGS
converge en menos iteraciones, pero en el tiempo de convergencia es més rapido usar CG y
CG pre. Ademés en el BICGSTAB se realiza més iteraciones al utilizar los esquemas que

con la matriz densa.

Con respecto a los tiempos al utilizar esquemas y al utilizar la matriz densa, como se esperaba
se tarda mas tiempo aplicando la matriz densa. Debido a que los tiempos de CSR y CSV no
superan ni siquiera 1 segundo, no hay diferencia notables. Otro caso a considerar es que en
los resultados de MATLAB el tiempo para realizar los métodos con las diferentes estructuras

es mayor que al realizarlo con DEV-C++.

Ahora al analizar el error de los métodos respecto al item de los residuos y el error, a pesar
de que el error sobrepaso la tolerancia propuesta, con el residuo no sucede lo mismo y este
resultado se lo puede relacionar con el valor del condicionamiento de la matriz del sistema el
cual era de 3723.59.
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ity | e | S B | pem | o5k | osv
(seg) (seg) | (seg)
cG (gg}) (88.;55517EE_-1133) (52.35595EE_-1100) 247 1 006 | 0073
CG pre (283) (77.5211%-1133) (37.%7(3741%-1110) 2.21 0.128 | 0.14
BCG (gg}) (9?66119EE_-1133) (5:5.i2480E1§-1100) 4.93 0-11210.135
BCG pre (283) (77.%8211EE_-1133) (37..77674EE_-1110) 4.32 0.172 | 0.194
CGS (ggg) (7%524%_1133) ( 4%5(1118%_1100) 4.06 0.095 | 0.116
BICGSTAB (ggg) (6?44049%_1133) (3‘%'23;)9%_1100) 433 | 0112 | 0134
Tabla 5.64: Resultados DEV-C+4 métodos del gradiente nos3.
(seg) (seg) | (seg)
oo | o | ey | comen | mor [ owe | oo
CG pre (383) (Zé;‘ggjg) é:fggjé) 5.853 0.421 | 0.452
BCG égé) (giiiii%'ii) (igﬁgﬁ 13.542 | 0.624 | 0.702
BoGpre | 2| THOED T RN T | s | oo
CGS (ggg) (Zggggg) (fggggig) 11174 | 0.206 | 0.328
BICGSTAB (2(1)(;) (ggggEEg) ﬁﬁ?ggﬁg) 11.824 0.343 | 0.374

Tabla 5.65: Resultados MATLAB métodos del gradiente nos3.

En la figura 5.20, se muestran dos graficas que nos permiten ver el comportamiento de la

convergencia de los métodos del gradiente utilizados. En el eje de las abscisas, se encuentra

el numero de iteraciones y en el eje de las ordenadas el valor del residuo aplicado la norma

2 y posteriormente el logaritmo en base 10, esto con el fin de observar con mayor claridad el

comportamiento de los residuos.
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(a) Métodos sin precondicionar (b) Métodos precondiconados

Figura 5.20: Graficos de convergencia nos3.

De la figura 5.20, en la grafica (a) se observa que la linea roja que representa el CGS con-
verge en menos iteraciones, ya que termina la gréifica antes de 300 iteraciones en la tolerancia
propuesta (-12 en las ordenadas) y la linea azul que es CG converge en mayor nimero de
iteraciones y coincide con BCG, que es mayor a 350; mientras que en (b), se observa que la
linea verde que representa el BCG pre coincide con el CG pre y converge en menor niimero
de iteraciones, que es casi 300 iteraciones. Por tanto de las dos graficas CGS convergen en

menos iteraciones.

2. Matriz A = pde2961 (MM)

En la figura 5.21, grafica (a) la matriz pde2961 posee un patrén simétrico en sus elementos,
muy cercanos a la diagonal principal. De la grafica (b), el intervalo de los elementos nulos esta

entre -2.6 y 5.87, por lo cual las entradas son pequenas.

La tabla 5.66, indica que la matriz pde2961 es de orden 2961, el niimero nnz es 14585, el
porcentaje nnz es de 0.166 %. Para la simetria, nos indica que no es simétrica a pesar de que
la matriz sea estructurada y por tanto no se garantiza la convergencia del método CG y CG
pre. Para el caso del condicionamiento y el valor de las norma 2 y la norma de Frobenius son

mas pequenos relacionados con los de la matriz anterior.
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Matriz pde2961

500

1000

1500

2000 -

2500

0 500 1000 1500 2000 2500

nz = 14585
(a) Gréfico de esparcidad (b) Intervalo de las entradas de la matriz

Figura 5.21: Gréficos de la matriz pde2961.

Filas 2961
Columnas 2961
nnz 14585
Porcentaje nnz 0.166 %
Simetria no simétrica
Cond. 642.493
Norma 2 10
Norma F 220
Disciplina E.D.P

Tabla 5.66: Datos de la matriz pde2961 [4].

En las tablas 5.67 y 5.68, se deduce que los métodos CG y CG pre no coinciden; el BICGS-
TAB converge en menor ntmero de iteraciones y mas ain en menor tiempo que los demas; el
error es mas grande que el residuo y sobrepasa la tolerancia propuesta y en el caso de CGS
el error es el mas grande de todos y esto es debido al manejo de los residuos cuadréticos; para
los tiempos de los métodos, se observa igualmente que el anterior mejores resultados con los

esquemas de almacenamiento y lo realizado con DEV-C++.

En la figura 5.22, en la grafica(a) se observa que graficamente la linea verde que representa
el BICGSTAB, converge en menor nimero de iteraciones y la linea negra que representa
el BCG, convergen en mayor nimero de iteraciones. Para el caso de CG y CG pre en la

grafica (b) se observa que divergen al irse alejando del eje de las abscisas.
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Residuo. Error T. T. T.
Met. Grad. Iter. (1 [l2) (1 112) Densa CSR CSV
2 2 (seg) (seg) | (seg)
CG 2961 1.314E+6 1.908E+6 190.333 0.931 1.14
CG pre 2961 1.234E+6 1.862E+6 190.667 1.177 1.393
BCG 392 6.714E-13 5.308E-11 50.767 0.218 0.400
BCG pre 325 5.407E-13 3.539E-11 42.2 0.437 0.494
CGS 221 5.933E-13 1.704E-9 28.567 0.130 0.166
BICGSTAB 211 9.468E-13 1.547E-11 27.333 0.124 0.135
Tabla 5.67: Resultados DEV-C+4 métodos del gradiente pde2961.
. T. T. T.
Met. Grad. || Iter. R(TF"T‘;O ﬁlr 1|”|°‘; Densa | CSR | CSV
2 2 (seg) (seg) | (seg)
CG 2061 | 1.314B16 1.00SE+6 | 810.134 | 3.494 | 3.136
CG pre 2061 | 1.235E16 1.862E+6 | 8090.626 | 4.633 | 4.384
BCG 399 7.805E-13 1.301E-11 217.414 1.357 1.279
BCG pre 319 7.411E-13 4.411E-11 176.009 1.840 1.669
CGS 215 9.842E-13 1.290E-9 122.910 0.483 0.515
BICGSTAB 196 5.826E-13 2.015E-11 111.365 0.468 0.437

Tabla 5.68: Resultados MATLAB métodos del gradiente pde2961.

(a) Métodos gradiente conjugado (b) CG y CG pre

Figura 5.22: Graficos de convergencia pde2961.

Para los siguientes sistemas, no se considera la matriz densa, debido a que los resultados no
son eficiente y ademds se trabajara con sistemas mucho més grandes que los anteriores, lo que

implica que el tiempo para realizar los tiempos sea muy costoso.
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3.

(=]

Matriz A = s8rmt3m3 (MM)

En la figura 5.23, en la grafica (a) se puede observar que las entradas, poseen un comporta-
miento simétrico y algunos elementos diferentes de cero estan alejados de la diagonal principal.
En la gréfica (b) se puede ver que el intervalo de los elementos no nulos es muy grande y se

aprecia que hay entradas de color azul y color rojo, que son valores muy grandes.

Matriz s3rmt3m3

500}
1000}

1500} .
2000/ ;
2600] ¢
3000—;
3500%
4000/
45001

5000+ :

0

1000 2000 3000 4000 5000
nz=207123

(a) Grafico de esparcidad (b) Intervalo de las entradas de la matriz

Figura 5.23: Graficos de la matriz s3rmt3ma3.

En la tabla 3, se puede ver el sistema es es S.D.P, de orden 5357 y el condicionamiento es de

tamano 2.6E+10, por lo que el sistema es muy mal condicionado.

De la tablas 5.70 y 5.71 se observa que ningin método converge y se fijé una iteracién maxima

de 8000, lo cual no cumple con la teoria que garantiza la convergencia a lo mas en n pasos.

Respecto a los tiempos al realizar los métodos con los almacenamientos, igualmente que en

los anteriores resultados en C++ y en CSR es donde se realiza méas rapido estos métodos.
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Tabla 5.69: Datos de la matriz s3rmt3m3 [4].

Filas 5357
Columnas 5357
nnz 203869
Porcentaje 0.71%
nnz
Simetria S.D.P
Cond. 2.6E+10
Norma 2 9600
Norma de
Frobenius 160000
Ano 1997
Disciplina Estru/ct.u ras
Mecanicas

De la figura 5.24, se observa que ninguno de los métodos converge y que la linea roja, que

representa el método CGS tiene un comportamiento muy inestable. Sin embargo se observa
una tendencia de convergencia de los métodos BICGSTAB, CG pre, BCG pre, CG y
BCG. Otra observacién de estas graficas es que CG y BCG no coinciden y por ende tam-

poco sucede con CG pre y BCG pre.

Met. Grad. Iter. Residuo Error T. CSR T. CSV
(I 112) (Il 112) (seg) (seg)
CG 8000 4.2 806 17.067 23.1
CG pre 8000 0.32 619 18.667 24.133

BCG 8000 6.91 806 34.333 45

BCG pre 8000 0.32 619 36.033 46.6
CGS 8000 0.295 907 33.467 44.233
BICGSTAB || 8000 0.612 1.89E+3 34.433 45.3

Tabla 5.70: Resultados métodos del gradiente C++ s3rmt3ms3.

. . Residuo Error Tiempo | Tiempo

Met. Gradiente || iter (1 112) (Il 112) (CSR) (CSV)
CG 8000 10.481 805.209 97.75 127.079

CG pre 8000 0.346 618.269 111.443 138.191
BCG 8000 13.732 915.437 203.050 254.885
BCG pre 8000 0.580 626.590 205.572 267.557
CGS 8000 | 389.371 806.510 188.571 251.380
BICGSTAB 8000 0.641 1.939E+3 182.661 255.623

Tabla 5.71: Resultados métodos del gradiente MATLAB s3rmt3ms3.
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(a) Gréafico CGS y BICGSTAB (b) Gréfico CG, BCG, CG pre y BCG pre

Figura 5.24: Graficos de convergencia s3rmt3m3

5.4.2. Resultados computador 2

Para los siguientes pruebas, se realizaron en el computador 2, con DEV-C++4-, para abordar
sistemas més grandes que los anteriores y aplicar el sistema precondicionado con Jacobi en los
métodos de CGS y de BICGSTAB, para matrices que estan muy mal condicionadas, como

se puede ver en los resultados anteriores.

Como se pudo notar en el caso de la matriz s3rmt3m3, mediante la figura 5.24, puede existir
la convergencia con los métodos CG pre y BCG pre, entonces realizando nuevamente las
pruebas con esta matriz pero con iteraciones méximas mas grandes (iter maz) se obtiene lo

siguiente.

En la tabla 5.72; se dan a conocer los resultados a realizar los métodos del gradiente fijando
una iteraciéon méaxima de 16071, es decir tres veces el orden de la matriz. A pesar de esto,
no convergen los métodos y ademas de haber precondicionado el sistema y aplicarlo en CGS
pre y BICGSTAB pre. Sin embargo se observa que en CGS pre y BCG pre el residuo

disminuye y el error también considerablemente.

La figura 5.25, muestra que los métodos CG, BCG y BICGSTAB no han cambiado el com-
portamiento que se habia presentado anteriormente. Para los métodos CG Spre y BICGS-
TAB pre se observa que no convergen; mientras que los métodos CG pre y BCG pre

muestran un comportamiento de convergencia y se acercan a la tolerancia propuesta.
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Log(rl)

-
0

Mot. Grad. Iter Residuo Error T. CSR T. CSV
(- 1l2) (Il 1l2) (seg) (seg)
CG 16071 0.548 404.21 9.745 13.116
BCG 16071 4.598 421.02 19.595 25.903
CGS 16071 0.628 510.25 19.331 25.973
BICGSTAB || 16071 0.217 1269.8 19.751 26.406
CG pre 16071 5.555E-8 1.514E-4 10.493 13.896
BCG pre 16071 4.033E-5 1.336E-4 20.335 26.685
CGS pre 16071 6191.6 24006 66.576 89.82
BICSI_SQTAB 16071 2.573E-4 733.94 68.375 91.677

Tabla 5.72: Resultados métodos del gradiente s3rmt3m3 con itermazr = 3n.

Métodos del Gradiente

—CG
—BCG
—BICSTAB

1 “ | ‘ “I. “‘ﬂu I
i m“mm Bt o Ve

I I I I I I I | |
2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000

Iteraciones

(a) Gréafico métodos del gradiente

(b) Gréfico métodos precondicionados

Figura 5.25: Gréficos de convergencia s3rmt3m3 con itermazr = 3n.

En la tabla 5.73, se observa que al fijar un nimero de iteraciones maximas en los métodos de

6 veces al orden de la matriz del sistema, convergen los métodos CG pre y BCG pre, pero

el error es muy grande, por lo cual se deduce del condicionamiento del sistema, de la cantidad

de iteraciones que se han realizado, y de los que han traido por errores de redondeo, debido

a las grandes entradas de la matriz. Respecto al tiempo de los métodos el CG pre, lo realiza

mas rapido usando el esquema CSR.

De la figura 5.23, grafica (b) se confirma que los métodos CG pre y BCG pre convergen,

dado que sobrepasan al valor -12 en el eje de la ordenadas, que nos representa la tolerancia

del método.
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Log(rl)

Mot. Grad. Iter Residuo Error T. CSR T. CSV
(- 1l2) (Il 1l2) (seg) (seg)
CG 32142 0.0461 290.95 19.602 26.152
BCG 32142 0.25233 306.25 38.608 51.673
CGS 32142 1.082E+10 3.823E410 38.960 52.788
BICGSTAB || 32142 0.51933 2555.1 39.683 53.781
CG pre 25838 9.8262E-13 1.514E-4 16.761 22.052
BCG pre 23816 8.168E-13 1.331E-4 29.656 39.736
CGS pre 32142 916.43 420.12 131.533 177.95
BICSiTAB 32142 0.147 82112 135.29 181.95

Tabla 5.73: Resultados métodos del gradiente s3rmt3m3 con itermazr = 6n.

Métodos del Gradiente

—CG
[|[—BCe
——BICGSTAB

MMMM MIM .\r" ol Vil

_ I I I I I | )
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

i1 4
lteraciones %10

(a) Grafico métodos del gradiente (b) Grafico métodos precondicionados

Figura 5.26: Graficos de convergencia s3rmt3m3 con itermazr = 6n.

4. Matriz A = besstk17 (MM)

De la figura 5.27, en la gréfica (a) se ve que los elementos poseen un patrén simétrico y estan
muy cercano en la diagonal. Para el caso de (b) el intervalo de los elementos no nulos es muy

grande, sobre todo los elementos en la diagonal que son cercanos a cero.

De la tabla 5.74, la matriz es de orden superior a 10, es S.D.P y el condicionamiento no es

muy grande como en los otros resultados.
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(a) Gréfico de esparcidad

(b) Intervalo de las entradas de la matriz

Figura 5.27: Gréficos de la matriz besstk17.

Filas 10974
Columnas 10974
nnz 428650
Porcentaje 0.356 %
nnz
Simetria S.D.P
Cond. 65
Norma 2 1.3e+10
Norma de
Frobenius 4.8e+10
Ano 1985
Disciplina Analisis estatico en
Ing. estructural.

Tabla 5.74: Datos de la matriz besstk17 [4].

En la tabla 5.75, se observa que tnicamente converge los métodos precondicionandos, en donde

CGS pre lo realiza en menos iteraciones y BICGSTAB realiza més iteraciones, pero CG

pre lo realiza en menor tiempo con CSR. Una de las particularidades de aplicar CGS pre

y BICGSTARB pre es que el error obtenido es muy grande comparado con el residuo obtenido.

De la figura 5.28 graficamente se observa que la linea azul que representa el método BCG pre

y CG pre converge, mientras que los otros no y en particular la linea roja, que representa el

CGS, presenta un comportamiento muy inestable.
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Met. Gradiente Iter Residuo Error T. CSR T. CSV
(- 1l2) (Il-112) (seg) (seg)
CG 10974 | 2.5034E+5 2850.1 14.115 19.391
BCG 10974 2.334E+5 2850 28.401 37.881
CGS 10974 32460 2875 27.923 38.360
BICGSTAB 10974 15347 2881.9 28.115 39.610
CG pre 5959 9.751E-13 2.166E-8 8.637 11.444
BCG pre 5959 9.751E-13 2.166E-8 16.757 21.865
CGS pre 4544 5.874E-13 7.817E-3 13.469 17.229
BICGSTAB pre 7450 4.265E-13 6.5E-2 22.068 28.236

Tabla 5.75: Resultados métodos del gradiente bcsstki7.

(a) Gréafico métodos del gradiente (b) Gréfico métodos precondicionados

Figura 5.28: Graficos de convergencia besstk17.

5. Matriz thermomech_dM

En la figura 5.29, se observa un comportamiento muy particular de los elementos de la matriz,

por lo que podria considerarse estructurada.

En la tabla 5.76, se puede ver que el orden es mayor que 10%., es S.D.P lo que implica poder
utilizar todos los métodos del gradiente abordados. Ademads por los valores minimos y méxi-

mos se observa que las entradas de la matriz son pequenas.
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x10° Matriz thermomech_dM
5 Y 1

0.2

04

086

08

1.2
14
16
1.8}
2t ,
0 05 1 15 2
nz=1423116 < 10°

Figura 5.29: Grafico de esparcidad thermodech_dM .

Filas 204316
Columnas 204316
nnz 813716

Porcentaje nnz 1.9E-3%

V. méax. 4.251E-5

V. min. 2.316E-7
Simetria S.D.P
Ano 2009

Disciplina Problema térmico

Tabla 5.76: Datos matriz thermomech_dM [33].

La tabla 5.77, indica que los métodos convergen rapidamente a pesar de que se haya aumenta-
do el tamano de la matriz, como también el nimero de elementos no nulos, lo cual muestra que
a mayor tamano no implica necesariamente que los métodos del gradiente sean mas propensos
a problemas de convergencia. Entre los resultados destacados de esta tabla estd que todos los
métodos convergen y en particular en menos iteraciones CG pre, sin embargo el que menos
se tarda fue el CG con CSR a pesar de realizar mas iteraciones. Ademas de estos resultados
los métodos CGS pre y BICGSTAB pre.

En la figura 5.30, grafica (a), se detecta que graficamente con CGS realza menos iteraciones

y los que mas realiza son CG y BCG, los cuales coinciden. Respecto a la grafica (b) el que
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menos iteraciones realiza es CGS pre y los que realizan mas son CG pre y BCG pre los

cuales coinciden.

Met. Gradiente || Tter Residuo Error T. CSR T. CSV
(- 1l=2) (- 12) (seg) (seg)
CG 101 7.950E-13 2.165E-7 1.052 1.084
CG pre 25 7.547E-13 7.095E-8 2.953 2.953
BCG 100 9.989E-13 2.765E-7 4.870 5.005
BCG pre 25 7.547E-13 7.095E-8 5.964 5.995
CGS 55 7.188E-13 7.764E-7 1.104 1.146
BICGSTAB 67 4.219E-13 3.554E-7 1.521 1.547
CGS pre 19 2.165E-13 1.718E-11 4.84 4.886
BICGSTAB pre 24 2.014E-13 2.319E-11 4.980 5.038

Tabla 5.77: Resultados métodos del gradiente thermomech_dM.

(a) Gréfico métodos del gradiente (b) Gréfico métodos precondicionados

Figura 5.30: Graficos de convergencia thermomech_dM.

6. Matriz A=transs

De la figura 5.31, la matriz posee un cierto patrén en sus elementos.

De la tabla 5.78, el tamafno del sistema no es mayor en relacién al anterior, ni tampoco la
densidad, la diferencia es que el sistema no es simétrico y por los valores maximos y minimos

nos permite ver que las entradas no son demasiado grandes.
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T Matriz trans5
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Figura 5.31: Grafico de esparcidad trans.

Filas 116835
Columnas 116835
nnz 749800
Porcentaje nnz 5.492E-3 %
V. max. 11287.71
V. min. -98.361
Simetria No simétrica
Ano 2005
Disciplina Problema simulacién de circuitos

Tabla 5.78: Datos matriz transs [33].

De la tabla 5.79, se ve la convergencia de manera muy rapida al aplicar los métodos precon-
dicionados BCG pre, CGS pre y BICGSTAB pre, donde se tardan en menor tiempo, al
aplicar los dos ultimos con CSR.. En términos de iteraciones se realiza menos usando CGS

pre pero su valor de error es més grande de los otros.

De la tabla 5.32, se verifica lo que la tabla de resultados arrojaba, en donde CGS pre con-
verge mas rapido, pero su comportamiento es mas inestable que los otros de hay el error més

grande que se obtuvo respecto a los otros métodos.
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Residuo Error T. CSR T. CSV
Met. Grad. ] Tter- | (11" |15) (Il Il2) (seg) (seg)
BCG pre 631 7.55E-13 2.544E-7 8.133 8.86
CGS pre 114 | 6.244B-13 2.467E-5 5.943 6.339
BICGSTAB pre || 484 | 7.339E-13 1.701E-7 7.049 7.589

Tabla 5.79: Resultados métodos del gradiente precondicionados trans.

Figura 5.32: Grafico de convergencia transs.

7. Matriz A = ASIC_320ks

De la figura 5.33, se observa un cierto patrén simétrico de los elementos, distribuidos alrededor

de la matriz.

De la tabla 5.80, la matriz es cerca del triple del tamano de la anterior y su densidad es mayor.
La matriz del sistema es no simétrica y por los valores maximos y minimos, se puede concluir

que pueden existir entradas grandes.
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x10° Matriz ASIC_320ks
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Figura 5.33: Gréfico de esparcidad ASIC_320ks.

Filas 321671
Columnas 321671
nnz 1316085
Porcentaje nnz 1.272E-3%
V. max. 1000000.7604
V. min. -1000000
Simetria No simétrica
Ano 2006
Disciplina Problema simulacion de circuitos

Tabla 5.80: Datos de la matriz ASIC_320ks [33].

De la tabla 5.81, se observa que se da una rapida convergencia al aplicar BCG y BICGSTAB
con un menor numero de iteraciones y tiempo con el primero. Sin embargo es muy grande y

se aleja de la solucién real del sistema.

De la tabla 5.81, se verifica la rapida convergencia de BCG, contra BICGSTAB, que a pesar

que se haya creado para mejorar el BCG no se haya obtenido mejore resultados.
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Residuo Error T. CSR T. CSV
Met. Grad. Iter.
(1 - 1l2) (1 - 112) (seg) (seg)
BCG 469 9.551E-13 4457.9 12.126 11.834
BICGSTAB || 6974 5.942E-13 4457.9 122.72 117.023

Tabla 5.81: Resultados métodos del gradiente ASIC_320ks

Métodos del Gradiente
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Figura 5.34: Grafico de convergencia ASIC_320ks

8. Matriz A = raefsky/

6000 7000

De la figura 5.35, la matriz es estructurada y se concentran los elementos no cero en su mayoria

en la diagonal.

De la tabla 5.82, la matriz es mas pequena con la anterior, pero con la diferencia de que es més

densa. Sobre la simetria es S.D.P y el valor de condicionamiento que es de 3.130E+13, que

nos indica que es muy mal condicionada y posiblemente haya problemas con la convergencia.
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Figura 5.35: Gréfico de esparcidad raefsky/.
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nnz = 1316789

Filas 19,779
Columnas 19,779
nnz 1,316,789
Porcentaje nnz 0.336 %
V. max. 1.569E+11
V. min. -3.458E+10
Simetria S.D.P
Cond. 3.130E+13
Ano 1993
Disciplina Problema estructural

Tabla 5.82: Datos matriz raefskys [33].

De la tabla 5.93, Se muestran los resultados al aplicar los métodos precondicionados y se

concluye que no hay convergencia en el nimero de iteraciones que asegura la teoria. Al fijar

una iteraciéon maxima de 8n, con CGS pre y BICSTAB pre, el error y el residuo son muy

grandes mientras que con CG pre. Ademdas en CG pre se muestra que al doblar el nimero

de iteraciones fijas, no se muestra un cambio considerable en la convergencia.

De la tabla 5.36, se observa un inestable comportamiento con CGS pre y BICGSTAB pre.

Mientras que con CG pre, se observa que va convergiendo de forma muy lenta, pero también

inestable.
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Residuo Error T. CSR T. CSV

Met. Grad. | Teer | (1 1l2) | dll-11e) (seg) (seg)
CGS pre 158232 235.85 9758.4 923.048 1219.739
BICGSTAB pre || 158232 8.661E+10 1.812E+16 945.237 1240.501
CG pre 158232 3.460E-3 8.533E-4 642.323 839.933
CG pre 316464 1.605E-4 8.524E-4 1288.211 1675.018

Tabla 5.83: Resultados métodos del gradiente precondicionados raefsky4.

Figura 5.36: Grafico de convergencia raefsky4

5.5. Meétodos directos

Como se estudié en el capitulo 3, los métodos directos, obtienen teéricamente la solucion exacta
de un sistema lineal en un nimero exacto de pasos. En este apartado se pretende mostrar algunos
resultados, al aplicar la factorizacién LU (Fact_LU.), la eliminacién Gaussiana (Elim. Gauss.) y la
factorizacién de Cholesky (Fact_Cho.). En estos métodos se realizar usando tanto la matriz densa

como los esquemas de almacenamiento AIJ, CSR y CSR mod.

En los siguientes resultados se analizan las matrices utilizadas para los métodos del gradiente,

para comparar ambos métodos, en tiempo de computo, el error y el residuo de los sistemas lineales.

5.5.1. Resultados computador 1

1. Matriz A=nos3 (MM)
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Retomando datos anteriores, la matriz nos3 era una matriz cuadrada de orden 960, S.D.P,

el nimero de elementos no ceros es de 11880 con un porcentaje de 1.289 % de entradas de la

matriz y un valor de condicionamiento de 3723.59.

Dado que nos3 es S.D.P se garantiza que es posible aplicar la Factorizacién de Cholesky y

por tanto se adiciona este método a la tabla de resultados.

En la tabla 5.84, se muestran los resultados al utilizar la factorizaciéon LU.

Densa AlJ CSR CSR

mod

Fact_LU (seg) 2.622 19.797 6.595 2.123

Sol Az (seg) 0.011 0.341 0.047 0.047

T. total (seg) 2.633 20.138 6.642 2.17
Residuo || - ||z || 2.659E-12 | 5.633E-11 | 5.633E-11 | 5.633E-11
Error || - |l || 8.749E-11 | 3.155E-10 | 3.155E-10 | 3.155E-10

Tabla 5.84: Resultados factorizacién LU nos3.

En la tabla 5.85, se muestran los resultados al utilizar el método de eliminacién Gaussiana.

T. T. CSR

Densa T. ALJ T. CSR MOD

(seg) (seg) (seg) (seg)

Elim. Gauss. (seg) 2.491 19.547 6.833 2.121

Sol Az (seg) 0.005 0.167 0.016 0.016

T. total (seg) 2.496 19.714 6.849 2.137
Residuo || - |2 3.088E-11 | 3.522E-11 | 3.522E-11 | 3.522E-11
Error || - |2 5.226E-11 | 6.246E-11 | 6.246B-11 | 6.246E-11

Tabla 5.85: Resultados eliminacion Gaussiana nos3.

En la tabla 5.85, se muestran los resultados al utilizar la factorizacién de Cholesky.
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CSR

Densa A1) CSR MOD

Fact_Cho. (seg) 1.029 1.208 1.052 1.048

Sol Azx. (seg) 0.010 0.009 0.010 0.01

T. total. (seg) 1.039 1.217 1.062 1.058
Residuo || - ||z || L707E-11 | 1.632E-11 | L.632B-11 | L.632B-11
Error || - ||2 1.278E-11 | 3.104E-11 | 3.104B-11 | 3.104E-11

Tabla 5.86: Resultados factorizacién de Cholesky nos3.

En la figura 5.37, se muestran los graficos de esparcidad de la matriz L, la matriz U y la

matriz LU, esta dltima es la matriz compacta de la factorizaciéon LU, es decir se guarda en

una sola matriz la informacién de matriz L y la informacién de la matriz U.

(a) LU, nnz = 78,966.

(b) U, nnz = 39,250.

(¢) L, nnz = 39,976.

Figura 5.37: Graficos de esparcidad, matrices LU, L 'y U nos3.

Observacion 5.6. Al analizar las tablas 5.84, 5.85 y 5.86 y la figura 5.37, se pudo observar

lo siguiente:

= De la tabla 5.84, se puede notar que la matriz densa tarda menor tiempo tanto en la
factorizacion LU de la matriz, como la solucién de los sistemas triangulares y por ende
en el tiempo total. Respecto a los tiempos entre los esquemas, se obtiene que AIJ se

tarda mas en los dos procesos y CSR mod se tarda menos en la factorizacién LU pero

en el tiempo de la solucién de los sistemas triangulares no hay diferencias con CSR.

= De la tabla 5.85 se obtiene los mismos resultados que con los de la factorizacion LU,

pero con la diferencia que se tarda menos en los dos procesos para encontrar la solu-

cién. Ademaés en el error y los residuos los valores son més pequenios que con los de la

factorizacién LU.

= De la tabla 5.86 se observa ampliamente las diferencias con los dos métodos anteriores,

en el tiempo para encontrar la matriz para solucionar el sistema triangular, puesto que
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tarde menos de 2 segundos con la densa y los esquemas de almacenamiento. En este caso

no hay diferencias notables entre los métodos en ambos procesos. En el caso del error y

el residuo es méas pequeno que los deméds y se acerca mejor a la tolerancia propuesta.

» De la figura 5.37, se puede ver que las gréficas (a), (b) y (c) asociadas a las matrices

L, U y LU respectivamente, siguen siendo esparzas y esto se comprueba también los

valores nnz de estas matrices. El porcentaje de densidad de la matriz LU, la matriz L y

la matriz U es de 8,56 %, 4.25 % y 4.34, respectivamente. Estos nos indican el aumento

de elementos no ceros.

2. Matriz A=pde2961

Retomando datos anteriores, de la tabla 5.66, es una matriz no simétrica de tamano 2961 x

2961, con un numero de elementos nulos de 14585 y su porcentaje del 0.166 %. Dado que no

es simétrica no es posible aplicar la factorizacion de Cholesky.

En la tabla 5.87, se encuentra los resultados al aplicar la factorizacion LU.

Densa AlJ CSR CSR

mod

Fact LU (seg) 76.679 166.318 37.123 17.233

Sol Az (seg) 0.068 3.552 0.411 0.379

T. total (seg) 76.747 169.87 37.534 17.612
Residuo || - ||z || 7.486E-12 | 2.387E-8 | 2.387E-8 | 2.387E-8
Error || - |2 9.660E-12 | 5.750E-8 | 5.750E-8 | 5.750E-8

Tabla 5.87: Resultados factorizacion LU pde2961.

En la tabla 5.88, se da a conocer los resultados al aplicar el método de eliminacién Gaussiana.

T. T. CSR

Densa T. A1J | T. CSR MOD

(seg) | ¥ | ©8) | (aeg)

Elim. Gauss. (seg) 73.502 165.235 36.483 17.102
Sol Ax (seg) 0.031 1.737 0.218 0.208

T. total (seg) 73.553 166.972 36.701 17.310
Residuo || - || 9.407E-12 | 2.304E-8 | 2.304E-8 | 2.304E-8
Error || - || 1.802E-11 | 5.750E-8 | 5.750E-8 | 5.750E-8

Tabla 5.88: Resultados eliminacién Gaussiana pde2961.
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En la figura 5.88, se da a conocer los graficos de esparcidad de las matrices obtenidas de los

métodos directos utilizados.

(a) LU, nnz=226,338. (b) L, nnz=114,053. (c) U, nnz=115,248.

Figura 5.38: Graficos de esparcidad, matrices LU, L'y U pde2961.

Observacion 5.7. Los resultados al aplicar los métodos de la factorizacién y la eliminacién

Gaussiana, al sistema lineal asociado a pde2961, se encontro lo siguiente:

= De las tablas 5.87 y 5.88, a diferencia de los anteriores resultados se observa la eficiencia
al realizar el proceso de la transformacion de la matriz del sistema a uno triangular con
los esquemas CSR y CSR mod y por ende el tiempo total del método, puesto que
la busqueda tarda menos de un segundo en estos métodos. Para el caso del error y el
residuo, el valor es mas grande que en los anteriores resultados, aplicando los esquemas de
almacenamiento con un valor cercano a 1E-8 y se aleja mas de la tolerancia propuesta. Al
comparar los resultados con los del métodos del gradiente estos se tardan més mientras,
dado que mientras que BICGSTAB se tarda menos de 1 segundo, mientras que el

menor tiempo de los métodos directos fue de cerca de 18 segundos.

» De la figura 5.38, en las gréficas (a), (b) y (c) se observan que los elementos no cero,
estan cerca de la diagonal, el porcentaje de elementos no ceros es del 2.581 % para el caso
de la matriz LU, del 1.31 % para la matriz L y del 1.31 % para la matriz U, por lo cual el
aumento no estan grande en sus elementos como el anterior y el problema del aumento

de nnz no es tan considerable.

3. Matriz A=s3rmt3m3

Retomando datos anteriores, de la tabla 3, es una matriz es de tamano 5357x5357, con un
porcentaje nnz del 0.71 %. La matriz es S.D.P y el valor de su condicionamiento es 2.6E+10,

por lo cual es muy mal condicionada.

En la tabla 5.89 se muestran los resultados al aplicar la factorizacién de Cholesky para resolver

el sistema de la matriz s3rmt3ms.
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CSR

Densa AlJ CSR MOD

Fact_Cho 184.699 178.218 180.424 180.247

Sol Ax (seg) 0.462 0.439 0.437 0.433
T. total (seg) 185.161 178.657 180.861 180.680
Residuo || - ||2 1.138E-8 1.220E-8 1.220E-8 1.220E-8
Error || - ||2 1.316E-5 9.849E-6 9.849E-6 9.849E-6

Tabla 5.89: Resultados Factorizacién de Cholesky s3rmt3ms3.

En la figura 5.39, se encuentra las graficas de esparcidad de la matriz L y LT obtenidas de la

factorizaciéon de Cholesky.

Matriz L s3rmt3m3
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nnz = 1310252

(a) L, nnz=1310252.
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(b) LT, nnz=1390165.

Figura 5.39: Graficos de esparcidad, matrices L y LT, s3rmt3ma3.

5000

Observacion 5.8. A partir de la tabla 5.89, los tiempos para realizar la factorizaciéon con la

matriz densa y los esquemas de almacenamiento no hay diferencias notables, sin embargo se

observa que el AILJ registra menor tiempo para este proceso y el que mas se tarda es usando la

matriz densa. Respecto al tiempo para resolver los sistemas triangulares los tiempos son muy

cercanos y esto se debe cumplir ya que este proceso se realiza con la matriz densa L. Sobre el

error, este es mas grande que el residuo y estos valores superan la tolerancia propuesta y se

debe al mal condicionamiento de la matriz. Al comparar los resultados con los del gradiente

se puede ver que en estos métodos se puede aplicar la matriz densa y ademds tardan mas en

encontrar la solucién.

De la figura 5.39, se observa graficamente, un aumento en la densidad y su distribuciéon en

diferentes partes de la matriz, por lo que la factorizacién de Cholesky, era mas conveniente.
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5.5.2. Resultados computador 2

Ahora utilizando el computador 2, se realizan las pruebas numérica con matrices esparzas de

mayor tamano y con mayor porcentaje de densidad.

4. Matriz A = besstk17

Retomando datos anteriores, de la tabla 5.74, es una matriz es de tamano 10974x10974, con

un porcentaje nnz del 0.356 %. La matriz es S.D.P y el valor de su condicionamiento es 65.

En las tablas 5.90, 5.91 y 5.92 se muestran los resultados al aplicar los métodos de la factori-

zacion de Cholesky, de la eliminacién Gaussiana y de la factorizacién LU. Con la figura 5.92 se

observa el grafico de esparcidad de las matrices obtenidas de los métodos directos mencionados.

T. Densa T. CSR
(seg) MOD (seg)
Fact_Cho 506.265 510.917
Sol Az (seg) 0.870 0.878
Error || - ||2 1.254E-8 1.254E-8
Residuo || - ||2 0.0034 0.0034

Tabla 5.90: Resultados factorizaciéon de Cholesky besstk17.

T. Densa T. CSR
(seg) MOD (seg)
Elim. Gauss. 1034.005 312.004
Sol Az (seg) 0.153 1.051
Error || - ||2 3.998E-8 4.194E-8
Residuo || - ||2 0.005 0.004

Tabla 5.91: Resultados eliminacién Gaussiana bcsstk17.

T. T. CSR
Densa mod
(seg) (seg)
Fact_LU 1047.64 336.828
Sol Az (seg) 0.313 1.900
Error || - ||2 2.800E-8 | 6.159E-6
Residuo || - ||2 0.004 0.157

Tabla 5.92: Resultados Factorizacion LU besstk17.
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(a) LU, nnz=3181484. (b) L, nnz=1596229. (c) U, nnz=1596229.

Figura 5.40: Graficos de esparcidad, matrices LU, L'y U, besstk17.

Observacion 5.9. Al aplicar los métodos directos para resolver el sistema asociado a la

matriz besstk17, se pudo notar lo siguiente:

= Al comparar los resultados de las tablas 5.90, 5.91 y 5.92 el tiempo total utilizado para
encontrar la solucion se dio mejores resultados con el método de eliminacién Gaussiana
utilizando el esquema CSR mod. El método que més se tardo fue la factorizacién de
Cholesky, que a diferencia de la anterior, esta era la que mejor resultados arrojaba. Sobre
los resultados del error y el residuo, se puede ver que el residuo es muy grande pero el
error es mas pequeno. Ahora de la tabla 5.75 se ve que tardan mucho menos los métodos

del gradiente precondicionados.

= De la figura 5.40, se aumento al densidad en un porcentaje superior al 1%, en las tres

matrices, pero todavia sigue siendo esparza.

5. Matriz A = raefsky4

Retomando datos anteriores, de la tabla 5.82, es una matriz es de tamano 19779x19779,
con un porcentaje nnz del 0.336 %. La matriz es S.D.P y el valor de su condicionamiento
es 3.130E+13, por lo cual es muy mal condicionada. A continuacién se presenta mediante la
tabla 5.93 los resultados al utilizar el método de eliminacién Gaussiana con CSR mod y de

la figura 5.41 las matrices que se derivan de aplicar el método mencionado.

] CSR MOD \
Elim. Gauss. (hrs) 5.0952
Sol. Az (seg) 8.31
Error || - ||2 1.271E-5
Residuo || - ||2 6.034E-8

Tabla 5.93: Resultados eliminacién Gaussiana raefsky4.
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(a) LU, nnz=33019587. (b) L, nnz=16519683. (¢) U, nnz=16519683.

Figura 5.41: Graficos de esparcidad, matrices LU, L'y U, raefsky/.

Observacion 5.10. Al aplicar el método de eliminacién Gaussiana, asociado a la matriz raefsky4

se pudo notar que:

= En la tabla 5.83, se observa resultados muy ineficientes en tiempo para aplicar la eliminacién
Gaussiana a la matriz utilizando el esquema CSR mod, si se comparan con los métodos del
gradiente se tardo dicho método mucho menos a pesar de no realizar mas iteraciones para

encontrar su convergencia.

= De la figura 5.41, se observa un aumento muy grande en la densidad de la matriz del 8.44 %

para la matriz compacta LU y del 4.22 % para las matrices L y U.

Resolucién de varios sistemas lineales

La resolucién de sistemas lineales, se utiliza de forma iterativa en algunas discretizaciones numéri-
cas, en donde los sistemas poseen la misma matriz y el vector independiente es el que va variando.
Debido a esto es necesario utilizar métodos que sean eficientes para resolver varios sistemas de este
tipo. Una de las cualidades de los métodos directos como la factorizacién LU y la factorizacion de
Cholesky, es que para un sistema lineal Ax = b, se observa que sus procesos se dividen en: la fac-
torizacién de la matriz del sistema A y posteriormente, mediante el proceso de forward substitution
y backward substitution se encuentra la solucién del sistema. Esto quiere decir que se puede sacar
provecho para resolver varios sistemas lineales, donde la matriz del sistema A se mantenga y el
vector independiente b va variando, puesto que Uinicamente se va repetir varias veces el proceso de

solucion del sistema y como se observé en los resultados este resultado no es tan costoso.

A continuacion se muestran algunos resultados al resolver varios sistemas lineales, con la matriz
del sistema fija y el vector independiente variando de forma aleatoria. Para ello se toman matrices

anteriores y los métodos directos e iterativos con los que se lograron mejores resultados.
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1. Matriz A=nos3. Resolucién de 200 sistemas lineales.

En las tablas 5.94 y 5.95, se provee informacion al aplicar factorizacién LU y la factorizacién

de Cholesky respectivamente, al resolver varios sistemas lineales con la matriz del sistema

nos3. Para analizar el error y el residuo se ha tomado el valor médximo de estos valores medido

en norma 2 (Residuo max || - |2 y Error max || - ||2)) de los sistemas lineales.

En la tabla 5.96, se registran los resultados al aplicar el CG para resolver los sistemas lineales.

En esta misma tabla se registra el residuo y el error maximo medido con la norma 2 (Residuo

maz || - ||2 y Error maz | - ||2) de los sistemas lineales.
Densa CSR CSR
mod
Fact_LU (seg) 2.626 6.77 2.174
sol Az (seg) 1.358 9.693 9.001
T. total (seg) 3.984 16.463 11.175
Error max | - ||2 1.887E-9 3.123E-9 3.123E-9
Residuo max || - ||2 || 3.398E-10 | 1.758E-8 | 1.758E-8

Tabla 5.94: Solucion de 200 sistemas nos3, factorizacién LU.

Densa CSR CSR

mod

Fact_Cho (seg) 1.019 1.03 1.03

sol Az (seg) 1.597 1.793 1.784

T. total (seg) 2.616 2.823 2.814
Residuo max || - ||2 2.459E-10 2.536E-10 2.536E-10
Error max || - ||2 1.071E9 | 1.145E9 | L.145E-9

Tabla 5.95: Solucién de 200 sistemas nos3, factorizacion de Cholesky.

’ Método CG H Densa \ CSR \ CSV ‘
sol Az (seg) 479.293 11.851 14.321
Residuo 9.987E-13 | 9.996E-13 | 9.996E-13
max || - |2
Erﬁrr”max 2.01E-9 | 1.937E-9 | 1.937E-9
112

Tabla 5.96: Solucién de 200 sistemas nos3, CG.
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Observacién 5.11. Al analizar las tablas 5.94, 5.95 y 5.96 se deduce que con la factorizacién

de Cholesky es donde se realizar de manera més eficiente en tiempo estos métodos. También

se observa que el procedimiento al aplicar la matriz densa con los métodos directos utilizados,

es més eficiente que al aplicarla para los métodos del gradiente abordados. Respecto al valor

del residuo y error méaximos los métodos mantiene su valor semejante que al resolver un solo

sistema.

2. Matriz A=pde2961. Resolucion de 50 sistemas lineales.

En las tablas 5.97 y 5.98, se provee la informacién al aplicar factorizacion LU y el méto-

do BICGSTAB respectivamente al resolver 50 sistemas lineales con la matriz del sistema

pde2961.

Densa CSR CSR

mod

Fact_LU (seg) 77.969 39.209 17.585
sol Az (seg) 3.185 21.045 19.662

T. total (seg) 81.154 60.254 37.247
Error max || - ||2 2.536E-11 | 1.531E-7 | 1.531E-7
Residuo max || - ||z || 7.701E-12 | 2.665E-8 | 2.665E-8

Tabla 5.97: Resolucién de 50 sistemas pde2961 factorizacién LU.

BICGSTAB || Densa CSR CSV
sol Ax (seg) 1246.5 6.521 7.920
Residuo 9.778E-13 | 9.778E-13 | 9.3871E-13
max || - ||2
Erjlor”max 6.848E-11 | 6.848E-11 | 6.848E-11
112

Tabla 5.98: Resolucién de 50 sistemas pde2961 BICGSTAB.

Observacién 5.12. En las tablas 5.97y 5.98 anteriores, se obtuvo mejores resultados en

tiempo al resolver los sistemas con BICGSTAB, con excepcién de la matriz densa la cual

tardo menos tiempo con la factorizacion LU. Para el caso del error y el residuo maximo los

valores mas grandes se dieron en la factorizacién LU.
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3. Matriz A=s3rmt3m3. Resolviendo 10 sistemas lineales.

En las tablas 5.99 y 5.100, se provee la informacién al aplicar la factorizacion de Cholesky y

el método CG pre respectivamente al resolver 50 sistemas lineales con la matriz del sistema

s&rmt3Ims.

Densa CSR CSR

mod
Fact_Cho (seg) 175.532 176.374 176.717

sol Ax (seg) 4.242 4.18 4.211

T. total (min) 2.996 3.009 3.015
Error max || - ||2 1.752E-4 | 1.643E-4 | 1.643E-4
Residuo max || - |2 || 1.250E-8 | 1.238E-8 | 1.238E-8

Tabla 5.99: Resolucion de 10 sistemas lineales s&rmt3md3, factorizacién de Cholesky.

’ CGpre H CSR ‘ CSv ‘
sol Az 8.867 11.619
(min)

Residuo 0.968E-13 | 9.968FE-13
max || - ||2
EH|‘|Or||maX 1.623E-4 | 1.623E-4
-2

Tabla 5.100: Resolucién de 10 sistemas lineales s3rmt3m3, CG pre.

Observaciéon 5.13. De las tablas 5.99 y 5.100, se encontré que efectivamente al resolver
estos sistemas con la factorizacion de Cholesky se realizo més réapido este procedimiento. Sin
embargo el residuo maximo es mas pequeno con el CG pre y supera la tolerancia esperada.

Para le caso del error maximo, en ambos casos el error es cerca de 1E-4.



Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones

A continuacién se dan a conocer las conclusiones a partir de la teoria recopilada y de los resul-

tados numéricos obtenidos.

= En el presente trabajo se desarrolld, un enfoque tanto tedrico como computacional sobre el
estudio de las matrices esparzas, que resulta de interés para el lector al profundizar ciertos
temas que son a menudo investigados sobre dichas matrices desde dos puntos de vista. La
teoria tratada se muestra de forma sistemética y ordenada, mediante ejemplos y demostra-
ciones realizadas y reescritas de los textos utilizados de la manera mas clara posible. Ademas
se realizaron implementaciones propias en lenguaje C++ y MATLAB para entender, justi-
ficar y obtener los resultados computacionales, y asi ubicarse en el papel de programador e

investigador, de una tematica de actual interés.

= Los resultados numéricos presentados a través de los algoritmos creados en el software DEV-
C++, usando la programacién orientada a objetos POO y creados en el software MATLAB,
permitieron observar la eficiencia e ineficiencia de ciertas operaciones matriciales aqui estudia-
das, y poder a partir de este analisis realizar las posibles mejoras, particularmente en el manejo

de la insercién de elementos y en la aplicacién de métodos directos, vistos en el capitulo 3.

= La discretizacién numérica realizada de la ecuacion de onda Unidireccional en el capitulo 5
a pesar de ser muy bésica, evidencia la importancia de la escogencia de un esquema de al-
macenamiento para matrices esparzas adecuado, con el fin de almacenar utilizando la menor
cantidad de memoria posible, y realizar de forma eficiente una discretizacion que se resume

en varios producto matriz por vector y que sea lo méas cercano posible a la solucién exacta.

= Si bien en la teorfa no se presentaban cambios en el orden de complejidad al utilizar los esque-

mas de almacenamiento para matrices esparzas en operaciones tales como el producto matriz

177
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por vector, en las pruebas numéricas, los tiempos de cémputo y la memoria ocupada varian
dependiendo del esquema a utilizar. Entre los resultados maés representativos se encuentran
el mayor gasto de memoria al usar CSR mod y el menor gasto de memoria con CSV o
MSR. Para el caso del tiempo, estuvo ligado a la memoria usada por el almacenamiento, por
lo cual en términos generales el CSR, MSR y CSV fueron los que mejor se comportaron
en las operaciones mencionadas, al realizar en gran cantidad estas operaciones, que ademas

implicaban utilizarlos en los métodos del gradiente.

= Los formatos de lectura para leer una matriz esparza como el formato coordinado de matrix
market [5], contienen informacién esencial y un orden especifico (por filas o columnas) de la
matriz esparza asociada, permitiendo con el uso de los esquemas de almacenamiento para
dichas matrices, almacenarlas dependiendo de las propiedades (simétrica o no simétrica) y
realizandolo de forma mas eficiente en tiempo y en costos de memoria. En cambio, sin estos
formatos el proceso de almacenamiento se vuelve costoso en tiempo al realizar un reorde-
namiento de las posiciones de los elementos y requiere un manejo cuidadoso en la memoria

asignada, como se observé en la secciéon de insercién de elementos del capitulo 5.

= Los métodos del gradiente, fueron los métodos iterativos utilizados para resolver los sistemas
lineales propuestos, donde se obtuvieron resultados que en algunos casos cumplian con la teoria
y en otros no. Entre las consecuencias que se corrobord, estd la relacién valor de las entradas
v el condicionamiento de la matriz del sistema, la cual entre mas pequenia sean las entradas y
mejor condicionada sea la matriz, convergia a la solucién. Una de las potencialidades notorias
fue que en algunas matrices de grandes dimensiones que presentaban estas caracteristicas o
que se conocia al menos una de estas, realizaban estos métodos en muy pocas iteraciones y en
poco tiempo. Sobre la relacién ntimero de iteraciones y el tiempo que se tarda los métodos,
se determiné que puede suceder que en menor iteraciones un método se puede tardar mas
que otro o viceversa. Uno de los aspectos relevantes para convergencia de los métodos del
gradiente, fue el uso del precondicionador de Jacobi y mejor atn si se lo implementa de forma
implicita que explicita, sin embargo en muchos casos ni siquiera con este precondicionador se

lograba tal convergencia.

= Los métodos directos utilizados como la eliminaciéon Gaussiana, la factorizacion LU y la fac-
torizacion de Cholesky, tuvieron los mayores problemas en las implementaciones. El problema
del aumento de los elementos no nulos en el proceso de transformacién de la matriz a una
triangular (fill-in), hace que no sea conveniente por el aumento de memoria considerable al
utilizar los esquemas de almacenamiento abordados, y por ende es ineficiente para solucionar
los sistemas. En algunos el aumento de estos elementos no presenté inconvenientes pero si
tardaron considerablemente. El esquema CSR mod, es el que menos tarda en este proceso

debido a la forma de su almacenamiento, pero igualmente presenta problemas en la saturacién
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de su memoria més que en los demads, debido a que por su estructura utiliza mayor espacio

de memoria que los otros.

6.2. Direcciones futuras de investigacion.

A continuacién se presentan las direcciones futuras de investigacién que se pueden seguir a partir

del trabajo realizado.

= Realizacion de un estudio tanto tedrico y computacional con matrices esparzas complejas,

siguiendo el mismo enfoque del presente estudio.

» Implementacion de otros tipos de esquemas de almacenamiento para matrices esparzas que
sean iguales o mas eficientes a los ya estudiados en el trabajo, con relacién a operaciones

matriciales de alto costo.

» Estudio de otros métodos para resolucion de sistemas lineales en métodos iterativos como
GMRES y MULTIGRID, y en otros métodos directos como la factorizacién LU con pivoteo

parcial y completo y la factorizacion LU incompleta.

= Aplicacién de otros tipos precondicionadores ademds del de Jacobi, para la convergencia de

métodos iterativos, particularmente de los métodos del gradiente.

= Implementaciones de los métodos utilizando la programacién en Paralelo y en GPU, para

mejorar o los resultados computacionales obtenidos.

= Estudiar la matriz de discretizacion y su proceso de obtencién de un problema cientifico en

particular.



Apéndice

A.1. Formato Coordiando

Debido a que la mayoria de las matrices esparzas son de grandes dimensiones y por el costo de
memoria que esto conlleva, se han creado formatos de lectura que tengan en cuenta informacion
sobre sus elementos no nulos e informacién adicional tales como: el niimero de filas y columnas, tipo
de matriz, el tipo de entradas que posee, el nimero de elementos no nulos en total y por cada fila,
entre otros mas.

Un ejemplo de formatos de lectura para matrices esparzas tenemos el “coordinate format” del
recurso electrénico de "Matrix Market” [3, 5], como se observa en la figura 6.1, el cual tiene

= Un encabezado que nos da la informacién del nimero de filas y columnas, el tipo de entradas
de la matriz (e.g real, integer, real, complex) y el tipo de simetria (e.g symmetric, skew-
symmetric, general). En algunos casos contienen otro segundo encabezado acerca de otra
informacién adicional como su aplicacién, ano, autores, etc, el cual lo hemos suprimido a la
hora de leer los archivos que tenga dicho encabezado.

= Los elementos no nulos de la matriz que van después del encabezado y vienen organizados
por sus indices de filas, columnas y su valor respectivo. El orden que van organizados los
elementos es por orden de columna y luego por orden de fila.

Figura 6.1: Ejemplo de un archivo con el formato coordinado.
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