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Resumen

En matemaéticas, es comun encontrar conjuntos de nimeros que satisfacen ciertas propiedades,
una de tantas y por cierto muy fascinante nos dice que si el periodo del reciproco de un ntmero
primo tiene un nimero par de digitos, lo podemos dividir en dos bloques, sumar los ndmeros
correspondientes y obtener siempre una cadena de nueves. Esta bella propiedad ha sido objeto de
estudio de diversos matemaéticos, quienes con sus dudas y la necesidad de darles respuestas han
contribuido con su formalizacién y generalizacion, que hoy se conoce como la propiedad de Midy en
honor al matematico francés E. Midy, de quien se tiene la primera publicacién formal en 1836 sobre
esta curiosidad. En la actualidad, su generalizacion abarca méas que reciprocos de ntimeros primos,
no solo dos bloques y una base arbitraria. Fn esta monografia se presentan de forma organizada
y se analizan algunos avances teéricos alrededor de esta propiedad, ademéds se presentan algunos
algoritmos implementados en el sistema de algebra computacional SAGE con el fin de ejemplificar
la teoria.



Abstract

In mathematics, it is common to find sets of numbers that satisfies certain properties, one of
many and certainly very fascinating tells us that if the period of the reciprocal of a prime number
has an even number of digits, we can divided it in two blocks, add the corresponding numbers
and always get a string of nines. This beautiful property has been the subject of study of several
mathematicians, who with their doubts and need to give them answers have contributed to their
formalization and generalization. This property it is knwon today as the Midy’s property, name
after the French mathematician, who made the first formal publication in 1836 about this curiosity.
Nowadays, its generalization includes more than reciprocals of prime numbers, not just two blocks
and arbitrary basis. In this monograph are presented, in an organized way, and discussed some
theoretical developments around this property. Additionally, some algorithms were implemented in
the computational algebra system SAGE in order to exemplify the theory presented.

VI



Indice general

Introduccion VIII

1. Preliminares 1
1.1. Divisibilidad . . . . . . . . . e 1
1.2, Congruencias . . . . . . . e 2
1.3. Ordende bmédulo N . . . . . . . . . e 3

2. La propiedad de Midy para base 10 4
2.1. Propiedad de Midy para nimeros primos . . . . . . . . . . v v i 5
2.2. Propiedad de Midy para nimeros compuestos . . . . . . . . . ... ... 9
2.3. Propiedad de Midy parad =2 . . . . . . . . . . . .. 11

3. Generalizacién de la propiedad de Midy para una base arbitraria 15
3.1. Expansion en base b . . . . . ... 15
3.2. Propiedad de Midy para una base arbitraria . . . . . . .. ... ... L. 17
3.3. Andlisis gréafico de la propiedad de Midy parad=2 . ... ... ... ... ..... 22

4. El Multiplicador 26

Conclusiones 32

Apéndice 33
A.1. Algoritmo de la divisién . . . . . . . .. 33
A.2. Algoritmo para determinar si un entero N satisface la propiedad de Midy . . . . . . 33
A.3. Algoritmo para calcular el Multiplicador . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 34

Bibliografia 35

VII



Introduccion

Sea p un nimero primo tal que la expansién decimal de la fraccién % tiene un numero par de
digitos en su periodo, entonces al dividirlo en dos bloques de igual longitud y sumar los nimeros
correspondientes a cada uno, se obtiene como resultado un nimero conformado solo de nueves. De
acuerdo a [2], este resultado fue estudiado por Carl Friedrich Hindenburg en 1776 y en la actualidad
es conocido por algunos como la propiedad de Midy, en honor al Matemético francés E. Midy quien
fue el primero en publicar, en 1836, formalmente esta curiosidad.

Esta propiedad ha sido estudiada y expandida en diversos documentos, [4, 7, 6, 3, 1]. Asi por
ejemplo, se puede encontrar la generalizacién de esta propiedad para bases, denominadores, nume-
radores y longitud del periodo en [6].

El objetivo de este trabajo es presentar de forma organizada avances tedricos al rededor de la
propiedad de Midy que se han recopilado de diferentes investigaciones, y en base a ellos implemen-
tar algunos algoritmos mediante los cuales sea posible ejemplificar algunas de sus caracteristicas y
propiedades.

Este trabajo esta dividido en 4 capitulos. En el primero se muestran algunos resultados que son
necesarios para la comprensién de los capitulos subsecuentes. En el segundo y tercer capitulo se
recopilan y organizan algunos resultados que han obtenido diferentes investigadores en el estudio
del siguiente interrogante: ; Cudles son las condiciones para que un numero satisfaga la propiedad
de Midy?; En el segundo capitulo para base decimal y en el tercero se generaliza para una base ar-
bitraria, ademads, se incluye en el tercer capitulo un breve estudio sobre la propiedad de Midy desde
un punto de vista geométrico. En el dltimo capitulo se presentan algunas implicaciones que surgen
de el hecho de satisfacer la propiedad de Midy, especificamente se hace referencia al multiplicador,
del cual se va adquiriendo conciencia en el transcurso del segundo y tercer capitulo y que finalmente
en el dltimo capitulo se lo muestra de forma explicita junto con algunos resultados sobre éste que
se pueden encontrar en [6], y a partir de dichos resultados se proponen cotas para el multiplicador
teniendo en cuenta ciertas condiciones.

Finalmente, los algoritmos que permiten ejemplificar los resultados presentados en este trabajo

y que fueron implementados en el sistema de algebra computacional SAGE se encuentran en el
Apéndice.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan algunas definiciones y resultados que permiten abordar con mayor
propiedad la temadtica expuesta en los capitulos siguientes. Gran parte de los resultados de este
capitulo se pueden encontrar en la mayoria de libros de Teoria elemental de nimeros, como por
ejemplo en [9], de esta forma no se presenta la demostracién de los resultados de este capitulo al no

considerarse relevantes para el cumplimiento de los objetivos de este trabajo.

1.1. Divisibilidad

Definiciéon 1.1. Sean a, b nimeros enteros con a # 0. Decimos que a divide a b si existe un entero
k tal que b = ak. En tal caso escribimos alb. Decimos también que a es un divisor de b o que b es

un multiplo de a.

Para indicar que a no divide a b escribimos a [b. Es fécil verificar que para todo entero k, 1|k y si
k #0, k|k.

Teorema 1.1. Supongamos que a, b y ¢ son nimeros enteros. Entonces.
1. Sia # 0 entonces al0, ala, al(—a).
2. 1la, (—1)|a.
3. Si alb entonces albe.
4. Si alb y blc entonces alc.
5. Sialb y alc entonces para todo x,y € Z, a|(bzx + cy).
6. Sialbyb+#0 entonces |a| < |b].

7. Sialb y bla entonces a =b 0 a = (D).
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Definicién 1.2 (Méximo Comun Divisor (ged)). Sean a y b dos enteros con al menos uno de ellos
diferente de cero. m se denomina maximo comun divisor de a y b si m|a, m|b y para todo d tal que

d|a y d|b se tiene que d|m.
Se va a denotar con ged(a,b) al maximo comun divisor de a y b.
Teorema 1.2. Si a = bq + r entonces ged(a,b) = ged(b, 7).

Teorema 1.3. Si ged(a,b) = d, entonces d es la minima combinacion lineal positiva en enteros

entre a y b.
Corolario 1.1. Si d = ged(a,b), entonces ged(9, %) =1
Teorema 1.4. Si k # 0 entonces ged(ka, kb) = |k| ged(a, b).
Teorema 1.5. Si albe y ged(a,b) = 1, entonces alc.

Como consecuencias del anterior resultado se obtienen los siguientes corolarios.
Corolario 1.2 (Lema de Euclides). Si p es primo y plab, entonces pla o plb.
Corolario 1.3. Sip es primo y plaias - - - ay,, entonces pla; para algin i, 1 <i < n.

Corolario 1.4. Si p, p1,p2,...,Pn SON nUMeros primos y p|pip2 - - - Pn, entonces p = p; para algin
1,1 <i<n.

Corolario 1.5. Si ay,a9,...,a, son enteros primos relativos dos a dos y para cada i = 1,2,...,n
aile, entonces ajag - - - aylc.
1.2. Congruencias

Definicién 1.3. Sean a y b enteros cualesquiera y n un entero positivo. Si n|(a — b) se escribe a es

congruente con b médulo n y se escribe,
a=b (méd n).

Si a no es congruente con b médulo n, se dice que a # b(modn).

Lema 1.1. Para todo par de enteros a y b, se tiene
1. a=b (modd 1).

2. Sidln ya=>b (méd n) entonces a =b (méd d).
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Teorema 1.6. Sia =0 (mdéd n) y c=d (mdéd n) entonces
1. Para todo par de enteros v y s, ar + cs = br +ds (méd n).
2. ac = bd (méd n).
3. Para todo entero positivo k, ak = bk (mdd n).
4. Para todo enteror, a+r=b+r (mdd n).
5. Para todo entero r, ar = br (méd n).

Teorema 1.7 (Pequeno teorema de Fermat). Si p es un primo, entonces para cada entero a tal que

p no divide a a, a1 =1 (méd p)

Corolario 1.6. Si p es un primo, entonces a? = a (méd p), para cualquier entero a.

1.3. Orden de b médulo N

Definicién 1.4. Se conoce como el orden de b médulo N y se denota con |b|y al menor entero tal
que
pPIN =1 (méd N).

A partir de esta definicién puede demostrarse que, si b/ =1 (méd N), entonces |b|x divide a f.

Teorema 1.8. Sea p un primo impar no divisible por b, m el mayor exponente de p en la factori-

zacion prima de N y sea t un entero positivo, entonces

bl if t <m,
|b|pt =
pi ™l if t>m.

El siguiente resultado se demuestra de forma implicita en el Capitulo 3.

Teorema 1.9. Sean x, N y b enteros positivos, con N,b > 1, ged(x,N) = 1, ged(N,b) = 1 y

1 <x < N. Entonces la expansion en base b de la fraccion x/N puede representarse de la forma

[a1a2...ap) ]

. e
v = O.araz.ap, = bloly —1 7

con la barra indicando el periodo. Ademds, el numero de digitos en el periodo es igual al orden de
b modulo N.



Capitulo 2
La propiedad de Midy para base 10

En este capitulo se presentan resultados que establecen condiciones para determinar si un entero
N satisface la propiedad de Midy en base decimal para un divisor d de |10|y (orden de 10 médu-
lo N, Definicién 1.4). Algunos de estos resultados estdn relacionadas con la caracterizacién de los
enteros que satisfacen dicha propiedad teniendo en cuenta su descomposicion en factores primos.
Los ejemplos que se presentan en donde se determina si un entero satisface la propiedad de Midy
se verifican a través del algoritmo para determinar si un entero N satisface la propiedad de Midy,

implementado en SAGE y que se encuentra en el Apéndice A2.

El objetivo principal de este capitulo es examinar bajo que condiciones se cumple la propiedad

de Midy en base decimal.

Para dar una idea inicial de a que se refiere la propiedad de Midy, se va a empezar observando
la expansién decimal de % que es 0.142857, cuyo periodo 142857 tiene un ntmero par de digitos. Si
se suma la primera mitad de los digitos, 142, a la segunda, 857, el resultado es 999. Para sorpresa

de muchos, éste no es un fenémeno unico. Como ejemplos se tienen:

%zO.ﬁ donde 1+8=9=10-1,

1% = 0.076923 donde 076 + 923 = 999 = 10° — 1,

% = 0.230769 donde 27+ 07 +69 = 99 = 10% — 1,

% = 0.809523 donde 80 4+ 95 4 23 = 198 = 2(99) = 2(10% — 1).

En estos ejemplos se dividié el periodo de la expansién decimal de varias fracciones en bloques
con igual nimero de digitos, se sumé los nimeros correspondientes a cada bloque y se obtuvo un
multiplo de la diferencia entre una potencia de diez y uno. La formalizacién de esta curiosidad que

se presenta a lo largo de este trabajo es lo que se conoce como la propiedad de Midy. De acuerdo a

4
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[2], su nombre es en honor al matemético francés E. Midy, quien fue el primero en publicar, en un

documento de 21 paginas en 1836, [8], esta curiosidad.

2.1. Propiedad de Midy para niimeros primos

Los nimeros primos han sido objeto de estudio en numerosos trabajos, este trabajo no es la
excepcion, una razén de ésto es que las primeras ideas relacionadas con la propiedad de Midy, surgie-
ron a partir del estudio de fracciones con denominadores primos que cumplian ciertas condiciones,

con el fin de abreviar el proceso para determinar su expansién decimal, ver [2].

Conocer las condiciones bajo las cuales los niimeros primos satisfacen la propiedad de Midy es

el objetivo central de esta seccién.

En relacién a esta propiedad se empieza abordando el primer resultado, al que se le conoce co-

mo el Teorema de Midy y cuya prueba se encuentra en [4].

Teorema 2.1. Sea p > 5 un numero primo y x un entero positivo menor que p tal que la expansion

decimal de la fraccion % tenga un numero par de digitos en su periodo, es decir,
x . 3 "
; = 0.a1a3 ... ag; para alguin k en 7™,

entonces A+ B = 10F — 1, donde A = ajas...a y B = Gpp10p42 . . . aop.

Demostracion. Por el Teorema 1.9 se tiene que
z 10FA+ B
p 102k -1~
entonces, usando diferencia de cuadrados

z 10"A+B  10"A+B

p 102 —1  (10% —1)(10%k + 1)’

que es equivalente a
(10°A + B)p = z(10* — 1)(10% + 1).

Puesto que p es primo, por el Corolario 1.3, p divide a z, 0 a 10 — 1, 0 a 10* 4 1. Por hipétesis p no
divide a x. Si p divide a 10* — 1 entonces 10* = 1 (méd p), pero del Teorema 1.9, 2k = [10|,,, donde
|10, es el orden de 10 médulo p (Definicién 1.4) de esta misma definicién también se sigue que 2k

divide a k, lo cual es una contradiccién puesto que k estd en ZT. Por lo tanto p divide a 10F + 1.
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Reordenando la tltima ecuacién, se tiene que

z(10+1)  10"A+ B

P 10k —1
10*A - A+ A+ B
- 10F — 1
A+ B
BT
Dado que p divide a (10’1C + 1), el lado izquierdo de la ecuacién es un ntumero entero, asi el lado
derecho también lo es. Entonces como A es un nimero entero, fgji también lo es. Se puede observar

que 10% —1 es el mayor entero con k digitos, y ya que A y B tienen k digitos, entonces A y B pueden
ser a lo sumo 10 — 1, asf
A+ B <2(10% —1).

Supéngase que A + B = 2(10% — 1), es decir A = B = 10 — 1, entonces
10F4 4+ B = 108(10% — 1) + (108 — 1) = 10%* — 1,

lo cual nos lleva a una contradiccion, puesto que de ser asi se obtiene

xr  10% -1

—:7:1
p 102k -1 7

por lo tanto
A+ B < 210" - 1),

A+B
10k —1

y como es un numero entero, entonces 10F — 1 divide a A + B, ésto implica que

A+ B=10"-1.
O

Se puede observar que el resultado anterior se cumple independientemente del valor que tome
x siempre que éste sea un entero positivo menor que p, en este caso se dice que p satisface la
propiedad de Midy para d =2 en base 10, se manifiesta que es para d = 2 puesto que se ha

dividido el periodo en dos bloques.

En general, como se habia mencionado a comienzos de éste capitulo, esta propiedad también se
cumple si se divide el periodo en cualquier nimero de bloques, siempre y cuando el ntimero de
bloques a considerar sea un divisor de |10|, mayor que 1, este resultado se expone formalmente en

el Teorema 2.2, pero antes se realizan algunas consideraciones.

Sea N en ZT tal que ged(NN,10) = 1. Con Uy se va a denotar al conjunto de enteros positivos
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primos relativos y menores a N. Sean d y k enteros positivos tales que |10|y = dk con d > 1. Se
toma z en Uy, se considera la fraccién 4 con periodo ajas . .. ajig|y (ver Teorema 1.9) que se divide

en d bloques de igual longitud k, donde
A] = a(j_l)k+1a(j_1)k+2 e Cij, con 1 S ] S d, (211)

corresponde al j-ésimo bloque, y
d
Sq(z) :A1+A2—|—"'+Ad:ZAj,
j=1

corresponde a la suma de los d bloques conformados. Teniendo en cuenta estas consideraciones se
presenta la siguiente definicién, que ha sido adaptada para base decimal de la definicién propuesta
en [6].

Definicion 2.1. Sea N un entero positivo primo relativo con 10. Se dice que N tiene o satisface la
propiedad de Midy para un divisor d > 1 de |10|x, si Sq(z) es un miltiplo de 10¥ — 1 para todo
en Uy .

Fl siguiente resultado es un caso particular del Teorema 3.3, sin embargo se incluye con el fin
de exponer su demostracion que se construyo siguiendo las mismas ideas de la prueba del Teorema
2.1

Teorema 2.2. Sea p > 5 un nimero primo y |10|, = dk el orden de 10 mddulo p, donde d > 1 es
un diwisor de |10|, y k = %. Entonces, p satisface la propiedad de Midy para todo divisor d > 1
de [10]p.

Demostracion. Sea x en el conjunto de enteros positivos menores que p, U,. Del Teorema 1.9 se
sabe que la longitud del periodo de la fraccién % es |10[,, ademds, por la ecuacién (2.1.1) se puede

escribir la fraccién % de la forma
€T - -
- = O.a1a2 .o Qdl = O.A1A2 e Ad,
p

para indicar que se ha dividido el periodo de longitud [10[, en d bloques de igual longitud k. Por el

Teorema 1.9 se tiene

{_ A1A2...Ad
p  10% —1
A1Ay. . Ay

(10F — 1) (10@=Dk 4 10(d=2k ... 4 10k 4+ 1)

que es equivalente a

2(10F — 1) (10<d—1>k 41062k 410k 1) = p(A1As. .. Ay).
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De forma andloga a la prueba del Teorema 2.1 se obtiene que p divide a

(1O(d*1)k +10@-2k 1 ... 4 10k + 1). Reordenando esta ultima ecuacion se tiene

2(10F — 1) (10€@=Dk 4 101d=2Fk 4 ... 4 10k + 1)

p
C(AjAy . Ay)
10F — 1
B 10FE@=D A4, + 10k 4y 4+ ... + A,
N 10k — 1
(L0F=D — 1) Ay + (102 — 1) Ay + - + (10% — 1) Ay_y + Sa(z)
N 10k — 1
dz_jl(lok(d*f) 1A,
_ =l ]—+ Sa(x)
10 — 1 106 —1°
——

(%) (x)

Puesto que p divide a (1O(d_1)k + 1002k 110k 4 1) entonces el lado izquierdo de la ecuacién
es un nimero entero, asf el lado derecho también lo es. Como (10* — 1) divide a (10¥(4=7) — 1) para
1 < j <d—1, entonces (%) es un nimero entero, lo que implica que (xx) también es un ndmero

entero, es decir 10¥ — 1 divide a Sy(z). O

Ejemplo 2.1. Teniendo en cuenta el Teorema 2.2, en la siguiente tabla se muestra que para dife-
rentes ndmeros primos p, se tiene que p satisface la propiedad de Midy para todos los divisores d
de |10]p.

’ p ‘ |10]p ‘ d

13 6 2,3,6
19| 18 [2,3,6,9,18
31 15 3,5,15
73] 8 2.4,8

Tabla 2.1: Divisores d para los cuales p satisface la propiedad de Midy en base 10.

Obsérvese que independientemente del valor de « en U, S4(z) es miltiplo de 10%—1, sin embargo
las sumas Sg(z1) y Sq(x2) con z1 # 2 en U, no necesariamente son iguales, como se ilustra en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2. En la siguiente tabla se presentan los valores de S;(x) para algunos x en Uy, con

p=157y d=26.
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EN Sa(z) |
1 [5994 =6(10°—1)
4995 = 5(10% — 1)
107 | 6993 = 7(10% — 1)

Tabla 2.2: Sy(x) para d = 26, p = 157 y distintos valores de x.

Las cuestiones sobre la obtencién de diferentes sumas S;(z), para un mismo divisor d de |10, y
distintos x en U, como se observa en la Tabla 2.2, estan relacionadas con el multiplicador, que no
es més que el factor que multiplica a 10¥ — 1 en Sq(z) y cuyo estudio se presenta en detalle en el
Capitulo 4.

2.2. Propiedad de Midy para niimeros compuestos

Al referirse a la propiedad de Midy, no inicamente se puede pensar que el denominador N de
las fracciones a considerar sea un nimero primo. En esta seccién se mostraran algunos resultados
que permiten determinar cuando un nimero N no necesariamente primo satisface la propiedad de

Midy para un divisor d > 1 de |10|x.

En lo que sigue, con D1g(z, N) se va a denotar el perfodo en la expansién decimal de la fraccién .
Ejemplo 2.3. Para la fraccién % = 0.238095, se tiene que
D1o(5,21) = 238095.
Del Teorema 1.9 se tiene la siguiente relacion:
NDyo(z, N) = z(10PIv — 1), (2.2.1)
Ahora, para d y k en Z™T, tal que |b|y = dk, se define N(d, k) como

1010y — 1

N(d, k) = 10F —1

= 100Iv =k L qolblv =2k 10k 41, (2.2.2)
De las ecuaciones (2.2.1) y (2.2.2), se tiene la siguiente relacién:
@ (1ok - 1) N(d, k) = NDio(z, N). (2.2.3)

El siguiente resultado que se puede encontrar en [7], proporciona una condicién necesaria y suficiente

para que un entero N satisfaga la propiedad de Midy.

Teorema 2.3. Sean N, d y k en Z*, tales que d > 1 y |b|y = dk. Entonces N satisface la propiedad
de Midy para d si y sélo si N(d, k) =0 (méd N).
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Demostracion. Sea Dip(x, N) = ajay. .. ajp| el periodo en la expansion decimal de la fraccién %

para x en Uy. De la ecuacién (2.1.1) se tiene que

Dio(x,N) = A1 Ay ... Ag = 100IN=F) 4} 10PN =2R) 4 .. 4 A,

- (10(“"N—’f) - 1) Ap+ (10(|b|N—2k> - 1) Apt oot (10’f - 1) Ag1 + Sa(z)
—1

=Y (100N — 1) A5 4 Sy(a),

=1

<

bl v —ik)

puesto que 10F — 1 divide a 10( — 1 para todo i entero tal que 1 < i < d, se puede afirmar

que:
10¥ — 1 divide a D1g(z, N) si y sélo si 10¥ — 1 divide a Sq(z). (2.2.4)

Supéngase que para todo x en Uy, 10* — 1 divide a Sy(x), al reorganizar la ecuacién (2.2.3) en la

forma

xN(d,k)  Dio(z,N)
= 2.2.
N 10k —1 7 (2:25)

por la afirmacién (2.2.4), el lado derecho de esta ecuacién es un nimero entero, por tanto el lado

izquierdo también lo es, y como ged(z, N) = 1, entonces N divide a N(d, k).

Reciprocamente, al suponer que N divide a N(d, k), de la ecuacién (2.2.5) se sigue que 10¥ — 1
divide a Dyg(z, N), y por la afirmacién (2.2.4), 10*¥ — 1 divide a Sg(x) para todo z en Uy. O

Como consecuencia del teorema anterior se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.4. Sean N, d y k en Z%, tales que d > 1 y |b|y = dk. Si gcd(N,10* — 1) = 1, entonces
N satisface la propiedad de Midy para d.

Demostracion. Se reorganiza la ecuacién (2.2.3) en la forma

NDjo(z, N)

TN (k) =~

Asf ged(N,10F — 1) = 1, entonces 10¥ — 1 divide a Dyg(z, N), y de la afirmacién (2.2.4), 10 — 1
divide a S4(x) para todo x en Uy. O

Otro resultado que se deriva del Teorema 2.3 es el siguiente.

Teorema 2.5. Sean N, d y k en Z*, tales que d > 1 y |10y = dk. Sea [] p' la factorizacion prima
pIN
de N. Si para cada factor primo p de N, el entero k no es maltiplo de |10|,, entonces N satisface

la propiedad de Midy para d.
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Demostracién. Supéngase que para cada factor primo p de N, el entero k no es multiplo de |10},
entonces ged(p, 10 — 1) = 1, por lo tanto ged(p?, 10F — 1) = 1, pero N divide a 101'0% — 1 y asf p?
también divide a 1010~ — 1. Por la ecuacién 2.2.2 y el hecho de que ged(p’, 10% — 1) =1, se tiene
que p’ es un divisor de N(d, k). Por lo tanto N también es un divisor de N(d, k), y del Teorema 2.3
se sigue que N satisface la propiedad de Midy para d. ]

Ejemplo 2.4. Sea N =217 =7-31, |10|7 = 6, |10|3; = 15 y |10|217 = 30. En particular, D1o(1,217)
estd dado por
D1p(1,217) = 004608294930875576036866359447.

En la siguiente tabla se indica para cuales valores de d, 217 satisface la propiedad de Midy. Cuando
el entero k£ no es miltiplo de 6 o 15, entonces el Teorema 2.5 garantiza que N satisface la propiedad
de Midy para d. Por lo tanto, todos los casos en la siguiente tabla, excepto k = 6 y k = 15, son

garantizados por el teorema.

k | d | N tiene la propiedad de Midy para d
1 (30 si
2 | 15 si
3 |10 si
5 | 6 si
6 | 5 no
10| 3 si
15| 2 no

Tabla 2.3: Divisores d > 1 de |10|217 para los cuales 217 tiene o no tiene la propiedad de Midy.

2.3. Propiedad de Midy para d = 2

Los resultados en esta seccién establecen condiciones para que un entero N satisfaga la propiedad
de Midy para d = 2, ademas en el Teorema 2.8 se caracteriza los enteros que satisfacen la propiedad
de Midy para d = 2 en relacion a sus factores primos. De ahi que se consideran tunicamente los
enteros positivos N tales que |10/ = 2k, con k en los enteros positivos. Esta caracterizacién se

puede encontrar en [7].

Teorema 2.6. Sea N > 1 un nidmero entero talque gcd(N,10) = 1 y 10|y = 2k con k en los
enteros positivos. Se tiene que N satisface la propiedad de Midy para d = 2 si y solo si existe algin

entero positivo j tal que N divide a 107 + 1.

Demostracion. Supongase que N tiene la propiedad de Midy para d = 2. Del Teorema 2.3 se tiene
que N divide a 10F 4 1.
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Reciprocamente, supéngase que N divide a 107 + 1 para algiin j en los enteros positivos. De este
supuesto, se tiene que N divide a 10% — 1. De la Definicién 1.4, [10|y divide a 25 y asf k divide a j;
es decir j = rk con r € Z*. Supdéngase que r es par, es decir, 7 = 2m, entonces j = 2mk = |10|ym,
asi, puesto que j es miiltiplo de |10|y, entonces 10/ = 1 (méd N), pero ademds, por hipétesis,
10/ = —1 (méd N), restando estas tltimas dos congruencias se tiene que N divide a 2, asi, N =1 o
N = 2; pero si N =1 se contradice la condicién de que N > 1y si N = 2 se contradice la condiciéon
de que ged(N,10) = 1, por lo tanto r es impar. Teniendo en cuenta que r es impar entonces j se
puede escribir de la forma j = k(2m + 1) para algin entero m > 0. Si m = 0, el teorema queda

demostrado. Se toma entonces m > 0, y se va a suponer que N no divide a 10* + 1, entonces,
10F # -1 (méd N),

y como 10?* =1 (méd N) entonces,
10% £ -1 (méd N),

del mismo modo

10°* # -1 (méd N),

y en general
10FCH) £ 1 (méd N),

para ¢ > 0, particularmente esta relacién se cumple para ¢ = m, lo cudl contradice el hecho de que
N divide a 107 4 1. Por lo tanto, N divide a 10¥ + 1, y del Teorema 2.3 se concluye que N satisface
la propiedad de Midy para d = 2. ]

El siguiente resultado muestra que si N satisface la propiedad de Midy para d = 2 entonces,

cualquier potencia de N también la satisface.

Teorema 2.7. Si N satisface la propiedad de Midy para d = 2, entonces, para todo entero positivo

i, N* satisface la propiedad de Midy para d = 2.

Demostracion. Sea |10|x = 2k. Por la hipétesis, del Teorema 2.3, se tiene que N divide a 10 + 1.

Por otra parte, para cualquier entero positivo impar j, 10¥ 4+ 1 divide a 107% 4+ 1 y ademds,

100F +1 = (10" + 1) (10(3'—1)’“ —10VU=2k 41003k ... 10k 4 1) . (2.3.1)

(*)

Para simplificar, se va a denotar con E(j) el factor marcado con (x) en la ecuacién anterior. Ademas,

para cada entero positivo impar j, si se toma

Q(j) = 10U=2k 9. 100=3k L 3. 100Dk _ ... _ (5 - 3)10%% 4 (j — 2)10F — (j — 1),
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se tiene que,
E(j) = Q(4) (10" + 1) + 4. (2.3.2)

Para j = 10¥ 4 1, se tiene que E(j) es divisible por (10* + 1). Asi, de la ecuacién (2.3.1) se tiene
que (10’g + 1)2 divide a 10° + 1 cuando t = I{:(l()k + 1), y como N divide a 10% + 1, entonces N2
divide a 10* + 1. En consecuencia, del Teorema 2.6, N? satisface la propiedad de Midy para d = 2.
Aplicando este resultado a N? se muestra que N* satisface la propiedad de Midy para d = 2, y en
general, por iteracién, si ¢ > 1 es una potencia de 2 se tiene que N? satisface la propiedad de Midy
para d = 2. Por otro lado, para cualquier entero positivo i, existe un entero u que es una potencia
de 2 tal que i < u. Puesto que N divide a 10” + 1 para algin entero positivo v y N* divide a N¥,
entonces N también divide a 10” + 1, y asi por el Teorema 2.6 N satisface la propiedad de Midy
para d = 2. O

En el siguiente ejemplo se observa que el entero ¢ en la prueba anterior no necesariamente es el

menor de los enteros positivos j tales que N? divide 107 + 1.

Ejemplo 2.5. Para N = 11, con k = 1, se tiene que t = 1(10* + 1) = 11, es decir, 112 = 121 divide
a 101 41, y puesto que |10|17 = 22, efectivamente ¢ es el menor de los enteros j tales que 121 divide
a 107 + 1. Sin embargo, para N = 7, con k = 3, se tiene que ¢ = 3(10% 4 1) = 3003, es decir, 72 = 49
divide a 103993 + 1, pero |10|49 = 42, asi 49 también divide a 10%! + 1.

El Teorema 2.7 se usa en la prueba del Teorema 2.8, el cual caracteriza los enteros N que
satisfacen la propiedad de Midy en términos de cierta relacién entre los factores primos de N. Esen-
cialmente el Teorema 2.7 permite centrar la atencién en la relacién entre los factores primos de N

sin tener que preocuparse por sus exponentes.

El nimero 1507 no tiene la propiedad de Midy para d = 2 aunque [10]150; = 8. Un andlisis de
por qué 1507 no satisface la propiedad de Midy para d = 2 ayudard en la comprension de la demos-
tracion del Teorema 2.8. Se tiene que D1g(1,1507) = 00066357. Por el Teorema 2.3, 1507 satisface
la propiedad de Midy para d = 2 si y solé si 1507 divide a 10* 41 = 10001, en efecto esto no sucede.
Conocer las causas por las que esto no sucede es lo importante de este andlisis. Los factores primos
de 1507 son 11 y 137, 11 divide a 10! + 1 y 137 divide a 10* + 1, ademés 11 divide a 10* + 1 para,
u=1,3,5,..., y 137 divide a 10V 4+ 1 para v = 4,12,20,.... El conjunto de los enteros u y de los
v son disjuntos, por lo tanto, cuando 11 divide a 10* 4 1, 137 no lo divide, y viceversa, de donde
se tiene que su producto, 1507, nunca puede dividir a un niimero de la forma 10° + 1, asi, por el

Teorema 2.6, el niimero 1507 no satisface la propiedad de Midy para d = 2.

Previamente, en la demostracién del Teorema 2.6, se probd implicitamente el siguiente Lema,

que serd importante en la demostraciéon del Teorema 2.8 que le sigue.
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Lema 2.1. Sea N un entero positivo tal que |10|y = 2k con k en los enteros positivos y ademds
que satisface la propiedad de Midy para d = 2. Entonces N divide a 10'+1 si y sdlo si, t = k(2i+1)

para todo entero i > 0.

Teorema 2.8. Sea N un entero positivo. Con p; se va a denotar cada factor primo de N, donde
1 <i<ryr esel nimero de factores primos que tiene N. Entonces N satisface la propiedad de

Midy para d = 2, si y sélo si, se cumple la siguiente condicion:

(*) Eziste un entero positivo s tal que para cada entero i con 1 < i < r, |10[,, = 2° - ¢;, donde
qi es un entero impar (El entero q; puede ser diferente para distintos valores de i, pero para

cada i el factor 2° es el mismo).

Demostracion. Sea p un numero primo que satisface la propiedad de Midy para d = 2. Supdngase
que [10[, = 2r. Por el Lema 2.1, p divide a 10/ + 1 siempre que j sea de la forma j = r(2i + 1) para
i=0,1,2,....

Supéngase que la condicién (%) no se cumple. Una posibilidad es que s = 0 para algun 7, de
donde [10|,, = g;, es decir, |10|p, es impar, asi el factor primo p; de N no satisface la propiedad de
Midy; en este caso N no puede satisfacer la propiedad de Midy para d = 2. Puesto que si lo hace,

L. 110] nr
entonces N divide a 10 2

+ 1, pero entonces cada factor primo de N también dividiria a este
nimero, y asi, por el Teorema 2.6 cada factor primo deberia satisfacer la propiedad de Midy para
d = 2, lo cual contradiria el hecho de que p; como factor primo de N no satisface la propiedad de
Midy.

Ahora, supongamos que la condicién (%) se cumple. Sea k; = % y m; la mayor potencia de
p; en la factorizacién de N. Del Teorema 2.1 se sigue que p satisface la propiedad de Midy para
d =2, y del Teorema 2.7 se tiene que p;" también satisface la propiedad de Midy para d = 2. Pero

de la prueba del Teorema 2.7, se tiene que p;" divide a 10% + 1, donde t; = k;v; con v; impar. De
'
la condicién (), k; = 2571¢g;. Como ¢; es impar, el producto ¢ = [] ¢; es impar, del mismo modo
i=1
T

v = ] v; es impar. Sea e = vg2°~!. Del Lema 2.1, para cada i se tiene que p;"" es un divisor de
i=1

v
10° + 1 ya que e se puede expresar de la forma de la forma e = k;w;, con w; = a° impar. En

i
consecuencia [N también es un divisor de 10° 4+ 1. Por lo tanto, del Teorema 2.6 se concluye que N

satisface la propiedad de Midy para d = 2. O



Capitulo 3

Generalizacion de la propiedad de

Midy para una base arbitraria

En este capitulo se muestra la generalizacién de la propiedad de Midy para una base arbitraria
b > 1 que propone J. Lewittes [6], complementéndolo con resultados que se encuentran en [1]. Varios
de los resultados que se presentan en este capitulo son generalizaciones de resultados expuestos en
el Capitulo 2, sin embargo se incluyen puesto que la dindmica en sus demostraciones es diferente.
Se pone especial interés en los residuos que se obtienen al determinar la expansién en base b de la
fraccién i, donde z y N son enteros positivos tales que gcd(N,b) = 1, N > 1 y z estd en Uy;
cabe mencionar que dichos residuos no se consideraron en la construccién del Capitulo 2. Del mismo
modo que en el capitulo anterior, los ejemplos que aparecen, en donde se determina si un entero
satisface la propiedad de Midy se verifican a través del algoritmo para determinar si un entero N

satisface la propiedad de Midy implementado en SAGE y que se encuentra en el Apéndice A2..

3.1. Expansion en base b

En esta seccion se presenta el algoritmo que permite determinar la expansion en base b de la
fracciéon antes mencionada. Para ello, se empieza usando el algoritmo de la divisién como sigue.

Sea x1 = x, a1 el cociente y xo el residuo de dividir bxy entre N. Es decir,

b
bry =a1N 4+ 22, 0<z9 < Nya = {]?J
Sea ag el cociente y x3 el residuo de dividir bxo entre N. Es decir,

b
bro =asN +x3, 0<x3 < N yas= {;\?J

15



3. Generalizacion de la propiedad de Midy para una base arbitraria 16

Continuando con este proceso, se obtiene la siguiente secuencia infinita de ecuaciones

br1 = a1N +x2
bxg = CLQN + I3

(3.1.1)
br; =a;N 4+ xiy1

donde a; es el cociente y x;4+1 el residuo de dividir bz; entre N, para todo ¢ > 1. Ademads, como
0 < JF <1, se tiene que bxﬁl < b, por tanto a; = LM#J < b, asi a1 es un b-digito. También, al ser by
x1 primos relativos con N, entonces del hecho de que bx; = x2 (méd N) implica que ged(z2, N) = 1,
asi xo estd en Upy. De la misma forma, para todo i > 1, a; es un b-digito y z; estd en Uy . Dividiendo

la primera ecuacién por bN, la segunda por b?>N, y en general la i-ésima por b°N se obtiene

Mo ai az a; LTi41
R T N i ia Y
N b b2 b BN
o0
Puesto que 0 < f)f]r\} < % y % tiende a 0 cuando ¢ tiende a infinito, se tiene que T = 7 que
i=1

también se puede escribir como = 0.a1az...a; ... que corresponde a la expansién en base b de 3.

De (3.1.1), se obtiene que para todo i > 1,
Ti1 = ba; = bx_ = - = biay (méd N) (3.1.2)
Por la ecuacién (3.1.2) y la definicién de |b|y,
Ty y 41 = ploIN gy = z1(méd N) y

Zir1 Z x1(médN) para 1 <i < |b|n.

Ya que 1, x|, 41 estdn en Uy, se tiene que,
|21 = D] <N,

asf su congruencia lleva a que x| 41 = Z1.

Entonces ajp 41 = a1, Tjp|y42 = T2 y en general Ty 4 = i, App|y4i = iy ¢ > 1. Asi la secuencia
de ecuaciones (3.1.1) se reduce a las primeras |b|y ecuaciones, las cuales se repiten indefinidamente.
De esta forma, la expansion en base b de & es periédica, con periodo de longitud [b|y (Teorema
1.9), la cual se escribe como

% = Om

Puesto que |b|y depende de unicamente de N y b, y no de x1, entonces cada fraccién § con x en

Uy tiene periodo de longitud |b|y.
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1
Ejemplo 3.1. Encontrar la expansiéon de 2 en base 5.

N =22, b=05, z1 = 1; no es necesario conocer |5|22 para avanzar. Las ecuaciones (3.1.1) ahora son

5:-1=0-22+5
5:5=1-2243
5:3=0-22415
5-15=3-22+4+9
5:9=2-22+41

1 _
y puesto que g = 1 = 1, se tiene que [5]aa =5y 2 = 0.01032 en base 5.

También se puede obtener este mismo resultado utilizando el algoritmo de la division implementado
en SAGE, que se encuentra en el apéndice Al y que permite determinar la lista de residuos z; y

cocientes a;, de la siguiente forma:

resi_exp(1,22,5)
[f1, 5, 3, 15, 91, [0, 1, O, 3, 2]]

La primera lista corresponde a los residuos z; y la segunda a los cocientes a; del algoritmo antes

mencionado.

3.2. Propiedad de Midy para una base arbitraria

Sea d > 1 un divisor de |b|y, es decir |b|y = dk con k en Z*. Se separa las primeras |b|x
ecuaciones de (3.1.1) en d grupos de k ecuaciones cada uno. Para 1 < j < d, el j-ésimo grupo

consiste de las siguientes k ecuaciones

brii—pr+1 = aG—1)k+1 N + G142
b (j_1)k+2 : ag—1yk2N + TG -1)k43 (3.2.1)
brjr, = ajrN + Tjp41.
Multiplicando la primera ecuacién por b1, la segunda por v¥72,..., la (k — 1)-ésima por b, y la
k-ésima por b° = 1 se obtiene
bkm(jfl)k+1 = a(jfl)kJrlbkilN + bkilx(jfl)kJrQ
D121y : agj—1)k2b" 2N + 022 s (3.22)

b$jk = ajpN + Tjpq1.
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En (3.2.2) se puede observar que cada término subrayado puede ser remplazado por el lado derecho

de la ecuaciéon que le sigue. Haciendo este remplazo se tiene que
v, = (a( bl ay V24 a)N +x; 3.2.3
TGk = (AG—1)h+10" Fag_1yrg2d” "+ aip) N + T (3.2.3)

La ntmero en paréntesis es [a(j_l)k+1a(j_1)k+2 . ..ajk]b y corresponde al j-ésimo bloque de k b-
digitos del periodo; este nimero ase denota por A;. Asf la ecuacién (3.2.3) se puede escribir como

bkx(j,l)kﬂ = AjN + zjp41 y al sumar las ecuaciones de esta forma para j = 1,2,...d, se obtiene

d d d
bk Zx(jfl)k+l =N Z Aj + ijk-Jrl . (3.2.4)
j=1 j=1 j=1
— S——

(%) (%)
Pero (%) y (**)son iguales, ya que Tgx 1 = Zjp|y4+1 = T1. De esta manera (3.2.4) puede ser reescrita
como

d

O =) zonp =N YA (3.2.5)

J=1 J=1

Esta relacién entre las dos sumas es la clave de todo lo que sigue, de esta forma es conveniente
definir

d
Ry(z) = X z(j—tyer v Salz) = ZlAj. (3.2.6)

j=1 i=
Al conjunto {1‘1, Tht1y - - - ,$(d—1)k+1} ={xjp4+1:j mobd d} se llama el d-ciclo de x; en general, para
cada ¢ > 1 el conjunto {xi,ka, . 7x(d—1)k:+z'} = {Zji4i : j mbd d} se llama el d-ciclo de x;. Para

cualquier par de indices s y t, x5 y x; tienen el mismo d-ciclo si y si sélo si s = t (mdd k). El

siguiente resultado resume lo que hasta el momento se ha tratado en esta seccién.

Teorema 3.1. Sean N y b > 1 enteros positivos, sea |b|n el orden de b mddulo N tal que |b|y = dk,
cond > 1y k enteros positivos. Sea x en Uy y /N = 0.a1az - ap, en base b. Se separa el periodo
aiaz...ap), en d bloques de longitud k cada uno. Para j =1,2,...,d, Aj = [a(j,l)kﬂ .y es
el niumero en base b que representa el j-ésimo blogue. Sean 1 = x, x2,x3,... los residuos en el

algoritmo de la division (3.1.1) para x/N. Entonces se cumple lo siguiente:

Sa(x) = (Ra(x)/N)(0" = 1), (3.2.7)

Sq(z) =0 (méd b —1) siy sdlosi Ry(x)=0 (méd N). (3.2.8)

Demostracion. Para probar (3.2.7), es cuestion de reescribir (3.2.5) en la notacién (3.2.6) y entonces

la relacién (3.2.8) es inmediata. O
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La siguiente definicién corresponde a la generalizacién de la propiedad de Midy para una base

arbitraria.

Definicién 3.1. Sean z, N, b y |b|y enteros positivos, con N,b > 1, gcd(N,b) = 1, z en Uy y
|b|y = dk el orden de b médulo N, con d > 1y k enteros positivos. Se dice que N tiene la propiedad
de Midy en base b para el divisor d, si para cada x, Sy(x) =0 (méd b* — 1). Se denota con My(b)

el conjunto de enteros que tienen la propiedad de Midy en base b para el divisor d.
Teorema 3.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) N € My(b).

(i4) Para algin x € Uy, Sq(z) =0 (méd v* —1).

(#i) Para algin x € Uy, Ri(z) =0 (méd N).

(iv) b‘ZLj\izl = kA1) L phd=2) L 4 pF 41 =0 (méd N).
Ademds, ged(b* — 1, N) =1 implica que N € My(b).

Demostracion. Del Teorema 3.1 se sigue que (4i7) es equivalente con (i7). De (3.1.2) se tiene

d d
Ry(x) = zg i1 = | 09|z (méd N),

7j=1 j=1

d .
y puesto que ged(z, N) = 1, entonces Ry(x) = 0 (méd N) siy sélo si 3. 0¥0~1) = 0 (méd N) de
j=1
donde se tiene que (iv) es equivalente con (ii) y (47).

Se observa que (iv) es independiente del valor que tome z en Uy, de lo que sigue que (iv) es

equivalente a Sy(x) =0 (méd b¥ — 1) para cada x en Uy, lo cual por Definicién 3.1 es (i).

Ahora se va a demostrar la tltima parte de este resultado. Por definicién de |b|xy se tiene que
(bk - 1) (bk(d_l) FORED gy 1) =ollv —1=0 (mod N),

y si se asume que ged(b* — 1, N) = 1, entonces b*(@=1) 4 pF(d=2) L ... L bk 1 1 =0 (méd N), y asi,
de (iv), se concluye que N estd en My(b). O

Ejemplo 3.2. Tomando N = 14, b = 5, |by| = 6, z = 1 como en el Ejemplo 3.1. El periodo es
013431 y los residuos x1,...,xg son 1, 5, 11, 13, 9, 3, respectivamente.

Con d = 2, k = 3, se tiene Sp(1) = Ay + Ay = [013], + [431], = [444], = 53 — 1 y
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Ry(1) = 1 + x4 = 1+ 13 = 14; asi por la equivalencia entre (i) y (ii), o (¢) y (ii) del Teore-
ma 3.2, 14 estd en My(5).

Cond =3, k=2 S3(1) = Ay + Ay + Ag = [01]5 + [34]; + [31]; = [121]5 = 36 % 0 (méd 52 — 1),
por lo tanto 14 no estd en M3(5). Calculando ademéas R3(1) = x1 + 23+ x5 =1+ 1149 = 21, se

puede observar que la relacién (3.2.7) se cumple: 36 = 2 (52 — 1).

El siguiente ejemplo muestra que ged(b* — 1, N) = 1 es condicién suficiente pero no necesaria

para que N esté en My(B).

Ejemplo 3.3. Tomando b = 10, N = 21, % = 0.047619, |b|y =6. Con d =3, k =2,

S3(1)=04+76+19=99=0 (méd 10* — 1),
asi, por la equivalencia entre (i) y (#i) del Teorema 3.2, 21 estd en M5(10), pero ged(102—1,21) = 3.

Observaciones: De la Definicién 3.1, no se considera la opcién de que un entero N satisfaga
la propiedad de Midy en base b para el divisor d = 1 de |b|y. Cualquiera de las siguientes dos
observaciones permiten ver que sucederia si se supone que N estd en M;(b) y asi, dar razones al

lector de por que no se considera esta posibilidad.

= Si N estd en M;(b), entonces para cualquier = en Uy, Si(z) = 0 (méd blPlv — 1), Sea

Dy(z,N) = Si(z) = [a1az2 . .. ap|]p- Del Teorema 1.9,
Dy(z, N) oz
poxl —1 — N’

y del hecho de que N esté en M (b) se tiene que b~ —1 divide a Dy(z, N) = S1(z), de donde

se concluye que N divide a z, lo que contradice el hecho de que x estd en Uy.
= Si N esta en M;(b) se tiene que, R1(1) =1=0 (méd N), lo cual no es posible ya que N > 1.

Los siguientes resultados describen los niimeros N que satisfacen la propiedad de Midy en base b

para el divisor d de |b|y teniendo en cuenta la descomposicién en factores primos de N.

Teorema 3.3. Sea p primo que no divide a b y sea d > 1 un divisor de |b|,, entonces p estd en
My(b). Ademds p" estd en My(b) para todo entero h > 0.

Demostracion. Sea |b| = dk, con k < |[bly ya que d > 1, asi b # 1 (méd p), por lo tanto
ged(bF — 1,p) = 1, lo cual por el Teorema 3.2 implica que p estd en My(b). Se puede observar
que p no es 2, de ser asf b serfa impar y b = 1 (méd 2), por tanto |b]z = 1, que no corresponde a un
multiplo de d > 1. Se tiene que \b\ph = p9|b|,, donde g es un entero no negativo que depende de la
factorizacién prima de p como se pude observar en el Teorema 1.8 y cuyo valor no es relevante en
este momento. Asf [b|,» = dK, donde K = kpY. Por el Corolario 1.6 (Pequefio teorema de Fermat),
se tiene que bX = (bk)pg =0k # 1 (méd p), asi ged(b® — 1,p") = ged(d* — 1,p) = 1 y asf por el
Teorema 3,2 p" estd en My(b). O
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Teorema 3.4. Sean dy, da tales que di|d2 y do||b|n. Si N estd en My, (b), entonces N estd en
Mg, (b).

A continuacion se presentan dos demostraciones de este resultado; la primera en relacion a la
segunda es mas simple, pero la segunda demostracién se incluye puesto que se usa para demostrar

el Teorema 4.1 del capitulo 4.

1. Demostracion. Sean ki, ko enteros positivos tales que |b|y = k1d; = kada, entonces,

bloly — 1 by — 1\ /bkr —1
b -1\ bh—1 (bk21>'
%/_/%,_/

Las fracciones (x)y (%) son enteros ya que k; divide a |b|x y ko divide a k. Como N estd en

My, (b), por la equivalencia entre (i) y (iv) del Teorema 3.2,
plly — 1 )
<bl<:1_1> =0 (méd N).

blblN -1
bk2 — 1
de donde N estd en My, (b), también por la equivalencia entre (i) y (iv) del Teorema 3.2. [

De este modo

=0 (méd N)

2. Demostracion. Se tiene que |b|y = dik1 = daks. Sea ¢ = Z—f = % Puesto que N estd en
da—1
Mg, (b), Ry, (x) =0 (méd N) para cada x en Uy. Por definicién, Ry, (z) = Tjkot1- S€ Va
§=0
a probar que

Rd2 (l’) = ZRdl (x(Tfl)k2+1)7 (329)

r=1
es decir Ry, (x) como una suma de términos congruentes con 0 médulo N, donde esta suma
también es congruente con 0 médulo N, lo que implica que Sy, (z) = 0 (méd v*2 — 1) y que
N estd en Mg, (b).
Los nimeros 57 = 0,1,...,do — 1 = cd; — 1 pueden escribirse como j = ic + r, donde
1=0,1,...,d1—1yr=0,1,...,c—1; entonces jko + 1 = icky +rko+ 1 = iky +rko + 1. Asi

c—1di—1

R, (z) = Z Z Tiky rka+15

r=0 =0

que de acuerdo a la notacién que se ha venido utilizando, es equivalente a

c di
Ra,(z) = Z Zx(iq)kﬁ(r—l)kzﬂv

r=1 i=1
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dy

en donde Y T(;_1)k, +(r—1)ks+1 cOTresponde a Ry, (T(,_1)g,+1) ¥ esto completa la prueba. [
i=1

La idea base aqui es que el ds-ciclo de x es la unién de ¢ d;-ciclos.

El siguiente resultado establece una condicién necesaria y suficiente para que N esté en My(b).

Teorema 3.5. Sea |b|y = dk con d, k en los enteros. Si para cada factor primo p de N se tiene

que k no es multiplo de la longitud del periodo de }D, entonces N estd en My(b).

Demostracion. De la hipétesis se tiene que si p es un factor primo de N, entonces ged(N, v —1) = 1
y por lo tanto ged(p®,b* — 1) = 1, para cada entero s. Asi, gcd(N,b* — 1) = 1 y el resultado es

consecuencia del Teorema 3.2. ]

Anteriormente, en una de las observaciones que le siguen al Ejemplo 3.2.1, se denoté con Dy(z, N)
al perfodo ajaz . .. ap, de la fraccion N para z en Uy. Siguiendo con esta notacion, en el siguiente

resultado, se va a denotar con Dy(N) el periodo de la fraccién %

Teorema 3.6. N estd en My(b) siy sélo si Dy(N) =0 (méd b* —1). Ademds, si N estd en My(b)

b‘Z,LAL;l = Nt para algun entero t, entonces Dy(N) = (bF — 1)t.
Demostracion. De acuerdo al Teorema 3.2, N estd en My(b) si y sélo si b‘z,‘f:l =0 (méd N), es
b
decir blz,‘f\izl = tN para algin entero t, de donde se tiene que % = éw(fmfi y por el Teorema 1.9

se tiene que 2Nl — -1 4o donde Dy(N) = t(b* — 1), es decir Dy(N) =0 (méd bv* — 1). Del

ploin—1 = plbIN—1°
mismo modo, del Teorema 1.9, NDy(N) = blbly — 1 y dividiendo esta igualdad entre b* — 1 se tiene

que Nr = b‘zlf\i;l donde r = bﬁf}gj\i)l es un entero siempre que Dyp(N) =0 (mdd bk — 1), de ser asi y
por el Teorema 3.2, N estd en My(b). O

De este resultado se puede concluir inmediatamente que si b — 1 no es un divisor de Dy(N),

entonces para cualquier factor d de |b|, N no estd en My(b).

3.3. Analisis grafico de la propiedad de Midy para d = 2

En esta seccion se presenta una representacién grafica de fracciones cuya expansion en base b
es periddica, representacion que permite dar una condicién necesaria y suficiente bajo la cual un

entero NNV satisface la propiedad de Midy en base b para d = 2. Esta representacién fue tomada de [5].

Sean = = x1,Z2,...,Tp|, los residuos en el algoritmo de la divisién usado para determinar la
expansién en base b de la fraccién § (seccién 3.1), donde z y N son enteros positivos tales que
ged(N,b) =1, N > 1y x € Uy. A partir de los residuos antes mencionados y empezando con i = 1

se procede a realizar el siguiente procedimiento:
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» En el plano cartesiano se trazan dos segmentos, el primero desde el punto (z;,z;) hasta el

punto (z;,z;+1) v el segundo desde el punto (z;, x;+1) hasta el punto (zj+1,xit1).
» Se incrementa i en 1 y se repiten estos dos pasos hasta que i = |b|y.

Se llama gréafica de la fraccién ; en base b a la construida a partir de los anteriores pasos.

Ejemplo 3.4. Se va a determinar la grafica de la fraccién %7 en base 10. Inicialmente se calcula
los residuos que se obtienen del algoritmo de la divisién que determina la expansion decimal de
dicha fraccion; para ello utiliza el algoritmo de la division implementado en SAGE y expuesto en
el Apéndice Al.

resi_exp(1,17,10) [0]
[1, 10, 15, 14, 4, 6, 9, 5, 16, 7, 2, 3, 13, 11, 8, 12]

Con esta lista se procede realizar la construccion de la gréafica de la fracciéon pedida, obteniendo y

uniendo los puntos de acuerdo al procedimiento propuesto para dicha construccion.

‘
14 1:1

Figura 3.1: Grafica de fraccion % en base 10

1
Ejemplo 3.5. Se va a tomar la fraccién 2 en base 5 como en el Ejemplo 3.1. Asi, se tiene
que |5l = 5, ademds, x; = 1, x9 = 5, x5 = 3, x4 = 15, x5 = 9. Los puntos que se obtienen y se

deben unir de acuerdo al procedimiento propuesto para la construccién de la grafica de esta fraccién
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son: (1,1), (1,5), (5,5), (5,3), (3,3), (3,15), (15,15), (15,9), (9,9) vy (9,1). Dicha construccién se

presenta en la siguiente figura.

Figura 3.2: Gréfica de fraccién QL en base 5

Definicién 3.2. Se dice que la grafica de una fraccién 3 en base b tiene simetria rotacional si al

rotar la gréfica 180° alrededor del punto (%, %) se consigue la misma grafica.

Se puede observar que la grafica de la fraccién que se presenta en el Ejemplo 3.4 tiene simetria

rotacional, mientras que la que se presenta en el Ejemplo 3.5 no tiene dicha simetria.

También se puede apreciar que el ntmero total de puntos que se necesitan para determinar la
x

grafica de una fraccién N es igual a 2|b|y, donde la mitad corresponden a los puntos de la forma

(5, x;) vy la otra mitad a los puntos de la forma (z;,2; + 1), con 1 < ¢ < |b|y. Ademads, de su

construccion, se puede deducir que la grafica de la fraccién tiene simetria rotacional, si y sélo si

para cada 1 < i < %, el punto (z;,x;) rota al punto <mi+bN,x, bN> y viceversa, y el punto
2 2

i+
Ti, T rota al punto | x. T, viceversa.

(@i, zi41) P ity Ty )Y

Particularmente, y teniendo en cuenta el objetivo de esta seccién se va a considerar los enteros

N tales que |b|y = 2k con k € Z'. De esta forma, la grafica de la fraccién £ tiene simetria ro-

tacional si y sélo si para cada 1 < ¢ < k el punto (z;,x;) rota al punto (4%, z;+x) y viceversa, y
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el punto (x;, x;41) rota al punto (x;1x, ;11+%). Puesto que la rotacién se hace alrededor del punto

N
(2, 2), este punto corresponde al punto medio de los puntos (z;, ;) y (%i+k, Tit+k), es decir

T+ Tigy N
2 2’
en consecuencia x; + ;1 = N, que es equivalente a Ry(x;) = N, asi del Teorema 3.2 N tiene la

propiedad de Midy para d = 2. Este resultado se enuncia formalmente en el siguiente Teorema.

Teorema 3.7. N estd en Mz(b) si y solo si la grdfica de la fraccion & tiene simetria rotacional.

1
Ejemplo 3.6. De forma andloga a los Ejemplos 3.4 y 3.5 se obtiene la grafica de la fraccién —
en base 10 y se verifica que 23 satisface la propiedad de Midy para d = 2, observando que la grafica

tiene simetria rotacional.

224

204

[

16-
14
121 PS
N |N
104 E ’ 5)
8-
6-
4 ol
24
0 T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

1
Figura 3.3: Gréfica de la fraccién 23 o base 10



Capitulo 4

El Multiplicador

En la Tabla 2.2, el Ejemplo 2.2 del Capitulo 2, tomando b = 10 se presentaron las sumas Sy(x),
para d = 26, N = 127 y distintos valores de x en Ujs7. Ahi se puede observar que aunque todas
las sumas son miltiplos de 10* — 1, éstas no son necesariamente iguales. En este capitulo se estu-
diara lo relacionado a estas sumas, partiendo del hecho de que NN satisface la propiedad de Midy
para un divisor d del orden de b, mayor que 1. Especificamente se restringe el estudio al nimero
que multiplica a b* — 1 en Sy(z), a este niimero es al que se le denomina multiplicador. A lo largo
de este capitulo se van a presentar resultados sobre el multiplicador obtenidos por J. Lewitess [6],
y ademas se presentan dos resultados conseguidos durante el desarrollo de este trabajo de grado

sobre los maximos que el multiplicador puede alcanzar.

De la Definicion 3.1 se tiene que si N satisface la propiedad de Midy en base b para un divisor
d > 1 de |b|n, entonces para cada x en Uy se tiene que la suma Sy(z) es un miltiplo de b —1, es
decir,

Sa(z) = ma(z) (0" — 1),

donde mg(x) es un entero al que se denomina el multiplicador. De la ecuacién (3.2.7),

_ Ra(x)
- ==

ma(x) (4.0.1)

Para la demostracion de los resultados presentados en este capitulo hay que tener en cuenta el
algoritmo de la divisién mediante el cuél se determiné la expansién en base b de la fraccion &
que se presenté en la seccién 3.1. Ademas se implementé en SAGE el Algoritmo para calcular el

Multiplicador que se encuentra en el Apéndice A3.

Los dos siguientes resultados, ver [6], corresponden a casos en los cuales se puede determinar explici-

tamente el valor del multiplicador.

26
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Teorema 4.1. Si N estd en Ma(b) entonces para cada entero positivo par d diwvisor de |b|n, N

estd en Mg(b) y mg(x) = g para todo x en Uy.

Demostracion. Sean |b|y = 2k y x1 = z. Por el Teorema 3.2 se tiene que b* +1 =0 (méd N), o
equivalentemente b¥ = —1 (méd N), multiplicando esta congruencia por x; y usando la relacién
(3.1.2) con i = k se tiene que z+1 = —x1 (mdéd N). Pero el tinico elemento en Uy que es congruente

a —xj es N —xp, por lo tanto xp41 = N — 1. Asi,

Ro(x) =21 + 211 =21 + (N —21) = N,

de donde se tiene que may(z) = RQJ\(,x) = 1; esto prueba el caso para d = 2. Ahora se considera d,

cualquier divisor par de |b|y mayor que 2. Supéngase que d = 2c con ¢ € ZT, y k' = %. De la

ecuacion (3.2.9) se tiene que,

|
—

c—1 c
d
Rd(a:) = E R2 (xrk’—i-l) = N = §N,
r=0

r

Il
=)

d
por lo tanto mgy(z) = 7 O

En el siguiente ejemplo se observa que la condicién N € Ms(b) no puede ser omitida.

Ejemplo 4.1. Para N = 69307, b = 10, |b|xy = 12, N no estd en M>(10), pero si en My(10) y
usando el algoritmo para calcular el multiplicador del Apéndice A3 para determinar my4(1) se tiene

que,

m(1,69307,10,4)
1

El siguiente resultado hace referencia al multiplicador cuando N satisface la propiedad de Midy

para el divisor d = 3 de |b|n, este resultado fue demostrado en el 2004 por Ginsburg [4].
Teorema 4.2. Sean N € M3(b). Entonces:
(i) ms(1) = 1.
(ii) Si N es impar, m3(2) = 1.
(iii) Si 3 no divide a N y N # 7, mz(3) = 1.
Demostracidn. Supéngase que |b|y = 3k con k € Z*. Para x en Uy se tiene que,

R3(x) = 21 + 2p41 + Top1 < N+ N + N.
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Puesto que R3(x) =0 (méd N), los posibles valores de R3(x1) son N o 2N. Si z =1 o 2, entonces

Tk41, Tok+1 son a lo sumo N — 1, N — 2 (en algtin orden dado que son diferentes). Asi,
R3(z) <24+ (N —-1)+ (N —2)=2N —1< 2N,

lo cual lleva a que R3(x1) = N y por tanto mg(x1) = 1, probando (i) y (i1).

Ahora se toma x = 3;
R3(x) <3+ (N —1)+ (N —2) < 2N,

donde la igualdad se cumple si y sélo si xg11 = N —1y w941 = N —2, 641 = N -2y

Tory1 = N — 1. En el primer caso, por la relacién (3.1.2), N — 1 = 3bF (méd N) y N — 2 = 3b%

(méd N), multiplicando estas dos tltimas congruencias,
9p%% =2 (méd N), (4.0.2)

pero |b|x = 3k, es decir b** =1 (méd N), asi, de (4.0.1), 9 = 2 (m6d N), de donde N = 7. En el

segundo caso el argumento es el mismo, intercambiando N — 1 con N — 2. Esto prueba (7ii). O

Ejemplo 4.2. Para N=7,b =10, 2z = 3, |b|y = 7y d = 3. Usando el algoritmo para calcular el
multiplicador del Apéndice A3 se tiene

m(3,7,10,3)
2

Siguiendo las ideas de Lewittes y presentadas en las demostraciones de los anteriores teoremas,

se puede encontrar una cota superior para el valor de mg(x).

Sea N que esta en M;(b), siendo d divisor de |b|x y sea x en Uy. De la ecuacién (4.0.1) y ha-
ciendo x| = x se tiene que

d
_ Raw) _ IO

_/L:

N N
Teniendo en cuenta que todos los nimeros x(;_1),41 estdn en Uy y son diferentes para diferentes va-

ma(x)

lores de 7 con 1 < 5 < d, entonces pueden ser a lo sumo iguales a N — 1,

N—-2,...,N—(d—1) y N—d en algiin orden. Sin pérdida de generalidad supéngase que 1 = N —1,

Th+1 :N_Q,---, T(d—1)k+1 :N—d, entonces,
N-1+N-2+---+N-d dN 4D d(d— 1)
= = == e . 4. .
ma(x) ~ ~ d 5 <d (4.0.3)

De esta tltima ecuacién se concluye el siguiente resultado.
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Teorema 4.3. Sea N € My(b), entonces my(xz) < d— 1 para todo x en Uy.

Es posible seguir acotando los valores entre los cuales esta el multiplicador siempre y cuando se

cumplan ciertas condiciones, este hecho se presenta en los dos siguientes resultados.

Teorema 4.4. Sea N € My(b) y x en Uy, se tiene que:

(i) Siz < @ y d > 2, entonces mg(x) < d— 2.

(ii) Si N > d(d2—1), r = @ y mg(x) = d — 1, entonces si d es impar, 6 d es par con

6]
b% #1 (méd N), se cumple que x4~ = (d — 1)! (méd N).

Demostracion.

(i) Supéngase que |b|y = dk con k € ZT. Como z < d(dz_l)

d(d—1)
2

Se sabe que z; # x; siempre que i — j| < [b|y, de esta forma Tg 1, Toki1, - -5 T(G—1)k41 SON

alosumo N —1, N —2,..., N — (d — 1) en algin orden. Asi,

Rd(m)<d(d2_1)+N—1+N—2+--~+N—(d—1)
_ d(d; D _ d(d; Y o (@—1)N=(@d-1)N,

por lo tanto Ry(z) < (d —2)N y asi

, entonces

Ry(x) < + Tpp1 + Topy1 + o+ T a1kt

_ Ry(=)
N

ma(x) <d-2.

(73) La condicién N > @ = x tiene que cumplirse para que z este en Uy y asi tenga sentido
hablar del multiplicador que en este caso es mg(z) = d — 1, de esta forma se tiene que

d(d—1)
2

La igualdad se cumple si zgy1, Tokt1, -+ T@—1)k41 SO0 N =1, N =2, ..., N —(d — 1) en

Ry(x) = Tt Do o Byt = N(d— 1).

algin orden. Sin pérdida de generalidad, supéngase que zp+1 = N — 1, 29541 = N — 2, ..,
Tg-1)k+1 = N — (d —1). Por la relacién (3.1.2) se tiene

N —1=zb* (méd N),

N —2=2zb* (méd N),

N —(d—1)=zb V% (méd N).

Al multiplicar las d — 1 ecuaciones anteriores se tiene

_1, (d=Ddk

(-4 d-1)!=2T 2 (méd N).
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e Si d es impar, es decir d = 2¢ + 1 con g > 0 entero positivo, se tiene

(2g+1—-1)(29q+1)k
2

(=127 11 2g + 1 — 1) = 21ty (méd N),

asi
(2¢)! = 22972+ DE - (m6d N),

de donde
(d—1)! = 291k (méd N),

y como |b|y = dk = (2q + 1)k, entonces
(d— 1)1 = g4 (blblN)q (méd N).
Y puesto que blPI¥ =1 (méd N) se concluye que
(d—1)!'=2%1 (méd N).

[b]
e Si d es par, es decir d = 2q con ¢ > 1 entero positivo y bo # 1 (mé6d N), entonces

(2¢—1)2qk
2

(—1)%71(2¢ — 1) = 2% 1p (méd N),

asi
—(2¢ — 1)! = g2~ 1pa=Dek (1n6d N)
y como |b|y = dk = 2gk entonces

[bl v

(d—1)! = 21 (b ’ )2q_1 (méd N).

Y puesto que blPlv =1 méd N entonces by —1 =0 (méd N) y factorizando se tiene
[bl N

[b] [b]
(b% — 1) (b% + 1) =0 (mdéd N), pero por hipétesis N no divide a <bT — 1), de

bl N bl v

esta manera, b 2 4+ 1=0 (mdéd N), es decir b 2 = —1 (méd N), por lo tanto,
—(d—1)!'= -z (méd N),

es decir
(d—1D!'=z"1 (méd N).
O

En el siguiente ejemplo se ilustra que si es posible alcanzar el maximo valor propuesto para el

multiplicador en la primera parte del resultado anterior.

Ejemplo 4.3. Se tiene que 39 satisface la propiedad de Midy para d = 6 en base b = 10 y usando

el algoritmo para calcular el multiplicador del Apéndice A3
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m(7,39,10,6)
4

El Teorema 4.2 es un caso particular del teorema 4.4, para d = 3.

El siguiente corresponde al ultimo de los resultados que surgieron de la investigacién realizada

sobre la Propiedad de Midy, especificamente de las cotas del multiplicador.

Teorema 4.5. Sea N € My(b) y rd maltiplo de d y divisor de |b|y donde r es entero positivo,
entonces N € M,q(b) y mpq(x) <r(d—1).

Demostracion. La primera parte de este resultado corresponde al Teorema 3.4. Bajo las condiciones

expuestas se procede entonces a demostrar que m,q(x) < r(d —1).

Se tiene que |b|y = drk’ = dk con k = rk’, r y k’ enteros positivos. Se sabe que

Rdr Zwk’ (j—1)+1-

De la ecuacién (3.2.9) se tiene que

T

Rdr(.f) = Z Rd(x(j—l)k”-i-l)'

Jj=1

Por lo tanto,

2 ( (J— l)k’—l-l) r

mpa(z) = N Zmd T(j-1 k’+1)\<’_/2(d —1)=r(d-1).
(0 7=

~

La relacién (x) se justifica por el Teorema 4.3. O



Conclusiones

= En este trabajo se recopilaron y organizaron algunos de los avances tedricos alrededor de
la propiedad de Midy y en base a ellos se construyeron algoritmos en el sistema de algebra
computacional SAGE que permitieron ejemplificar algunas de sus caracteristicas y propieda-
des. Especificamente los algoritmos implementados en el software antes mencionado sirven
para determinar si un entero satisface la propiedad de Midy y calcular el multiplicador.

= En la Seccién 3.3 se pudo observar que es posible realizar un estudio de la propiedad de
Midy desde un punto de vista geométrico. En este caso, a través de la construccién de una
representacion grafica de fracciones se presenté una forma alternativa de probar si un entero
positivo N satisface la propiedad de Midy para d = 2.

= Mediante observaciones realizadas en otras investigaciones es posible proponer algunas condi-
ciones que permiten generalizar resultados de estas, tal es el caso del Teorema 4.4 que viene
a ser una generalizacién del Teorema 4.2 citado del articulo de Joseph Lewittes [6].

= Aun se pueden encontrar problemas abiertos respecto a la tematica tratada en este trabajo
e investigadores como J. H Castillo, G. Garcia-Pulgarin, J. M. Veldsquez-Soto, contintan
trabajando en sus posibles soluciones. Por lo tanto este es un campo en el que se pueden
desarrollar futuras investigaciones, como por ejemplo la bisqueda de férmulas explicitas para
el multiplicador.
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Apéndice

En este apartado se presentan algoritmos implementados en el sistema de algebra computacional
SAGE que permitieron ejemplificar algunas caracteristicas referentes a la teoria abordada en este
trabajo.

A.1. Algoritmo de la divisién

Dados los enteros positivos N, x en Uy, v la base b. Este algoritmo retorna las listas A y L
de cocientes y residuos respectivamente, que se obtienen del algoritmo de la division que permite

. . L, X . .
determinar la expansién en base b de la fraccién N que se presenté en la seccién 3.1.

def resi_exp(x,N,b):

x0=x

L=[ 1]

A=[ ]

L.append (x)

a=(bxx) // N

A .append(a)

while b*x % N <> x0:
x=(b*x) % N
a=(b*x) // N
A.append(a)
L.append (x)

return [L,A]

A.2. Algoritmo para determinar si un entero N satisface la pro-
piedad de Midy

Dados los enteros positivos N, la base b y un divisor d de |by|. Este algoritmo retorna o bien “N
tiene la propiedad de Midy” o “N no tiene la propiedad de Midy”. Este algoritmo fue implementando
en SAGE haciendo uso de la equivalencia (iv) del Teorema 3.2.

def bmidy(b,N,d):
e=multiplicative_order (mod(b,N))
k=e/d
r=(b~(e)-1)/(b~(k)-1)
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m=mod (r,N)
if m==0:

return ’N tiene la propiedad de Midy’
else:

return ’N no tiene la propiedad de Midy’

A.3. Algoritmo para calcular el Multiplicador

Dados los enteros positivos N, b, d divisor de |b|x, y  en Uy; tales que N estd en My(b). Este
algoritmo retorna el multiplicador:

d
R N
mg(z) = i]l\(fx) = Zj_l ]i; Dkﬂ, con |b|y = dk.

def rd(x,N,b,d):

L=resi_exp(x,N,b) [0]

v=len(L)

k=v/d

s=0

for i in [1..d]:
r=k*xi-k
s=L[r]+s

return s/N
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