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que manifestó, por sembrar en mi su fascinación por el conocimiento y compartir conmigo

su legado y sabiduria. A mis familiares Viviana Gomez, German Obando, Carlos Obando,

por todo su cariño y palabras de aliento. A mis incondicionales amigos Erik Potosi y Cris-

tian Castro, por su apoyo, protección y su constante compañia. A todos mis compañeros de
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SISTEMAS CUÁNTICOS ABIERTOS. IMPLICACIONES DE LAS
DESIGUALDADES DE BELL EN LA INFORMACIÓN CUÁNTICA

Resumen
En el presente trabajo se estudia el carácter fundamental y conceptual que brinda la

teorı́a cuántica en su interpretación de Copenhague, la cual conduce a la comprensión y al

reconocimiento de conceptos esenciales, tales como: no-localidad, desigualdades de Bell,

entrelazamiento cuántico, etc. Estos conceptos son de gran importancia en la teorı́a cuánti-

ca de la información y en sus aplicaciones.

Adicionalmente se analiza los fenómenos propios de sistemas cuánticos abiertos con la ayu-

da de métodos computacionales y análisis numérico, mediante las siguientes aplicaciones:

La decoherencia para un sistema de un qubit y la evolución del entrelazamiento por me-

dio de la concurrencia cuántica para sistemas de dos-qubits acoplados a diferentes tipos de

ruido. Que finalmente permite concluir sobre sus implicaciones en términos de información

cuántica.
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QUANTUM OPEN SYSTEMS. IMPLICATIONS OF THE BELL
INEQUALITIES IN QUANTUM INFORMATION

Abstract

In this work, it is studied the fundamental and conceptual character that is given to the

quantum theory by the Copenhagen interpretation, wich leads to the comprehension and

acknowledgement of essential concepts, such as: non locality, Bell inequalities, quantum

entanglement, etc. These concepts are of great importance to the quantum information theory

and this applications.

Adicionaly it is analyzed the behavior of the open quantum systems using computational

methods and numerical analysis. The proposed systems in this part of work are one-qubit

and two-qbit decoherent systems. Finally conclusions are made about the implications of

this kind of dynamics in terms of quantum information.
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3.1. Teorema de Bell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.1.1. Primera desigualdad de Bell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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3.3. No-localidad y entrelazamiento cuántico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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4.3.1. Dinámica de sistemas cuánticos abiertos . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.3.2. Ecuaciones maestras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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3.2. Predicción cuántica para el parámetro de Bell, Las lı́neas horizontales marcan

el lı́mite S = ±2 de la desigualdad. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

4.1. Esfera de Bloch. Representación geométrica del espacio de estados puros de
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Capı́tulo 1

Introducción

La teorı́a cuántica tal como se expone en la actualidad, descansa de manera clara sobre

una base interpretativa que no es única. La interpretación de Copenhage es la más difundida.

Intentar describir esta interpretación con precisión es difı́cil pues el término “interpretación

de Copenhague” sugiere algo más que un conjunto definido de reglas para interpretar el for-

malismo matemático de la mecánica cuántica [1].

Esta interpretación ha sido sometida a uno de los cuestionamientos de mayor rigor, el ar-

gumento EPR de Einstein, Podolsky y Rosen, el cual condujo al llamado teorema de Bell,

que es útil para demostrar las propiedades no-clásicas y la no-localidad de ciertos estados

cuánticos [2, 3].

En el contexto de esta teorı́a la definicion de no-localidad está asociada al fenómeno cono-

cido como entanglement o entrelazamiento cuántico, la demostración experimental de que

sistemas con entrelazamiento cuántico pueden violar la desigualdad de Bell es de enorme

importancia en la historia de la ciencia, por que se considera como una refutación de las

teorı́as de variables ocultas y con mayor relevancia sostiene uno de los recursos mas impor-

tantes para las aplicaciones prácticas en el campo de la información cuántica [4].

Actualmente se sabe que una teorı́a completamente cuántica de la información y de su pro-

cesamiento descansa sobre los principios fundamentales de la mecánica cuántica, el entrela-

zamiento pasa de esta forma a no solamente ser un objeto de profundos debates filosóficos

sino que constituye una nueva fuente de tareas cuánticas, su caracterización y evolución son

de gran interés, ası́ como los agentes causantes de su degradación, en este campo la teorı́a de

sistemas cuánticos abiertos es de gran utilidad permitiendo extender el estudio hacia sistemas

fı́sicos mas reales [5]. De esta forma la motivación para investigar sobre el entrelazamiento

cuántico radica en sus potenciales aplicaciones en el área de la información cuántica.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera:

1



Capı́tulo 1: Introducción 2

En el capı́tulo 2 se presentan las principales interpretaciones de la mecánica cuántica enfa-

tizando en el debate epistemológico de la interpretación de Copenhague y la paradoja EPR.

Continuando con esta discusión en el capı́tulo 3 se realiza una revisión y análisis de las

desigualdades de Bell, con el fin de entender las principales consecuencias de su teorema

para el entrelazamiento cuántico. El capı́tulo 4 está dedicado al estudio de las principales

herramientas para el análisis de sistemas cuánticos entrelazados y la discusión de sistemas

cuánticos abiertos. Posteriormente en el capı́tulo 5 se presenta la aplicación de los conceptos

estudiados a lo largo de este trabajo, analizando sistemas de un qubit y de dos qubits acopla-

dos a diferentes tipos de ruidos, en donde para el caso bipartito se analiza también el efecto

del ambiente sobre el entrelazamiento. El estudio se basa en soluciones analı́ticas y simu-

laciones numéricas de la evolución de la matriz densidad. El conjunto de todos los análisis

presentados son realizados con base al programa Mathematica (Wolfrange Research).



Capı́tulo 2

Interpretación de Copenhague y paradoja

EPR

En este capı́tulo se presenta un marco teórico encaminado al problema interpretativo de

la mecánica cuántica, sin olvidar su componente formal. Enfocándose exclusivamente en la

importante cuestión de las ideas del fı́sico danés Niels Bohr, que junto a las aportaciones de

Max Born y Werner Heisenberg dieron origen a lo que hoy se conoce como interpretación de

Copenhague (Ortodoxa) de la mecánica cuántica [6].

Además, se hace una descripción completa sobre la paradoja EPR, la cual es una oposición

clara a los dos conceptos cruciales de la interpretación: la no localidad de la mecánica cuánti-

ca (es decir, la posibilidad de acción a distancia) y el problema de la medición.

La necesidad de atender los problemas de origen conceptual e interpretativo justifican el desa-

rrollo de este capı́tulo, que busca dar una completa idea del porque y de donde surgen los

tópicos básicos de los temas a investigar, rescatando la trascendencia que encierra el análisis

interpretativo para originar y desarrollar aplicaciones [7].

Es importante destacar que en la actualidad la comunidad cientı́fica adopta una postura inde-

pendientemente del interés que se tenga o no en el problema interpretativo, lo cual es aceptar

que la teorı́a cuántica es completa y equivale a negar la posibilidad de su desarrollo y creci-

miento. Al analizar este hecho se identifica una “crisis de comprensión” que se debe atender

con la revisión, entendimiento y busqueda de propuestas interpretativas.

2.1. Formalismo cuántico e interpretaciones

Esta sección se familiariza con aquellos conceptos claves del formalismo, como los axio-

mas de la mecánica cuántica y las relaciones de incertidumbre, debido a que su contenido

3



Capı́tulo 2: Interpretación de Copenhague y paradoja EPR 4

hace parte de un panorama estándar de la teorı́a cuántica y fundamentan las varias interpre-

taciones que han surgido a lo largo del desarrollo de la mecánica cuántica.

2.1.1. Postulados de la mecánica cuántica

Se especifica la teorı́a introduciendo seis postulados básicos:

1. El estado de un sistema

A un tiempo fijo t0 el estado de un sistema fı́sico está definido por un ket |ψ(t0)〉 que

pertenece al espacio de estados H1. Note que puesto H es un espacio vectorial, este

postulado implica un principio de superposición: una combinación lineal de vectores

de estado es un vector de estado.

Implicaciones:

Caracterı́sticas de la función de onda: Esta función debe ser univaluada, continua,

con derivadas continuas, y de cuadrado integrable.

Existen varias apreciaciones acerca de este postulado:

• El vector de estado describe la información disponible sobre un sistema

cuántico.

• El vector de estado describe la realidad fı́sica de un sistema cuántico indivi-

dual.

• El vector de estado no es una propiedad de un sistema fı́sico individual, si no

simplemente un protocolo para preparar un conjunto de tales estados

Estos diferentes puntos de vista no tienen ninguna consecuencia sobre las aplica-

ciones prácticas de la mecánica cuántica. Esta es la razón por la cual la mayoria

de los que trabajan en la mecánica cuántica no les interesa sus propuestas filoso-

ficas.

2. Observables y Operadores

Cada cantidad fı́sica medible O viene descrita por un operador Ô actuando sobre H;
1H es un espacio de Hilbert



Capı́tulo 2: Interpretación de Copenhague y paradoja EPR 5

este operador es un observable. Note que en la mecánica cuántica un estado fı́sico es

representado por un vector y una cantidad fı́sica por un operador.

Implicaciones:

Las propiedades del sistema como por ejemplo, la posición, la energı́a, el momen-

tum o el espı́n, se representan por medio de operadores lineales hermitianos.

Un operador Ô es lineal si y sólo si Ô(|A〉+ |B〉) = Ô|A〉+ Ô|B〉 y Ô(|αA〉) =

α|A〉) para todo par de vectore |A〉 y |B〉 y toda constante α

Para cualquier pareja de funciones bien comportadas:∫
Rn

ψ∗iψjdq −→ 〈ψi|ψj〉. (2.1)

Un operador hermı́tico cumple:∫
Rn

ψ∗i Ôψjdq =

∫
Rn

(Ôψi)
∗ψjdq. (2.2)

Si Ô es un operador, puede existir un operador Ô∗ en el mismo espacio tal que :

〈Ôψi|ψj〉 = 〈ψi|Ô∗ψj〉, (2.3)

Ô∗ se denomina como el operador conjugado de Ô. Para cada operador Ô, existe

y solo existe un operador conjugado Ô∗. Se denominan operadores hermı́ticos,

simétricos o auto conjugados a todos aquellos que coinciden con su conjugado:

Ô ≡ Ô∗.

La hermiticidad garantiza que sus valores propios sean siempre reales.

3. Medida individual de observables, Autovalores de operadores

El único resultado posible de la medida de una cantidad fı́sica O es uno de los auto-

valores del correspondiente observable Ô. Una medida de O siempre da un valor real

puesto que Ô es por definición hermı́tico. Si el espectro deO es discreto, los resultados

que pueden ser obtenidos midiendo Ô están cuántizados.

Implicaciones:



Capı́tulo 2: Interpretación de Copenhague y paradoja EPR 6

sinónimos: {función propia, autofunción, eigen function, } ; { valor propio, auto

valor, eigen value.}

La relación entre los operadores que representan propiedades, y los valores de

dichas propiedades en los posibles estados del sistema, está dada por lo que se

conoce como la regla eigenvalor/eigenvector (E/E) que dice lo siguiente:

Un estado posee el valor λ de una propiedad representada por el operador Ô si y

sólo si ese estado es un vector propio de Ô con valor propio λ.

4. Descomposición espectral

Este postulado tiene que ver con los tres casos de descomposición espectral.

Caso de un espectro discreto no-degenerado

Caso de un espectro degenerado

Caso de un espectro continuo no-degenerado

5. La evolución en el tiempo

La evolución temporal del vector de estado |ψ(t)〉 viene dada por la ecuación de

Schrödinger

i~
d

dt
|ψ(t)〉 = Ĥ(t)|ψ(t)〉, (2.4)

siendo Ĥ(t) el observable asociado con la energı́a total del sistema

6. Postulado de proyección o de colapso

Si la medida de la cantidad fı́sica O en un sistema en el estado |ψ〉 nos da el resulta-

do an, el estado del sistema inmediatamente después de la medida viene dada por la

proyección normalizada

PN |ψ〉√
〈ψ|PN |ψ〉

, (2.5)

de |ψ〉 sobre el auto espacio asociado con an.

En otras palabras, cuando se hace una medida en el tiempo t0 del observable O dando
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el resultado an, el vector de estado del sistema sufre una abrupta modificación y se

convierte en |un〉 y este nuevo estado inicial es el que evoluciona; esto es lo que algunos

llaman “el colapso de la función de onda” [8, 9].

2.1.2. El problema de la medida

El problema conceptual más difı́cil y controversial en la mecánica cuántica, tiene que ver

con la naturaleza y el significado de la medida, o lo que hoy se conoce como el problema de

la medición.

Los postulados establecen que la medida de una cantidad fı́sica siempre produce un resultado

igual a uno de los autovalores, por ejemplo el autovalor qn del operador Q̂ representando esa

cantidad; que la función de onda inmediatamente después de la medida es la misma que la

correspondiente auto función φn, y que si la función de onda es ψ antes de la medida, la

probabilidad de obtener el resultado qn es igual a |cn|2 donde ψ =
∑

n cnφn.

Este proceso, el que se conoce como el “colapso” de la función de onda, es fundamentalmente

un proceso estocástico lo que significa que el resultado es imprevisible, no obstante, las

propiedades estadı́sticas de un gran número de experimentos similares pueden ser calculadas.

En contraste, la evolución “unitaria” de la función de onda entre medidas es perfecta-

mente determinista, esto significa que si conocemos la función de onda en cualquier tiempo,

podemos, en principio, y en ausencia de medidas, usar la ecuación de Schrödinger depen-

diente del tiempo para calcular su forma en cualquier tiempo futuro. Por lo tanto, se puede

concluir que existen dos tipos de reglas diferentes para calcular la dependencia temporal en

mecánica cuántica: la dependencia temporal de la ecuación de Schrödinger la cual controla la

evolución determinista de la función de onda, y el postulado de la media que es discontinua,

indeterminista y nos produce los resultados al azar [6].

¿Cómo acomodar la teorı́a a este par de evoluciones temporales tan diferentes? ¿no dan lu-

gar a inconsistencias?. De entrada parece que no, pues el formalismo estándar especifica en

qué situación se debe utilizar una u otra de las leyes dinámicas. En detalle, se propone lo

siguiente:

i) Cuando no está sucediendo una medición, todos los estados evolucionan de acuerdo
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con la ecuación de Schrödinger.

ii) Cuando alguna medición sucede, los estados cambian de acuerdo con el postulado del

colapso.

A primera vista, puede parecer razonable pues implica que en cada momento solo una de las

leyes dinámicas debe ser utilizada, evitando ası́ inconsistencias. Sin embargo, al mirarla con

más detalle, revela ser sumamente insatisfactoria.

El problema esencial para poder utilizar el formalismo cuántico, depende crucialmente del

concepto de medición, pero esta noción no tiene un significado preciso dentro del mismo

formalismo. El resultado es entonces, en el mejor de los casos, un formalismo vago, con dos

leyes de evolución incompatibles, definir la frontera entre estos dos procesos constituye lo

que se conoce como “problema de la medida”[10].

2.1.3. Relaciones de incertidumbre, Desigualdades de Heisenberg

En términos matemáticos, el principio se escribe de la siguiente manera:

Para cada par de variables x̂, p̂ canónicamente conjugadas, su conmutador es i~ y por lo tanto

se tiene la desigualdad

∆xi∆pxi ≥
~
2
. (2.6)

Esta desigualdad se cumple para los pares de variables (x, px), (y, py), (z, pz) [6].

Las relaciones de incertidumbre son la expresión matemática del hecho de que en la mecáni-

ca cuántica es imposible mantener el ideal clásico. la fı́sica clásica nunca se enfrentó a un

reto como este, en ella se considera que la posición y momentum en cualquiera de los instan-

tes de tiempo son medibles con precisión. En la teorı́a cuántica se encuentra que no se puede

hablar de precisión en la medida.

La principal implicación de las anteriores desigualdades es el principio de dualidad onda-

partı́cula, el hecho de que una partı́cula parezca poseer cierto grado de incertidumbre acerca

del lugar donde se encuentra, dice que esta partı́cula pareciera no tener un comportamiento

determinado, en ciertas ocasiones presenta caracterı́sticas de partı́cula y en otras las carac-

terı́sticas de una onda.
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Otras consecuencias:

No existe “cosas” tales como un electrón que posea simultáneamente una posición

precisa y un momentum preciso.

No se pueden predecir los acontecimientos futuros con exactitud, si ni siquiera se puede

medir el estado presente del universo de forma exacta

La “limitación experimental” no tiene que ver con el experimentador, métodos o habi-

lidades , mas bien, viene marcada por la naturaleza dual de la materia.

Las relaciones de incertidumbre representaron para Bohr la idea de complementarie-

dad, según la cual ambas descripciones, la ondulatoria y corpuscular son necesarias

para entender el mundo cuántico.

Una observación experimental sólo tiene sentido en el contexto del experimento y no

puede utilizarse para extrapolaciones sobre caracterı́sticas no observadas.2

Los anteriores postulados y las relaciones de incertidumbre conducen a un esquema consti-

tuido por:

1. Una estructura matemática y una postura fı́sica (postulados 1, 2, 3, 4 y 5).

2. Una actitud filosófica ante los objetos que constituyen la naturaleza (esto es la dualidad

onda-partı́cula).

3. Un problema conceptual sobre la medida (postulado 6).

2Cuando se escribe una cierta Ψ, no se esta tratando de enunciar algo respecto a un sistema fı́sico dado, sino
algo respecto a nuestros conocimientos de tal sistema. “la teorı́a cuántica no se refiere a la naturaleza sino a
nuestros conocimientos de la naturaleza”. W. Heisenberg.
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2.1.4. Interpretaciones de la mecánica cuántica

La mecánica cuántica posee varias interpretaciones, la mayorı́a de ellas tienen como pun-

to de conflicto el razonamiento de la medida, su necesidad e implicaciones, y por otra parte

la fuente de controversia originada por la aparente no-localidad de la mecánica cuántica un

fenómeno relacionado estrechamente con el entrelazamiento cuántico.

Las interpretaciones más destacadas son:

1. Interpretación estadı́stica (Max Born, 1926): También conocida como la interpreta-

ción conjunta, establece que la función de onda no se aplica a un sistema individual,

se propone que la ecuación de Schrödinger describe la evolución de un ensemble de

sistemas igualmente preparados, proporcionando un análisis de la función de onda ψ

que determina únicamente las propiedades estadı́sticas de un conjunto de sistemas. Por

ejemplo: las partı́culas cuánticas se consideran algo ası́ como “corpusculos materiales”

que poseen trayectorias y momentos definidos aunque indeterminados por su estocas-

ticidad, y las relaciones de incertidumbre se deben a errores en la medida (el mismo

problema que se tiene con la estadı́stica clásica). Para explicar la causa de la estocasti-

cidad en los procesos se propone que existen variables fı́sicas no conocidas “variables

ocultas”. Esta interpretación es una descripción objetiva, causal y libre de elementos

irracionales, es la que más se aproxima a nuestra lógica natural [11].

2. Interpretación con variables ocultas (V.O) o de Bohm (Louis de Broglie, 1927;Da-

vid Bohm, 1952): La interpretación es un ejemplo de teorı́a de variables ocultas en

la que se admite que las variables ocultas pueden proveer una descripción objetiva

determinı́stica que pueda resolver o eliminar muchas de las paradojas de la mecánica

cuántica, el problema de la medida, el colapso de la función de onda, etc.

David Bohm publicó la teorı́a de variables ocultas no locales más conocida, en ella

Bohm tomó la idea original de Louis de Broglie, de postular para cada partı́cula la

existencia de una “onda guı́a” que gobierna su movimiento, la onda es una especie de

onda piloto que guı́a a la partı́cula por medio de una fuerza cuántica puntual, la cual es

generada por un potencial cuántico. Cada partı́cula existe en todo momento en todos
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los tiempos y sigue una trayectoria precisa completamente determinada por el poten-

cial cuántico mediante las ondas piloto que genera. En sı́ntesis, en la interpretación

bohmiana, el indeterminismo y la aleatoriedad desaparecen del universo (cuántico).

Además, afirma la existencia de acciones a distancia, introduciendo la idea del orden

implicado (o implı́cito) que se explica como una conexión existente entre todas las

partes del universo, que no es directamente accesible desde el mundo macroscópico,

por lo cual los cálculos requeridos por el universo para llevar a cabo dichas conexiones

son de una complejidad impresionante [12].

3. Interpretación de Copenhague( Niels Bohr, Werner Heisenberg, 1927): Esta inter-

pretación es el eje del estudio del proyecto. Su análisis se realizara en este capı́tulo de

manera completa.

4. Interpretación de Neumann (John von Neumann , 1932, Wheeler, Wigner): La

interpretación de von Neumann- Wigner, también descrita como “ la conciencia pro-

voca colapso (de la función de onda)”, es una interpretación de la mecánica cuántica

en la que la conciencia se postula como necesaria para la realización del proceso de

medición cuántica (la conciencia del observador debe tomar parte en la última fase de

medición).

En la década de 1960, Eugene Wigner reformuló el “gato de Schrödinger” experimento

mental como “amigo de Wigner” y propuso que la conciencia de un observador es la

lı́nea de demarcación que precipita el colapso de la función de onda, independiente de

cualquier interpretación realista. La mente no fı́sica se postula a ser el único aparato de

medición de verdad [11, 13].

5. Interpretación multiverso (Hugh Everett, 1957). Según esta interpretación, las im-

plicaciones que se derivan del principio de superposición se llevan al extremo, se eli-

mina el postulado que establece el colapso de la función de onda y la consecuencia es

que todos los resultados posibles del un experimento ocurren realmente, pero cada uno

en una “ramificación”distinta del universo. Ası́, se conserva el sentido probabilı́stico

de la naturaleza cuántica, aunque ya no de forma fundamental si no como consecuen-



Capı́tulo 2: Interpretación de Copenhague y paradoja EPR 12

cia del estado de desconocimiento del observador, las cosas incluidos los aparatos de

medida y los observadores, ocupan todos los autoestados posibles, de forma que, ante

cada interacción el universo se desdobla en tantos universos como posibles resultados

tenga tal interacción. De este modo el gato de schödinger no se encuentra en una su-

perposición de auto estados sino que, inmediatamente, el universo se desdobla en dos

: uno con el gato vivo (y el observador consciente de ello) y otro con el gato muerto (y

el observador consciente de ello) [11].

2.2. Interpretación de Copenhague

2.2.1. Origen de la interpretación de Copenhague, (Un poco de historia)

La interpretación de Copenhague marcó una ruptura profunda respecto a las concepcio-

nes fı́sicas tradicionales y al modo de concebir el mundo. Ya con la llamada “vieja teorı́a

cuántica” (los conceptos introducidos en la primera década del siglo XX por M. Planck, A.

Einstein, Sommerfeld y otros) se habı́a producido una primera superación radical del enfo-

que mecanicista-clásico que habı́a dominado la fı́sica del siglo precedente. La situación de la

fı́sica atómica hacia 1920, generaba grandes inquietudes en la comunidad cientı́fica Europea,

consciente de la falta de una teorı́a general que diera cuenta y explicara de manera clara y

menos artificiosa los fenómenos atómicos conocidos hasta el momento.

Para ese entonces los grandes centros internacionales de fı́sica, cada uno de los cuales se ca-

racterizaba por seguir una de las direcciones de trabajo que se presentan en la fı́sica teórica,

eran: Copenhague, donde el prestigio alcanzado por Bohr le habı́a valido la creación de un

instituto internacional de fı́sica con una tendencia conceptual o filosófica, que aspiraba ante

todo a establecer con claridad los conceptos con los que hay que describir los fenómenos

naturales; Munich, con la tendencia fenomenológica (intentando relacionar de forma signi-

ficativa los resultados observados experimentalmente por medio de fórmulas matemáticas)

esta lı́nea de trabajo era claramente representada por la escuela de Sommerfeld y que entre

sus alumnos contaba con Pauli, Heisenberg entre otros; y Gotinga que era por excelencia la
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cuna de la matemática (tendencia matemática) de entonces, con Hilbert a la cabeza y adonde

acababan de llegar futuros premios Nobel como Franck y Born.

El auge de la fı́sica de entonces propició, gracias a la recuperación económica de Alemania

tras la posguerra, que todas estas tendencias se dieran cita en Gotinga en el verano de 1922,

a propósito de un ciclo de conferencias que impartirı́a Bohr en esta universidad. Posterior-

mente a este encuentro y con enormes consecuencias, se generaron las primeras discusiones

entre Niels Bohr y Werner Heisenberg sobre conceptos fı́sicos relacionados con las órbitas

electrónicas y el hecho, que tanto preocupaba a Bohr, de que el lenguaje de la fı́sica clásica

no era apropiado en la teorı́a atómica.

Hacia 1924/1925 , los encuentros entre los tres institutos y principalmente las intensas rela-

ciones de sus representantes (Heisenberg, Bohr y Born), promovieron que se hablara ya de

una nueva mecánica cuántica, término que apareció acuñado por primera vez en un trabajo

que Born publicó ese verano con el tı́tulo “Sobre la mecánica cuántica”. A comienzos de

1926 se conoció el trabajo de Schrödinger sobre la mecánica ondulatoria, siguiendo las ideas

de de Broglie, un gran aporte para la nueva mecánica cuantica, pero que representaba un

problema más (el encuentro entre la mecánica matricial y ondulatoria), la prueba de equiva-

lencia entre la mecánica cuántica de Gotinga (matricial) y la ondulatoria fue enviada por el

propio Schrödinger el 18 de marzo de 1926, equivalencia que también demostró Pauli.

En septiembre de ese año, Schrödinger y Heisenberg fueron invitados a Copenhague por Bohr

para tener ocasión de debatir los aspectos disconformes de la teorı́a. Las discusiones entre

los tres comenzaron de inmediato. Fueron intensas y se desarrollaron dı́a tras dı́a. Dos sema-

nas después, Schrödinger, regresó a Viena sin reconocer las dificultades que presentaban las

ondas de materia y su idea de evitar los saltos cuánticos, entretanto Heisenberg se quedó en

Copenhague trabajando en las ideas discutidas, centrando su atención en la trayectoria del

electrón en la cámara de niebla. De regreso al Instituto de Bohr, realizó precipitadamente

unos cálculos que confirmaron sus supuestos; como resultado, encontró que el producto de

la masa del electrón por su posición y su velocidad no podı́a ser más pequeño que la cons-

tante de Planck, enunciado que se conoce por relación de incertidumbre, y le valió el Premio

Nobel de Fı́sica en 1932.
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En sus vacaciones en Noruega, Bohr también habı́a avanzado y llegó a concebir el concepto

de complementariedad, que permitı́a conocer un mismo suceso bajo dos aspectos distintos

pero complementarios. Solamente quedaba el debate con la opinión pública del mundo fı́si-

co, que tuvo lugar en otoño de 1927 en una asamblea general de fı́sicos en Como (Italia),

en la que Bohr dio una conferencia donde resumı́a todos los aspectos de la teorı́a cuántica.

Entonces, habı́a “nacido” la interpretación de Copenhague [14].

2.2.2. Tesis de la interpretación de Copehague

A continuación se expondrán los principales pilares de la interpretación, entre ellos la

incapacidad para trazar un lı́mite entre el mundo cuántico y el clásico macroscópico, el fun-

damento probabilı́stico de la función de onda, los fenómenos de superposición, el problema

de la medida, la dualidad onda-partı́cula, las relaciones de incertidumbre, que en la interpreta-

ción tambien denominada Ortodoxa se traduce en indeterminismo, subjetividad, completud,

y complementariedad

El fundamento probabilı́stico de la función de onda

“Estamos aquı́ tan lejos de una descripción causal, que incluso

se podrı́a decir que un átomo en un estado estacionario

tiene la posibilidad de elegir libremente a otros estados

estacionarios entre varias transiciones posibles”.

Niels Bohr

La comprensión de la mecánica cuántica exige modelos mentales no comparables con los de

la fı́sica clásica, donde cada situación es representable con una imagen completa, objetiva en

el terreno de lo causal-determinista, en este ámbito se conocen con precisión las condiciones

en que se encuentra un proceso fı́sico en un instante cualquiera y además, se conocen las

leyes que gobiernan su comportamiento, entonces es posible proveer las condiciones en que

ese mismo proceso se encontrará en cualquier otro instante futuro, o en que se encontraba
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en cualquier instante pasado. Contrario a esta visión, la mecánica cuántica no permite es-

ta estructuración [15]; el procedimiento es ligeramente distinto. Podemos interesarnos, por

ejemplo, en el movimiento de un electrón en una cámara de niebla y podernos determinar,

mediante algún tipo de observación, la posición y velocidad iniciales del electrón. Pero esta

determinación no habrá de ser precisa; contendrá, por lo menos, las inexactitudes derivadas

de las relaciones de incertidumbre, y probablemente otros errores mayores debidos a difi-

cultades propias del experimento. Es donde se introduce una función de probabilidad, que

representa la situación experimental en el momento de la medición, incluyendo también los

probables errores de medida. La interpretación de Copenhague, postula que la función de on-

da ψ contiene toda la información acerca del sistema y de acuerdo con el postulado quinto, la

ecuación de Schrödinger describe la evolución de un único sistema. Esta función de proba-

bilidad representa una mezcla de dos cosas: en parte, un hecho, (en la medida en que asigna

a la situación inicial la probabilidad uno en el momento inicial) y en parte, el conocimiento

de un hecho. Por lo que para esta interpretación las afirmaciones probabilistas son juicios

subjetivos, como una medida del grado de incertidumbre o de ignorancia que tenemos del

sistema y no como una medida de la fracción de casos que objetivamente ocurren en cada

situación. Asi, La interpretación implica el abandono de la hipótesis determinista y adopta la

idea de que las “leyes de la naturaleza” son intrı́nsecamente probabilistas [6, 16].

La intervención del observador -El problema de la medida

“Lo que observamos no es la naturaleza en sı́ misma,

sino la naturaleza expuesta a nuestro método de observación”.

Werner Heisenberg

A diferencia de la mecánica clásica, en la cual las variables dinámicas del sistema lo descri-

ben completamente sin ninguna restricción (con precisión absoluta), en la mecánica cuántica

la situación no es tan directa, la medición requiere la interacción del sistema con un aparato

de medida el cual se considera clásico, en el proceso el estado dinámico del sistema se ve

afectado por la medida, esto en mecánica clásica es despreciable pero en mecánica cuántica

es de relevancia fundamental puesto que la medida perturba el sistema de una manera impre-
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visible e incontrolable [17].

La evolución temporal de un sistema dinámico está regida por dos mecanismos distintos: por

una parte hay una evolución dinámica de tipo determinista, continuo que viene dado por la

ecuación de Schrödinger, este tipo de evolución se produce en el caso de sistemas “aislados”,

o sea no sujetos a observación (o medida). Por otro lado, cuando el sistema microscópico

(es decir, partı́cula, átomo, etc) se observa mediante un sistema macroscópico (aparato de

medida), se produce un salto cuántico, un proceso discontinuo, desde una superposición de

estados a uno bien definido (autoestado del observable que se mide). Es este proceso discon-

tinuo, el “salto cuántico”, el responsable de la mayorı́a de los problemas de interpretación de

la teorı́a cuántica [18].

En la teorı́a cuántica cada observación introduce un elemento por completo nuevo e incontro-

lable, como consecuencia de la imposibilidad de despreciar la interacción con el instrumento

de medida. Como ha hecho notar E. Wigner, “todo va bien en mecánica cuántica, mientras

que no se pregunta cómo tiene lugar la observación”.

La interpretacion de Copenhague aborda este problema proponiendo:

a) La función de onda ψ, se refiere solo a propiedades de los datos observacionales de

que disponemos para conocer y referirnos al sistema y como estos datos varı́an con

nuestras observaciones, -ellas, las observaciones- son las que definen el estado del sis-

tema. En esta interpretación, se propone como hipótesis fundamental de que el sistema

observado y el observador son lógicamente inseparables a nivel cuántico.

b) Cuando se interactúa con un sistema (se mide), es decir, se hace parte del sistema y por

supuesto de la función de onda, y en este caso el postulado tres dice que solo podemos

obtener uno de los autovalores de esta y el postulado seis nos dice que la función de

onda colapsa, esto significa que solo el autovector asociado con el autovalor resultante

sobrevive y sigue evolucionando, los demás desaparecen. Lo extraño de la interpreta-

ción de Copenhague del mundo cuántico es que el acto de observar al sistema fı́sico

es lo que obliga a seleccionar una de sus opciones, que entonces se hace real. Es decir,

cuando mido la posición de la partı́cula su momentum desaparece y viceversa (colap-

sa).
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En el experimento de las dos rendijas, la interferencia de las probabilidades puede in-

terpretarse en términos del electrón que, tras abandonar el disparador, se desvanece

desapareciendo de la vista, y es sustituido por una colección de electrones fantasmas,

cada uno con un camino diferente hasta llegar a la pantalla detectora. Los fantasmas

interfieren entre sı́ y cuando se observa la detección de los electrones en la pantalla se

encuentran las leyes de esta interferencia, incluso si se trabaja con un solo electrón real

en cada instante. Sin embargo, esta distribución de electrones fantasmas solo da cuenta

de lo que pasa cuando no se observa y cuando se observa todos los fantasmas, ex-

cepto uno desaparecen y uno de estos fantasmas se materializa como un electrón real.

El “Colapso de la función de onda” es el núcleo de la interpretación de Copenhague

(1927). Si hay más de una forma en que un suceso pueda ocurrir (estando abiertos los

dos agujeros) entonces la probabilidad de cada suceso posible ( la probabilidad de que

un electrón llegue a un detector determinado) viene dada por el cuadrado de la suma de

las funciones de onda, y aparece la interferencia. Pero si se efectúa una observación pa-

ra descubrir cual de las alternativas ocurre en realidad (detectar por que agujero pasó el

electrón) la distribución de probabilidad es justamente la suma de los cuadrados de las

respectivas funciones de onda, y el término de interferencia desaparece; la función de

onda colapsa.

Se sabe que el primer postulado implica un principio de superposición: Una combi-

nación lineal de vectores de estado es un vector de estado (efectos de interferencia).

¿Qué es lo que hace impensable este postulado? ¡la función de onda ψ contiene un

electrón con espı́n arriba y abajo a la vez! ya que acuerdo con la interpretación de

Copenhague la función de onda ψ describe toda la información acerca del sistema,

es decir describe a un electrón que tiene espı́n ~
2
≡ espı́n arriba y −~

2
≡ espı́n abajo

¡a la vez!. ¿Qué pasa cuando “yo” hago la medición? ¡hago colapsar la función de

onda! y solo uno de los estados sobrevive y el otro colapsa, es decir mi conciencia

hace que la función de onda colapse y por lo tanto soy “yo” el que crea un electrón, la

creación del espı́n le corresponde a la naturaleza. hay que recordar que cuando se mide

se hace parte, parcialmente, de la función de onda, es decir el cuerpo y el cerebro hacen
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parte de la función de onda y de la ecuación de Schrödinger ¡pero no la conciencia! [6].

Argumento de complementariedad

De acuerdo con Bohr uno de sus objetivos es: “[defender] un punto de vista denominado

adecuadamente complementariedad para abarcar los rasgos caracterı́sticos de individualidad

de los fenómenos cuánticos y aclarar al propio tiempo los aspectos particulares del problema

de la observación en este campo de la experiencia”.

En general, el argumento de la complementariedad se fundamenta en tres elementos:

1. La condición cuántica: plantea el cuanto de acción como un descubrimiento univer-

sal y elemental. Además éste imprime un carácter de indivisibilidad y totalidad a los

fenómenos. A este carácter de indivisibilidad Bohr lo llama “el postulado cuántico”.

Este es un postulado que no se discute, se acepta sin más.

2. Implicaciones del postulado cuántico: el postulado cuántico implica una discontinui-

dad en los fenómenos de la naturaleza rompiéndose ası́ la idea de continuidad de los

procesos fı́sicos. Además, toda observación implica una interacción incontrolable en-

tre los sistemas fı́sicos y el aparato de medición, de ahı́ que sea imposible llevar a cabo

de manera simultánea descripciones espacio-temporales y causales.

3. La dualidad onda partı́cula: esta es, una evidencia empı́rica que se manifiesta en

la existencia de dos formalismos consistentes empleados para describir y predecir

fenómenos que son mutuamente excluyentes, de acuerdo con Bohr, ambas interpreta-

ciones de los fenómenos surgen como la expresión exacta de la evidencia experimental

y no se trata de contradicciones sino más bien de “descripciones complementarias” de

los fenómenos que sólo juntas constituyen una generalización natural, para describir la

totalidad de los fenómenos que comprenden a los sistemas atómicos (cuánticos).

Estos elementos son constantes en la argumentación de Bohr, ellos marcan el punto de par-

tida para el establecimiento del nuevo marco conceptual. Implı́cito en estos elementos de
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la argumentación está la noción de realismo; la necesidad de una descripción completa de

los fenómenos es decir, una representación exhaustiva de la realidad (i.e., que abarque las

manifestaciones fenomenologicas de onda y de partı́cula) y, la necesidad de asegurar la con-

sistencia en la interpretación de la teorı́a cuántica [19].

Pensando en el principio de dualidad y recordando que decı́a W. Heisenberg:

“Un átomo no es una formación material en el espacio y en el tiempo, en cierto modo es un

sı́mbolo adoptado, por medio del cual las leyes de la naturaleza adquieren una forma parti-

cularmente simple. Es decir, los átomos no son “cosas”. Las ideas clásicas acerca del mundo

tienen que ser abandonadas. El movimiento de un átomo ya no puede ser descrito en término

del concepto clásico de una “cosa” moviéndose continuamente de un lugar a otro. Esta idea

solamente trabaja para objetos grandes. Si la “cosa” es del tamaño atómico esto no tiene sen-

tido”.

En otras palabras, los conceptos son razonables únicamente cuando ellos describen bien

“nuestra” observación real y no de “nuestras” ideas acerca de lo que pensamos que está su-

cediendo. Puesto que un átomo no se le puede ver, este es un concepto sin significado. Un

concepto es útil cuando se sabe como fue realizada su medida. Este punto de vista cuestiona

cualquier concepto que no tuviera definición operacional. Se puede definir únicamente lo que

se puede medir. Solo tienen significado real las preguntas sobre los resultados experimentales

y son estas las únicas preguntas que puede contestar la fı́sica teórica.

Finalizando con lo que dice Ernst Pauli al respecto “El concepto de objeto material, de cons-

titución y naturaleza independientes del observador, es ajeno a la fı́sica moderna, la que,

forzada por los hechos, ha debido renunciar a esta abstracción” [6].

2.2.3. Consecuencias de esta interpretación

La teorı́a cuántica es universal; el carácter probabilı́stico de la naturaleza es irreduci-

ble, el indeterminismo no se “elimina” mediante más conocimiento experimental, pues

dicho conocimiento está limitado por el carácter absoluto del cuanto de acción, o, en

otras palabras, del principio de Heisenberg.
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La función de onda Ψ es un objeto matemático.

Un principio de superposición que nos dice las cosas son y no son a la vez.

Una “partı́cula cuántica” que no es una formación material en el espacio y en el tiempo

sino un sı́mbolo adoptado.

“partı́culas cuánticas” que no son ni ondas, ni partı́culas.

Unas relaciones de conmutación que dicen que dos magnitudes canonicamente conju-

gadas (que por tanto no conmutan) no pueden ser medidas simultaneamente y que, por

tanto, si mido una de estas la otra desaparece.

Demuestra John Von Neumann en términos matemáticos: cuando un sistema microscópi-

co se empareja con un instrumento de medida macroscópico, el efecto de empareja-

miento consiste en hacer que el sistema microscópico se comporte como si estuvieran

ausentes los efectos de inteferencia. Es decir, el estado del microsistema pasa de una

superposición de estados a un conjunto genuino de posibilidades alternativas exclu-

yentes. Por desgracia, este análisis no equivale a una demostración de la “reducción” a

una realidad, puesto que otro resultado del emparejamiento consiste en trasferir efectos

de interferencia al aparato medidor, y para que el aparato se “reduzca” a una realidad,

otro sistema debe hacer otra medición del aparato, este el mismo razonamiento puede

extenderse al siguiente sistema, requiriendo entonces otro instrumento, y asi sucesi-

vamente, al parecer, hasta el infinito. Solo un observador conciente, haciendo algo no

contemplado por la fı́sica, puede inducir el colapso de la función de onda. Solo un

observador conciente puede llevar a cabo una auténtica observación. “La ciencia más

empı́rica, la fı́sica, parece basarse en última instancia en la conciencia”[6].

Estas consecuencias hacen de la mecánica cuántica una teorı́a matemática, subjetiva, no cau-

sal, no determinista, no permite calcular trayectorias y que además es un observador (hu-

mano) el que está creando la realidad. Todo esto nos hace pensar ¿Qué tiene la mecánica
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cuántica de realidad? Sin embargo, no existe hasta ahora un experimento que la contradiga,

y es más, un tercio de la economı́a mundial proviene de la construcción de aparatos que fun-

cionan con algún principio cuántico, lo cual nos dice que esta teorı́a va por buen camino.

De este modo, la teorı́a cuántica muestra, como dice Bohr “la vieja sabidurı́a que aconseja

no olvidar, al buscar la armonı́a de la vida, que en el drama de la existencia somos al mis-

mo tiempo actores y espectadores. Es comprensible que en nuestra relación cientı́fica con

la naturaleza nuestra propia actividad se torne muy importante cuando debemos tratar con

porciones del mundo en las cuales sólo podemos penetrar por medio de los más elaborados

instrumentos” [16].

2.3. Crı́tica de Einstein Podolsky y Rosen, Paradoja EPR

Es usual asociar la oposición de Einstein al indeterminismo de la teorı́a cuántica, para

Einstein el universo se rige, finalmente, por leyes deterministas, pero no era éste el punto

esencial de las dudas de Einstein respecto al carácter que los “padres” de la interpretación de

Copenhague atribuı́an a la mecánica cuántica. Era, sobre todo, el hecho de que la mecánica

cuántica parece indicar la inexistencia de una realidad fı́sica objetiva, independiente del ob-

servador, lo que motivaba en lo profundo la oposición de Einstein a dicho carácter definitivo

de la teorı́a, a la cual consideraba enormemente positiva, pero provisional y sujeta a mejora

por una eventual teorı́a causal, determinista y objetiva [18].

En 1935, Einstein, junto con Boris Podolsky y Nathan Rosen, publican un artı́culo cuyo tı́tu-

lo era ¿Puede considerarse completa la descripción de la realidad fı́sica que da la Mecánica

Cuántica?, o mejor conocido como argumento EPR [2]. Ası́ el argumento EPR además de

formular una critica concreta de los dos conceptos cruciales de la interpretación: la no loca-

lidad de la mecánica cuántica (es decir, la posibilidad de acción a distancia) y el problema de

la medición, estableció las bases de lo que contaba como una genuina interpretación realista,

siendo el origen de las llamadas “teorı́as de variables ocultas” [20].

La descripción del argumento EPR se basa en el análisis de un experimento mental, es decir,

un experimento conceptualmente consistente.
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2.3.1. La descripción del argumento EPR

La idea básica de la propuesta consiste en utilizar la información experimental sobre una

partı́cula para deducir propiedades, como la posición y el momento, de una segunda partı́cula

de la siguente manera:

7→ Sean dos partı́culas, A y B, que después de haber interactuado se separan.

7→ La mecánica cuántica dice: para cada partı́cula individual, [q, p] 6= 0, esto es, posición y

momento son observables complementarios, de forma que la medida de uno introduce una

indeterminación en el otro (en la potencialidad de resultados para la medida del otro), de

acuerdo con las relaciones de indeterminación; en otras palabras es imposible medir la posi-

ción y el momento de una partı́cula, simultáneamente, con precisiones respectivas ilimitadas.

7→ Se introduce y se acepta el siguiente criterio de realidad EPR (condición suficiente):

Criterio de realidad EPR: “Si, sin perturbar en modo alguno un sistema, pode-

mos predecir con certeza (es decir, con una probabilidad igual a la unidad) el valor de una

magnitud fı́sica, entonces existe un elemento de realidad fı́sica correspondiente a esta canti-

dad fı́sica”

7→ Se considera ahora los observables posición Q y momentum P:

Q = qA − qB P = pA + pB

Que son tales que [Q,P ] = 0, de manera que se les pueden asignar, simultáneamente ele-

mentos de realidad (dado un montaje experimental concreto).

7→ Se prepara a los sistemas (partı́culas A y B) en un estado descrito por una función de onda

ψ (EPR construye una explı́citamente) que sea:

a) autofunción de P con valor propio P0 : Pψ = P0ψ

b) autofunción de Q con valor propio Q0 : Qψ = Q0ψ

7→ Si se realiza una medida simultánea de qA sobre la partı́cula A y qB sobre la partı́cula B,

los resultados mostrarán la correlación estricta qA − qB = Q0.

7→ A continuación, se separa A y B suficientemente (una gran distancia EPR separabilidad o

regiones EPR separadas).

Al realizarse una medida de la posición de A, se obtiene como resultado qA. Se puede prede-
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cir con certeza que una medida de la posición de la partı́cula B darı́a, si se hiciera, el resultado

qB = qA −Q0 .

Si se consideran muchos sistemas idénticos entre sı́ de dos partı́culas A y B, y preparados

todos en el estado ψ, siempre que se midieran las posiciones de las dos partı́culas, en cada

sistema de parejas A - B, se encontrarı́a el resultado qA − qB = Q0. Es decir, al ir midiendo

sobre cada uno de esos sistemas irı́amos encontrando los resultados qA1, qA2, qA3,..., y pode-

mos predecir con certeza que mediciones simultáneas de qB proporcionarı́an los resultados

correspondientes qA1 −Q0 , qA2 −Q0, qA3 −Q0,...

7→ Por tanto, evocando el criterio de realidad EPR, puede concluirse que a la posición qB de

la partı́cula B le corresponde un elemento de realidad. Este elemento de realidad debe existir

se mida o no la posición qA de la partı́cula A, porque, si no, habrı́a de ser creado instantánea-

mente y a distancia al hacer la medida de qA
Entonces, por el criterio de realidad EPR, a qB le corresponde un elemento de realidad para

todos los sistemas del ensemble.

7→ Se escoge ahora otro subconjunto de sistemas del ensemble, y se mide pA, obteniendo

pA1, pA2, pA3,..ahora se puede predecir con certeza que la medida de pB dará como resultado

P0 − pA1, P0 − pA2, P0 − pA3,...,entonces a pB le corresponde un elemento de realidad para

todos los sistemas del ensemble y finalmente a ambos qB y pB le corresponde un elemento

de realidad para todos los sistemas del ensemble.

7→ Se intercambia A ↔ B. Entonces a ambos qA y pA le corresponde un elemento de reali-

dad para todos los sistemas del ensemble

7→Se concluye que posición y momento de una partı́cula son considerados como “reales”,

antes de hacer una medida, en el sentido de existir algo en la realidad fı́sica de A y B que

conduce con certeza a resultados predeterminados siempre, y cuando, una medida de uno u

otro de los observables se realiza.

7→ Se introduce y se acepta el siguiente criterio de completitud EPR (condición necesaria):

Criterio de completitud EPR: “Cada elemento de la realidad fı́sica debe tener

una contrapartida en la teorı́a fı́sica” [2]

Einstein et al. observan que los criterios de realidad fı́sica y completitud enunciados en la
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sección anterior, aplicados en mecánica cuántica al caso de dos cantidades descritas por ope-

radores que no conmutan (el conocimiento de la una excluye el conocimiento de la otra)

llevan a una disyuntiva excluyente entre dos afirmaciones:

1. O la descripción de la realidad dada por la función de onda no es completa.

2. O dos observables conjugados no pueden tener realidad simultáneamente.

La estrategia de Einstein et al. fue mostrar que dos observables conjugados de una partı́cula

en un estado enredado podrı́an pertenecer a la misma realidad fı́sica. Esto harı́a que (2) sea

falso y por lo tanto (1) verdadero por lo tanto se concluye:

‘‘La Mecánica Cuántica es una teorı́a incompleta’’ [21].

Descripción mecano-cuántica

En la descripción mecano-cuántica del comportamiento de una partı́cula con un grado de

libertad, el estado de esta partı́cula viene caracterizado por la función de onda ψ, la cual es

una función de las varibles escogidas para caracterizar su comportamiento, se sabe también

que para todo observable fı́sico existe un operador Ô hermitico, tal que si ψ es autofunción

de Ô se tiene que

ψ′ = Ôψ = Oψ con O su autovalor, (2.7)

Tomando por ejemplo ψ en el espacio de la coordenadas ψ(x) = e
i
~p0x entonces:

p̂ψ(x) = −i~ ∂
∂x
e

i
~p0x = p0ψ ⇒ p̂ψ = p0ψ. (2.8)

Teniendo en cuenta ahora el operador posición y como estamos en el espacio de coordenadas,

operar con x̂ significa simplemente multiplicar por x

x̂ψ = xψ. (2.9)

Se observa que en este caso x es la variable independiente y por lo tanto no se tiene un

valor particular para x, es decir x no puede ser determinada. La probabilidad de encontrar la
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partı́cula en un intervalo (a, b) es

P (a, b) =

∫ b

a

ψ̄ψdx =

∫ b

a

dx = a− b, (2.10)

es el mismo intervalo.

La conclusión Mecano-cuántica es: cuando el momento de una partı́cula es conocido su

coordenada no tiene realidad fı́sica.

En general, en mecánica cuántica, se demuestra que: si dos operadores correspondientes a las

cantidades fı́sicas Â B̂, no conmutan, es decir ÂB̂ 6= B̂Â; el conocimiento preciso de una

de ellas excluye el conocimiento de la otra (es decir, esta cantidad no tiene realidad fı́sica),

de aquı́ se concluye que:

La descripción Mecano-Cuántica dada por la función de onda no es completa, o

Cuando los operadores correspondientes a dos cantidades fı́sicas no conmutan, las dos

cantidades fı́sicas no pueden tener realidad simultánea

Recordando: La condición de completez: cada elemento de la realidad fı́sica debe tener un

contratérmino en la teorı́a fı́sica.

Se trabaja ahora con dos sistemas I y II los cuales interactúan en el intervalo de tiempo entre

t = 0 y t = T y supongamos que el estado de los dos sistemas para t < 0 eran conocidos.

Se puede calcular, usando la ecuación de Schrödinger, el estado del sistema combinado I+II

para cualquier tiempo posterior, en particular para t > T . Sea Ψ(x1, x2) la función de onda

de estos dos estados, no se puede saber el estado en el cual uno de los dos sistemas ha

quedado después de la interacción ya que esto solo puede ser hecho unicamente con la ayuda

de medidas posteriores (reducción del paquete de ondas-colapso de la función de onda).

Veamos esto:

Tomando dos operadores Â y B̂ no conmutantes y sean a1, a2, a3 . . . an los autovalores

de una cantidad fı́sica Â que pertenece al sistema I y sean u1(x1), u2(x1), u3(x1) . . . un(x1)

sus autovectores con x1 las variables utilizadas para describir el sistema I, y expandamos

Ψ(x1, x2) como función de x1

Ψ(x1, x2) =
∞∑
n=1

ψn(x2)un(x1). (2.11)



Capı́tulo 2: Interpretación de Copenhague y paradoja EPR 26

Los ψn(x2) son considerados como los coeficientes de expansión de Ψ(x2, x1) en autofun-

ciones de un(x1). Se supone que la cantidad Â es medida y se halla que esta tiene el valor ak.

Se concluye entonces que después de la medida el primer sistema queda en el estado uk(x1)

y el segundo sistema queda en el estado ψk(x2) es decir, la función de onda Ψ(x1, x2) colapsa

en:

Ψ(x1, x2) = ψk(x2)uk(x1), (2.12)

según el postulado sobre reducción del paquete de ondas.

se toma ahora la cantidad B̂ ,perteneciente también al sistema I, la cual tiene como autova-

lores b1, b2, b3 . . . bn y con autovectores v1(x1), v2(x1), v3(x1) . . . vn(x1) y expandiendo Ψ de

nuevo como:

Ψ(x1, x2) =
∞∑
n=1

φn(x2)vn(x1), (2.13)

después de la medida se halla que tiene el valor bs por lo tanto la función de onda Ψ(x1, x2)

colapsa en:

Ψ(x1, x2) = φs(x2)vs(x1). (2.14)

Aquı́ se tiene un problema muy serio. veamos;

Para el primer caso, después de la medida, el sistema I queda en el autoestado dado por

la función de onda uk(x1) y el sistema II queda en el autoestado dado por la función

de onda ψk(x2) es decir el sistema colapsa en Ψ(x1, x2) = ψk(x2)uk(x1)

Para el segundo caso, después de la medida, el sistema I queda en el autoestado dado

por la función de onda vs(x1) y el sistema II queda en el autoestado dado por la función

de onda φs(x2) es decir el sistema colapsa en Ψ(x1, x2) = φs(x2)vs(x1)

es decir, como consecuencia de dos diferentes medidas realizadas en el sistema I, el sistema

II queda con estados con dos diferentes funciones de onda ψk(x2) y φs(x2); por otro lado,

puesto que en el tiempo de la medida los dos sistemas ya no interactúan, ningún cambio real

puede tener lugar en el sistema II debido a que estas estas medidas se hicieron solamente en

el sistema I, en consecuencia es posible asignar dos diferentes funciones de onda ψk(x2) o

φs(x2) a la misma realidad.
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¿Qué pasarı́a si ψk(x2) y φs(x2) son autofunciones de operadores que no conmutan como

por ejemplo p̂ y q̂? Supongamos que cada uno de los dos sistemas son dos partı́culas y que

se puede escribir:

Ψ(x1, x2) =

∫ ∞
−∞

exp
i

~
(x1 − x2 + xo) p dp con x0 = constante. (2.15)

Puesto que en este caso se tiene espectros continuos, vamos a expandir la función Ψ(x1, x2)

en autofunciones up(x1) con autovalores ψ∗p(x2) :

Ψ(x1, x2) =

∫ ∞
−∞

ψ∗p(x2)up(x1)dp. (2.16)

Sea Â el operador momentum de la primera partı́cula, con el subindice p indicando sus

autofunciones del operador momentum

p̂ = −i~ ∂

∂ xi
i = 1, 2, (2.17)

y sus respectivas autofunciones

up(x1) = e
i
~x1p ψ∗p(x2) = e−

i
~ (x2−x0)p, (2.18)

se puede escribir:

Φ(x1, x2) =

∫ ∞
−∞

exp
i

~
(x1 − x2 + xo) p dp con x0 = constante. (2.19)

Aplicando ahora el operador momentum a cada una de estas autofunciones

p̂up(x1) = −i~ ∂

∂ x1
up(x1) = pup(x1), (2.20)

p̂ψp(x2) = −i~ ∂

∂x2
ψp(x2) = −pψp(x2). (2.21)

Se toma ahora la siguiente expansión para Ψ(x1, x2)

Ψ(x1, x2) =

∫ ∞
∞

φx(x2)vx(x1)dx, (2.22)
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con

vx(x1) =

∫ ∞
∞

e
i
~ (x−x1) p dp y φx(x2) =

∫ ∞
∞

e
i
~ (x−x2+x0) p dp, (2.23)

por otro lado si se aplica el operador posición Q̂ a la primera primera partı́cula, este tiene por

autofunción

vx(x1) = δ(x1 − x) con autovalor x, (2.24)

y el operador posición para la segunda partı́cula tiene por autofunción

φx(x2) = δ(x− x2 + x0) con autovalor (x+ x0). (2.25)

Por tanto, en general es posible para ψk y φr ser autofunciones de dos operadores no conmu-

tantes que corresponden a cantidades fisicas pk y qr respectivamente. Asi, si se mide p ó q se

esta en posición de predecir con certeza y sin perturbar de ninguna manera el segundo siste-

ma, el valor de la cantidad pk o el valor de la cantidad qr. De acuerdo al criterio de realidad,

en el primer caso se debe considerar la cantidad pk como un elemento de la realidad, y en el

segundo caso la cantidad qr es un elemento de la realidad. Como se ha visto ambas funciones

de onda ψk y φr pertenecen a la misma realidad.

Anteriormente habiamos dicho que: (1) La descripción Mecano-Cuántica dada por la función

de onda no es completa o (2) cuando los operadores correspondientes a dos cantidades fı́si-

cas no conmutan, las dos cantidades fı́sicas no pueden tener realidad simultánea. Partiendo

entonces de la suposición que da la función de onda de una descripción completa de la reali-

dad fı́sica, se ha llegado a que dos cantidades fı́sicas cuyos operadores son no conmutantes

pueden tener realidad simultánea, por lo tanto la negación de (2) lleva a que la descripción

mecano-cuantica de la realidad fı́sica dada por la función de onda es incompleta.

Esta conclusión puede objetarse siempre y cuando el criterio de realidad no sea lo suficien-

temente restrictivo. Realmente se podrı́a no arribar a esta conclusión si se insiste que dos

o más cantidades fı́sicas pueden ser consideradas como elementos simultáneos de realidad

unicamente cuando ellos pueden ser simultaneamente medidos o predichos. Con base en este

punto de vista, puesto que la una o la otra pero no ambas simultaneamente, de las cantidades

P̂ y Q̂ pueden ser predichas, ellas no son simultaneamente reales. Esto hace que la realidad



Capı́tulo 2: Interpretación de Copenhague y paradoja EPR 29

de P̂ y Q̂ dependan del proceso de medida llevado a cabo en el primer sistema, el cual no

perturba el segundo sistema de ninguna manera. Ninguna definición razonable de realidad

permitirı́a esto [6].

La alternativa elegida por EPR de considerar que la mecánica cuántica darı́a una versión in-

completa de la realidad fı́sica, implica la necesidad de una teorı́a alternativa que sea local,

completa y realista a la vez. Este tipo de teorı́as se denomina genéricamente “de variables

ocultas”. Dado que existe un considerable conjunto de evidencia experimental a favor de la

mecánica cuántica, una teorı́a de variables ocultas deberı́a “complementar” la descripción

de la función de onda Ψ reproduciendo los mismos resultados que la mecánica cuántica..

El ejemplo más elaborado de teorı́a de variables ocultas se debe a David Bohm [22]. Sin

embargo, el ejemplo de Bohm es no local y tiene el mismo conjunto de predicciones que la

mecánica cuántica, el ejemplo de Bohm (llamado por algunos, mecánica Bohmiana) se acer-

ca mas a una interpretación alternativa de la mecánica cuántica que a una teorı́a alternativa o

complementaria [21].

La teorı́a realista local (TRL) que, según las expectativas de algunos fı́sicos, podrı́a comple-

mentar la descripción cuántica de la realidad no llego a plasmarse en algo concreto. Esto se

debe al trabajo de John Bell, que mostró que habı́a casos en que las teorı́as locales realistas

(TRL) y la mecánica cuántica daban predicciones discrepantes para el mismo experimento,

tema que se abordara en el próximo capı́tulo.



Capı́tulo 3

Desde las desigualdades de Bell hacia el

entrelazamiento cuántico

John Stewart Bell, un fı́sico irlandés, comenzó a estudiar el problema de la no localidad

y, en particular, la cuestión de si la misma es un requisito necesario para que una teorı́a de

variables ocultas (como la de Bohm) sea consistente con todas las predicciones cuánticas.

Durante tres décadas, Este debate estuvo ligado al carácter filosófico, hasta que en 1964 John

Bell propuso una forma matemática para poder verificar la paradoja EPR, para ello publica un

artı́culo [22], en el que demuestra, a modo de teorema, que en cualquier teorı́a de variables

ocultas que cumpla una cierta condición de localidad, las correlaciones observables entre

pares de partı́culas separadas deben satisfacer ciertas desigualdades (desigualdades de Bell)

que, en determinadas circunstancias, contradicen las predicciones de la mecánica cuática. Lo

cual implica que las teorı́as deterministas locales de variables ocultas y la mecánica cuántica

son mutuamente excluyentes [21].

3.1. Teorema de Bell

La primer desigualdad de Bell [3], esta formulada en el contexto de la propuesta de Bohm

para la paradoja EPR y es satisfecha por cualquier teorı́a determinista, local de variables

ocultas. Bell muestra que existen casos en que las predicciones cuánticas no satisfacen esta

desigualdad, de modo que el siguiente es un enunciado compacto del Teorema de Bell:

Ninguna teorı́a determinista y local puede reproducir todos los resultados de la mecánica

cuántica.

Para el establecimiento de su teorema, Bell utiliza el dispositivo experimental Fig.(3.1) pro-

puesto por Bohm para la paradoja E.P.R. Un sistema de espı́n (spin) cero que decae natural-

30
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mente en dos partı́culas. En esta situación se puede medir la proyección de los espines de

cada una de las partı́culas (con la ayuda de un aparato Stern-Gerlach) en principio sin afectar

la otra, La fuente F emite un par de partı́culas de espı́n 1/2 que se desplazan en sentidos

opuestos. Las partı́culas están en un estado de espı́n total 0 de modo que sus spines están an-

ticorrelacionados. Alice puede medir la componente z o variar la orientación de su analizador

en 90°para medir la componente x del espı́n de la partı́cula 1. Inmediatamente despúes, el

observador B analiza la componente z (la dirección de su analizador se supone fija) de espı́n

de la partı́cula 2.

Figura 3.1: Propuesta de Bohm para ilustrar la paradoja EPR.

Los observables relevantes son las componentes de espı́n de cada particula en direcciones

seleccionadas una vez que ambas se han separado y ya no interactuan entre si. Dos observa-

dores, Alice y Bob, equidistantes de la fuente del par de partı́culas miden en forma simultanea

las componentes de espı́n de cada particula en dos direcciones espaciales (a, b)

Se denotara σ1.a al observable asociado al espı́n de la partı́cula 1 en la dirección a y σ2.b al

observable asociado al espı́n de la partı́cula 2 en la dirección b [23].

El teorema de Bell se basa en dos hipotesis:

i) Determinismo

Con base al argumento EPR, se requiere información adicional a la contenida en la función

de estado Ψ para especificar completamente el valor de todos los observables. Se supone que
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λ representa el conjunto de variables ocultas necesario para especificar el estado en forma

completa. Estas variables pueden ser una o muchas, con valores distribuidos en forma conti-

nua o discreta1 se considera un ensemble de pares de partı́culas preparadas en estados que son

completamente especificados por un valor λ ∈ Λ. La restricción sobre el espacio de estados

Λ es que se pueda definir una función de distribución ρ(λ) en el modo usual: dρ = ρ(λ)dλ

es la probabilidad de que el estado este en el intervalo [λ, λ + dλ]. La densidad de estados ρ

tiene normalización

∫
Λ

ρ(λ)dλ =

∫
Λ

dρ = 1. (3.1)

En este ensemble, el valor medio, P (X), de un observable X sera:

P (X) =

∫
Λ

X(λ)ρ(λ)dλ, (3.2)

promediando sobre estados, es decir, sobre los posibles valores de la variable oculta λ que

describe cada par de partı́culas emitido por la fuente [21].

ii) Localidad

El producto de ambos observables (necesario para calcular la correlación E(AB)) depende

del estado del par y de las orientaciones de ambos aparatos de medida, AB = [AB](a,b;λ).

La hipótesis de localidad asumida por Bell [3]:

“La suposición fundamental es que el resultado B para la partı́cula 2 no depende de la

configuración a del imán para la partı́cula 1, ni (A) de b”

implica que la dependencia de AB es de la forma

[AB](a,b;λ) = A(a;λ)B(b;λ). (3.3)

Asi, el resultado de la medida de Alice, A(a; λ), depende exclusivamente del estado λ y de

la orientación de su analizador y no de la orientación del analizador de Bob [21].

1Sin pérdida de generalidad, se escribe las ecuaciones para una variable continua λ. Un estado cuático Ψ
representar una media sobre un ensemble de estados descritos por varios valores de la variable oculta λ
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3.1.1. Primera desigualdad de Bell

Para encontrar un ejemplo en el cual las predicciones de teorı́as deterministas, locales y

las de la mecánica cuántica difieran, es necesario especificar una forma concreta de correla-

ción entre el par de partı́culas.

Se supone que el resultado de la medición del espı́n de cada una de las partı́culas es total-

mente determinado por las direcciones de medición y por el parámetro oculto λ. Entonces es

posible medir los resultados de estas mediciones como funciones A y B, con posibles valores

±1

A(λ, a ) = ±1, B(λ,b) = ±1. (3.4)

Esta forma de escribir las funciones implica la suposición de separabilidad y localidad, pues-

to que, por ejemplo no se permite que el resultado de A dependa de la dirección b.

El parámetro λ debe tener una densidad de probabilidad ρ(λ) tal que reproduzca las predic-

ciones estadı́sticas usuales de la mecánica cuántica. En particular la hipótesis de localidad

implica que la correlación entre ambas medidas de spin (es decir, el valor medio del obser-

vable conjunto), teniendo en cuenta la Ec.(3.2) y Ec.(3.3) se puede escribir,

P (a,b) ≡ 〈A(λ, a) B(λ,b)〉 =

∫
A(λ, a) B(λ,b) ρ(λ) dλ. (3.5)

Dada la correlación entre los espines, se sabe que si las funciones A y B son evaluadas en la

mima dirección deben cumplir:

A(λ, a ) = −B(λ, a ), (3.6)

lo cual permite reescribir (3.5) en la forma

P (a,b) = −
∫
A(λ, a) A(λ,b) ρ(λ) dλ. (3.7)

Si se considera otra dirección de medición, se puede escribir

P (a,b)− P (a, c) = −
∫

[A(λ, a) A(λ,b)− A(λ, a) A(λ, c)] ρ(λ) dλ. (3.8)
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P (a,b)− P (a, c) = −
∫
A(λ, a) A(λ,b)× [A(λ,b) A(λ, c)− 1] ρ(λ) dλ. (3.9)

Para la ultima igualdad ha sido usado el hecho de que A2 = 1 Dado que A ≤ 1 se concluye:

|P (a,b)− P (a, c)| ≤
∫

[1− A(λ,b) A(λ, c)] ρ(λ) dλ, (3.10)

donde se nota de inmediato que la segunda parte de la integral es P (b, c), asi que teniendo

en cuenta que ρ(λ) es una distribución normalizada se obtiene:

|P (a,b)− P (a, c)| ≤ 1 + P (b, c), (3.11)

Bell demostró [3] que las correlaciones asociadas a estas medidas satisfacen la anterior de-

sigualdad (desigualdad de Bell), que es solamente una conclusión matemática basada en la

forma que deben tener las funciones y distribuciones involucradas [23].

3.1.2. Predicciones cuánticas

Para completar el Teorema de Bell se debe mostrar que la predicción de la mecánica

cuántica viola la desigualdad (3.11).

Se supone que el sistema fı́sico es descrito por una función de onda Ψ. lo que quiere decir que

Ψ describe un conjunto de sistemas de dos partı́culas preparadas en las mismas condiciones

y al cual representamos por el ket |Ψ〉. Con el fin de averiguar una propiedad estadı́stica del

conjunto, se busca el valor esperado del operador correspondiente a dicha propiedad, en este

caso el operador es el producto de las variables de proyección de espı́n, para la partı́cula 1 en

la dirección a y la proyección del espı́n de 2 en la dirección b.

El valor esperado del producto del observable conjunto (σ1.a )(σ2. b), se calcula en el apéndi-

ce A , sección A.3 y esta dado por:

PMC(a,b) ≡ 〈Ψ|(σ1.a )(σ2. b)|Ψ〉 = −a . b = −cos θab. (3.12)
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La correlación cuántica depende solamente de la orientación relativa, θab ≡ |θa − θb|, de

ambos analizadores, con lo que deberı́a cumplirse para (3.11) que:

|a . c− a . b| ≤ 1− b . c. (3.13)

Es fácil ver que para ciertas orientaciones se violan la Ec.(3.13). Por ejemplo, conciderese

a perpendicular a b, y c a un angulo de π/4 respecto ambos a y b; en este caso a . b = 0 y

a . c = b . c = 1/
√

2

|1/
√

2− 0| ≤ 1− 1/
√

2→ 1/
√

2 ≤ 1− 1/
√

2→
√

2 ≤ 1,

un resultado absurdo, que llevan a la violacion predicha de la desigualdad de Bell.

La conclusión a la que llega Bell, y lo que es en realidad su teorema, es que no existe ningún

modelo de variables ocultas que reproduzca las predicciones cuánticas, a menos de que se

permita que el resultado de la medición sobre una partı́cula dependa no solo de la dirección

en que esta se realiza, si no también de la dirección en la que se lleva a cabo las medición

sobre la otra partı́cula (sin importar que tan lejos estén entre si ), lo que claramente lleva aun

comportamiento no local, descrito por una función no separable [21, 23].

3.2. Desigualdades de Bell

El primer resultado de Bell es seguido por una generalización (desigualdad CHSH o se-

gunda desigualdad de Bell). En la época en que ocurren estos desarrollos las limitaciones

experimentales estimulan la busqueda de otras desigualdades derivadas, que puedan ser de-

mostradas en el laboratorio. Existen por lo tanto varias versiones de la desigualdad de Bell

y muchas de ellas implican suposiciones adicionales a las del resultado original de Bell o

su generalización. Es usual referirse a todas estas generalizaciones como “desigualdades de

Bell”[21].
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3.2.1. Desigualdad CHSH

En 1969, se publica el fermental trabajo de Clauser, Horne, Shimony y Holt [24], donde

se realizan tres aportes significativos:

CHSH demuestra una versión mas general del Teorema de Bell en la cual mantienen

las suposiciones básicas de determinismo (i) y localidad (ii), pero no asumen la corre-

lación perfecta. La desigualdad que obtienen es equivalente a la forma más conocida

de desigualdad de Bell:

−2 ≤ S ≡ P (a,b)− P (a,b′) + P (a′,b) + P (a′,b′) ≤ 2, (3.14)

aplicable a experimentos con detección de dos canales (como en la propuesta de Bohm).

El parámetro de Bell, S, definido en la Ec.(3.14), es una combinación lineal de corre-

laciones para dos pares de orientaciones de los analizadores de Alice (a, a′) y Bob

(b,b′)[21].

CHSH usa la hipótesis adicional, que si un par de fotones emerge de los filtros polari-

zadores, la probabilidad de detección coincidente es independiente de las orientaciones

(a , b) de los filtros. para obtener una forma de la desigualdad de Bell susceptible de

ser verificada experimentalmente con la tecnologı́a disponible en la época.

CHSH proponen un experimento concreto que permita probar la desigualdad propues-

ta. Su propuesta esta basada en una generalización de la primera experiencia con po-

larización de pares de fotones correlacionados creados en un decaimiento atómico en

cascada [25]. Esta propuesta fue realizada poco despúes en Berkeley por Freedman y

Clauser y se convirtió en la primer refutación experimental del realismo local[26].

La importancia de la desigualdad CHSH se debe a la utilidad en trabajos pioneros para

la verificación experimental de la desigualdad de Bell, es su uso frecuente en experiencias

modernas, y además al aplicar un lı́mite superior a las teorı́as realistas y locales que también

impone un aporte mayor para la mecánica cuántica en su interpretación de Copenhague.

Con la desigualdad CHSH se verificó experimentalmente la violación de la desigualdad dada
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por la Ec.(3.14) en 1982 en la segunda experiencia de Aspect [27], de la que se hablara

posteriormente [21, 28]

3.2.2. Segunda desigualdad de Bell

Bell mantiene el esquema general del desarrollo de su primera desigualdad, basado en

medidas de espı́n de dos partı́culas. Teniendo en cuenta que el estado de los aparatos de

medida podrı́a influenciar las correlaciones, el mismo se incluye en la descripción del sistema

por variables ocultas.

Esto implica que el valor medio Ec.(3.5), tomado sobre los estados λ de las partı́culas, se

redefine en terminos de Ā y B̄, las observaciones promediadas en los grados de libertad

(ocultos) de los instrumentos. Estas variables Ā , B̄ ya no son binarias, como en la Ec.(3.4),

en cambio cumplen

−1 ≤ Ā ≤ 1 y − 1 ≤ B̄ ≤ 1. (3.15)

Por lo tanto la correlación entre un par de medidas es ahora,

P (a,b) =

∫
Γ

Ā(λ, a) B̄(λ,b) ρ(λ) dλ. (3.16)

En esta expresión, Γ representa el conjunto de estados λ asociados a las partı́culas. La po-

sibilidad de no detectar una partı́cula queda automáticamente contemplada suponiendo que

el resultado de una medida de una componente de espı́n puede ser 0 si por alguna razón no

hay detección en ninguno de los dos canales. Bell intentaba contemplar ası́ imperfecciones

en los mecanismos de detección. Se puede pensar en Ā, B̄ como variables aleatorias cuya

correlación dada por la Ec.(3.16) es consistente con el requisito de localidad. Gracias al ele-

mento aleatorio, asociado a los estados de los aparatos de medida (y a eventuales fallas de

detección) se abandona el determinismo.

El siguiente proceso conduce a la segunda desigualdad de Bell

Sean (a,b)y (a′,b′) dos conjuntos de orientaciones de los aparatos de medida. Se considera
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la diferencia de correlaciones

P (a,b)− P (a,b′) =

∫
Λ

[Ā(λ, a)B̄(λ,b)− Ā(λ, a)B̄(λ,b′)] ρ(λ) dλ. (3.17)

Utilizando la notación Ā(λ, a)→ Aa, se escribe la identidad algebraica

AaBb − AaBb′ = AaBb ± AaBbAa′Bb′ − AaBb′ ∓ AaBbAa′Bb′

= AaBb[1± Aa′Bb′ ]− AaBb′ [1± Aa′Bb]. (3.18)

Teniendo en cuenta la Ec.(3.15), los productos |ĀB̄| ≤ 1, porque lo tanto 1 ± ĀB̄ ≥ 0 y,

usando la identidad algebraica anterior, el valor absoluto de la diferencia Ec.(3.17) satisface

la desigualdad:

|P (a,b)− P (a,b′)| ≤
∫
Γ

|Ā(λ, a)B̄(λ,b)|
[
1± Ā(λ, a′)B̄(λ,b′)

]
ρ(λ) dλ

+

∫
Γ

|Ā(λ, a)B̄(λ,b′)|
[
1± Ā(λ, a′)B̄(λ,b)

]
ρ(λ) dλ

≤
∫
Γ

[
1± Ā(λ, a′)B̄(λ,b′)

]
ρ(λ) dλ

+
[
1± Ā(λ, a′)B̄(λ,b)

]
ρ(λ) dλ.

Teniendo en cuenta la condición de normalización Ec.(3.1), resulta

|P (a,b)− P (a,b′)|+ |P (a′,b) + P (a′,b′)| ≤ 2, (3.19)

si se elige a′ = −b y se asume una anticorrelación perfecta, P (b,b) = 1 se obtiene la primera

desigualdad de Bell Ec.(3.11). La Ec.(3.19) se puede expresar en términos del parámetro de

Bell S,

−2 ≤ S ≡ P (a,b)− P (a,b′) + P (a′,b) + P (a′,b′) ≤ 2, (3.20)

y es por lo tanto equivalente a la desigualdad CHSH, Ec. (3.14) [21].

Para completar esta generalización del teorema de Bell, basta mostrar que en algún caso las
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correlaciones cuánticas violan la desigualdad dada por la Ec.(3.20).

Figura 3.2: Predicción cuántica para el parámetro de Bell, Las lı́neas horizontales marcan el
lı́mite S = ±2 de la desigualdad.

Se toma las direcciones de Alice a, a' y las de Bob b,b' coplanares y ortogonales entre si

y que el sistema de Bob esta rotado un ángulo φ ∈ [0,2π] respecto al de Alice, como se indica

en la Fig.(3.2). Haciendo uso de la correlación cuántica PMC(a,b) = −cosθab, la predicción

cuantica para el parametro de Bell (S) es:

SMC(φ) = cos(3φ)− 3cos(φ). (3.21)

Función que se muetra en Fig.(3.2). Los ángulos para los cuales la violación de la desigualdad

(3.20) es máxima son:

para φ = 45o, φ = 315o → S = −2
√

2 < −2

para φ = 135o, φ = 225o → S > 2
√

2 > −2

La segunda desigualdad de Bell, Ec.(3.20), es una generalización importante con respecto a

la primera que se aplica a toda teorı́a realista, local. Se ha abandonado la exigencia de una

correlación perfecta, se aparta del determinismo y se da un paso en dirección al laboratorio,

incluyendo la posibilidad de una falla del detector (conteo nulo).
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Las desigualdades de Bell desarrolladas en el contexto de partı́culas de espı́n 1/2 no son

directamente aplicables a experiencias de un canal2. Construyendo sobre su propuesta inicial

[24], Clauser y Horne [29] obtienen una desigualdad de Bell “Desigualdad CH74” [21].

3.2.3. Veredicto experimental

La importancia del resultado de Bell y sus principales generalizaciones reside en colocar,

por primera vez, el dilema filosófico planteado por la paradoja EPR en términos aptos para

verificación experimental. Al demostrar que las teorı́as locales, deterministas de variables

ocultas y la mecánica cuántica no comparten el mismo conjunto de predicciones, se abre la

puerta a la posibilidad de decidir experimentalmente entre ambos tipos de teorı́as.

El trabajo experimental realizado en los últimos 35 años tendiente a dilucidar si las desigual-

dades de Bell son o no satisfechas en experiencias tipo EPR, se puede dividir en tres etapas:

La primera generación de experimentos orientada a probar directamente versiones simpli-

ficadas de la desigualdad Bell, se realizó en la primer mitad de la década del 70 en Berkeley

[26], y en la universidad de Texas [30]. Estos experimentos usaron pares de fotones correla-

cionados en polarización emitidos en ciertos decaimientos atómicos en cascada. La mayorı́a

de ellos confirmaron las predicciones de la mecánica cuántica por un margen aceptable y

contradijeron las de las teorı́as realistas locales.

Las experiencias de segunda generación, iniciadas a comienzos de la década del 80. Den-

tro de esta generación se encuentran los primeros experimentos que son considerados como

concluyentes respecto a la cuestión de la violación de la desigualdad de Bell son los que se

realizan por Alain Aspect y colaboradores en el instituto de óptica teórica y aplicada de la

Universidad de Parı́s-Sur, en Orsa [27, 31, 32]. Es a partir de este tipo de experiencias, que

el debate comienza inclinarse decididamente en favor de la mecánica cuántica.

Las experiencias de tercera generación se realizan a partir de 1988 [33, 34, 35], que observan

violaciones de las desigualdades de Bell eliminando problemas presentes en los experimen-

tos de las dos anteriores generaciones. Una de las experiencias más reconocidas dentro de

2Las experiencias con polarización de fotones se hicieron usando filtros polarizadores, seguidos de un tubo
fotomultiplicador para detectar los fotones que los atraviesan. Es decir, un esquema de deteccion de un canal.
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esta generación es la realizada por Weihs et al. [36].

Desde el punto de vista cuantitativo, en la literatura se encuentran varias decenas de

experimentos reportando la violación de algún tipo de desigualdad de Bell por varias desvia-

ciones estándar, en todas los experimentos realizados hasta la fecha se confirma la predicción

cuántica.

Experimentos de Aspect

Las tres experiencias realizadas por Alain Aspect y colaboradores a comienzos de la deca-

da del 80, con el merito de haber conseguido montar un experimento con mayores garantı́as,

dejan bastante bien establecido que las correlación medidas de polarización de fotones no

satisfacen las desigualdades de Bell por un amplio margen.

Los experimentos consistı́an esencialmente en una situación comparable a la descrita en la

experiencia EPR, solo que en lugar de medir posición y momento de un sistema de dos

partı́culas, se media el ángulo de polarización de dos fotones correlacionados emitidos por

una fuente en común. Tomadas en conjunto, las tres experiencias del grupo de Aspect repre-

sentaron un avance impresionante con respecto a la implementación práctica del teorema de

Bell y proporcionaron la evidencia mas clara en favor de la mecánica cuántica y sus predic-

ciones [21].

3.3. No-localidad y entrelazamiento cuántico

El teorema de Bell aplicado a la teorı́a cuántica se obtiene como una consecuencia de

aceptar el supuesto de que la mecánica cuántica a de ser completada mediante variables ocul-

tas y el criterio de localidad propuesto. El teorema en si, como se mostró en este capı́tulo, es

una desigualdad matemática que limita el nivel de correlación esperable para los resultados

de medidas simultáneas efectuadas sobre dos partı́culas que han estado interactuando. Esta

desigualdad marca la diferencia cuantitativa susceptible a la verificación entre la interpre-

tación de Copenhague y la teorı́a realista-local. La mecánica cuántica entendida a modo de

Copenhague predecı́a que bajo ciertas condiciones el grado de correlación debı́a sobrepasar
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el limite marcado por la desigualdad de Bell y era, por tanto , mayor que el grado de corre-

lación permitido por la teorı́a entendida a modo de Eintein (realismo-local). Que predecı́a el

cumplimiento de las desigualdades en todas las circunstancias [37].

De esto se concluyó que si las predicciones cuánticas son correctas, entonces habı́a que

desestimar la teorı́a de variables ocultas, y habı́a que hacerlo no tanto porque la idea de

completar la mecánica cuántica fuese en si misma inaceptable, sino porque una teorı́a de va-

riables ocultas no podrı́a encajar con las predicciones cuánticas a no ser que contemplara la

existencia de un “mecanismo por el cual la colocación de un aparato de medida pueda influir

en el resultado proporcionado por otro instrumento no importa lo remoto que se encuentre ”,

es decir, a no ser de que se prescindiera del supuesto de localidad , pues “es el requisito de

localidad [...] lo que crea la dificultad esencial” [38].

Dicho de otra forma el incumplimiento de las desigualdades de Bell impiden cualquier mo-

delo cuántico realista y local, por lo que apartir de Bell y los experimentos realizados poste-

riormente, existe la tendencia a tomar la no-localidad como una caracteristica fundamental e

intrı́nseca del universo.

El entrelazamiento cuántico es una propiedad y consecuencia de la mecánica cuántica

que fue reconocida desde sus primeros años. Respecto de este fenómeno, en 1935 Erwin

Schrödinger escribe: “Cuando dos sistemas, de los que conocemos sus estados por su respec-

tiva representación, entran en interacción fı́sica temporal debido a fuerzas conocidas entre

ellos y tras de un tiempo de influencia mutua se separan otra vez, entonces ya no pueden

describirse como antes, esto es, dotando a cada uno de ellos de una representación propia.

Yo no llamarı́a esto “un” sino “el” rasgo caracterı́stico de la mecánica cuántica” [39]. Se

puede decir que el entrelazamiento cuántico es una propiedad cuántica que inicialmente fue

cuestionada e indirectamente predicha por los contradictores Einstein, Podolsky y Rosen 3.

Posteriormente Bell dio un nuevo impulso gracias a un refinado análisis de las sutilezas que

involucra el entrelazamiento y describió esta conexión entre partı́culas como “no-local”. El

artı́culo EPR como las desigualdades de Bell fueron, por lo tanto, un importante incentivo

3En el contexto original del artı́culo EPR, el entrelazamiento se postula como una propiedad estadı́stica
del sistema fı́sico formado por una pareja de partı́culas que provienen de una fuente común y están altamente
correlacionados debido a la ley de conservación del momento lineal de ambas
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para la investigación del entrelazamiento.

Los estados entrelazados en sistemas de dos spines surgen muy naturalmente y juegan un pa-

pel muy importante en muchos fenómenos de la fı́sica atómica y molecular. En ese contexto

las consecuencias paradojales de este fenómeno no se ponen de manifiesto. Pero es evidente

que, tal como fue analizado en el trabajo de EPR, cuando el entrelazamiento está presente

a escala macroscópica es responsable de buena parte de los misterios de la fı́sica cuánti-

ca. Parece intuitivo pensar que las reglas de la fı́sica que se aplican a nivel atómico serı́an

transferibles al mundo macroscópico. Sin embargo, los intentos para demostrar esto no han

sido fáciles. De hecho, cuando el tamaño de un sistema cuántico aumenta, interactúa mucho

más con su ambiente circundante, lo cual destruye rápidamente sus propiedades cuánticas.

Este fenómeno, conocido como la decoherencia cuántica, es una de las limitaciones en la

capacidad de los sistemas macroscópicos para retener sus propiedades cuánticas.

El entrelazamiento a nivel macroscópico es una de las principales áreas de investigación

actual en el campo de la fı́sica cuántica, y se ha explorado el uso del entrelazamiento como

un recurso fı́sico, abordandose teórica y experimentalmente tareas vinculadas con el pro-

cesamiento y transmisión de la información cuántica (teleportación, computación cuántica,

criptografı́a cuántica, entre otras) [40].



Capı́tulo 4

Formalismo de los sistemas cuánticos abier-

tos y entrelazamiento cuántico

Paradójicamente, el entrelazamiento es considerado una de las manifestaciones más “ no

clásicas” del formalismo cuántico. Fue usado por Einstein, Podolsky y Rosen en su intento

para atribuir valores a cantidades fı́sicas antes de la medida. Como se presentó en el capı́tulo

anterior, fue Bell quien mostró lo opuesto, es justo el entrelazamiento el cual irreversiblemen-

te descarta tal posibilidad. Bell, mostró que la probabilidad para las salidas obtenidas cuando

se mide convenientemente algún estado cuántico entrelazado viola las desigualdades de Bell.

En este camino el entrelazamiento cuántico es un rasgo del formalismo cuántico, el cual hace

imposible simular las correlaciones cuánticas con cualquier formalismo clásico[41].

Ha sido claro que el entrelazamiento no es solo objeto de debates filosóficos, constituyéndose

en una nueva fuente de tareas cuánticas, las cuales no pueden ser desarrolladas por medio de

herramientas clásicas, en este orden, a lo largo del presente capı́tulo se expondrán algunas

de las herramientas que permiten el estudio de sistemas cuánticos y posteriormente el análi-

sis del entrelazamiento. Adicionalmente, debido a que el aislamiento perfecto de sistemas

cuánticos no es posible, ya que cualquier sistema real está influenciado por un acoplamiento

inevitable con el ambiente, en este capı́tulo se examina este fenómeno mediante el forma-

lismo de sistemas cuánticos abiertos. El efecto del ambiente, sobre el sistema cuántico se

refleja como perdida de entrelazamiento, este proceso es conocido como decoherencia, y es

tema central del capı́tulo posterior.

Este capı́tulo se ordena de la siguiente manera: inicialmente se hace una breve descripción de

estados puros y mixtura, para posteriormente abordar el estudio del operador densidad y sis-

temas compuestos, lo cual permite el análisis de sistemas cuánticos abiertos para finalmente

describir medidas de entrelazamiento para estados puros y para estados mixtura.

44
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4.1. Estados puros y mixtura

En mecánica clásica el estado de un sistema se puede determinar especificando los valo-

res de un número suficiente de variables o propiedades del mismo, por ejemplo, la dinámica

del estado para una partı́cula esta completamente determinado por los valores de la posición

y momento en un instante determinado, asi, el estado del sistema en cualquier momento pos-

terior puede ser predecido con certeza. En lo que respecta a la mecánica cuántica la máxima

información posible, tiene un significado más restringido que la fı́sica clásica ya que no to-

dos los observables fı́sicos pueden ser medidos simultáneamente con precisión, por lo que

el procedimiento clásico no puede utilizarse para identificar su estado. Hechos como éste

condujeron a la introdución de una herramienta matemática, vector de estado o función de

onda, para identificar estados.

Es conocido por los postulados de la mecánica cuántica estudiados en el capı́tulo 2, que a

cada estado de un sistema se le asocia una función de onda |ψ〉 que lo describe completamen-

te; es decir, contiene toda la información fı́sica que concierne a dicho estado. Para algunos

estados, la función de onda queda determinada especificando los valores que toman ciertas

propiedades. Cuando conocemos la función de onda de un sistema decimos que éste se en-

cuentra en un estado puro.

En la práctica, una preparación completa de un sistema se consigue rara vez, y en la mayoria

de los casos las variables dinámicas medidas durante la preparación no constituye un conjun-

to completo. Como resultado el estado del sistema no es puro y no se puede representar por

un único vector de estado. Sin embargo, es posible describirlo, afirmando que el sistema tiene

algunas probabilidades W1,W2, ...Wn de encontrarse dentro de un determinado conjunto de

estados puros: {|ψ1〉, |ψ2〉, ...|ψ〉n}, respectivamente. En el ensemble mezclado, es necesario

el uso de una descripción estadı́stica, los sistemas se denominan mezclas estadı́sticas y sus

estados son conocidos como estados mixtura [42].

En este caso:

1. Los estados ya no estan completamente definidos.
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2. Las mediciones no se describen a través de proyecciones ortogonales del estado del

sistema.

3. La evolución no es unitaria.

La representación matemática de un estado mixtura se hace mediante un operador o

matriz densidad, como se vera en la sección 4.2.

4.2. Operador densidad

El lenguaje del operador densidad provee un medio conveniente para la descripción de sis-

temas cuánticos cuyo estado no esta completamente definido o es conocido en sentido esta-

distico. El objetivo de esta sección es describir la formulación y algunas propiedades de este

operador, que a menudo se conoce como la matriz densidad. (Se utilizarán los dos términos,

indistintamente).

Sea un sistema cuántico donde {|ϕi〉} denota una base ortonormal en su correspondiente

espacio de Hilbert [43]

〈ϕi|ϕj〉 = δij, (4.1)

y completa

∑
i

|ϕi〉〈ϕi| = 1. (4.2)

Un ensemble de estados cuánticos se define a partir de una serie de funciones de onda |ψn〉
cada una indexada por n. Además, la probabilidad respectiva de cada estado |ψn〉, en el con-

junto total de estados es denotada como Wn, satisfaciendo la normalización
∑

Wn = 1.

Considerando una mixtura, de n estados preparados independientemente, el operador densi-

dad que define la mixtura esta definido por:

ρ =
∑
n

Wn|ψn〉〈ψn|, (4.3)
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donde la suma se realiza sobre todos los estados presentes en la mixtura.

Se puede expresar el operador (4.3) en forma de matriz usando la base completa de autoes-

tados. Teniendo en cuenta

|ψn〉 =
∑
m′

a
(n)
m′ |ϕm′〉, (4.4)

la Ec. (4.3) resulta

ρ =
∑
mm′n

Wna
(n)
m′ a

(n)∗
m |ϕm′〉〈ϕm|. (4.5)

Tomando los elementos de la Ec.(4.3) entre los estados |ϕi〉 y |ϕj〉 , y aplicando las condi-

ciones de ortonormalidad se obtiene

〈ϕi|ρ|ϕj〉 =
∑
n

Wna
(n)
i a

(n)∗
j . (4.6)

El conjunto de todos los elementos de esta ecuación, donde i y j corren sobre todos los estados

bases sobre los cuales se extiende la suma, genera una representación matricial explı́cita del

operador (4.3), conocida como la matriz densidad.

4.2.1. Propiedades de la matriz densidad

Una matriz densidad satisface las siguientes propiedades [42]:

Según la definición (4.6), se puede observar que ρ es Hermitiana, esto es

〈ϕi|ρ|ϕj〉 = 〈ϕj|ρ|ϕi〉∗. (4.7)

Dado que la probabilidad de encontrar el sistema en el estado |ψn〉 es Wn , y donde

la probabilidad que |ψn〉 pueda ser encontrada en el estado |ϕm〉 es |a(n)m |2 , la proba-

bilidad de encontrar el sistema en el estado |ϕm〉 está dado por los elementos de la

diagonal:

ρmm = 〈ϕm|ρ|ϕm〉 =
∑
n

Wn|a(n)m |2. (4.8)

Dado que las probabilidades son números positivos de la Ec. (4.8), se tiene que:

ρmm ≥ 0. (4.9)
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De esta propiedad y la anterior se sigue que la matriz densidad es un operador definido

positivo.

La probabilidad W (ψ) de encontrar el sistema en el estado arbitrario |ψ〉 después de

una medición está dada por los elementos de matriz:

W (ψ) = 〈ψ|ρ|ψ〉. (4.10)

La traza de ρ es una constante independiente de la base usada en el espacio de Hilbert.

Usando la normalización y la condición
∑
n

Wn = 1, se tiene que:

tr ρ =
∑
i

ρii =
∑
a

Wa

∑
a

|a(n)i |2 = 1 (4.11)

El valor de expectación o el valor esperado de un operador Q, está dado por la traza

del producto de ρ y Q

〈Q〉 =
∑
m′m

∑
n

Wna
(n)
m′ a

(n)∗
m 〈φm|Q|φm′〉

=
∑
m′m

〈φm′|ρ|φm〉〈φm|Q|φm′〉 = tr (ρQ)
(4.12)

Este resultado es de notoria importancia, ya que en mecánica cuántica toda la informa-

ción del comportamiento de un sistema puede ser expresada en términos de los valores

de expectación de una base de operadores. El valor de expectación de un operador pue-

de ser obtenido por (4.12), de donde se concluye que la matriz densidad contiene toda

la información significante del sistema.

Un sistema cuántico cuyo estado |ψ〉 es conocido exactamente, se dice que está en un

estado puro. El operador densidad correspondiente está dado por

ρ = |ψ〉〈ψ|. (4.13)

En cualquier otro caso se dice que ρ es un estado mixtura. Un estado puro satisface

tr (ρ2) = 1. (4.14)
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mientras un estado mixtura satisface que

tr (ρ2) < 1. (4.15)

Estas ecuaciones dan un criterio simple para determinar si un estado es puro o mixtura.

4.2.2. La evolución temporal del operador densidad

La evolución temporal del estado de un sistema cuántico está dada por la ecuación de

Schrödinger [44]

i~
∂|ψ(t)〉
∂t

= H(t)|ψ(t)〉. (4.16)

La ecuación para el estado adjunto es

−i~∂〈ψ(t)|
∂t

= H(t)〈ψ(t)|. (4.17)

Introduciendo el operador de evolución temporal U(t), el cual transforma el estado |ψ(0)〉
en el estado |ψ(t)〉,

|ψ(t)〉 = U(t)|ψ(0)〉, (4.18)

la ecuación de Schrödinger (4.16) implica que

i~
∂U(t)

∂t
= H(t)U(t). (4.19)

Suponiendo que a tiempo t = 0, una cierta mixtura esta representada por el operador densidad

ρ(0) =
∑
n

Wn|ψn(0)〉〈ψn(0)|, (4.20)

y dado que cada estado |ψn(0)〉 evoluciona de acuerdo a la Ec.(4.18), el operador densidad

en función del tiempo resulta

ρ(t) =
∑
n

WnU(t)|ψn(0)〉〈ψn(0)|U(t)†

=
∑
n

Wn|ψn(t)〉〈ψn(t)|,
(4.21)
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lo cual se puede escribir como

ρ(t) = U(t)ρ(0)U(t)†. (4.22)

Diferenciando esta ecuación con respecto al tiempo y reemplazando en la Ec. (4.19), con su

respectivo operador adjunto, se obtiene

i~
dρ(t)

dt
= [H(t), ρ(t)], (4.23)

donde el operador de conmutación es

[H(t), ρ(t)] = H(t)ρ(t)− ρ(t)H(t). (4.24)

La evolución temporal del operador densidad puede ser determinado desde la Ec. (4.22) o

equivalentemente, desde la Ec. (4.23). Esta ultima es llamada la ecuación de Liouville- von

Neumann.

4.2.3. Matriz densidad para sistemas de dos niveles

Sea un sistema cuántico de dos niveles, cuyo espacio de Hilbert es expandido por dos

estados, un estado excitado |+〉 y un estado base |−〉 [42].

|+〉 =

(
1

0

)
, |−〉 =

(
0

1

)
, (4.25)

Las matrices de Pauli, σx , σy y σz , y la matriz identidad, escritas en la base de los estados

|+〉 , |−〉 son

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
, I =

(
1 0

0 1

)
. (4.26)

Notar que|±〉 son los autoestados de σz . Es conveniente también definir los operadores de

creación y destrucción

σ+ = |+〉〈−|, σ− = |−〉〈+|, (4.27)
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con su correspondiente representación matricial

σ+ =

(
0 1

0 0

)
, σ− =

(
0 0

1 0

)
. (4.28)

La matriz densidad en la base z (autoestados de σz), puede escribirse de la forma

ρ =

(
〈+|ρ|+〉 〈+|ρ|−〉
〈−|ρ|+〉 〈−|ρ|−〉

)
, (4.29)

Los elementos diagonales corresponden a las poblaciones y los no diagonales son denomi-

nados coherencias.

La matriz densidad puede escribirse alternativamente como

ρ =
1

2
(I +

∑
i=x,y,z

piσi), (4.30)

donde

pi = tr [ρσi], (4.31)

los coeficientes {pi} definen un vector de tres componentes, denominado vector de Bloch. El

mismo satisface que |p| ≤ 1, condición equivalente al requerimiento que ρ(t) es definida po-

sitiva. Para |p| < 1, la matriz densidad correspondiente describe un estado mixtura, mientras

que un vector de Bloch que satisface |p| = 1 representa un estado puro.

También es posible demostrar que el conjunto de matrices densidad de un sistema de dos ni-

veles es isomórfico a la esfera unidad, conocida como esfera de Bloch (Fig 4.1). La superficie

de la misma corresponde al conjunto de estados puros. Dada una dirección arbitraria n̂

nz = cosθ,

nx = senθcosβ,

ny = senθsenβ,

(4.32)

se puede definir la correspondiente matriz de Pauli en dicha dirección

σn =
∑
i=x,y,z

niσi, (4.33)
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obteniéndose

σn =

(
cosθ senθe−iβ

senθeiβ −cosθ

)
. (4.34)

Figura 4.1: Esfera de Bloch. Representación geométrica del espacio de estados puros de un
sistema cuántico de dos niveles, a través de puntos pertencientes a una esfera unitaria.

De esta manera, se puede parametrizar una matriz densidad arbitrária (dos niveles) como

función de los parámetros θ , β y q (0 ≤ q ≤ 1)

ρ =
1

2
(I + qσn), (4.35)

donde θ , β y q se corresponden con las coordenadas esféricas que definen la esfera de Bloch.

4.2.4. Sistemas compuestos o bipartitos

Considerando dos sistemas cuánticos interactuantes S(1) y S(2), donde sus espacios de

Hilbert son denotados como H(1) y H(2) .Su espacio H de estados conjunto S = S(1) +

S(2) está dado por el producto tensorial de los espacios de Hilbert pertenecientes a los dos

subsistemas S(1) y S(2) [5],

H = H(1) ⊗H(2). (4.36)
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Si se tiene en cuenta las bases ortonormales {ϕ(1)
i } y {ϕ(2)

j } , enH(1) yH(2) respectivamente,

un estado general en el espacioH se puede escribir como

|Ψ〉 =
∑
ij

αij|ϕ(1)
i 〉 ⊗ |ϕ

(2)
j 〉, (4.37)

esto es, los elementos |ϕ(1)
i 〉⊗|ϕ

(2)
j 〉 forman una base del espacioH, cuya dimensión es igual

a el producto de las dimensiones deH(1) yH(2).

Un operador A actuando sobre H puede ser representado como una combinación lineal de

productos tensoriales,

A =
∑
α

A(1)
α ⊗ A(2)

α , (4.38)

donde A(1)
α ⊗ A(2)

α son operadores que actúan sobreH(1) yH(2) respectivamente.

Los observables del sistema S(1) toman la forma A(1) ⊗ I(2) , mientras que los observa bles

de sistemas S(2) están dados por la expresión I(1) ⊗ A(2) . Los operadores identidad en H(1)

yH(2) , están denotados respectivamente por I(1) y I(2).

La matriz densidad del sistema compuesto S, es un operador en el espacioH, la matriz den-

sidad total toma la forma del producto tensorial de las matrices densidad de los subsistemas

ρ = ρ(1) ⊗ ρ(2). (4.39)

Esto implica que los valores esperados de un producto tensorial factorizable de operadores

pertenecientes a los subsistemas es

〈A(1)⊗A(2)〉 ≡ tr{(A(1)⊗A(2))ρ} = tr(1){A(1)ρ(1)}tr(2){A(2)ρ(2)} = 〈A(1)〉〈A(2)〉 (4.40)

donde, tr(1) y tr(2) denotan las trazas parciales sobre los espacios de Hilbert H(1) y H(2),

respectivamente [43].

Cuando se está interesado solamente en los observables del subsistema S(1), esto es sólo en

operadores de la forma

A = A(1) ⊗ I(2), (4.41)
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es conveniente introducir la matriz densidad reducida pertinente a dicho subsistema, definida

como

ρ(1) ≡ tr(2)ρ, (4.42)

donde tr(2) denota la traza parcial tomada sobre el segundo espacio de HilbertH(2).

El formalismo del operador densidad presentado en esta sección permite el estudio de sis-

temas cuánticos abiertos, tema que será abordado en la siguiente sección. Además como

se presentará en las secciones posteriores, corresponde a una herramienta esencial para el

estudio del entrelazamiento cuántico.

4.3. Sistemas cuánticos abiertos

Un sistema cuántico abierto es aquel que está en interacción con un sistema cuántico ex-

terno, el ambiente. El objetivo de esta sección es comprender y describir el comportamiento

de un sistema que interactúa y evoluciona de forma conjunta a un entorno. En contraste al

caso de un sistema cerrado, la dinámica cuántica de un sistema abierto no puede en gene-

ral, ser representada en términos de la evolución unitaria temporal [8][9]. Por el contrario,

resulta útil formular la dinámica de un sistema abierto mediante una apropiada ecuación de

movimiento para su matriz densidad [43].
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4.3.1. Dinámica de sistemas cuánticos abiertos

Figura 4.2: Imagen esquemática de un sistema cuántico abierto

Un sistema cuántico abierto es un sistema cuántico S que está acoplado a otro sistema

E llamado “entorno”. Es por eso, que el sistema S en realidad representa un subsistema

del sistema total combinado S + E , generalmente considerado cerrado. Por consiguiente, un

estado del sistema S cambiará como consecuencia de su dinámica interna y de la interacción

con su entorno. Esta interacción genera ciertas correlaciones entre el sistema y el entorno

que harán que el estado de S permanezca constante a partir de cierto momento, y por lo

tanto,S responda a una evolución unitaria a partir de entonces. La dinámica del subsistema S

inducida por el Hamiltoniano del sistema total es generalmente conocida como la dinámica

del sistema reducido, y S es llamado el sistema reducido.

Se llama HS al espacio de Hilbert del sistema S y HE al espacio de Hilbert del entorno

E . El espacio de Hilbert del sistema total S + E esta generado por el producto tensorial

H = HS ⊗HE . El Hamiltoniano total del sistema se puede escribir según [5]:

H(t) = HS ⊗ IE + IS ⊗HE +HI(t), (4.43)

donde HS es el Hamiltoniano del sistema S, HE es el Hamiltoniano libre del entorno E y

HI(t) describe la interacción entre el sistema y el entorno.

De acuerdo a la sección 4.2.4 los observables referentes a S son todos de la forma A ⊗ IB,
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donde A es el operador actuando sobre el espacio de Hilbert HS y IB denota la identidad en

el espacio de Hilbert HE . Si el estado del sistema total es descrito por ρ el valor esperado de

A es:

〈A〉 = trS{AρS}, (4.44)

ρS = trEρ es la matriz reducida de un sistema cuántico abierto, mientras que trE denota la

traza parcial sobre el ambiente E .

La matriz densidad ρS(t) en el tiempo t se obtiene desde la matriz densidad total ρ(t) toman-

do la traza parcial sobre el ambiente, en donde la matriz densidad evoluciona unitariamente.

Se obtiene:

ρS(t) = trEρ(t) = trE{U(t, t0)ρ(t0)U(t, t0)
†}, (4.45)

donde U(t, t0) es el operador evolución temporal del sistema total.

4.3.2. Ecuaciones maestras

Para el estudio de los sistemas cuánticos abiertos existen diversas herramientas, en esta

sección, se usará el enfoque de las ecuaciones maestras. El objetivo principal en este contexto

es el de describir la evolución temporal de un sistema abierto con una ecuación diferencial

que describe adecuadamente el comportamiento no unitario. Esta descripción es proporcio-

nada por la ecuación diferencial [43]:

d

dt
ρ(t) =

−i
~

[H, ρ(t)] + L[ρ(t)], (4.46)

llamada ecuación maestra cuántica. El generador L representa un superoperador Lindblad,

el cual en forma general puede ser escrito como [5]:

d

dt
ρ(t) =

−i
~

[H, ρ] +
N2−1∑
k=1

γk(AkρA
†
k −

1

2
A†kAkρ−

1

2
ρA†kAk), (4.47)
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donde el primer término del generador representa la parte unitaria de la dinámica dada por

el Hamiltoniano H . Los operadores adimensionales Ak, son usualmente denominados co-

mo operadores Lindblad, representando el acoplamiento del sistema con su ambiente. Las

cantidades positivas γk tienen dimensiones de la inversa del tiempo y representan las tasas

decaimiento.

La dinámica de los sistemas cuánticos abiertos, permitirá el estudio de sistemas que inter-

actúan con diferentes tipos de ruidos, para estos casos la estructura de la Ec.(4.47) será modi-

ficada en función de los operadores que mejor describan la interacción. La interacción de un

sistema con el ambiente es uno de los factores que ocasionan la decoherencia del mismo, esto

será analizado en conjunto con el entrelazamiento para sistemas especı́ficos en el capı́tulo 5.

4.4. Entrelazamiento cuántico y su evolución

Tal como se presentó en la discusión en el capı́tulo 3, la motivación para el entendimiento

del concepto de entrelazamiento no solo radica en su carácter fundamental sino también es

incentivada por sus potenciales aplicaciones en el área de información cuántica. El fenómeno

de entrelazamiento cuántico [41] está definido al considerar sistemas cuánticos compuestos

(ver subsección 4.2.4) y es un recurso que admite ser cuantificado y transformado. En esta

sección se discutirá algunos tipos de medida de entrelazamiento para estados puros y para

estados mixtura (definidos en la sección 4.1).

4.5. Separabilidad versus entrelazamiento

Se considera un sistema multipartito S de N partı́culas. El estado del sistema es definido

en un espacio de Hilbert, resultante del producto tensorial de los N espacios individuales de

Hilbert de los subsistemas [45],

H = H1 ⊗H2 ⊗ ....⊗HN . (4.48)

Un estado cuántico |Ψ〉 puro que describe un sistema con muchas partes se dice que es estado

producto o separable si y solo si es posible escribirlo como el producto de los estados de cada
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parte

|Ψ〉 = |ψ〉 ⊗ ...⊗ |ψN〉. (4.49)

Esto significa que es posible asignarle un vector de estado a cada subsistema, cada uno de los

cuales tiene información completa sobre cada subsistema. Si se realiza una medición sobre

uno de los subsistemas, esta no tiene ninguna influencia sobre el otro subsistema, esto es, no

hay correlación entre los resultados de las mediciones de los subsistemas.

Por otro lado, cuando el estado global del sistema no puede escribirse de la forma (4.49) si

existe correlación entre las mediciones de los subsistemas. A este tipo de estados se les llama

estados entrelazados. En este caso, una medición local causa la reducción del estado sistema

total y por lo tanto cambia los resultados de mediciones futuras en los sistemas.

Un estado general del sistema total puede ser escrito como

|Ψ〉 =
∑
j1...jN

aj1...jN |j1〉 ⊗ ...⊗ |jN〉 ≡
∑
j1...jN

aj1...jN |j1...jN〉, (4.50)

donde |j1〉 , con 0 ≤ ji ≤ di − 1 , es una base ortonormal deHi (de dimensión di ).

Si se restringe a un sistema cuántico bipartito compuesto por dos subsistemas A y B, cuyos

estados están en los espacios de Hilbert HA y HB de dimensión finita, dA,B ≡dim(HA,B) =

dim(HA) dim(HB), el espacio completo evidentemente es H = HA ⊗ HB (ver subsección

4.2.4). Para sistemas de dos niveles o qubits1, sea la base |+〉 y |−〉. Entonces tenemos cuatro

estados separables posibles [43]:

| −+〉, |+−〉, | − −〉, |+ +〉, (4.51)

donde por ejemplo, | − −〉AB ≡ |−〉A ⊗ |−〉B. Debido a la posibilidad de superposición de

estados en el espacio de Hilbert, también se puede tener, por ejemplo, estados de la forma

|Ψ〉 = α| − −〉+ β|+ +〉 ∈ H, (4.52)

1El término qubit o bit cuántico [43], hace referencia a un sistema cuántico en el cual los estados booleanos
clásicos 0 y 1 son reemplazados por un par de estados cuánticos mutuamente ortogonales denotados por |0〉, |1〉.
Si se representa |0〉 = |−〉y |1〉 = |+〉 estos dos estados forman una base computacional.
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el cual es un estado entrelazado, ya que no puede ser escrito en forma factorizable. Una base

completa del espacio de Hilbert bipartito esta dada por [41]

|Ψ±〉 =
1√
2

(| −+〉 ± |+−〉), |Φ±〉 1√
2

(| − −〉 ± |+ +〉), (4.53)

los cuales son llamados usualmente la base de Bell. Esta base constituye un conjunto de

estados con entrelazamiento máximo. Otro caso importante para destacar son los estados de

Werner definidos como

ρ = p|Ψ−〉〈Ψ−|+ (1− p)I
4
, 0 ≤ p ≤ 1. (4.54)

Al contrario de la base de Bell (algunas veces llamados estados EPR), este es un estado

mixtura el cual presenta entrelazamiento solo para p > 1/3.

Claramente las afirmaciones previas descansan sobre la posibilidad de definir una medida

de entrelazamiento, a continuación se expondran las correspondientes medidas para estados

puros y estados mixtura.

4.6. Medidas de entrelazamiento para estados bipartitos pu-

ros

Para cada estado bipartito puro ρ la medida de entrelazamiento E(ρ), puede ser definido

como la entropı́a de Von Neumann calculada a partir de la matriz densidad reducida corres-

pondiente a uno de los subsistemas [41, 45]

E(ρ) = SA = SB = −tr(ρAlog2ρA) = −tr(ρBlog2ρB). (4.55)

Notar que esta medida es igual a cero para subsistemas puros (que implica un estado bipartito

separable o producto).

En la siguiente sección se presenta el estudio de estados mezclados, para los cuales, la medida

de entrelazamiento definida por la entropı́a de Von Neuman no se aplica.
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4.7. Medidas de entrelazamiento para estados mixtura

Un estado mixtura es llamado separable si este puede ser preparado por las dos partes

en una “manera clásica”. Por ejemplo, ambas partes pueden comunicarse clásicamente y

coordinar como mezclan diferentes ensambles descritos por una dada matriz densidad. Es-

pecı́ficamente, un estado mixtura es llamado separable si el mismo puede ser expresado como

la combinación convexa de los estados producto de todos los subsistemas constituyentes [43]

% =
∑
µ

Wµρ1µ ⊗ ...⊗ ρNµ,
∑
µ

Wµ = 1, Wµ ≥ 0. (4.56)

donde ρ1µ , 1 ≤ i ≤ N , es la matriz de densidad correspondiente al sistema i, y el subı́ndice

µ se refiere al µ-miembro del conjunto de producto-estado de realización de ρ .En cualquier

otro caso, se dice que el estado tiene entrelazamiento.

Es muy complicado mostrar directamente que un estado mixtura puede o no puede ser ex-

presado en la forma (4.56). Por esta razón, se introdujeron otras definiciones alternativas. A

continuación se describe un criterio propuesto por William K. Wootters [46] , para detectar

entrelazamiento, el cual puede ser evaluado en forma simple luego de definir la correspon-

diente matriz densidad.

4.7.1. Concurrencia

Un estado mixtura puede ser descompuesto como ρ =
∑
i

Wi|Ψi〉〈Ψi| . Fijando el estado

ρ existen muchas maneras de lograr esta descomposición, esto es, distintos conjuntos de

pesos Wi y estados puros |Ψi〉 . El entrelazamiento de un estado mixtura ρ es definido como

el entrelazamiento promedio de los estados puros de la descomposición, minimizado sobre

todas las posibles descomposiciones de ρ [46].

E(ρ) = mı́n
∑
i

WiE(|Ψi〉〈Ψi|), (4.57)

donde E(|Ψi〉〈Ψi|), es definida por Ec. (4.55). En general, el proceso de minimizaciónes

extremadamente difı́cil, y su complejidad aumenta al aumentar la dimensión del espacio de
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Hilbert de cada subsistema. Sin embargo, una expresión analı́tica exacta puede obtenerse

cuando ambos subsistemas son sistemas de dos niveles.

La expresión obtenida por W.K. Wootters [46] es definida en términos de un estado auxiliar

ρ̃,

ρ̃ = (σy ⊗ σy)ρ∗(σy ⊗ σy), (4.58)

donde ρ∗ es la matriz conjugada de ρ, definida en la base de σz. El entrelazamiento de un

estado mixtura ρ de dos qubits (dos estados de dos niveles) es

E(ρ) = E(C(ρ)), (4.59)

donde E(x) es una función convexa y C(ρ), llamada la concurrencia del estado ρ, es definida

como

C(ρ) = máx{0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4}. (4.60)

Aquı́ los coeficientes λi son los autovalores, en orden decreciente, de la matriz hermı́tica√√
ρρ̃
√
ρ. (4.61)

Equivalentemente, se puede definir los λi como las raı́ces cuadradas de los autovalores de la

matriz ρρ̃.

Dado que en la Ec. (4.59) , E(x) es una función convexa, puede tomarse la concurrencia

C(ρ) Ec. (4.60) como medida de entrelazamiento. Bajo estas consideraciones, si se tiene una

concurrencia cero el entrelazamiento será también cero y el estado bipartito es separable; si

la concurrencia es uno el entrelazamiento es máximo.

En la contribución [47], para estados bipartitos se utiliza la siguiente representacion de la

matriz densidad de dos qubits, donde se utiliza el ordenamiento convencional de filas y co-

lumnas relacionados con los estados propios de σAz y σBz en la secuencia [++,+−,−+,−−]:

ρ(t) =


a(t) 0 0 0

0 b(t) z(t) 0

0 z∗(t) c(t) 0

0 0 0 d(t)

 , (4.62)
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Obviamente a+ b+ c+ d = 1. La concurrencia para esta estructura de matriz densidad esta

dada por:

C[ρ(t)] = 2máx{0, |z| −
√
ad}. (4.63)

En donde la existencia del entrelazamiento esta garantizada para valores de |z| >
√
ad.

En el capı́tulo siguiente, se utiliza el formalismo planteado a lo largo de este capı́tulo, con

el objetivo de estudiar sistemas cuánticos expuestos a ruidos, para el caso de sistemas com-

puestos, las mediciones de decoherencia del sistema se realizarán mediante la medida de la

concurrencia.



Capı́tulo 5

Aplicación del formalismo de sistemas cuánti-

cos abiertos en sistemas de un-qubit y de

dos-qubits

Las observaciones dentro de los procesos de información cuántica son atenuadas, porque

los sistemas reales sufren de interacciones no deseadas con el exterior. Estos procesos de-

coherentes pueden ser modelados como ruidos en información cuántica. Se debe entender y

controlar tales procesos de ruido con el fin de construir sistemas de procesamiento de infor-

mación cuántica útiles [5]. Para fines de la aplicación de los formalismos propuestos en los

capı́tulos anteriores, se examinan en el presente capı́tulo las caracterı́sticas más importantes

de dos modelos ideales de ruido y su formulación matemática para el estudio del sistema que

se propone.

5.1. Sistemas de un-qubit

Se considera un sistema cuántico de dos niveles. El Hamiltoniano es diagonal en la base

|+〉, |−〉, autoestados de la matriz σz Ec.(4.26). Entonces [43]:

H =
~
2
ω0σz, (5.1)

donde ω0 > 0 es la frecuencia de transición. Fı́sicamente, este esquema de dos niveles surge

siempre que la dinámica del sistema está efectivamente confinada a un espacio bidimensio-

nal, esto es, bajo la condición de que las transiciones a otros niveles puedan ser despreciadas.

63
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un-qubit y de dos-qubits 64

5.1.1. Amortiguación de Amplitud

El ruido de amortiguación en amplitud o amplitude damping es un modelo esquemático

que describe los efectos de disipación de energı́a debido a la pérdida de energı́a de un sistema

cuántico [43]. por ejemplo:

Las dinámicas de un átomo que emite un fotón de forma espontánea.

El funcionamiento de un sistema de espı́n a alta temperatura en aproximación de equi-

librio con su entorno.

El estado de un fotón en un interferómetro o cavidad cuando está sujeta a la dispersión

y atenuación.

Cada uno de estos procesos tiene sus propias caracterı́sticas, pero el comportamiento general

de todos ellos está bien caracterizado por el modelo de amplitud damping.

Para el desarrollo de la aplicación, se considera un átomo de dos niveles acoplado al vacı́o,

sometido a emisión espontánea. La parte coherente de la evolución del átomo es descrito por

el hamiltoniano H = −~ωσz/2, ~ω es la diferencia de energı́a atómica de la los niveles. La

emisión espontánea hace que un átomo en el estado excitado (|1〉) caiga al estado base (|0〉),

emitiendo un fotón en el proceso. Esta emisión se describe por el operador Lindblad
√
γσ−,

Donde σ− ≡ |0〉〈1| es el operador de descenso atómico, y γ es la tasa de emisión espontánea.

La ecuación maestra que describe este proceso es:

dρ(t)

dt
=
−i
~

[H, ρ(t)] + γ[σ−, ρ(t)σ+] + [σ−ρ(t), σ+]), (5.2)

donde γ es la tasa de decaimiento entre los dos niveles. σ− y σ+ son los operadores des-

trucción y creación, introducidos previamente, Ec.(4.28). Notar que los mismos son auto-

operadores del Hamiltoniano atómico

[H, σ−] = −ω0σ− [H, σ+] = ω0σ+. (5.3)
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Entonces σ± cambia la energı́a del sistema en una cantidad ±ω0, correspondiente al proceso

de absorción y emisión de fotones.

La evolución de las poblaciones y coherencias de la matriz densidad, correspondiente a la

Ec.(5.2) se escriben de manera explı́cita mediante las siguientes ecuaciones diferenciales

d

dt
ρ11 =

d

dt
〈+|ρ(t)|+〉 = −2γ〈+|ρ(t)|+〉, (5.4)

d

dt
ρ12 =

d

dt
〈+|ρ(t)|−〉 = −(iω0 + γ)〈+|ρ(t)|−〉, (5.5)

d

dt
ρ21 =

d

dt
〈−|ρ(t)|+〉 = (iω0 − γ)〈−|ρ(t)|+〉, (5.6)

d

dt
ρ22 =

d

dt
〈−|ρ(t)|−〉 = 2γ〈−|ρ(t)|−〉. (5.7)

Solucionando este sistema de ecuaciones diferenciales, para una condición arbitraria ρ(0), se

tiene para las coherencias

ρ12(t) = 〈+|ρ(t)|−〉 = 〈+|ρ(0)|−〉et(−iω0−γ), (5.8)

ρ21(t) = 〈−|ρ(t)|+〉 = 〈−|ρ(0)|+〉et(iω0−γ), (5.9)

donde se observa que las coherencias oscilan con frecuencia ω0, asociada con el Hamilto-

niano Ec.(5.1). La atenuación debida al término e−γt, es inducida por decaimiento natural

del sistema.

Las poblaciones son descritas por ecuaciones acopladas, cuya solución para condiciones ini-

ciales arbitrarias son

ρ11(t) = 〈+|ρ(t)|+〉 = 〈+|ρ(0)|+〉e−2γt, (5.10)

ρ22(t) = 〈−|ρ(t)|−〉 = 〈−|ρ(0)|−〉 − 〈+|ρ(0)|+〉[e−2γt − 1]. (5.11)
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Figura 5.1: Gráfica de las soluciones (5.10) y (5.11), correspondientes a un sistema de un-
qubit bajo amortiguación de amplitud (a) Evolución de las poblaciones de ρ(τ). (b) Traza:
ρ11 + ρ22 = 〈+|ρ(τ)|+〉 + 〈−|ρ(τ)|−〉. El parámetro temporal es τ = t/τ0 y τ0 = 1/γ. La
condición inicial es ρ(0) = 1

2
(|−〉〈−|+ |−〉〈+|+ |+〉〈−|+ |+〉〈+|).

Notar que la población superior es absorbida por la inferior,

ĺım
t→∞
〈+|ρ(t)|+〉 = 0, ĺım

t→∞
〈−|ρ(t)|−〉 = 1 (5.12)

Las poblaciones representan probabilidades de que el sistema se encuentre un estado deter-

minado. Las gráficas describen un proceso de transición entre las poblaciones, las cuales,

alcanzan un estado estacionario, por lo cual se tiene que todos los elementos diagonales de

ρ(t) se encuentran entre los valores de cero y uno, 0 ≤ ρii ≤ 1. Esto implica que la suma de

las poblaciones mostrada en la parte (b) de la Fig.(5.1), cumple con la propiedad dada por la

Ec. (4.11).



Capı́tulo 5: Aplicación del formalismo de sistemas cuánticos abiertos en sistemas de
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Figura 5.2: Gráfica de las soluciones (5.8) y (5.9), correspondientes a un reservorio térmico
a temperatura efectiva cero (a) Evolución de la parte real de coherencias de ρ(τ), donde la
lı́nea punteada (indistinguible) pertenece a la coherencia 〈−|ρ(τ)|+〉. (b) Evolución de la
parte imaginaria de coherencias de ρ(τ). El parámetro temporal es τ = t/τ0 y τ0 = 1/γ, con
γ = 0,3 y ω0 = 3. La condición inicial es ρ(0) = 1

2
(|−〉〈−|+ |−〉〈+|+ |+〉〈−|+ |+〉〈+|).

Los elementos no diagonales de la matriz densidad, que se conocen como coherencias,

están relacionados con fenómenos de interferencia entre las funciones de onda correspon-

dientes. Estrictamente, lo que se puede apreciar en las gráficas, es que las oscilaciones per-

tenecientes a las coherencias se atenúan y disminuyen con el tiempo debido a la interacción

del sistema con el ambiente.

En la Fig. (5.3) se muestra como evoluciona la población 〈+|ρ(τ)|+〉 para diferentes valores

de γ, puesto que γ es la tasa de decaimiento entre los dos niveles, la población indicada se

amortigua más rápidamente a medida que γ crece, indicando un acoplamiento más fuerte

entre el qubit y su entorno.
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Figura 5.3: Evolución de la población 〈+|ρ(τ)|+〉, para diferentes valores de γ. El parámetro
temporal es τ = t/τ0 y τ0 = 1/γ. La condición inicial es ρ(0) = 1

2
(|−〉〈−| + |−〉〈+| +

|+〉〈−|+ |+〉〈+|).

Se observa que para γ = 0 la población permanecen estable, pues no se ve afectada por

el entorno y la evolución del sistema es netamente descrito por la parte unitaria, lo que re-

presenta que el sistema, es un sistema cuántico cerrado.

Para el caso de las coherencias sometidas a diferentes valores de γ, Fig. (5.4) se puede obser-

var que las oscilaciones se atenúan mas rápidamente mientras el parámetro γ toma valores

mayores, en el caso de γ = 0 la amplitud de las oscilaciones de las coherencias no se ven

afectadas.

Por otra parte, la dinámica de la coherencia mostrada en la Fig. (5.5), muestra su compor-

tamiento para diferentes valores ω0, para este caso a mayor frecuencia de transición, la fre-

cuencia de las oscilaciones son mayores.



Capı́tulo 5: Aplicación del formalismo de sistemas cuánticos abiertos en sistemas de
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Figura 5.4: Evolución de la parte real de coherencias de ρ(τ), para diferentes valores de
γ. El parámetro temporal es τ = t/τ0 y τ0 = 1/γ, con ω0 = 1. La condición inicial es
ρ(0) = 1

2
(|−〉〈−|+ |−〉〈+|+ |+〉〈−|+ |+〉〈+|).

Figura 5.5: Evolución de la parte real de coherencias de ρ(τ), para diferentes valores de
ω0. El parámetro temporal es τ = t/τ0 y τ0 = 1/γ, con γ = 1. La condición inicial es
ρ(0) = 1

2
(|−〉〈−|+ |−〉〈+|+ |+〉〈−|+ |+〉〈+|).

5.1.2. Amortiguación de fase

El ruido de amortiguación de fase o phase damping puede ser descrito de la siguiente

manera [43]:

Se supone que se tiene un sistema cuántico de dos niveles (un-qubit), sobre el cual que
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se aplica la operación de rotación Rz(θ), donde el ángulo de rotación θ es aleatoria. La

aleatoriedad podrı́a originarse, por ejemplo, de una interacción determinista con un medio

ambiente, que nunca más interactúa con el sistema y por lo tanto se mide de forma implı́cita,

se llamará a este azar en la rotación Rz un “phase kick”. Se considerará este ruido como

resultado de un proceso en el que, o bien no pasa nada a un qubit, con una probabilidad p,

o con probabilidad 1 − p, el qubit es girado por la operación σz. Para este proceso la matriz

densidad del sistema evoluciona de la siguiente forma:

dρ(t)

dt
=
−i
~

[H, ρ(t)] + γ[σzρ(t)σz − ρ(t)], (5.13)

donde γ es la tasa de decaimiento entre los dos niveles.

La evolución de las poblaciones y coherencias de la matriz densidad, correspondiente a la

Ec. (5.13) se escriben de manera explı́cita mediante las siguientes ecuaciones diferenciales

d

dt
ρ11 =

d

dt
〈+|ρ(t)|+〉 = 0 (5.14)

d

dt
ρ12 =

d

dt
〈+|ρ(t)|−〉 = −(iω0 + 2γ)〈+|ρ(t)|−〉, (5.15)

d

dt
ρ21 =

d

dt
〈−|ρ(t)|+〉 = (iω0 − 2γ)〈−|ρ(t)|+〉, (5.16)

d

dt
ρ22 =

d

dt
〈−|ρ(t)|−〉 = 0. (5.17)

Al solucionar este sistema de ecuaciones diferenciales, para una condición arbitraria ρ(0), se

tiene para las coherencias

ρ12(t) = 〈+|ρ(t)|−〉 = 〈+|ρ(0)|−〉et(−iω0−2γ), (5.18)

ρ21(t) = 〈−|ρ(t)|+〉 = 〈−|ρ(0)|+〉et(iω0−2γ). (5.19)

Las poblaciones son constantes para las condiciones iniciales arbitrarias:

ρ11(t) = 〈+|ρ(t)|+〉 = 〈+|ρ(0)|+〉, (5.20)

ρ22(t) = 〈−|ρ(t)|−〉 = 〈−|ρ(0)|−〉. (5.21)
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Figura 5.6: Gráfica de las soluciones (5.20) y (5.21), correspondientes a un reservorio térmico
a temperatura efectiva cero (a) Evolución de las poblaciones de ρ(τ), donde la lı́nea punteada
(indistinguible) pertenece a la poblacion 〈+|ρ(τ)|+〉. (b) Traza: ρ11 + ρ22 = 〈+|ρ(τ)|+〉 +
〈−|ρ(τ)|−〉. El parámetro temporal es τ = t/τ0 y τ0 = 1/γ . La condición inicial es ρ(0) =
1
2
(|−〉〈−|+ |−〉〈+|+ |+〉〈−|+ |+〉〈+|).

La parte (a) de la Fig.(5.6) describe un proceso estacionario para las poblaciones, es decir

constantes para cualquier tiempo, en donde el valor de γ no tiene ningún efecto. Este compor-

tamiento está asociado con el hecho en el cual los estados propios de energı́a de un sistema

cuántico sometido a amortiguación en la fase no cambian como una función del tiempo.

Las poblaciones representan la probabilidad de que el sistema se encuentre en un estado

determinado, para este caso se tiene probabilidad de 1
2

para cada estado, esto implica que

la suma de las poblaciones mostrada en la parte b) de la Fig.(5.6), cumple con la propiedad

dada por la Ec.(4.11).



Capı́tulo 5: Aplicación del formalismo de sistemas cuánticos abiertos en sistemas de
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Figura 5.7: Gráfica de las soluciones (5.18) y (5.19), correspondientes a un reservorio térmico
a temperatura efectiva cero (a) Evolución de la parte real de coherencias de ρ(τ), donde la
lı́nea punteada (indistinguible) pertenece a la coherencia 〈−|ρ(τ)|+〉. (b) Evolución de la
parte imaginaria de coherencias de ρ(τ). El parámetro temporal es τ = t/τ0 y τ0 = 1/γ, con
γ = 0,3 y ω0 = 3. La condición inicial es ρ(0) = 1

2
(|−〉〈−|+ |−〉〈+|+ |+〉〈−|+ |+〉〈+|).

En la Fig.(5.7), se observa que las coherencias oscilan atenuandose y disminuyendo con

el tiempo como resultado de la interacción del qubit con el ambiente. Este hecho se refiere

a que la aleatoriedad de “phase kick” hace que el valor esperado de los elementos fuera de

la diagonal de la matriz densidad se atenué exponencialmente a cero con el tiempo sufriendo

un proceso de relajación. Esto es un resultado caracterı́stico de amortiguación de fase que

describe la pérdida de información cuántica sin pérdida de energı́a.

En comparación al caso de la Fig.(5.2), a pesar de tener los mismos parámetros γ = 0,3

y ω0 = 3 que en el presente caso, se nota que la atenuación en las coherencias son mas

rápidas, esto se debe a que este tipo de ruido afecta especialmente a las coherencias.
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Figura 5.8: Evolución de la parte real de coherencias de ρ(τ), para diferentes valores de
γ. El parámetro temporal es τ = t/τ0 y τ0 = 1/γ, con ω0 = 1. La condición inicial es
ρ(0) = 1

2
(|−〉〈−|+ |−〉〈+|+ |+〉〈−|+ |+〉〈+|).

Para las coherencias sometidas a diferentes valores de γ, Fig.(5.8) se observa que las

oscilaciones se atenúan con mayor rapidez mientras la tasa de decaimiento entre los dos

niveles γ es mas alta, en el caso de γ = 0 la amplitud de las oscilaciones de las coherencias

no se ven afectadas.

Figura 5.9: Evolución de la parte real de coherencias de ρ(τ), para diferentes valores de
ω0. El parámetro temporal es τ = t/τ0 y τ0 = 1/γ, con γ = 1. La condición inicial es
ρ(0) = 1

2
(|−〉〈−|+ |−〉〈+|+ |+〉〈−|+ |+〉〈+|).
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La dinámica de la coherencia mostrada en la Fig.(5.9), muestra el comportamiento para

diferentes valores ω0, en este caso a mayor frecuencia de transición, el número de oscilacio-

nes por unidad de tiempo es mayor.

5.1.3. Amortiguación de fase y amortiguación de amplitud

Finalmente se supone el qubit acoplado a los dos ambientes, en un caso un ruido en la

amplitud y otro en la fase, de esta forma tenemos la interacción del qubit con dos fuentes

de ruido diferentes [47]. Como se presentó en los resultados anteriores, la dependencia del

tiempo de la coherencia del qubit para el caso del ruido de atenuación de amplitud son:

ρ12(t) = 〈+|ρ(t)|−〉 = 〈+|ρ(0)|−〉et(−iω0−γ). (5.22)

Mientras que para el caso del ruido en la fase

ρ12(t) = 〈+|ρ(t)|−〉 = 〈+|ρ(0)|−〉et(−iω0−2γ). (5.23)

Ahora conectando ambos, un ruido en la amplitud y un ruido en la fase al mismo tiempo, la

ecuación maestra para el qubit en la representación interacción (Apéndice B) es:

d

dt
ρ =

γ1
2

(2σ−ρσ+ − σ+σ−ρ− ρσ+σ−) +
γ2
2

(σzρσz − ρ). (5.24)

La solución, para las coherencias del qubit es:

ρ12(t) = 〈+|ρ(t)|−〉 = 〈+|ρ(0)|−〉e−iω0te−(
1
2
γ1+γ2)t, (5.25)

ρ21(t) = 〈−|ρ(t)|+〉 = 〈−|ρ(0)|+〉eiω0te−(
1
2
γ1+γ2)t. (5.26)

Con esto se demuestra que la decoherencia interna total de un qubit sobre un ruido en ate-

nuación de fase y un ruido en atenuación de amplitud aplicados al mismo tiempo es dada por

la suma de las tasas de decaimiento separadas: 1
2
γ1 + γ2. Donde se observa la linealidad de

la interacción de los ruidos.
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Figura 5.10: Gráfica de las soluciones (5.25) y (5.26), correspondientes a un reservorio térmi-
co a temperatura efectiva cero (a) Evolución de la parte real de coherencias de ρ(τ), donde
la lı́nea punteada (indistinguible) pertenece a la coherencia 〈−|ρ(τ)|+〉. (b) Evolución de las
poblaciones de ρ(τ). El parámetro temporal es τ = t/τ0 y τ0 = 1/γ, con γ = 0,3 y ω0 = 3.
La condición inicial es ρ(0) = 1

2
(|−〉〈−|+ |−〉〈+|+ |+〉〈−|+ |+〉〈+|).

La Fig.(5.10), muestra que la dinámica de coherencias y poblaciones para un qubit so-

metido a un ruido de atenuación de amplitud y un ruido en atenuación de fase aplicados al

mismo tiempo, es igual a aplicar los ruidos por separado, se observa claramente un comporta-

miento similar. (a)Las oscilaciones pertenecientes a las coherencias se atenúan y disminuyen

con el tiempo porque las fluctuaciones del ambiente no alcanzan a excitar apreciablemente el

sistema,(b) Describe un proceso de transición entre las poblaciones, las cuales alcanzan un

estado estacionario.

El estudio hasta aquı́ presentado de sistemas cuánticos abiertos, se basa en el escenario en

el cual un sistema cuántico esta en contacto o interacción con el ambiente o ruido (según

lo presentado a lo largo de este capı́tulo), causante de la perdida de coherencia del sistema

causando su relajación.

En este orden, en la siguiente subsección se extenderá esta discusión a un sistema compuesto

por dos partes o un sistema bipartito (Ver subsección 4.2.4). Los aspectos bipartitos de la

información cuántica tal como los estados mixtos y entrelazamiento (Resultado fundamental

en el estudio propuesto en los capı́tulos 1 y 2), no están presentes en un solo sistema (siste-
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ma de un-qubit) o en un par de sistemas clásicos y permite nuevos efectos de los sistemas

cuánticos abiertos.

5.2. Sistemas de dos-qubits o bipartitos

La concurrencia presentada en el capı́tulo anterior usada como medida del entrelazamien-

to para un sistema de dos qubits, permite el estudio de la evolución del entrelazamiento y de

esta manera, el analisis del efecto de los ruidos cuánticos sobre el sistema. El objetivo de

esta sección es presentar el estudio de la evolución de la concurrencia de sistemas cuánticos

acoplados a un ambiente (amortiguación de fase y de amplitud).

Se consideran dos qubis con un dado entrelazamiento inicial. La dinámica del entrelaza-

miento (medida por la concurrencia) es calculada a partir de la matriz densidad del sistema

bipartito. La evolución de esta ultima está dada por una ecuación tipo Lindblad que describe

el decaimiento natural de cada subsistema. Ası́ se estudiará la evolución del entrelazamiento

para determinadas condiciones iniciales.

Figura 5.11: Ilustración esquemática de un arreglo en el cual dos átomos A y B están ubicados
dentro de dos cavidades espacialmente separadas. Los dos átomos están inicialmente con
entrelazamiento pero no interactuan entre si .

Una situación experimental [48] que corresponde al modelo teórico es el de dos átomos

A y B, acoplados individualmente a dos cavidades, Fig.(5.11). Los dos átomos pueden ser

descritos mediante una aproximación de dos niveles (no hay excitaciones a niveles superio-

res). Los mismos se identifican como el sistema (bipartito) de interés, mientras que las dos
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cavidades representan el ambiente de cada subsistema. La interacción entre cada átomo y su

ambiente da lugar a la pérdida de coherencia (local) y también del entrelazamiento cuántico

entre los dos átomos.

Se supone que inicialmente entre los dos átomos existe entrelazamiento (concurrencia inicial

no nula) entre sı́. La evolución de la matriz densidad del sistema bipartito sometido a un

ruido en amplitud (Amplitud Damping) puede ser descrita por una ecuación tipo Lindblad la

cual fue introducida en la sección anterior. Aquı́ la diferencia es que hay que considerar dos

subsistemas. Se denota con γa y γb las tasas de decaimiento de cada subsistema, la ecuación

maestra del sistema de dos átomos para este caso es:

dρ

dt
=
−i
~

[Hat, ρ] +
γa
2

([σA−, ρσ
A
+] + [σA−ρ, σ

A
+]) +

γb
2

([σB− , ρσ
B
+ ] + [σB−ρ, σ

B
+ ]), (5.27)

donde Hat es el Hamiltoniano

Hat =
1

2
ωAσ

A
z +

1

2
ωBσ

B
z . (5.28)

En estas expresiones, se ha introducido los operadores σAz = σz ⊗ I , σBz = I ⊗ σz, σA− =

σ− ⊗ I , σA+ = σ+ ⊗ I , σB− = I ⊗ σ−, σB+ = I ⊗ σ+. La ecuación maestra (5.27) en

una representación interacción respecto a Hat, sólo incluye la contribución disipativa. La

solución general obviamente depende de la condición inicial, se presenta a continuación los

resultados considerando diferentes condiciones iniciales.

Estados de Bell

Se analizó el problema para los estados de Bell como condición inicial Ec.(4.53), la evo-

lución de la concurrencia para la ecuación maestra (5.27), se presenta en la Fig.(5.12). Para

este caso, la concurrencia presenta un decaimiento monótono por la interacción con el ruido.
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Figura 5.12: Evolución de la concurrencia en función de τ = γt com γa = γb, donde la
condición inicial esta dada por los estados de Bell

Estados de Werner:

Para condiciones iniciales dadas por los estados de Werner ρ(0) = a|Ψ−〉〈Ψ−|+(1−a) I
4
,

en donde 0 ≤ a ≤ 1, Ec.(4.54). La solución de la ecuación maestra es:

ρ(t) =


α 0 0 0

0 −1
4

(2e−tγa − (1− a)e−t(γa+γb) −1
2
ae−t

1
2
(γa+γb) 0

0 −1
2
ae−t

1
2
(γa+γb) −1

4
(2e−tγb − (1− a)e−t(γa+γb) 0

0 0 0 β

 ,

(5.29)

donde α = −1
4

(a− 1)e−t(γa+γb) y β = 1
4
(4− 2e−tγa − 2e−tγb + (1− a)e−t(γa+γb)). La matriz

(5.29) presenta la misma estructura dada por Ec.(4.62), por lo tanto usando la ecuación para

la concurrencia Ec.(4.63) se obtiene:

C[ρ(t)] = 2máx{0, |−1

2
ae−t

1
2
(γa+γb)|−1

4

√
(a− 1)e−2t(γa+γb)(a− (−1 + 2etγa)(−1 + 2etγb))}.

(5.30)
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Notar que sólo existe entrelazamiento para 1/3 < a ≤ 1, siendo cero para a ≤ 1/3. Se obser-

va que la evolución de la concurrencia para valores de tiempos diferentes de cero, depende

del parámetro a, el cual depende de forma no trivial de las tasas de decaimientos γa y γb. Los

resultados presentados en la Fig.(5.12) muestran que el comportamiento de la concurrencia

decae monótonamente para a > 1/3.

Figura 5.13: Evolución de la concurrencia, asociada a la evolución (5.27) con condición
inicial (4.54). La variable temporal es τ = γt, donde γa = γb = γ.

Estados puros separables

Es importante destacar que si el estado inicial es un estado separable, por ejemplo ρ(0) =

I
2
⊗ I

2
, la concurrencia C(t) = máx{0,−1/2} = 0 es para todo tiempo. Esto indica que la

dinámica propuesta en la Ec.(5.27) no crea entrelazamiento. De esta manera, observando los

resultados obtenidos para diferentes condiciones iniciales, es evidente el rol importante que

las mismas desempeñan en la evolución del entrelazamiento.
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5.2.1. Amortiguación de fase

Considerando ahora que el sistema bipartito propuesto en esta sección, esta acoplado con

un ruido de amortiguación de fase, denotando con γa y γb las tasas de decaimiento de cada

subsistema, la ecuación maestra del sistema de dos qubits es:

dρ(t)

dt
=
−i
~

[H, ρ(t)] + γa[σ
A
z ρ(t)σAz − ρ(t)] + γb[σ

B
z ρ(t)σBz − ρ(t)], (5.31)

donde Hat es el Hamiltoniano

Hat =
1

2
ωAσ

A
z +

1

2
ωBσ

B
z . (5.32)

Se ha introducido los operadores σAz = σz ⊗ I , σBz = I ⊗ σz. La ecuación maestra (5.31) en

la representación interacción respecto a Hat, sólo incluye la contribución disipativa.

Las soluciones de la evolución del entrelazamiento (5.31) pueden obtenerse exactamente

como en el caso anterior, mediante la solución numérica, en donde las condiciones iniciales

repesentan un rol escencial en la dinámica decoherente del sistema.

Estados de Bell

Figura 5.14: Evolución de la concurrencia en función de τ = γt donde γa = γb = γ, donde
la condición inicial esta dada por los estados de Bell
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Considerando los estados de Bell como condiciones iniciales, Ec.(4.53), la evolución de

la concurrencia para la ecuación maestra (5.31), se presenta en la Fig.(5.14). En este caso, la

concurrencia presenta un decaimiento monótono por la influencia del ruido.

Estados de Werner

Para condiciones iniciales dadas por los estados de Werner ρ(o) = a|Ψ−〉〈Ψ−|+(1−a) I
4

en donde 0 ≤ a ≤ 1, Ec.(4.54). Se puede ver que la solución de la ecuación maestra (5.31)

en representación interacción tiene la siguiente estructura:

ρ(t) =


1−a
4

0 0 0

0 1+a
4

−1
2
e−t(2γa+2γb) 0

0 −1
2
e−t(2γa+2γb) 1+a

4
0

0 0 0 1−a
4

 , (5.33)

la cual tiene la misma estructura dada por Ec. (4.62), por lo tanto usando la ecuación para la

concurrencia Ec.(4.63) se obtiene:

C[ρ(t)] = 2máx{0, |1
2
ae−t(2γa+2γb)| − 1

4
(1− a)}. (5.34)

Notar que para este estado, en el tiempo t = 0, existe entrelazamiento para 1/3 < a ≤ 1.

Mientras que para valores de tiempos diferentes de cero, la existencia o no del entrelazamien-

to, depende del parámetro a y de las tasas de decaimiento, es decir, existe entrelazamiento

para:

1
2
(e−2t(γa+γb) + 1/2) < a ≤ 1.

El comportamiento de la concurrencia presenta un decaimiento monótonico, asociado con

las tasas de decaimiento. Estos resultados son presentados en la Fig.(5.15).
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Figura 5.15: Evolución de la concurrencia, asociada a la evolución (5.31) con condición
inicial (4.54). La variable temporal es τ = γt con γa = γb = γ, donde a parámetriza la
condición inicial.

Estados puros separables

Para el estado inicial dado por un estado separable, por ejemplo ρ(0) = I
2
⊗ I

2
, la concu-

rrencia C(t) = máx{0,−1/2} = 0 para todo tiempo. La dinámica del sistema Ec.(5.27) no

crea entrelazamiento.

5.2.2. Amortiguación de fase y amortiguación de amplitud

Finalmente, se estudia un sistema de dos-qubits, en el cual un qubit se acopla a un ruido

de amortiguación de amplitud y el otro qubit se acopla a un ruido de amortiguación de fase.

La interacción de los qubits con dos fuentes de ruido diferentes esta dada por la ecuación (En
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la representación interacción):

dρ(t)

dt
=
−i
~

[H, ρ(t)] +
γa
2

([σA−, ρσ
A
+] + [σA−ρ, σ

A
+]) +

γb
2

[σBz ρ(t)σBz − ρ(t)]. (5.35)

Estados de Bell

Para estados de Bell como condición inicial, Ec.(4.53). La evolución de la concurrencia

para la ecuación maestra (5.35), se presenta en la Fig.(5.16). Para este caso, la concurrencia

presenta un decaimiento monótono debido a la influencia de los ruidos a los que ha sido

sometido el sistema.

Figura 5.16: Evolución de la concurrencia en función de τ = γt con γa = γb = γ, donde la
condición inicial esta dada por los estados de Bell
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Estados de Werner

Para condiciones iniciales dadas por los estados de Werner ρ(o) = a|Ψ−〉〈Ψ−|+(1−a) I
4

en donde 0 ≤ a ≤ 1, Ec. (4.54). La solución de la ecuación maestra es:

ρ(t) =


−1
4

(−1 + a)e−tγa 0 0 0

0 −1
4

(−1− a)e−tγa −1
2
ae−t

1
2
(γa+2γb) 0

0 −1
2
ae−t

1
2
(γa+2γb) 1

4
(2− (1− a)e−tγa) 0

0 0 0 1
4
(2− (1 + a)e−tγa)

 ,

(5.36)

la cual presenta la misma estructura dada por Ec. (4.62), por lo tanto usando la ecuación

para la concurrencia Ec (4.63) se obtiene:

C[ρ(t)] = 2máx{0, | − 1

2
ae−

1
2
t(γa+2γb)| − 1

4

√
(1− a)e−2tγa(−1− a+ 2etγa)} (5.37)

Notar que para este estado, en el tiempo t = 0, existe entrelazamiento para 1/3 < a ≤ 1

Mientras que para valores de tiempos diferentes de cero, la existencia o no del entrelazamien-

to, depende del parámetro a el cual depende de forma no trivial de las tasas de decaimientos

γa y γb. Los resultados para este caso se muestran en Fig.(5.18), la concurrencia decae de

forma monótona para diferentes valores del parámetro a, donde a parámetriza las condiciones

iniciales, de tal forma que estas pueden estar entrelazadas o no Fig.(5.17).

Una consecuencia interesante, del sistema compuesto por dos-qubits, es el hecho asociado a

la no linealidad en la suma de ruidos Ec.(5.37), contrario al caso de sistemas un-qubit donde

la sumatoria de los ruidos dio como resultado una sumatoria lineal de las decoherencias

asociadas a cada ruido.
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Figura 5.17: Evolución de la concurrencia, asociada a la evolución (5.35) con condición
inicial (4.54). Para diferentes valores del parámetro a. La variable temporal es τ = γt, con
γa = γb = γ.

Figura 5.18: Evolución de la concurrencia, asociada a la evolución (5.35) con condición
inicial (4.54). La variable temporal es τ = γt, donde γa = γb = γ.
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A lo largo de este capı́tulo se estudio sistemas de un y dos qubits expuestos a dos tipos

de ruidos, uno de amortiguación de amplitud y otro de amortiguación de fase, para esto se

uso como herramienta computacional, para las soluciones numéricas y analı́ticas el programa

Wolfram Mathematica. Los resultados, obtenidos aquı́, mostraron las principales caracterı́sti-

cas de la dinámica de sistemas decoherentes. Para el caso de un-qubit, se mostró el comporta-

miento de poblaciones y coherencias de una matriz densidad, en donde se observa la perdida

de coherencia del sistema cuando este es expuesto a algún tipo de ruido, finalmente con el

acoplamiento del qubit a una mezcla de ruidos, se puede observar, que el decaimiento esta

asociado a la suma de decaimientos propios de cada ruido.

Para el caso de sistemas de dos-qubits, la dinámica de decoherencia, se torna un poco mas

compleja. En este caso, para estudiar la evolución del entrelazamiento se uso la concurrencia,

y se presentaron de forma analı́tica las soluciones para los dos sistemas. Como conclusión en

esta parte del trabajo, adicionalmente al efecto de decaimiento monotónico debido a la inter-

acción con el ambiente, el sistema acoplado a dos tipos de ruido, presenta un comportamiento

no lineal.



Conclusiones y recomendaciones

A continuación, se resume la contribución de la presente tesis, ası́ como las perspectivas

abiertas para investigaciones futuras.

En los capı́tulos de la presente tesis se expusieron distintos componentes y herramientas co-

mo también su uso para la descripción del problema analizado.

Dentro de los capı́tulos 2 y 3 se presentó una revisión de las principales discusiones de la

mecánica cuántica, partiendo de su base formal se expusó como sobre los debates filosóficos

de los conceptos de la mecánica cuántica en su interpretación de Copenhague se han desa-

rrollado los ejes principales de esta teorı́a con mayor aplicabilidad en la ciencia, como son

las desigualdades de Bell, de las cuales de realizó un análisis demostrativo, que inicia con

la paradoja EPR y culmina con las pertinentes consecuencias acerca de las nociones de No-

localidad y entrelazamiento cuántico, pilares fundamentales en el campo de la información

cuántica. De esta forma el auge en la investigación que se advierte en este campo en base

a la mecánica cuántica no puede ser producto del análisis netamente cientı́fico, puesto que

necesitó un soporte en discursos y discusiones de carácter filosófico.

En el capı́tulo 4, se estudiaron los conceptos fundamentales y las herramientas necesa-

rias para el entendimientos de sistemas cuánticos abiertos, se introdujó el concepto de matriz

densidad, que proporciona la descripción estadı́stica mas general de un sistema cuántico.

Con la base teórica se dio lugar a la formulación de una ecuación maestra para el estudio de

la dinámica de sistemas cuánticos abiertos. Posteriormente se desarrolló otro de los ingre-

dientes fundamentales de la tesis, sistemas cuánticos bipartitos, distinguiendo entre estados

separables y estados con entralazamiento cuántico, tanto para estados puros como estados

mixtura. Dentro del contexto se examinó la noción de correlaciones cuánticas, enfatizan-

do en el entendimiento del entrelazamiento cuántico que posteriormente permitió definir el

cuantificador del entrelazamiento denominado concurrencia.

En el capı́tulo 5 se realizaron algunas aplicaciones, mostrando el comportamiento de sis-

temas cuánticos abiertos. En la primera sección se acopló un sistema de un-qubit con el am-

biente, modelado por dos tipos de ruido. Como resultado se observó la perdida de coherencia,

87
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la cual decae de forma exponencial. Además, al acoplar el sistema a dos ruidos simultáneos,

la decoherencia evoluciona proporcionalmente a la suma de cada ruido, presentando ası́ un

comportamiento lineal, donde la interacción con diversos ruidos puede ser considerada como

las suma de los mismos.

En la segunda sección, se acopló un sistema de dos-qubits con diferentes ambientes, la deco-

herencia del sistema se analizó mediante la evolución del entrelazamiento con la ayuda de la

concurrencia. El resultado para este caso depende de las condiciones iniciales, para sistemas

con entrelazamiento inicial, el entrelazamiento decae con el tiempo como resultado del efec-

to del ambiente sobre el sistema. Adicionalmente, considerando el acoplamiento con los dos

ruidos de forma simultanea, la concurrencia no se comporta de forma lineal (suma del efecto

de cada uno de los ruidos), evolucionando de forma más compleja.

Los resultados obtenidos por medio de métodos numéricos sugieren que en los sistemas

cuánticos analizados se pueden presentar diferentes tipos de acoplamientos a entornos y rui-

dos de diferentes caracterı́sticas, los cálculos mostrados sólo cubren una pequeña parte de un

nuevo dominio de la fı́sica de ruido y el entrelazamiento. La evaluación del entrelazamien-

to no es una tarea sencilla en general. Gracias a los resultados se evidencia los problemas

relacionados con la decoherencia y además como el entrelazamiento de un sistema como

el propuesto es muy sensible en los parámetros que caracterizan a un estado (poblaciones

y coherencias) al someterse a determinado ruido. De esta forma, el entrelazamiento resulta

ser un obstáculo desde el punto de vista del tratamiento clásico de sistemas cuánticos, y un

recurso desde el punto de vista de la información cuántica, suponiendo que se disponga de

sistemas cuánticos controlables, por lo que la caracterización cualitativa y cuantitativa del

entrelazamiento utilizando la herramienta propuesta y otras herramientas relacionadas son

esenciales para en el control de sistemas cuánticos concretos y para el desarrollo en protoco-

los de información cuántica.

Como perspectivas futuras de este trabajo, para sistemas cuánticos abiertos, se propone

usar condiciones iniciales diferentes, estructuras más generales como estados Bell diagonal,

estados-X que pueden revelar comportamientos interesantes para el entrelazamiento. Adicio-

nalmente, se propone el estudio de otro tipo de correlaciones cuánticas, tale como: Discordia,
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correlaciones clásicas y totales, además del uso de otro tipo de cuantificadores para el entre-

lazamiento.

Finalmente, y a modo más general, se pretende incentivar la búsqueda y entendimien-

to conceptual e interpretativo, no solo de la mecánica cuántica si no también de todos los

campos de investigación en la fı́sica. Atender los problemas de comprensión proporciona las

herramientas necesarias para identificar las coincidencias y discrepancias, ası́ como las ven-

tajas y limitaciones de las investigaciones, abriendo la posibilidad de acercar el conocimiento

a niveles aún más profundos de los establecidos, y tal como lo expresa John Bell, este tipo de

concepción “deberı́a ser expuesta a todos los estudiantes, pues ello estimula la flexibilidad y

precisión de pensamiento”.



Apéndice A

Partı́culas con espı́n 1/2

En este apéndice se resumen algunos resultados asociados a la descripción cuántica de

sistemas de espı́n 1/2 que son relevantes para los temas tratados en este trabajo. Esta basado

en material estándar de textos de mecánica cuántica [9][8].

A.1. Una partı́cula

Las componentes cartesianas del espı́n
−→
S , satisfacen1 las relaciones de conmutación ca-

racterı́sticas de un momento angular

[Sx, Sy] = iSz [Sz, Sx] = iSy [Sy, Sz] = iSx. (A.1)

Es decir que Sx, Sy, Sz son observables conjugados entre si y solo se puede determinar una

componente a la vez. Las medidas de las mismas están ligadas entre si por relaciones de

incertidumbre. De acuerdo a la mecánica cuántica, sólo es posible asignar un valor concreto

a una de las tres componentes y en ese caso, la ignorancia sobre las otras dos es máxima. En

los términos de EPR, si una componente se conoce con certeza, las otras dos componentes

no tienen realidad fı́sica.

Para el caso de espı́n S = 1/2, la componente a lo largo de cualquier dirección puede tomar

dos valores, ±1/2. Por lo tanto, el estado de espı́n es un sistema de dos estados (un qubit) y

existe en un espacio de Hilbert de dimensión 2. Tomando los autovectores de Sz como base,

|+〉z ↔
(

1

0

)
|−〉z ↔

(
0

1

)
, (A.2)

1En este apéndice se trabaja con ~ = 1.
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donde

Sz|+〉z =
1

2
|+〉z, Sz|−〉z = −1

2
|−〉z. (A.3)

En esta representación, los operadores asociados a las tres componentes de espı́n son propor-

cionales a las matrices de Pauli.

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
, (A.4)

de modo que Sk = 1
2
σk para k = x, y, z. Los autoestados de Sx y Sy se expresan en términos

de autoestados Sz de la siguiente forma:

Sx|±〉x = ±1

2
|±〉x =⇒ |±〉x =

1√
2

(|+〉z ± |−〉z) (A.5)

Sy|±〉y = ±1

2
|±〉y =⇒ |±〉y =

1√
2

(|+〉z ± i|−〉z). (A.6)

A partir de la Ec.(A.5) se obtiene la relación recı́proca, que expresa los autoestados de Sz en

la base de autoestados de Sx,

|±〉z =
1√
2

(A.7)

|1, 0〉 =
1√
2

(|+,−〉+ |−,+〉) (A.8)

(|+〉x ± |−〉x). (A.9)

Evidentemente, existe una relación análoga en términos de autoestados de Sy.

La relación de incertidumbre ya esta presente en la estructura de estos autoestados. Suponien-

do que se intenta determinar el valor de mas de una componente de S. Para ello, partiendo

de un autoestado de Sy , se realiza una medida de Sz, seguida de una medida de Sx.

A partir de la Ec.(A.6) se ve que la probabilidad de obtener +1/2 al medir Sz es 1/2. El sis-

tema queda en uno de los estados |±〉z y ya no hay información de la componente Sy . Para

explorar el resultado de la segunda medida Sx, se expresa |+〉z en términos de autoestados
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de Sx , Ec. (A.3), y se ve que, nuevamente, la probabilidad de obtener +1/2 es 1/2. El nuevo

estado es uno de |±〉x y se ha perdido toda información sobre la componente Sz .

A.2. Dos partı́culas

Estados enredados o entrelazados

Dado que el espacio de Hilbert para dos espines es ξ = ξ1 ⊗ ξ2 , los estados base de dos

partı́culas se obtienen a partir del producto tensorial de |±〉z,

|+,+〉, |+,−〉, |−,+〉, |−,−〉 (A.10)

donde |+,+〉 ≡ |+〉 ⊗ |+〉 etc. y se omite los subı́ndices zz para no recargar la notación. En

éstos estados, la componente Sz de cada espı́n individual esta bien definida. Sin embargo, en

un estado genérico de ξ2

|Ψ〉 = α|+,+〉+ β|+,−〉+ γ|−,+〉+ δ|−,−〉 (A.11)

con α, β, γ, δ constantes complejas arbitrarias 2 esto no es ası́. En general, las componentes

individuales de espı́n estarán bien definidas si el estado se construye como un producto. Si

el primer espı́n esta descrito por a|+〉 + b|−〉 y el segundo por c|+〉 + d|−〉 donde a, b, c, d

son constantes complejas arbitrarias que satisfacen el requisito de normalización, el estado

conjunto serı́a

(a|+〉+ b|−〉)⊗ (c|+〉+ d|−〉) = ac|+,+〉+ ad|+,−〉+ bc|−,+〉+ bd|−,−〉 (A.12)

Es claro que el estado genérico (A.11) tiene esta forma, sólo en el caso de que sus coeficientes

satisfacen la relación adicional

αδ = βγ. (A.13)

En los estados en que no se satisface esta relación (la mayorı́a no es posible asignar estados

bien definidos a las partı́culas individuales. Se denomina a estos estados, estados enredados

o entrelazados.
2En realidad, satisfacen la relación de normalización |α|2 + |β|2 + |γ|2 + |δ|2 = 1
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Espı́n total

En un sistema de dos partı́culas de espı́n 1/2, es conveniente usar autoestados de espı́n

total
−→
S =

−→
S1+
−→
S2, ya que las componentes de espı́n de cada partı́cula S1,z y S2,z no conmutan

con S2. Sin embargo, su suma SZ = S1,z + S2,z si lo hace. Es decir que puede ocurrir que en

un estado de dos espines, no estén bien definidas las componentes individuales, pero la suma

SZ siempre tiene un valor bien definido.

Los autoestados simultaneos de {S2, SZ} son

S2|s,ms〉 = s(s+ 1)|s,ms〉 SZ |s,ms〉 = ms|s,ms〉 (A.14)

De acuerdo a las reglas de suma de momentos angulares, los números cuánticos s,ms toman

los valores s = 0, 1 y ms = 0,±1. Los autoestados de estos operadores se expresan en la

representación dada por la Ec.(A.10) como

|0, 0〉 =
1√
2

(|+,−〉 − |−,+〉) (A.15)

|1,+1〉 =
1√
2

(|+,+〉)

|1, 0〉 =
1√
2

(|+,−〉+ |−,+〉) (A.16)

|1,−1〉 =
1√
2

(|−,−〉)

Estos cuatro estados conforman en ξ una representación alternativa a (A.10).

El estado con s = 0 es el singlete de espı́n y tiene carácter antisimétrico frente al intercambio

de las dos partı́culas. Los otros tres estados son simétricos y conforman el triplete (s = 1). Si

un par de partı́culas es producido con espı́n total nulo, como en el caso de la formulación de

Bohm de la paradoja EPR, entonces están en el estado singlete (A.15). Ambos estados con

ms = 0, están entrelazados (no se cumple la Ec.(A.13)). En los mismos no es posible asociar

valores definidos a las componentes de espı́n individuales.
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A.3. Valor esperado de componentes de espı́n en direccio-

nes arbitrarias

Se puede escribir el operados S en una dirección arbitraria n:

Sn = S. n =
~√
2

(
cos(θ) sen(θ)e−iϕ

sen(θ)eiϕ −cos(θ)

)
(A.17)

Donde θ y ϕ son los ángulos son los ángulos polares y azimutales de las coordenadas esféri-

cas habituales.

Los autovectores correspondientes a los autovalores Sn = ±~/2

|n+〉 = cos(
θ

2
)|+〉+ sen(

θ

2
)eiϕ|−〉 =

(
cos( θ

2
)

sen( θ
2
)eiϕ

)
(A.18)

|n−〉 = sen(
θ

2
)|+〉 − cos(θ

2
)eiϕ|−〉 =

(
sen( θ

2
)

−cos( θ
2
)eiϕ

)
. (A.19)

El estado singlete

sea |0〉 el estado de dos partı́culas de espı́n 1/2 total cero

|0〉 =
1√
2

(|+〉1|−〉2 − |−〉1|+〉2) =
1√
2

(
1

0

)
1

(
0

1

)
2

− 1√
2

(
0

1

)
1

(
1

0

)
2

, (A.20)

donde los ı́ndices 1, 2 se refieren a los estados de las particulas 1, 2.

El valor medio del producto de las componentes de espı́n en las direcciones α, β, esta dado

por

〈0|(α.σ1)(β.σ2)|0〉. (A.21)

Los operadores α.σ1 y β.σ2 son representados por las matrices

α.σ1 =

(
cos(α) sen(α)

sen(α) −cos(α)

)
1

, (A.22)
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β.σ2 =

(
cos(β) sen(β)

sen(β) −sen(β)

)
2

. (A.23)

Aplicando el operador β.σ2 sobre |0〉 se obtiene

β.σ2|0〉 =
1√
2

(
1

0

)
1

(
sen(β)

−cos(β)

)
2

− 1√
2

(
1

0

)
1

(
cos(β)

sen(β)

)
2

. (A.24)

Aplicando ahora α.σ1 sobre β.σ2|0〉 se obtiene

(α.σ1)(β.σ2)|0〉 =
1√
2

(
cos(α)

sen(α)

)
1

(
sen(β)

−cos(β)

)
2

− 1√
2

(
sen(α)

−cos(α)

)
1

(
cos(β)

sen(β)

)
2

. (A.25)

Como 〈0| = 1√
2
(1, 0)1(0, 1)2 − 1√

2
(0, 1)1(1, 0)2, se tiene finalmente que

〈0|(α.σ1)(β.σ2)|0〉 = −cos(α)cos(β)− sen(α)sen(β) (A.26)

〈0|(α.σ1)(β.σ2)|0〉 = −cos(α)cos(β)− sen(α)sen(β), (A.27)

o,

〈0|(α.σ1)(β.σ2)|0〉 = −cos(α− β) = −α.β. (A.28)



Apéndice B

Representacion de Heisenberg y represen-

tación interacción

En la representación Schrödinger la matriz de densidad ρ(t) se rige la ecuación de Liou-

ville - Von Neumann (4.23). Una descripción equivalente de la dinámica cuántica se obtiene

mediante la transferencia de la dependencia del tiempo de la matriz de densidad a los opera-

dores en el espacio de HilbertH. Esto conduce a la representación de Heisenberg [5].

Se supone que en algún tiempo fijo inicial los estados cuánticos en ambas representaciones

coinciden, es decir ρ(t0) = ρH(t0) (En la representación de Heisenberg los operadores son

indexados con H) para la representación de Schrödinger y la de Heisenberg los operadores

están relacionadas a través de la transformación canónica

AH(t) = U †(t, t0)A(t)U(t, t0). (B.1)

donde el operador en la representación de Schrödinger depende explı́citamente del tiempo.

Para el tiempo t0 los operadores en ambas representaciones coinciden AH(t0) = A(t0). En

la representación de Heisenberg los valores esperados se determinan a través de la matriz

densidad ρH(t0).

La equivalencia fı́sica de las dos representaciones se hace evidente por el hecho de que el

valor esperado de un observable A(t) es el mismo en ambas representaciones.

〈A(t)〉 = tr{A(t)ρ(t)} = tr{AH(t)ρH(t0)}. (B.2)

La ecuación de movimiento para un operador AH(t) en la representación de Heisenberg se

obtiene derivando ambos lados respecto al tiempo la ley de transformación (B.1).

d

dt
AH(t) = i[HH(t), AH(t)] +

∂AH(t)

∂t
, (B.3)
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Donde HH(t) denota el hamiltoniano en la representación de Heisenberg,

HH(t) = U †(t, t0)H(t)U(t, t0). (B.4)

Teniendo en cuenta
∂AH(t)

∂t
= U †(t, t0)

∂A(t)

∂t
U(t, t0). (B.5)

Si dAH(t)/dt = 0, entonces AH es una constante de movimiento.

La representación de Schrödinger y la de Heisenberg son los casos particulares de un cuadro

mas general, que se conoce como representación interacción. Se escribe el hamiltoniano del

sistema como la suma de dos partes

H(t) = H0 +HI(t). (B.6)

La forma precisa del hamiltoniano depende de la situación fı́sica en estudio. En general, H0

representa la suma de las energı́as de dos sistemas cuando la interacción entre los sistemas

se ignora, se asume tambien que es independiente del tiempo; HI(t) es entonces el hamilto-

niano que describe la interacción entre los sistemas. Una vez más, el operador de evolución

temporal del sistema total se denota por U(t, t0). De acuerdo con la Ec.(B.2) el valor espe-

rado de un obserbable A(t) (que puede depender explı́citamente del tiempo t ) esta dado por

〈A(t)〉 = tr{A(t)U(t, t0)ρ(t0)U
†(t, t0)}, (B.7)

donde ρ(t0) es el estado del sistema a un tiempo t0.

Ahora se introduce los operadores de evolución en el tiempo unitario

U0(t, t0) ≡ exp[−iH0(t− t0)], (B.8)

y

UI(t, t0) ≡ U †0(t, t0)U(t, t0), (B.9)

el valor esperado (B.7) se escribe como

〈A(t)〉 = tr{U †0(t, t0)A(t)U0(t, t0)UI(t, tO)ρ(t0)U
†
I (t, t0)} ≡ tr{AI(t)ρI(t)}, (B.10)
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donde se ha introducido AI(t) como el operador de la representación interacción

AI(t) ≡ U †0(t, t0)A(t)U0(t, t0), (B.11)

y ρI(t) como la matriz densidad en la representación interacción:

ρI(t) ≡ UI(t, tO)ρ(t0)U
†
I (t, t0). (B.12)

Es importante tener en cuenta que, en contraste a la representación Heisenberg la evolución

en el tiempo de los operadores no se genera por el hamiltoniano completo H pero si y sola-

mente por la parte libre H0. Si HI(t) = 0 se tiene U0(t, t0) y UI(t, t0) = I , de esta manera

que la representación interacción es idéntica a la de Heisenberg . Por el contrario , en el caso

donde el hamiltoniano libre desaparece, H0 = 0 se tiene HI(t) = H(t) tal que U0(t, t0) = I

y UI(t, t0) = U(t, t0) asi, se recupera la representación de Schrödinger.

Está claro que en la representación interacción la evolución en el tiempo del operadorUI(t, t0)

es la solución de la ecuación diferencial

i
∂

∂t
UI(t, t0) = HI(t)UI(t, t0), (B.13)

sujeta a la condición inicial UI(t0, t0) = 1 y el hamiltoniano de interacción esta dado por:

HI(t) = U †0(t, t0)HIU0(t, t0). (B.14)

de este modo la correspondiente ecuación de von Neumann en el marco de interacción toma

la forma
d

dt
ρI(t) = −i[HI(t), ρI(t)] (B.15)

A menudo, la ecuación de von Neumann en la representación interacción se escribe equiva-

lentemente en forma integral

ρI(t) = ρI(t0)− i
∫ t

t0

ds[HI(s), ρI(s)]. (B.16)
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ximación desde los postulados de la mecánica cuántica. Master’s thesis, 1999.
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