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RESUMEN

En este trabajo de investigacion se presenta el disefio, aplicacion y evaluacion de una
secuencia de ensefianza integrando GeoGebra, disefiada con el objetivo de promover el
aprendizaje del concepto de funcion exponencial en los estudiantes de grado noveno del colegio
Liceo Integrado de Bachillerato de la Universidad de Narifio. Para el disefio de dicha secuencia
se tom6 como marco de referencia la Teoria de los Registros de Representacién Semidtica
planteada por R. Duval (1999) y la Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD) de Brousseau
(2007), por lo cual se emple6 como metodologia la micro-ingenieria didéctica que proponen
Artigue, Douady, Moreno, & Gomez (1995). Se llevd a cabo un analisis cognitivo sobre las
concepciones de los estudiantes con respecto a los conceptos basicos que componen el objeto de
estudio, juntos con sus habilidades para transitar dentro y entre los registros de representacion;
un analisis didactico sobre la forma como se trata la funcion exponencial al interior de los planes
de area locales y los Referentes de Calidad Educativa que rigen a nivel nacional; y un analisis
histdrico-epistemoldgico realizado a partir del estudio de algunos libros de texto empleados para
la ensefianza de la funcion exponencial para identificar la forma en la que se aborda dicho
concepto y la manera en la que éste evolucion0 a través del tiempo hasta llegar a su definicion
més elaborada. El andlisis anterior permitié el disefio de tres Situaciones Didacticas; en su
desarrollo se muestra como el concepto de funcion exponencial puede interpretarse como un
modelo matematico que involucra la variacion y el cambio entre magnitudes a través de los
registros de representacion propuestos.

Palabras Claves: Funcion exponencial, GeoGebra, tratamiento, conversién, Teoria de las
Situaciones Didacticas, micro-ingenieria didactica, epistemoldgico, visualizacion, modelacion,
cognitivo, didactico, devolucion, factor de crecimiento, pardmetro.



ABSTRACT

In this research the design, application and evaluation of a teaching sequence integrating
GeoGebra, designed with the objective of promoting the learning of the concept of exponential
function in the ninth grade students of the Liceo Integrado de Bachillerato de la Universidad de
Narifio. For the design of this sequence, the Theory of Registers of Semiotic Representation
proposed by R. Duval (1999) and Theory of the Didactic Situations (TSD) by Brousseau (2007)
were used as a frame of reference.the methodology didactic micro-engineering proposed by
Artigue, Douady, Moreno, & Gomez (1995). A cognitive analysis was carried out on students'
conceptions regarding the basic concepts that make up the object of study, together with their
abilities to transit within and between the registers of representation; A didactic analysis on how
the exponential function is treated within the local area plans and the Referents of Educational
Quality that govern at national level; And a historical-epistemological analysis made from the
study of some textbooks used to teach the exponential function to identify the way in which this
concept is approached and the way in which it evolved over time to reach Its most elaborate
definition. The above analysis allowed the design of three Didactic Situations; In its development
shows how the concept of exponential function can be interpreted as a mathematical model that
involves the variation and the change between magnitudes through the proposed records of
representation.

Keywords: Exponential function, GeoGebra, treatment, conversion, Theory of Didactic
Situations, didactic micro-engineering, epistemological, visualization, modeling, cognitive,
didactic, return, growth factor, parameter.
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INTRODUCCION

Las Tecnologias de la Informacion y Comunicacion (TIC) vienen ganando impacto en la
sociedad, por lo tanto la integracion de éstas en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas es
de gran importancia y los profesores deben mantenerse en continua actualizacion de las
herramientas didacticas disponibles, adaptandolas y construyendo propuestas de trabajo de
acuerdo a sus necesidades formativas. En este sentido, se formulan actividades enmarcadas en el
planteamiento y resolucion de problemas haciendo énfasis en el uso de las tecnologias dentro del
ambiente escolar, tales como software matematicos e instrumentos tecnoldgicos para la
ensefianza de las matematicas, sustentados en el hecho de que los avances y el uso pertinente de
dichos recursos en el aula de clase, permiten la creacion de ambientes de aprendizaje en donde
los estudiantes pueden recrear el conocimiento matematico, a diferencia del modelo de
ensefianza tradicional en donde se muestra a las matematicas como un conocimiento acabado e
inmutable, reduciendo considerablemente las habilidades y competencias matematicas que
puedan surgir, reafirmandose la idea de que las TIC influyen directa o indirectamente en el
ambito educativo.

En el caso concreto para los grados de la educacion media estan los programas que
favorecen la instruccion tanto para algebra como geometria. El interés sobre esas areas del
conocimiento es significativo porque, como Hohenwarter & Jones (2007) describen, “los
curriculos matematicos escolares en todo el mundo ofrecen posiciones destacadas tanto para
geometria y algebra, especialmente a nivel de escuela secundaria” (p. 126). De ahi que las
tecnologias informaticas que se podrian usar en estos grados, deben fortalecer esas dos tematicas
fundamentales. En este sentido, el software GeoGebra integra el trabajo en las &reas de
geometria, algebra, algebra lineal, estadistica, analisis matematico entre otros, en un ambiente
dinamico llegando a ser considerado como una herramienta didactica, puesto que es un elemento
que al ser usado de manera eficaz dentro del aula de clase, provee de cierta ventaja al maestro
para la presentacion de una tematica particular, y su vez le proporciona al estudiante otra forma
de representacion, visualizacién y organizacién de los conceptos y procedimientos abordados en
su estudio.

De esta manera, la actividad matematica puede verse mejorada, si se integra GeoGebra
dentro del ambiente escolar ya que favorece la motivacion e interés de los estudiantes, facilita
una ensefianza interactiva, participativa y colaborativa puesto que en respuesta a las acciones
hechas por los estudiantes, suministra retroacciones, las cuales pasan a ser interpretadas para
corregir los posibles errores, trabajando de forma autbnoma y a su vez junto a un grupo de
iguales que tienen un objetivo en comun. Otra caracteristica importante de GeoGebra, consiste
en el tratamiento dinamico que hace a las representaciones de los conceptos matematicos, ya que
permite manipular de forma dinamica elementos de naturaleza geometrica y algebraica,
favoreciendo de esta forma una mayor comprension de la variacion entre dichos elementos.

El concepto alrededor del cual se desarrolla la propuesta didactica es el de la funcion
exponencial. El interés por esta entidad matematica consiste en que es uno de los conceptos
matematicos que tienen un numero considerable de aplicaciones para modelizar fenémenos de
ciertas ciencias experimentales; hecho que evidentemente servira para mostrar el vinculo
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existente entre las matematicas y la realidad. En este sentido, el trabajo de investigacion toma
como referente metodoldgico la micro-ingenieria didactica que servira para guiar el disefio y
gjecucion de las situaciones didacticas concebidas a partir de la Teoria de las Situaciones
Didacticas (TSD) de Brousseau (2007), en las que se integro el software GeoGebra como
instrumento para desarrollar las actividades por parte de los alumnos participes en esta
investigacion. Todo esto con el fin de propiciar un ambiente variacional encaminado a describir
algunas de las caracteristicas matematicas inherentes a este concepto mediante la variacion de
sus parametros.

El trabajo de campo de esta investigacion se realiz6 en la Institucion Liceo Integrado de
Bachillerato de la Universidad de Narifio, que es de carécter oficial y ofrece los niveles de
Preescolar, Educacion Bésica Primaria, Secundaria. La comunidad educativa estd comprometida
con el respeto y fortalecimiento de valores éticos, religiosos, espirituales, sociales, culturales,
politicos y estéticos, apropiandose adecuadamente de contenidos relacionados con la ciencia y la
tecnologia que le puedan permitir al estudiante desempefiarse con efectividad, calidad y
competitividad en la sociedad. Para la consecucion del mismo, se elaboraron las tres situaciones
didacticas que fueron utilizadas en la fase experimental, tratando de observar los acontecimientos
durante las distintas fases que segun la TSD componen las etapas del aprendizaje: accion,
formulacion, validacion e institucionalizacion. Finalmente se analizaron los datos recolectados
para proceder a hacer el analisis a posteriori con la respectiva evaluacion de los resultados
obtenidos y la validacion, resultante de la confrontacion de los anélisis, el a priori y a posteriori
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1. Antecedentes

De acuerdo a los intereses de este proyecto se han considerado como referentes los
siguientes trabajos de investigacion, por cuanto hacen alusién al mismo concepto matematico o
ya sea porque emplean GeoGebra para la ensefianza de un concepto matematico afin.

o Coral. (2013). Disefio de una propuesta metodoldgica para el empleo del
software GeoGebra en la ensefianza de la funcion cuadratica con estudiantes de
grado noveno del colegio Filipense de la ciudad de Ipiales (tesis de pregrado).
Universidad de Narifio, Pasto, Colombia.

En este trabajo de investigacion se presenta una estrategia de ensefianza para la
funcion cuadratica, fundamentada en el uso efectivo del software GeoGebra con los
estudiantes de grado noveno del Colegio Filipense de la ciudad de Ipiales. Para el disefio
de esta propuesta se tuvieron en cuenta aportes de la teoria del aprendizaje significativo
de Ausubel e igualmente de la teoria de las representaciones de Duval, puesto que estos
son necesarios en la construccion del conocimiento, como lo son también los pre-saberes
de los alumnos, el empleo de medios tecnoldgicos y el trabajo cooperativo. EIl objetivo
general de este trabajo de investigacion como su nombre lo indica fue el de elaborar una
propuesta de ensefianza para el empleo del software GeoGebra en la ensefianza de la
funcidén cuadrética con los estudiantes ya mencionados, para fortalecer las competencias
en el &rea de matematicas. Durante el trabajo de campo se realizaron cuatro secuencias
didacticas, divididas en actividades de apertura, desarrollo y cierre; orientadas a
capacitar a los estudiantes a identificar los conceptos basicos que conforman la funcién
cuadratica, tales como el de funcidn, variables, dependencia entre variables, entre otros.
De igual manera se hizo uso de GeoGebra para: Analizar el comportamiento de la
funcidn cuadratica debido a la variacion de sus parametros; hacer un estudio cualitativo
de este objeto matematico encontrando sus principales elementos y por ultimo para
aplicar los conocimientos adquiridos en la modelacion de algunas situaciones de la vida
real.

o Gonzales. (2011). Una propuesta para la ensefianza de las funciones
trigonométricas seno y coseno integrando GeoGebra (tesis de pregrado). Universidad
del Valle, Santiago de Cali, Colombia.

El trabajo de esta investigacion consistio en realizar una propuesta para la ensefianza
de las funciones trigonométricas seno y coseno empleando una metodologia de estudio de
casos. En esta investigacion participaron 39 estudiantes de los grupos de grado décimo
de la Escuela Normal Superior Farallones de Cali, en cuatro sesiones de 2 horas cada
una, su compromiso y responsabilidad fue ajena a sus deberes académicos en el area de
matematicas, es decir; asistian voluntariamente a sesiones de trabajo externas a la jornada
escolar. En dicha propuesta de ensefianza, se recalcé la importancia de la visualizacion
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como un proceso cognitivo inherente a la actividad matematica, y de igual manera se
destacO el aspecto variacional de estas funciones para el anélisis y resolucion de las
situaciones elaboradas. Se consider6 como referente tedrico la TSD y asi mismo se
selecciond GeoGebra como medio para encontrar las respectivas soluciones a las
situaciones planteadas. Una de las conclusiones fue comprobar que GeoGebra promovio
y facilito la visualizacion y comprension de fendmenos de variacion concernientes a estos
objetos matemaéticos, puesto que esto produjo progresivamente que los estudiantes
identifiquen sus propiedades matematicas inherentes.

o Trillos. (2008). La funcion exponencial en el grado noveno (tesis de
pregrado). Universidad Industrial de Santander, Bucaramanga, Colombia.

En este trabajo de investigacion se promovio la comprension del concepto de
funciéon exponencial en 15 de los estudiantes matriculados en el grado noveno del
Instituto Técnico Superior Damaso Zapata, implementando una metodologia diferente y
significativa basada en el manejo de algunas aplicaciones de este objeto matematico para
modelar ciertos fendmenos de la vida real. El objetivo fundamental de esta investigacion
fue el de analizar la construccion del concepto de funcion exponencial por parte de estos
estudiantes, rescatando algunos de los aspectos historicos y problemas que motivaron al
surgimiento del mismo. Para esto se implementaron siete actividades encaminadas a que
inicialmente los alumnos conozcan las bases tedricas que conforman este concepto
matematico a través de su evolucion historica, con el fin de que puedan paulatinamente
describir, caracterizar y aplicar los conocimientos adquiridos mediante el uso de este
objeto matematico. Un resultado sobresaliente dentro de esta investigacion fue que para
los estudiantes resultd satisfactorio ver que lo aprendido, les iba a servir para aplicarlo ya
sea un su vida o en la sociedad que los rodea, como también, evidenciar la importancia
que tuvo para los alumnos extender los conceptos matematicos a sus aplicaciones, en este
caso con el propdsito de resolver problemas.

o Pulido. (2012). Propuesta de una unidad didactica para la ensefianza del
concepto de funcion exponencial mediante la implementacion de algunas aplicaciones
(tesis maestria). Universidad Nacional de Colombia, Bogota, Colombia.

En este trabajo de investigacion se presenta a la funcién exponencial como un
modelo matematico que permite de alguna manera explicar el comportamiento de varios
fendmenos o situaciones de nuestra realidad. Para tal proposito, se muestran elementos de
caracter histérico-epistemoldgico que dan cuenta de diversos momentos y situaciones que
han influido en la construccion de este concepto matematico. Posteriormente se presentan
ciertas propiedades de la funcion exponencial, comenzando desde sus elementos basicos
hasta los anélisis que en la actualidad se realizan de forma minuciosa y especializada por
la comunidad cientifica. Finalmente se proponen una serie de actividades encaminadas a
propiciar la comprension del concepto en general, por medio del reconocimiento y
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andlisis de las herramientas que lo componen, su desarrollo historico, su definicion
formal, sus propiedades y diversas aplicaciones presentadas con relacion a su entorno.

o Londofio. (2006). Una unidad didactica para la ensefianza de la funcion
exponencial en el grado noveno (tesis de pregrado). Universidad de la Salle, Bogota,
Colombia.

En este trabajo de investigacion se intento dar a conocer los conceptos
fundamentales de la funcion exponencial, posibilitando a los estudiantes de grado
noveno, aprenderlos y aplicarlos de forma adecuada en la resolucion de problema de
caracter practico. En cuanto a la realizacion, se consider6 una metodologia de tipo
experimental en donde se trabajo con los alumnos de los cursos 901 y 902 con 35 y 33
alumnos respectivamente. En primer lugar se detectaron las habilidades y falencias con
respecto a la comprension de los conceptos béasicos de la funcién exponencial.
Posteriormente en el curso 901 se crearon dos grupos homogéneos de acuerdo a intereses
de la investigacion, a quienes se les aplicé una unidad didactica que recopilaba algunos
conceptos béasicos y por ende necesarios para la el estudio de dicho concepto. Por otro
lado, en el otro curso o grupo control, se empled la metodologia tradicional para la
ensefianza de esta tematica, es decir, explicacién del concepto de funcién exponencial, su
utilidad, propiedades, tabulacion y representacion en el plano cartesiano, seguida de la
realizacion de ejercicios, ya sea en grupo e individualmente (dependiendo de los
momentos de la organizacion didactica), los cuales involucraban el reconocimiento,
representacion y significacion de los conceptos y propiedades de la funcidén exponencial.
Posteriormente, se elabor6 y aplicd en ambos grados una segunda prueba de verificacion
que involucro6 la comprension del concepto y su aplicacion. Una de las conclusiones fue
que la puesta en practica de la unidad didactica llegd a constituirse para el grupo
experimental en una herramienta Gtil, para la ensefianza y aprendizaje de la funcion
exponencial, puesto que bajo esta metodologia los estudiantes mejoraron su actitud y
alcanzaron los logros propuestos en una mayor proporcion que los del grupo control.
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2. Justificacion y Planteamiento del problema

Para nadie es un secreto que las matematicas se han considerado de manera tradicional
complicadas para la sociedad en general y ain mas para los estudiantes, llegandose a sentir
atemorizados e incapaces cuando se enfrentan a esta area del conocimiento, ya que la falta de
motivacion, de recursos, de estrategias didacticas del docente favorecen dicha caracterizacion
como algo dificil, complicado y lo que es peor fuera de contexto. Por tal motivo es que la
Educacion Matematica en este pais necesita cambios trascendentes en miras de mejorar los
procesos de ensefianza y aprendizaje, en donde se empleen metodologias activas, que
favorezcan tanto la adquisicion de conocimientos como el desarrollo del trabajo en equipo y las
habilidades comunicativas, modernizando los ambientes en el aula de clase de tal manera que
cada estudiante sepa responder de manera clara y apropiada a los retos y exigencias que le
manifiesta la sociedad; es decir una educacion capaz de responder a los tiempos actuales.

Por otro lado, la escuela al constituirse como institucion social y educativa no puede ser
ajena y dar la espalda a la cultura y tecnologia de su época. Por tanto, se parte del supuesto de
que el uso eficaz de los medios tecnolégicos pueden aportan elementos que ayuden
progresivamente a conseguir dicho propdsito, ya que los estudiantes son usuarios habituales de
las diversas tecnologias digitales (videojuegos, internet, television digital, moviles, camaras,
etc.), desempefiando un papel cada vez mas importante en la vida los escolares. Sin embargo,
integrar las TIC en el aula de clase, sin cambiar las practicas educativas, es inmortalizar una
préactica comun a un mayor costo. Un verdadero cambio en la educacion requiere que de manera
conjunta surjan cambios pedagdgicos y tecnoldgicos. De ahi que el foco de atencién para la
innovacion pedagégica de la practica docente debe ser tanto el planteamiento y método de
ensefianza desarrollado por dichas tecnologias, como el proceso de aprendizaje que este método
promueve en los estudiantes.

Segln la ley N° 1341, de 2009, las TIC dentro de la legislacion educativa, actual se
presentan no como fin en si mismo sino como una herramienta didactica mas integrada en el
aula. Sin embargo, en la gran mayoria de los establecimientos educativos, las TIC son utilizadas
unicamente como un medio novedoso al servicio de los métodos de ensefianza tradicionales,
limitando de esta manera su potencial pedagdgico. En consecuencia, no se trata Unicamente de
ensefar a utilizar ciertos instrumentos tecnologicos, sino que se deben emplear de tal manera que
proporcionen nuevas y mejores metodologias educativas que posibiliten alcanzar los objetivos
trazados. De esto se deduce, que el uso pertinente de las TIC depende en su gran mayoria de la
correcta planeacion del maestro, asi como de sus intenciones metodoldgicas y didacticas, y no
al contrario, pues dicho de otra manera, resulta muy dificil que los artefactos tecnolégicos por si
solos contribuyan al mejoramiento de los procesos de ensefianza y aprendizaje.

Dentro de este trabajo se pretende generar espacios didacticos que favorezcan la calidad
tanto de la ensefianza y el aprendizaje de la funcion exponencial, basandose en la integracion del
software GeoGebra en las practicas educativas, puesto que se tiene la idea de que la integracion
pertinente de esta herramienta didactica en el aula de matematicas puede generar unas
condiciones adecuadas para reforzar la dimension social de la educacion; debido a que posee
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una gran variedad de caracteristicas y recursos, como por ejemplo, el hecho de ser un software
libre y por otro, estar disefiado para interactuar dinamicamente en un ambiente que reune la
geometria, algebra y analisis o calculo, otorgando la posibilidad de visualizar de forma
sincronica y simultanea sobre la vista grafica, algebraica y en la hoja de calculo. De igual forma,
puede facilitar una ensefianza interactiva, participativa y colaborativa, en el momento en que los
estudiantes realizan acciones sobre el programa, reciben las retroacciones que le suministra dicha
herramienta y corrigen los errores de manera inmediata, trabajando junto a un grupo de iguales
que tienen un objetivo en comun.

La razdn por la cual se escogi6 este concepto matematico, se debe a que en primer lugar es
un tema muy poco trabajo en el grado noveno, a pesar de estar contemplado dentro del programa
académico y en los Estandares Basicos de Competencias (2006) correspondientes a este grado y
en segundo lugar a que se sabe del enorme potencial que tiene la funcion exponencial para
modelizar diversos fendmenos de las ciencias experimentales (que incluyen crecimiento
poblacional, desarrollo de poblaciones, decaimiento radiactivo, etc.). De esta manera, dichas
caracteristicas pueden ser aprovechadas por GeoGebra para disefiar dispositivos didacticos que
permitan mejorar la ensefianza y aprendizaje de este objeto matematico, pues se sabe que las
representaciones de un concepto matematico, solo constituyen una parte del mismo, por lo tanto,
la manipulacion coherente de ellas dentro de este nuevo contexto, es lo que permitiréd su estudio.

Por otro lado, durante la revision bibliogréfica se hizo evidente la presencia de trabajos de
investigacion que presentan experiencias que intentan demostrar las bondades de la mediacion de
las TIC en los procesos de ensefianza y aprendizaje, y que dichas experiencias carecen de
orientacion tedrica definida que permita analizar lo que en realidad sucedio, y en consecuencia
poder determinar qué aspectos de tales practicas pueden ser aprovechados de mejor manera. Por
tal motivo dentro de esta propuesta se toma como metodologia de investigacién la micro-
ingenieria didactica, referente que servira para planear, introducir, y analizar los resultados de
introducir secuencias didacticas enmarcadas en la TSD, pues se considera que estos referentes
tedricos permiten identificar de manera clara el rol de GeoGebra en el aprendizaje de la funcion
exponencial, describir de manera precisa el papel del profesor, y predecir el efecto que tendran
las actividades planteadas en el aprendizaje de los estudiantes.

Resulta evidente que el potencial pedagdgico que ofrece GeoGebra, s6lo puede hacerse
evidente a partir de una rigurosa investigacion, evaluacion y disposicion conveniente de sus
opciones y elementos; de tal forma que se origine una lectura efectiva de los usos didacticos que
aporten a modelos y estrategias de intervencién educativa eficaces. Este tipo de analisis que se
ocasiona al cambiar las estrategias didacticas al interactuar con una herramienta tan diferente,
promueve una adecuada integracion de dicho software en el aula de clase, de ahi que el propdsito
fundamental de esta investigacion, consiste en caracterizar y disefiar secuencias didacticas
enmarcadas en la TSD, que fomenten el estudio de la funcion exponencial integrando GeoGebra;
de tal forma, que se propicie la utilizacion de modelos matematicos en situaciones practicas de
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dicho concepto y a su vez permitan investigar lo que sucede cuando se combinan este tipo de
herramientas tecnoldgicas con las técnicas provenientes de la ensefianza tradicional.
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3. Pregunta de Investigacion

Por toda esta situacion anteriormente planteada, el problema didactico que se plantea se
puede formular a través de la siguiente pregunta que guiara esta investigacion:

¢Cémo disefiar procesos didacticos adecuados para abordar el concepto de funcion
exponencial empleando GeoGebra, donde se elaboren cuestiones que sean generadoras de los
contenidos matematicos tratados y, en consecuencia, permitan articularlos y mostrar su
funcionalidad?
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4. Objetivos

4.1. Objetivo General

e Disefiar, aplicar y evaluar una secuencia de situaciones didacticas para la
ensefianza de la funcién exponencial integrando GeoGebra, dirigida a estudiantes de
grado noveno del colegio Liceo Integrado de Bachillerato de la Universidad de Narifio,
utilizando como metodologia de investigacién una micro-ingenieria didactica.

4.2. Objetivos Especificos

e Proponer una secuencia didactica integrando GeoGebra, para la ensefianza de la
funcion exponencial, mediante situaciones didacticas, enfocadas en el manejo dentro y
entre los registros de representacion caracteristicos de este concepto matematico.

o Propiciar el desarrollo del pensamiento variacional y los procesos de visualizacion
en los estudiantes objeto investigacion, por medio de situaciones didacticas centradas en
el estudio de la variacion de los parametros caracteristicos de la funcion exponencial
empelando GeoGebra y asi ofrecer una experiencia de aula a la comunidad interesada en
la integracion de las TIC, en el ambiente escolar de matematicas.
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5. Marco Teorico

Este trabajo de investigacion esta orientado al estudio de fendmenos en el aula que surgen
con el disefio, implementacion y evaluacion de secuencias de situaciones didacticas entorno a la
funcion exponencial, integrando GeoGebra. Para tal efecto, en esta investigacion se utilizara la
micro-ingenieria didactica, comprendiendo tres dimensiones basicas que sugiere la Escuela
Francesa de la Didactica de las Matematicas y que son el soporte conceptual para el disefio de
tales situaciones didacticas.

5.1. Teoria de las representaciones matematicas

Indudablemente una caracteristica inherente de la actividad matematica es sin duda, el
empleo de diversos sistemas de representacién ademas del lenguaje natural ya que estos son
fundamentales para la comprension y el razonamiento de las estudiantes. Sin embargo; las
diversas experiencias en el ambiente escolar evidencian las dificultades que presentan los
alumnos al confrontarse en otros contextos limitando su accionar, logrando avances poco
significativos y restringiendo de esta manera la comprension de los conceptos matematicos.

(...) se ha probado que cambiar la forma de una representacion es, para muchos alumnos de
los diferentes niveles de ensefianza, una operacion dificil y en algunas ocasiones imposible.
Todo sucede como si para la gran mayoria de los alumnos la compresion que logran de un
contenido quedara limitada a la forma de representacion utilizada. (Duval, 1999, pag. 28)

Es importante entonces desde el papel de investigador describir algunas de las
caracteristicas inherentes al empleo de diferentes tipos de representaciones de los conceptos
matematicos. Este mismo autor describe una importante caracteristica de las representaciones de
los objetos vinculadas a la aprehension conceptual de los mismos: “si se llama semiosis a la
aprehensién o la produccion de una representacion semidtica, y neosis a la aprehension

conceptual de un objeto, es necesario afirmar que la neosis es inseparable de la semiosis” (Duval,
1999, pag. 44).

Para comenzar, es importante definir lo que se entiende por registro; segin Duval (1999):
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(...) los sistemas semioticos, en efecto, deben permitir cumplir las tres actividades
cognitivas inherentes a toda representacion. En primer lugar, constituir una marca o un
conjunto de marcas perceptibles que sean identificables como una representacion de alguna
cosa en un sistema determinado [Formacion]. Luego, transformar las representaciones de
acuerdo con las unicas reglas propias del sistema, de modo que se obtengan otras
representaciones que pueden constituir una ganancia de conocimiento en comparacion con
las representaciones iniciales [Tratamiento]. Por altimo, convertir las representaciones
producidas en un sistema de representaciones en otro sistema, de manera tal que éstas
ultimas permitan explicitar otras significaciones relativas a aquello que es representado
[Conversidn]. No todos los sistemas semioticos permiten estas tres actividades cognitivas
fundamentales, como por ejemplo, el lenguaje morse o la codificacion de transito. Pero el
lenguaje natural, las lenguas simbolicas, los gréficos, las figuras geométricas, etc. si las
permiten. Hablaremos entonces de registro de representacion semidtica. (p 29)

En seguida, se presentan las definiciones mencionadas anteriormente como la formacién, el
tratamiento y la conversion que se presentan en las actividades cognitivas que expone este autor:

La formacidn permite expresar una representacién mental o describir un objeto matematico,
para esto se debe seleccionar un conjunto de caracteristicas, en las cuales se determinan ciertas
reglas de formacion que permita el uso adecuado de los signos, es decir las determinaciones que
constituyen lo que se requiere representar.

Formar una representacion semiética es recurrir a un(os) signo(s) para actualizar o para
sustituir la vision de un objeto. Excepto los casos de idiosincrasia, los signos utilizados
pertenecen a un sistema semi6tico ya constituido y ya utilizado por otros: la lengua materna,
un codigo iconico de representacion grafica o artistica, una lengua formal, etc. Los actos
mas elementales de formacidn son, segun los registros la designacion nominal de objetos, la
reproduccion de su contorno percibido, la codificacion de relaciones o de algunas
propiedades de un movimiento. (Duval, 1999, pag. 41)

En cuanto al tratamiento como otra actividad cognitiva, es:

Una transformacion de una representacion (inicial) en otra representacion (terminal),
respecto a una cuestion, a un problema o una necesidad, que proporcionan el criterio de
interrupcién en la serie de las transformaciones efectuadas. Un tratamiento es una
transformacion de la representacion al interior del registro de representacion o de un
sistema. (Duval, 1999, pag. 42)

Esto significa, que el tratamiento es una transformacion interna que opera o se lleva a cabo
dentro de un registro, es decir; la transformacion de una representacion en otra representacion
pero que sigue utilizando las caracteristicas del mismo registro.
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En relacion a la conversion, este mismo autor la define de la siguiente forma:

La conversion es la transformacion de la representacion de un objeto, de una situacion o de
una informacion dada en un registro, en una representacion de este mismo objeto, esta
misma situacion o de la misma informacidn en otro registro. Las operaciones habitualmente
designadas con los términos “traduccion”, “ilustracion”, “transposicion”, “interpretacion”,
“codificacion”, etc., son operaciones que hacen corresponder una representacion dada en un
registro con otra representacion en otro registro. La conversion es pues, una transformacion

externa relativa al registro de representacion de partida. (Duval, 1999, pag. 44)

Esto quiere decir que la conversion es una actividad cognitiva que se realiza entre diferentes
registros, es decir; es una transformacion de una representacion en otra, en donde el registro de
partida es diferente al de llegada. Por ejemplo, cuando al resolver un determinado ejercicio se
expresa en forma analitica una funcion y en el siguiente paso de la resolucion, se realiza una
tabla de valores otorgandole valores arbitrarios a la variable independiente para posteriormente
evaluarlos en la expresion algebraica. Vale la pena esclarecer que en estos dos tipos de
representaciones que pertenecen a registros diferentes estd de referente el mismo objeto
matematico.

Lo anterior conduce a pensar que estos cambios de registros son clave en los procesos de
ensefianza y aprendizaje puesto que de lo contrario quedarian excluidas algunas de las
propiedades relevantes de los conceptos matematicos al limitar el uso de estas representaciones
ya que: “convertir las representaciones producidas en un sistema de representaciones en otro
sistema, de manera tal que éstas Ultimas permitan explicitar otras significaciones relativas a
aquello que es representado” (Duval, 1999, pag. 29)

La conversion entre registros de representacién semioticos no es de caracter espontaneo, a
menos que se trate de representaciones congruentes entre el registro de partida y el de llegada.
Cuando existe tal congruencia, la conversion puede ser realizada con facilidad, por ejemplo:
Ante la pregunta sobre la monotonia de la funcién f(x) = e*, dada su gréfica en el plano
cartesiano, la mayoria de estudiantes tiene éxito al responder que se trata de una funcion
creciente, pues aqui prevalece un fendmeno de congruencia entre la representacion grafica de la
funcion dibujada y la percepcién de la nocion de crecimiento asociada con el hecho de que la
gréafica sube para valores creciente de la variable independiente.

Pero en el caso de que no exista tal congruencia, la tarea se torna mas complicada y no
accesible para muchos estudiantes. Por ejemplo, si pensamos en la misma funcion f(x) = e*
cuya representacion grafica es una curva creciente que corta al eje y en el punto (0,1), y se
solicita graficar la curva que representa a la funcion f(x) = e**, muchos estudiantes fracasan
debido que se trata de una curva que esta trasladada a la izquierda de la dada y que corta al eje
yen el punto (0, e). Por lo general, los alumnos ven el signo mas de la expresion y dibujan la
gréfica a la derecha de la dada.
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Por dltimo, cabe mencionar las posibles conversiones entre los diversos tipos de
representaciones que se han de realizar en el desarrollo de las situaciones didacticas. Janvier
(1987) indica que no se ha integrado el concepto de funcion hasta que no se es capaz de pasar
de una de las representaciones (descripcion verbal, diagramas de Venn, tablas, gréaficas,
férmulas) a todas las demas y sefiala incluso las habilidades que necesitan los alumnos para
traducir entre varias representaciones mediante la siguiente tabla:

Tabla No.1.

Conversidn entre sistemas de representacion de Janvier (1987)

Descripciones Tablas de Graficas Expresiones
Igebrai
verbales datos algebraicas
Descripciones Medida Croquis Modelo
verbales
Lectura de
Tablas de relacllo_nes Dibujo Ajuste Numérico
numéricas
datos
Gréficos Lectura de Tabulacion Ajuste Grafico
cartesianos relaciones gréaficas
Expresiones Lectura de Tabulacion Croquis
algebraicas relaciones
simbdlicas

5.2. Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD).

La TSD se debe al trabajo realizado por el francés Guy Brousseau, quien a través de
investigaciones desarrolladas sobre las interacciones presentadas entre los actores del sistema
didactico introdujo esta teoria que tuvo y sigue generando gran impactd en la comunidad de la
Didactica de las Matematicas. EI modelo propuesto por Brousseau es el de concebir tanto a la
ensefianza y aprendizaje de las matematicas como un proceso fundamentado en la produccion de
los conocimientos matematicos al interior de un entorno escolar. Dicha produccion involucra por
un lado establecer, transformar y reorganizar las relaciones existentes, y por otro implica
validar los resultados obtenidos mediante la interpretacion que hace de las retroacciones que
suministra el medio.
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En este trabajo de investigacion se implementaran cuatro situaciones didacticas, disefiadas
en el marco de la TSD. Para el desarrollo de cada una de ellas se empleard como ya se dijo el
software de algebra simbdlica y geometria dinamica GeoGebra, este instrumento constituye el
medio en el cual los alumnos podrén encontrar las respectivas soluciones mediante una secuencia
de interacciones pertinentes. De acuerdo con esto, se busca que el alumno encuentre por si
mismo las soluciones aludiendo al aprendizaje por adaptacion, concepto heredado de la teoria
piagetiana del aprendizaje; dicho aprendizaje es producto de la interaccion del individuo con el
medio en que vive, sin la intervencion del docente. Brousseau (2007) afirma al respecto:

El alumno aprende adaptdndose a un medio que es factor de contradicciones, dificultades y
desequilibrios, un poco como lo hace la sociedad humana. Este saber, fruto de la adaptacion
del alumno, se manifiesta por medio de nuevas respuestas, que son la marca del
aprendizaje. (p.30)

Es decir, en la TSD se plantea una situacion con una intencion a los alumnos, se les facilita
el medio con el que ellos van a interactuar, posteriormente realizando las acciones pertinentes,
los estudiantes encontraran las respuestas esperadas adquiriendo de esta manera el conocimiento.

Para tal efecto, es menester caracterizar los elementos, relaciones y situaciones con el
objetivo de anticipar las posibles acciones que efectuaran los estudiantes. En seguida se
mostraran algunos de los aspectos mas importantes que conforman la TSD y que serviran para el
desarrollo de la investigacion.

Situacion. Es el contexto donde los estudiantes solucionan todas las actividades planteadas
por el docente y que tienen una intencion establecida previamente.

Medio. Es el instrumento donde se contextualiza el conocimiento a ensefiar puesto que esta
disefiado para que los estudiantes desarrollen una cierta familiaridad al nivel de poder
manipularlo con toda seguridad y cuyas propiedades les parecen indiscutibles. En el presente
trabajo de investigacion para desarrollar las situaciones didacticas se utilizara la herramienta
informética GeoGebra.

Situacion Didactica. Esta clase de situacion comprende una serie de intervenciones por
parte del docente sobre los estudiantes y el medio, encaminadas a hacer funcionar las situaciones
a-didacticas y los conocimientos que ellas envuelven. Margolinas (2009), afirma el respecto:

En cuanto a la situacion didactica, es una situacion que se da generalmente en la clase, entre
un profesor y uno o mas alumnos, alrededor de un saber que se ensefia. De otra parte, la
situacion didactica s6lo concierne al sistema didactico en sentido estricto, y no al conjunto
del sistema de ensefianza, aunque los fendmenos que se dan en la clase no son
independientes de él; ademas en la situacion didactica, las intenciones de ensefiar y
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aprender son claras. Es asi como la situacion didactica se rige por el contrato didactico. (p.
35)

La intencionalidad de la situacién didactica es principalmente que los estudiantes
desarrollen conocimiento mediante el desarrollo de la situacion planteada por el maestro. Para
tal fin, una vez establecido el contrato didactico, los alumnos deben hacer un proceso analogo al
que acontecio en la produccion cientifica de los saberes en juego. Por su parte, el profesor debe
ejercer la intervencion, la accién y la vigilancia constante sobre el proceso de resolucién. Bajo
este criterio, la situacion didactica disiente de la situacion a-didactica y es mucho mas amplia y
compleja. A continuacién se describen las principales actividades por parte del docente en el
desarrollo de las actividades.

Devolucion de una Situacién a-didactica. Es el proceso en el cual el profesor busca que el
alumno se apropie, se comprometa, se responsabilice 0 haga suya una situacion a-didactica. Es
vital que la situacion “devuelta” a los estudiantes provoque en ellos un acercamiento al
conocimiento matematico por medio sus constructos. Para esto, dentro de la situacion didactica
en la cual estan involucrados los estudiantes, el conocimiento matematico y el profesor, es
responsabilidad de este Gltimo que esta se convierta en una situacion a-didactica. Es notorio, que
la intencionalidad se conserva aun al cambiar a este tipo de situacion; “Lo que caracteriza las
fases a-didacticas no es el silencio del profesor, sino lo que ¢l dice” (Margolinas, 2009, pag. 39).

El rol del profesor consiste entonces en ayudar a los alumnos a despojar la situaciéon de
todos los elementos didacticos para que puedan por si solos re-construir los conocimientos
matematicos. Al respecto Brousseau (2007) enuncia: “El alumno sabe que el problema fue
elegido para hacer que adquiera un conocimiento nuevo, pero debe saber también que este
conocimiento estd enteramente justificado por la logica interna de la situacién y que puede
construirlo sin tener presentes razones didacticas” (p.31).

Por Gltimo, es importante destacar que en esta fase el docente no se retira, no se convierte en
un espectador al margen de la situacion, todo lo contrario; €l debe ser responsable en gran parte
del compromiso constante de los estudiantes en una relacion a-didactica con la situacion
problema. Este tipo de intervenciones las realiza el maestro durante todo el tiempo de las
actividades, como lo establece Margolinas (2009): “la devolucion parece ser un proceso que dura
todo el tiempo de la situacion a-didactica, y no solo una fase de establecimiento” (p.42).

Institucionalizacion. Este proceso surge de la necesidad de adjudicar a los nuevos
conocimientos una ponderacion adecuada. Aqui el docente presenta el saber cultural lo mas
vinculado posible con el trabajo anterior en clase. Durante esta etapa, se debe recapitular,
sistematizar, ordenar y conectar lo que se promovio en la realizacion de las actividades para
poder establecer las relaciones entre las producciones de los estudiantes y el saber cultural. De
igual manera, los estudiantes deben ser capaces de distinguir de entre la diversidad de estrategias
empleadas para desarrollar las situaciones a-didacticas aquellas que han sido posibles gracias al
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conocimiento adquirido. Es pertinente, pues, que el docente intervenga al final del desarrollo de
las actividades para poder sefialar cuéles de entre sus actividades tienen un interés cientifico
objetivo; es decir, un estatuto cultural.

Situacion a-didactica. Este tipo de situacion se encuentra inmersa en la situacion didactica.
Aqui el profesor plantea a los alumnos un problema en contexto, estos por su propia cuenta,
haciendo uso de los conocimientos previos e interactuando con el medio deben ser capaces de
actuar, reflexionar y lograr solucionar las actividades propuestas sin la intervencion directa del
maestro.

La teoria distingue tres tipos de situaciones a-didactica que son la de accion, formulacion y
de validacion:

Situacion de Accion. En esta fase, los estudiantes haciendo uso adecuado de los
conocimientos previos deben realizar acciones adecuadas sobre el medio ya sea material o
simbdlico. No se trata pues, de una situacion de manipulacion deliberada o que tiene un orden
establecido; una buena situacion de accién, debe capacitar a los estudiantes a juzgar el resultado
de sus acciones para posteriormente modificarlas, esto se realiza sin la intervencion del docente y
es posible gracias a las retroacciones que les suministra el medio, las cuales son interpretadas
por los estudiantes como sanciones o refuerzos de su accion.

Situacion de Formulacion. En esta etapa es predominante el papel de la comunicacion. Los
estudiantes intercambian experiencias en la resolucion de las actividades, para tal fin, es
necesario que cada uno de los alumnos intervenga para exponer sus ideas a uno 0 a un grupo de
compafieros con el objetivo de que sean analizadas; posteriormente le devuelven la informacion
para que nuevamente se hagan las acciones pertinentes sobre el medio.

La formulacién de un conocimiento corresponderia a una capacidad del sujeto para
retomarlo (reconocerlo, identificarlo, descomponerlo y reconstruirlo en un sistema
linguistico). EI medio que exigira al sujeto usar una formulacion debe entonces involucrar
(ficticia o efectivamente) a otro sujeto, a quien el primero deberd comunicar una
informacidn. (Brousseau, 2007, pag. 25)

Situacion de validacion. Puesto que la validacion experimental que ocurren en las fases
precedentes es insuficiente, es necesario que el alumno argumente y en lo posible demuestre
frente a otros estudiantes la validez de su modelo construido, esto se realiza mediante la prueba
de la exactitud y pertinencia de las estrategias empleadas para llegar a la solucién.
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Por otro lado, cabe resaltar que esta concepcion de la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas genera rupturas dentro del contrato didactico habitual, generando de esta manera
una crisis que demanda la renegociacion y busqueda de un nuevo contrato en funcion de los
conocimientos proyectados a fin de que los procesos de ensefianza y aprendizaje sean viables.
Aqui las relaciones entre los actores del sistema didactico representados por estudiante, profesor
y saber se ponen en evidencia junto con ciertos compromisos reciprocos implicitos.

Por altimo, para explicar de forma mas adecuada la relacion entre situacion didactica y
situacion a-didactica se presenta el siguiente diagrama tomado de Acosta (2010)

Figura 1. Relacion entre situacion didactica y a-didactica. Tomado de Acosta (2010).

En este diagrama, se puede apreciar que en realidad la situacion a-didactica hace parte de las
situaciones didacticas ya que como se enuncia por Brousseau (2007): “un medio sin intenciones
didacticas es incapaz de inducir en el alumno todos los conocimientos culturales que se desea
que adquiera” (p. 31).

El funcionamiento del diagrama es el siguiente: El docente debe disefiar una situacion a-
didactica con el fin de promover en el estudiante el aprendizaje por adaptacion, para tal fin, debe
preparar cuidadosamente las actividades y el medio que servird de apoyo para resolver el
problema. Por su lado, el estudiante genera una de serie de acciones sobre el medio que como
respuesta dara las retroacciones, las que el alumno interpreta para validar sus estrategias. De la
socializacion de estas validaciones surgira el conocimiento del estudiante, sin embargo este debe
ser institucionalizado por el profesor para que sea considerado como saber cultural.

5.3. Tecnologias de la Informacion y Comunicacion (T1C)

El National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) subraya la importancia de
involucrar las tecnologias digitales en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas y destaca
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ademés el potencial de estas herramientas en lo relacionado con mejorar la comprensién de los
alumnos, motivandolos e incrementando sus competencias en matematicas.

Es esencial que los profesores y los estudiantes tengan acceso regular a las tecnologias que
apoyan y promueven el sentido matematico, el razonamiento, la resolucion de problemas y
la comunicacidén. Los maestros eficaces optimizan el potencial de la tecnologia para
desarrollar la comprension de los estudiantes, estimular su interés, y aumentar su habilidad
en matematicas. Cuando los maestros usan la tecnologia estratégicamente, pueden
proporcionar un mayor acceso a las matematicas para todos los estudiantes. (NCTM, 2011,

pag. 1)

Por otro lado el gobierno nacional en el afio 2009 establecid la Ley 1341 del 30 de julio, con
la que se busca darle al pais un marco normativo para el desarrollo de las TIC. En su articulo 2-
Principios Orientadores, se considera que la investigacion, el fomento, la promocién y el
desarrollo de las TIC son una politica de estado que involucra a todos los sectores y niveles de la
administracion publica y de la sociedad, contribuyendo entre otros al desarrollo educativo. De
igual manera en el articulo 39-Articulacion del Plan de TIC, se establece como una funcion del
Ministerio de TIC coordinar la articulacion del plan de TIC, con el Plan de Educacién y los
demas planes sectoriales, para avanzar hacia los mismos objetivos, asi como también se enuncian
actividades encargadas al MEN en lo que corresponde a:

1. Fomentar el emprendimiento en TIC, desde los establecimientos educativos, con alto
contenido en innovacion

2. Poner en marcha un Sistema Nacional de alfabetizacién digital

3. Capacitar en TIC a docentes de todos los niveles

4. Incluir la catedra de TIC en todo el sistema educativo, desde la infancia

5. Ejercer mayor control en los cafés Internet para seguridad de los nifos.
(MarcadorDePosicion1pag. 20)

El propédsito fundamental de la utilizacion de las TIC en la educacion del pais es con el
objetivo de promover y fortalecer los procesos de pensamiento matematico, desarrollando
aprendizaje de los conceptos matematicos y promoviendo el uso y desarrollo de algunas
competencias matematicas basicas tales como: pensar y razonar, argumentar y justificar,
comunicar, modelizar, plantear y resolver problemas, representar, utilizar lenguaje simbdlico,
etc.
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5.4.1. GeoGebra.

GeoGebra es un software matematico de uso libre disefiado con fines educativos dirigido
tanto para docentes y estudiantes; este programa fue creado por los esposos Markus y Judith
Hohenwarter, y un equipo internacional dedicado a su desarrollo, quienes trabajaron con este
software desde el afio 2001 en la Universidad de Salzburgo y posteriormente en la Universidad
de Atlantic, Florida, Estados Unidos. Este programa retine en forma dinamica algunos elementos
de aritmética, geometria, algebra, clculo y analisis, en un conjunto tan sencillo a nivel operativo
como potente.

GeoGebra integra en su interfaz tanto el trabajo desde un punto de vista estrictamente
geomeétrico en la ventana grafica, como desde una perspectiva totalmente analitica en la ventana
algebraica. Otra de las caracteristicas que ofrece esta herramienta informética consiste en que
una expresion analitica en la ventana algebraica se corresponde con un objeto en la ventana
geométrica y viceversa. De esta manera se puede trabajar en una determinada ventana e
interactuar entre ellas, trasladando la labor de una a otra en todo momento.

GeoGebra dentro de la comunidad de matematica educativa es considerado como un AGD,
puesto que retne las caracteristicas esenciales para ser catalogado como tal. Kadunz (2002)
describe tres caracteristicas de este tipo de software:

¢ “modo de arrastre” como un modelo dinamico de la geometria euclidiana y de sus
herramientas.

® “macros” para agrupar una secuencia de comandos o pasos de construccion dentro
de una nueva herramienta o comando.

e “lugar de puntos” para mostrar la traza o lugar geométrico de uno o méas puntos
punto (o algun otro objeto) cuando se arrastra otro punto. (p.73)

De manera similar a los programas que se enfocan en permitir a los usuarios crear y
modificar construcciones dinamicas de geometria euclidiana, se encuentra el tipo de software
que permite emplear técnicas de algebra, geometria analitica y calculo mediante del manejo de
expresiones simbdlicas; estos son los denominados CAS, las funciones basicas de esta modalidad
de software se orientan a salvar algunas brechas entre la geometria, algebra y calculo.

GeoGebra intenta unir estas dos modalidades de software ya mencionadas puesto que ofrece
la posibilidad de trabajar la geometria y el algebra simultdneamente mejorando la condicién de
considerar paquetes separados para cada area de trabajo. Estas representaciones de elementos
geométricos y algebraicos estan dinamicamente vinculadas, es decir, al modificar alguna de
ellas, las otras son instantaneamente alteradas de forma “correspondiente”, en otras palabras; si
algin objeto B depende de otro A, al modificar A, el objeto B pasa a ajustarse y actualizarse para
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mantener las relaciones correspondientes con A. Gallego & Pefia, (2012) sefialan que las
caracteristicas que GeoGebra retne produce que adquiera cierta ventaja frente a otros programas
similares:

(..) sus ventajas sobre Cabri y otro programas similares son que se pueden ingresar
ecuaciones y coordenadas directamente. Permite manejarse con variables vinculadas a
numeros, vectores y puntos; permite hallar derivadas e integrales de funciones y ofrece un
repertorio de comandos propios del analisis matematico, para identificar puntos singulares
de una funcidn, como raices o extremos. (p.110)

Otra importante herramienta de GeoGebra incorporada desde la version 3.2 en adelante es
sin duda la “Hoja de Calculo” ya que permite el acomodo de datos ya sean numéricos o
alfanumericos en las celdas y la habilidad de trabajar con algunos de los elementos previamente
creados, integrandolos de manera eficaz con las otras vistas del software: la algebraica y la
grafica. Aunque posiblemente la hojas de calculo usuales resulten mas eficaces que la de
GeoGebra para hacer estrictamente calculos numéricos y representaciones estadisticas sencillas,
lo que fundamentalmente distingue a esta Gltima es la integracion con las otras vistas ya
mencionadas, junto con la funcionalidad de trabajar desde la hoja de calculo con elementos de
diversa naturaleza manejados en GeoGebra, ofreciendo de esta manera un campo mas extenso de
posibilidades que conlleva por ende un significativo cambio conceptual respecto a las hojas de
calculo habituales.

6. METODOLOGIA

Como metodologia para esta investigacion se empleard la ingenieria didactica, mas
especificamente una micro-ingenieria didactica; puesto que las investigaciones a este nivel
tienen por objeto el estudio de un tema determinado, igualmente son locales y toman en cuenta
principalmente la complejidad de los fendmenos emergentes en el aula, en este caso al
desarrollar una secuencia de situaciones didacticas para la ensefianza de la funcion exponencial
integrando GeoGebra.

En realidad en didactica de las matematicas el término ingenieria didactica se emplea con
una doble funcién: como metodologia de investigacién y como producciones de situaciones de
ensefianza y aprendizaje, conforme mencion6 Douady (1996):

34



(...) el término ingenieria didactica designa un conjunto de secuencias de clase concebidas,
organizadas Yy articuladas en el tiempo de forma coherente por un profesor-ingeniero para
efectuar un proyecto de aprendizaje de un contenido matematico dado para un grupo
concreto de alumnos. A lo largo de los intercambios entre el profesor y los alumnos, el
proyecto evoluciona bajo las reacciones de los alumnos en funcion de las decisiones y
elecciones del profesor. Asi, la ingenieria didactica es, al mismo tiempo, un producto,
resultante de un analisis a priori, y un proceso, resultante de una adaptacion de la puesta en
funcionamiento de un producto acorde con las condiciones dinamicas de una clase. (p.241)

De esta forma, la micro-ingenieria didactica como metodologia de investigacion se
caracteriza:

1. Por un esquema experimental basado en las “realizaciones didacticas” en el aula,
es decir, sobre la concepcidn, realizacion, observacion y andlisis de secuencias de ensefianza.

2. Por el registro de los estudios de caso y por la validacion que es esencialmente
interna, basada en la confrontacion entre el andlisis a priori y a posteriori.

El proceso préctico de la micro-ingenieria didactica consta de 4 fases, segin Artigue et al.
(1995)

e Andlisis Preliminares
e Analisis a priori de las situaciones didacticas
e Experimentacion

e Analisis a posteriori y de las situaciones didacticas y validacion

6.1. Analisis Preliminares.

Esta fase hace referencia a las bases tedricas que se deben conocer y explicitar para el
analisis de la ensefianza tradicional y sus efectos, las concepciones de los estudiantes, de las
dificultades y obstaculos que determinan su evolucion, el del campo de restricciones donde se va
a situar la realizacion didactica y finalmente los objetivos de la investigacion. Para realizar los
analisis epistemologicos y didacticos, seran revisados programas, textos, libros de historia de las
matematicas y cuestionarios elaborados con el objeto de identificar las concepciones de los
estudiantes con relacion al tema de estudio y asi llevar a cabo los refuerzos teoricos que fuesen
necesarios.
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6.2. Analisis a priori de las situaciones didacticas.

Esta etapa implica por una parte, la consideracion de los analisis previos asociados al objeto
de estudio y al problema de investigacion que se plantea para concebir en cuanto a
estructuracion, la estrategia a disefiar, asi como las variables involucradas y los medios o
herramientas pertinentes a incorporar para el logro de los objetivos. Por otra parte, involucra el
establecimiento de las reacciones, actitudes, habilidades y aptitudes que esperamos que los
alumnos movilicen con motivo de su enfrentamiento a la estrategia didactica, de manera general
y particular.

La realizacion didactica se refiere a la puesta en marcha del disefio de la estrategia didactica,
en esta se explicara las condiciones en las que se va a llevar a cabo la préctica: el lugar, el curso
curricular, la poblacion, la duracién, los momentos, la organizacién, la dindmica que se va a
sequir, entre otras.

6.3. Experimentacion.

Es la fase de ejecucion de lo planeado en la ingenieria con relacién a los propoésitos y
objetivos de la investigacion. Esa etapa se inicia en el momento en que se da el contacto
investigador/profesor/observador con los estudiantes. Ademas, con el objetivo de establecer en el
aula de clase un ambiente de aprendizaje renovado en contraste con el método de ensefianza
tradicional, se agregara el software de algebra simboélica y geometria dinamica GeoGebra. Para
tal efecto, se dispondra de sesiones de clase previas al trabajo de campo en las que se ensefie a
los estudiantes sobre el manejo de esta herramienta informatica.

6.4. Andlisis a posteriori de las situaciones didacticas y validacion.

En esta fase se analiza el conjunto de datos recogidos, junto con las observaciones
realizadas durante las secuencias de ensefianza, como por ejemplo: las estrategias utilizadas por
los estudiantes, los modelos usados, las inconsistencias o frecuencias de ciertas actitudes, las
justificaciones, propuestas, entre otras. Estos datos se complementan con las producciones de los
alumnos, obtenidas mediante el empleo de metodologias externas como cuestionarios, entrevistas
individuales o en pequefios grupos, aplicadas durante el momento de ensefianza. La validacion o
refutacion de las hipotesis se realiza mediante la confrontacion de los analisis a priori y a
posteriori.

Ademas con el objetivo identificar los avances de los estudiantes respecto a la comprension
del concepto objeto de estudio, se hara la confrontacion entre los resultados obtenidos al aplicar
el cuestionario diagndstico y los obtenidos al aplicar la secuencia didactica.
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7. DISENO DE LA SECUENCIA DIDACTICA

En esta seccion se hacen explicitas las condiciones en las que se desarrollé el trabajo de
campo, las situaciones didacticas, desde el disefio hasta la puesta en practica. Cabe destacar que
las respuestas de los estudiantes no han sido alteradas con el fin de tener una evidencia de las
fortalezas y dificultades presentadas durante la resolucion de las actividades, debido a las
variadas interpretaciones que pueden surgir en virtud de los enunciados, por lo cual se escriben
con letra cursiva y recuadros.

La poblacion objeto de investigacion la conforman los 15 estudiantes matriculados en el
grado 9°del afo lectivo 2016-2017 del colegio Liceo Integrado de Bachillerato de la Universidad
de Narifio, matriculados en el afio 2015-2016; la participacién en este trabajo de investigacion se
realiz6 de forma voluntaria por medio del estimulo de una nota extra, por consiguiente la
asistencia y el interés permanecieron mediados por dicha condicion.

7.1 Andlisis Preliminar

Esta seccion hace referencia a los fundamentos tedricos y didacticos que se deben conocer y
explicitar para el anélisis de los fendmenos del aula en general. Dicho anélisis, se realiza desde
una perspectiva sistémica, es decir, haciendo consideraciones que toman en cuenta en todo
momento a la institucion (profesor), al estudiante y al saber matemaético en juego, Yy las
relaciones entre ellos. Aqui se incluye el analisis epistemoldgico de los contenidos contemplados
en la ensefianza de la funcion exponencial, el andlisis de la ensefianza tradicional y sus efectos, el
analisis de las concepciones de los estudiantes, y el analisis del campo de restricciones donde se
va a situar la realizacion didactica efectiva. Este Gltimo contemplado desde tres dimensiones: la
dimension epistemologica, relacionada con las caracteristicas matematicas de la funcion
exponencial; la dimensidn cognitiva, asociada a las caracteristicas cognitivas de los estudiantes
participes de la investigacion; y la dimensidon didactica, asociada a las caracteristicas del
funcionamiento del sistema de ensefianza.

7.1.1 Andlisis Epistemoldgico.

Puesto que el propdsito de la secuencia didactica es que los estudiantes construyan la nocion
de funcién exponencial, es indispensable que a través de ella emerjan algunas de sus principales
caracteristicas, tales como monotonia, inyectividad, continuidad en su dominio, rango, etc. De
modo que permita a los estudiantes reconocerla y diferenciarla de otro tipo de funciones.
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Revision de Textos.

En este andlisis se tendra en cuenta la revision de algunos libros de texto empleados para la
ensefianza de la funcion exponencial dirigida a estudiantes de grado noveno, con la finalidad de
conocer sobre las definiciones, el estudio de su representacion gréfica, al igual que sus
propiedades y el tipo de ejercicios presentados con relacion a dicho objeto matematico. Estos

textos son:

e Texto 1:

Chévez, H., Castafieda, N., Gdmez, M., Joya, A., Chizner, J. y Gomez, M. (2010).
Hipertexto matematicas 9. Bogotéa: Santillana.

e Texto 2:

Herrera, A., Salgado, D., Nivia, L., Acosta, M. y Orjuela, J. (2004). Algebra y
geometria Il. Bogota: Santillana.

e Texto 3:

Camargo, L., Garcia, G., Samper, C., Leguizamén, C. y Serrano, C. (2001). Nuevo
alfa 9. Bogota: Norma.

e Texto 4:

Barnett, R. y Uribe, J. (1988). Algebra y geometria 2. Bogota: McGraw-Hill.

Después de la revision de los cuatro libros de texto sefialados, se presenta una tabla
resumen que permitira comparar la informacién encontrada de acuerdo cada uno de los cuatro
aspectos antes mencionados (ver Anexo No. B).

A partir de revision realizada a partir de los libros textos analizados se puede concluir:

e Con respecto a la definicidn de la funcidn exponencial, todos los textos analizados
a excepcion del Texto 3 muestran a la expresion algebraica asociada a la funcién
exponencial involucrando tan solo un parametro (con su respectiva restriccion), mientras
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que el Texto 3 la define utilizando dos parametros en su expresion algebraica, (con las
respectivas restricciones para el parametro correspondiente al factor de crecimiento).

e Con relacion a la representacion grafica de la funcion exponencial, todos los libros
de texto consideran los casos en que el factor de crecimiento es mayor que uno y cuando
éste se encuentra entre cero y uno. Esta clasificacion permite analizar en qué casos la
funcidon admite valores crecientes, decrecientes, como tambien el anlisis ciertos casos
para los cuales dicha funcion adquiere valores “especiales”.

e Con relacion a las propiedades de dicho objeto matematico, todos los libros de
texto caracterizan el crecimiento o decrecimiento de una funcion a partir del valor del
factor de crecimiento, solo en dos libros se habla de la inyectividad de la funcion
exponencial, como cuando se hace referencia a la existencia de asintotas horizontales. Es
importante sefialar que en el Texto 3 existe una inconsistencia entre la definicion y las
propiedades que se derivan como consecuencia de ésta, esto se debe a que se relacion6 un
parametro de mas en su expresion algebraica y no se analizaron los casos cuando varia
este parametro adicional.

e Con relacién al tipo de ejercicios propuestos, se notd excesivo uso de ejercicios
rutinarios, como por ejemplo, evaluar funciones exponenciales con o sin ayuda de la
calculadora, representar graficamente dichas funciones, comparar funciones
exponenciales dadas sus expresiones algebraicas o gréficas, entre otros. Todos a
excepcion del Texto 2 tienen informacion acerca de las aplicaciones de este concepto
matematico para modelizar fendbmenos de variacion; entre las mas usuales estan el
crecimiento poblacional, el crecimiento bacteriano y el interés compuesto.

Por ultimo, en concordancia con el modelo de ensefianza tradicional que adn prima
en muchas instituciones escolares colombianas, se pudo notar que los textos parten de la
presentacion formal de los conceptos matematicos seguida de una ejemplificacion y
aplicacién en ejercicios propuestos. Por ello se presupone una préctica docente, en las
clases de matematicas que, influenciada por los libros de texto, privilegia la actividad
protagonica del docente en detrimento de la construccion social del conocimientos por
parte de los estudiantes, haciendo énfasis en la mecanizacion de procedimientos, méas que
en la comprension de conceptos.

7.1.2 Analisis de la ensefianza tradicional y sus efectos.

Si se analizan las caracteristicas de la ensefianza de las matematicas en el nivel de la
educacion media, se podra evidenciar el empirismo con el cual los docentes elaboran sus
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practicas educativas. La gran mayoria de ellos son profesionales de esta disciplina, sin embargo
no fueron preparados para ejercer la docencia de la misma. Pues bien; aunque este hecho tiene
ciertas ventajas, ocasiona que en el momento de enfrentar un grupo de estudiantes se
reproduzcan los métodos de ensefianza (fundamentalmente expositivos), que sus profesores
emplearon con ellos, sin percatarse de ello en la mayoria de los casos.

Dentro del método de ensefianza tradicional se presume que por exponer de forma magistral
alglin tema de interés para los estudiantes o por organizarlos mediante ciertas dindmicas
grupales, ellos “aprenderan”. La verificacion de dicho aprendizaje se realiza mediante examenes
en donde los estudiantes reproducen superficialmente las definiciones o conceptos matematicos
contemplados, ademéas de ejecutar temporalmente operaciones automatizadas por la practica
cotidiana.

En el tipo de problemas trabajados dentro de este enfoque, se restringen habilidades de los
estudiantes para proponer, argumentar, cuestionar, salvo para solicitar que sea repitan o se
expliquen ciertas partes del procedimiento. Pareciera entonces que el proposito fuese que los
alumnos desarrollen destrezas algoritmicas, aunque éstas carezcan de sentido y significado para
la mayoria de ellos, y para lograrlas deban recurrir a la ejercitacion y a la repeticion continua.

De esta manera, la organizacion y planeacion hecha no considera la posibilidad de promover
en los alumnos la reflexion, la argumentacion, la habilidad de proponer, discutir y validar sus
propias ideas y las de los demas respecto al objeto de estudio. Asi, la resolucion de problemas
que implique asociar algun algoritmo para luego desarrollarlo se realiza a través de una sefial
hecha por el maestro que indique el camino a seguir, es decir, los alumnos esperarén paciente o
impacientemente a que el docente otorgue pistas 0 en su defecto diga coémo se resuelve la
problematica. De esta forma, el tiempo dedicado a la resolucion de problemas en contexto es
minimo comparado con el que se dedica a los procedimientos algebraicos y al desarrollo de
destrezas algoritmicas y operativas, centrandose en el funcionamiento dentro de algun registro de
representacion de este objeto matematico, realizdndose salvo algunos casos el transito de un
registro a otro, como es el caso tipico de pasar del registro algebraico al grafico transitando
primero por el registro numeérico.

7.1.3. Analisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades y obstaculos
gue determinan su evolucion.

Para empezar es necesario describir la concepcion de los estudiantes respecto a los procesos
de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Usualmente para los alumnos la metodologia de
ensefianza adecuada es aquella en la cual el papel del docente consiste en transmitir sus
conocimientos. Por su parte, el papel de los estudiantes consiste entonces en poner atencion a la
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exposicion del profesor, para replicar las acciones lo mas cercano posible a las del docente. Es el
profesor entonces, quien debe escoger de qué manera se hacen las cosas, qué estrategias utilizar,
cudles algoritmos utilizar, entre otros.

Entre algunas dificultades determinadas por la experiencia en clase se encuentra el
deficiente tratamiento en el registro grafico y numérico, puesto que por un lado, la mayoria de
los estudiantes grafican con dificultad patrones de comportamiento, y escasamente hacen
interpretaciones de un modelo grafico; y por otro lado, son desaprovechadas algunas habilidades
como la agilidad mental, la estimacion, aunado al escaso manejo de calculadoras y demas
recursos didacticos disponibles. En particular, la actividad de graficacion es realizada de forma
aceptable para funciones polinébmicas hasta de tercer grado, mientras que para otro tipo de
funciones, como las trascendentes, menos simples que las polindmicas, presentan muchos
inconvenientes.

En general, los alumnos no tienen la suficiente experiencia para articular los diversos
registros de representacion, particularmente del grafico al algebraico, del grafico, numérico y
algebraico al verbal; tal vez la mejor conversion se presente del registro algebraico al registro
numérico, utilizando como puente el registro numeérico; esto evidencia el énfasis que se le da al
trabajo en clase, dentro del cual se privilegiaba el funcionamiento dentro del cuadro algebraico,
en una praxis algoritmica y en la evaluacion de las competencias correspondientes. Esta
modalidad de ensefianza s6lo prepara a los alumnos con destrezas y algoritmicas, dejando de
lado importantes habilidades cognitivas como lo son la interpretacion, argumentacion,
deduccion, validacion, entre otras.

Por otro lado, para los estudiantes participes de la investigacion resulta interesante y
motivador la integracion de GeoGebra en los procesos de ensefianza y aprendizaje de los
conceptos matematicos en juego; sin embargo, se esta consciente que para que el desarrollo
optimo de las actividades los estudiantes deben alcanzar un alto grado de familiaridad con dicha
herramienta tecnoldgica, ya que de esta forma tendran mas dominio sobre las acciones que
realizan sobre el medio e interpretaran adecuadamente las retroacciones que éste les suministre.

7.1.4. Andlisis del campo de restricciones donde se va a situar la realizacion didactica
efectiva

Este andlisis estd compuesto por tres dimensiones: la dimension epistemoldgica, asociada a
las caracteristicas de la funcion exponencial, en donde también se explica el desarrollo histérico
de este concepto matematico; la dimensién cognitiva, relacionada a las caracteristicas cognitivas
de los estudiantes objeto de investigacion; y la dimension didactica, asociada a las caracteristicas
del funcionamiento del sistema de ensefianza.
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7.1.4.1. Andlisis Historico Epistemoldgico.

De acuerdo con Morales (2011), los fundamentos teodricos de la funcidon exponencial
comenzaron a formarse hace mucho tiempo. Dicho concepto matematico aparece implicitamente
en libro 1X de los Elementos de Euclides en donde se encuentra una proposicion equivalente a la
regla. a™*™ =a™ *xa", conmy n enteros positivos. Ademas, refiere que en el siglo XVI
Nicolas Oresme (1323-1382), vuelve a hallar esta propiedad considerando exponentes racionales,
creando identidades como: (a * b)Y/™ = a'/™ « b¥/™, con nen los naturales. Lastimosamente
estas ideas eran muy avanzadas para la época y no fueron entendidas sino hasta cuando Nicolas
Chuquet (1450-1500), las retoma un siglo después, introduciendo la nocion de exponentes
enteros no positivos. Por ejemplo, la nocion de exponente cero era para sefialar que se trata de
una cantidad estricta (sin incégnita); es decir, no se interpretaba como la potencia cero de una
cantidad continua, puesto que el exponente cero se empleaba para designar la ausencia de la
cantidad. Dentro de esta notacién, b° equivale a b, b* (NUmero lineal) indica bx, b? (Nimero
superficial) significa bx?.

Posteriormente, en su obra “Arithmetica Integra” (1544), publicada en Nuremberg el
matematico aleman Miguel Stifel (1487-1567), establece por primera vez el célculo con
potencias de exponente racional arbitrario y en particular la regla de la multiplicacion a™*™ =
a™ = a™, para m,n en los racionales. De igual forma, suministra de forma rudimentaria la
primera tabla de logaritmos que contenia sélo los numeros enteros desde -3 hasta 6 y sus
respectivas potencias de 2, Rondero, Criollo, Tarasenko, Pérez, & Acosta (2013) nos muestran
un esquema de dicha tabla.

Tabla No. 2

Tabla de potencias con base 2. Tomado de Rondero et al. (2013, pag. 45)

312 |1
1] 1)1
4 | 2 8 (2 |4

Para el empleo de estas ideas y con el fin de reducir las operaciones a otra menos complejas,
se vio la necesidad de usar este tipo de tablas, en donde se comparan las sucesion de las
potencias con la de sus respectivos exponentes, es decir; para multiplicar entre si dos nimeros
cualesquiera de la segunda fila, debemos sumar los dos nimeros correspondientes de la primera
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sucesion, situados encima de aquellos dos, luego debe buscarse en la misma fila de arriba dicha
suma y el numero de la sucesion inferior que le corresponda debajo sera el producto deseado.

Por otro lado, el estudio de curvas promueve el paso al estudio de manera intuitiva de
exponentes reales. Este tipo de andlisis dio lugar también al descubrimiento de manera
independiente de los logaritmos encabezado por Biirgi (1552-1632) y Napier (1550-1617). En
Azcérate & Deulofeu (1996), se presenta una idea acerca del enfoque que le da cada uno de
estos personajes: “el primero presenta a los logaritmos (1620) por medio de tablas que se
obtienen comparando la progresion geométrica de las potencias de una cantidad (a, a2, a3,...)
con la progresion geométrica de los exponentes (1,2,3,...)” (p. 47).

El enfoque de Napier sobre los logaritmos, diferia notablemente, ya que no empleaba como
en el caso anterior las sucesiones ya descritas si no que involucraba aspectos relativos al
movimiento. Dentro de esta nueva perspectiva, es evidente por un lado un profundo sentido de la
continuidad y por otro la estrecha relacion que existia entre nimero y magnitud. Pues segun
estos mismos autores: “Napier entre 1614 y 1619 procede de una forma distinta, comparando dos
movimientos, uno uniforme y otro tal que su velocidad se supone proporcional a su distancia a
un punto fijado” (p. 47).

Hacia el afio 1614 en Edimburgo, Napier publica su obra Mirifici Logarithmorum Canonis
Descriptio, o “Descripcion de la Maravillosa Regla de los Logaritmos”, inicialmente escrito en
latin pero enseguida traducido por Edward Wright, contenia la primera tabla de logaritmos y
resultaba algo dificiles de interpretar puesto que no se tenia un referente teérico que explique su
construccién.  En consecuencia, en 1619, dos afos después de su muerte, aparece el
procedimiento empleado, bajo el nombre de “Mirifici Logarithmorum Canonis Constructio”, o
sea, “Construccion de la Maravillosa Regla de los Logaritmos”. Segin Guzman, (2007), en
nuestra notacion actual, los logaritmos de Napier serian los logaritmos de base 1/e. EI mayor
inconveniente de los logaritmos de Napier fue que el log1 no era cero. El cambio a los
logaritmos con la propiedad de que log1 = 0 surgio de las discusiones entre Briggs y Napier en
la casa de este ultimo. Briggs ya le habia sugerido a Napier que dichas tablas debian ser
elaboradas en base 10.

Por otro lado, los logaritmos de Henry Briggs (1561-1631) tienen su origen como ya se dijo,
en una discusién entre él y Napier. Segin Rondero et al. (2013):

(...) Briggs, quien le sugiere elaborar una tabla de logaritmos con base 10 dado que el
sistema empleado en los célculos es decimal, y llegan a la conclusion, de que el logaritmo
de 1 debia ser 0 y el logaritmo de 10 debia ser igual a 1, de esta forma, la tarea de construir a
primera tabla de logaritmos en base 10 fue asumida por Briggs (1615). (p.173)
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Para cumplir esta tediosa labor, Briggs emplea un método por naturaleza sencillo, pero
coherente con lo que se buscaba. Orienté nuevamente su atencidn sobre la relaciones implicitas
que existen entre la sucesion aritmética y geomeétrica, ya antes descritas. Por tal motivo, Briggs
decide utilizar la media aritmética para aplicarla en la sucesién aritmética y andlogamente, usar
la media geométrica para el caso de la sucesion geométrica. De esta manera consiguio percatarse
de una nueva relacion entre la media aritmética y la media geométrica, que seria empleada por
Briggs para llevar a cabo el célculo de los logaritmos, puesto que dicho proceso le permitia
reducir cada vez mas la distancia entre valores del argumento de los logaritmos.

De esta manera, Briggs nos deja entrever las relaciones implicitas que existen entre los
calculos numéricos de las progresiones aritmética y geométrica (logaritmo y exponencial),
empleando la media aritmética y la media geométrica, que seran utilizados posteriormente
como logaritmos en la solucion de problemas aritméticos y geométricos. (Rondero, et al.,
2013, pag. 177)

Este tipo de logaritmos actualmente con reconocidos como logaritmos de base vulgar,
logaritmos comunes o simplemente como logaritmos de Briggs. De acuerdo a los mismos
autores, Briggs publica en 1618 las tablas de logaritmos en base 10 de 1 a 20000 y de 90000 a
100000, bajo el nombre de “Logarithmorum Chiliaes Prima”, posteriormente, fueron
completadas de 1 a 100000 por Vlacq (1600-1667), y publicadas en 1631 en su obra

“Logarithmall Arithmetike”.

Segun Morales (2011), dentro de la matematica erudita de fines de siglo XVII el principal
objeto de estudio era la curva. Este estudio se realizaba considerando a la curva en un sistema de
referencia que involucraba distintas cantidades geométricas variables definidas con respecto a un
punto variable sobre la curva. Entre dichas cantidades geométricas variables podemos nombrar:
ordenada, abscisa, longitud de arco, radio, arco polar, normal, tangente, area entre curva y eje,
etc. Las relaciones entre esas cantidades geométricas variables eran expresadas, si esto era
posible, por medio de ecuaciones. Sin embargo, esto no siempre lo era, ya que justo antes del fin
del siglo XVI1I no habia formulas para relaciones transcendentes.

Wallis (1665) en su obra Arithmetica Infinitorum, resolviendo el problema de las
cuadraturas, le permite darle un significado al exponente cero, ya que y = x° debe tener una

razon caracteristica de 1, debe ser una linea horizontal. Y ademés afirma que el indice

apropiado para y = UxP debe ser B y ademas introduce los exponentes negativos,

q1
definiendo al indice de % como -1, el indice de xiz como -2, etc. (Morales, 2011, pag. 124)
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Como se resalta en este mismo articulo, aparecen dos causas para la ausencia de una
férmula para las funciones exponenciales: por un lado la ausencia del concepto de funcion y por
otro, una teoria matematica que requeria de dimensionalidad en sus interpretaciones. Sin
embargo, no fue sino hasta la primera mitad del siglo XVI1Il, que el foco de atencion cambia de
la curva y de las relaciones entre las cantidades geométricas a las expresiones algebraicas que
las relacionaban. Las expresiones analiticas que involucraban numeros y letras, mas que los
objetos geométricos de que se apoyaban, se convirtieron en el centro de atencion.

Refiriéndose en particular al concepto de funcién, cabe destacar que hasta este momento,
una funcion podia introducirse empleando una expresion verbal, una tabla, una gréfica e incluso
como ya se mostrd, una comparacion de caracter cinematico. Pues bien, uno de los trabajos que
influy6é de forma considerable en lo referente a la nocidn de funcién, es “La Géométrie”. Esta
obra célebre, publicada hacia 1637 por René Descartes (1596-1650), marca el nacimiento y la
expansion de la geometria analitica, ya que a partir de ese momento se permitia interpretar
curvas y superficies por medio de ecuaciones. Azcarate & Deulofeu (1996) mencionan al
respecto:

Esta idea fundamental, afectara igualmente de forma decisiva a las funciones, ya que en este
mismo trabajo aparece por vez primera el hecho de que una ecuacion en x e y es una forma
para expresar una dependencia entre dos cantidades variables, de manera que, a partir de
ella, es posible calcular los valores de una variable que corresponden a determinados valores
de la otra. (p.47)

De acuerdo con estos autores, Leibnitz (1646-1716) fue el primero en tratar de manera
explicita el término de funcién, abordandolo desde aspectos de la geometria diferencial.

El termino funcidn aparece por vez primera en una manuscrito de Leibnitz de 1673. Si bien
inicialmente tiene un significado muy particular, pues se refiere a un problema de calculo de
ordenadas a partir de cierta propiedad de las tangentes, posteriormente en 1694 utiliza la palabra
en un sentido méas general, aunque todavia poco preciso, y referido como siempre a cuestiones de
geometria diferencial. (Azcérate & Deulofeu, 1996, pag. 49)

Posteriormente, surge un notable cambio en la concepcién funcion que resulta al dar un
nuevo enfoque sobre la naturaleza de las variables. Dentro de esta nueva situacion, el término
variable se considera como un elemento genérico de un conjunto numerico cualquiera, y ya no
bajo el contexto cinematico. Este crucial giro en el foco de atencion, posibilito la emergencia del
concepto de funcion como formula que involucraba una variable (y no la cantidad geométrica).
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(...) la primera definicion explicita de funcion como una expresion analitica, en los términos
que acabamos de expresar en la seccion anterior, publicada en 1718, se debe a Jean
Bernoulli, cuya notacion no perdurd, correspondiendo a Euler (1740) la notacion f(x)
utilizada hasta nuestros dias. La primera vez que aquel usa el término funcion (1698)
aparece en la resolucion de un problema planteado por su hermano Jacob. (Azcéarate &
Deulofeu, 1996, pag. 50)

Dentro de la concepcion de funcion correspondiente a Jean Bernoulli (1667-1748) se
percibe el deseo de expresar cantidades que dependen de una cierta variable, sin embargo; el
estudio todavia estaba restringido a las expresiones analiticas.

En efecto, aunque para Leibnitz, y de modo mas preciso para Jean Bernoulli, una funcién
arbitraria de x es una cantidad formada de manera cualquiera a partir de x y de constantes,
esta «manera cualquiera» se entiende como una expresion algebraica o trascendente.
(Azcarate & Deulofeu, 1996, pag. 50)

Sin embargo, la anterior definicion duro poco tiempo, correspondiéndole al matematico
Leonard Euler (1707-1783), denotar el concepto de funcion matematica en un articulo llamado
"Additamentun™ (1740), mediante la expresion f(x) que es utilizada hasta nuestros dias, definida
como “funcion f aplicada sobre el argumento x”. De igual forma, en su obra “Introductio in
Analysis Infinitorum” publicada en 1748 hace un analisis minucioso del concepto de funcién y
de otros relacionados al mismo. Siguiendo a Morales (2011), Euler consideraba los términos
variable y funcion respectivamente como:

Una cantidad indeterminada, o universal, que comprende en si misma a absolutamente todos
los valores determinados... en consecuencia, una cantidad variable comprende en si misma
absolutamente a todos los nameros, tanto positivos como negativos, tanto enteros como
fraccionarios, tanto racionales como irracionales y trascendentales. Ni siquiera el cero o los
ndmeros imaginarios quedan excluidos del significado de cantidad variable. (p.125)

(...) La funcién de una cantidad variable es una expresién analitica compuesta de cualquier
manera a partir de esa cantidad variable y de nimeros o cantidades constantes. (p.125)

Esta definicion de funcion dada por Euler ain era muy general e igualmente traia consigo
ciertos inconvenientes, ya que el trabajo no se reducia simplemente a encontrar definiciones cada
vez mas generales, sino que estas debian caracterizarse en primer lugar por ser concretas, ademas
de tener sentido en un determinado contexto y ser aplicables a todas las funciones conocidas
hasta el momento, etc. Euler por consiguiente entra a definir lo que se entiende por expresion
analitica y establecer sus operaciones. Azcarate y Deulofeu (1996) escriben al respecto:
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Posteriormente aborda el complejo problema de establecer que se entiende por expresion
analitica, enumerando en primer lugar las operaciones algebraicas, luego las trascendentes,
como la exponencial y la logaritmica, para ampliar el campo a una infinidad de otras
funciones obtenidas del calculo integral, incluyendo la integracion de ecuaciones
diferenciales, pero sin llegar a determinar claramente cuél es la amplitud del término. (p.50)

Segln estos mismos autores, Lejeune Dirichlet (1805-1859), propuso hacia 1837 una
definicion de funcién sumamente amplia y general mediante los siguientes términos:

Si una variable y esté relacionada con otra variable x de tal manera que siempre que se
atribuya un valor numérico a x hay una regla segun la cual queda determinado un unico
valor de y, entonces se dice que y es una funcion de la variable independiente de x. (p.52)

Posteriormente, la definicion del concepto de funcion se generaliza ain mas con la
introduccién de la teoria de conjuntos. Hasta la fecha, una funcion estaba definida sobre los
puntos del continuo, o cuanto menos, en cada punto de un intervalo dado. Dentro de este nuevo
contexto conjuntista, el concepto de funcién es concebido como una ley que hace corresponder
“elementos” entre un par de conjuntos, cumpliendo ciertas caracteristicas. Aqui se muestra una
idea sobre el concepto de funcion desde este nuevo punto de vista:

Asi, decimos que dados dos conjuntos arbitrarios A y B, una funcion (o aplicacion) de A en
B es una ley que a cada elemento x de A le hace corresponder un solo elemento y de B; o si
se prefiere, una funcion de A en B es un subconjunto F del producto cartesiano AxB tal que
si (x,y) Y (x,z) pertenecen a F entonces y = z. (Azcérate & Deulofeu, 1996, pag. 53)

No es dificil convencerse que dentro de esta apreciacion tan generalizada del concepto de
funcion se dejan de lado algunos de los aspectos claves que dieron paso a las definiciones
clasicas del concepto de funcion, entre dichos aspectos podemos nombrar la idea de variacion,
continuidad, variable, dependencia, entre otros.

Por otro lado, es importante exhibir de manera clara y precisa la definicién de la funcion
exponencial que actualmente es reconocida y aceptada por la comunidad matematica,
destacando de igual forma los aspectos mas relevantes de dicho concepto, hasta llegar a
establecer algunas de sus propiedades basicas. Esto servird para dar una primera idea en lo
relacionado al planteamiento de las actividades que se desarrollaran en el aula de clase.

Por lo general, los libros de texto muestran a la funcién exponencial como una funcion de la
forma:

f(x) =a*a>0a+1

En una funcién exponencial de este tipo, la variable independiente es el exponente de dicha
funcién y, por su propia definicion, se tiene que su dominio corresponde a todo el conjunto de
los nimeros reales. Aunque, en muchos casos, la variable independiente solo toma valores
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positivos cuando se modelan ciertos fendmenos del mundo real. Ademas, cabe resaltar que los
valores de la funcion son siempre positivos para cualquier valor de x, es decir el rango de dicha
funcidn son los reales positivos.

Enel caso de que 0 < a < 1 entonces la funcion: f(x) = a* es decreciente, puesto que
la base es una fraccion positiva o decimal menor que 1. Luego si el exponente aumenta, entonces
el valor de a* disminuye. Ahora, si a > 1 entonces f(x) = a* es creciente, dado que la base
es un namero positivo mayor que 1. En consecuencia, si el exponente aumenta, el valor de la
funcion también se incrementa.

En resumen, las caracteristicas mas importantes de las funciones exponenciales de la forma
y =a* cona>0,a # 1, son:

e El dominio de la funcion lo constituye el conjunto de todos los reales.
¢ El rango de la funcién son todos los reales positivos.

e Al ser graficadas, en todos los casos las graficas de la funcién pasan por el punto
fijo (0,1)

e Si a>1, la funcién siempre es creciente, y analogamente si 0 <a <1, es
decreciente.

e El eje x es una asintota horizontal para la curva que describe la funcion
exponencial en el plano. Es decir la funcion nunca se anula y por lo tanto no tiene ceros.

e Ya que la funcion es o bien creciente o decreciente, para a > 0, a # 1, entonces,
a™ = a" si y solo si m = n es decir, es inyectiva.

Cabe considerar en particular un tipo de funcién exponencial que se obtiene al reemplazar el
valor de a pore, es decir una expresion del tipo y =e* . El estudio de esta funcién fue
abordado por Leonard Euler. Segiin Maor (2006), Euler en su obra “Introductio in Analysis
Infinitorum”’, hace un estudio acerca del numero e y la funcibn mencionada, evidenciando
ademas la estrecha relacion establecida entre la funcion logaritmica y la funcion exponencial:

La Introductio llamo por primera vez la atencion sobre el protagonismo del nimero e y de la
funcion y = e* en el analisis. Como ya mencionamos, hasta la época de Euler la funcién
exponencial era considerada solo como la funcion inversa de la funcion logaritmica. (p.156)

En esta misma obra, Euler logra definir la funcion exponencial y la incluye dentro de las
Ilamadas funciones trascendentes. La define por medio de la siguiente expresion:
n

e* = lim (1 +g)

n—-oo
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De acuerdo a este autor, aunque la idea que representa dicho nimero ya se conocia hacia
mas o menos un siglo, hasta ese momento no habia sido representada con un simbolo en
concreto, correspondiéndole a Euler designarlo por primera vez con la letra e. Esto lo hace en un
escrito publicado alrededor de 1727, que trata sobre ciertos experimentos relacionados con
disparos de cafiones. Cuatro afios mas tarde, en una carta Euler utiliza de nuevo esta letra para
segun sus palabras, el nimero cuyo logaritmo hiperbdlico es igual a 1. Esta forma de designar a
la base de los logaritmos neperianos aparecio en forma impresa incluso en la “Mechanica” del
propio Euler.

En una carta escrita en 1731 el nimero e aparecia de nuevo en conexién con cierta ecuacion
diferencial; Euler lo definia como “el nimero cuyo logaritmo hiperbdlico es igual a 1. La
aparicién mas temprana de e en una obra publicada fue en la Mechanica (1736) de Euler, en
la cual sento las bases de la mecanica analitica. (Maor, 2006, pag. 156)

7.1.4.2. Andlisis Cognitivo.

En esta fase se consideran algunas de las caracteristicas cognitivas de los estudiantes
participantes en la investigacion, puesto que esto es un elemento importante en el disefio de la
secuencia didactica. Pues bien, para esta etapa se analizaron los resultados obtenidos mediante la
aplicacion de un primer examen exploratorio denominado Cuestionario Diagndstico (Ver Anexo
No. C), con el que se pretendia por un lado identificar el grado de solvencia de los estudiantes
para trabajar dentro de los registros de representacion verbal, algebraico, grafico y numérico, y
por otro lado tenia por objeto determinar las habilidades para articular la informacion en dichos
registros y de esta manera realizar la conversién de un registro a otro.

Las dificultades detectadas por medio de esta prueba diagnostica, al interior de cada uno de
los registros de representacion se pueden resumir mediante la siguiente tabla:

49



Tabla No. 3.

Dificultades detectadas mediante la prueba diagnoéstica al interior de cada uno de los registros de representacion.

Dificultades

Registro

Se hizo evidente el predominio indiscutible del desarrollo de algoritmos de tipo
algebraico para encontrar las raices de las funciones o en su defecto detectar la
existencia de las mismas.

Se manifestd un deficiente tratamiento en el registro algebraico para determinar
algunas caracteristicas de las funciones estudiadas, tales como el dominio, rango,
puntos de corte con respecto a los ejes coordenados, existencia de asintotas, entre otros.

Se detect6 inconvenientes con el tratamiento en el registro algebraico ocasionadas por
errdneas concepciones e inadecuadas técnicas en la resolucion de ejercicios de caracter
practico. De igual manera, se detect6 falencias para expresar un resultado preciso, lo
que hace evidente la aplicacion de algoritmos algebraicos carentes de sentido.

Algebraico

Los estudiantes tuvieron dificultades para expresar algebraicamente las condiciones
establecidas en las situaciones problema planteadas, lo que impidi6 considerablemente
interpretar y abordar estas situaciones, permitiendo a los estudiantes navegar sin rumbo
claro sobre un algoritmo establecido, buscando respuestas obviamente
descontextualizadas y carentes de sentido, incluso matematicamente.

Se evidencio ciertas dificultades de tipo aritmético asociadas con la operatividad entre
los elementos de este registro. Aunado a esto, se encuentra el deficiente manejo de
herramientas auxiliares como la calculadora.

En general se presentaron dificultades para determinar la validez de los resultados
obtenidos mediante el analisis de casos particulares, lo que impidié notablemente
validar las mismas mediante el proceso de sustitucion.

Se evidencié un deficiente tratamiento de la informacién proveniente de tablas, que
aunado a la escasa busqueda de regularidades en el comportamiento de las magnitudes
involucradas impidié caracterizar el tipo de variacién, restringiendo ain mas la
posibilidad de expresar dicha relacién como un modelo funcional.

Numérico

Se considerd 2* como una operacion valida s6lo para los enteros ya que interpretaron
dicha expresion como multiplicar 2 por si mismo x veces. Cuando x < 0 hubo variedad
de interpretaciones como: 273 = 0.002, 273 = (=2)(=2)(=2), 273 = 1/23. Cuando
X no es entero, 2* no es considerado como nimero puesto que carecen de un algoritmo
para calcularlo y s6lo pueden acceder a una aproximacion por medio de la calculadora.
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En general, se presentd una deficiente manipulacién de la informacion contenida en
una representacion gréfica. Dificilmente los estudiantes podian graficar mediante
patrones de comportamiento, y sobre todo manifestaron dificultades para interpretar un
modelo grafico.

Se presentd una deficiente observacién y capacidad de interpretacion y analisis en la
gréfica de algunas funciones polindbmicas de primer, segundo y tercer grado,
incluyendo la generacion de las mismas.

Gréfico

Se encontré dificultades en cuanto a la diversidad de representaciones graficas que
admiten ciertas situaciones problema, con lo que se restringid la interpretacion dichas
situaciones, que contribuyeran entre otras cosas a la obtencion o al menos la estimacién
de la solucion.

Se manifestd uso excesivo del registro grafico para identificar el dominio, rango,
raices, monotonia y asintotas de ciertas funciones. Pareciera que dichas caracteristicas
estuvieran de alguna manera subordinadas a la gréafica de las mismas.

Ahora, con respecto a la articulacién entre los diversos registros de representacion, se pudo
identificar ciertas dificultades relacionadas con la conversion de un registro a otro, ocasionado
por la escasa interpretacion de la informacion proveniente de un mismo registro, acompafiado de
la insuficiente relacion entre los elementos pertenecientes a dichos registros. En especial, se
identificaron serias deficiencias para efectuar la conversion del registro verbal al algebraico,
como también del numérico al analitico e inclusive del verbal al gréafico, siendo este Gltimo una
ayuda considerable para la comprension de la problemética planteada. De igual manera, se
detectd el predominio del registro algebraico e incluso fue el recurso mayormente empleado para
abordar problemas contextualizados o no; sin embargo, aln aqui cometieron errores ocasionados
por la deficiente interpretacion de las condiciones del problema y por la errénea ejecucién de
operaciones un tanto automatizadas por la practica cotidiana.

Respecto a las funciones en general, los estudiantes presentaron dificultades para realizar la
conversion de un registro de representacion a otro, en particular del gréafico al algebraico, del
verbal al gréfico, del numérico al algebraico, entre otros. Poca atencion se le otorg6 a la relacién
existente entre el valor de los parametros en la representaciones algebraicas de las funciones y
las caracteristicas visuales en sus representaciones graficas en el plano cartesiano. Por ejemplo,
se observo que los estudiantes tenian informacion acerca de los casos en que una parabola abre
hacia arriba o hacia abajo, pero poco relacionaban las modificaciones en la grafica de una
funcién cuadratica al variar los parametros en su expresion general. Tal vez la conversion en
donde se tuvo mayor efectividad es la que se efectta del registro algebraico al grafico transitando
primero por el registro numérico; puesto que este tipo de actividades son tratadas con mayor
frecuencia dentro de sus contenidos académicos, sin embargo, aun aqui se encontraron
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dificultades con respecto a la evaluacion de funciones para determinados valores del argumento,
lo que obstruy6d acceder a una informacion concreta y clara que propiciara contemplar las
funciones desde diferentes perspectivas.

Por ultimo, con relacion a los interrogantes que se presentaron en contexto, se reflejaron
serias falencias con respecto a la interpretacion de los resultados; debido a que el éxito de esta
actividad dependia del grado de coordinacion entre las transformaciones llevadas a cabo dentro y
entre los registros de representacion; lo que evidencia que los estudiantes no supieron relacionar
la informacién proveniente de las diversas representaciones, para dar sentido en términos
contextuales a sus observaciones. Aunado a esto se encuentra el hecho de que los estudiantes no
recurrieron a la verificacion de los resultados obtenidos por otras vias de representacion
diferentes a las empleadas, puesto que de haberlo hecho se hubieran detectado las
incompatibilidades existentes.

7.1.4.3. Andlisis Didactico.

Si vemos dentro del método de ensefianza tradicional podremos notar que dentro de esta
modalidad de ensefianza-aprendizaje el docente adquiere el papel central; él “decide” qué hacer
en el desarrollo de la clase, qué dindmica utilizar, qué tipo de estrategias emplear, qué resultados
estan bien o no; de esta manera, la validacion de los resultados se hace por medio del criterio del
docente, permitiendo que el profesor adquiera un papel preponderante debido al contrato
didactico establecido. Asi mismo, esta el supuesto de que una vez “aprendido” los métodos y
procedimientos, se deben aplicar para resolver cierto tipo ejercicios, cuyo grado de dificultad va
incrementandose a medida que los estudiantes adquieren mas solvencia y destreza para resolver
este tipo de ejercicios. Sin embargo, si las condiciones usuales no son similares, los estudiantes
no seran capaces de adaptar las estrategias estudiadas ya sea para interpretar y aun mas resolver
una problematica.

Todo se dificulta ain més cuando los conceptos fundamentales a partir de los cuales se
desea construir el objeto de estudio son malinterpretados o se restringe su estudio, como es el
caso del concepto de funcién. Dentro de este enfoque, este concepto matematico es contemplado
en muchas ocasiones desde un mismo registro, convirtiéndose en una situacion desfavorable para
los estudiantes. Ahora bien, en el caso de que se trabaje con mas de un registro, lastimosamente
no existe entre ellos una adecuada articulacién que permita la construccion de significados; es
decir, solo se pretende que los estudiantes alcancen ciertas competencias en los diferentes
registros, sin que se presente el transito de uno a otro, salvo en algunos casos como por ejemplo,
pasar de la representacion algebraica de una funcién a su representacion grafica, usando como
puente el registro numeérico.

Por otro lado, es importante la concepcion del profesor sobre la manera en que se activa el
pensamiento de los estudiantes. Creer que enfrentar a los estudiantes a ejercicios y problemas es
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suficiente para que estos adquieran responsabilidad en su aprendizaje y de esta forma logren
activarse mentalmente, pudiera significar una concepcion un tanto ingenua. Por el contrario, para
que esto se dé se requiere que los estudiantes interactlen con los objetos de estudio y, como
resultado de los conflictos entre lo que se conoce y sea desea conocer, se construya el
conocimiento. Por esto, en esta investigacion se pretende que los estudiantes tengan un alto
grado de responsabilidad en su aprendizaje; es decir, que mediante convirtiéndose en los
constructores de sus propios conocimientos, en donde interpreten, manipulen, reflexionen,
conjeturen y validen sus resultados alrededor del objeto de estudio, constituyéndose en los
actores principales en las sesiones de clase. Por ello, se considera de vital importancia que la
aplicacion de esta secuencia siga una dindmica en la que se permita a los estudiantes construir el
concepto de funcidn exponencial, visto como objeto de estudio y a la vez como herramienta para
solucionar situaciones problema que asi lo requieran; en donde no sea evidente la presencia de
este concepto, pero que a la vez sea éste la clave para resolverlas.

Por ultimo cabe analizar cdmo la secuencia didactica enmarcada en la TSD (Brousseau,
2007) y el uso GeoGebra como medio para el desarrollo de las actividades pueden influir tanto
en planeacion de las actividades por parte del docente y en el desempefio de los estudiantes en
las mismas, puesto que la metodologia usada puede generar rupturas dentro del contrato
didactico habitual y por otro lado el uso de GeoGebra introduce nuevas herramientas y
posibilidades frente a las que se disponen en el método de ensefianza tradicional. Pues bien,
dichas rupturas son ocasionadas por el diferente papel que adquiere tanto el profesor y el
estudiante frente al saber que se quiere transmitir, debido a que en la ensefianza tradicional, el
profesor explicita el conocimiento o los contenidos que se van a tratar al comienzo de la sesion, y
posteriormente realiza ejercicios en los cuales muestra los métodos y procesos para obtener la
solucion; aqui la actividad central del estudiante consististe en imitar o reproducir de forma
analoga las acciones del docente para tener éxito. En contraste, en la teoria de las TSD el
conocimiento se explicita al culminar la sesién de clase, en primer lugar, el profesor plantea una
situacién a los estudiantes y les proporciona el medio para que ellos a partir de sus
conocimientos previos y a las retroacciones que le suministre este artefacto logren resolverla;
dichas retroacciones serviran de igual forma para que los alumnos puedan darse cuenta de la
pertinencia y adecuacion de sus acciones, y también para que validen o refuten los resultados de
sus compafieros a la luz de la situacion problema. Como es de esperar, en esta alternativa de
ensefianza-aprendizaje los estudiantes se convierten en los constructores de sus conocimientos,
siendo directamente los beneficiados y los actores principales de las clases.

Por otro lado, a nivel nacional la importancia de la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas se ha venido rescatando hace varios afos, debido a las necesidades que demanda la
sociedad, de tal manera que los conocimientos sean asequibles para la mayoria de la poblacion.
En vista de esto el Ministerio de Educacion Nacional MEN (2006), ha formulado los Estandares
Basicos de Competencias pertinentes para cada disciplina del saber. En especial, para el area de
matematicas, se ha clasificado el conocimiento en cinco tipos de pensamiento, a saber: El
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Pensamiento Numérico y Sistemas Numeéricos, el Pensamiento Espacial y Sistemas Geométricos,
el Pensamiento Métrico y Sistemas de Medidas, el Pensamiento Aleatorio y Sistema de datos y
por ultimo el Pensamiento Variacional y Sistemas algebraicos o analiticos. Dentro de los
intereses de esta investigacion cabe considerar el Pensamiento Numérico y el Pensamiento
Variacional, dado que el estudio concerniente a la funcion exponencial esta contenido dentro de
estos, sin debatir sobre la relevancia que tienen los cinco tipos de pensamientos mencionados.

A continuacion se explicitara la relacién entre el concepto objeto de estudio y los Referentes
de Calidad Educativa que rigen a nivel nacional, es decir, los Estdndares Bésicos de
Competencias en Matemaéticas (EBC) (2006), y los Derechos Bésicos de Aprendizaje (DBA)
(2015), en donde se establecen tanto los procesos matematicos con sus respectivos pensamientos,
al igual que la coherencia horizontal y vertical que entre estos ultimos debe existir

Tabla No. 4

La funcién exponencial y su relacion con los Referentes de Calidad: EstAndares Basicos
de Competencias (EBC) y Derechos Bésicos de Aprendizaje (DBA)

Relacion con los Estandares Basicos de Competencias (EBC)

Coherencia Horizontal

Pensamiento

Estandar

Numérico

Variacional

Utilizo nimeros reales en sus diferentes representaciones y en
diversos contextos.

Resuelvo problemas y simplifico calculos usando propiedades y
relaciones de los ndmeros reales y de las relaciones y
operaciones entre ellos.

Identifico relaciones entre propiedades de las gréaficas y
propiedades de las ecuaciones algebraicas.

Construyo expresiones algebraicas equivalentes a una expresion
algebraica dada.

Uso procesos inductivos y lenguaje algebraico para formular y
poner a prueba conjeturas.

Identifico la relacion entre los cambios en los parametros de la
representacion algebraica de una familia de funciones y los
cambios en las graficas que las representan.

Analizo en representaciones graficas cartesianas  los
comportamientos de cambio de funciones especificas
pertenecientes a familias de funciones polindmicas, racionales,
exponenciales y logaritmicas.

Coherencia Vertical
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Pensamiento

Grado

Estandar

Numérico

Variacional

6°a 7°

8°a 9°

6°a 7°

De
8%a 9°

Utilizo nOmeros racionales, en sus distintas
expresiones (fracciones, razones, decimales o
porcentajes) para resolver problemas en contextos de
medida.

Justifico procedimientos aritméticos utilizando las
relaciones y propiedades de las operaciones.

Utilizo nOmeros reales en sus diferentes
representaciones y en diversos contextos.

Resuelvo problemas y simplifico calculos usando
propiedades y relaciones de los nimeros reales y de
las relaciones y operaciones entre ellos

Describo y represento situaciones de variacion
relacionando diferentes representaciones (diagramas,
expresiones verbales generalizadas y tablas).
Reconozco el conjunto de valores de cada una de las
cantidades variables ligadas entre si en situaciones
concretas de cambio (variacion).

Identifico las caracteristicas de las diversas graficas
cartesianas (de puntos, continuas, formadas por
segmentos, etc.) en relacion con la situacion que
representan

Identifico relaciones entre propiedades de las
graficas y propiedades de las ecuaciones algebraicas.
Identifico la relacion entre los cambios en los
parametros de la representacion algebraica de una
familia de funciones y los cambios en las graficas
que las representan.

Analizo en representaciones graficas cartesianas los
comportamientos de cambio de funciones especificas
pertenecientes a familias de funciones polindmicas,
racionales, exponenciales y logaritmicas.

Relacion con los Derechos Basicos de Aprendizaje (DBA)

Grado

NuUmero
de DBA

Afirmacién
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80

90

18

12

Comprende sin un lenguaje formal la nocién de funcion
como una regla f, que a cada valor x, le asigna un Unico
valor f(x) y reconoce que su grafica esta conformada por
todos los puntos (x, f (x)). También comprende que una
funcidn sirve para modelar relaciones de dependencia entre
dos magnitudes.

Comprende que distintas representaciones de los mismos
datos se prestan para diversas interpretaciones.

Reconoce el significado de los exponentes racionales
positivos y negativos y utiliza las leyes de los exponentes.

Reconoce el significado del logaritmo de un nimero
positivo en cualquier base y lo calcula sin calculadora en
casos simples y con calculadora cuando es necesario,
utilizando la relacion con el logaritmo en base 10 (log) o el
logaritmo en base e (In).

Identifica cuando una relacién es una funcion, reconoce que
una funcidon se puede representar de diversas maneras y
encuentra su dominio y su rango.

Describe caracteristicas de la relacion entre dos variables a
partir de una grafica

Conoce las propiedades y las representaciones graficas de la
familia de funciones g (x) = ax™ con n entero positivo o
negativo.

Conoce las propiedades y las representaciones graficas de la
familia de funciones exponenciales h(x) = ka* cona > 0
y distinto de 1, al igual que los cambios de los parametros a
y k producen en la forma de sus graficas.

De igual manera resulta importante hacer una revision del Plan de area de Matematicas
correspondiente al grado noveno contemplado en el plantel educativo en donde se realiza la
investigacion (ver Anexo No. C), con la finalidad de determinar cuéles de los estandares antes
mencionados estan presentes en la conformacion de dicho Plan. De igual manera, cabe resaltar la
intensidad horaria prevista para desarrollar el curso de matematicas es de 4 horas semanales y
que el afio lectivo se encuentra dividido en cuatro periodos académicos.
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Ahora con relacién a los estandares mencionados como referentes para el desarrollo de esta
investigacion y los contemplados en dicho Plan de Area se pudo identificar una gran
desconexién, puesto que ninguno de los estdndares relacionados en este trabajo de investigacion
figuran en dicho Plan de Area; no obstante, de acuerdo a los ejes tematicos se evidencia que en el
cuarto periodo académico se estudian ciertas tematicas relacionadas con la funcion exponencial
como lo son: “Funcion exponencial”, “Representacion grafica”, “Problemas de aplicacion” y
“Ecuaciones exponenciales”

Por otro lado, es importante mencionar que entre las herramientas empleadas por parte del
docente para lograr la adquisicion de conocimientos por parte de los estudiantes, se hallan por
ejemplo: uso de libro de guia, elementos de tipo geométrico, como escuadra, transportador entre
otros; en ningin momento se hace relacion con el apoyo de herramientas informéticas tales como
videobeam, software, calculadoras, entre otros. De igual manera, dentro de las estrategias
evaluativas se pueden mencionar el uso de talleres evaluativos, cuestionario tipo quiz, examenes,
como también notas extras como la participacion y la asistencia.

7.2 Plan de actuacion en el aula

Por medio de la siguiente tabla se realiza un contraste entre las actividades, el tiempo y las
herramientas empleadas para registrar las observaciones antes y durante la implementacion de las
situaciones didcticas.

Tabla No. 5.

Plan de Actuacion en el Aula. Estructura tomada de Plan de actuacion en el aula de Camargo y Guzman (2005).

Planificacion
Actividades Tiempo Instrumentos
Introduccion: Explicacién de forma general en qué
consiste el trabajo de investigacion, la metodologia Registro de Sesion
que se utilizard, los instrumentos que se usaran para | 30 minutos
desarrollar las actividades y para la recoleccion de Fotografias

informacion, como también el tipo de contrato
didactico que se empleara durante su implementacion.

Introduccion al manejo de GeoGebra: En esta etapa

los estudiantes identificaran las herramientas del Registro de Sesion
medio, de igual forma se explicaran sus
funcionalidades con respecto a sus caracteristicas de Fotografias

CAS y AGD, incluyendo el trabajo sobre las 6 horas
herramientas de Hoja de Calculo. Para ejemplificar las
situaciones se introduciran funciones lineales y
cuadraticas, con lo que se hara un breve sondeo sobre
las concepciones que tienen los estudiantes con
respecto a dichos conceptos.
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Aplicacion del examen diagnostico: En esta parte se
aplicara un cuestionario diagnostico para obtener
informacion acerca de las concepciones de los
estudiantes con relacion a los elementos que
componen el objeto de estudio; ademas servira para
identificar determinar las representaciones iniciales
que tienen los estudiantes con relacion referidos al
concepto de funcion en general y el grado de
solvencia en cada uno de los registros de
representacion durante la resolucion de ciertas
situaciones de caracter practico.

2 horas

Registro de Sesion
Fotografias

Producciones escritas de
los estudiantes

Aplicacion Situacion Didactica No. 1: Se propondra
una situacion que lleve a los estudiantes a interpretarla
partiendo de su descripcién verbal. Para esto, el
tratamiento de la informacion se hara desde los
diversos registros de representacion, hasta la
obtencién del modelo funcional que representa dicha
situacion. De esta manera, los estudiantes podran
identificar ciertos comportamientos y caracteristicas
generales con relacion al objeto de estudio.

2 horas

Registro de Sesion
Fotografias
Grabacion de video

Producciones escritas de
los estudiantes

Aplicacion Situaciéon Didactica No. 2: Se propondra
una situacion que lleve a los estudiantes a efectuar la
conversion de forma directa del registro de
representacion algebraico al registro de representacion
grafico. De esta forma los estudiantes podran
identificar los efectos que se originan en las graficas
de las funciones generadas a partir de la variacion de
sus parametros en su forma general.

2 horas

Registro de Sesion
Fotografias
Grabacion de video

Producciones escritas de
los estudiantes

Aplicacion Situacion Didactica No. 3: Se propondra
una situacion que lleve a los estudiantes a determinar
ciertas caracteristicas referentes a dicha situacion a
partir de su modelo funcional. Posteriormente, con
base en la descripcion verbal de cierta situacién, se
propondran actividades dentro y entre los diversos
registros de representacion, hasta la obtencion del
modelo funcional que la representa.

2 horas

Registro de Sesion
Fotografias
Grabacion de video

Producciones escritas de
los estudiantes
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7.3 Instrumentos para la recoleccién informacion

Algunas de las herramientas que serdn empleadas para la recoleccion de la informacién lo
constituyen principalmente las producciones escritas de los alumnos, como también fotografias y
videograbaciones como se describe a continuacion.

e Registro de la sesion: Este servira para tomar registro principalmente de las
observaciones durante el trabajo de campo, estas anotaciones estaran relacionadas con la
coordinacion del tiempo, los sucesos de clase, los comportamientos de los alumnos
durante la realizacion de las actividades propuestas e igualmente algunas apreciaciones
del investigador posteriores a las sesiones de clase.

e Fotografias: Por medio de estas se registraran las producciones y avances de los
estudiantes al trabajar con GeoGebra.

e Videograbaciones: Estas serviran para tener un registro detallado de las
expresiones verbales de los estudiantes, de sus actitudes frente a las retroacciones del
medio y de sus producciones ya sea escritas o directamente sobre el medio.

e Producciones escritas de los estudiantes: Estas se utilizaran de igual forma para
recoger informacion por escrito sobre el desempefio de los estudiantes al resolver las
situaciones planteadas. Para conseguir dicho propdsito se suministrara material en donde
podran consignar por escrito, el trabajo desarrollado, ya sea en el cuestionario diagndstico
o0 en el desarrollo de las situaciones planteadas.

7.4. Hipdtesis de Trabajo

Mediante la implementacion de esta secuencia de situaciones didacticas centradas en
actividades dentro y entre los registros de representacion, se podra modelizar situaciones en
contexto e identificar haciendo uso de la visualizacidn ciertas tendencias 0 comportamientos en
la representacion gréafica de la funcion exponencial a causa de la variacion de sus parametros, lo
que permitira establecer algunas relaciones y propiedades generales referentes a este concepto
matematico. Las situaciones didacticas deben tener las siguientes caracteristicas:

e Suministrar informacion sobre las concepciones de los estudiantes y las
competencias y habilidades para trabajar dentro de un mismo registro de representacion y
para transitar de uno a otro, asi como las estrategias de solucién o dificultades que
presentan los estudiantes al resolver las problematicas propuestas en cada situacion.
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e Estar inmersas en contextos de variacion, en donde se requiera estudiar
variaciones entre magnitudes cambiantes, para estudiar qué tipo de magnitudes estan
involucradas, cuales cambian y de qué forma cambian, empleando los diversos registros
de representacion para su descripcion y analisis.

7.5 Disefio y analisis a priori de las situaciones didacticas

7.5.1. Analisis a priori de la Situacion Didactica No. 1.

Variables micro-didacticas

e La cantidad de granos de trigo en un tiempo determinado.
¢ El contenido matematico implicito en cada registro de representacién empleado.

e El tipo de variacion (discreto o continuo) asociado a la variable dependiente e
independiente.

e El valor concerniente al factor de crecimiento.

¢ La cantidad de granos de trigo entregados por la primera casilla.

Obijetivos.

e Identificar cuando la informacion proveniente de una representacién de tipo
verbal, numérica, grafica o algebraica de una situacién particular corresponde a una
variacion de tipo exponencial.

e Efectuar lecturas pertinentes de la informacion en dichas representaciones, para
realizar tratamientos adecuados en cada registro y/o llevar a cabo la conversion de un
registro a otro.

e Dotar de significados en términos contextuales a la informacion proveniente de
dichas representaciones.
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e Promover la apropiacion de técnicas mateméticas y computacionales para la
construccién del modelo matematico correspondiente y su respectiva validacion de
acuerdo a las condiciones de la situacion.

Saberes que se movilizan en la Situacion Didactica No. 1.

e Apropiacion y desarrollo de habilidades relacionadas con la aplicacion de
algoritmos y procedimientos.

¢ ldentificacion de las magnitudes involucradas en el problema y del tipo de
variacion (discreto o continuo) asociado a las mismas.

e Andlisis de la informacion presente en una representacion de tipo verbal,
numeérica, grafica o algebraica, concerniente a una variacion de tipo exponencial.

e Utilizacion de GeoGebra para la representacion de la relaciones entre dichas
magnitudes.

e Coordinacion de las representaciones de caracter de tipo numérico y grafico para
determinar el modelo funcional asociado a la situacion.

Momentos de la realizacion didactica.

El tiempo previsto para la realizacion de esta primera situacion es de 2 horas. En primer
lugar el estudiante debera leer la informacion concerniente a dicha situacién, a continuacion
tratara de establecer conjeturas e hipotesis para encontrar posibles soluciones y posteriormente
trabajara con otros compafieros para discutir sobre la eficacia y pertenencia de éstas. Cabe
mencionar que la validacion de las respuestas de los estudiantes no se hace por medio del juicio
del docente, si no a través del medio propuesto, el cual se encargard de dirigir y validar las
soluciones alrededor de la problematica planteada. El profesor por su parte guiard por buen
camino el desarrollo de las actividades para que se lleven a cabo los objetivos trazados y
posteriormente intervendra al finalizar la sesién de clase para institucionalizar los saberes
puestos en acto, lo que corresponde a las fases de devolucidn e institucionalizacidn propuestas en
la TSD.
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Como ya se mencion0 toda situacion didactica contempla una situacion a-didactica, en
donde se llevan a cabo las fases de accion, de formulacién y de validacion. Durante el desarrollo
cada situacion didactica se inducira a los estudiantes a que transiten por estas tres fases.

Fase de accion. Durante esta primera fase, la informacion inicial se presenta por medio de
una descripcion verbal de la situacién a analizar, el estudiante, después de haber escuchado las
orientaciones del profesor y haciendo uso de la informacién, deberd responder a ciertos
interrogantes.

Para comenzar se pedira a los alumnos leer la siguiente informacion

Leyenda del Ajedrez

El ajedrez es un juego que fue inventado en la India y que cuenta con muchos siglos de
existencia, por eso no es de extrafiar que a él estén ligada gran variedad de leyendas cuya
veracidad es dificil comprobar debido a la vaguedad de los documentos antiguos. Para
comprenderlas no hace falta saber jugar al ajedrez, basta simplemente saber que el tablero en
donde se juega esta dividido en 64 casillas negras y blancas, dispuestas alternativamente. Pues
bien, cuenta la leyenda que en cierta época vivio y rein6 en este lugar un rey llamado Sheram,
duefio de la provincia de Taligana y mencionado por varios historiadores hindies, como uno de
los monarcas mas generosos y ricos de su tiempo; poseedor de una singular aptitud militar que le
permitio elaborar un plan de batalla y resultar victorioso al repeler al frente de un pequefio
ejército, un insolito y brutal ataque en el que perdi6 la vida su hijo, el principe Adjamir. Toda
esta situacion dejé a su padre profundamente consternado, pues nada de lo que le ofrecian sus
subditos lograba alegrarle.

Un dia un tal Sessa se presentd en su corte y pidié audiencia. El rey la aceptd y Sessa le
presentd un juego que segun él conseguiria divertirle y alegrarle de nuevo, dicho juego era el
ajedrez. Después de explicarle las reglas y entregarle un tablero con sus piezas el rey comenzé a
jugar y se sintido maravillado... jugd y jugd y su pena desaparecio en gran parte. Sheram,
agradecido por tan preciado regalo, le dijo a Sessa que como recompensa pidiera lo que deseara;
a este ofrecimiento Sessa respondio diciendo:

“Deseo que ponga un grano de trigo en el primer cuadro de tablero, dos, en el segundo,
cuatro en el tercero, y asi sucesivamente, doblando el nimero de granos en cada cuadro, y que
me entregue la cantidad de granos de trigo resultante”.

El rey bastante sorprendido con tal peticidn, acepté inmediatamente creyendo que era una
recompensa insignificante en comparacion con todas sus riquezas. Sheram ordené a los mas
sabios del reino paraqué calcularan la cantidad exacta de granos de trigo que debian entregarse a

62



Sessa habia. Cual fue su sorpresa cuando éstos le comunicaron que no podia entregarse dicha
cantidad de trigo.

Para hacerse a una idea de la inmensidad de esta cifra, calculemos aproximadamente la
magnitud que deberia tener el granero capaz de de almacenar semejante cantidad de trigo. Es
sabido que un metro cubico de trigo contiene cerca de 15 millones de granos. En ese caso, la
recompensa del inventor del ajedrez  deberia ocupar un volumen aproximado de
12.000.000.000.000 m3, o lo que es lo mismo 12.000 km3. Si el granero tuviera 4 metros de alto
y 10 metros de ancho, su longitud deberia ser de 300.000.000 de km, o sea el doble de la
distancia que separa la tierra del sol. La produccion actual de trigo del mundo entero durante
doscientos afios o el nimero de granos de arena en la playa de Copacabana, son otras medidas
comparativas de dicha cifra.

Con base en la anterior informacion responda las siguientes preguntas:

1. Complete la Tabla No. 1 correspondiente a la cantidad de granos de trigo en las
casillas sefialadas.

Casilla Granos de trigo
1 1
2 2
3 4
4
5
6
7
8
9
10

Tabla No. 1

Se espera que los estudiantes una vez hayan comprendido la situacion presentada en
lenguaje natural puedan inferir la relacion entre el cambio de las dos magnitudes
involucradas, para asi completar la tabla duplicando en sucesivas ocasiones desde la
primera cantidad de granos correspondientes a la primera casilla. De igual manera, se
espera que los estudiantes, una vez hayan completado la tabla, reconozcan la existencia
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de covariacion entre las magnitudes aunque posiblemente no logren expresarla aiun por
medio de una expresion algebraica.

2. Utilice GeoGebra para representar en el plano cartesiano la informacién de la
tabla del punto 1.

Se espera que los estudiantes representen la informacion en la tabla en el plano
cartesiano, ya sea creando la lista de puntos o en su defecto introduciendo la informacion
punto por punto en la barra de entrada. En esta representacion grafica les sera muy util
puesto que identificaran de forma rapida una variacion de tipo exponencial entre las
magnitudes involucradas.

Fase de Formulacion. Se organizara a los estudiantes en grupos de tres para que apoyados
en los conocimientos adquiridos en la fase anterior y en las construcciones realizadas en
GeoGebra resuelvan las preguntas sefialadas, conjeturando, argumentando y justificando sus
respuestas ante sus compafieros.

3. Encuentre una expresién matematica que te permita encontrar el total de granos
de trigo correspondiente a una determinada casilla.

Se espera que los estudiantes después de una primera etapa de exploracion
determinen de forma errdnea una expresion matematica de tipo exponencial de la forma
f(x) = 2*. Posteriormente el instructor motivara a los alumnos para que validen la
expresion obtenida asignando valores, a la variable independiente. Una vez hayan
comprobado las dificultades de esta primera aproximacion algebraica, se espera que
intenten adecuar los resultados obtenidos a las condiciones del problema, para asi llegar a

-, 2% _ . .
una expresion de la forma: f(x) = 5= 2%~ para la cual se hara el mismo proceso de
validacion.

4. Resuelva la misma situacion en el caso que Sessa hubiese pedido 10000 granos de
trigo por la primera casilla y de ahi en adelante la mitad de granos correspondientes a la
casilla inmediatamente anterior.

Se prevé que los estudiantes potencializaran sus técnicas mediante el uso de
representaciones que permitirdn una mejor interpretacion y visualizacion de la
problemética. De esta forma, los alumnos no tendran dificultades para determinar la
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expresion pedida, dado que podran relacionar con mucha eficiencia los resultados
inmediatamente obtenidos con las modificaciones hechas en este inciso.

En particular, se espera que al variar la razon de incremento en la cantidad de granos
de trigo, los estudiantes reconozcan esta situacion un decrecimiento de tipo de
exponencial, llegando a la conclusién que la base de dicha funcion es un nimero racional

. . . 1
comprendldo entre cero y uno. Posteriormente, asumiran a este valor como P puesto que

cada vez la cantidad de granos de trigo se va disminuyendo a la mitad. En lo referente a
la cantidad de granos de trigo correspondiente a la primera casilla, se prevé que los
estudiantes cometeran un error al adicionarle dicha cantidad inicial de granos a la
expresion matematica hasta el momento obtenida, es decir si C, es la cantidad de granos
que debid haberse entregado en la primera casilla entonces se tendria la expresion:

1 x—-1 . 1 x—1
f(x) =10000 + (E) , siendo la correcta f(x) = 10000 = (5)

5. ¢Queé similitudes y diferencias encuentras entre las graficas que encontraste en
punto anterior y la gréfica de la situacién inicial?

Se espera que los estudiantes al realizar las gréficas de las funciones solicitadas,
encuentren similitudes y diferencias, verificando a traves del seguimiento en la gréafica la
pertinencia de las expresiones matematicas obtenidas. De igual manera, se espera que los
estudiantes identifiquen algunas de las caracteristicas de las funciones representadas al
comparar sus graficas, como por ejemplo la monotonia, intercepto con el eje de
ordenadas, entre otros.

6. ¢Cual es el dominio y el rango de las funciones encontradas en la pregunta 4 y 5?

Se espera que los estudiantes apoyandose en la grafica determinen con gran facilidad
a cudl conjunto numérico pertenecen las magnitudes involucradas en esta situacion. De
esta manera el dominio y el rango de dichas funciones exponencial que modeliza esta
situacién se veran subordinados a la grafica de la misma al no recurrir al tratamiento en
el registro algebraico.

Fase de Validacion. Dependiendo de la fase de la situacion en la que se trabajo, se pedira a
los estudiantes que de forma individual o grupal expongan sus estrategias de solucion,
justificando la pertinencia de sus resultados, posteriormente los demas estudiantes deberan
argumentar si estan de acuerdo o no con dichas respuestas. Durante esta etapa, se originara una
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discusion en la cual los estudiantes defenderan su posicion mediante pruebas y argumentos
I6gicos, de igual manera se podré verificar en base a las condiciones del medio la pertinencia y
validez de los resultados.

Fase de Institucionalizacion. Durante esta fase se dara un estado cultural al conocimiento
matematico, es decir; el docente establecera relaciones entre las producciones hechas por los
estudiantes y el saber matematico en juego. Al finalizar la sesion de trabajo de esta primera
situacion se institucionalizara los saberes puestos en acto explicando:

e Funcion Exponencial: Forma general de la funcion exponencial: f(x) = ka?*

e lIdentificacion de la funcion exponencial a través de sus representaciones
algebraica, numérica y grafica.

e Andlisis de algunas caracteristicas y propiedades de la funcion exponencial tales
como dominio, rango, monotonia, asintotas, entre otros; a partir de la interpretacion del

valor de sus pardmetros.

¢ Relacidn entre las caracteristicas de la situacion y el valor que adquiere cada uno
de los parametros en el modelo funcional de dicha situacion.

7.5.2. Analisis a priori de la Situacion Didactica No. 2.

Variables micro- didacticas.

e El tipo de valor (entero o fraccionario) que adquieren cada uno de los parametros
en la expresion general de la funcién exponencial.

¢ El contenido matematico implicito en cada registro de representacién empleado.

e Efectos en la representacion grafica de las funciones exponenciales ocasionada
por la variacion de sus parametros.

e El tipo de variacion (discreto o continuo) asociado a la variable dependiente e
independiente.
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Obijetivos.

e Observar las tendencias y regularidades en el comportamiento de los datos
numéricos para favorecer el estudio y la comprensién de los conceptos matematicos
abordados.

¢ Relacionar los elementos de una funcion exponencial en el registro grafico y
numeérico para establecer algunas de sus principales caracteristicas y propiedades.

e Utilizar GeoGebra para efectuar la conversion del sistema de representacion
algebraico al grafico, visualizando los efectos en el comportamiento de la gréfica de la
funcion del tipo f(x) = ka®® (a > 0,a # 1), cuando varia uno de sus parametros y
permanece fijo el otro.

e Dehbatir, conjeturar y elaborar estrategias de solucién para validarlas en un trabajo
colaborativo.

Saberes que se movilizan en la Situacion Didactica No. 2.

¢ |dentificacion y distincion entre los elementos (variables y parametros) de la
funcién exponencial a través de su representacion algebraica.

e Exploracion de patrones y tendencias en el comportamiento de los datos en el
registro grafico y algebraico.

o Interpretacion de las relaciones entre las transformaciones en las graficas de las
funciones exponenciales y el valor de los parametros en sus respectivas representaciones
algebraicas.

e Discriminacion e interpretacion del comportamiento, aspecto y de algunas
caracteristicas principales de las funciones exponenciales a partir del valor de sus
parametros.

Momentos de la realizacion didactica.

El tiempo establecido para la realizacion de la Situacion Didactica No. 2 es de dos horas. En
primer lugar el estudiante debera leer la informacion concerniente a dicha situacion y a
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continuacion actuara sobre el medio tratando de establecer conjeturas e hipdtesis para encontrar
posibles soluciones. Posteriormente trabajara con otro compafiero para intercambiar informacion
y comunicarse sus observaciones, ya sea para conjeturar, argumentar o justificar sus hipotesis.
Cabe mencionar que la validacion de las respuestas de los estudiantes no se hace por medio del
juicio del docente, si no a través del medio propuesto, el cual se encargaré de dirigir y validar las
soluciones alrededor de la problemética planteada. Al finalizar la clase el docente socializaré el
conocimiento de manera formal, institucionalizando los saberes puestos en acto.

Fase de Accion: Durante esta primera fase el estudiante, después de haber escuchado las
indicaciones del docente, empleara GeoGebra para dar solucidn a los siguientes interrogantes.

1. Con ayuda de GeoGebra construye y completa la Tabla No. 1 con los valores de
las funciones exponenciales, dentro del intervalo indicado.

Con ayuda de la herramienta hoja de calculo se espera que los estudiantes puedan
encontrar facilmente los valores que toman las funciones exponenciales en el intervalo
sefialado. Para tal efecto, los estudiantes deben ingresar en la barra de entrada dichas
funciones y posteriormente proceder incorporando la informacion en la hoja de célculo,
haciendo los respectivos célculos y procedimientos.

2. Con relacion a la tabla construida en el punto anterior contesta las siguientes
preguntas:

a) ¢Qué puedes observar en los valores de las funciones a medida que la base
va aumentando?

Se prevé que los estudiantes interpreten la informacién en la tabla y observe
que a medida que la base va incrementandose, los valores que toma dichas
funciones también se van aumentando.

b) ¢ Qué puedes observar en los valores de las funciones a medida que la base
va disminuyendo?
Analogamente, se pronostica que al observar la informacién en la tabla, los

estudiantes lleguen a la conclusion que a medida que la base va disminuyendo, los
valores que toman dichas funciones también van decreciendo.
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c) ¢Qué sucede con la funcion cuando la base es un valor que se encuentra
entre cero y uno?

Se espera que a partir de la informacion en la tabla, los estudiantes infieran
que cuando la base adquiere un valor entre cero y uno, las funciones toman
valores cada vez més pequefios a medida que los valores del argumento crecen; es
decir, se obtienen funciones decrecientes.

d) ¢ Qué sucede con la funcion cuando la base es igual a 1?

Se prevé que los estudiantes construiran una tabla de valores y al graficarla
en el plano cartesiano lleguen a la conclusién que se trata de una funcion de tipo
constante o mejor dicho una funcion lineal.

e) ¢Existe algin punto de interseccion de las funciones con respecto al eje de
abscisas?

Gréaficamente se espera que los estudiantes empleen la GeoGebra para
detectar si las gréaficas de dichas funciones cortan o no al eje x; para tal efecto, se
prevé que inspeccionaran dichas graficas, ampliando la vista y trasladando el
plano cartesiano de tal forma que se faciliten sus observaciones.

Algebraicamente se prevé que los estudiantes asociaran los cortes de las
graficas con el eje x con la existencia raices de las funciones tratadas, luego al
tratar de asociar procesos algoritmicos llegaran a la conclusion que no existen
valores del argumento para los cuales las funciones se anulen.

f) ¢Existe alglin punto que sea comun a todas las funciones? Identificalo.
Mediante observaciones en las graficas se espera que los estudiantes
identifiquen el punto de interseccion de las funciones sefialadas. De igual forma

para cerciorarse de sus resultados, se esperan que empleen la herramienta
Interseccion.

g) ¢Cuél es el dominio y el rango de estas funciones exponenciales?
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Con relacion al dominio, graficamente se espera que los estudiantes al no
encontrar asintotas verticales lleguen a la conclusion de que no existen valores de
x para los cuales las funciones no estén bien definidas, en otras palabras,
concluiran que la variable independiente puede adquirir cualquier valor real.
Algebraicamente se espera que los estudiantes busquen ciertos valores de la
variable independiente para los cuales la funcion se indetermina. Concluyendo
posteriormente que dichos valores no existen, es decir, que las funciones estan
definidas para todo valor real que pueda adquirir la variable independiente.

En cuanto al rango, mediante la observacion en la gréfica los estudiantes
podran darse cuenta de que el eje x constituye una asintota horizontal para las
graficas de las funciones sefialadas, admitiendo posteriormente que los valores
que adquieren dichas funciones son siempre mayores que cero.

Situacion de Formulacién. En esta fase de la situacion se pedira a los estudiantes
organizarse en binas; igualmente se les solicitara emplear un lenguaje explicito en procura de
facilitar la produccién e intercambio 6ptimo de experiencias en la resolucion del problema. De
esta manera cada alumno después de haber interactuado con el medio podra intercambiar
informacion y comunicar sus observaciones a su compafiero, ya sea para conjeturar, argumentar
o justificar sus hipotesis. En la primera parte de esta fase se presentan las siguientes interrogantes

3. En el archivo: “Grafica Dinamica Funcion Exponencial”, encontraran una
construccion dindmica, donde podran observar e identificar el comportamiento de la
grafica de la funcion exponencial al modificar el valor de los pardmetros k, ay b, en la
expresion f(x) = ka®*. Con base en dicha construccion registren sus observaciones de
acuerdo a la informacion requerida en la Tabla No. 2, siguiendo las indicaciones para
cada uno de los parametros k, a 'y b.

Se espera que los estudiantes al cambiar el valor de los parametros identifiquen
regularidades y relaciones entre los valores que adquieren dichos pardmetros y las
caracteristicas de las graficas de las funciones obtenidas. Como es de esperar, los
estudiantes modificaran los parametros conforme a las condiciones establecidas en la
tabla; de esta manera, se espera gque los estudiantes reconozcan algunos invariantes como
por ejemplo, que en general el eje de abscisas es una asintota horizontal para las
funciones obtenidas y también que el dominio de las funciones exponenciales de este tipo
lo constituye todo el campo de los numeros reales. De igual manera, se espera que
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identifiquen en cada caso el crecimiento/decrecimiento, rango e intercepto con el eje y,
puesto que estos varian de acuerdo a los valores que adquieran dichos pardmetros.

4. En la anterior actividad se pudo observar los diversos comportamientos que puede
tomar la grafica de la funcion exponencial, al modificar los parametros en su respectiva
expresion algebraica. De acuerdo a esto relacionen los diversos casos tratados para dar
respuesta a los siguientes interrogantes:

a) ¢Qué relacion existe entre el valor del parametro k y la grafica de las
funciones exponenciales que se obtienen al modificar dicho valor?

Se prevé que los estudiantes identificaran la relacién existente entre el valor
del parametro k y el punto de corte con el eje y, es decir, llegaran a la conclusion
de que el valor de k corresponde a la ordenada del punto de corte con el eje y.

b) ¢ Qué sucede con la grafica de la funcion en el caso particular en que a = 1
con k y b arbitrarios?

Para resolver esta pregunta, se espera que algunos estudiantes empleen los
conocimientos adquiridos en la situacion anterior y deduzcan que en este caso
resulta una funcion constante. Por otro lado, se espera que los alumnos al graficar
la funcion obtenida para el caso particular en que a =1 con k y b arbitrarios,
concluyan que la grafica corresponde a una funcion de tipo lineal, mas
especificamente, una recta horizontal con ecuacion y = k.

c) ¢Qué sucede con la gréafica de la funcién cuando b = 0 y donde a > 0,
a # 1y k arbitrario?

Se prevé que los estudiantes emplearan la grafica de la funcion para
determinar lo que sucede con la funcién en el caso de que b =0 con a > 0,
a # 1y k arbitrario. Andlogamente al caso anterior, se espera que lo estudiantes
concluyan que la gréfica corresponde a una recta horizontal con ecuacion y = k.

d) ¢ Cree usted que las gréaficas de las funciones generadas al cambiar el valor
de los parametros, cortaran siempre al eje de ordenadas? Justifique sus respuestas.
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Para resolver esta pregunta, se espera que los estudiantes empleen la
construccién suministrada para buscar un determinado valor para los parametros
para los cuales la gréafica de la funcion generada no corte al eje de ordenadas. De
esta manera, los estudiantes llegaran a la conclusion de que efectivamente las
graficas de las funciones generadas cortaran el eje de ordenadas.

Fase de Validacion. Después de haber interactuado con GeoGebra y haber planteado
conjeturas, hipotesis y estrategias para resolver la problematica, se pedira a los estudiantes que a
nivel grupal e intergrupal demuestren frente a las condiciones del problema, la adecuacion y
pertinencia de sus resultados y estrategias de solucion. Con esto los estudiantes podran debatir,
reflexionar, argumentar y validar sus resultados y métodos, dado que cada uno estard en
condiciones de tomar una posicion frente a las declaraciones de sus compafieros, dentro de este
proceso el medio tendra un papel importante en la confrontacién y validacion de dichos
resultados frente a la problematica planteada.

Fase de institucionalizacién. Al culminar la fase de formulacion, se dardn a conocer
algunos conceptos claves referentes a la funcion exponencial explicando:

e Identificacion y distincion entre variables y pardmetros de la funcion exponencial
a través de su representacion algebraica.

e Andlisis de la informacion proveniente de representaciones numeéricas y graficas
para establecer similitudes y diferencias entre el comportamiento de las funciones

exponenciales abordadas.

e Efectos sobre la funcion exponencial al modificar los parametros k, ay b en su
forma general f(x) = ka?*.

e Analisis de casos en los cuales la funcién exponencial adquiere valores
particulares.

e Dominio, rango, monotonia, asintotas y puntos de corte con respecto a los ejes de
coordenadas de las funciones exponenciales estudiadas.
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7.5.3. Analisis a priori de la Situacion Didactica No. 3.

Variables micro-didacticas.

¢ El valor que adquiere cada uno de los parametros en el modelo funcional dado por
la expresion f(x) = kab>.

e Cantidad de bacterias en un momento determinado.

e Tiempo necesario para que haya una cierta cantidad de bacterias.

e La cantidad inicial de alcohol en la sangre.

e El valor de la variacién porcentual de alcohol en la sangre.

e El tiempo requerido para que exista una cierta cantidad de alcohol en la sangre.
¢ El contenido matematico implicito en cada registro de representacion empleado.

e El tipo de variacion (discreto o continuo) asociado a la variable dependiente e
independiente.

Obijetivos.

e Identificar si la informacién contenida en una representacion de tipo verbal,
numérica, grafica o algebraica de la situacion, corresponde a una variacion de tipo
exponencial.

e Interpretar la informacion presente en dichas representaciones, para realizar
tratamientos adecuados en cada registro y efectuar la conversion de un registro a otro.

e Usar procedimientos numéricos, graficos y analiticos para predecir

comportamientos entre las magnitudes, y verificar que tan razonable son estos con
relacion a las condiciones de la situacion.
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e Modelizar situaciones vinculadas con funciones exponenciales, haciendo uso de
GeoGebra para representar dichas situaciones, explorar estrategias, formular conjeturas y
controlar sus resultados.

Saberes que se movilizan en la Situacion Didactica No. 3.

e Utilizacién del modelo matematico dado para determinar el valor de una magnitud
con respecto a otra, otorgando un significado contextual a los resultados obtenidos.

¢ Relacién entre los elementos del registro de representacion algebraico, numérico y
grafico para establecer una expresion algebraica que modelice la situacion.

e Desarrollo de habilidades relacionadas con la aplicacion de algoritmos y
procedimientos y caracterizacion de la variacion entre las magnitudes en sus diferentes
contextos.

e Argumentacion, reflexion, comprobacion y validacion, para que los estudiantes
defiendan sus puntos de vista, consideren ideas y opiniones de los demés Yy elaboren
conclusiones.

¢ Identificacion y uso de algunas caracteristicas y propiedades matemaéticas de la
funcion exponencial para ser aplicadas en una situacién particular.

Momentos de la realizacion didactica.

El tiempo previsto para la realizacion de la Situacion Didactica No. 3 es de dos horas. En
primer lugar el estudiante deberd leer la informacion concerniente a dicha situacion, a
continuacion actuara sobre el medio tratando de establecer conjeturas e hipdtesis para encontrar
posibles soluciones. Posteriormente comunicara sus observaciones a su compafiero, con el objeto
de intercambiar experiencias en el desarrollo de las actividades, ya sea para conjeturar,
argumentar o justificar sus hipdtesis. Cabe mencionar que la validacion de las respuestas de los
estudiantes no se hace por medio del juicio del docente, si no a través del medio propuesto, el
cual se encargara de dirigir y validar las soluciones alrededor de la problematica planteada. Al
finalizar la clase el docente socializara el conocimiento de manera formal, institucionalizando
los saberes puestos en acto.
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Fase de accion. Para comenzar esta primera fase se pedird a los estudiantes leer la
informacion presentada para responder de forma individual a ciertos interrogantes. Para tal
efecto, el estudiante actuara sobre el medio poniendo en préctica los conocimientos adquiridos en
las situaciones anteriores. Los estudiantes, después de haber escuchado las orientaciones del
profesor y haciendo uso de la informacién, deberan responder a ciertos interrogantes.

Para comenzar se pedird a los alumnos leer atentamente la siguiente informacion:

Las Bacterias

Lavarse adecuadamente las manos antes de preparar o ingerir los alimentos, cocinar bien los
productos de origen animal y evitar los lacteos no pasteurizados son algunas medidas para
minimizar el riesgo de transmision de la Escherichiacoli (E. coli) que es una bacteria capaz de
causar importantes alteraciones. La E. coli es una bacteria albergada normalmente en el intestino
del ser humano y de otros animales. Entre la variedad de cepas de esta bacteria, la mayoria son
inofensivos y en realidad representan una parte considerable del contenido intestinal de una
persona sana. Pues bien, aunque no parece que su presencia tenga una funcion especialmente
relevante, se ha descrito que la bacteria E. coli favorece la absorcion de algunas vitaminas,
especialmente la vitamina K. En un laboratorio se realiz6 un experimento con una poblacién
inicial de bacterias E. Coli para estudiar su crecimiento y se pudo comprobar que una

5

t
temperatura de 37°C, la cantidad de bacterias est4 dado por la expresién y = 25 * (5) , donde t

estd dado en horas. Segun la anterior informacion responda las siguientes preguntas:

1. ¢ Cuantas bacterias habia inicialmente?

Para darse cuenta de cuantas bacterias habia inicialmente se prevé que los
estudiantes reemplazaran el valor de t = 0 horas en la expresion algebraica dada, de esta
manera llegarén a la conclusion de que inicialmente se contaba con 25 bacterias.

2. ¢Cuantas bacterias habran cuando hayan transcurrido 7 horas y media desde que
se inicio la reproduccién?

Para encontrar la cantidad de bacterias en este instante, se espera que los estudiantes
empiecen a dar valores adecuados al tiempo para tener una idea sobre como realizar las
operaciones en la evaluacion de dichos valores. Posteriormente, al tener una idea clara,
haran los respectivos calculos y reemplazaran el valor de t = 7,5 horas en la expresion
algebraica dada.
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3. ¢Cuanto tiempo habra transcurrido cuando la poblacion de bacterias sea de 20000
bacterias?

Para determinar el tiempo necesario para que la cantidad de bacterias alcance un
valor de 20000, se espera que los estudiantes intenten de forma intuitiva otorgarle valores
a la variable independiente hasta conseguir que la cantidad de bacterias se acerque a la
sefialada; al darse cuenta que este proceso es dispendioso, intentaran resolverlo de forma
mas eficaz encontrando el punto de interseccion de la recta y=20000 con la grafica de la
funcion que modeliza el crecimiento bacteriano. La primera componente de este punto
correspondera al tiempo buscado.

Fase de Formulacién. Antes de empezar con esta fase, el docente solicitara a los
estudiantes organizarse en parejas, sugiriendo emplear un lenguaje adecuado en procura de
facilitar la produccién e intercambio 6ptimo de experiencias en la resolucion del problema. De
esta manera cada alumno debe formular un mensaje a su compariero, quien a su vez debe
interpretarlo y comprenderlo para tomar decisiones con base en las retroacciones que le
suministra el medio. Asi podran intercambiar informacion y comunicar sus observaciones, ya sea
para conjeturar, argumentar o justificar sus hipotesis.

En la primera parte de esta fase se presenta la siguiente informacion.

El Alcoholismo

Las bebidas alcoholicas contienen porcentajes variables de alcohol en peso, segun indica su
etiqueta: las cervezas, del 4% al 10%; los vinos, del 10% al 18%; los aperitivos y licores suaves,
del 20% al 25%; vy los licores fuertes, del 35% al 45% (es decir, 100 ml de whisky contienen
aproximadamente 40 gramos de etanol). Una vez ingerido el alcohol pasa a la circulacion
sanguinea. Su absorcion se realiza sobre todo a nivel del intestino delgado y es mayor cuando la
persona esta en ayunas.

El sdbado pasado Juan volvia de una fiesta. En el camino fue interceptado por policias de
transito quienes le hicieron una prueba de alcoholemia. La prueba dio como resultado 160 mg de
etanol/ 100 ml de sangre. Si suponemos que cada hora se elimina un 30% de alcohol en sangre
resuelve las siguientes preguntas:
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4. ;Cuantos mg de etanol/100 ml de sangre permaneceran en el organismo de Juan
después de las 4 primeras horas de tomarse el examen de alcoholemia? Registre sus
resultados en la Tabla No. 1, utilizando tres decimales.

Tiempot | Cantidad de mg de
(enhoras) | etanol/100 ml de
sangre

0 160

1

2

3

4

Tabla No. 1

Dadas las condiciones del problema, se espera que los estudiantes calculen de forma
directa el valor correspondiente al descenso de alcohol en la sangre, el proceso que se
presume utilizardn consiste en extraer repetidamente el 30% al valor inmediatamente
anterior. Igualmente se presume que surgiran dudas con relacion al proceso a utilizar, el
investigador intervendra para corregir posibles errores, haciendo las aclaraciones
respectivas mediante ejemplificaciones.

5. ¢Cuénto tardara en descender la cantidad de alcohol por debajo de los 20 mg de
etanol/ 100 ml de sangre que es el limite permitido para conducir?

Para esta etapa se prevé los estudiantes estaran mas familiarizados con el proceso a
utilizar y estaran igualmente en condiciones de aplicarlo de manera rapida y eficaz en
repetidas ocasiones hasta obtener una aproximacién del tiempo necesario para que la
cantidad de alcohol se encuentre por debajo de los 20 mg de etanol/ 100 ml de sangre que
es el limite permitido para conducir.
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6. Utilice GeoGebra para representar en el plano cartesiano la informacion de la
tabla obtenida en el punto 4. Para esto, considere al tiempo como variable independiente
y al nivel de alcohol en la sangre como variable dependiente.

Se espera que los estudiantes grafiquen la informacion de la tabla en GeoGebra ya
sea directamente, ingresando punto por punto en la barra de entrada o bien por medio de
la hoja de calculo, en donde se debe llenar la informacion y crear la lista de puntos. Se
espera que los alumnos puedan identificar que el tipo de variacién asociado entre las
magnitudes de la situacidn problema corresponde a un decrecimiento de tipo exponencial

7. Determine una expresion que te permita calcular la cantidad de mg de etanol/100
ml de sangre en el organismo después de t horas.

Se espera que los estudiantes reconozcan de forma directa la presencia de una
expresion algebraica de tipo exponencial de la forma f(t) = k * a®® y encuentren los
valores de a, b y k, a partir de la informacion obtenida de la tabla. Para tal efecto, se
espera que utilicen el dato de la disminucion porcentual constante por hora; es decir, ya
que cada hora se reduce el 30% del alcohol en la sangre, lo que queda para la hora
siguiente es el 70%, obteniendo de este modo una expresion del tipo y = 1.60 * 0.7,

8. Con ayuda de GeoGebra grafique la ecuacién obtenida en el punto anterior y
emplee la gréafica para determinar el valor exacto de horas necesarias para descender la
cantidad de alcohol por debajo de los 20 mg de etanol/ 100 ml de sangre.

Se prevé que los estudiantes para determinar el tiempo necesario para que la
cantidad de alcohol descienda hasta los 20 mg de etanol/ 100 ml de sangre. Graficaran en
GeoGebra tanto la funcion que modeliza este descenso, como también la funcion y = 20
que modeliza el limite permitido de alcohol en la sangre. Posteriormente, hallaran el
punto de interseccién de ambas funciones, y concluiran que el valor pedido corresponde a
la primera componente de dicho punto de interseccion.

Fase de Validacion. En esta etapa se les pedira a cada grupo exponer ante sus comparieros
los métodos y resultados obtenidos, acompafiando cada afirmacion con su respectiva
justificacion. Toda esta informacion serd sometida a consideracién por los demas alumnos, los
cuales deben realizar acciones sobre el medio ya sea para refutar o validar las estrategias y
resultados obtenidos, como también podran analizar su adecuacion y pertinencia.
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Fase de Institucionalizacion. Al culminar la fase de formulacién, se dardn a conocer
algunos conceptos claves referentes a la funcién exponencial explicando:

e Evaluacion de los valores de una magnitud en el modelo funcional de una
situacion en particular, para establecer valores de otra magnitud.

e Uso de la grafica del modelo funcional para identificar algunos elementos y
caracteristicas dentro de la situacion problema.

e Atrticulacion de las representaciones de tipo verbal, numérico y grafico para
establecer una expresion algebraica que modelice la situacion planteada.

e Interpretacion de cada parametro y analisis de los resultados a la luz de la
situacién problema de donde surgi6

¢ Importancia que tiene la funcion exponencial para modelizar ciertas situaciones de
la realidad.
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8. Analisis de los Resultados

En concordancia al esquema general de la metodologia propuesta, una vez se realizan los
analisis preliminares y la planeacion de las situaciones didacticas, se procede a describir la
secuencia observada durante la experimentacion y se efectla el analisis a posteriori para validar
lo sucedido mediante la confrontacion entre los comportamientos observados durante la
realizacion de las actividades y lo previsto en el analisis a priori de las situaciones didacticas.

8.1 Experimentacion

La secuencia de ensefianza elaborada fue puesta en préctica en el aula con 15 de los
estudiantes del grado noveno del colegio Liceo Integrado de Bachillerato de la Universidad de
Narifio, matriculados en el afio 2015-2016; para el desarrollo de las actividades planteadas en
cada situacion, se solicitd a los estudiantes organizarse de acuerdo a su afinidad en grupos de 2 0
3 personas. Lo anterior se hizo en primer lugar para ahondar en el accionar de los estudiantes
durante la resolucidn de las situaciones didacticas y en segundo lugar, para establecer un enfoque
analitico, que permita describir de forma breve y precisa lo realizado durante la implementacion
de las situaciones didacticas.

Cabe mencionar que las tres etapas se desarrollaron en ocho sesiones de clase de dos horas
cada una, con un porcentaje de asistencia del 74% (el porcentaje de faltas debido a que algunos
estudiantes se encontraban inscritos a otros proyectos ligados a la Institucién), la asistencia y el
interés se vieron mediados por el estimulo de una nota extra. Respecto a las caracteristicas de los
estudiantes participes en esta investigacion, se puede mencionar que eran jovenes cuyo promedio
de edad oscilaba entre los 15 y 16 afios de edad; de igual manera, con relacion a los conceptos
previos que tenian sobre los fundamentos teoricos del objeto de estudio se encuentran los
siguientes contenidos: el concepto de funcion y sus diferentes representaciones (numeérica,
grafica y algebraica), la funcion lineal y la funcién cuadratica.

8.1.1. Balance entre la planificacion y la accion.

En la siguiente tabla se muestra un contraste entre las actividades, el tiempo y los
instrumentos empleados para la recoleccion de informacion durante la planificacion e
implementacion de la secuencia de ensefianza.
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Tabla No. 6.

Balance entre la planificacién y la accion. Estructura tomada de Camargo y Guzman (2005)

Esquema general de desarrollo de la experimentacion

Planificacion Implementacion Instrumentos
Actividades Tiempo Actividades Tiempo
30 30 Fotografias.
Introduccién minutos Introduccion minutos Registro de
clase.
Fotografias.
Introduccién al manejo Introduccion al manejo Registro de
de GeoGebra 6 horas de GeoGebra 6 horas clase.
Grabacion de
video.
Aplicacion del Aplicacion del Registro de
Cuestionario Cuestionario clase.
Diagnostico. 2 horas diagnostico. 3 horas Producciones

escritas de los
estudiantes.

Fotografias.

Registro de
Aplicacion Situacion Aplicacion Situacion clase.
Didactica No. 1 2 horas Didactica No. 1 3 horas Grabacion de
video.

Producciones
escritas de los
estudiantes.

Fotografias.

Registro de
Aplicacién Situacion Aplicacion Situacion clase.
Didactica No. 2 2 horas Didactica No. 2 3 horas Grabacion de
video.

Producciones
escritas de los
estudiantes

Fotografias.

Registro de
Aplicacion Situacion Aplicacion Situacion clase.
Didactica No. 3 2 horas Didactica No. 3 2 horas Grabacién de
video.

Producciones
escritas de los
estudiantes
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8.1.2. Descripcion de las sesiones.

En el trabajo experimental de esta investigacion que se realizo en este plantel educativo, las
directivas facilitaron el uso del aula de informética durante (3 horas semanales) para la
realizacion de la secuencia de ensefianza en horario contrario a la jornada escolar. El trabajo de
campo se realiz6 en la mayoria de las veces con la supervision del docente de area de
matema@ticas y junto al investigador. Para comenzar, se realiz6 una introduccion el dia 18 de
junio de 2016, en donde se dio a entender a los alumnos en qué consistia el trabajo de
investigacion del que serian participes; de igual forma se explicé la metodologia que seria
empleada para la realizacion de dicha investigacion, los recursos y herramientas que iban a
disponer, junto con el tipo de contrato didactico que se manejaria durante su implementacion.

Por otro lado, dado que los alumnos carecian de experiencia en el manejo de GeoGebra,
surgio la necesidad de realizar una induccién en el manejo de esta herramienta computacional
entre los dias 18, 25 y 2 de julio del presente afio. Dentro de esta induccion se explicaron
aspectos generales relativos a GeoGebra, se destacaron sus principales elementos con su
respectiva funcionalidad, e igualmente se mostraron ciertas construcciones que permitian
evidenciar la articulacién entre las diversas vistas que ofrece este software, en particular se
propusieron actividades para trabajar con funciones, con el propésito de explorar todas las
posibles formas de representacion haciendo uso de este software. Asi, se generd una dinamica de
trabajo favorable y en general se observo gran interés por parte de los estudiantes para resolver
ciertas preguntas de caracter técnico y conceptual relacionadas con la funcion lineal y la funcién
cuadratica. Cabe mencionar que hubo un receso de actividades académicas comprendido entre el
8 de julio de 2016 y el 8 de agosto del mismo afio.

Aunque en la introduccion efectuada antes de salir a vacaciones ya se habia hablado de los
aspectos generales de la investigacion, parecié prudente volverlos a explicar debido al receso de
las actividades escolares, posteriormente se procedié a implementar una prueba diagnostica el
dia 13 de Agosto del presente afio, con la finalidad de tener un primer acercamiento a las
concepciones de los estudiantes con relacion al objeto de estudio. Al comienzo se insistié en la
necesidad de responder las preguntas de forma individual y se aclaré que no se trataba de una
evaluacion que seria calificada. Se solicitd igualmente que se dispusieran a trabajar
cémodamente y dejaran sobre sus pupitres Unicamente las herramientas de trabajo. Es de resaltar
que a pesar de la advertencia de que el trabajo se debia hacer en forma individual, algunos
estudiantes insistian permanentemente en mirar el trabajo desarrollado por los demas
comparieros, en cambio otros alumnos se mostraban un poco inseguros y desconcentrados
durante la realizacion de las actividades.
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A continuacion se resume en términos generales la metodologia empleada durante la
implementacion de las tres situaciones didacticas, en donde se describe por cada fase los
momentos de clase llevados a cabo.

Para dar inicio a la fase de accion se dieron algunas indicaciones previas a la realizacion de
la situacion; aqui se explicé a los estudiantes que el trabajo se deberia hacer de forma individual
y que para el desarrollo de las actividades tendrian a su disposicion GeoGebra y material donde
podrian registrar sus operaciones si asi lo requirieran. Ademas se hizo hincapié en que el trabajo
realizado sobre este software debia ser guardado con la finalidad de evitar la pérdida de
informacion. Durante la realizaciéon de las actividades el papel del docente consistio en dirigir
las acciones del estudiante mediante el cuestionamiento e intervenciones encaminadas a que los
estudiantes interpretaran y comprobaran sus resultados a través de las retroacciones que le
suministraba el medio.

En cuanto a la fase de formulacién, para iniciar se solicitd a los estudiantes organizarse en
grupos de dos o tres personas dependiendo de la situacion didactica que se trabajaba. Esto
facilité la observacion de los procesos de aprendizaje e igualmente posibilitdé una mejor
expresion de las ideas, permitiendo el desarrollo de habilidades para la expresion oral, el
cuestionamiento, la argumentacién y la justificacion, por lo cual se afinaron y evolucionaron sus
propias concepciones. Para la resolucién de las preguntas los estudiantes tuvieron que considerar
la informacion obtenida en la fase anterior y las construcciones realizadas en GeoGebra. Dentro
de esta fase los alumnos pudieron intercambiar experiencias en la resolucion de las actividades,
posibilitando la creacién de conjeturas e hipotesis que después serian puestas a prueba en el
transcurso de la siguiente fase.

Para comenzar la fase de validacion, se solicitd a los estudiantes que de acuerdo a como se
organizaron en los grupos de trabajo, expusieran frente a sus compaferos las estrategias
empleadas, los procesos y los resultados encontrados en la resolucion de las actividades. La labor
del investigador consistié en dirigir la discusion, es decir; hacia la lectura de las preguntas
orientadoras y le daba la palabra a los integrantes de los grupos de trabajo para que expusieran
ante el resto de compafieros sus estrategias y resultados; para esto debian emplear el medio para
justificar sus procedimientos y de igual forma para determinar la pertinencia y adecuacion de sus
resultados. De esta manera, los demés estudiantes argumentaban si estaban de acuerdo 0 no con
dichas respuestas. Durante esta etapa, se origind una discusion en donde los estudiantes
defendian su posicion mediante pruebas y argumentos logicos, empleando GeoGebra para
verificacion de sus hipdtesis con relacién a las condiciones del problema.

Ahora con respecto a la fase de institucionalizacion, al comenzar se hizo preguntas a toda la
clase sobre las actividades desarrolladas en la respectiva situacion, dentro de esta discusion
generada se fomentd la participacion de los estudiantes para que fuesen ellos quienes elaboraran
algunas conclusiones relacionadas con las caracteristicas y propiedades entre los conceptos
contemplados. Posteriormente se procedi6 a explicar de forma general los saberes movilizados a
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través de la situacion didactica en cuestion, para lo cual se establecid relaciones entre dichos
saberes matematicos en cuestion y las producciones de los estudiantes. Dentro de esta etapa se
pudieron resolver algunas dudas e inquietudes de los alumnos frente a las tematicas planteadas.

8.2 Analisis a posteriori y Validacion

Esta fase se apoya en la informacion en los datos recolectados durante la experimentacion y
en lo establecido durante la planificacion de las situaciones didacticas; es decir, se confrontaran
las hipotesis concebidas en el analisis a priori y las observaciones de los comportamientos de los
estudiantes durante aplicacion de las situaciones didacticas, de donde se rescatan los detalles,
comentarios, estrategias y reflexiones considerados importantes, aunque se esta consciente que
se han pasado por alto algunos de ellos.

8.2.1 Analisis a posteriori de la Situacion Didactica No. 1.

Antes de comenzar la fase de accion se dieron algunas indicaciones por parte del
investigador en cuanto al tiempo y los recursos de los iban a disponer, al igual que los momentos
o fases por los que transitarian durante la implementacion de la situacion didactica.
Posteriormente, se solicito a los estudiantes organizarse de forma individual, y se entreg6 a cada
uno la informacion referente a la situacion a través de una descripcion textual denominada
“Leyenda del Ajedrez”. Con base en dicha informacion se solicitd a los estudiantes responder las
siguientes preguntas.

En la pregunta 1

1. Complete la Tabla No. 1 correspondiente a la cantidad de granos de trigo en las
casillas sefialadas.

Durante esta primera parte, el trabajo se desarroll6 de forma lenta, pues habia
grandes dificultades de comprensién de lectura del enunciado, por lo que se tuvo que
hacer un trabajo de orientacion de forma general. Sin embargo, ain después de esto
algunos estudiantes confundian los datos con los que se calculaba la cantidad de granos
de trigo para una determinada casilla, por lo cual fue necesario insistirles que leyeran
repetidamente la descripcion verbal de la situacion, haciendo especial énfasis en la
oracion: “Deseo que ponga un grano de trigo en el primer cuadro de tablero, dos, en el
segundo, cuatro en el tercero, y asi sucesivamente, doblando el nimero de granos en
cada cuadro, y que me entregue la cantidad de granos de trigo resultante”.
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De esta manera se pudo hacer méas evidente la relacion entre las magnitudes
involucradas, lo que ayudo6 a establecer algunas posibles relaciones entre ellas. Asi, los
estudiantes completaron la tabla duplicando en sucesivas ocasiones a partir de la cantidad
de granos de trigo correspondientes a la casilla inmediatamente anterior. Algunos
estudiantes emplearon la calculadora y otros simplemente usaron procedimientos
aritméticos elaborados a lapiz y papel. Resultd interesante observar a estudiantes que
consultaban continuamente al profesor, por lo cual se les indicé que las respuestas a sus
inquietudes estaban presentes en la informacion de la situacion. De esta forma se hizo
evidente la dependencia de algunos alumnos con el profesor, puesto que en cada paso se
pedia su aprobacién, como también se noto cierto individualismo que con el tiempo fue
disminuyendo.

En la pregunta 2

2. Utilice GeoGebra para representar en el plano cartesiano la informacién de la
tabla del punto 1.

Para representar dicha informacion en el plano cartesiano, algunos estudiantes
hicieron uso de la Hoja Célculo y procedieron a crear la lista de puntos a partir de la tabla
elaborada. Otros sin embargo, introdujeron la informacion en la barra de entrada
escribiendo los puntos que habria que representar. En esta etapa, los estudiantes pudieron
apreciar de mejor manera el tipo de variacion entre las magnitudes involucradas, lo que
facilito su identificacion.

Para dar comienzo a la fase de formulacién, se solicité a los estudiantes organizarse en
grupos de tres personas, se recalco en la importancia de explorar la problematica desde diversas
representaciones, como también en emplear un lenguaje adecuado que permitiese conjeturar,
argumentar y justificar eficientemente sus acciones para una mejor interpretacion de la situacion.
En esta fase se pidié formular expresiones algebraicas que permitiesen encontrar el total de
granos de trigo que deberia entregarse por una determinada casilla, y a partir de ello establecer
algunas diferencias y similitudes entre las funciones obtenidas. Dentro de esta etapa, se
resolvieron los siguientes interrogantes

En la pregunta 3

3. Encuentra una expresion matematica que te permita encontrar el total de granos
de trigo correspondiente a una determinada casilla.
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Al interior de cada grupo se hizo evidente el liderazgo por parte de uno de los
integrantes. Este liderazgo se daba en funcién de los conocimientos, reflexiones y
destrezas que mostraban para hacer planteamientos, como también desarrollos
algebraicos y gréficos. Aqui se mostré cierta incapacidad para formular el modelo
funcional, ya que se opt6 por determinarlo directamente a partir del texto, a pesar de la
sugerencia del investigador para que transitaran de un registro a otro. La mayoria de
estudiantes se mostraron reticentes a analizar la informacién en otro registro y finalmente
lo hicieron por insistencia del profesor. De esta manera, al considerar la informacion
proveniente de los registros de representacion numeérico y gréafico, tales como tabla de
valores y grafica en el plano cartesiano respectivamente, pudieron interpretarla y
suministrar una solucion a la problemética. Para esto, algunos estudiantes identificaron a
partir de la informacion obtenida las principales caracteristicas de la funcion buscada,
como por ejemplo el carécter creciente, junto al hecho de que el punto (0,1) perteneciese
a dicha funcion, entre otros. Estas consideraciones posibilitaron el reconocimiento e
identificacion de una variacion de tipo exponencial asociado a la situacion en cuestion.

Para encontrar dicha expresién matematica, un grupo de trabajo asocid el hecho de
que por cada casilla debia duplicarse la cantidad de granos de trigo para deducir la
expresion matematica dada por la ecuacion f(x) = 2%, sin embargo, al comprobar su
validez dentro del contexto del problema se detectaron ciertas dificultades, puesto que
para la casilla 1 se tendrian dos granos de trigo, lo que no concordaba con las condiciones

de la situacion. Después de darse cuenta de sus errores y al interactuar de nuevo con el

2

medio, dedujeron otra expresion algebraica de la forma f(x) = ; = 2*1 endonde x es

un numero natural comprendido en el intervalo [1,64]; claramente en esta nueva funcion
se evade el inconveniente anteriormente mencionado.

En la pregunta 4

4. Resuelva la misma situacion en el caso que Sessa hubiese pedido 10000 granos de
trigo por la primera casilla y de ahi en adelante la mitad de granos correspondientes a la
casilla inmediatamente anterior.

Para determinar la expresion pedida, los alumnos debian relacionar eficazmente los
resultados inmediatamente obtenidos con las modificaciones hechas en este inciso. Los
estudiantes potencializaron sus técnicas mediante el uso de representaciones que
permitieron una mejor interpretacion y visualizacion de la problematica.
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Los alumnos en general no tuvieron dificultades para reconocer en la situacién un
decrecimiento de tipo exponencial. De ahi, dedujeron que el factor de crecimiento en este
caso seria un valor en el intervalo (0,1), y analogamente como en el inciso anterior

. . L . 1\¥1 1
obtuvieron posteriormente una expresion matematica de la forma f(x) = (—) = —
2 2x-1
Ahora, para establecer el valor correspondiente a la cantidad inicial de granos de trigo,
algunos grupos de trabajo como el caso de Miguel y Laura intentaron de forma erronea

adicionar dicha cantidad a la expresion matematica obtenida con anterioridad, es decir,

1
f(0) = 10000 + (55
validaran estos resultados con relacion a las condiciones del problema para que
identificaran los errores cometidos y adecuaran sus estrategias de solucién. Sin embargo
solo el grupo conformado por Daniel y Oscar pudo determinar la expresion solicitada en

este inciso, debido a que decidieron multiplicar la cantidad inicial de granos de trigo por

la expresion inmediatamente obtenida. De esta manera, los estudiantes dedujeron que la
10000
2x—1 '

). En vista de esto, el investigador instd a los estudiantes que

expresion en este caso estaba dada por la expresion f(x) =

En la pregunta 5

5. ¢Qué similitudes y diferencias encuentras entre las graficas que encontraste en
punto anterior y la gréfica de la situacién inicial?

En este caso, para las actividades de tipo representativo se evidenciaron técnicas que
permitieron visualizar una gréfica cartesiana, como es el caso de la localizacion de
puntos en el plano y el uso de la tabla de valores. Entre las similitudes encontradas,
algunos estudiantes concluyeron que las graficas obtenidas en el punto 3 y en el punto 4
interceptaban al eje de ordenadas, como también dedujeron que el eje de abscisas
constituia una asintota horizontal para ambas graficas. Entre las diferencias entre estas
funciones, algunos estudiantes concluyeron:

Miguel y Laura: Mientras que la funcion del punto 3 es creciente, la funcién encontrada
del punto 4 es decreciente.

Lamentablemente, solo un estudiante se atrevié a establecer similitudes y diferencias
entre los conjuntos numeéricos para los cuales estas funciones estaban definidas:

Daniel y Oscar: La funcion encontrada en el punto 3 toma valores en el conjunto de los
numeros naturales, mientras que la funcion del punto 4 toma valores en los naturales y en
los racionales, ya que solo se puede extraer la mitad un nimero limitado de veces para
que el de valor la funcion siga siendo un niumero entero.
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En la pregunta 7

6. ¢Cudl es el dominio y el rango de las funciones encontradas en las preguntas 3 y
4?

La mayoria de estudiantes tuvo inconvenientes ya que no tenian un referente tedrico
que les permitiera encontrar el dominio y el rango de las funciones sefialadas. Por esto, el
docente explicd en terminos generales en qué consistian estos dos conceptos en cuestion.
Una vez hecha esta aclaracion, los estudiantes se apoyaron en la grafica para determinar
lo que se pedia. La mayoria de estudiantes llegaron a la conclusién de que la funcion del
punto 3 tenia por dominio todo el conjunto de los reales, y en cuanto al rango
concluyeron que consistia en el conjunto de los reales positivos. Con relacion a la funcion
del punto 4, la mayoria de alumnos llegaron a la conclusion que su dominio lo constituia
todo conjunto de los nimeros reales, mientras que el rango consistia en el conjunto de los
reales positivos. Todo lo anterior se hizo a partir de estudiar el comportamiento de las
funciones sefaladas, sin embargo, se recalc6 en la importancia de confrontar estas
caracteristicas con las condiciones de la situacion, a partir de esto, los estudiantes se
percataron de los posibles valores que podian ser otorgados a las magnitudes
involucradas.

Por altimo, cabe mencionar que s6lo un grupo de trabajo, conformado por Daniel y
Oscar intentd resolver el problema por métodos algebraicos, sin embargo no tuvieron
éxito puesto que no tenia las suficientes herramientas conceptuales que le permitieran
conseguirlo.

En cuanto a la fase de validacion, se solicit6 a los estudiantes salir a exponer los métodos y
estrategias empleadas durante la resolucion de las actividades. De esta manera, se pudieron
confrontar los resultados obtenidos, e igualmente establecer la adecuacion y pertinencia de los
mismos con relacion a las condiciones de la situacion. La plenaria resultd muy interesante puesto
que dio lugar en algunos momentos especificos, a discusiones valiosas y al establecimiento de
consensos. Dentro de esta etapa se evidencid la necesidad de emplear diferentes registros de
representacion para validar o refutar las respuestas suministradas por los comparieros; sin
embargo, se noto que en general les costaba trabajo para plasmar por escrito sus resultados y no
tenian mucho interés en ello, lo que les impidi6 elaborar un informe de forma adecuada que
permitiera al resto de compafieros observar y analizar sus estrategias empleadas, y asi tratar de
convencer a sus compafieros de la decision que el grupo de trabajo habia adoptado con relacion a
la pregunta que se formulaba, por lo cual prefirieron en su gran mayoria, exponer los resultados
de forma oral.
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Ahora para la fase de institucionalizacion, el investigar inicié indagando a los estudiantes
abordando preguntas relacionadas con las actividades desarrolladas en la situacion, fomentando
de esta manera la participacion de los estudiantes para que fuesen ellos quienes a partir de las
actividades desarrolladas en la parte experimental elaboraran algunas conclusiones relacionadas
con las caracteristicas y propiedades entre los conceptos contemplados en esta Gltima situacion.
Para esto, se centro en la identificacion de las diversas formas de representar el cambio de una
magnitud, haciendo énfasis en las conexiones entre una y otra. Aunque los estudiantes estaban
dispuestos a responder los cuestionamientos que se les hacia, se pudo observar serias dificultades
con el uso del lenguaje algebraico para denotar funciones y un nivel de conocimiento bajo acerca
del tema. Posteriormente se procedio a explicar de forma general los saberes contemplados en la
fase de planificacion de la presente situacion didactica, para lo cual se establecio relaciones entre
los saberes matematicos implicados y las producciones de los estudiantes. Dentro de esta etapa
se pudieron resolver algunas dudas e inquietudes de los alumnos frente a las tematicas
planteadas.

8.2.2. Analisis a posteriori de la Situacion Didactica No. 2

Antes de dar inicio a la fase de accién se dieron algunas indicaciones por parte del
investigador en cuanto al tiempo y los recursos de los iban a disponer para la realizacion de esta
situacion didactica. De igual manera, se solicito a los estudiantes organizarse de forma individual
y se entregd a cada uno el cuestionario junto con una tabla donde debian registrar los resultados
concernientes a la tercera pregunta de la esta situacion. En esta fase las actividades estaban
encaminadas a identificar algunas de las caracteristicas de la funcion exponencial a partir de la
informacion proveniente de representaciones de los diversos registros de representacion, tales
como el numérico, el gréfico y el analitico. En esta fase se solicit6 a los estudiantes responder las
siguientes preguntas

En la pregunta 1

1. Con ayuda de GeoGebra construye y completa la Tabla No. 1 con los valores de
las funciones exponenciales, dentro del intervalo indicado.

En esta primera actividad se procedié a dirigir la elaboracion de la tabla, debido a
que el proposito no era precisamente el de evaluar las habilidades o competencias de los
estudiantes sobre el medio para construir dicha tabla, sino tomar como referente la
informacion contenida, para responder a ciertas preguntas y contribuir a establecer
algunas caracteristicas y relaciones entre los conceptos abordados. Donde evidentemente
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se encontraron dificultades fue en articular la informacion proveniente de dicha tabla,
por lo cual el docente tuvo que intervenir para guiar las acciones de los estudiantes.

En la pregunta 2 se solicitd a los estudiantes contestar una serie de interrogantes con
relacion a la tabla elaborada en el punto anterior.

En la pregunta a) del punto 2

a) ¢ Qué puedes observar en los valores de las funciones a medida que la base
va aumentando?

La dependencia de los estudiantes hacia el profesor disminuyd, a pesar de que
ahora la informacion que se suministraba era de tipo numérico. De igual manera se noto
un buen ambiente de trabajo y por lo general no se escucharon comentarios ajenos a la
resolucion de las actividades. Para la resolucion de esta pregunta, se informé a los
estudiantes que deberian comparar los valores de las funciones con los de sus
respectivos argumentos; sin embargo se presentaron ciertos inconvenientes para
analizar la informacién en dicha tabla ocasionados en su gran mayoria por la falta de
organizacion. Es de resaltar que algunos estudiantes tuvieron inconvenientes al
considerar valores de tipo racional, puesto que carecian de algunas nociones
fundamentales de relacion de orden en este conjunto numeérico, lo que al comienzo les
impidi6 analizar correctamente al no establecer cual de las fracciones era mayor o
menor que otra. EI docente intervino para corregir erréneas interpretaciones, motivando
a los estudiantes para que comprobaran sus hipotesis.

En general, los estudiantes analizaron la informacién por fragmentos y lo que
pudieron observar les dio pautas para generalizar y arrojar afirmaciones de forma
erronea. Todo esto condujo a que el docente promoviera un espacio de reflexion, para
gue basandose en sus conocimientos previos interpretaran la informacién de la tabla a
partir del analisis de los cuatro casos posibles que se originaban cuando se consideraba a
la base como un nimero comprendido entre cero y uno, cuando era mayor que uno,
junto con las dos posibilidades para los valores del argumento (positivos y negativos).

La conclusion que habria que llegar era que cuando la base era un nUmero mayor
gue uno, a medida que ésta va aumentandose, los valores que toman las funciones para
valores crecientes y positivos del argumento van creciendo cada vez méas con respecto a
las otras funciones, mientras que para valores negativos del argumento, los valores de
las funciones van disminuyendo con mayor rapidez con respecto a las otras. Para el caso
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en que la base sea un nimero comprendido entre cero y uno, a medida que ésta va
incrementandose, los valores que adquieren las funciones para valores positivos del
argumento van incrementandose mas rapido con respecto a las otras funciones, mientras
que para valores negativos del argumento los valores de las funciones van
disminuyendo con mayor celeridad con relacion a las otras.

Lastimosamente, aunque ya se habian dado pistas acerca de la organizacion para
analizar dicha informacion, la mayoria de estudiantes fracasaron, provocando en
muchos casos incomodidades y distorsiones entre lo que se queria analizar, como en el
siguiente ejemplo:

Laura: Cuando la base es cada vez mayor, los valores de las funciones se van
incrementando cada vez méas y cuando la base se hace méas pequefia, los valores de las
funciones se hacen més pequefios.

Como se puede notar, Laura no considerd en su respuesta los valores positivos o
negativos del argumento, si fuese sido asi, hubiera detectado sus inconsistencias.

En la pregunta b) del punto 2

b) ¢ Qué puedes observar en los valores de las funciones a medida que la base
va disminuyendo?

En esta actividad los estudiantes debian comparar los valores de las funciones con
los de sus respectivos argumentos y observar que sucedia con dichos valores a medida
que la base en las expresiones de dichas funciones iba disminuyendo. En general no se
presentaron grandes dificultades al resolver esta pregunta dada la estrecha relacién con
la anterior pregunta anterior; esto ayud6é no Unicamente a comprender como se deberia
desarrollar el trabajo, sino que también dio pistas que contribuyeron al estudio y analisis
de la informacion contenida en la tabla. Los_estudiantes tomaron como referencia lo
elaborado anteriormente y de esta manera no tuvieron tantos inconvenientes para
determinar cudl de las fracciones era mayor o menor que otra. De igual forma para
analizar la informacion de la tabla lo hicieron acorde a los cuatro casos que se
estudiaron en la pregunta inmediatamente anterior. En los momentos en que se pedia la
intervencion del docente se hizo para aclarar algunas dudas e inquietudes con respecto a
la organizacion del trabajo. Durante el desarrollo de la actividad se notd un buen
ambiente de trabajo y por lo general no se escucharon comentarios ajenos a la
resolucion de las actividades, entre una de las respuestas de los alumnos se puede
mencionar. Algunos estudiantes como en el caso de Daniel, tuvieron éxito al formular
expresiones del tipo; sin embargo, no lo hace con un lenguaje apropiado:
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Daniel: Es que a medida que la base se hace mas pequefia pero sigue siendo mayor
que uno, se obtienen funciones crecientes pero con valores cada vez mas pequefios.
Mientras que cuando la base sea un numero en el intervalo (0,1), se obtienen funciones
decrecientes pero con valores cada vez mas grandes.

En la pregunta c) del punto 2

C) ¢Qué sucede con la funcion cuando la base es un valor que se encuentra
entre cero y uno?

Al interpretar la informaciéon de la tabla construida, en general los estudiantes
dedujeron de forma acertada que cuando la base adquiria valores en el intervalo (0,1),
las funciones tomaban valores cada vez mas pequefios a medida que los valores del
argumento crecian, obteniéndose de esta forma funciones decrecientes. Otros
estudiantes incluso reconocieron que los valores que adquirian las funciones decrecian y
se acercaban cada vez mas a cero. En seguida se muestran las respuestas suministradas
por un estudiante ante la esta pregunta:

Miguel: Si la base estd entre cero y uno, la funcion toma valores cada vez mas
pequefios, que se aproximan a cero.

Ante la pregunta de si en algin momento la funcion adquiria el valor de cero, este
mismo estudiante respondio:

Miguel: No se...deberia ser cuando x toma un valor muy grande.

En esta respuesta, se percibe que aun no estd familiarizado con las nociones de
asintota o de raiz de una funcion. Porque de lo contrario, habria deducido que no hay
valores para el argumento en el que la funcién se anule.

En la pregunta d) del punto 2

d) ¢Qué sucede con la funcion cuando la base es igual a 1?

Durante la resolucion de las actividades se evidenciaron ciertas dificultades debido
a que los alumnos no asociaron de forma adecuada los valores que tomaba la funcién
con el tipo de grafica que la representaba. Dada esta condicidn, se recomendd a los
estudiantes realizar la tabla de valores correspondiente para determinar lo que sucederia
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en este caso en particular. Una vez establecida dicha tabla, los estudiantes procedieron a
representar la informacion en el plano cartesiano, con lo que pudieron deducir
facilmente que en este caso la funcion correspondia a una funcion del tipo lineal, entre
algunas respuestas tenemos:

Daniel: Es una linea recta paralela al eje x.

Laura: Si la base es igual a 1 entonces se obtiene una recta que tiene por ecuacion
y=1.

Como se puede observar las dos respuestas intentan caracterizar la funcion
buscada, solo que Laura lo hace con mas precision.

En la pregunta e) del punto 2

e) ¢Existe algin punto de interseccién de las funciones con el eje de
abscisas?

En términos generales, no fue dificil para los estudiantes detectar si habian o no
puntos de interseccién de las funciones con el eje de abscisas. Para esto, algunos
estudiantes se apoyaron en las gréficas de las funciones e inspeccionaron ampliando la
vista y trasladando el plano cartesiano para que se les facilitaran sus observaciones.
Otros sin embargo, fueron més alla al utilizar el medio para encontrar directamente para
cada funcion el punto de sefialado, esto lo hicieron buscando el punto de interseccion
entre cada funcion y el eje de abscisas; al no encontrarlo los alumnos concluyeron que
no existia dicho punto de interseccidn, tal como se muestra en la siguiente respuesta

Resulta importante considerar que los estudiantes no relacionaron los puntos de
interseccion ya mencionados con la existencia de raices de las funciones tratadas; esto
hubiese permitido observar la situacion desde otros contextos, y posibilitar la utilizacion
de herramientas diferentes a las usuales.

En la pregunta f) del punto 2

f) ¢Existe algin punto que sea comUn a todas las funciones? Identificalo.

En general no se presentaron inconvenientes para dar respuesta a esta pregunta; los
estudiantes intentaron determinar a través de la representacion grafica de las funciones,
un punto que perteneciese a todas ellas. De esta manera, los alumnos llegaron a

93



conclusion que el punto (0,1) era comun a todas ellas. Posteriormente el docente insto a
los alumnos para que comprobaran por escrito sus afirmaciones, otros en cambio
justificaron sus afirmaciones haciendo alusion a algunas propiedades de la potenciacion
en los numeros reales tal como se evidencia en la siguiente respuesta de un estudiante:

Angela: Si existe y es el punto (0,1), ya que todo numero elevado a la cero da
como resultado uno.

Como se puede dar cuenta en esta respuesta, aungue efectivamente el punto (0,1) es
comun a todas las funciones, no existe el suficiente rigor para enunciar la propiedad
aplicada.

En la pregunta g) del punto 2

9) ¢Cual es el dominio y el rango de estas funciones exponenciales?

Inicialmente, algunos estudiaron presentaron dificultades debido a que aun no
tenian claridad sobre los conceptos de dominio y rango. En esta pregunta se observé
predominancia del registro grafico para poder determinar tanto el dominio como el
rango de las funciones objeto de estudio. Los estudiantes pudieron constatar que el
dominio de dichas funciones lo constituia el conjunto de los nimeros reales, dada la
ausencia de asintotas verticales. De igual manera, para determinar el rango de estas
funciones los estudiantes en su gran identificaron al eje de abscisas como una asintota
horizontal para las gréficas de las funciones sefialadas y dedujeron de esta forma que el
rango lo constituia el conjunto de los reales positivos.

Para dar inicio a la fase de formulacion, se solicit6 a los estudiantes organizarse en grupos
de 2 personas, y se les entreg6 a cada pareja el archivo que contenia las actividades a desarrollar.
Es importante tener en cuenta que el éxito en esta actividad, dependia en gran medida de la
correcta interpretacion de las relaciones entre cambio de los parametros sefialados y el
comportamiento que adquiria la grafica de las funciones exponenciales generadas. En seguida se
resumen los comportamientos observados durante la resolucion de las preguntas concernientes a
esta fase.

En la pregunta 3
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3. En el archivo: “Gréfica Dindmica Funcién Exponencial”, encontraran una
construccién dindmica, donde podran observar e identificar el comportamiento de la
grafica de la funcion exponencial al modificar el valor de los parametros k, ay b, en la
expresion f(x) = kaP*. Con base en dicha construccion registren sus observaciones de
acuerdo a la informacidén requerida en la Tabla No. 2, siguiendo las indicaciones para
cada uno de los pardmetros k, a y b.

El trabajo se centro en el desarrollo de la conversion del registro de representacion
algebraico al registro de representacion gréfico, en otras palabras, los estudiantes debian
identificar los efectos en el comportamiento de la grafica de una funcion exponencial a
causa de la variacion de los parametros en su expresion general. Durante la realizacion de
las actividades los estudiantes otorgaron valores a los parametros en la forma general
conforme a las condiciones impuestas en cada caso, interpretaron la informacion
suministrada en la gréafica de la funcion y posteriormente relacionaron la informacion
proveniente de ambos registros de representacion para establecer algunas caracteristicas y
comportamientos con relacion al objeto de estudio.

Algunos estudiantes solicitaron ayuda del docente, sin embargo, éste les solicitd leer
atentamente a las instrucciones de la actividad y a la construccién dindmica elaborada. La
mayoria de estudiantes tuvieron éxito al describir las caracteristicas comunes de las
funciones exponenciales que se obtenian al variar los pardmetros, como lo son el de
dominio y el hecho de que el eje de abscisas era una asintota horizontal para las funciones
que se obtenian. De igual manera, identificaron eficazmente para cada situacion en
particular las caracteristicas sometidas a variabilidad, como por ejemplo, la monotonia, el
rango e intercepto con el eje de ordenadas, ya que estos oscilaban de acuerdo a los
valores que adquirian dichos pardmetros. Un ejemplo de esto lo tenemos en la respuesta
suministrada por un estudiante

Oscar: Aunque el dominio y las asintotas son iguales para todas las funciones, el
rango, el intercepto y la monotonia son distintos.

En la pregunta 4 se solicitd a los estudiantes que resolvieran las siguientes preguntas
tomando como referente la tabla elaborada en el punto anterior.

En la pregunta a) del punto 4
a) ¢Qué relacion existe entre el valor del pardmetro k y las graficas de las funciones

exponenciales que se obtienen al modificar dicho valor?
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Al iniciar la actividad el investigador les indico que sélo deberian variar el
deslizador del parametro k y observar que sucedia con las caracteristicas de la grafica de
las funciones que se generaban. Una vez hecha esta aclaracion los alumnos procedieron a
trabajar sobre la construccion elaborada y a interpretar las retroacciones que les
suministraba el medio. La mayoria de estudiantes no tuvo dificultades para identificar
que efectivamente existia dicha relacion entre estos dos elementos y consistia en que el
valor del parametro k correspondia a la ordenada del punto de corte de las gréaficas con el
eje de ordenadas en las gréficas de las funciones. No obstante hubo serios inconvenientes
en el momento de expresar adecuadamente dicha relacion, tal como se evidencia en la
siguiente respuesta:

Miguel: Cuando se mueve k, la funcion cambia de lugar y corta al eje y en puntos
distintos, tal como se mueve k.

Dentro de estas respuestas se puede observar una idea no tan sofisticada de la
relacion entre dichos elementos, lo con lo que se evidencia una falta de articulacion entre
el registro verbal y lo que se podia interpretar a partir de los demas registros de
representacion.

En la pregunta b) del punto 4

b) ¢Qué sucede con la grafica de la funcion en el caso particular en que a = 1 con k
y b arbitrarios?

Al realizar acciones sobre la construccion suministrada y establecer las condiciones
sefialadas, los estudiantes pudieron darse cuenta de que la funcién que se obtenia
correspondia a una funcién de tipo lineal. Al variar los demas parametros y al darse
cuenta de que siempre se obtenia el mismo tipo de funcion, llegaron a la conclusion que
bajo estas condiciones siempre se obtendria una funcion de tipo lineal, con la
particularidad de que su representacion grafica en el plano cartesiano era una recta
paralela al eje de abscisas. Como lo muestra la respuesta de un grupo de trabajo:

Miguel y Laura: Se obtiene una linea recta paralela al eje x que tiene por ecuacion
y = k, sin importar el valor que adquiera b.

Como se puede ver en esta respuesta, se han superado ciertos inconvenientes para
relacionar un concepto a través de sus distintas representaciones
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En la pregunta c) del punto 4

c) ¢Qué sucede con la gréfica de la funcion cuando b =0y dondea > 0,a# 1y k
arbitrario?

Los estudiantes acudieron a la representacion dindmica elaborada para establecer las
condiciones impuestas en este inciso para cada uno de los pardmetros en cuestion.
Después procedieron a variar los demas pardmetros y percatarse a través de la
representacion grafica en el plano cartesiano, el tipo de funcidn que se obtenia. De forma
analoga al caso anterior, los estudiantes, pudieron identificar que bajo las condiciones
establecidas para cada uno de los pardmetros, la funcion que se obtenia era una funcién
de tipo lineal, ahora con mucha mas precision en el momento de expresar la respuesta al
caracterizar dicha funcion mediante su expresion algebraica, puesto que en general,
concluyeron que se trataba de una funcion que tiene por ecuacion y = k.

En la pregunta d) del punto 4

d) ¢Cree usted que las graficas de las funciones generadas al cambiar el valor de los
parametros, intersecaran siempre con el eje de ordenadas? Justifique sus respuestas.

Al emplear la construccién elaborada, algunos estudiantes intentaron resolver este
problema tratando de buscar determinados valores para los parametros, en los cuales la
grafica de la funcién no cortara al eje de ordenadas. De esta manera, los estudiantes
llegaron a la conclusion de que efectivamente las graficas de las funciones generadas
cortarian siempre el eje de ordenadas. Aqui se observo en los estudiantes dificultades
para comprobar sus hipotesis a través de argumentos légicos que permitiesen llegar a una
generalizacion, debido a que en la construccion suministrada los parametros estaban
definidos sobre intervalos pequefios y no permitian como es de esperar un analisis de tipo
exhaustivo sobre el dominio de dichas funciones.

Otros estudiantes sin embargo, recurrieron al registro algebraico para poder
comprobar la certeza de sus hipotesis. Usaron el hecho de que la primera componente de
este punto de interseccion con el eje de ordenadas siempre equivale a cero;
posteriormente decidieron reemplazar dicho valor en la expresion general de la funcion
exponencial y al realizar los respectivos calculos, llegaron a la conclusion de que siempre
va a ser posible encontrar un valor para la funcién cuando la variable independiente se
anule; por consiguiente dedujeron que dicho punto siempre existira.
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Para comenzar la fase de validacion, se concedio un espacio a los integrantes de cada
grupo de trabajo, para que salieran a exponer los métodos y estrategias empleadas durante la
resolucion de las actividades. Para llevar a cabo esta actividad, se les exigid de igual manera, que
justificaran adecuadamente las estrategias empleadas durante la resolucion de las actividades,
como también que argumentaran el cdmo y el porqué de sus respuestas. De esta manera, se
pudieron confrontar los resultados, con lo cual se cre6 un ambiente en donde los demas
estudiantes podian validar o controvertir las respuestas de sus compafieros, argumentando sus
ideas y utilizando el medio para justificar sus decisiones y observaciones. De forma analoga a la
anterior situacion, la tarea del investigador consistié en leer las preguntas, coordinar el debate y
realizar la respectiva grabacion de video. Esta fase resulté provechosa para los estudiantes puesto
que a través del debate originado encontraron caracteristicas, relaciones y demas propiedades
entre los conceptos contemplados, haciendo uso de la informacion proveniente de los diversos
registros de representacion.

Para dar comienzo a la fase de institucionalizacion, se socializaron las experiencias
obtenidas durante el desarrollo de las actividades, el investigador empezé preguntando a los
estudiantes abordando cuestiones relacionadas con las actividades desarrolladas en la situacion.
De esta manera, se fomento la participacion de los estudiantes para que fuesen ellos quienes a
partir de las actividades desarrolladas en la parte experimental elaboraran algunas conclusiones
sobre los conceptos contemplados en esta situacion. Posteriormente, se trabaj6 en el estudio de
las funciones exponenciales a partir de la informacion contenida en sus diversas
representaciones, con lo que se pretendia, entre otras cosas, establecer algunas caracteristicas y
propiedades de las funciones exponenciales. En particular, los estudiantes pudieron relacionar el
valor de cada uno de los parametros dentro de la expresion general de la funcidn exponencial con
algunas caracteristicas de dicho concepto, tales como monotonia, existencia de asintotas, puntos
de corte con respecto a los ejes de coordenadas, dominio, rango, entre otros. Posteriormente se
procedié a explicar de forma general los saberes contemplados en la fase de planificacion de esta
situacion didactica, para lo cual se establecid relaciones entre dichos saberes matematicos
implicados y las producciones de los estudiantes. Dentro de esta etapa se pudieron resolver
algunas dudas e inquietudes de los alumnos frente a las tematicas planteadas.

8.2.3. Analisis a posteriori Situacion Didactica No. 3.

Antes de dar inicio al desarrollo de esta fase de accién, el investigador dio algunas
indicaciones en cuanto al tiempo, normas y los recursos de los iban a disponer para la realizacién
de esta situacion didactica, lo que fue acogido de buena manera por parte del estudiantado. Se
aclaro a los estudiantes que esta primera fase de actividades se debia resolver de forma
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individual y se entregd a cada alumno una copia del cuestionario, como también hojas en blanco
para que registraran los resultados con su respectiva justificacion en caso de que se requiriera. En
esta fase las actividades estaban encaminadas a determinar algunas de las caracteristicas
concernientes a cierta situacion, a partir del modelo funcional que la representaba. Para esto,
debian relacionar la informacion en las representaciones de los diversos registros de
representacion. En esta fase se solicito a los estudiantes responder las siguientes preguntas

En la pregunta 1

1. ¢ Cuantas bacterias habia inicialmente?

En esta primera actividad se debia abordar una situacion problema a partir del
modelo funcional de tipo exponencial, tarea de tipo interpretativo y representativo. En
general no hubo inconvenientes para encontrar lo que se pedia, dado que la mayoria de
estudiantes después de haber identificado el tipo de magnitudes, utilizaron el hecho de
que el valor inicial de bacterias estaba determinado en el momento en que el tiempo fuese
0 horas. Posteriormente los estudiantes reemplazaron dicho valor en el modelo funcional
para encontrar el valor que se pedia. El investigador estuvo atento en guiar las acciones
efectuadas por los estudiantes, ya sea haciendo preguntas orientadoras o aclaraciones
sobre los conceptos abordados.

En la pregunta 2

2. ¢Cuantas bacterias habran cuando hayan transcurrido 7 horas y media desde que
se inicio la reproduccién?

Andlogamente al caso anterior, los estudiantes decidieron reemplazar el valor de
t = 7,5 horas en el modelo funcional. Sin embargo, durante el proceso algunos, como
Daniel, cometieron ciertos errores de tipo aritmético, como representar inadecuadamente
el valor del tiempo, realizar operaciones de forma erronea que impidi6 calcular el valor
requerido, entre otros. De igual manera para corregir este tipo de inconvenientes el
profesor instd a los estudiantes a emplear de forma adecuada la calculadora para
determinar el valor pedido. Otros sin embargo, como en el caso de Angela y Miguel se
apoyaron en la grafica de la funcidn para estimar el valor buscado, como también para
validar sus resultados. Esto sugiere la articulacion entre dos representaciones de registros
de representacion diferentes, cuyo comun denominador es el concepto de funcion
exponencial.
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En la pregunta 3

3. ¢Cuanto tiempo habré transcurrido cuando la poblacion de bacterias sea 20000
bacterias?

En un primer momento, la mayoria de estudiantes intentaron estimar el valor pedido
otorgandole valores arbitrarios al tiempo, y reemplazando dichos valores en el modelo
funcional hasta conseguir que la cantidad de bacterias fuese un numero cercano al
establecido en la consigna. Posteriormente para tener el valor exacto, algunos
estudiantes como Miguel y Oscar decidieron expresar dicha condicién en el modelo
funcional y tratar de resolver la ecuacidn resultante; sin embargo, esto no se consiguio ya
que estos estudiantes carecian de algunas herramientas conceptuales, lo que impidio
resolver de forma algebraica lo que se pedia. Resulta interesante que ninguno de los
estudiantes decidiera emplear la representacion grafica del modelo funcional, para a partir
de ella determinar el tiempo buscado. Lo que demuestra que existe una clara
predominancia del registro algebraico para resolver este tipo de problematicas.

Para dar comienzo a la fase de formulacion, se solicitd a los estudiantes organizarse en
grupos de dos personas. De igual manera, se pidié resolver una serie de preguntas a partir de la
informacidn presentada en la situacion. Para tal propoésito, debian abordar la situacion desde
diferentes perspectivas mediante el empleo de los diversos registros de representacién como el
numérico y grafico. Posteriormente se debia formular expresiones algebraicas que permitiesen
encontrar el total de mg de alcohol que permanecerian en el organismo de una persona después
de hacerse el examen de alcoholemia. Para esto, se recalcd en la importancia de explorar la
problematica articulando la informacion proveniente de las diversas representaciones, como
también en emplear un lenguaje adecuado que permitiese conjeturar, argumentar y justificar
eficientemente sus acciones para una mejor interpretacién de la situacion. Dentro de esta etapa,
se resolvieron los siguientes interrogantes

En la pregunta 4

4. ;Cuantos mg de etanol/100 ml de sangre permaneceran en el organismo de Juan
después de las 4 primeras horas de tomarse el examen de alcoholemia? Registre sus
resultados en la Tabla No. 1, utilizando tres decimales.

Hubo inconvenientes por cuanto algunos estudiantes no recordaban el proceso
mediante el cual se extraia un cierto valor expresado en porcentaje a otra cantidad dada.
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Por tal razon, el investigador intervino para corregir malas concepciones y vigilar para
que se realicen de forma adecuada dichos procesos, sin restarle autonomia a las acciones
de los estudiantes. Una vez construida la tabla de valores, los estudiantes en s totalidad
pudieron organizar y de esta manera sentar las bases para identificar las posibles
relaciones, regularidades y patrones en el comportamiento de los datos.

En la pregunta 5

5. ¢Cuanto tardara en descender la cantidad de alcohol por debajo de los 20 mg de
etanol/ 100 ml de sangre que es el limite permitido para conducir?

Para esta pregunta, los estudiantes ya se habian familiarizado con el proceso
mediante el cual se debia extraer un cierto valor expresado en porcentaje a otra cantidad
dada. Por tal raz6n no fue complejo para los alumnos aproximar el tiempo necesario para
que la cantidad de alcohol en la sangre descendiera a esta alcanzar dicho limite, asi que
los estudiantes decidieron efectuar repetidamente el proceso efectuado en la pregunta
anterior hasta conseguir que la cantidad de alcohol en la sangre adquiriera un valor por
debajo de los 20 mg de alcohol /100 ml de sangre. Aunque los valores registrados en la
tabla estaban acorde a los que se pedia, hubieron diferencias al aproximar el tiempo,
mostrando asi sus dificultades para utilizar valores intermedios entre cada hora.

En la pregunta 6

6. Utilice GeoGebra para representar en el plano cartesiano la informacion de la
tabla obtenida en el punto 4. Para esto, considere al tiempo como variable independiente
y al nivel de alcohol en la sangre como variable dependiente.

En esta actividad, se pretendia que los estudiantes hicieran uso del registro de
representacion grafico y asi se dieran una primera idea del tipo de variacion asociado a
las dos magnitudes en cuestion. Para representar dicha informacion en el plano
cartesiano, algunos estudiantes como en el caso de Laura hicieron uso de la Hoja Célculo
y procedieron a crear la respectiva Lista de Puntos a partir de la tabla elaborada. Otros sin
embargo, como Miguel y Angela introdujeron la informacion en la barra de entrada
escribiendo las coordenadas del los puntos que habia que representar. De esta manera, se
dio paso para que los estudiantes pudieran apreciar de mejor manera el tipo de variacion
entre las magnitudes involucradas, lo que facilité su identificacion.
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En la pregunta 7

7. Determine una expresion que te permita calcular la cantidad de mg de etanol/100
ml de sangre en el organismo después de t horas.

En esta actividad, la tarea consistio en construir el modelo funcional referente a
dicha situacion. Una vez los alumnos interpretaron la informacion proveniente de
representaciones de tipo numeérico y grafico, pudieron reconocer e identificar el tipo de
variacion entre las magnitudes estudiadas. Por ejemplo, el grupo de Miguel y Daniel
evidencié el caracter decreciente de la grafica, como también algunas de las principales
cualidades de la funcion buscada, como es el caso de pasar por el punto (0,160), junto
con ciertas caracteristicas captadas mediante la representacion grafica, consideraciones
que permitieron identificar una variacion de tipo exponencial asociado a la situacién en
cuestion.

El grupo de Laura y Angela relaciond las dos magnitudes involucradas y de est
manera decidieron multiplicar por un valor constante k a la cantidad de alcohol en la
sangre inmediatamente anterior y formaron una progresion para los valores que adquiria
esta magnitud como se presenta en la siguiente tabla:

Tabla No. 7. Relacion entre el tiempo y la cantidad de alcohol en la sangre

Tiempo (t en | Cantidad de alcohol
horas) en la sangre/100mil

de sangre

0 160

1 160k

2 160k?

3 160k3

n 160k™

Posteriormente para encontrar el valor de k, estos estudiantes utilizaron el hecho de
gue en esta situacién se observaba un decaimiento de tipo exponencial y asumieron en el
caso particular de k, que debia adquirir un valor en el intervalo (0,1). Despues, dado que
si se elimina un 30% de alcohol en el organismo, los alumnos dedujeron entonces que en
él quedaba un 70% y por ello consideraron a k como 0,7. Finalmente obtuvieron la
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siguiente expresion: C(t) = 160(0,7)* (t en horas). Cabe mencionar que estos
estudiantes, al considerar una progresion geomeétrica, estan empleando como estrategia de
solucién una de las caracteristicas fundamentales que dieron paso a la construccion de la
funcién exponencial.

En la pregunta 8

8. Con ayuda de GeoGebra grafique la ecuacion obtenida en el punto anterior y
emplee la grafica para determinar el valor exacto de horas necesarias para descender la
cantidad de alcohol por debajo de los 20 mg de etanol/ 100 ml de sangre.

Durante esta etapa hubo serios inconvenientes para determinar el tiempo exacto para
que la cantidad de alcohol descienda hasta los 20 mg de etanol/ 100 ml de sangre, ya que
no disponian en su momento de las suficientes herramientas conceptuales para
determinarlo a partir de procesos de tipo algebraico. Por ende, decidieron graficar en
GeoGebra la expresion dada por el modelo funcional y = 160 * 0.7*, como también la
funcion y = 20 que modeliza el limite permitido de alcohol en la sangre. Posteriormente,
hallaron el punto de interseccién de ambas funciones, y concluyeron posteriormente que
el valor pedido correspondia a la primera componente de dicho punto de interseccion.

En cuanto a la fase de validacidn, inicialmente se solicitd a los integrantes de cada grupo de
trabajo, salir a exponer las estrategias, procesos y resultados obtenidos durante la resolucién de
las actividades, argumentando el por qué de sus respuestas, con lo cual se confrontaron los
resultados obtenidos, e igualmente se establecid la adecuacion y pertinencia de los mismos con
relacion a las condiciones de la situacion. La plenaria resulté muy interesante puesto que dio
lugar en algunos momentos especificos, a discusiones valiosas y al establecimiento de consensos.
De esta forma, se generé un ambiente en donde los demas estudiantes podian validar o
controvertir las respuestas de sus comparfieros, argumentando sus ideas y utilizando el medio para
justificar sus decisiones. Sin embargo, se pudo notar en los estudiantes dificultades para plasmar
por escrito sus resultados y poco interés en ello, lo que les impidio realizar adecuadamente un
informe que permitiese al resto de comparieros observar y analizar sus acciones. El investigador
realizo atenta lectura de las preguntas y de igual manera realizo la grabacién en video del debate
que se origind. Esta fase resultd provechosa para los estudiantes puesto que a través de dicho
debate encontraron caracteristicas, relaciones y demas propiedades relacionadas a las situaciones
trabajadas, haciendo uso de la informacién proveniente de los diversos registros de
representacion.

En la fase de institucionalizacion, se organizd a los estudiantes en mesa redonda con el
propdsito de socializar las experiencias obtenidas durante el desarrollo de las actividades. El
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investigador empezd preguntando a los estudiantes sobre las actividades desarrolladas en la
situacion, con lo cual se buscaba fomentar la participacion de los alumnos para que fuesen ellos
quienes a partir de las actividades desarrolladas en la parte experimental elaboraran algunas
conclusiones relacionadas con las caracteristicas y propiedades entre los conceptos contemplados
en esta situacion. Para esto, se centrd en la identificacion de las diversas formas de representar el
cambio de una magnitud, haciendo énfasis en las conexiones entre una y otra; posteriormente
recalco en la relacion existente entre el valor de los parametros en el modelo funcional y algunas
caracteristicas de las situaciones trabajadas. Después, se procedio a explicar de forma general los
saberes contemplados en la fase de planificacion de esta situacion didactica, para lo cual se
establecio relaciones entre dichos saberes matematicos implicados y las producciones de los
estudiantes. Por Gltimo, se resolvieron algunas dudas e inquietudes de los alumnos frente a las
tematicas planteadas, haciendo énfasis en la gran variedad de aplicaciones que tiene la funcion
exponencial para modelizar algunas situaciones de la vida cotidiana.

8.2.4. Consideraciones finales del analisis a posteriori.

Estas consideraciones han sido elaboradas con relacion a: El tratamiento del contenido de la
funcidn exponencial, la interaccion didactica, el disefio y desarrollo de las actividades
planteadas, y por Gltimo la construccion del conocimiento en las sesiones de clase.

Con relacion al tratamiento del contenido de la funcién exponencial.

En la Situacion Didactica No. 1, tal como se habia contemplado en la fase de planificacion,
se pudo constatar en los estudiantes la movilizacion de ciertos saberes, resultado de sus
experiencias vividas tanto en su escolaridad como en su cotidianidad. Por ejemplo, la mayoria de
alumnos lograron identificar, sin mayor dificultad, las magnitudes nimero de casilla y cantidad
de granos de trigo que estaban relacionadas en la situacion. Una vez identificadas, los estudiantes
intentaron representar la relacion entre ellas utilizando el registro numérico. Para esto, decidieron
basarse en la descripcion verbal de la situacion e hicieron los respectivos célculos para
determinar la cantidad de granos de trigo correspondientes a las primeras casillas.
Posteriormente, los alumnos representaron los valores obtenidos en el plano cartesiano, y luego a
partir de dicha grafica, extrajeron de la informacion necesaria para obtener una idea global
acerca de la covariacion entre estas dos magnitudes.

En unos pocos alumnos se pudo determinar dificultades para extraer informacion de tipo
numérico a partir de la grafica, hubo igualmente ciertos inconvenientes cuando se pretendia leer
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valores diferentes a los marcados por la escala en los ejes coordenados, puesto que las dos
magnitudes adquirian valores discretos, mas especificamente, valores en el conjunto de los
enteros positivos. Un estudiante realiz una observacion con respecto a lo anterior por medio de
la siguiente expresion: “...el nimero de las casillas y la cantidad de granos de trigo van tomando
valores enteros mayores que cero” (Daniel).

Por otro lado, a pesar de haber estudiado funciones lineales y cuadréticas, la nocién de
funcion no fue abordada en forma explicita, como tampoco se realiz6 mencién a dicho concepto
espontaneamente. Para la mayoria de estudiantes, la funcién no era considerada como una
herramienta matematica para hacer alusion a cierta relacion; por ejemplo, mencionaron cosas
como “los granos de trigo dependen del numero de las casillas” (Miguel), donde se puede notar
la identificacion de la dependencia entre estas dos magnitudes. Como es de esperar, tuvieron
dificultades al relacionar dicha dependencia con el concepto de funcién, y adn mas, en el
momento de encontrar la expresién matematica que modelizaba dicha situacion; puesto que, a
pesar de realizar un analisis correcto de la situacion e identificar el cambio de las magnitudes a
través de la informacion contenida en los demas registro de representacion, no incorporan
adecuadamente el lenguaje algebraico para expresar la variaciéon de la magnitud dependiente en
términos de la variacion de la magnitud independiente.

Al enfrentarse a la Situaciéon Didactica No. 2, los estudiantes tuvieron que tomar como base
no solamente los saberes previos a la implementacién de la secuencia didactica, sino también
aquellos movilizados en la realizacion de la situacion anterior. Se evidencié cierta evolucion
conceptual relacionada con la interpretacion y articulacion de la informacién proveniente de los
diversos registros de representacidn; no obstante, durante el comienzo de las actividades se pudo
notar resistencias por parte de los estudiantes para articular representaciones de un cierto registro
a otro, incluso un estudiante manifestdo explicitamente que los registros de representacion
numérico y grafico mas que ayudarle lo confundian. Esta actitud resulta comprensible, puesto
que es uno de los efectos de la ensefianza tradicional, que da predominio el registro algebraico.

Esta situacion exigia articular la informacion de los diferentes registros de representacion
para establecer posteriormente algunas caracteristicas y propiedades referentes al objeto de
estudio. En la primera parte, los estudiantes debian analizar ciertas funciones exponenciales, a
partir de sus expresiones algebraicas. Para esto, emplearon el medio para tener una aproximacion
acerca del comportamiento de las funciones trabajadas, con lo cual pudieron interpretar la
informacion proveniente de los diversos registros de representacion. En la segunda parte, se
debia analizar el comportamiento de la grafica de una funcion a causa de la variacion de los
parametros en su expresion general, para esto, los estudiantes tomaron como referencia la
construccién dinamica previamente elaborada y relacionaron la informacion contenida en ambos
registros de representacion. Los alumnos manipularon uno a uno los parametros dentro de la
expresion general de la funcidn exponencial, a partir de ahi y de acuerdo a las instrucciones de la
situacion fueron otorgandole valores a éstos haciendo uso de las herramientas de GeoGebra.
Aunque en esta ocasion la conversion entre estos registros de representacion se hacia de forma
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directa, algunos estudiantes vieron la necesidad de apoyarse en la grafica de la funcién que se
generaba para extraer informacion de tipo numerico.

La construccion disefiada ayudd a los estudiantes a interpretar y relacionar la informacion
contenida en ambos registros, dado que vinculaba un alto margen de representaciones de tipo
gréafico y algebraico. Cada grupo de trabajo registré conforme a su experiencia tanto los valores,
como las caracteristicas particulares que sobresalian de acuerdo a las instrucciones dadas para los
pardmetros. De igual manera, el dinamismo de la construccion permitio que tanto las gréficas de
las funciones, al igual que sus respectivas expresiones algebraicas fueran diferentes, lo que trajo
consigo que las respuestas registradas en la tabla también lo fueran, salvo algunas relaciones y
caracteristicas que no estaban sujetas a variabilidad como el dominio, existencia de asintotas,
entre otros. Las demas relaciones que existian en torno a los efectos en el comportamiento de la
grafica a causa de la variacion de dichos parametros, fueron abordadas mediante preguntas
orientadoras ya que permitieron relacionar los casos y establecer conclusiones de tipo general.

En cuanto a la Situacion Didactica No. 3, el desconcierto demostrado por los estudiantes
participes de la investigacion, desaparecié paulatinamente a medida que se avanzo en el
desarrollo de las situaciones didacticas, incluso demostraron interes, curiosidad y afan, en
resolver los interrogantes planteados. En la primera parte, los estudiantes analizaron una
situacion a partir del modelo funcional que la representaba; para tal proposito, emplearon el
medio para obtener méas informacion de tipo numérico y grafico. En la segunda parte, los
estudiantes analizaron una situacion problema a partir de su descripcion verbal; la mayoria de
alumnos lograron identificar sin mayores inconvenientes, las magnitudes, como también la
dependencia entre ellas. Una vez identificadas, los estudiantes intentaron representar la relacion
entre ellas utilizando el registro numérico. Para esto, decidieron basarse en la descripcion verbal
de la situacion e hicieron los respectivos calculos para determinar la cantidad de alcohol en la
sangre presente en el organismo de una persona al cabo de las primeras horas posteriores al
examen de alcoholemia. Después, los alumnos representaron los valores obtenidos en el plano
cartesiano, y luego a partir de dicha grafica, extrajeron de la informacion necesaria para obtener
una idea global acerca de la covariacion entre estas dos magnitudes.

Cabe mencionar, que para el desarrollo de la situacidn, los estudiantes tomaron como base
sus conocimientos previos, como también los adquiridos en las situaciones anteriores. Hicieron
mencion con propiedad de elementos como relacion, dependencia, funcion, entre otros.
Desafortunadamente, a pesar de reconocer en la situacion una variacion de tipo exponencial, e
inclusive de tener una idea acerca de la relacién entre el comportamiento de una funcién
exponencial y el valor de sus parametros, surgieron ciertas dificultades en la mayoria de los
casos para analizar e identificar adecuadamente el cambio entre las magnitudes a través de la
informacidn contenida en los demas registros de representacion; en particular, no incorporaron
adecuadamente el lenguaje algebraico para expresar la variacion de la magnitud dependiente en
términos de la variacion de la magnitud independiente.
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En general, se observo en los estudiantes cierta predileccion por el desarrollo de procesos
matematicos de tipo simbolico y operacional que caracterizan la ensefianza en el saldn de clases;
esto lo que impide en general es identificar algunas caracteristicas referentes a la situacion, dado
que existen otros registros de representacion que si lo hacen con mayor eficacia. De esta manera,
se dificulta en si la comprension de los conceptos matematicos abordados, puesto que para los
alumnos, interpretar y pensar fuera de un contexto e idea formada por el docente los incomoda,
pues no tienen ninguna posible interpretacion y visualizacion del concepto, llevandolos en la
mayoria de los casos al error y en consecuencia a no lograr apropiarse de los saberes
contemplados.

Con respecto a la interaccion didactica.

Con respecto a la gestion del trabajo en el aula, se puede afirmar que la organizacion
prevista para el desarrollo de las actividades fue exitosa, inclusive cuando se presentaron
inconvenientes relacionados con la inconsistente participacion por parte de los estudiantes, junto
con la realizacion de actividades académicas y culturales llevadas a cabo en la institucion, que
impidio la realizacion de las secuencias didacticas conforme a lo establecido en el cronograma.
Dentro de los aspectos positivos referentes al trabajo desarrollado en las sesiones de clase, se
pueden mencionar:

La secuencia de ensefianza elaborada logré que los alumnos participes del trabajo de
investigacion se sintieran motivados, puesto que despertdé en estos estudiantes el interés por
aprender nuevos conceptos, llegando a convertirse en un reto para afrontar y comprender lo que
se les habia explicado en el momento de la presentacién de dicha investigacién. EI conocimiento
fue emergiendo a medida que los estudiantes interactuaban con el medio, compartian sus
hipotesis, estrategias y demas resultados en la puesta en comun, y se institucionalizaba el
conocimiento matematico en juego.

A pesar de que los estudiantes no estaban acostumbrados a emplear la metodologia usada en
esta investigacion, se consiguié que la mayoria de alumnos se involucraran con el desarrollo de
las actividades, y se dispusieran a analizar las situaciones propuestas, formular hipétesis y buscar
estrategias para corroborarlas. De igual forma, se evidencid que los estudiantes se sentian
sumamente motivados e interesados para presentar sus producciones de forma individual y
grupal, como también para defender sus conclusiones ante el resto de sus compafieros. Se insistio
en que se dirigieran a los demas de forma clara y precisa, empleando el medio para comprobar
sus afirmaciones; en cuanto al resto de estudiantes se solicitdé que prestaran atencion a la
exposicion realizada por sus comparfieros, como también, que solicitaran de forma adecuada el
uso de la palabra ya sea para validar o controvertir las ideas planteadas. En general, las fases de
institucionalizacion no resultaron tan exitosas, debido a que la mayoria de estudiantes se
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mostraron apaticos para sistematizar con cierto rigor matematico los conocimientos adquiridos
durante las etapas anteriores.

Con respecto a la utilizacion de herramientas como GeoGebra, podemos mencionar que
posibilité un clima de trabajo académico que impactd y motivo a todos los estudiantes desde el
comienzo, con el trabajo introductorio a dicho programa hasta implementacion de las situaciones
didacticas. Lo anterior, se debe en gran parte a la buena condicion y disposicion fisica del plantel
educativo, en donde se pudo combinar elementos de la clase magistral tales como borrador y
tablero, con dispositivos tecnoldgicos, como por ejemplo, computadores, videobeam y demas
herramientas externas al plantel como calculadoras, tablets y cdmaras para registrar fotos y
videos. Dada la disponibilidad de suficientes computadores para cada uno de los estudiantes, se
hizo factible que pudieran interactuar con el medio de forma individual y asi tuvieran una idea
acerca de sus herramientas y funcionalidades, lo que les ayudd significativamente durante la
realizacion de las situaciones didacticas.

Como es natural, algunas decisiones acerca de la organizacion de los estudiantes durante
ciertos momentos de las situaciones trajeron consigo ciertas ventajas y desventajas asociadas al
trabajo en clase. Por ejemplo, unos grupos de trabajo quedaron conformados por estudiantes de
buen nivel académico, consiguiendo de esta forma que se comprometieran con el desarrollo de
las actividades; mientras que cuando quedaron conformados por estudiantes de un bajo nivel
académico, el trabajo se vio opacado ya que los estudiantes no trabajaban a menos que estuviese
el docente o el investigador supervisando su trabajo en clase. Cuando se trabajaron con grupos
heterogéneos, es decir, estudiantes de buen nivel académico con otros alumnos de un desempefio
bajo, se generd un desequilibrio en la forma de trabajo, puesto que algunos alumnos dentro del
grupo trabajaban de forma auténoma y responsable y otros no se vinculaban a la labor de los
demas .

Con respecto al disefio y desarrollo de las actividades planteadas.

La administracién del tratamiento del contenido de dicho concepto matemaético, estuvo
condicionada por el disefio de las situaciones didacticas, al igual que la comprension por parte de
los estudiantes sobre las preguntas planteadas, las aclaraciones o sugerencias realizadas por el
investigador, y las estrategias que ellos propusieron para obtener y validar los resultados frente a
las condiciones de la situacion.

Con relacion a la Situacion Didactica No. 1, los estudiantes tuvieron inconvenientes ya que
no estaban acostumbrados a abordar situaciones a partir de sus descripciones verbales; otros sin
embargo, decidieron subrayar las partes del texto consideradas “importantes”, con lo cual no solo
consiguieron ser mas eficaces al momento de interpretar la informacion presentada en dicha
situacion, sino que también economizaron tiempo que resultd valioso para el desarrollo de las
demas actividades. En general, no fue dificil para los estudiantes identificar el tipo de
magnitudes que estaban involucradas y la relacion que entre estas existia. A medida que los
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estudiantes avanzaban en la resolucion de las preguntas orientadoras, accedian a mas
informacidn sobre la situacion, como es el caso de representar la dependencia entre estas dos
magnitudes por medio de una tabla de valores y a traves del plano cartesiano; lo que sirvio para
que reconocieran una variacion de tipo exponencial asociado a la situacion en cuestion.

Una vez identificado el tipo de variacion, se debia deducir el modelo funcional entre dichas
magnitudes; al comienzo los estudiantes presentaron dificultades para representar
algebraicamente esta relacion, lo que resulta paraddjico frente a lo contemplado en la fase de
planificacion, pues se presumia que ellos disponian de suficientes herramientas conceptuales
relacionadas con el trabajo en el registro de representacion algebraico. En la etapa de validacion
se dio espacio para que los alumnos pudieran confrontar tanto las estrategias como los resultados
obtenidos; el ambiente generado favorecié la disposicion de los estudiantes para debatir sobre la
validez de las respuestas para cada pregunta. En el caso de encontrar alguna inconsistencia con
las respuestas, los demas estudiantes estaban en condicidn de intervenir, para posteriormente con
la guia del investigador llegar a un consenso general. Fue motivador para los alumnos usar
GeoGebra para poner a prueba lo que hasta el momento habian realizado, ya que ademés de
confrontar sus respuestas, pudieron comparar y escoger de entre todos los métodos de resolucion
empleados, cudl era el mas adecuado.

Durante la fase de institucionalizacion, se pudo resolver algunas preguntas asociadas a la
situacion, los estudiantes se mostraron participativos y dispuestos elaborar algunas conclusiones
relacionadas con las caracteristicas y propiedades entre los conceptos contemplados.
Posteriormente se procedié a explicar de forma general los saberes contemplados en la fase de
planificaciéon de la presente situacién didactica, para lo cual se establecié relaciones entre los
saberes matematicos implicados y las producciones de los estudiantes

En el caso de la Situacion Didactica No. 2, los estudiantes debian articular la informacion
proveniente de los diversos registros de representacion para establecer algunas caracteristicas y
propiedades relacionadas con el objeto de estudio. En la primera parte, los alumnos pudieron
comparar el comportamiento de algunas funciones exponenciales, conociendo sus expresiones
algebraicas y el valor que adquirian dichas funciones dentro de un intervalo dado. Aqui, los
estudiantes se mostraron motivados para analizar toda la informacion e igualmente receptivos a
las indicaciones y sugerencias realizadas por el investigador, con esto consiguieron un primer
acercamiento a la relacion existente entre la gréfica de una funcion exponencial y la expresion
algebraica asociada a la misma. En la segunda parte, se suministrd una construccién dindmica
para que los alumnos pudieran analizar el comportamiento de la grafica de una funcion
exponencial, debido a la variacion de los parametros en su expresion general; en este caso la
conversidn entre ambos registros de representacion se realizaba de forma directa. Durante esta
parte, los estudiantes otorgaron valores a los pardmetros en la forma general conforme a las
condiciones impuestas en cada caso e interpretaron la informacion contenida en la grafica de la
funcion generada. Al relacionar la informacion proveniente de ambos registros de representacion
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llegaron pudieron dar respuesta a las preguntas planteadas y establecer algunas conclusiones
generales con relacion al objeto de estudio.

Posteriormente se dio espacio para que los integrantes de cada grupo de trabajo presentaran
ante el resto de sus comparieros tanto los resultados concernientes a las actividades planteadas,
como las estrategias y procesos mediante las cuales los obtuvieron. Con esto no solo se pudo
valorar las habilidades y destrezas de los alumnos para actuar sobre el medio y asi verificar la
pertinencia o adecuacion de dichos resultados con relacion a las condiciones impuestas en la
situacion, sino que también se pudo contrastar los diversos métodos de resolucion e identificar
cudl o cuéles de ellos eran mas apropiados que los demas; el ambiente generado favorecio la
disposicion de los estudiantes para debatir sobre la certeza de las respuestas para cada pregunta.
En el caso de encontrar alguna inconsistencia con las respuestas, los demas estudiantes
estuvieron atentos en pedir la palabra y asi realizar las observaciones correspondientes; se pudo
notar cierto progreso para formular y argumentar sus decisiones como consecuencia del trabajo
previo, facilitandose llegar a un consenso general mediada por la intervencion oportuna del
investigador.

En la fase de institucionalizacion, los estudiantes socializaron las experiencias obtenidas,
mostrandose participativos en su gran mayoria para elaborar algunas conclusiones sobre los
conceptos contemplados en esta situacion. Se trabajo en el estudio de la funcion exponencial a
partir de la informacién contenida en sus diversas representaciones, con lo que se pretendia, entre
otras cosas, establecer algunas caracteristicas y propiedades de dicho objeto matematico. En
particular, los estudiantes pudieron relacionar el valor de cada uno de los parametros dentro de la
expresion general de la funcion exponencial con algunas caracteristicas de dicho concepto, tales
como monotonia, existencia de asintotas, puntos de corte con respecto a los ejes de coordenadas,
dominio, rango, entre otros. De igual forma, se pudieron resolver algunas dudas e inquietudes
por parte de los estudiantes con respecto a los saberes movilizados en esta situacion.

Para la Situacion Didactica No. 3, ya se habian superado algunas dificultades ligadas a la
organizacion y analisis de la informacion expuesta inicialmente en la descripcion verbal; el
contexto de la situacion permitié que los estudiantes se sintieran motivados e interesados en
encontrar solucién a las actividades planteadas. En la primera parte, los estudiantes estuvieron
atentos en responder algunas preguntas a partir del modelo funcional asociado a ducha situacion.
Para esto, hicieron uso de GeoGebra para representar en el plano cartesiano la relacién entre las
dos magnitudes involucradas y en la mayoria de los casos extrajeron de forma eficaz informacion
de tipo numérico a partir de la gréafica, lo que resultdé valioso en el momento de resolver las
actividades planteadas. En la segunda parte, se debia determinar el modelo funcional asociado a
cierta situacion problema, a partir de la descripcion verbal de la misma. Las preguntas
orientadoras exigian hacer uso de los diversos registros de representacion, con lo cual, los
estudiantes pudieron acceder paulatinamente a mayor informacion acerca de la situacion. Al
analizar la variacion entre las dos magnitudes desde diferentes perspectivas, ya fuese mediante
de una tabla de valores o a través del plano cartesiano, los alumnos pudieron identificar un
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decaimiento de tipo exponencial asociado a dicha variacion. Contrariamente a lo que se presumia
durante la fase de planificacion, surgieron inconvenientes en su gran mayoria para realizar el
tratamiento adecuado de la informacion contenida en el registro algebraico; lo que demuestra una
vez Mas que aunque estos topicos se trabajen durante sus actividades académicas, en general, no
estan acostumbrados a abordar situaciones problema que requieran la articulacién de los
diferentes registros de representacion para su resolucion.

Una vez desarrolladas las preguntas orientadoras, los estudiantes se mostraron atentos para
confrontar tanto las estrategias como los resultados obtenidos durante la resoluciéon de las
actividades. La experiencia adquirida durante las anteriores situaciones favorecio la disposicion
de los estudiantes para debatir sobre la validez de las respuestas a cada pregunta; en el caso de
encontrar alguna inconsistencia con las respuestas, los demas estudiantes estaban en condicion
de intervenir y de esta manera buscar un consenso general bajo la guia del investigador. Fue
motivador para los alumnos usar GeoGebra para poner a prueba lo que hasta el momento habian
realizado, ya que ademas de confrontar sus respuestas, pudieron comparar y escoger de entre
todos los métodos de resolucién empleados, cuél era el mas adecuado. Se evidencié cierto
progreso en los alumnos con respecto a sus actitudes y habilidades para argumentar y debatir en
torno a las respuestas de los compafieros, el medio actu6 como una herramienta para verificar la
validez de las mismas, como también para determinar su adecuacion con relacion a las
condiciones impuestas en la situacion.

Con relacion a la fase de la institucionalizacion, al comienzo se abordaron preguntas
relacionadas con las actividades propuestas, posteriormente el investigador con ayuda de los
estudiantes resolvieron algunas preguntas de la situacion, no s6lo para que los estudiantes
detectaran en qué parte cometieron errores, sino también para que aquellos que si los resolvieron
pudieran refinar sus técnicas y procesos. Se recalcé en la identificacion de las diversas formas de
representar el cambio de una magnitud, haciendo énfasis en las conexiones entre una y otra;
como también en la relacion existente entre el valor de los parametros en el modelo funcional y
algunas caracteristicas de las situaciones trabajadas. En general, los estudiantes estaban
interesados por aprender los saberes contemplados en la fase de planificacion de esta situacion,
aunque hayan existido confusiones al momento de llegar a ciertas conclusiones generales, para lo
cual se establecié relaciones entre dichos saberes matematicos implicados y las producciones de
los estudiantes. Por Gltimo, se resolvieron algunas dudas e inquietudes de los alumnos frente a
las tematicas planteadas, haciendo énfasis en la gran variedad de aplicaciones que tiene la
funcion exponencial para modelizar algunas situaciones de la vida cotidiana.

Con relacion a la construccién del conocimiento en las sesiones de clase.

La metodologia implementada durante las sesiones de clases permitioé que los estudiantes
construyeran al conocimiento matematico de forma analoga a la evolucion de dicho concepto a
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través de la historia. Este proceso comenzd con la interpretacion de las relaciones entre
magnitudes variables vinculadas a un fendmeno fisico, seguida de la identificacion de valores
particulares que cumplieran dichas relaciones y el posterior bosquejo mediante el uso del registro
grafico, hasta la obtencion del modelo funcional asociado a la situacién. De igual forma, se
tuvieron a disposicion las multiples herramientas de GeoGebra para hacer méas evidente la
conexion entre las diversas representaciones de la funcion exponencial y asi establecer algunas
conclusiones generales con respecto al objeto de estudio. Ademas fue provechoso para la
construccién del conocimiento haber abordado situaciones que requirieran de un analisis
adecuado, junto al uso de habilidades como deducir, inducir, ejemplificar, interpretar, conjeturar,
argumentar, comparar, validar, entre otros, de tal manera que se compararan sus estrategias,
procedimientos y sus resultados obtenidos.

Es de destacar las posibilidades que brindd en esta experiencia el uso del programa
computacional GeoGebra, puesto que los estudiantes pudieron abordar los contenidos haciendo
uso de dicha herramienta tecnoldgica, lo que generd gran impacto en los procesos de ensefianza y
de aprendizaje de los saberes matematicos en juego, ya que ofrecid la posibilidad de vincular
dindmicamente las representaciones asociadas a dichos saberes, brindandole suficientes
herramientas a los estudiantes para que incrementaran la visualizacién sobre dichas
representaciones, renovando en cierta forma las practicas educativas.

9. Conclusiones y Recomendaciones

A través del contraste entre lo planificado en el andlisis a priori y los comportamientos
observados durante la etapa de experimentacion, se pudieron determinar las conclusiones de esta
investigacion, las cuales estan categorizadas, primero con respecto al disefio de la secuencia de
ensefianza y la metodologia adoptada para esta investigacion, segundo con relacién a la
integracion de GeoGebra como instrumento mediador entre el conocimiento matematico y los
estudiantes, y por ultimo se plantean algunas sugerencias para investigaciones futuras desde la
corriente de la micro-ingenieria didactica.

9.1. Con respecto al disefio de la secuencia de ensefianza y la metodologia de investigacion
implementada

e La aplicacion de la situaciones didacticas fundamentadas en la articulacion entre
los diversos registros de representacion asociados a la funcién exponencial, mejord
significativamente el aprendizaje de dicho concepto matematico en los estudiantes que
participaron en la investigacion, puesto que permitid mejorar competencias y habilidades
relacionadas con la conversion entre dichos registros, acortando la brecha entre la
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interpretacion y la mecanizacion de conceptos algebraicos, en la medida en que son
trabajados.

¢ De nada vale que se haga un gran esfuerzo para que los estudiantes se apropien de
instrumentos de conocimiento si no se esfuerza también por el desarrollo de sus
operaciones intelectuales, a partir de lo que ya conocen; por esto la metodologia
implementada permitio diagnosticar los conocimientos previos que tenian los estudiantes
con relacién a la funcién exponencial y a partir de esto elaborar espacios didacticos
donde se rescataron ciertas habilidades comunicativas como justificar, argumentar,
concluir y validar en un trabajo cooperativo. En particular, el analisis historico
epistemologico sobre este concepto matematico resultdé fundamental para generar
espacios didacticos adecuados alrededor de dicho concepto, pues fue un referente
importante para crear vias de acceso a la conceptualizacion de dicho concepto por parte
de los estudiantes.

e La metodologia utilizada durante la implementacién de la situaciones didacticas, dio paso
para que los estudiantes adquirieran el papel central durante las sesiones de clase, lo que
al comienzo provoco una desconexion entre el contrato didactico establecido y el tipo de
contrato empleado en el desarrollo de la investigacion. De igual forma, para trabajos
posteriores dentro del aula de clase, se considera importante que la aplicacidn de este tipo
de trabajos esté incluida en un marco curricular, ya que de esta forma habra mayor
compromiso por parte de los estudiantes y se vinculard&n de mejor manera los
conocimientos contemplados en clase.

9.2. Con relacion a la integracion de GeoGebra como instrumento mediador entre el
conocimiento matematico y los estudiantes

e La integracion de GeoGebra dentro de las préacticas educativas, promovid
escenarios didacticos en donde se fomentd la participacion activa de los estudiantes, al
igual que el desarrollo de competencias y habilidades de tipo social y cognitivo, puesto
que permitié visualizar los conceptos a través de los diferentes registros de
representacion, contribuyendo notablemente en la construccion de conocimientos
matematicos, operativos y estructurados en el aula de clase y generando procesos de
significacion bien fundamentados.
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e El uso de GeoGebra permitié organizar y relacionar la informacién contenida en
los diversos registros de representacion, ya que promovioé la visualizacion en fendmenos
de variacion, hasta la identificacion de ciertas propiedades referentes al concepto
matematico. En particular, se relaciono el valor de los parametros en la expresion general
de la funcion exponencial con algunas caracteristicas visuales en su representacion
gréfica. Los deslizadores fueron un elemento dinamizador en la mayoria de las
construcciones elaboradas con GeoGebra, al igual que el uso de las herramientas de estilo
y de formato, casillas de verificacion, entre otras.

e La experiencia arrojada por este trabajo de investigacion demostré que el uso de
GeoGebra aportd otro tipo de contribuciones al desarrollo de los objetivos trazados:
fortalecio la confianza de los alumnos en su habilidades para pensar matematicamente;
incremento el interés por el quehacer matematico promoviendo una actitud activa frente a
los procesos de ensefianza y aprendizaje; beneficid la construccidn del conocimiento al
rescatar su dimension social y aport6 de igual forma al desarrollo de la autonomia de los
estudiantes ya que les otorgd posibilidades de autocontrol.

9.3. Sugerencias a futuras investigaciones haciendo uso de la micro-ingenieria didactica

Por medio de este trabajo de investigacién se ha podido tomar en cuenta, aspectos
relacionados con los procesos de ensefianza y aprendizaje alrededor de la funcién exponencial;
aspectos susceptibles a modificaciones parciales o totales. Es por este motivo, que se hacen las
siguientes recomendaciones para investigaciones futuras.

e ;COmo determinar eficazmente en qué medida las actividades propuestas en la
secuencia de ensefianza, mejoran la comprension del tema desarrollado, permitiendo
verificar de alguna manera la cantidad de estudiantes que tienen un avance significativo
en la comprension de la funcion exponencial, sus propiedades y sus aplicaciones en otras
ramas del saber?

e ;COmo disefar secuencias de ensefianza que permitan por un lado identificar
algunas propiedades y caracteristicas asociadas a la funcion exponencial, cuando éstas
surgen a partir de la composicion con funciones basicas, y por otro lado que
proporcionen herramientas Utiles para la deteccidn de dificultades de aprendizaje?
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ANEXO NO. A. CUESTIONARIO DIAGNOSTICO

PREGUNTA TIPO |
Seleccion falso o verdadero

Escriba segln su criterio personal, sobre la validez de las siguientes sentencias. Marque con una
equis (X) para falso o verdadero en la casilla correspondiente

No. Pregunta F \%
Pregunta

1. La determinacion por extension del conjunto de los nimeros
enteros Zes: Z = {-5,—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5}

2. (=3)* (=3)* (=3) * (=3) * (=3) = =3°

3. Si x =0 en la expresion a*entonces a* =1 para todoa €
R —{0}.

4. Six € Z” ,entoncesa* =1/a*, a € R —{0}.

5. La gréfica de cada funcion lineal de una sola variable es una
recta

6. Si a esté en el dominio de f, entonces (a, f(a)) es un punto de su
gréfica.

7. Un modelo matematico nunca puede ser una funcién lineal.

8. Para hallar una funcion lineal, solo se necesita un punto y la
pendiente

9. Cada recta tiene una pendiente

10. La grafica de una funcion cuadratica f(x) = ax” + bx + ¢ (a #0)
siempre es una parabola.

11. Larectay = 0 no tiene pendiente

12. La funcidn f(x) = 2* es estrictamente decreciente en R.

13. La relacion g: Z+ — Z, que asocia a cada entero positivo su
raiz cuadrada negativa, es una relacion que es funcion.

14. Si A es el conjunto de los nimeros primos y B es el conjunto de
los nimeros naturales mayores que 3, entonces la relacion h : A
— B, que asocia a cada nimero primo con su cuadrado, es una
relacion que es una funcién

15. El conjunto {(x,y) € R?/ y? = x } representa una relacion
gue no es funcion.

16. El dominio de la funcion definida por f(x) = i es el conjunto
R de los nimero reales.

17. El rango de la funcién f(x) = —x2 + 1, x € R es el conjunto
R* de los nimeros reales positivos.
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PREGUNTATIPO II
Seleccién maltiple con Unica respuesta

Si se tiene el siguiente diagrama

Entonces

18. ¢ Cual de las siguientes opciones es correcta?

a. AUB ={1,0,—1,2,—3}
b. ANB=0

c. A—B=90

d.

Ninguna de las anteriores

19. De la relacion establecida entre los elementos de los conjuntos A y B se puede concluir
que:

a. No es una funcion porque los elementos 0 y -1 tienen la misma imagen.

b. Si es una funcién porque a cada elemento de A le corresponde un Unico elemento
de B.

No es una funcién porque -2 tiene pre imagenes diferentes.

d. Ninguna de las anteriores

g

20. Si (0,2) es una pareja ordenada, entonces se cumple que:
a. El primer elemento pertenece al conjunto B y el segundo al conjunto A.
b. A esel primer conjunto y B es el segundo conjunto

c. 0 pertenece al conjunto de partida y 2 al conjunto de llegada.
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d.

(0,2) = (2,0)

21. De la expresion y = 10 — 5x, es correcto afirmar que

&0 o

Es una recta cuya pendiente es -10 y corta al eje y en el punto -5.
Es una recta que pasa por el punto (2,0).

Corresponde a una funcion lineal que es paralela a la recta y = 5x
Es una recta cuya pendiente es -5 y corta al eje y en el punto -10.

22. De la funcién f(x) = —x% 4+ 2x — 10 NO es correcto afirmar que:

Su gréfica corresponde a una pardbola que abre hacia abajo y tiene por vértice el
puntoV = (1,-9).

Es una parabola que abre hacia arriba y tiene por vértice el punto V = (1,—-9)

Su gréfica es una curva concava hacia abajo y que tiene un minimo en el punto
M = (1,-9).

Su grafica corresponde a una parabola que abre hacia abajo y cuya directriz es la
rectax = 1.

23. De la funcién f(x) = —9x2 + 12x — 4 se puede afirmar que:

fa o oo

Tiene una raiz real de multiplicidad 2
Tiene dos raices reales diferentes.

No tiene raices reales

Ninguna de las anteriores

24. De la funcion f(x) = +Vx? — 9 se puede afirmar que:

oo o

No esté definida para ningun valor real.

Su dominio y rango son respectivamente (—3,3) y (0, +0).
25 no pertenece al dominio de la funcioén.

Su dominio y rango son respectivamente [—3,3] y (0, +0).

119



10.

11.

12.

PREGUNTA TIPO I11

Completar
La pendiente entre A = (12,8) y B = (5,6) esm = ya que
La expresion —4x + 2y = —10 es una recta cuya pendiente es e interceptoes

Si en un rectangulo la altura equivale a 3 veces la longitud de la base, y si se incrementan
la base en 3 cm y la altura en 5 cm el area es de 319 cm?. Las dimensiones de dicho
rectangulo son

34*(2*32*53)3*25

Ee B se obtiene

Al simplificar la expresion

La ecuacion de la recta que tiene por pendiente 3 y pasa por el punto (5,-3) es
ya que

3x—=5y=2

Las soluciones del sistema {4x +2y=9

sonx=___,y=

. , 1\* .
es posible encontrar algun valor de x para el cual y = (5) resulte negativa ya
que

Al desarrollar (3x — 2w)? se obtiene

Si f(x) = —3x2 + 12x — 4 entonces f(0)= ()= , f(=2)= :
4F(0)-3f(=2) _
JC)) -

. . 1\* .
es posible encontrar algun valor de x para el cual y = (g) adquiera un valor
mayor que 40 ya que

En la expresion a? = c, a recibe el nombre de , b se denomina
y c se llama
Las raices de la funcion f(x) = 3x% + 10x — 3 son x; = yx, =
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13. Si la suma de dos nimeros consecutivos es 151. Entonces el nimero mayor es
y el menor es

. . -, 3x2 ..
14. Si se tiene la funcién f(x) = = entonces su dominio es y su
rango es
15. La funcién f(x) = —3x2? — 12x — 4 corresponde a una que
abre hacia y su Vértice coincide con el punto

16. Si la suma de dos numeros es 60 y 1/9 de su diferencia equivale a 4. Entonces los
nameros buscados son x = ey =
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ANEXO No. B. REVISION LIBROS DE TEXTO

Aspecto | Texto 1 Texto 2 Texto 3 Texto 4
Una funcion | Se llama funcién exponencial a la | Una  funcién £ | Funcion
exponencial es una | funcién de la forma y = a*, en | definida por la | exponencial es
funcion de la forma | donde a € R*, a # 1 y x es una | ecuacion f(x) = | aquella que se
f(x) = a*, donde a | variable. ab*, con a =0, | define por medio
c es un ndmero real b>0y b=1, es|de una ecuacion
?8 positivo diferente de 1 una funcion | de esta forma:
€ y x €s una variable exponencial. f(x) = b~,
= En la ecuacién | b>0, b#1,
y=ab* b es el |donde b es una
factor de | constante,
crecimiento llamada base, y
el exponente es
X, s una variable
c Caso 1. Casol.a>1 Caso 1. b>1 Casol.b>1
£ a>1
£
% Caso2.0<ax<x1 Caso2.0<ax1 Caso 2. b<1 Cas02.b <1
5
vd
El dominio es R. Al ser graficadas, todas cortan al | EI ~ dominio  de | El dominio de f,
eje y enel punto (0,1) f(x) =ab* es el | esR, el conjunto
El rango es (0, +o0) conjunto de todos | de los ndmeros
Los valores de x son numeros | los nimeros reales; | reales.
Comoa®=1,la reales y los valores de y son | el recorrido es e
funcién siempre pasa | solamente nimeros positivos. conjunto de todos | El rango de f es
por el punto (0,1) los reales positivos. | el conjunto de los
Si a > 1, la funcién es creciente. ndmeros  reales
Comoa' =a,la Si b > 1,entonces | positivos.
a8 funcion siemprepasa | Si 0<a<1, la funcion es | f(x) =ab*es
E por el punto (1, a) decreciente. creciente. b™=b" si vy
2 solo sim = n.
§' Sia > 1, lafuncion El eje x es una asintota para la | Sib <1, f(x) =
o es creciente. curva que describe la funcion | ab* es decreciente

Sid<a<1,la
funcién es
decreciente.

La funcion es
asintdtica al eje x.

exponencial en el plano.

No tiene ceros. Es decir, no tiene
cortes el eje x.

Como la funcién es creciente o
decreciente, para a >0, a # 1,
entonces, a™ = b™ si y solo si
m = n.

Si b = 1 entonces
y = 1esuna
funcién constante.
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Tipo Ejercicios

Rutinarios

Evaluacién de
funciones
exponenciales

Comparaciéon  entre
graficas de funciones
exponenciales

Dada una gréfica de
una funcion
exponencial,
determinar la ecuacion
de dicha funcion.

Aplicaciones

Decaimiento
exponencial

Crecimiento
poblacional

Crecimiento
bacteriano

Rutinarios

Identificar funciones
exponenciales a través de sus
representaciones  algebraica 'y
gréfica.

Evaluar funciones exponenciales
con o sin ayuda de la calculadora.

Representar graficamente en el
plano cartesiano funciones
exponenciales basicas

A partir de la gréfica de una
funcion exponencial, definir la
tabla de valores y la ecuacién de
la funcion que la representa.

No se encontraron aplicaciones

Rutinarios

Identificar funciones
exponenciales a
través de sus
representaciones
algebraica y grafica

Evaluar  funciones
exponenciales con o
sin ayuda de la
calculadora.

Representar
graficamente en el
plano cartesiano
funciones
exponenciales
dentro de un
intervalo dado.

Identificar  ciertos
parametros en el
modelo funcional.

Aplicaciones

Crecimiento
poblacional

Interés compuesto

Crecimiento
bacteriano

Rutinarios

Evaluar
funciones
exponenciales
con o sin ayuda
de la calculadora.

Representar
graficamente en
el plano
cartesiano
funciones
exponenciales
dentro de un
intervalo dado.

Aplicaciones

Interés
compuesto

Ciencias de la
tierra

Crecimiento
bacteriano

Desintegracion
radiactiva

Anélisis de
grupos pequefios
en sociologia.
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ANEXO NO. C. REVISION PLAN DE AREA DE MATEMATICAS

Obijetivos de estudio del area:

Desarrollar las capacidades para el desarrollo del pensamiento 16gico, mediante el dominio de los
sistemas numéricos, geométricos, de medidas, algebraico y variacional, asi como para su

utilizacién en la interpretacion y solucién de problemas de la ciencia, la tecnologia y la vida.

Utilizar el conocimiento matematico para comprender, valorar y producir informaciones sobre
hechos y situaciones de la vida cotidiana y reconocer su caracter instrumental para otros campos
del conocimiento.
Apreciar, conocer, valorar y adquirir seguridad en las propias habilidades matematicas para
afrontar situaciones diversas que permitan disfrutar de los aspectos creativos estéticos o utilitarios
y confiar en sus posibilidades de uso.
Utilizar de forma adecuada los medios tecnoldgicos tanto en el calculo como en otros contenidos
matematicos, asi como en la busqueda, tratamiento y representacion de informaciones diversas.

Ejes problema a los que responde el estudio del area: 1. ;Resuelve el estudiante situaciones cotidianas
utilizando propiedades y conceptos matematicos de los numeros reales y del algebra? 2. ¢Aplica el
estudiante los conceptos de funcién y relacion para analizar, comprender, modelar y predecir
matematicamente situaciones de su entorno? 3. ;Aplica el estudiante de grado noveno, conceptos de
geometria, areas y volimenes para resolver situaciones problema de su entorno? 4. ¢Resuelve el
estudiante situaciones cotidianas utilizando propiedades y conceptos matematicos de los nimeros reales
y del algebra?

Nucleos de Competencias a desarrollar: Numérico, espacial, aleatorio, métrico y variacional

semejantes, coeficientes
y desarrollo suma,

resta, multiplicacion,
division y factorizacion

aplicacion en diferentes
contextos.
4. Productos y cocientes
notables,

radicacion en la solucion
de problemas.

3. Reconoce los
nimeros complejos y

utiliza sus propiedades

@)

<Dn: PERIODO ESTANDAR EJES TEMATICOS INDICADORES DE %

o

) LOGRO
1. Utilizo Nuameros [1.NUmeros reales, (1. Reconoce y| 25
reales en los diferentes [propiedades, construye  expresiones
contextos y [operaciones, algebraicas, utiliza  los
representaciones representacion, orden, nlmeros reales,

(o intervalos, ecuaciones y [polinomios y su
geom.e,trlcas en la desigualdades. factorizacion para
solucion de problemas p problemas de fresolver 'y  formular

% matematicos y de otras plicacion problemas aplicando sus

T | disciplinas. 3. Expresiones propiedades y

8 algebraicas, grado, japlicaciones.

z 2. Determino el grado  Polinomios. Adicion y 2. Utiliza las diferentes
de un polinomio, sustraccion, propiedades de
identifica términos multiplicacion, division potenciacion y 25
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de polinomios. Factorizacion. Factor |en diferentes contextos | 25
comun, para la solucién de
trinomios  cuadréticos, [Proplemas.
aplicaciones de la
factorizacion. 4. Es responsable en la
Expresiones racionales.  Puntualidad, orden 'y
pulcritud en sus apuntes,

5. NGmeros complejos ~ fareas y en la entrega de
trabajos,  participacion
activa en clase, actitud | 25
positiva, interés,
disposicion y respeto por
su trabajo y el de los
demas.

1. Analizo e identifico | 1. Funciones: 1. Analiza el

caracteristicas de las concepto de | comportamiento de

ecuaciones  lineales, funcion, elementos | una funcion lineal, a | 17

sistemas de ecuaciones de una _funcién, partr .(,je Su

representaciones de | representacion grafica
para resolver ,problemas una funcion. y su ecuacion y utiliza

de la matematica y en | 2. Funcion lineal el concepto de funcién

otras disciplinas. 3. Ecuacion de larecta | lineal en la
4. Ecuacion general de | interpretacion, la

2. Represento las la recta. formulacion y solucion

funciones matematicas | 5. Posicidn relativa de | de problemas.

en el plano cartesiano y dos rectas en el | 2. Formula y resuelve

determino su ecuacion plano. problemas en los que

y modelo matemética. | 0 Sistemas de | intervienen sistemas de | 17

ecuaciones lineales. ecuaciones lineales.

3. Aplico los teoremas | S'\gfljg?g’: g:

y propiedades de la sistemas 2 x 2 3. Realiza

circunferencia Para | g Método grafico Correct_amente_ B

1 determinar  relaciones | 9. Método de | Operaciones aritmeticas
entre  secciones vy sustitucion determinadas por las

segmentos de rectas | 10. Método de | relaciones entre las | 17

secantes y tangentes. igualacion longitudes  de los

11. ?:g&%i?én de | segmentos  en  una

12. Método de circunferencia.
determinantes. 4. Es responsable en

13. Prqblem,as de la Puntualidad, orden y
aplicacion. .

14. Métodos de pulcritud en sus
solucién de | @puntes, tareas yen la
sistemas 3 X 3 entrega de trabajos, 17

15. Elementos de la | participacion activa en
circunferencia. clase, actitud positiva,

16. Posiciones relativas | interés, disposiciony

entre una recta y

respeto por su trabajo y
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una circunferencia.
17. Angulos de una
circunferencia.

el de los demas.

16
16
1. Analizo e identifico | 1. Funcion cuadratica | 1. Analiza el
caracteristicas de las | 2. Representacion comportamiento de una
ecuaciones lineales, ?rafl_c,a dg " una | funcion cuadréatica a
” uncién cuadratica. :
cuadraticas. s e artir de su
3. Ecuacion cuadratica | (aci6 (i 25
) Generalizo | 4 Solucion de | represen ac_l?n grafica
: dimient | ecuaciones y su ecuacion y utiliza
procedimientos ¢ cuadréticas el concepto de funcién
§alculo para encontrar | 5 Naturaleza de las | cuadritica en  la
areas y vollimenes de raices de  una interpretacion,
regiones planas y el ecuacion cuadratica. | formulacion y solucién
volumen de sélidos. 6. Problemas de | 4e problemas
aplicacion. '
3. Interpreto y utilizo 2. Determina &reas y
conceptos de media,
ediang oda 7. Cuerpos volum,en_ de cuerpos
lici y dif Y geométricos geométricos como y | 25
eXp 'C'_to SUS GITErenclas | g - poliedros figuras ~ geométricas
en distribuciones de | 9. Pprisma como el cilindro, el
il distinta  dispersion y | 10. Piramide cono y la esfera,
asimetria. 11 .Cuerpos redondos
12. Cilindro 3. Utiliza conceptos de
media, medianay moda | 25
13. Cono en la interpretacion de
14, Esf diferentes situaciones
- ESTera de la vida cotidiana.
15. _Medldas de 4. Es responsable en la
datos no agrupados pulcritud  en  sus
_ apuntes, tareas y en la
16.  Medidas  de | entrega de trabajos,
tendencia central en | participacion activa en | 25

datos agrupados.

17Diagrama de barras y
circular.

clase, actitud positiva,
interés, disposicion 'y
respeto por su trabajo
y el de los demas.
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18Histograma y
poligonos de
frecuencias.

1. Analizo e identifico
caracteristicas de las
ecuaciones logaritmicas
y exponenciales.

2. Reconozco y
construyo  sucesiones
aritméticas y
geométricas y
determino sus
propiedades.

3. Reconozco la
aplicacion de  los
teoremas de Pitagoras,
Thales en la solucion de
problemas.

4, Deduzco las
relaciones
trigonométricas
asociadas a un triangulo
rectangulo.

5. Calculo probabilidad

de eventos simples
usando métodos
diversos (listados,
diagramas de érbol,

técnicas de conteo).

1. Funcion exponencial

2. Representacion
gréfica.

3. Problemas de
aplicacion

4. Ecuaciones

exponenciales

Funcion logaritmica

Representacion

gréfica

7. Propiedades de los
logaritmos

8. Ecuaciones
logaritmicas

9. Sucesiones, series y
progresiones

o 0

10. Semejanza.
Teorema de  Tales.
Semejanza de
triangulos.

11. Razones

trigonométricas.

12. Historia de la

probabilidad.
13. Experimento
aleatorio, espacio

muestral y evento.

14. Calculo de
probabilidades.

1. Analiza el
comportamiento de las
funciones exponencial
y logaritmica a partir
de su representacion
gréafica y su ecuacion y
utiliza el concepto de
funcion en la
interpretacion,

formulacion y solucion
de problemas.

2. Realiza operaciones
con sucesiones y series
aritméticas y
geométricas.

3. Determina cuando
dos figuras geométricas
son semejantes y utiliza
los criterios de
semejanza en la
solucién de problemas.

4, Determina  las
razones
trigonométricas  para
diferentes valores de un
Angulo.

5. Calcula la
probabilidad de eventos
simples usando
diversos métodos.

6. Es responsable en la
Puntualidad, orden y
pulcritud en sus

17

17

17

17

16
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apuntes, tareas y en la
entrega de trabajos,
participacion activa en
clase, actitud positiva,
interés, disposicion y
respeto por su trabajo y
el de los demés.

16
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ANEXO No. D. SITUACION DIDACTICA No. 1

Deduccidon del modelo funcional de una situacion a partir de la descripcion verbal de la misma, a traves
de la coordinacion entre los registros de representacion.

Leyenda del Ajedrez

El ajedrez es un juego que fue inventado en la India y que cuenta con muchos siglos de existencia, por
eso no es de extrafar que a él estén ligada gran variedad de leyendas cuya veracidad es dificil comprobar
debido a la vaguedad de los documentos antiguos. Para comprenderlas no hace falta saber jugar al
ajedrez, basta simplemente saber que el tablero en donde se juega esta dividido en 64 casillas negras y
blancas, dispuestas alternativamente. Pues bien, cuenta la leyenda que en cierta época vivid y reind en
este lugar un rey llamado Sheram, duefio de la provincia de Taligana y mencionado por varios
historiadores hinddes, como uno de los monarcas mas generosos y ricos de su tiempo; poseedor de una
singular aptitud militar que le permitié elaborar un plan de batalla y resultar victorioso al repeler al frente
de un pequefio ejército, un insélito y brutal ataque en el que perdi6 la vida su hijo, el principe Adjamir.
Toda esta situacion dejo a su padre profundamente consternado, pues nada de lo que le ofrecian sus
subditos lograba alegrarle.

Un dia un tal Sessa se presento en su corte y pidi6 audiencia. El rey la aceptd y Sessa le present6 un juego
que segun él conseguiria divertirle y alegrarle de nuevo, dicho juego era el ajedrez. Después de explicarle
las reglas y entregarle un tablero con sus piezas el rey comenzé a jugar y se sintio maravillado... jugd y
jugd y su pena desaparecié en gran parte. Sheram, agradecido por tan preciado regalo, le dijo a Sessa que
como recompensa pidiera lo que deseara; a este ofrecimiento Sessa respondio diciendo:

“Deseo que ponga un grano de trigo en el primer cuadro de tablero, dos, en el segundo, cuatro en el
tercero, y asi sucesivamente, doblando el nimero de granos en cada cuadro, y que me entregue la
cantidad de granos de trigo resultante ”.

El rey bastante sorprendido con tal peticién, aceptd inmediatamente creyendo que era una recompensa
insignificante en comparacién con todas sus riquezas. Sheram ordené a los mas sabios del reino paraqué
calcularan la cantidad exacta de granos de trigo que debian entregarse a Sessa habia. Cual fue su sorpresa
cuando éstos le comunicaron que no podia entregarse dicha cantidad de trigo.

Para hacerse a una idea de la inmensidad de esta cifra, calculemos aproximadamente la magnitud que
deberia tener el granero capaz de de almacenar semejante cantidad de trigo. Es sabido que un metro
cubico de trigo contiene cerca de 15 millones de granos. En ese caso, la recompensa del inventor del
ajedrez deberia ocupar un volumen aproximado de 12.000.000.000.000 m?2, o lo que es lo mismo 12.000
km3. Si el granero tuviera 4 metros de alto y 10 metros de ancho, su longitud deberia ser de 300.000.000
de km, o sea el doble de la distancia que separa la tierra del sol. La produccion actual de trigo del mundo
entero durante doscientos afios 0 el nimero de granos de arena en la playa de Copacabana, son otras
medidas comparativas de dicha cifra.

Con base en la anterior informacion responda las siguientes preguntas:
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1. Complete la Tabla No. 1 correspondiente a la cantidad de granos de trigo en las casillas
sefialadas.

Casilla | Granos de trigo
1 1
2 2
3 4
4
5
6
7
8
9
10

Tabla No. 2

2. Con ayuda de GeoGebra encuentre la totalidad de cifras correspondientes al nimero total de
granos de trigo que el rey Sheram debid haber entregado a su subdito.

3. Utilice GeoGebra para representar en el plano cartesiano la informacion de la tabla del punto 1.

4. Encuentre una expresiébn matematica que te permita encontrar el total de granos de trigo
correspondiente a una determinada casilla.

5. Resuelva la misma situacion en el caso que Sessa hubiese pedido 10000 granos de trigo por la
primera casilla y de ahi en adelante la mitad de granos correspondientes a la casilla
inmediatamente anterior.

6. ¢Qué similitudes y diferencias encuentras entre las graficas que encontraste en punto anterior y la
grafica de la situacion inicial?

7. ¢Cual es el dominio y el rango de las funciones encontradas en la pregunta 4 y 5?
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ANEXO No. E. SITUACION DIDACTICA No. 2.

Identificacion de propiedades de la funcion exponencial mediante el andlisis de la informacion
proveniente de sus diversas representaciones.

1. Con ayuda de GeoGebra construye y completa la Tabla No. 1 (Ver al final de la
situacién) con los valores de las funciones exponenciales, dentro del intervalo indicado.

2. Con relacion a la tabla construida en el punto anterior contesta las siguientes preguntas:

a)

b)

9)

¢Qué puedes observar en los valores de las funciones a medida que la base va
aumentando?

¢Qué puedes observar en los valores de las funciones a medida que la base va
disminuyendo?

¢ Qué sucede con la funcién cuando la base es un valor que se encuentra entre cero
y uno?

¢Qué sucede con la funcién cuando la base es igual a 1?

¢Existe algin punto de interseccién de las funciones con respecto al eje de
abscisas?

¢Existe algln punto que sea comun a todas las funciones? Identificalo.

¢Cuél es el dominio y el rango de estas funciones exponenciales?

3. En el archivo: “Grafica Dinamica Funcion Exponencial”, encontrardn una construccion
dindmica, donde podran observar e identificar el comportamiento de la grafica de la
funcion exponencial al modificar el valor de los pardmetros k, ay b, en la expresion
f(x) = ka?*. Con base en dicha construccion registren sus observaciones de acuerdo a la
informacion requerida en la Tabla No. 2 (Ver al final de la situacién), siguiendo las
indicaciones para cada uno de los parametros k, a y b.
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4. En la anterior actividad se pudo observar los diversos comportamientos que puede tomar
la gréafica de la funcion exponencial, al modificar los parametros en su respectiva
expresion algebraica. De acuerdo a esto relacionen los diversos casos tratados para dar
respuesta a los siguientes interrogantes:

a) ¢Que relacion existe entre el valor del parametro k y la grafica de las funciones
exponenciales que se obtienen al modificar dicho valor?

b) ¢Qué sucede con la gréafica de la funcion en el caso particular en que a = 1 con k
y b arbitrarios?

c) ¢Qué sucede con la gréfica de la funcion cuando b = 0ydondea >0,a+#1Yyk
arbitrario?

d) ¢Cree usted que las gréaficas de las funciones generadas al cambiar el valor de los
parametros, cortaran siempre al eje de ordenadas? Justifique sus respuestas.

Tablas:
-8
-7
-5
-5
-4
-3
-2
-1
o
1
2
3
-
5
(=7
T
a8
Tabla No. 3
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Valor 0<ax<l1 a>1
Funcion fx) = Funcidn fx) =
particular particular
Creciente/Decreciente Creciente/Decreciente
k>0
y Dominio Dominio
b>0
Rango Rango
Asintotas Asintotas
Intercepto con el Intercepto
ejey conelejey
Funcidn f(x) = Funcion fx) =
particular particular
k>0 Creciente/Decreciente Creciente/Decreciente
y
b<0 Dominio Dominio
Rango Rango
Asintotas Asintotas
Intercepto con el Intercepto con el eje y
ejey
Funcién f(x) = Funcion fx) =
particular particular
Creciente/Decreciente Creciente/Decreciente
k<0
y Dominio Dominio
b>0 Rango Rango
Asintotas Asintotas
Intercepto con el Intercepto con el eje y
ejey
Funcién flx) = Funcion fx) =
particular particular
k<O Creciente/Decreciente Creciente/Decreciente
y
b<0 Dominio Dominio
Rango Rango
Asintotas Asintotas
Intercepto con el Intercepto con el eje
ejey y
Tabla No. 4

133




ANEXO No. F. SITUACION DIDACTICA No. 3.

Deduccidon de caracteristicas referentes a ciertas situaciones a partir de las diferentes
representaciones asociadas a dicha situacion.

Lea con mucha atencion la situacion que se presenta mediante la siguiente informacion:

Las Bacterias

Lavarse adecuadamente las manos antes de preparar o ingerir los alimentos, cocinar bien los
productos de origen animal y evitar los lacteos no pasteurizados son algunas medidas para
minimizar el riesgo de transmision de la Escherichiacoli (E. coli) que es una bacteria capaz de
causar importantes alteraciones. La E. coli es una bacteria albergada normalmente en el intestino
del ser humano y de otros animales. Entre la variedad de cepas de esta bacteria, la mayoria son
inofensivos y en realidad representan una parte considerable del contenido intestinal de una
persona sana. Pues bien, aunque no parece que su presencia tenga una funcion especialmente
relevante, se ha descrito que la bacteria E. coli favorece la absorcion de algunas vitaminas,
especialmente la vitamina K. En un laboratorio se realizd un experimento con una poblacion
inicial de bacterias E. Coli para estudiar su crecimiento y se pudo comprobar que una

X
temperatura de 37°C, la cantidad de bacterias esta dado por la expresion y = 25 * (g ), donde t
estd dado en horas. Segun la anterior informacion responda las siguientes preguntas:

1. Cuantas bacterias habia inicialmente?

2. ¢Cuantas bacterias habran cuando hayan transcurrido 7 horas y media desde que se inicio
la reproduccién?

3. ¢Cuanto tiempo habré transcurrido cuando la poblacion de bacterias sea de 20000
bacterias?

Lea con mucha atencion la siguiente informacion:
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El Alcoholismo

Las bebidas alcohdlicas contienen porcentajes variables de alcohol en peso, segun indica su
etiqueta: las cervezas, del 4% al 10%; los vinos, del 10% al 18%; los aperitivos y licores suaves,
del 20% al 25%; vy los licores fuertes, del 35% al 45% (es decir, 100 ml de whisky contienen
aproximadamente 40 gramos de etanol). Una vez ingerido el alcohol pasa a la circulacion
sanguinea. Su absorcion se realiza sobre todo a nivel del intestino delgado y es mayor cuando la
persona esta en ayunas.

El sdbado pasado Juan volvia de una fiesta; en el camino fue interceptado por policias de transito
quienes le hicieron una prueba de alcoholemia. La prueba dio como resultado 160 mg de etanol/
100 ml de sangre. Si suponemos que cada hora se elimina un 30% de alcohol en sangre resuelve
las siguientes preguntas:

4. ;Cuantos mg de etanol/100 ml de sangre permaneceran en el organismo de Juan después
de las 4 primeras horas de tomarse el examen de alcoholemia? Registre sus resultados en
la Tabla No. 1, utilizando tres decimales.

5. ¢Cuénto tardara en descender la cantidad de alcohol por debajo de los 20 mg de etanol/
100 ml de sangre que es el limite permitido para conducir?

6. Utilice GeoGebra para representar en el plano cartesiano la informaciéon de la tabla
obtenida en el punto 4. Para esto, considere al tiempo como variable independiente y al
nivel de alcohol en la sangre como variable dependiente.

7. Determine una expresion que te permita calcular la cantidad de mg de etanol/100 ml de
sangre en el organismo después de t horas.

8. Con ayuda de GeoGebra grafique la ecuacion obtenida en el punto anterior y emplee la

grafica para determinar el valor exacto de horas necesarias para descender la cantidad de
alcohol por debajo de los 20 mg de etanol/ 100 ml de sangre.
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ANEXO G.FOTOGRAFIAS E ILUSTRACIONES

Figura No. 2. Miguel resolviendo la Situacion Didactica No. 2.

igura No. 3. Oscar y Daniel trabajando en la Situacion Didactica No. 1
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Figura No. 4. Construccion dindmica elaborada para la Situacion Didactica No.3.

Figura No. 5. Relacion entre los diferentes registros de la funcion exponencial en la Situacion Didactica No.2.
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