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Resumen

La modelacion matematica se ha convertido en la herramienta para la epidemiologia, dado
que permite pronosticar el comportamiento de enfermedades infecciosas y de esta forma
elaborar planes de prevencion y lucha; una de las enfermedades infecciosas que ha causado
gran morbilidad tanto a nivel mundial como nacional es la influenza tipo A, y el municipio
de Pasto no es la excepcion. Como San Juan de Pasto posee clima frio la trasmision del
virus es mas eficaz, por lo cual persiste en todos los meses del ano, convirtiéndose en un
problema de salud ptblica; en este sentido para esta investigacion se presenta un sistema
no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias tipo SEAIR que describe el comportamiento
epidemiologico de los subtipos de influenza A que actualmente circulan en los humanos,
debido a su complejidad el modelo es reducido a un sistema tipo SEAI utilizando la teoria
de sistemas asintoticamente autéonomos, para el cual el comportamiento a largo plazo de
las soluciones son topolégicamente equivalentes al original, adicionalmente se formula un
problema de control que tiene como objetivo minimizar los infecciosos y los precios por

compras y aplicacion de vacunas.



Abstract

The mathematical modeling has become the most important tool for epidemiology analysis,
due to it allows to predict the behavior of infectious diseases to develop plans for its
prevention and control. One of the infectious diseases which cause great morbidity at global
and national levels is the influence type A, and the city of Pasto is not an exception for it.
As the city of Pasto has a cold climate, the transmission of the virus is more effective and
persists in all months of the year. This situation becomes a public health problem. So, this
research presents a non-linear system of differential equations type SEAIR that describes the
epidemiological behavior of the influenza A subtypes viruses that are currently circulating
in humans . Due to the model’s complexity, it reduced to a system type SEAI by the use
of the theory of asymptotically autonomous systems, which the long-term behavior of the
solutions are topologically equivalent to the original. In addition, a optimal control problem

is formulated with the objective of minimizing infectious diseases and prices.
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Introduccion

El objetivo de la epidemiologia es predecir el comportamiento y combatir enfermedades
infecciosas, asi se ve incorporada en la busqueda de la salud para desarrollar planes de
prevencion y lucha; el modelado matemético se ha convertido en su base ya que permitié al
ser humano resolver preguntas que antes no podia responder, como por ejemplo jcual sera el
méaximo numero de infectados durante un determinado periodo de una epidemia?, ;Por qué

las epidemias son capaces de aparecer y desaparecer sin afectar a toda la poblacion? [I, 2].

Posiblemente el hombre planteaba teorias matematicas desde mucho tiempo atrés, se le
atribuye a D’Alember la formulacion del primer modelo matematico (siglo XVIII) en la
propagacion de enfermedades infecciosas, aunque el primer articulo publicado en este campo
sea de Bernoulli [3]. Desde la segunda mitad del siglo XX la epidemiologia matemética ha
crecido notoriamente, con la aparicién del modelo SIR. A partir de éste variedad de modelos
surgen, vy la incorporacion de la teoria de control ha permitido optimizar estrategias de
vacunacion, asignacion de recursos, antibioticos, entre otros [I]. En un principio los modelos
giraron en torno a estructuras matematicas simples, y las debilidades que presentaron
son claras sobre todo cuando el comportamiento del modelo es comparado con los datos
epidemiologicos; sin embargo dia a dia se continua perfeccionando este tipo de estructuras

para dar cuenta de méas detalles de la biologia subyacente [4].

La influenza desde el punto de vista clinico es considerada como una enfermedad infecciosa
autolimitada, que de acuerdo a las caracteristicas geograficas y climaticas de cada region
afecta a la poblacion. La enfermedad es provocada por un virus, que contiene dos antigenos

de superficie denominados Hemaglutinina HA y neuraminidasa NA, que favorecen la alta



mutacion. Hay tres tipos de influenza: estacional, pandémica y zoonoética, se alude méas a la

primera porque es la fuente de interés (infecta al ser humano frecuentemente) |5 [6].

La influenza estacional posee tres subtipos designados como A, B y C; el primero y el segundo
causan enfermedad en los humanos, mientras que el tercero casi no lo hace. Actualmente
los virus que promueven epidemias estacionales en el hombre son los subtipos A(HINT1),
A(H3N2), una proporcién baja de virus de influenza A sin subtipificar (no mutan de los
dos primeros), v los virus de tipo B. A(HIN1) y A(H3N2), son los més prevalentes y sus
designaciones constituyen una forma genérica para hacer referencia a todas las variaciones
antigénicas ocasionadas por las recombinaciones entre ellos que causan cuadros clinicos leves,
esta designacion se debe a que es dificil cuantificar y subtipificar a todas las variantes que
brotan. Los dos tltimos poseen una carga de morbilidad baja por lo que se registra un minimo

ntimero de casos|5, [6].

La OMS considera que la vacuna contra la influenza es la medida més efectiva para reducir
los efectos del dolor, y recomienda a las personas que presentan los mayores riesgos de
infectarse emplearla anualmente; como los recursos para la aplicacion y compras de vacunas
son limitados, las autoridades de salud publica deben decidir qué sectores de la poblacion
deben ser inmunizados, en este sentido la optimizacion de las politicas de vacunacion antes de
su puesta en practica es esencial para asignar mejor los recursos, reducir al minimo las cargas
de enfermedad, la cantidad de enfermos, las visitas al médico y las ausencias en el lugar de
trabajo [7, 9, 10]. La alta mutacion del virus hace que la infeccion afecte a las personas de

manera diferente, por lo cual la vacuna no brinda proteccion total |11} 12] [13] [14].

La mayor morbilidad y mortalidad a nivel mundial en los grupos de riesgo se asocian a la
influenza, afectando del 10 % a 20 % de la poblacion [7]. Los virus de influenza A son los que
causan mayores brotes en los humanos, mas especificamente los subtipos A(HIN1), A(H3N2)
y algunas cepas de tipo A sin subtipificar que causan enfermedad leve; siendo el primero y
el segundo los que presentan la mayor carga tanto a nivel mundial como nacional, y Pasto

no es una excepcion.



En San Juan de Pasto aunque no se cuenta con una literatura detallada sobre la propagacion,
se considera que la dinamica de trasmision del virus es generada por estos subtipos, y en
lo que sigue de este texto se hablara de influenza A para hacer referencia a ellos. Esta
consideracion se debe a que todas las variaciones que brotan y causan cuadros clinicos leves
hacen parte de este grupo; como en Pasto no se ha notificado ninguna epidemia grave hasta el
momento, se supone que la enfermedad pertenece a los subtipos en mencion y estan presentes
en todos los meses del ano, porque el clima frio favorece la trasmision eficaz junto con la

propiedad autolimitada [15].

En el periodo (2002 — 2003) nace el interés por la modelacion matematica en influenza, el
objetivo es describir el comportamiento de la enfermedad y evaluar las estrategias de control
para reducir los brotes [9][13]. Algunos estudios de la teorfa de control frente a esta infeccion
incluyen, tratamiento, vacunacion y distanciamiento social; el objetivo es minimizar la
cantidad de enfermos, susceptibles, expuestos, maximizar recuperados, optimizar los recursos,
entre otros. Particularmente la modelaciéon con la vacunaciéon como método preventivo, ha
dado pie a buscar las mejores estrategias para asignar la vacuna por grupos de edad y riesgo
considerando el precio por compras y su aplicacion, ademas ha permitido estudiar el retrasado
en su fabricacion y determinacion de cepas de la composicion para lograr una eficacia éptima

9, 14).

En este documento se formula un problema de control ¢éptimo para la propagaciéon de la
influenza A en el municipio de San Juan de Pasto, el problema estd sujeto a un sistema
no lineal de tipo SEIAR con control vacuna y un funcional de costo para minimizar el
numero de infecciosos y los gastos por compras y aplicacion de vacunas. Esta investigacion
estd organizada de la siguiente manera: en el capitulo 1 se presentan los fundamentos
teodricos de sistemas no lineales y teoria de control 6ptimo, en el capitulo 2 se hace una
recopilacion de informacion del fené6meno biolégico, en el 3 se presentan los modelos basicos
y las investigaciones del modelado de la influenza haciendo uso de la teoria de control, en

el capitulo 4 y 5 se formula el modelo matematico, y se muestra la existencia del equilibrio



trivial y endémico, el capitulo 6 y 7 estan dedicados al estudio de la estabilidad asintotica del
equilibrio trivial, endémico y la formulacion del problema de control 6ptimo respectivamente;
los resultados numéricos, las conclusiones y futuras lineas de investigacion se muestran en

los capitulos 8,9 y 10.



Capitulo 1

Marco Teo6rico

Este capitulo estd dividido en dos secciones, en la primera se presenta algunos conceptos de
la teoria de sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias; ahi se define bajo qué
condiciones la funcion f, en el sistema no lineal tiene solucién tnica para todo punto
xy € E C R". Como no es posible resolver el sistema de forma analitica, se enuncian
algunas definiciones para obtener informacién cualitativa sobre el comportamiento local de
la solucion. En la segunda se expone el problema de control 6éptimo y las condiciones que

garantizan optimalidad proporcionadas por el Principio del maximo de Pontriaguin.

1.1. Sistemas no lineales

Se considera los sistemas auténomos de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

& = f(z) (1.1)
donde fes una funciéon que va desde E C R™ hacia R".

Definicion 1. ([I6], Cap.2, sec.1). La funcion f: R™ — R" es diferenciable en x; € R™, si
existe una transformacion lineal Df(x) € L(R") que satisface

i (@ + ) = £(an) — Df{an)h

=0
|h|—0 ’h‘

La transformacion lineal Df(xy) se denomina derivada de fen z.



Teorema 1. ([I6], Cap.2, sec.1). Si f: R® — R" es diferenciable en x, entonces las

derivadas parciales gf_ .4, =1,...,n, existen en x; y para todo x € R",
)
n
of
Df(zo)z = 5—(ﬂ0%
=1 %

Si f es diferenciable, la derivada Df viene dada por matriz jacobiana de orden n X n.

of;
Df= | i
d [3%}
Teorema 2. ([16], Cap.2, sec.1). Sea E un subconjunto abierto de R"y f: E — R™
of;

)
ox;

Entonces f € C" (E), si las derivadas parciales

E.

1,7 = 1,...,n, existen y son continuas en

A continuacion se establece el teorema fundamental de existencia y unicidad para un sistema
auténomo no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias, bajo la hipotesis de que f € C' (E)

donde E es un subconjunto abierto de R".
Definiciéon 2. (|16], Cap.2, sec.2). Sea f €

Teorema 3. (Teorema Fundamental de Existencia y Unicidad).([16], Céap.2, sec.2). Sea E
un subconjunto abierto de R” que contiene z y asumiendo que f€ C! (E). Entonces existe

un a > 0 tal que el problema de valor inicial

z=flx) x(0)= x, (1.2)
tiene una tdnica solucién z(t) en el intervalo [—a, a.

Teorema 4. ([I6], Cap.2, sec.4). Sea E un subconjunto abierto de R" y f € C* (E); entonces
para cada punto &y € E, hay un intervalo maximo .J en el que el problema de valor inicial
tiene una solucion unica (t); es decir, si el problema de valor inicial tiene una solucion
y(t) en un intervalo I entonces I C J y y(t) = z(t) para todo t € I. Ademas, el intervalo

maximo J es abierto, es decir, J = («, ).



Definicién 3. ([16], Cap.2, sec.5). Sea E un conjunto abierto de R" y sea f€ C" (E). Para
xy € E, sea ¢ (t,xy) la solucion del problema de valor inicial definido en su intervalo
méaximo de existencia I(x), entonces para t € I(x), el conjunto de funciones ¢, definido por
o1 (m9) = ¢ (t, @) se denomina flujo del sistema de ecuaciones diferenciales(L.1)) o también se

conoce como el flujo del campo vectorial flx).

Definicion 4. ([16], Cap.2, sec.5). Sea E un subconjunto abierto de R*, f € C'(E) , y
¢r : E — FE el flujo de sistema de ecuaciones diferenciales definido para todo t € R.
Entonces el conjunto S C E se llama invariante con respecto al flujo ¢(t), si ¢(S) € S para
todo t € R, y S se llama positivamente invariante con respecto al flujo ¢; si ¢;(S) C S para

todo t > 0.

1.1.1. Linealizacion

El comportamiento del sistema no lineal ((1.1)) puede ser analizado cerca de sus puntos de
equilibrio y es cualitativamente equivalente al comportamiento de un sistema lineal en estos

puntos. A continuacion se presentan algunas definiciones entorno a esto.

Definiciéon 5. ([16], Cap.2, sec.6). Sea xp € R”, se llama punto de equilibrio o punto critico
de (1.1)) si flwg) = 0. Se dice que un punto de equilibrio @, es hiperbolico para (1.1]), si

ninguno de los valores propios de la matriz Df(z,) tienen parte real cero.

El sistema lineal £ = Az con la matriz A = Df(x) es llamada la linealizacion de (1.1]) en
Zo.

Definicion 6. ([I6], Cap.2, sec.6). Sea zy; un punto de equilibrio hiperbolico para (|1.1|

entonces:

=z, es sumidero, si todos los valores propios de la matriz Df(x,) tienen una parte real

negativa.
= 7 es fuente, si todos los valores propios de Df(x) tienen una parte real positiva.

= 7, es punto silla, si es un punto de equilibrio hiperboélico y Df(x,) tiene al menos un

valor propio con parte real positiva y al menos uno con parte real negativa.

7



Definicion 7. (Teorema de Hartman-Crobman).([16], Cap.2, sec.8). Sea E un subconjunto
abierto de R que contenga a 0, f € C* (E), y ¢(t) el flujo del sistema no lineal .
Supongamos que f (0)=0 y la matriz A = Df(x) no tiene valor propios con parte real
cero. Entonces existe un homeomorfismo H de un conjunto abierto U hacia un conjunto
abierto V, tal que para todo xy, existe un intervalo abierto I, C R que contiene al cero; y

para todo xy € U y t € t; se tiene
Ho ¢y () = " H (2)

Nota 1. FEl Teorema de Hartman-Grobman muestra que topoldgicamente el comportamiento
local del sistema no lineal cerca de un punto de equilibrio xy donde flzy) = 0 es
determinado a través del comportamiento del sistema lineal x = Ax cerca del origen cuando

la matriz A = Df(xy) (la derivada de f en xp).

Definicién 8. (Estabilidad de los puntos de equilibrio). ([16], Cap.2, sec.9)

Sea ¢, el flujo de la ecuacion diferencial definida para todo t € R. Un punto de equilibrio
xy de es estable si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que para todo ¢ € Ns(xp) vy
t > 0, se tiene que ¢; (x) € N.(xy). Si el punto de equilibrio xy no es estable se dice que es
inestable. Ademas x; es asintoticamente estable, si es estable y existe 6 > 0 tal que para

todo @ € Nj(xy) se tenga lim;

Teorema 5. ([16], Céap.2, sec.9). Un punto de equilibrio hiperbolico xy de (|1.1]) es estable,

si y solo si ninguno de los valores propios de Df(x) tiene parte real positiva.

Nota 2. La ecuacion caracteristica para un sistema n-dimensional es una ecuacion
polinomica de grado n para la cual puede ser dificil o imposible encontrar todas las raices
explicitamente. Sin embarqgo, existe un criterio general para determinar si todas las raices
de una ecuacion polindmica tienen parte real negativa y es conocido como criterio de Routh-

Hurwitz.

Definicién 9. (Criterio de Routh-Hurwitz) ([I7], Parte.1, sec.5). Considérese el polinomio
caracteristico

AN+ a N P a2+t a, AN ta,=0



El criterio de Routh-Hurwitz establece las siguientes condiciones sobre los coeficientes de

una ecuacion polindmica para que la parte real de los valores propios sea negativa:

Paran=2,a; >0 ya; >0

Paran=3,a3 >0, a1 >0 ya; xay > as

Paran =4, ay >0, ay >0, a; > 0, az(a; * as — az) > alay

Para un polinomio de grado n, hay n condiciones.

Definicién 10. (Sistemas Asintoticamente Autéonomos). ([12], Cép.2, pag.35). Si el tamanio
total de la poblacion N(t) para un sistema no lineal autonomo tiene un limite constante,
entonces el sistema es equivalente a un sistema limite que se obtiene al reemplazar N (t) por
la constante. En este sentido se dice que el sistema no lineal auténomo es asintéticamente

autéonomo y su comportamiento asintotico es el mismo del sistema limite obtenido.

Teorema 6. (Téorema del Valor intermedio). ([I8], p4g.89). Sea f una funcion definida en
la,b] y sea w un namero entre f(a) y f(b). Si f es continua en [a, b], entonces existe al menos

un namero c¢ entre a y b, tal que f(c) = w

Definicion 11. (Regla de signos de Descartes ). ([I9], pag.28). Dada una ecuacion

polinémica de grado n
p(z) =ag+ax +axx® +... +a,@z" =0 con a,#0

El nimero de raices positivas de p(x), es igual al nimero de variaciones de la sucesion
numérica formada por sus coeficientes ag,ay, as, - ,a, 0o menor que esa cantidad en un

multiplo de dos. Cada raiz debe contarse tantas veces sea su orden de multiplicidad.
Dos consecuencias deducibles de la regla anterior son:

1. Si una ecuacion p(z) = 0 tiene todas sus raices reales, el nimero de las positivas es
exactamente igual al de sus variaciones y el de sus negativas al de las variaciones de

su transformada mediante x = —y.

2. Siuna ecuacion p(z) = 0 tiene todas sus raices reales y ademads esta completa en cuanto
a las potencias de la variable x, el nimero de raices positivas es igual al niimero de

variaciones y el de sus negativas igual al de las permanencias.



1.2. Teoria de control

Los referentes tedrico que se presentan a continuacion estan basados en : Optimal Control
And Introduction to the Theory with Applications [2I], Control 6ptimo de una epidemia [31]

y Control 6ptimo Determinista via Programacion Dinamica [22].

La teoria de control es el proceso que permite determinar las trayectorias de control y de
estado para un sistema dindmico en un periodo de tiempo con el objetivo de minimizar un
indice de rendimiento [30]. "La idea de control puede ser expresada como el proceso mediante
el cual se ejerce una influencia sobre el comportamiento de un sistema dindmico (que varia
con el tiempo) para alcanzar un propoésito previamente fijado"[22]. Un ejemplo de este tipo

de modelos son los sistemas de control que tienen la forma

2(t) =f(z,u), z0)=2"ceR" 0<t<T (1.3)

donde la dindmica f es una funcion que satisface las condiciones adecuadas, y el control u
pertenece a la familia de funciones U con valores en un subconjunto A de R™. Una vez se
elige el control u € U, el sistema ([1.3) determina una trayectoria o estado  con condicion

inicial 2° en el momento t,.

» El conjunto U = {u:[0,00) —A | uIntegrable} denota la coleccion de controles
admisibles. Diremos que u € U, si los elementos de u no tienen cota, u € U, si

son acotados con |u;| < 1,0 =1,....my u € Uy, (bang-bang) si |u;| = 1.

= La funcién f: R” x A — R" es continuamente diferenciable en x y u, es considerada
una funcion de dos variables, con (x, u) € R™ x A, a x se le conoce como variable de

estado y wu variable de control [22].

Dado un valor z(ty) = 2 y un control u € U, las condiciones anteriormente mencionadas
garantizan la existencia y unicidad de la solucion x del sistema (|1.3)) asociada a dicho valor
inicial y al control mencionado. Se considera controlabilidad en el origen, de tal manera que

el estado objetivo (final) es = 0y f (0, 0) = 0. Esta tltima condicion es para asegurar que,
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una vez que se alcanzo el objetivo, es posible permanecer ahi apagando todos los controles

31].

Definicion 12. ([31],pig 7) El conjunto de estados iniciales 2° que pueden ser llevados al
origen en un tiempo t; usando un control admisible, se define como conjunto controlable en

el tiempo t; y se denota por C(t1,U,0) o simplemente por C(t).

Definicién 13. (|31],pag 7). El conjunto C formado por todos los puntos que pueden ser

conducidos al origen en un tiempo finito, tal que

c=|J cw).

t12>0

se conoce como conjunto controlable.

Definicion 14. ([3I],pag 7). Un sistema es completamente controlable, cuando todos los

estados iniciales son controlados en el origen es decir C' = R".

Definicién 15. ([31],pag 8). El conjunto de puntos que son alcanzados desde un punto

inicial 2 en un tiempo t;, se denota por R(t;, ') y denomina Conjunto alcanzable.

Definicién 16. (Funcion de Costo) ([31],pag 7). Se define el funcional costo J como

J[u] = /Ot1 fo(t, z, u)dt + F(z'), (1.4)

donde fy :R"x A —- Ry F:R" = Ry z es solucion de (1.3) para el control uy z' es el

objetivo. El funcional costo tiene dos partes:

= la primera depende del estado del sistema a lo largo de la solucién, del tiempo y de los

controles empleados en la solucién.

= [La segunda parte, llamado el costo terminal, es la cuota de penalizacion de acuerdo al
estado final del sistema. Esta parte solo tiene efecto cuando el estado terminal no es

fijado

Un caso importante es cuando f; = 1 y no hay costo terminal; J es entonces igual al tiempo
que le toma al sistema moverse de su estado inicial al final. Este es llamado un problema de

control tiempo-dptimo.
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Definicion 17. (Problema de control 6ptimo.) ([30],pag 169). El problema de control 6ptimo
consiste en minimizar ( o maximizar ) sobre todos los controles u € U el funcional (1.4). De
esta forma dado un instante inicial ¢, y un valor inicial 2°, el problema de control consiste

en determinar

J[u'] = min J|u. (1.5)

ucld
y en caso de que exista determinar un control »*, llamado control 6ptimo, que realice este

valor minimo. La correspondiente solucion «* se llama trayectoria 6ptima y satisface que

Jut](to, 2°) < J[u(ty,2") Yuecl (1.6)
dz'(t) o o o iy 0
T flz",u) °(0) =« (1.7)

Si el problema de control 6ptimo consiste en maximizar todos los controles u € U, entonces

el control es el que méaximiza J]u] y se tiene

J[ul(to, 2°) < J[u|(to, 2°) Yuel (1.8)
Teorema 7. (Principio del maximo de Pontryagin.) ([31],pag 11).
Este principio es un conjunto de condiciones de optimalidad para el problema de
optimizacion. Este resultado establece que bajo ciertas condiciones la dindmica de f y
la familia de controles U, que si u* es un control 6ptimo y * la trayectoria correspondiente
para la solucion de (1.3)) entonces existe una funcion vectorial p* : [0,7] — R™ llamado

funcion de co-estado, absolutamente continua, que junto con la trayectoria «* satisfacen las

condiciones de Hamiltén.

Definase la variable extra xy por la ecuacion de estado

— = fo(z,u), x(0)=0, (1.9)

asi el costo esta dado por J = xy(t;)

12



Introduzcase el vector extendido de estado Z de dimension n + 1 definido por (x, x), v

definiendo el campo extendido f similarmente, tenemos que se puede escribir como
—= f(z, u). (1.10)
El Hamiltoniano en el problema de control 6ptimo es la funcion:
H(z, p, u) :=p-3°=2n:p,-fi. (1.11)
i=0

y las ecuaciones de Hamilton satisfechas por «* &* y p* estan dadas por:

dx*

= va(m*7 p*7 U*>7

= _va(m*a p*7 U*)J

donde
H(z",p*, u") :mézj(H(a:*,p*,u) 0<t<T). (1.12)
uc

Ademas, a lo largo de la trayectoria 6ptima, se cumple:
H(z", p*, u") = cte

y la condicién terminal
p (T)=—-VF(z(T)). (1.13)

dp§ _

Como H no depende de x, entonces —;

0. Nuestra convencién sera tomar p, = —1, si se

selecciona p, = 1, la condicién ([1.12)) requeriria tomar el minimo de H en vez del méaximo.

1.3. Modelos Matematicos en epidemiologia

El modelo SIR, Susceptible-Infeccioso-Recuperado y sus variantes ha sido utilizado para
explicar e informar a los responsables de las politicas publicas, epidemitlogos y expertos en
la salud, sobre los patrones responsables en la trasmision de una enfermedad, con el fin de
identificar, cuantificar , evaluar e implementar politicas de intervencién para reducir el efecto
de los brotes pandémicos [20)]. Por ser la influenza una enfermedad infecciosa su estudio esta

basado en este tipo de modelos; asi en lo sigue se desarrolla un revision de estos.
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1.3.1. Modelo epidemiolégico basico

La descripcion se obtuvo de [20]. El modelo mateméatico SIR proporciona la poblacion total
que serd infectada y por cuanto tiempo. La formulacion se inicia dividiendo a la poblaciéon

en tres subclases:

» S(t): Denota el nimero de individuos susceptibles de contraer la enfermedad al tiempo

t.

= I(t): corresponde al namero de individuos capaces de trasmitir la enfermedad; es decir,

individuos infecciosos.

» R(t): Indica el namero de individuos que han perdido la posibilidad de ser infectados;
ya sea por haber sido convenientemente aislados del resto, por haber sido inmunizados

o por haber fallecido a consecuencia de la enfermedad.

Desde el punto de vista epidemiolédgico los factores por los que un individuo entra al altimo
compartimento son diversos, sin embargo desde el punto de vista matematico son equivalentes
dado que estos no contribuyen a la posterior trasmision de la enfermedad.

El modelo esta regido por los siguientes supuestos:
= La poblacién contiene un ntimero infectados iniciales denotados por I,

= En el transcurso de la epidemia la tasa neta de crecimiento es cero. Esta suposicion
implica la relacion S + I + R = 0, luego el tamano de la poblacién es contante es
decir S+ R+ I = N, esta hipotesis es razonable por que el tiempo de duracion de la

epidemia es corto.

= La poblacién se considerada cerrada es decir, no se toma en cuenta las inmigraciones

y emigraciones de la poblacion.

» La trasmision de la enfermedad se supone regida por la ley de acciéon de masas entre
infectados y susceptibles, siendo la tasa de nuevas infecciones proporcional al nimero
total de contactos entre individuos susceptibles e infectados. Esta suposicion es reflejada

en los términos matematicos —8S(t)I(t) y BS(t)I(t) en las ecuaciones S(t) e I(t)
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respectivamente, donde 3S(t)1(t) es el naimero de miembros que pasa a la clase afectada

por unidad de tiempo; es decir , lo que los matematicos llaman incidencia.

= También se puede suponer que la trasmision de la enfermedad esta regida, por lo que

se llama “incidencia comun” entre infectados y susceptibles, donde la tasa de nuevas

infecciones es proporcional al niimero total de contactos entre individuos susceptibles

y la proporcion infectada de la poblacion esta suposicion se ve reflejada en términos
1)

—BS% y 65% en las ecuaciones S(t) e I(t) respectivamente , donde 551\/(75) es el

nimero de miembros que pasa de la clase susceptible a infectada por unidad de tiempo.

= El periodo de latencia es lo suficientemente pequeno por lo cual se considera

despreciable.

= La tasa de remociéon de individuos infectados es constante e igual a «; es decir una

fraccion o de miembros infectados pasa a la clase de removidos por unidad de tiempo.

S =—pSI S(0) = S,
I =BSI—al I(0)=1I, (1.14)

R=al R(0) = Ry
Para determinar un brote epidémico se debe desarrollar el siguiente analisis:

= Si / > 0 en el tiempo ty, entonces, 1(0) = (3S; — a)ly > 0, y por las condiciones
iniciales se sabe que I > 0, asi 1(0) = (8Sy — a)ly > 0 si, Sy > 3 - de lo cual se
obtiene que si
BSo

—>1
o

entonces habr& un brote epidémico
» [ <0 en el tiempo o, entonces, I(O) = (8Sy — a)lp < 0, y por las condiciones iniciales
se sabe que Iy > 0, asi 1(0) = (3Sy — a)ly < 0 si, Sy < 5 » luego si

55 _
(6%

1

no habra un brote epidémico
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Se denota al cociente % = Ry v es llamado nimero reproductivo béasico de la infeccién,

luego
= Si Ry < 1, la infeccion se extingue
= si Ry > 1, hay una epidemia

Nota 3. El nimero reproductivo bdsico o tasa reproductiva bdsica de la infeccion (Ry), es el
numero promedio de infecciones secundarias producidas por un individuo durante su periodo

infeccioso en una poblacion totalmente susceptible [23].

1.3.2. Modelo Epidemiolégico SEIR

El documento [39] muestra los principales aspectos para construir modelos que reproduzcan
las dinamicas del virus AHIN1/09 en la poblacion Venezolana; El modelo que se presenta
a continuacion fue la base para llevar a cabo la investigacion en la localidad. El sistema es
una modificacion del modelo SIR y asume una nueva clase compartimental llamada E(t),
ya que en muchas enfermedades los individuos susceptibles no pasan directamente a la clase
infecciosa; por lo que existe una etapa latente o de exposicion a la enfermedad donde las
personas estan infectadas, pero los sintomas no son aun visibles y no hay trasmision de la

enfermedad; el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales modela este hecho.
S BS L s
= pu—pBS—=-—-r
H=PPN
: I
E = BSN_K“E_TE (1.15)

I = kE—al —rl

R = ol —rR
Las principales suposiciones bésicas del modelo clésico epidemiolégico SEIR, son:

= [La tasa de mortalidad se denota por r y se asume igual en todas las clases; se desprecia

la tasa de mortalidad debido al virus AHINI.

= [a tasa de natalidad se denota como pu.
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= El contagio es proporcional al producto de la poblacién de susceptibles por la
proporcion infectada de la poblacion. Esta suposicion es llamada generalmente ley

de la accién de masas.
= Todos los individuos son igualmente susceptibles.

= La poblacion es lo suficientemente grande como para garantizar una descripciéon

determinista.

= La poblacion esta homogéneamente mezclada, es decir, cada individuo tiene la misma

probabilidad de entrar en contacto con cualquier otro.

= Los individuos que se infectan entran primero en un periodo de latencia donde no

muestran sintomas y tampoco contagian el virus.

= Los valores k y « son el tiempo medio que permanece un individuo en las clases E e

1, respectivamente.

Donde los nacimientos y muertes pueden o no ser ignorados esto depende de las condiciones

del modelador. En este caso, el tamano de la poblacién es constante.

N=S+E+I+R

1.3.3. Modelo de referencia

El Modelo Bésico de Influenza se lo obtuvo de ([12], Cép. 6, sec. 2 ), para el cual se considera:
Como las epidemias de influenza aparecen y desaparecen durante temporadas de varios meses,
no se tiene en cuenta aspectos demograficos como los nacimientos y las muertes naturales.

Se toma como punto de partida el modelo SEIR, con
N=S+E+I+R
al cual se le anade los siguientes aspectos de influenza:

= Existe un periodo de incubacién entre la infeccion y la aparicion de los sintomas.
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= Una parte de las personas infectadas no desarrollan sintomas, pero pasan por un
periodo asintomatico, durante el cual tienen algo de infectividad y cambian al

comportamiento removido.

Para el modelo la poblacion es dividida en las siguientes clases epidemiologicas: S(t)
(susceptible), L(t) (latente), I(t) (infeccioso), A(t) (asintomatico), y R(t) (removido); bajo

los siguientes supuestos:

» Existe una cantidad de infecciosos iniciales I , en una poblacién constante de tamano

N.

= El ntimero de contactos en unidad de tiempo por individuo es un miltiplo constante 3

de la poblaciéon total de tamano V.
s Los individuos latentes L no son infecciosos.

= Un ndmero de individuos latentes p, pasa a la clase de infectados a una tasa x , mientras

que el resto va directamente a la clase infecciosa asintomatica A con la misma tasa k.

= No hay muertes por enfermedad. Los infecciosos I se recuperan y dejan el

compartimento infeccioso a una tasa «, y van a la clase de removidos R.

= Los asintomaticos tienen infectividad reducida por un factor  y van a la clase de

removidos a una tasa n

Las ecuaciones diferenciales que describen el modelo se determina en base a las suposiciones

anteriores

S = —SB(I+54) (1.16)
L = SB(I+6A)— KL
I = prL+al

= kL(1-p)—nA

= al +nA
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Las variables del modelo ([1.17)) siempre van a tomar valores positivos para 0 < ¢ < oo;
ademéas como N = S+ L+ I+ A+ R es constante puede ser eliminada de modelo y en

ocasiones es conveniente usar este hecho para eliminar la variable R.
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Capitulo 2

Estado del Arte de la Influenza

La influenza o también llamada gripe es causada por un virus que pertenece a la familia
Orthomyxoviridae, esté formado por dos proteinas de superficie, denominadas Hemaglutinina
(HA) y Neuraminidasa (NA), que favorecen la variacion antigénica del virus. La enfermedad
puede causar episodios leves hasta graves, cualquier persona es susceptible al contagio,
se incluyen las personas sanas y corren mayor riesgo las que padecen complicaciones
graves (como asma, diabetes o enfermedades del corazon), las embarazadas y los nifios.
La enfermedad perdura durante una o dos semanas en la mayoria de personas, pero en los
grupos de riesgo puede permanecer méas tiempo. Hay epidemias de influenza que se presentan
por temporadas en algunos paises y varian cada ano, pero en las regiones tropicales circulan
permanentemente, alcanzando los puntos maximos en temporadas de lluvias y frio; en el
hemisferio norte se presenta durante los meses de noviembre a marzo y en el hemisferio sur

en abril y septiembre. El periodo de incubacion del virus es de 18 a 72 horas [24, 26].

2.1. Manifestaciones clinicas

Las manifestaciones clinicas son fiebre, mialgias, dolor de garganta, rinitis y cefalea; sin
embargo pueden ocurrir cuadros clinicos sin fiebre, infecciéon asintomatica, dependiendo del
grado de inmunidad existente frente a la cepa del virus [10, 24]. La enfermedad debe ser
verificada mediante pruebas de laboratorio; no obstante es dificil diagnosticarla teniendo en

cuenta los signos y sintomas clinicos, ya que existen otras enfermedades causadas por otros
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Figura 2.1: Fotografia electronica y estructura del virus de Influenza tipo A [34].

agentes infecciosos que generan la misma sintomatologia |5l [10] 24].

2.2. Modo de Trasmision

La mayoria de los expertos considera que el virus de la influenza se extiende principalmente
a través de las gotitas que se producen al toser, estornudar o hablar. Siendo algo poco
frecuente, una persona también puede llegar a contraer influenza si toca una superficie o
un objeto contaminado y después se lo llevan a la boca o nariz. Los adultos que contienen
la enfermedad pueden infectar un dia antes de manifestar los sintomas, y hasta 5 a 7 dias

después de la enfermedad |25, 26].

2.3. Tipos de influenza

Hay tres tipos de influenza: estacional, pandémica y zoonotica.

Los virus de la influenza estacional circulan y causan enfermedades en los seres humanos
todos los anos, puede causar enfermedad leve a grave e incluso la muerte, sobre todo en

las mujeres embarazadas, adultos mayores, inmunodeficientes y con condiciones médicas
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cronicas. El virus evoluciona de forma continua, esto significa que las personas pueden

infectarse varias veces a lo largo de su vida. Se clasifica en virus de tipo A, B, y C [6, [].

= El tipo A se dividen en subtipos de acuerdo con la variedad y combinaciones de la
hemaglutinina HA y neuraminidasa NA. La HA posee 16 tipos de variaciones proteicas
(H1-H16), mientras que la NA posee 9 (N1-N9). Infectan una variedad de especies,
incluyendo humanos, cerdos, caballos y varias aves |10, 25]. En la actualidad, el subtipo
A(HIN1)pandémico y A(H3N2) corresponden a subtipos del virus de la influenza

estacional y prevalecen frecuentemente en los humanos|27].

= Los virus de tipo B muy pocas veces causan epidemias, aunque también produce
cambios antigénicos, encontramos dos linajes conocidos como Yamagata y Victoria

27].

= El tipo C causa infecciones leves y se asocia con casos esporadicos y brotes localizados
de menor importancia. Como la influenza C tiene menor carga que la A y B, no se

incluye en la elaboracion vacunas|6l, 25].

Los virus de influenza pandémica pueden surgir en cualquier momento y causar grandes
brotes fuera de la temporada normal de influenza. Como no existe inmunidad, la proporcion

de personas propensas a la infeccion puede ser bastante grande [6].

La influenza Zoonética afecta a los humanos y se origina en los animales [6].

2.4. Patogenia

Las proteinas méas importantes que conforman el virus son los antigenos de superficie, las
proteinas de matriz y la nucleoproteina. Los primeros aluden a HA y NA, y los segundos
a la proteina de membrana M2 cuya cara interna se reviste de la matriz M1 [5, 28]. La
NA es encargada de destruir los carbohidratos que se encuentran en el moco del epitelio
respiratorio permitiendo la adhesion viral con las células, y participa en la liberacion de

virus recién producidos; la HA por su parte sirve como medio de articulacion entre el receptor
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(contiene acido silico en la superficie del hospedero) y la célula. M1 ayuda en el ensamblaje
del virus, y la M2 actua formando un canal de protones en la membrana, estimulado la
envoltura y eliminaciéon del virus. Por tltimo, la nucleoproteina NP colabora a la proteina

ARN polimerasa en el proceso de codificacion [5], 24, 25, 28§].

Figura 2.2: Mecanismo de infeccion del virus de infuenza a las células [33].

El virus penetra a la célula mediante endocitosis, uniéndose a los receptores de acido sialico
(AS) de la superficie celular por medio de la hemaglutinina, de esta forma es envuelto
por la membrana y llevado dentro de una vesicula. A través de M2 se libera el RNA
viral al citoplasma, el cual posteriormente entra al niicleo para comenzar la replicaciéon y
transcripcion. Los nuevos virus se unen a los receptores de AS por la HA y NA para ser
liberados de la célula infectada. Las particulas virales formadas brotan de la célula por
gemacion quedando envueltas por una bicapa lipidica procedente de la célula infectada y
conteniendo las glicoproteinas virales de la superficie, tras salir al exterior celular los virus

buscan otras células a las cuales infectar y La célula infectada morira [5].

2.5. Meétodo preventivo

La vacuna constituye el método mas eficaz para prevenir la influenza y esta constituida
de virus inactivados. Se produce cada ano y contiene las tres cepas de virus mas recientes
que hayan circulado en el mundo (los subtipo A(H3N2), A(HIN1) y uno de tipo B) [24].

Disminuye las complicaciones y defunciones causando mayor protecciéon en los adultos sanos
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que en los ancianos [26].

La Organizacion Panamericana de la Salud (OPS) y la Organizacion Mundial de la Salud

(OMS) recomiendan la vacunacion anual para:

2.6.

Embarazadas en cualquier etapa.
Ninos de 6 meses a 5 anos de edad.
Adultos mayores (a partir de los 65 afios de edad).

Personas con padecimientos crénicos.

Aspectos historico

La primera pandemia reconocida tiene sus origenes en Asia (1580), luego se extendi6 a

Europa, Africa y el continente Americano, es conocida como Influencia planetaria [29].

La pandemia que ha causado mayores casos de mortalidad en el mundo es llamada
gripe espanola producida por del virus HIN1 (1918 — 1919), generd aproximadamente
40 a 50 millones de defunciones [12].

La gripe asiatica de (1957 — 1958) inducida por el virus AH2N2, provoco 2 millones de

muertos [29].

Un millon de fallecimientos se le atribuye al brote de gripe aviar observado en Hong

Kong durante (1968 — 1969), que emergio por el virus H3N2 [12].

En 1997 el virus de influenza Aviar H5N1 se desarrolla en Hong Kong, y adquirio la
capacidad de trasmitirse a los seres humanos; en el 2003 fue identificado en Corea del
Sur; posteriormente se difundié a Asia, Medio Oriente, Europa y Africa. El 50 % de las

personas que la padecieron murieron [29).

Otros virus tienen sus origenes en China HIN2, Holanda H7N7 y Canada H7N3, fueron
causados por aves y afectaron a los humanos, los casos més fatales se registraron en

Holanda [29].
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= En abril de 2009 surge la pandemia originada por la cepa HIN1 que emergi6 por la
reasociacion genética de virus infuenza A de humanos, cerdos y aves, presentd una
mortalidad baja y resulté no ser tan grave como se crefa. Desde su deteccién inicial,
el virus gripal HIN1 pandémico se ha propagado rapidamente en todo el mundo y
ha causado, como minimo, 15.000 victimas mortales, entre las que se encuentran,

principalmente, jovenes y personas de edad madura [12].

2.7. Epidemiologia

2.7.1. Mundial

Actualmente la incidencia anual de influenza a nivel mundial estimada por la OMS es del
5% —10% en los ninos y de 20 % —30 % en los adultos. Para el 2008 se estim6 que de los casos
de infeccion aguda en vias respiratorias bajas (IARB), 20 millones se asocian a influenza, de

los cuales 1-2 millones corresponden a casos graves, registrandose 28.000 — 111.500 muertes

[9].

Los Centros y laboratorios nacionales de influenza examinan peridédicamente muestras por
enfermedades respiratorias, la tabla que se presenta a continuacion es un registro dado por

éstos, e indica el porcentaje de influenza de un periodo anual a nivel mundial.

Ano | No. Paises | No. Muestras | Positivas | Tipo.A | Tipo.B | AHIN1 | H3N2
2014 — 9.535 23.421 94,5 % 5,5 % 1L,7% | 98,3%
2015 76 35.732 4.387 89 % 11% | 933% | 6,7%
2016 74 124.657 25.263 | 959% | 41% 1,3% | 98,7 %
2017 85 56.528 3.496 73,4% | 26,6% | 15,1% | 84,9%

Tablal: Numero de casos positivos por influenza de un periodo anual a nivel mundial [8], [7].

Como se pude apreciar en la tabla la influenza estacional es la predominante, y el subtipo con
mayor carga es el tipo A, donde la mayor incidencia la proporcionan los subtipos A(H1N1)

y A(H3N2). En la tabla se muestran tinicamente los porcentajes para estos virus, dado que
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Figura 2.3: Porcentaje de muestras positivas de influenza durante la semana 17 al 30 de abril

de 2017 [7].

son los mayores causantes de las actuales temporadas de influenza; cabe resaltar que existen
algunos subtipos de influenza A que no son variantes de estos, y como causan brotes minimos

no existe una designacion especifica para referirnos a ellos [§].

Estudios muestran que la influenza estacional posee un grado muy elevado de trasmision;
en los climas templados el niimero de muertes anuales a nivel mundial por esta epidemia
se encuentra entre 250.000 y 500.000 [12]. Sin embargo en muchos paises, se desconoce la
magnitud de morbilidad en humanos y animales, dado que éstos centran su atencién en

enfermedades con mayores amenazas y la dejan en un segundo plano [12} 32].

La figura (2.3 da una vision general de las zonas de la circulacion de los virus de influenza.

2.7.2. Nacional: Colombia

En Colombia, para abril de 1.994 se registr6 la primera epidemia de influenza humana
A/Beijing/32/92 (H3N2) en Ambalema (Tolima), con una morbilidad muy alta, que paso de
un promedio normal de 7 a 10 consultas semanales por problemas respiratorios, a 200 por

semana [32]. En este pais los nifios de 5 a 9 anos presentan las tasas mas altas de infeccion, sin
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Figura 2.4: Distribucion del virus de influenza en Colombia entre 2014 y 2017 [26].

embargo la mayor morbilidad y mortalidad también ocurre frecuentemente en los menores

de 2 afios, los mayores de 65 y personas con enfermedades de alto riesgo [32].

La literatura en epidemiologia de influenza, a nivel nacional ha aumentado notoriamente
desde el 2014, los boletines epidemioldgicos emitidos desde ese ano por la direccion de
vigilancia y anélisis de riesgo en la salud publica, notificados al instituto nacional de salud,
han estimado el nimero de casos de influenza por semana; los subtipos que han perdurado en
la poblacion con mas frecuencia son A(HIN1)pdm09, A(H3N2) e Influenza B, la informacion

se evidencia en la figura (2.4)) de distribucion anual [35] 36].

A partir de figura (2.4)) se observa que:

= El virus presentado con mayor frecuencia durante los anos 2014, 2015 y 2017 en

Colombia es el A(H3N2).

» Los casos de influenza A(HINT) han dado mayor impacto en el 2016, donde los casos

reportados por influenza A(H3N2) fueron muy minimos.

= El porcentaje de muestras positivas de influenza es menor del 20 %, el mayor porcentaje
corresponde a otros virus respiratorios (Virus Sincitial Respiratorio, Parainfluenza,
Adenovirus, Bocavirus, Coronavirus, Rinovirus, y otros ), ya que todos los casos de

influenza no son registrados por la propiedad autolimitada del virus y los registro que
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Figura 2.5: Distribuciéon de virus influenza, Colombia a Semana Epidemiologica 52 de 2014

133].

se hacen, en su mayoria son para aquellos que padecen cuadros clinicos severos. Para

el afio 2014 observe la figura (12.5)).

» La influenza B por su parte esta circulando en todos los anos, pero el nimero de casos

reportados es bajo.

2.7.3. Municipio: San Juan de Pasto

El municipio de Pasto se encuentra al pie del volcan Galeras, la precipitacion y la nubosidad
son bastante altas, la temperatura promedio anual es de 13, 3 grados centigrados, su humedad
esta entre 60 % a 88 %, en promedio tiene 211 dias lluviosos al ano [37]. Los cambios drasticos
de clima hacen que aumente notoriamente los casos de influenza y aparezcan en cualquier
temporada del ano; como esta epidemia es autolimitada varios individuos que la adquieren
no visitan al médico, a menos que las complicaciones sean muy graves, en este sentido no se
puede contar con una literatura detallada sobre el nimero de casos que se producen por los
brotes anualmente, pero si se podria al menos dar una aproximacion, sin embargo en este

municipio no se ha hecho este tipo de estudios.

Debido a esta situacion se solicité una base de datos al Instituto Departamental de Salud
de Narino, Oficina de Epidemiologia, quien proporcioné los registros para el primer periodo

de 2016; en ésta se encontraron anotadas 531 muestras de enfermedades con los mismos
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cuadros clinicos de influenza para pacientes de distintos municipios del departamento de
Narinio. Las pruebas de laboratorio usadas para este fin fueron inmunofluorescencia directa
(IFT) y Reaccion de cadena de polimerasa con transcriptasa inversa (RT-PCR), de las cuales
solo 33 casos fueron positivas, y en su mayoria corresponde a los subtipos de influenza A
( AHIN1 y H3N2 estacional), reportandose 31 casos, y 2 para la influenza tipo B. Se mira
que el nimero de muestras positivas en comparacion con el total de muestras analizadas es
bajo, esto complementa el hecho de que la mayor parte de padecimientos de influenza no se

reportan, como se menciono.

En este periodo Pasto presentdé 17 pruebas positivas, siendo el municipio que mayores
casos registro, a pesar de esta informacion no se pudo determinar las tasa de infeccion y
recuperacion por la enfermedad, ya que los datos fueron insuficientes; pero al menos permitioé
rectificar que los virus de influenza circulantes son los del tipo A. Por otro lado el personal
de salud del instituto manifest6 que el virus que ha proporcionado los mayores casos hasta

el momento es el tipo en mencioén, aunque no existe un documento que soporte lo dicho.

La medida de control preventiva més utilizada en esta ciudad es la vacuna estacional
recomendada por la OMS para el hemisferio sur, y es distribuida en las siguientes

subpoblaciones:
= Gestantes a partir de la semana 14.
= Poblacion adulta de 60 anos en adelante.

= Ninos de 3 meses a 26 meses constituyen el grupo prioritario y se aplican tres dosis de
vacunas; la primera a los seis meses , la segunda a los 7, y una tercera entre los 12 y
23 meses si el paciente tiene primovacunacion (dosis de 6 y 7 meses); Si no la tiene se

suministran 2 dosis en intervalos de 4 semanas [61].

En Colombia particularmente en Pasto las campanas de vacunacion se llevan a cabo desde

el mes de marzo y se prolongan aproximadamente entre uno y dos meses.
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Lo anteriormente dicho lleva a concluir que los virus A(HIN1), A(H3N2) ( incluyen sus
variantes) y algunos virus de tipo A que no se han subtipificado (no son recombinacion de
las dos cepas en mencion) son los que causan mayor morbilidad en los humanos, los dos
primeros son mas prevalentes a nivel mundial, particularmente en Colombia y en el centro
de estudio el Municipio de San Juan de Pasto. Como siempre encontraremos circulando
estos virus, en esta investigacion me limitaré a su estudio , y como existen algunos virus de
influenza A que no se han subtipificado por causar cuadros clinicos leves, se utilizara a lo

largo del texto el término influenza A para aludir a todos ellos.
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Capitulo 3

Antecedentes del Modelado Matematico

3.1. Primeros Modelos

La modelacion matematica es la herramienta que le permite a la epidemiologia pronosticar
posibles brotes de enfermedades emergentes y reemergentes, desde el siglo XVIII grandes
personajes han trabajado fuertemente para formar los cimientos de lo que hoy en dia
llamamos modelacién matematica, el interés de estudio surge como respuesta a las graves
amenazas causadas por epidemias y pandemias |23, 20]. A continuaciéon se nombran algunos

personajes vinculados a esta labor.

En el siglo XVIII se encuentra D’Alember, quién se interesé por la construccién de modelos
matematicos para comprender la interaccion de agentes infecciosos. En su orden esta
Bernoulli, personaje que dedicé parte de su tiempo al modelado matematico de la malaria,
este trabajo le dio reconocimiento por ser el primer articulo publicado en este campo (1766)

I3, 38].

Otros personajes destacados son W.H. Hamer y Ronald Ross; el primero estudio la
propagacion del sarampion (1906), y propone que la tasa a la que se propaga una enfermedad
es proporcional al niimero de individuos susceptibles por el niimero de individuos infecciosos,
lo que hoy en dia se conoce como el principio de accién de masas, y el segundo se enfoca en

investigaciones para el control de la malaria mediante un modelo de ecuaciones diferenciales
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[23, [1].

A finales del primer cuarto del siglo XX se encuentran los precursores que dan origen
a la epidemiologia matematica moderna, W.O. Kermack y A.G. McKendrick, son los
primeros en asumir que la poblacion total de estudio puede dividirse en tres clases
compartiméntales (susceptibles, infecciosos y recuperados ); se consideran los pioneros de
los modelos mateméticos en epidemiologia, por la construccion del modelo base SIR; hoy
en dia encontramos cantidad de variantes de éste, las mas conocidas son los modelos SEIR,
SEAIR, SIS, SI entre otros, cabe mencionar también que la introduccion del teorema umbral

se la debemos a estos personajes|20] 4T] .

3.2. Antecedentes del Modelado Matematico con
influenza

Como se menciond en los preliminares biologicos y algo de historia, varias pandemias
y epidemias de influenza han surgido en la historia del ser humano, causando impacto
en el campo social, econémico y de la salud. Para hacer frente al problema, el estudio
de la influenza ha sido abordada mediante diferentes herramientas matematicas, como
las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, la teoria de control 6ptimo, modelos
estadisticos, entre otros. Asi en lo que sigue de este apartado se discute algunos aspectos del
modelado de la influenza y se centra el interés en investigaciones de teoria la control 6éptimo

adjuntas a la vacuna.

la OMS en 1999 advirtié la llegada de una gripe pandémica para lo cual sugiri6 preparar
contramedidas; sin embargo esta no llamo la atencion solo hasta la aparicion del Sindrome
Respiratorio Agudo Severo (SARS) en (2002 — 2003), para el cual se reportaron un gran
numero de casos. El SARS desperto interés por la modelaciéon matematica en influenza y sus

medidas de intervencion para reducir las consecuencias de la enfermedad [9] [11].
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Varios estudios se han desarrollado entorno a la dindmica de la influenza haciendo uso del
modelado matematico |11, 3], 9, 11} 12] 13, 20} 23], 31, [39] 40, 41]. Por un lado se encuentran
los modelos cuyo objeto de estudio es el comportamiento epidemiologico de la enfermedad
en los humanos, cerdos, aves residentes y migratorias |2, 40] 42 [43] 44]; y por el otro estan
aquellos que tratan de pronosticar las medidas de control que se deben poner en marcha.
Entre las medidas de control que se han estudiado estan el tratamiento, la vacunacion y el

distanciamiento social [45] [46] 47, 20].

En cuanto a las investigaciones con ecuaciones diferenciales y la teoria de control 6ptimo
asociada a la variable vacuna, se consideran 4 categorias dependiendo del problema de
control que se busca solucionar. A continuacién se presenta cada categoria y algunas de

las publicaciones que se considera hacen parte de éstas.

= Categoria 1: Modelos que buscan una estrategia 6ptima de vacunaciéon con una
poblacion de estudio[9d, [48]. Se pronostica la mejor estrategia de asignacion de vacunas,
de tal forma que se reduzca al minimo la cantidad de personas infectadas, susceptible
o los costos de la intervencién; adicionalmente se estudian aspectos como la cobertura

limitada, la administracion maxima diaria, los retardos en la vacunaciéon, entre otros.

» Categoria 2: Modelos que buscan mejorar la eficacia de la vacuna [49]. Este tipo de
modelos buscan seleccionar de forma 6ptima las cepas de virus de influenza para hacer

parte de la composicion de la vacuna y lograr mayor eficacia.

= Categoria 3: Modelos con estructura de edades y grupos de alto riego, que tienen
como objetivo distribuir de forma 6ptima la asignacion de vacunas [9, 11}, 50, 1], 53]
54, b5l [56]. Estos modelos corresponden a variaciones del modelo SEIR, algunos de
ellos estan acoplados a estructura de edades, grupos de riesgo para la gripe estacional
y para variaciones de las cepas de gripe A. Por ejemplo se estudia la dindmica de la
enfermedad para aquellos individuos que padecen de enfermedades cronicas, afasia,
inmunodeficiencia, personas mayores de 6 meses a dos anos, mayores de 65 anos,
mujeres embarazadas de 4 meses y ninos de edad escolar. Se genera este tipo de

modelos por que dependiendo de la edad y el padecimiento de ciertas enfermedades las
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personas tienen diferentes capacidades de supervivencia, distintas tasas de infecciéon y

mortalidad.

Categoria 4: Modelos que incluyen vacunacion, tratamiento y distanciamiento social
|23, 45] 146l 47, [55]. Estos modelos involucran las tres estrategias control: vacunacion,
tratamiento antiviral, y el distanciamiento social como el cierre de escuelas, los estudios
son hechos a poblaciones tanto individulales como con estructura de edad y de riesgo.
El problema de control que se formula tiene como propdésito maximizar los recuperados,
reducir el nimero de infectados, suceptibles, los costos asociados en aplicaciéon de

controles, entre otros.
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Capitulo 4

Formulaciéon del Modelo

En esta seccidén se formula un modelo matematico a través de un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de tipo SEIAR que describe la dindmica de la propagacion de la
influenza A en Pasto, considerando la poblacion total variable. Debido a la complejidad del
modelo se utiliza la teorfa para sistemas asintoticamente auténomos sugerida por Brauer y
Castillo en ([12], Cép. 2, sec. 1 ). Por medio de esta teoria se reduce el sistema SETAR una
dimension obteniendo un sistema SEIA. En este caso el comportamiento a largo plazo de

las soluciones del modelo SEIAR es similar al comportamiento de las soluciones del modelo

SEIA.

4.1. Modelo Base

El sistema no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias que describe la din&dmica de la
trasmision de la influenza formulado en ([12], Cap. 6, sec. 2 ) constituye la base de este
trabajo, en el sentido de que el modelo que se formula en este capitulo es una modificacion
del modelo mencionado anteriormente. Dicha modificacién se realiza con el proposito de

incorporar la perdida de inmunidad de los individuos recuperados después de la enfermedad.

Segun la estructura del sistema (1.17), los individuos recuperados no vuelven hacer
susceptibles, la hipotesis anterior se debe a que se simula la propagacion de la enfermedad

por temporadas y se considera la circulacién de un tipo de virus, desde este punto de vista el
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periodo de duracion de la epidemia se asume como corto, lo que permite considerar el total de
la poblacion constante. No obstante se sabe que en los paises tropicales la presencia de este
agente patogeno perdura todos los meses del ano, por lo cual es razonable suponer que para
estas poblaciones el individuo queda inmune al subtipo de influenza que ha padecido, y no
a sus variantes; a partir de este enfoque el modelo que se presenta posteriormente considera
esta situacion. Por tltimo se rige por la ley de accion de masas entre infectados y
susceptibles, donde la tasa de nuevas infecciones es proporcional al niimero total de contactos

entre individuos susceptibles e infectados.

4.2. Nuevo Modelo

Como se recalco en el capitulo , aunque no se tiene un documento que soporte que los
virus prevalentes en San Juan de Pasto son los de tipo A, se supone que las epidemias por

influenza en esta region se deben a éstos.

El nuevo sistema formulado a diferencia de modela el comportamiento epidemiologico
de la influenza A sin importar cuél de los virus genere la infeccion, ya que como se comet6 hay
cantidad de variantes inmersas que no se cuantifican ni se tipifican; esto permite considerar
que la poblacién no es inmune a la enfermedad, pues mientras el individuo guarda proteccién
a cierta cepa, no lo hara para las nuevas variantes que existen y pueden surgir (los individuos

recuperados vuelven a ser susceptibles).

Por otro lado en el mismo capitulo se comentd que la posterior propagacion de la
enfermedad depende de la ubicacién geografica y por consiguiente del clima, bajo esta
perspectiva los cambios bruscos de temperatura y los dias de lluvia permiten caracterizar a
Pasto como un clima frio, en este sentido la trasmision es mas efectiva y el virus prevalece
en todas las temporadas del ano. De este plantamiento se establece que las epidemias de
influenza van a circular siempre en el municipio de Pasto, por lo cual se supone que hay
nacimientos, muertes naturales y poblacion total variable. Ademas considerar la poblacién

variable lleva a pensar que la tasa de personas infectadas en el instante ¢t depende del tamano
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de la poblacién en ese mismo instante, asi se asume que el sistema esté regido por la ley de

incidencia comun.

En el modelo la poblacion total en el tiempo ¢, N(t), se divide en los siguientes

compartimentos: Susceptibles S(t), Expuesto E(t), Asintoméatico A(t), Infeccioso I(t) y

Recuperado R(t); es decir

Bajo

N=S+E+I+A+R (4.1)

los siguientes supuestos

Existe una cantidad de infecciosos iniciales, en una poblacién variable de tamano N

en el instante ¢, denotados por Ij.
Existe una tasa de natalidad denota por pu.

Existe una tasa de mortalidad la cual se denota por r, y se asume igual en todas las

clases.
Existe una tasa de contacto o de trasmision denotada por .

La trasmision de la influenza se supone regida por la ley de incidencia comtn entre
infectados y susceptibles S; siendo la tasa de nuevas infecciones proporcional al niimero
total de contactos que haya entre los individuos susceptibles S y la tasa de infectados

de la poblacion(T]

Los individuos Expuestos E no son infecciosos. Se asume que un individuo es expuesto
desde el momento que tiene contacto con la persona infectada hasta que la infeccion

se vuelva contagiosa.

Una proporcion de los individuos expuestos denotada por (1 — p) pasa a la clase
asintomatica (los individuos no desarrollan sintomas) a una tasa x, mientras que la

otra proporcién p pasa a la clase infecciosa con la misma tasa.

IE] término infectado alude a todo individuo capaz de trasmitir la enfermedad, e infeccioso aquel que

produce sintomas.
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Figura 4.1: Diagrama compartimental de la influenza A

En el periodo asintomatico los individuos tienen una infectividad reducida, denotada

por J y se recuperan a una tasa 7.

Los infecciosos I se recuperan dejando este compartimento a una tasa a.

No hay muertes por enfermedad.

Los recuperados pierden inmunidad a la enfermedad, y pasan a la clase de susceptible

a una tasa ¢

Se obtiene el siguiente P.V.I

= u-— BS% —rS+ @R (4.2)
= BS2 —(k+1)E
prE — (a+1)1

= (1—-pkrE—-(n+nr)A

oo o~ ™ n
I

= al+nA—(r+¢)R
Con A=1T4+0A,0<90<1 vy condiciones iniciales

S(0) = Sy, E(0) = Ey, 1(0) = I, A(0) = Ay, R(0) = Ry
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Para determinar si la poblacién es constante o variable, se encuentra la derivada de la

poblacion N respecto a t
S+E+I+A+R=p—r(S+E+1+A+R) (4.3)
Esto indica que la poblacion es variable, y es equivalentemente a
N=pu—rN (4.4)

Esta ecuacion diferencial es de primer grado y se puede solucionar por métodos analiticos.

Transponiendo términos de la ecuacion diferencial (4.4)) se obtiene
N+7rN = p (4.5)

Multiplicando por €™ en ambos lados de la igualdad

- d
e’ <N + rN) =ty — 7 (e"N) =e€"p (4.6)
Integrando se tiene
t d t I
/ — (e"N) dt = / e'pdt  — "N —N(0)==(e"—1) (4.7)
o dt 0 r

Despejando N de (4.7)) y sustituyendo la condién N(0) = Ny se encuentra la solucion de la
ecuacion diferencial (4.4)

r

r

Donde
NOZSQ+E0+[()+A0+RO

Se deduce el comportamiento de la poblacion N(t) a medida que pasa el tiempo.

tim N = lim {(No— &) e+ 21 (4.9)
t—o00 t—o0 T r
lfim N =~ (4.10)
t—o00 r

Sea K = £, entonces K es una solucion de equilibrio de (4.4); ademds por (4.10)

lim; ,o N(t) = K, en consecuencia K es localmente asintoticamente estable y el sistema
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es un sistema asintéticamente autonomo. Este hecho permite aplicar la teoria sugerida
en [12], la cual establece que si el tamano total de la poblacion N tiene un limite constante
K (el tamano maximo de la poblacioén) en un tiempo muy largo, entonces el modelo original
es equivalente al sistema donde N es reemplazado por éste limite. Luego es posible suponer
que la poblacion en estudio es constante durante el desarrollo de la dindmica de influenza
A y es igual a K, por medio de esto se puede despejar la clase R para obtener la siguiente

relacion.
R=K-S—-F-A-1 (4.11)

Si sustituimos (4.11]) en (4.2) se encuentra el sistema limite que esta dado por:

wn-
I

p—BSE—rS+pK-S—E—A-1 (4.12)

.

BSE —(k+1)E
= prE — (a+7r)l
A = (1-pkE—(n+r)A

Con condiciones iniciales
S(O) - So, E(O) - EQ, [(O) = [0, A(O) = AO

El conjunto de interés biologico a considerar es S >0, £ >0, 1 >0, A>0con N <&
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Capitulo 5

Soluciones de Equilibrio

En esta seccidon se presenta los estados de equilibrio y se determina bajo qué condiciones se

produce una epidemia, para ello se define el nimero basico de reproduccion para (4.12)

Para obtener las soluciones de equilibrio se iguala a cero el sistema (4.12)), y se obtiene el

siguiente sistema de ecuaciones algebraicas.
A
M—BS?—TS—}-QD[K—S—E—A—H =0

BS%—(KJ—H’)E:O

prE — (a+71)I =0 (5.1)

(1—pkE—(n+1)A=0

5.1. Equilibrio libre de Infeccion

A partir del sistema (5.1)) se encuentra la clase F, I y A en términos de la clase S[] .

K(a+r)(n+r)[p+ oK —(o+7)5]
BSkEm + oK [(a+71) (n+ 1) + kr]

E= (5.2)

_ prK(+7r)[pt oK —(p+1) 5]
BSkm + K [(a+ 1) (n + 1) + £

(5.3)

1Ver desarrollo de los célculos Anexo A pég
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(I—p)(a+r)[u+ oK —(p+7)S]
BSkm + @K [(a+7) (n +7) + kr]

Reemplazando Sy = E en 1 , 1) y 1) se obtiene :
r
0o — O

A=krK

(5.4)

B, =
I():O
AOZO

Lo anterior garantiza la existencia y unicidad de Ey = (%, 0,0, O) como punto de equilibrio

libre de infeccion del sistema (4.12]).

5.2. Equilibrio Endémico

Para determinar la existencia del equilibrio endémico para sistema (5.1)), se establece bajo
qué condiciones tienen sentido biologico las poblaciones infectada, asintomética y expuesta

(E>0,A>0,el>0). Obsérvese que la solucion endémica del sistema esté dada por: rﬂ

_ ht K
- Ro(p+7) )
Kq(n+r)(a+r)(e+r)[R—1] (5.6)

= mldt o+ )@+ 1) & gpr(n 1 1) + or(1—p)(a + 1)

I = qu(77+T>(90+7”)[R0 _ 1] (57)

Bmlq+ e(n+r)(a+r) + eps(n+r) + er(l —p)(a +7)]

gK (1 = p)(a+7)(p + )[R — 1]

A= et o+ (@t ) +oprln+r) + ol —p)(a+ 7] (58)
Donde
 Brmip+ oK)
fo = Kq(p+7) (59)

2Ver desarrollo de los calculos Anexo B pag
3Ver desarrollo de los calculos Anexo C pég
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con

g=(k+r)(n+r)(a+r)

m=pn+r)+6(1l—p)(at+r)

Ry corresponde al ntimero bésico de reproduccion. Obsérvese que si Ry = 1 y sustituyenyo

K= L se obtiene el punto libre de infeccion.
r

Luego si Ry > 1 entonces existe un unico equilibrio endémico F; = (S*, E* I*, A*). Los

resultados se resumen en la siguiente proposicion.

Proposicién 1. Siempre existe un equilibrio libre de infeccion Ey = (£,0,0,0). Si Ry > 1

ademéas de Ej existe un equilibrio endémico Ey = (S*, E*, I*, A*).
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Capitulo 6

Estabilidad

En esta secciéon se analiza la estabilidad local de Ej, para tal fin se hace uso del Teorema de

Hartman-Grobman, la ley de signos de Descartes y el criterio de Routh-Hurwitz.

La matriz Jacobiana del sistema (4.12)), corresponde a:

(MR retr) e —(Ere) - (B4
BUI+IA) —(k+7r BS BsS
J(S, B, T, A)— K (K +7) i i
0 DK —(a+1) 0

0 (1-p)k 0 —(n+r)

6.1. Equilibrio trivial

Evaluando Ey = (%, 0,0, O) en la matriz da como resultad

—(p+r) o —(p+B) —(p+dP)
J(Eo)— 0 —(k+7r) B B6
0 PR —(a+7r) 0

0 (I-p)k 0 —(n+r)

Ver desarrollo de los célculos Anexo D pag
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y se conoce como linealizacion del sistema (4.12)) alrededor del punto de equilibrio Ey. Al
calcular el det (A — J (Ep)), se obtiene uno de los valores propios de J (Ey) que esta dado

por:

A=—(p+Tr) (6.1)

Ademas la solucion de este determinante det (Al — J (Ey)) proporciona el siguiente polinomio

caracteristico
g =A+r+r)A+a+r)A+n+7r)—BelpA+n+7r)+ (1 =pdA+a+71) (6.2)

y satisface las siguientes propiedades

lim g(\) = oo
A—00
lim g(\) = —o0
A——00

= —Bkr(1—p)d(a—n)

)
)
9(0) = q(1 - Ry)
)
) = —Brp(n—a). (6.3)

Por otro lado, el polinomio g(\) definido en (6.2)) se reescribe como
g(\) = N 4+ ao)? + a1\ + ag, (6.4)

donde
ay = K+n+a+3r
ar = (k+r)n+a+2r)+ 0 +r)(a+r)—Brp+1-p)
ap = q(1 — Ro)
Dado que ay > 0y ag > 0 si y solo si Ry < 1. Aplicando criterio de Descartes se concluye

que si Ry < 1 entonces se tienen las siguientes opciones para la existencia de las raices de
g(A):

1. El polinomio tiene cero o dos raices reales positivas

az | a2 | a1 | 49
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2. El polinomio tiene una o tres raices reales negativas.

az | a2 | a1 | Ao

I

It

Por otro lado, a partir de (6.3)) se verifica que si 7 = «, entonces \y = —(n+7r)y Ay = —(a+7)

son dos raices negativas. Por consiguiente el polinonio g(\) tiene tres raices negativas.

Por otro lado, si n # « entonces g(—(n+r)) v g(—(a + 1)) tienen signos opuestos lo cual
implica la existencia de dos raices reales negativas, el resultado anterior se resume en la

siguiente proposicion.

Proposiciéon 2. Si Ry < 1, entonces el equilibrio libre de infeccion FEy es locamente

asintoticamente estable.

Una demostracion alternativa para mostrar la estabilidad del equilibrio libre de infecciéon se
obtiene cuando el equilibrio endémico se reduce al equilibrio trivial haciendo k = 0, para ello

se consideraPt

A+—5(I;6A)+(g0+r) © %—Hp %4—@
—BU+s4) —BS —B38S
I — J(Ey)— i A (k+T) = 2
0 —pK A (a+71) 0
0 —(1—p)r 0 A+(n+r)

A partir de (8.3.2)) se verifica que para k = 0 los valores propios de J(E}) son A\ = —(a+7),

Ao = —(n+ 1) y las raices de la siguiente ecuacion cuadrética.

B(I+0A)

o [ B(I+0A)
o (U284 :

I +¢+k+2r>)\+{

(k;+go+r)+(go+r)(k+r)}:o (6.5)

La estabilidad del PVI estd relacionada con el signo de la parte real de los valores propios

de la ecuacion caracteristica del sistema (4.12]) para esto de hace uso del criterio de Routh-

2Ver desarrollo de los calculos Anexo E pag
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Hurwitz el cual establece que la parte real de los valores propios de un polinomio caracteristico

de grado 2 son menores que cero , si a; > 0y as > 0.
Dado que los coeficientes de (6.5)) son positivos, entonces a partir de este criterio se concluye
que sus raices tienen parte real negativa, en consecuencia F; es localmente asintoéticamente

estable.

Para k # 0 se obtiene el equilibrio endémico y el comportamiento de las soluciones de (4.12))

se verifica mediante simulaciones numeéricas.
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Capitulo 7

Diseno de una estrategia 6ptima de

vacunacion

La vacunaciéon es considerada un método eficaz en el control de enfermedades contagiosas,
el diseno de campanas de vacunaciéon antes de su implementaciéon permite, minimizar la
cantidad de enfermos a causa del virus, las visitas al médico, las ausencias en el lugar de
trabajo y optimizar los recursos de la mejor manera [9, [14]. Lo anterior motiva a la busqueda
de una estrategia de vacunacién para controlar la incidencia de la influenza A en Pasto,

haciendo uso del modelado matematico con control 6ptimo.

los virus A(HIN1) y A(H3N2) son los subtipos de influenza A que producen mayores
epidemias estacionales en los seres humanos, por tal motivo los encargados de la salud publica
los han considerado como componentes claves en la elaboraciéon de las vacunas ( También se
incluye una cepa de tipo B). Luego teoricamente todo individuo vacunado guarda inmunidad

a estas cepas y ha sus mutaciones leves.

El proceso de vacunaciéon es un método preventivo, en consecuencia solo aplica para
individuos susceptibles a contraer el virus. De esta forma el sistema de control que se propone

a continuacion establece:

1. Sistema de ecuaciones de estado: Si la vacuna tiene efectividad en el individuo,
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este se dirige a la clase de recuperacion; es claro que el individuo no puede volver hacer
susceptible a las cepas A(HIN1) y A(H3N2), debido a la composicion de la vacuna.
Partiendo de esta consideracion y las mencionados en el modelo definido en (4.2)), se

obtiene el sistema #(t) = f (x, u) definido por:

S = p—BSE —rS+pR—yuS (7.1)
E = BSA —(k+71)E

A = prE—(a+nr)I

I = (1-pkE—(n+nr)A

R = al+nA—(r+¢)R+~uS

con A=14+0A

Como en Pasto la vacuna es aplicada tinicamente a gestantes a partir de la semana 14,
poblacién adulta mayor a 60 anos y ninos de 3 meses a 26, se asume que u representa la
velocidad con que estos individuos han sido vacunados en el tiempo ¢, y v la efectividad

de la vacuna.

Bajo el supuesto de que la vacunacion se realiza en el periodo de tiempo [0, T']. Relativo

al sistema (|7.1]), las condiciones de frontera estan dadas por:

z(0) = 2°, (7.2)

z(t)) = x' (7.3)
Es importante resaltar que x(t;) es libre, mientras que z(0) y 7" = ¢; son dados.

. Funcién costo: Debido a que el virus de influenza muta se sabe que tarde o temprano
una nueva variante surge, por lo cual se deben tomar contramedidas antes de que el
brote cause graves complicaciones, en este sentido lo ideal serfa vacunar a toda a toda la
poblacion con el objeto de minimizar el nimero de infecciosos (en términos matematicos
seria aplicar el control u = 1, en el periodo [0, T). Pero lamentablemente vacunar tiene

un precio econdémico, por lo que se debe buscar una estrategia de vacunar y distribuir
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los recursos de la menor manera [58]. En este sentido el problema que se plantea aqui
trata de reducir al minimo las personas infecciosas a través de la vacunacion de tal
manera que los costos por aplicacion de vacunas también sean minimos, en este sentido
se esta buscando la estrategia que menor individuos implique vacunar. Resumiendo el

problema de control que se plantea aqui pretende minimizar
= El ntiimero de individuos Infecciosos.
= Los costos generados por la compra de las vacunas y el personal requerido para

el suministro de la dosis a cada paciente.

En lenguaje matemaético esto se expresa de la siguiente manera:
T
Ju) = / [wi I + wyu?]dt (7.4)
0

wy corresponde al peso relativo de los Infecciosos, ws es el peso relativo al control u, w1
indica la incidenci tiene el control u sobre los infecci 2 se implement

indica la incidencia que tiene el control u sobre los infecciosos y wou” se implementa
para medir los costos por compra y aplicacion de vacunas [58]. El objetivo es minimizar
J(u), esto significa encontrar una manera de vacunar a la poblacion, expresada por la
funcion u definida en el intervalo de tiempo [0, 7], de modo que se reduzca al minimo

el nimero de personas infecciosas [58].

Si u* es la funcién 6ptima buscada debe satisfacer

J[u'] = min J|u]. (7.5)

ucld

Luego el control 6ptimo queda definido de la siguiente manera.

#(t) = f (0 (76)
z(0) = 2
z(t)) = '

Ju] = /OT[wlS + wyu?)dt

El funcional (7.4 es una modificacion de las funciones de costo dadas en las investigaciones

[59] y [31] para una enfermedad epidémica, la primera tiene como objetivo minimizar los
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susceptibles, infectados, recuperados y cantidad de individuos vacunados (término cuadratico
del funcional) en un modelo SIRS, y la segunda minimizar el niimero de muertos y el monto de
dinero que se tiene que gastar por la compra de vacunas (término cuadratico del funcional).
De esta forma para establecer el funcional anteriormente mencionado se considera de [59] la

expresion wy I y el término cuadrético de [31].

7.1. Existencia del control 6ptimo

Proposicion 3. Para el problema de control 6ptimo definido por (7.7)) existe el par admisible
(z*(0), u*) tal que

J(2*(0), w*) = min{J(2°, w) : £(0) = 2° es una condicién inicial y w es un control},

ver [62] para una demostracion.

7.2. Deducién del control 6ptimo

Las condiciones necesarias que debe cumplir el control 6ptimo provienen del principio del
maximo de Pontriagyn, el cual permite convertir el sistema y el funcional en un problema

donde se debe minimizar el Hamiltoniano H con respecto a u.

El Hamiltoniano obtenido a partir de las ecuaciones de estado y el funcional de costo esta

dado porf}

(I +64)

N —rS+ R —yuS

H(t,z,p) = wil+wu?+p; {N—BS

s [/35%

+ps [(1 = p)kE — (n+1)A] + ps[al + nA — (¢ + )R+ yuS],

—(k+ T)E} + p3 [pkE — (o + )]

(7.7)

'Ver desarrollo de los calculos Anexo F pag
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donde p = (p1, p2, p3, Pa, P5) €s el vector de variables adjuntas, el cual satisface

dp i

dt ~ dam e
o equivalentemente
d I+0A S
% = % (1 - N) (p1 — p2) +yulpr — ps) +rp
d S(I+6A
% - %(p2 —p1) + (5 +7)p2 — pEps — (1 = p)rps
d S I+6A
B s B2 (1= ) )+ - o
d S I+6A
I e [ SERUR e
d S(I+0A
% = pSU+04) (N2 )(Pz —p1) + (@ +71)ps — dpr1. (7.9)

Las condiciones de transversabilidad estan dadas por

Ademas, a partir de las condiciones de optimabilidad (%% = 0) se obtiene el control 6ptimo

dado por [} : 8
« YD1 —Ps
N 211)2

ZVer desarrollo de los calculos Anexo G pag
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Capitulo 8

Resultados

En esta seccion se presentan los resultados numéricos y graficos que ilustran el
comportamiento de la poblacién, para ello es necesario establecer el valor numeérico de los
parametros; al especificar los parametros del modelo la tasa de nacimientos y la tasa de
mortalidad de Pasto para el ano 2011 y 2010 respectivamente, se la obtuvo del Dane [60].
La eficacia de la vacuna fue proporcionada por el programa ampliado de inmunizaciones de
Pasto, la informacion esta plasmada en [61]. Para los demas parametros se emplearon valores
similares a reportados en |[55]. La tabla siguiente proporciona un resumen de las definiciones

y valor de cada parametro.

Parametro Descripcion Valor
I Tasa de nacimiento 11,6
d Tasa de mortalidad 0,0041
15} Tasa de contacto 0,3
K Tasa de transmision para los expuestos 0,5
P Proporcién de individuos que desarrollan sintomas 0,8
Q Tasa de recuperacion de los infecciosos 0,3
i Tasa de recuperacion de los asintométicos 0,4
) Tasa de infeccion reducida de los asintomaticos 0,01
% Tasa con que un individuo recuperado pasa a susceptible 0,8
v Efectividad de la vacuna 0,75
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8.1. Extincion de la enfermedad

Las simulaciones que se presentan a continuacion fueron elaboradas con la funcion ode4b del
software mateméatico Matlab. Aqui el nimero reproductivo béasico Ry representa el nimero
de infecciones secundarias que surgen por una persona infectada, cuando es introducida a la

poblacion susceptible. Si Ry < 1 la enfermedad se extingue, y si Ry > 1 la enfermedad se

propaga.

Para determinar la estabilidad del equilibrio libre de infeccion se considera algunos
parametros de la tabla anterior, y se varia las condiciones iniciales. Se observa que sin
importar el valor que tomen las condiciones, siempre que Ry < 1, las soluciones tienden
al punto de equilibrio Fy = (2.829,0,0,0), para ilustrar esta situacion se presentan dos
graficas; para la primera se asume los pardmetros de la tabla, y para la segunda se varia las

tasas de recuperacion para los infecciosos y asintomaéticos, siendo n = 0,5y a = 0, 4.

Figura 8.1: Grafica de las poblaciones en funcion del tiempo, con condiciones iniciales

S(0) = 1.500, £(0) = 900, I(0) = 200, A(0) = 200, con ¢ = 15 dias y Ro = 0, 8269763.
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Figura 8.2: Gréfica de las poblaciones en funcién del tiempo, con condiciones iniciales

S(0) = 1.000, E(0) = 600, 1(0) = 400, A(0) = 300, con ¢ = 30 dias y Ry = 0, 6363043.

Las gréaficas indican que en cualquier tiempo t si Ry < 1, la llegada de un infeccioso
no promueve la propagacion de la enfermedad, por lo cual los expuestos, infecciosos y

asintomaticos se extinguen y los susceptibles tiende al valor limite de la poblacién.

8.2. Brote epidémico

Para mostrar la estabilidad asintotica del equilibrio endémico, se realiz6 varias simulaciones
considerando diferentes condiciones iniciales de tal forma que las soluciones no se salgan
del conjunto de interés biologico, para ello se asume que el ntimero méaximo que puede
llegar a tomar la poblacion en estudio es K = 2.829 personas que se distribuyen en cuatro
poblaciones (s(t), E(t), I(t), A(t)); ademés se calculé el nimero reproductivo bésico con el

objeto de garantizar la presencia de brote a causa de la enfermedad.

De acuerdo a lo observado se establece que sin importar la tasa de infeccion de los
asintomaticos e infecciosos las soluciones se aproximan a un punto endémico en cualquier
tiempo que se suponga para el brote. Si la condicion inicial para las personas susceptibles es

relativamente alta en comparacion con los demés grupos, el nimero de individuos infecciosos
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crece exponencialmente, contrariamente al de los susceptibles; por otro lado si la diferencia
de individuos por clase no es muy significativa, las soluciones presentan perturbaciones, no
obstante logran estabilizarse al cabo de un tiempo. Lo anterior permite afirmar que sin
importar el estado inicial del sistema en un brote de influenza A las soluciones se estabilizan

al transcurrir el tiempo. Las graficas que se presentan a continuacién ilustran esta situacion.

Para la figura(8.3) se tomaron los siguientes pardametros: u = 11.6, § = 0.8, a = 0.244,
¢ = 0.8, d = 0.0041, kK = 0.526, p = 0.8, n = 0.244 y § = 1, algunos de los datos se
usaron para hallar las soluciones que se indican en la figura(8.4) con 6 = 0.2 y = 0.6. Las

condiciones iniciales para estas dltimas se toman a igual al anterior escenario.

Figura 8.3: Gréfica de las poblaciones en funcién del tiempo, con condiciones iniciales

S(0) = 2629, E(0) = 90, I(0) = 60, A(0) = 50, con t = 30 dfas y Ry = 3,1995666.

Las graficas ilustran el comportamiento de la poblacién cuando hay incidencia de la influenza
A en un periodo 30 dias. Obsérvese que las personas susceptibles decrecen para este periodo

por la presencia de la infeccion, pero se mantiene un nimero de susceptibles superior a 1000,
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que en comparacion con las otras clases es alto por la perdida de inmunidad. Note que el virus
es capaz de producir un gran ntimero de infecciosos, asintométicos y expuestos, situacion que

se evidencia por el crecimiento de los grupos en mencion.

Figura 8.4: Grafica de las poblaciones en funcion del tiempo, con condiciones iniciales

S(0) = 2629, E(0) = 90, 1(0) = 60, A(0) = 50, con t = 30 dias y Ry = 2,015727.

Las figuras (8.5) y (8.6) se elaboran con los parametros de (8.4) en un lapso de tiempo

diferente, en ambos casos se indican perturbaciones que posteriormente logran estabilizarse.
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Figura 8.5: Poblaciones en funcion del tiempo, con condiciones iniciales S(0) = 1400, F(0) =

700, 1(0) = 400, A(0) = 329, con t = 30 dias y Ry = 2,015727.
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Figura 8.6: Grafica de las en funcion del tiempo, con condiciones iniciales S(0) =

1400, E(0) = 700, 1(0) = 400, A(0) = 329, con ¢ = 60 dias y Ry = 2,015727.

Siguiendo este orden de ideas se concluye que si Ry > 1 toda soluciéon se aproxima a un

equilibrio endémico Fj.

8.3. Control de la enfermedad

En este apartado se presentan las simulaciones numeéricas para el problema de control, para
tal objetivo se utiliza el sistema original ((7.1)) pues sin importar la dimension del modelo este
tipo de problemas se abordan desde el punto de vista numérico. Aqui el sistema de control

se soluciona usando el método del barrido hacia delatante y hacia atrés.

La grafica (8.7) y la tabla (??) seran utilizadas para analizar el comportamiento de la
poblacién cuando hay brote epidémico y control sobre él. Para este esquema se presenta

una aproximacion del equilibrio endémico F; ya que sera tomado como condiciéon de frontera
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para el problema de control. Se desarrollara un andlisis hipotético en base algunos datos
y supuestos sobre comportamiento de la poblaciéon en el municipio de Pasto, para dicho
analisis se tendra en cuenta que estudiar el comportamiento a largo plazo de la poblacién
en su totalidad, es equivalente a analizar una subpoblacién cuyo tamano se aproxima a £.
Las tasas de natalidad (11.6) y mortalidad (0.0041) en Pasto se toman para el ano 2011, y
una eficacia de la vacunacion del 75 %; para los deméas datos se consideran valores cercanos
a los mostrados en [55]; de esta forma se establece que los infecciosos contagian al 60 % de la
poblacion, los asintométicos al 30 %, y se recuperan el 20 % y 40 % respectivamente, el 50 %
de los individuos expuestos pasan hacer infectados, de los cuales el 60 % son infecciosos y

40 % asintométicos.Por ultimo se asume una perdida de imunidad del 60 %.

Para dar una aproximacion del equilibrio endémico se toma el punto arrojado por Matlab
E, = (813,511,785,392). Ya que F; corresponde al sistema limite a partir se da una
aproximacion de F; para el modelo original, como se asumi6é que la poblacion tiende a
la constante K = 2.829 personas, se tiene que la clase recuperada en ese instante es
equivalente a R(t) = 839, de manera que el equilibro endémico del sistema esta dado
por E; = (813,511, 785,392, 839)
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Figura 8.7: Gréfica de las poblaciones en funcién del tiempo, con condiciones iniciales
S(0) = 2.550, E(0) = 200, 1(0) = 50, A(0) = 29, t = 30 dias, parametros p = 11.6, § = 0.6,
a=02 ¢ =06 d=0.0041, Kk =05, p=06,n7n=04,0=03c¢ =0.001,c =08y
Ry =1,92622.

8.3.1. Comparacién de la dinamica poblacional

Para observar los efectos que causa el control sobre el comportamiento de la poblacion, se

presentan dos escenarios que permiten comparar la dinidmica con control y sin control.
= Escenario 1: Corresponde a las soluciones que tienden al equilibrio endémico

mostradas en (8.7, cuando los susceptible no han sido vacunados (u = 0).

» Escenario 2: Corresponde a las curvas mostradas en (8.8) que indican el
comportamiento de la poblacién cuando es controlada por medio de la vacuna con

una eficacia de 0,75, durante 30 dias de campana de inmunizacion.

La grafica (8.8)) se la elabor6 con las mismas condiciones iniciales y pardmetros para la (8.7)),

adicionalmente se incluye la eficacia de la vacuna vy = 0.75; ya que ({8.7) se hizo en base al
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sistema limite, el vector solucién comprende cuatros componentes, en este sentido para el
poblema de control 6ptimo se toma R(0) = 0 con el fin de no salirnos del conjunto de interés

biologico para (4.12]).

Las gréficas para el escenario 1 muestran que los susceptibles decrecen exponencialmente,
de 2.000 a valores cercanos a 800, en el escenario 2 se indica que los individuos susceptibles
pueden llegar a tomar valores entre 1.000 y 2.000, nétese que lo apropiado seria reducir
susceptibles también, sin embargo como hablamos de influenza A siempre va haber un
ntimero de susceptibles alto por la variacién antigénica del virus. No obstante obsérvese
en el escenario 2 cémo la dindmica de las poblaciones expuesta infecciosa y asintomaética

se ve afectada de forma positiva por el control.

Figura 8.8: Graficas de las poblaciones en funcién del tiempo, con condiciones iniciales
S(0) = 2550, E£(0) = 200,7(0) = 50, A(0) = 29,R(0) = 0 con t = 30 dias, w; = 0.001,
wy = 0.8y Ry =1,92622.
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En la parte inferior izquierda de la gréafica se muestra una estrategia Optima para
vacunar a la poblaciéon en estudio con costos minimos por aplicaciéon y compras de vacunas.
La metodologia considera en iniciar vacunando al 100 % los grupos criticos durante los 5
primeros dias, en los cinco siguientes al 90 %, del dia 10 al 30 las graficas arrojan que se
debe disminuir la tasa de vacunacion hasta que al finalizar de la campana se llegue al punto

donde ya no hay que vacunar(dia 30).

8.3.2. Control del equilibrio endémico

Como las campafias de vacunaciéon en Pasto duran aproximadamente entre uno y dos
meses, se elaboran graficas para un periodo de 30 dias. El equilibrio endémico F; =
(813,511, 785,392, 389) obtenido para se supone como condiciéon inicial de frontera,
pues cualquier solucién en el escenario 1 va a tender aproximadamente a ese punto, usando
la teoria de control se busca llevar el estado del sistema por medio de aplicaciéon de vacunas a
un punto donde los Infectados disminuyan. Lo més conveniente seria llevar a E; al equilibrio
trivial, no obstante si no es posible al menos se trata de buscar un estado donde el brote

produzca un menor nimero de casos.
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Figura 8.9: Graficas de las poblaciones en funcién del tiempo, con condiciones iniciales
S(0) = 813, E(0) = 511,1(0) = 785, A(0) = 392, R(0) = 389 con t = 30 dias, w; = 0.001,
wy = 0.8y Ry =1,92622

De las graficas se puede decir que durante el periodo de vacunacién en un brote epidémico
de influenza A, es posible disminuir los efectos de la epidemia por medio de la vacuna ya
que se disminuye la cantidad de infecciosos, asintométicos, expuestos, se incrementa la clase
recuperada, aunque se mantiene a los susceptible en niimero elevado; porque si bien es cierto
todo individuo que ha sido infectado después de recuperado pierde inmunidad, esto hace que

sea realmente dificil controlar este estado.
El control nos dice que se deberia comenzar vacunando durante los primeros 18 dias

aproximadamente la totalidad de los grupos de mayor de riesgo de Pasto, luego el porcentaje

de individuos vacunados desciende hasta el dia final.
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Conclusiones y preguntas abiertas

Los virus de influenza que circulan a nivel mundial, nacional y regional con mayor frecuencia
son los de tipo A, particularmente los subtipos AHIN1, AH3N2 y algunos virus de influenza
A sin subtipificar (no son variaciones de los dos primeros y su incidencia es minima ), y dos

de tipo B cuya incidencia es menor.

Mientras que las variaciones de los virus de influenza AHIN1 y AH3N2 no causen problemas
graves en la salud, no se las cuantifica ni se las subtipifica, ya que este proceso es algo
complejo. Luego aludir a estos dos subtipos es una forma genérica para hablar de sus

variaciones que causan sintomas leves.

Para esta investigacion, se alude a la influenza A para hablar de los subtipos que mayor
incidencia tiene en el ser humano, es decir las cepas AHIN1, AH3N2 y algunos virus de
influenza A sin subtipificar. Aunque no se cuenta con una literatura detallada sobre la
propagacion de la influenza A en el municipio de San Juan Pasto, se puede establecer
que por el clima frio y la capacidad autolimitada del virus, esta enfermedad persiste y
permanece todos los meses del ano, por lo cual es interesante determinar su comportamiento
epidemiologico haciendo uso de la modelacion matematica. Antes de tocar la tltima idea en
mencion, primero se presentaran algunas conclusiones sobre las investigaciones hechas en la

modelacion de esta enfermedad.

Como la infecciéon ha causado gran impacto varios estudios se han hecho entorno a su
propagacion utilizando la modelacion matematica, algunas de las investigaciones encontradas

incluyen la teoria de control, con el objetivo de determinar las estrategias més 6ptimas para

65



reducir los efectos de la enfermedad. Entre los métodos de control que se estudian estén la

vacunacion, el tratamiento, el distanciamiento social.

La vacunacion es el método de control preventivo mas efectivo para reducir los brotes. Los

estudios que se han hecho entorno a ésta pretenden:

Buscar una estrategia 6ptima para asignar la vacuna por grupos de edad y grupos de

riesgo

= Buscar una estrategia de asignaciéon de vacunas teniendo en cuenta los costos

monetarios por compras y aplicacion de vacunas.

= Encontrar una estrategia de asignaciéon de vacunas cuando se ha retrasado su

fabricacion.

» Determinar las cepas de virus para la composicion de la vacuna y lograr una eficacia

Optima.

El sistema auténomo no lineal que modela la dinamica de la influenza A en el municipio de
Pasto, considera que la poblacion esta dividida en 5 grupos: Susceptibles S(t), Expuestos
E(t), Infecciosos I(t), Asintoméaticos A(t) y Recuperados R(t); como se modela la influenza A
considerando que la componen los subtipos AHIN1, AH3N2 y algunos subtipos de influenza
A no subtipificados que causan enfermedades leves, se tiene que mientras el individuo se
vuelve inmune a una cepa particular no necesariamente lo serd para las demas, este hecho
permite asumir que los recuperados vuelven a ser susceptibles. Ademas como el municipio
cuenta con un clima frio y por la propiedad autolimitada del virus, se incluye la existencia
de muertes y nacimientos, en consecuencia la poblacion en estudio es variable. Como la
poblacion total se aproxima asintoticamente a una constante K, el sistema auténomo no
lineal puede ser analizado a partir del sistema limite tipo SEIA para facilitar el desarrollo

de algunos célculos, y su comportamiento a largo plazo es similar al modelo original.

Existen dos equilibrios locales para el sistema 1) Ey = (%,O, 0,0) si Rp = 1,y
Ey = (S*, E*, I*, A*) si Ry > 1, para los cuales:
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= El equilibrio libre de infeccion Fy = (‘E‘, 0,0, 0) , es localmente asintoticamente estable

siy solo Ry < 1.

» El equilibrio endémico F; = (S*, E*, I*, A*) es localmente asintéticamente estable si

k=0.

En cuanto a las simulaciones numéricas, se observa que las soluciones para la dindmica de la
poblacién sin presencia de la enfermedad, tienden al punto de equilibrio trivial sin importar

las condiciones iniciales, siempre que Ry < 1.

Si Ry < 1 las soluciones tienden asintoticamente a un punto de equilibrio endémico.

El sistema de control, estd formado por las ecuaciones de estado que involucran la variable
de control es la vacuna u(t), la cual representa la velocidad con que se deben vacunar a
las personas maés criticas al contagio en Pasto, la hipdtesis fundamental del modelo plantea
que la personas susceptibles que han sido inmunizadas pasan directamente a la clase de

recuperacion y se guardan proteccion a los virus de la composicion.

El funcional de costo asociado al sistema de control tiene como objetivo minimizar los
individuos infecciosos, al mismo tiempo que minimiza los precios por compra y aplicacion de

vacunas.

Las simulaciones numéricas muestran que es esencial vacunar con la tasa més alta posible a
gestantes a partir de la semana 14, adultos mayores de 60 anos y ninos entre 3 a 26 meses, para
minimizar el namero de individuos infecciosos, en consecuencia expuestos, asintomaticos,
y aumentar la cantidad de recuperados, con costos por compras y aplicacion de vacunas

minimos.

El comportamiento del sistema de control para una condiciéon inicial arbitraria y una
aproximaciéon al punto de equilibrio endémico muestra que una estrategia de vacunacion,

es comenzar en lo posible vacunando con la tasa més alta posible a gestantes a partir del dia
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14, adultos mayores de 60 anos y ninos entre 3 a 26 meses; y al cabo de unos dias se puede

ir disminuyendo esta tasa hasta el punto en que ya no se tenga que vacunar.
El sistema de control planteado en este trabajo puede ser utilizado para modelar
comportamientos de epidemias para regiones tropicales, utilizando datos de la literatura

asociados a cada localidad.

Este trabajo deja abiertas las siguientes lineas de investigacion.

Mostrar analiticamente bajo qué condiciones E; es localmente asintéticamente estable,

si k # 0.

» Utilizando el principio de invariancia analizar la estabilidad asintotica cuando F; es

un punto de equilibrio no hiperbélico.

= Desarrollar una investigaciéon de tipo estadistico para determinar el valor de los

parametros reales en el municipio de Pasto e incorporarlos al modelo.

= Construir un modelo por estructuras de personas de alto riesgo, para determinar la

manera 6ptima de distribuir los recursos en estas subpoblaciones.

= Incorporar al modelo el control aislamiento junto con el control de vacuna.
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Anexos

Anexo A

A partir de la tercera y cuarta ecuacion del sistema (5.1)) se expresa la clase I y A, en
términos de E
prE —(a+71)1 =0

prE = (a+71r)1

I = (a+r)E
(8.1)
(1—-pkE—n+r)A=0
AZ%E (8.2)

Sustituyendo (8.1) y (8.2)) en la primera ecuacion (5.1)) se determina la clase expuesta en

términos de la susceptible.

[p(n+7)+3(1—p)(at)] (atr) () +slp(n+r)+(1=p) (a+7)] _
p= BSE aey  E— (p+1) S+ oK —¢ { T } E = {8.3)

Llamando m=p(n+7r)+06(1 —p)(a+7r)yr=p(n+r)+ (1 —p) (a+ ) se tiene

B BSkEm B . B (a+r)(n+r)+kr _

b Rarnmins  @rnStek S”{ CEnIED }E 0 B4
B BSkm (a+71)(n+r)+kr

’““(“”S”K‘{K<a+r><n+r> [ EDICED ”E (8:5)
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BSkm + oK [(a+ 1) (n+ 1) + Kr] }
— S K = E 8.6
n-lptr)S+e { K(a+r)(n+r) (8.6)
Luego la clase expuesta esta dada por:
E:K(a+r)(n+r)[u+ng—(gp+r)S] (8.7)

pSEm + K [(a+r) (n+7) + rr]

En (8.1) v (8.2) sustituimos la clase expuesta para obtener la infecciosa y asintomatica en

términos de la susceptible.

_ PEK(+7)[p+ oK —(p+7) 5]

8.8
B+ oI [(a+ 1) (1+ 1) + (&)
BSEm + oK [(a+7) (n + 1) + K]
Anexo B
Para mostrar que Ey = (‘f, 0,0, O) es un punto de equilibrio y es tinico sustituimos Sy = —
,
en el numerador de (8.7), (8.8)) y
E=K(a+r)(n+r) [,u—l—go—— o+T) }
E=K(a+r)(n+r) [Wrs@——so——u}
E=K(a+r)(n+r)«x0=0 (8.10)
pwooop
I =prK (n+r) [M+90——90——#}
r r
I =pcK (n+7r)*0=0
(8.11)
A=Kr(a+r)(l-p) u+<p%—sog—u
A=Kr(a+1)(1—p)x0=0 (8.12)
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Anexo C

A partir de la tercera y cuarta ecuacion del sistema (5.1]) se expresa la clase E e I, en

términos de la clase A.

n—+r
pkE _ p(n+r)

(8.14)

S atr (a+r)(1—Dp)

De la segunda ecuacion del sistema (5.1 se depeja la clase susceptible, luego se sustituye la

clase E e I obtenidas en (8.13)) y (8.14]) respecivamente.

K(k+7r)(n+r)
K+r) . (-pn_  E®+n)@+nla+n)
p(n+r) Brlpm+r)+d(1—p)(a+r)
Slaparn 4

B(I+0A)

Sustituyendo el valor de m y llamando ¢ = (k+ ) (n + ) (a + 1) se tiene

_ Kq
~ Bkm

(8.15)

En la primera ecuacion de (5.1]) se sustituye (8.13)), (8.14) y (8.15)), de esta forma la clase A

esta dada por:

BKq | _pntr)
_,@mqu (1_p)(a+T)+6]A_qu+gp K Kq n+r p(n+r) A+A}}:O
0 K Brm prkm (1 —p)k (1—p)(a+r)
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K| __m |4
wm [(1—p><a+r>] rKq eKq @m+r) ep(n+r)

N _ + oK — _ A— A—pA=0
H K Brm v frkm (1 —p)k (1—-p)(a+r) 14

B Kgm _ THq _eKq emtr),  eptr)
b Rem gt n) . Bem TP T Bem T @opat A-plasn P40
_Kq(p+r) q em+r)  oph+r) _
R m {m—p)(am*<1—p>m+<1—p><oa+r>+*”}A‘0

Brm (n+ oK) — Kq(p+7r) lg+pm+7r)(a+7r)+ops(n+7r)+ okl —p)(a+7)]

Brm - k(1 —p)(a+r) 8
_ r(1=p)(atr)[Brm(p+ oK) = Kq(p +7)]
Bemlg+on+r)(a+7)+ppr(n+r)+ s (l—p)(a+7)
(1—p)(a+r)[Bem(u+ oK) — Kq(p+1)] (.16)

" Bmlgtemrr)(atr)+epr(ntr)+er(l—p)(atr)

Se sustituye el valor de A obtenida en (8.16)) en (8.13) y (8.14]) para obtener la clase F e [

(n+7)(a+r)[Bem (p+ oK) — Kq(o+7)]

T Bemlg+em+r)(a+r)+opr(+1) + ok (l—p) (a+1) (8.17)

I = p(n+r)[Bem (p+ oK) — Kq(p+71)]
Bmlg+e+r)(a+7r)+eps(n+7)+en(l—p)(a+7)

(8.18)
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Para que la solucion endémica exista y tenga sentido bioldgico el numerador de las clases F,

A, e I debe ser siempre positivo, este hecho lleva a considerar

Brm (u+ pK) — Kq(e+71r) >0 (8.19)
0 equivalentemente
Brm (1 + ¢K)
Ry = > 1 8.20
" Kq(p+r) (8:20)

Donde Ry es el nimero béasico de reproduccion.

Expresando la clase susceptible en términos de Ry se tiene,

1 Bkm
Rl e 21
S~ Iq (8.21)

multiplicamos y dividimos el lado derecho de la igualdad de (8.21)) por las expresiones (¢ +1)

y (14 ¢K)

1 Bkm(p+ oK) (p+r1) (8.22)

S Kq(p+7)(p+eK)
1_p (pt7)

S (u+ k)

De esta forma la soluciéon endémica dada anteriormente, en términos de Ry queda descrita

por:

_ t oK)
S=pioTn) (8.23)

e Kqn+r)(a+7r)(p+r)[R — 1]
Brmlg + o +7r)(a+71) + epr(n+1) + pr(l —p)(a+7)]

(8.24)
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I = PqK(U+T)(90+7”)[RO — 1] (825)

Bmlq + o(n+r)(a+71)+ppr(n +r) + pr(l —p)(a+7)]

gK (1 = p)(a+7)(p + )[R — 1]

A= 8.26
Bmla + P+ 1o+ 1) + eprn )+ or(l = p)(a + 1) (8:20)
Obsérvese que si Ry = 1 y sustituyenyo K = K se obtiene:
r
g nt S _n(tE) _ p(F) _p
ot r  pdr  pdr 7
(8.27)

Es facil ver que F = 0, A = 0y I = 0, y de esta forma se obtiene el equilibrio trivial

EO - (%707070)

Anexo D

Para analizar la estabilidad del equilibrio trivial Ey = (‘;‘, 0,0, 0) en la region 2 se linealiza

el sistema (4.12); la linealizacion esta dada por la siguiente matriz Jacobiana.

(MR e tr) e (Bt (B4
BI+35A4) B8S BsS
— + =2 £
J(S,E, I, A)= K (K +7) K K
0 DK —(a+r) 0
0 (1-p)k 0 —(n+r)

Equilibrio libre de infecci6én

Evaluando el Jacobiano J en FEj se obtiene

74



—(p+r) —p  —(p+th) —(p+P)

J(Eo)— 0 —(k+7r) I6] B6
0 DK —(a+7) 0
0 (1-p)k 0 —(n+r)

Para determiar los valores propios, primero se calcula la matriz A\I — J(Ep), de donde

At (p+r) @ (b+8)  (p+0p)
A — () - 0 A (k+7) -3 —36
0 —pK A+ (a+7) 0

0 —(1-p)k 0 A (n+r)

El det(A — J(Ey)) = 0 proporciona la siguiente ecuacion Caracteristica :

A+ (p+r){c+n+r)[A+r+r)AN+a+7r)—Bpr] — Bok(1—p)(A+a+71)} =0
(8.28)

De esta manera uno de los valores propios debe estar dado por:
A=—(p+Tr) (8.29)
y los demas valores propios dependen de la siguiente ecuacion
(k+n+r)[(AN+r+r)AN+a+71)—Ppr| —BIk(1l—p)(A+a+71)=0
o equivalentemente
g A) = A+r+r)A+a+r)A+n+71)—BrlpA+n+7r)+(1—p)d(A+a+71)] =0 (8.30)
Se calcula p(0)

9(0) = (k+r)(a+r)(n+r)— Bklp(n +r) + (1 — p)(a+1)]
=q— Bkm

q

=q(1 - Ro)
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Se calcula g(—(n + 7))

g(=Mm+7r)=k—=n)(a=n)(n—mn)—Bklp(n—mn)+ (1 -p)d(a—n)
=—Bk(1-p)d(a—n)

Se calcula p(—(a + 1))

g(=(a+r))=(k—a)(a—-a)(n—a)=Bkp(n—a)+(1-p)d(a—a)
= Bpk(a+r)(n+7)

Ademas podemos escribir la ecuacion [6.2] de la siguiente manera

[)\2+(/f—l—r))\+(77—|—r))\+(77—|—7“)(/i+r)} (A +a+71)— Bpr\ — Bpr (n+ 1)
—Bék (1 —p) A= Bok (1 —p) (a+7r)=0 (8.31)

Obteniendo como resultado
/\3 =+ ag)\2 + CL1>\ + ag = O (832)

Donde los coeficientes del polinomio caracteristico son:

ay =K +n+a+3r
ar = (k+r)(n+a+2r)+ n+r)a+r)—Brp+i(l-p)
ap = q(1 — Ry)

Anexo E

En este anexo se prueba la estabilidad del equilibrio endémico E; cuando k = 0.

Se encuentra la matriz I\ — J(F;) para posteriormente encontrar el determinante y el

polinomio caracteristico asociado.
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A+ B84 4 (4 ) © b5+ B2 4
—BU+44) —BS —B5S
I — J(Ey)— K At(etr) % s
0 —pK A+ (a+7) 0

0 —(1-p)k 0 A (n+r)

Solucionando el determinante se obtiene

{)\+6(I+6A)

e +(go+r)}[A+(k+r)][>\+(a+r)][n+(>\+r)]+

A
LU+ 04)

e A+ (a+7)]n+A+r)]=0 (833)

Factorizando [A + (a+ 7)|[n + (A +7)]

I+0A I+0A
[A+(a+r)]p+(n+r)]{{H%Hwn Dt (k4 1)) +¢%} ~0
(8.34)
Esta ecuacion proporciona los siguientes valores propios
A=—(a+7r) y A=—(n+r)
y la siguiente ecuacion
I+0A 1+0A
{)A—%%—(@%—ﬂ] [A+(k+r)]+w%:0. (8.35)

Que corresponde a una ecuaciéon cuadratica

Az+(ﬁ(1[+(6A) +¢+k+2r> A+{M(k+@+r)+(gp+r)(k+r)} =0 (8.36)
Anexo F
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En este Anexo se calcula el Hamiltoniano y las ecuaciones adjuntas

(I +6A)

N — 1S+ R —yuS

H(t,:l:,p) = w1[+w2u2+pl |:ﬂ_55

I+0A
b |35 (e 0B e — (a1
+pa (1= p)sE — (n+7)A] + ps [l +nA — (¢ + )R +yus],
(8.37)
donde p = (p1, p2, p3, P4, P5) s el vector de variables adjuntas, el cual satisface
dp; dH
L = — 8.38

o equivalentemente

Ecuacién Adjunta de la clase susceptible

He — —p1BAN + p1 BSA p2BAN — paBSA
5= N2 —pir — piyu+ NE + psyu

_plﬁAN p1BSA p2SAN _P2ﬁSA

Hs = -+ —Pr—put—g Nz TP
A SA (p —
Hg = —% (p1 — p2) + w — P1iT = P1yu + psyu

d A S
Hg = —% = —% (p1 — p2) (1 - N) — P17 — P1yU + psyu
dp _ pA

= = (p1 —p2) (1 - 5) —yu(ps — p1) +rp1

dt N N
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Ecuacién Adjunta de la clase Expuesta

_ piBS (L +06A4) pBS(I+54)

He N2 N2

—po(k+r)+pspk+ps(1—p)k

dpy _ BS(I+54) (p1 — po)

He— _
E dt N2

—po(k+r)+pspk+ps(1—p)k

dps _ BS(I+04A)(p2—p1)
dt N2

+ (k+7)p2 — pkps — (1 — p) kps

Ecuaciéon Adjunta de la clase infecciosa

_ PPSN +piBS (I +54) | paBSN — S (I +64)

H; =w, e e —ps(a+7r)+psa
Hy =, — pljﬁ\gl\f N p1BS 5\1[2—1- JA) +p2]BVgN _ p2BS 5\1[2—1- JA) —ps(at 1)+ paa
H1=w1—p1]€S +P2]€5+p155§\1[2+ dA) _pQﬁSE\I[;L dA) —ps(a+7)+psa

Hi = =52 (=) + 55 (T 04) (= ) = ps 0+ + s

Hr= =5 =) (1= 252 ) ~ a0
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d S I+0A
le—ﬁzwl—ﬁ—(l— )(pl—p2)—p3(04+7")+p504

dt N N

= —wWi + —— N

dps BS (| _1+44
dt N

) (p1 —p2) + (@ +71)ps — aps

Ecuacién Adjunta de la clase asintomatica

_ —p1SEN + p1 S (I 4 0A) n P2BSON — pa S (I 4 0A)

Hy —ps(n+7)+1ps

N2 N2

SON S(I+6A SON S(I+6A

HA = _p16]V2 + plﬁ 5\72 ) + p2/8]V2 - p2/8 EVQ ) — P4 (n + 7’) + nPs
p1BSO  paBSO  piBS(I+0A)  puBS(I+0A)
HA:_ N + N + N2 - N2 _p4(77+7“>+77175
So S (I +J6A
Hy = _%(pl —p2)+%(p1—pz)—p4(77+7")+77p5
—d S I+0A

Hy = d? = —%(pl—pz) (5— N ) —pa(n+7r)+nps
dpy  BS I+5A

dt_W(pl_m)(é_ N >+(77+7”)p4—77p5

Ecuacién Adjunta de la clase Recuperada

_ pBS U +0A)
= e

23S (I 4+ 0A)
— e —

Hp +p1p (@ +7)ps

80



—d S(I+0A —
Hp = df5:ﬁ( NZ(M p2)+p180_(90+7’)p5

dps _ BS (I +5A) (ps — p1)
dt N2

—op1+ (o +7) ps

Anexo G

En este anexo se calcula el control 6ptimo, para ello se deriva el Hamiltoniano con respecto

a la variable de control u y se iguala a cero.

0OH
= = 2wau’ —pryS +psyS =0
ou

Despejando u* se obtiene

g 11 =ps5) S
211}2
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