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Resumen

Algunos nimeros satisfacen ciertas propiedades que los hace especiales. En este trabajo se estudia
una propiedad especial que tienen los divisores de 24, los divisores de 12 y los divisores de 4 o de
6. La primera se aprecia cuando se realiza la tabla multiplicativa de Cayley para los anillos Z,,
en la cual los 1’s aparecen unicamente en la diagonal principal, si n es un divisor de 24. Esta
surgié en una clase de teorfa de nimeros, en la cual el estudiante del Profesor Chebolu llamado
Elliott Mahler formulé la siguiente pregunta: ; Para qué valores de n, los 1’s estan unicamente en la
diagonal principal y nunca fuera de ella? En la actualidad este patrén se denomina La propiedad de
la diagonal y en este trabajo se realiza el estudio detallado de esta propiedad en los anillos Z,,, en
los anillos de polinomios Z,[x1, Z2, ..., Zn] y su extensién a la propiedad cibica de la diagonal para
los anillos Z,,. Finalmente, se plantean algunas cuestiones abiertas para la investigacién las cuales
estan relacionadas con la propiedad de la diagonal en otros anillos.



Abstract

Some numbers satisfy certain properties that make them special. In this work we study one
special property of the divisors of 24, the divisors of 12 and the divisors of 4 or 6. The first is seen
when the multiplication Cayle’s table is made for the rings Z,, for which the 1’s appear only in the
main diagonal, if n is a divisor of 24. The above arose in a number theory class of the Professor
Chebolu’s a student named Elliott Mahler asked the following question: “I see that 1’s in these
multiplication tables appear only on the diagonal. Is that always true?” Nowadays, this pattern is
known as the diagonal property. In this work we give a detailed study of this property for the rings
Zy, the rings of polynomials Z, [z, x9, . .., Ty] and its extension called the diagonal cubic property
for the rings Z,,. Finally, we state some research open questions related to the study of the diagonal
property in other rings.
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Introduccion

El estudio de la propiedad de la diagonal es muy reciente debido a que surge del estudio del
Profesor Sunil K. Chebolu de la Universidad Estatal de Ilinois en el ano 2012, quien en su articulo
titulado “What is special about the divisors of 247”7, ver [4]; menciona que por medio de la obser-
vacién de una tabla multiplicativa de Cayley su estudiante Elliott Mahler se formula la siguiente
pregunta: ;para qué valores de n, los 1’s estan unicamente en la diagonal principal y nunca fuera de
ella? Esto ha despertado el interés de varios investigadores como: Chebolu, Genzlinger, Lockridge,
entre otros, ver [4, [0, [10]. En estas investigaciones se utilizaron diferentes herramientas de la teoria
de nimeros, grupos y anillos.

Este trabajo se enfoca especificamente en recopilar y organizar algunos resultados que obtuvieron
diferentes investigadores en el estudio de la propiedad de la diagonal en los anillos Z,, anillos de
polinomios Zy[x1,x2,. .., Zy] ¥ su extensién a la propiedad de la diagonal ciibica para los anillos
L,

De esta manera este trabajo se ha organizado en cuatro capitulos que se han denominado de la
siguiente manera: Preliminares, Propiedad de la diagonal para anillos Z,,, Propiedad de la diagonal
para anillos Z,[x1, x2, ..., ;] y finalmente un capitulo denominado Propiedad cibica de la diagonal
para anillos Z,,.

En el primer capitulo se muestra algunas definiciones y teoremas que seran de utilidad para el
desarrollo y comprensién de los temas que se abordan en los capitulos posteriores, en el segundo
se da respuesta al interrogante: ;Para cuales valores de n los 1’s estan en la diagonal principal y
nunca fuera de ella? que es precisamente la propiedad de la diagonal, ademds se presentan cinco
demostraciones diferentes que dan respuesta a este interrogante, cada una de ellas basada desde
diferentes teoremas muy importantes de la teoria de nimeros. En el tercer capitulo se estudia la
propiedad de la diagonal en los anillos de polinomios Zy[z1, 2, ..., Zy], estudio que se basa en
el capitulo anterior puesto que Z, es un subanillo de Z,[x1,x2, ..., x,]. Finalmente en el cuarto
capitulo se estudia la extensién de la propiedad de la diagonal hacia la propiedad cibica de la
diagonal en los anillos Z,, en la cual se da respuesta a la pregunta ;para cuales n el 1 aparece en la
tabla de multiplicacién cubica de Z,, unicamente en la diagonal principal o proviene de los planos
coordenados?

Cabe resaltar que aunque el estudio de esta propiedad es reciente, ha ido evolucionando y a partir
de ello han surgido nuevas investigaciones. Asi por ejemplo se puede encontrar otros autores que
estudian esta propiedad en otros anillos conmutativos como es el caso de Chebolu y colaboradores
que en su articulo [5], la estudian en el contexto de dlgebras de grupo o el estudio de Castillo y
Caranguay en [3], que extienden esta propiedad para estudiar el concepto de k unidades médulo n.
De esta manera el lector puede encontrar que el estudio de esta propiedad es un campo abierto en
el que pueden surgir futuras investigaciones.

IX



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan algunas definiciones y teoremas relacionados con la Teoria de
Numeros, Teoria de Grupos y Teoria de Anillos, los cuales se utilizan a lo largo de este trabajo.
Aunque aqui no se exponen sus demostraciones, se las puede encontrar en los siguientes libros, ver
[2, 7, [12) 11, @] 13, [11]. El objetivo es contribuir a la comprensién de cada uno de estos temas ya que

ayudaran al desarrollo de los siguientes capitulos.

1.1. Teoria de Numeros

1.1.1. Divisibilidad

Teorema 1.1 (Algoritmo de la divisién). Dados enteros a y b, con b > 0, existen enteros inicos q
y 1 tales que
a=bg+r, 0<r<hb.

Los enteros q y r se llaman el cociente y el residuo, respectivamente, en la division de a por b.

Corolario 1.1. Sia y b son enteros, con b # 0, entonces existen enteros unicos q y r tales que

a=bg+r, 0<r<|b.

Definicién 1.1 (Divisibilidad). Sean a, b enteros donde a # 0. Se dice que a divide a b si existe un
entero k tal que b = ak. En tal caso se denota alb y se dice que a es un divisor de b o que b es un
multiplo de a. Para indicar que a no divide a b se escribe a t b.

Es fécil verificar que para todo entero k, 1|k y que si k # 0, kl|k.

De la anterior definicién se tiene que si a es un divisor de b, entonces b también es divisible por
—a, es decir, los divisores de un entero vienen por pares. Por esta razoén los resultados y definiciones
se limitardn a los divisores positivos, aunque algunos de ellos se podrian enunciar también para

divisores negativos.
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Teorema 1.2. Sean a,b y ¢ enteros entonces
1. Sia # 0 entonces al0,ala, a|(—a),
2. 1]a, (-1)|a.,
3. Si alb entonces albe,
4. Sialb y cld entonces ac|bd,
5. Sialb y blc entonces alc,
6. Si alb y a|c entonces para todo x,y € Z, se tiene a|(bx + cy),

7. St alb y b # 0 entonces |a| < |b,

o

. Sialb y bla entonces a =b 0 a = (-b).

Definicién 1.2 (Maximo comun divisor). Sean a y b enteros con al menos uno de ellos diferente
de cero, se denomina a m > 0 como el maximo comun divisor de a y b si m|a, m|b y para todo d

tal que d|a y d|b se tiene que d|m. Se denota con ged(a,b) al maximo comun divisor de a y b.

El siguiente teorema presenta una caracterizacion del maximo comun divisor de a y b en términos

de combinacién lineal.

Teorema 1.3. Sean a y b enteros, con al menos uno de ellos diferente de cero, y sea ged(a,b) = d,
entonces d es el menor entero positivo que se puede expresar como una combinacion lineal de a y b
y se denota

d:min{ax+by€Z+ :x,yGZ}

Definicién 1.3 (Primos relativos). Se dice que dos enteros a y b son primos relativos si ged(a, b) = 1;

es decir, si el Unico factor comun positivo que tienen es 1.

Definicién 1.4 (Minimo comin multiplo). Sean a y b enteros, el minimo comin multiplo de a y
b, denotado por lem(a,b) es el entero positivo m tal que a|m y bjm. Ademas si existe un ¢ > 0 tal

que alc y blc entonces m < c.

1.1.2. Congruencias

Definicién 1.5 (Congruencia). Se dice que a y b son congruentes médulo n # 0, lo que se denota

por a = b méd n, si n divide a a — b.

En caso que n 1 (a — b) entonces se dice que a y b son incongruentes médulo n, y se escribe
a # b(médn).
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Teorema 1.4. Sean a y b enteros, a = b(médn) si y sdlo si a y b dejan el mismo residuo cuando

se dividen por n.

El siguiente teorema presenta algunas propiedades de las congruencias, las cuales son muy tutiles

en lo que sigue.
Teorema 1.5. Si a = b(mddn) y ¢ = d(mddn) entonces
1. Para todo par de enteros v y s,ar + cs = br + ds(médn).
2. ac = bd(médn).
3. Para todo entero k,ak = bk(mddn).
4. Para todo entero r,a +r = b+ r(médn).

5. Para todo entero r,ar = br(médn).

1.1.3. Numeros primos

Definiciéon 1.6. Un entero p > 1 es un niimero primo si sus Unicos divisores positivos son 1 y el

mismo.
Teorema 1.6 (Lema de Euclides). Sip es primo y p|lab entonces pla o p|b

Teorema 1.7 (Euclides). Existen infinitos nimeros primos
Por otro lado se tienen en cuenta las siguientes definiciones.

Definicién 1.7 (Funcién de Euler). Para un entero positivo n, se denota por ¢(n) el nimero de

enteros positivos menores o iguales que n que son primos relativos con n.

Definicién 1.8 (Unidades médulo n). Para cada n > 1 se denota con U, al conjunto de todos los

enteros positivos menores que n y primos relativos con n.

1.2. Teoria de Grupos

1.2.1. Grupos y Subgrupos

Definicién 1.9 (Operacién binaria). Sea G un conjunto diferente de vacio; una operacién binaria
en G (usualmente llamada multiplicacién) es una funcién de G x G en G que asigna a cada par de

elementos (a,b) de G un elemento en G denotado por ab.
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Definicién 1.10 (Grupo). Sea G un conjunto con una operacién binaria -, se dice que (G, ) es un

grupo, si satisface las siguientes condiciones.
» Asociativa: para cualesquier a, b, c € G se tiene que
a(be) = (ab)e.
» Identidad: existe un elemento e llamado identidad o elemento neutro en G tal que
ae = ea = a, para todo a € G.

» Inverso: para cada elemento a en G, existe un elemento b en G (llamado inverso de a) tal

que
ab = ba = e.

De esta manera un grupo es un conjunto con una operacién binaria, asociativo, con identidad en el

que cada elemento tiene inverso.

Definicién 1.11 (Tabla de Cayley). Sea G = {g1, g2, ..., gn} un conjunto y - una operacién binaria
de G. La tabla de Cayley de (G, -) es una matriz de tamano n X n, tal que tal que en la (i, j)-ésima

entrada aparece el resultado de la operacién g; - g;.

Definicién 1.12 (Grupo Abeliano). Un grupo G se denomina abeliano o conmutativo si cumple

que ab = ba para todo par de elementos a,b € G.

Definicién 1.13 (Grupo ciclico). Un grupo G se denomina ciclico si existe un g € G tal que
G=(g)={¢g":nel}.

Definicién 1.14 (Orden de un grupo). El ntimero de elementos de un grupo (finito o infinito) se

denomina su orden y se denota |G].

Definicién 1.15 (Orden de un elemento). El orden de un elemento g de un grupo G es el menor
entero positivo n tal que g" = e (en notacién aditiva es el menor entero positivo n tal que ng = 0).

Se denota con |g|.

Teorema 1.8. Si d es un divisor positivo de n, el nimero de elementos de orden d en un grupo

ciclico de orden n es ¢(d).
La demostracién del anterior teorema se puede encontrar en [9, pag. 79].
Ejemplo 1.1. El conjunto Z, = {0,1,...,n— 1} para n > 1 es un grupo ciclico con la adicién

modulo n.

Definicién 1.16 (Subgrupo). Si un subconjunto no vacio H de un grupo G también es un grupo

bajo la operacién de G, se dice que H es un subgrupo de G y se denota H < G.
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1.2.2. Isomorfismo de Grupos

Definicién 1.17 (Isomorfismo de Grupos). Un isomorfismo ¢ de un grupo G a un grupo G es una

funcién uno a uno de G sobre G que preserva la operacién del grupo; esto es.
¢(ab) = ¢(a)p(b) para todo a,b en G.

Si hay un isomorfismo de G a G, se dice que G y G son isomorfos y se denota G ~ G.

1.2.3. Producto directo externo

Definicién 1.18 (Producto directo externo). Sea G1,Gs, ..., G, una coleccién finita de grupos. El
producto directo externo de G1,Ga,...,Gy escrito como G1 ® Go @ --- & Gy, = {(91,92,---,9n) :

gi € G;} donde la operacién se realiza componente a componente; esto es

(9159255 9n) - (M1, by hy) = (g1ha, g2h2, - - gnhn),
y la operacion en la i-ésima coordenada es la del grupo G;.

Teorema 1.9. Sean Gy H grupos ciclicos finitos entonces G @ H es ciclico si y solo si |G| y |H|

son primos relativos.
Corolario 1.2. Sea m = ning ---ny entonces
Zm%an @an@@znk

si y solo sin; y nj son primos relativos cuando i # j.

1.3. Teoria de Anillos

1.3.1. Anillos y Subanillos

Definicién 1.19 (Anillo). Un anillo (R, +, -) es un conjunto R con dos operaciones binarias, adicién
(denotada por a+b) y multiplicacién (denotada por ab), tal que para todo a,b,c € R se cumple lo

siguiente.
1. a+b=>b+a,
2. (a+b)+c=a+(b+c),
3. existe un elemento O en R tal quea+0=04a = a,
4. para cada elemento a € R, existe un elemento —a € R tal que a + (—a) = 0,

5. a(bc) = (ab)c,
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6. a(b+c)=ab+acy (b+ c)a = ba + ca.

Asi un anillo es un grupo Abeliano bajo la adicién, tal que la multiplicacién es asociativa y distri-

butiva tanto por izquierda como por derecha.
Definicién 1.20 (Anillo conmutativo). Un anillo R se denomina conmutativo si ab = ba para todo
par de elementos a,b € R.

Ademads no todo anillo tiene una identidad multiplicativa, por tanto es necesario dar la siguiente

definicion.

Definicién 1.21 (Anillo con identidad). Un anillo R se denomina anillo con identidad, si tiene un

elemento 1 # 0 tal que 1 = 1r = r para todo r € R.

Ejemplo 1.2. El conjunto Z,, = {0,1,...,n — 1} bajo la suma y la multiplicacién médulo n es un

anillo conmutativo con identidad 1.
Cabe aclarar que en este trabajo se estudia los anillos conmutativos con identidad.

Definicién 1.22 (Subanillo). Un subconjunto no vacio S de un anillo R es un subanillo de R, si S

es un anillo bajo las operaciones de R.

Definicién 1.23. Sea R un anillo con identidad, se dice que a es una unidad (elemento invertible)
de R si existe b € R tal que ab=1y ba = 1.

Definicién 1.24. Sea R un anillo. Se denota con U(R) el conjunto de las unidades (los elementos

invertibles) de R. Denotado por

U(R) ={a € R: a es una unidad} .

1.3.2. Homomorfismo e isomorfismo

Definicién 1.25 (Homomorfismo e isomorfismo de anillos).
Un homomorfismo de anillos ¢ de un anillo R a un anillo S es una funcién de R a S que preserva

las operaciones; esto es, para todo a,b € R se tiene que.

¢la+b) = ¢(a) + o(b),
p(ab) = ¢(a)p(b).

Ademas, si Ry S tienen identidad se pide que ¢(1gr) = 1g.

Si un homomorfismo de anillos es biyectivo entonces se llamard isomorfismo de anillos.
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1.3.3. Dominio entero y divisores de cero

Definicién 1.26 (Divisores de cero). Un divisor de cero es un elemento a no nulo de un anillo

conmutativo R tal que existe un elemento b no nulo en R para el que ab = 0.

Definicién 1.27 (Dominio entero). Un dominio entero es un anillo conmutativo con identidad, sin
divisores de cero.
1.3.4. Ideales y anillos factores

Definicién 1.28 (Ideal). Un subanillo A de un anillo R se denomina un ideal de R si para todo

r € Ry todo a € A tanto ar como ra estan en A.

Definicién 1.29 (Ideal primo). Un ideal primo A de un anillo conmutativo R es un ideal propio
de R tal que a,b € Ry ab € A implicaquea € Ao be A.

Definicién 1.30 (Ideal maximal). Un ideal maximal de un anillo conmutativo R es un ideal propio
A de R, tal que si B esun ideal de Ry A C B C R, entonces B=A o0 B=R.

Teorema 1.10 (Anillo factor o anillo cociente). Sea R un anillo y sea A ideal de R. El conjunto

de clases {r + A :r € R} es un anillo bajo las operaciones
(s+A)+(t+A)=(s+t)+A y (s+A(t+A) =st+ A
Teorema 1.11. Sean R un anillo conmutativo con identidad y A un ideal de R. Entonces R/A es
un dominio entero si y solo si A es primo.
1.3.5. Nilpotente y nilradical

Definicién 1.31 (Nilpotente). Sean R un anillo y a € R. Se dice que a es un elemento nilpotente

si a™ = 0 para algiin entero positivo n.
Definicién 1.32 (Nilradical). El nilradical de un anillo conmutativo R es el conjunto de todos los
elementos nilpotentes de R.

El siguiente resultado relaciona los elementos nilpotentes con los ideales primos de un anillo, su

demostracién se puede encontrar en [7, Prop. 12, p. 674].

Proposicién 1.1. El nilradical N de un anillo conmutativo R es la interseccion de todos los ideales

primos de R.
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1.3.6. Suma directa externa de anillos
Definicion 1.33. Sean Ri, Ro, ..., R, anillos. El anillo
Ri®ORyD - DR, = {(a1,a9,...,a,) 1 a; € Rj;1 <i<n},

con la adicién y multiplicacién definida componente a componente se denomina la suma directa

externa de los anillos R, Ro, ..., R,.

1.3.7. Anillos de polinomios

Definicién 1.34 (Anillo de polinomios sobre R). Sea R un anillo conmutativo. El conjunto formado
por

R[z] = {anx” +ap_12" P+ 4+ a1z +ag: a; € R, n es un entero no negativo } .

se denomina anillo de polinomios sobre R en la indeterminada z.

Definicién 1.35. Sean R un anillo conmutativo, f(z) = a,2" + ap_12" '+ - + a1z +ao y
() = bpa™ + by 12™ 1 + - + biz + by elementos de R[z]. Entonces la suma y el producto de

polinomios se define.
f(@)+ g(z) = (as + bs)x® + (as—1 + bs—1)2* " + -+ (a1 + b1)z + ag + bo,
donde s = méx{m,n}, a; = 0 para i > n, y b; = 0 para i > m. Ademas,
F(@)g(2) = cmpn®™ " + Cppn 1™ 4w+ 0,
donde ¢ = apby + ag_1b1 + - + a1bp_1 + agbg para k=0,...,m + n.
Adicionalmente se puede probar el siguiente resultado.

Teorema 1.12. Si D es un dominio entero, entonces D[z] es un dominio entero.

La demostracién de este teorema se puede encontrar en [9, Teorema 16.1, p. 296]



Capitulo 2

Propiedad de la diagonal en anillos Z,,

En este capitulo se presenta el estudio de la propiedad de la diagonal que surge a partir del
articulo, ver [4] “What is special about the divisors of 24?”, del Profesor Sunil K. Chebolu de la

Universidad Estatal de Ilinois.

2.1. Propiedad de la Diagonal

El Profesor Sunil K. Chebolu menciona [4] que en una clase de Teoria de Nimeros su estudiante

Elliott Mahler al observar las siguientes tablas de Cayley

01 2 3 01 2 3 4
0lo 0 0 0 0l0 0 0 0 0
zi= 1|02 3 Z5_10.234
210 2 0 2 210 2 4 3
310 3 2 [l 303.’2
400 4 3 28

Tabla 2.1: Tablas de Cayley multiplicativas para Zo, Zs, Z4 y Zs.

notd que en las tres primeras, es decir para Zs, Zs v Z4, el 1 siempre aparece en la diagonal principal;
mientras que para Zs esto no sucede. A partir de lo anterior formulé la siguiente pregunta: ;para

qué valores de n, los 1’s estdn Unicamente en la diagonal principal y nunca fuera de ella?
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La respuesta a este interrogante dio origen al siguiente teorema, el cual es el teorema principal

de este capitulo.

Teorema 2.1. La tabla multiplicativa de Cayley para Zy, los 1°s unicamente aparecen en la diagonal

principal si y solo sin es un divisor de 24.

Antes de presentar las cinco demostraciones diferentes que probarin el teorema principal es

necesario tener en cuenta la siguiente proposicién.

Proposicion 2.1. Sea n un entero positivo entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1) Los 1’s en la tabla multiplicativa de Cayley para Z, estin inicamente en la diagonal principal.
2) Sia es un elemento invertible en Z,, entonces a®> =1 en Zy,.
3) Si a es un entero positivo que es primo relativo con n, entonces n\a2 — 1.

4) Sip es un primo que no divide a n, entonces n|p2 — 1.
Demostracion.

1) = 2)
Sea a es un elemento invertible en Z,; luego existe b € Z,, tal que ab = 1(médn). Es decir, el
1 estd en la tabla multiplicativa de Cayley en la interseccién de la fila que contiene a a y la
columna que contiene a b. Ahora, por hipdtesis se tiene que todos los unos deben estar en la

diagonal principal, de ahi que a y b deben ser iguales, esto es a? = 1(médn).

» 2) = 3)
Sea a un entero positivo primo relativo con n. Entonces a es un elemento invertible en Z,.

Luego por la hipétesis a® = 1 en Z,,.

» 3) =4)

Sea p un primo que no divide a n. Entonces p y n son primos relativos, asi n|p2 — 1.

» 4)=1)
Sean a y b en Z, tal que en la tabla de Cayley la entrada correspondiente a la coordenada
(a,b) es 1. Esto significa que ab =1 en Z,. En particular, esto implica que a es invertible en

Zn, lo cual es equivalente a tener ged(a,n) = 1.

De esta manera si a = 1 entonces b = 1 y asi a = b. Luego el 1 aparece en la diagonal principal.

Sia > 1 entonces se considera su factorizacién prima a = p{*p3? ... pSr, puesto que a es primo

relativo con n se tiene que ninguno de los p; dividen a n.

Por hipétesis se tiene que p; = 1(mdédn) para todo i.
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Luego a? = (p{'pS? ... per)% = (p})1(p3)2 ... (p2)e = 19112 ... 1% = 1(mdbdn).
Esto implica que a®> = 1 en Z,, y asf a = b. Por lo tanto, el 1 aparece unicamente en la diagonal

principal.

2.2. Tablas multiplicativas de Cayley para los divisores de 24

En esta seccién se va a demostrar el reciproco del Teorema [2.1} es decir la implicacién « si n es un
divisor de 24 entonces n tiene la propiedad de la diagonal», por medio de las tablas multiplicativas de
Cayley. Por esta razén en lo que sigue se muestra cada uno de los divisores de 24 con sus respectivas
tablas multiplicativas de Cayley; en las cuales se puede apreciar que cada una de ellas cumple con

la propiedad de la diagonal.

Zy = {1}

01 2 3
0lo 0 0 o0
Zi= 1|0l 2 3
200 2 0 2
310 3 2 [

w O W O w O|w
O N I CRET N TN

T W NN = O
o O O O O OO
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2 3 4 5 6 7

1

0

0,0 0 00 0 O 0 O

1
210 2 4 6 0 2 4 6

Zs= 3|0 3 64 7 2 5

710 7 6 5 4 3 2

8§ 9 10 11

7

6

7T 8 9 10 11

6
0

10

10

6 8

2-

10 8 6 4
4 2

8 6 4 2 0
10 9 8 7 6

10
11

0

510 5 10 3 sle 11 4 9 2

YAVES

100
11
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01 2 3 4 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
o0 0o o o o o o o o o0 o0 o0 0O O0O 0 0 o0 o o o o0 o0 0o
110 - 2 3 4 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
210 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
30 3 6 9 12 15 18 21 0 3 6 9 12 15 18 21 O 3 6 9 12 15 18 21
410 4 8 12 16 20 0 4 8 12 16 20 0 4 8 12 16 20 0 4 8 12 16 20
510 5 10 15 20 - 6 11 16 21 2 7 12 17 22 3 8 13 18 23 4 9 14 19
6 (/0 6 12 18 0 6 12 18 0 6 12 18 0 6 12 18 0 6 12 18 0 6 12 18
710 7 14 21 4 11 18 - 8§ 15 22 5 12 19 2 9 16 23 6 13 20 3 10 17
8§ |0 8 16 0 8 16 O 8 16 O 8 16 0O 8 16 0 8 16 0 8 16 0 8 16
9 |/0 9 18 3 12 21 6 15 0 9 18 3 12 21 6 15 0O 9 18 3 12 21 6 15
10(0 10 20 6 16 2 12 22 8 18 4 14 0 10 20 6 16 2 12 22 8 18 4 14

Zog= 110 11 22 9 20 7 18 5 16 3 14 - 12 23 10 21 8 19 6 17 4 15 2 13
20 12 0o 12 0 12 0 12 0 12 0 12 0 12 0 12 0 12 0 12 0 12 0 12
13(0 13 2 15 4 17 6 19 8 21 10 23 12 - 14 3 16 5 18 7 20 9 22 11
1410 14 4 18 8 22 12 2 16 6 20 10 0 14 4 18 8 22 12 2 16 6 20 10
5(0 15 6 21 12 3 18 9 O 15 6 21 12 3 18 9 0 15 6 21 12 3 18 9
160 16 8 6 8 0 16 8 0 16 8 0 16 8 0 16 8 0 16 8 16 8
170 17 10 3 20 13 6 23 16 9 2 19 12 5 22 15 8 - 18 11 4 21 14 7
8|0 18 12 6 0 18 12 6 0O 18 12 6 0 18 12 6 O 18 12 6 0 18 12 6
19(0 19 14 9 4 23 18 13 & 3 22 17 12 7 2 21 16 11 6 - 20 15 10 5
2000 20 16 12 8 4 0 20 16 12 8 4 0O 20 16 12 8 4 0 20 16 12 8 4
2110 21 18 15 12 9 6 3 O 21 18 15 12 9 6 3 O 21 18 15 12 6 3
2210 22 20 18 16 14 12 10 8 6 4 2 0 22 20 18 16 14 12 10 8 6 4 2
2310 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 100 9 & 7 6 5 4 3 2 -

2.3. Demostraciones del teorema principal

En las siguientes subsecciones se van a presentar las cinco demostraciones del teorema principal
a partir de los siguientes resultados de la teoria de numeros: el Teorema Chino de los restos, la
estructura de las unidades, el Teorema de Dirichlet sobre primos en progesiones aritméticas, el
Teorema de Bertrand- Chebyshev y el Teorema de Erdos- Ramanujan.

Es necesario resaltar que las cinco demostraciones que se estudiaran a continuacion en realidad

demostraran que si n tiene la propiedad de la diagonal entonces n es un divisor de 24.

2.3.1. Teorema Chino de los restos

En esta seccién se presenta una demostracion del Teorema [2.1] usando el Teorema Chino de los
restos. Este teorema fue estudiado por primera vez por el matematico chino Sun Tzu en el siglo
IIT y originalmente se establece en su forma cldsica como la solucién a un sistema de congruencias
lineales dado. Por una solucién de la congruencia az = b(médn) se entiende como un entero xg tal
que azg = b(mddn). La solucién de un sistema de congruencias lineales se puede encontrar por

medio del Teorema Chino de los Restos, el cual se puede plantear de la siguiente manera.
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Teorema 2.2. Sean ny,na,...,n, enteros positivos tales que n;,n; son primos relativos entre si

para i # j. Entonces el sistema de congruencias lineales

a1 (médny),

= ag (mbdny),

8
Il

xr = a, (médn,),
tiene solucion unica modulo ning -+ - n,.

En este caso se desea interpretar el anterior teorema desde el punto de vista de la teoria de
anillos, en el cual si Ry, Ro,..., R, son anillos, entonces Ry ® Ro @ --- ® R, denota el producto
directo externo de R; estd dado por el conjunto de n-uplas (r1,72,...,7,) con r; € R;. Teniendo en
cuenta lo anterior se presenta la otra versiéon del Teorema Chino de los restos con la que se va a

demostrar el teorema principal de este capitulo.

Teorema 2.3 (Teorema Chino de los restos). Sean a,b enteros positivos primos relativos entre s,

entonces Ly =~ L D Zy, como anillos.

En este estudio no se va a tratar la demostracion de este teorema sin embargo la misma se puede
encontrar en [7, p. 265]. Antes de realizar la demostracién del teorema principal es necesario tener

en cuenta los siguientes lemas.

Lema 2.1. Sean G y H grupos tales que G =~ H. Si G tiene la propiedad de la diagonal, entonces
H tiene la propiedad de la diagonal.

Demostracion. Sean ¢ : G — H un isomorfismo de grupos y x € G. Si G tiene la propiedad de la
diagonal entonces 2 = 1. Por otro lado, sea y € H tal que y = ¢(z). Luego, y? = ¢ (x)? = ¢(2?) =
(1) = 1. Por tanto, H tiene la propiedad de la diagonal. O

Definicién 2.1. Sea R un anillo con identidad. Se dice que a € R es una involucién si a® = 1.

La definicion anterior, lleva a establecer que para que un anillo R tenga la propiedad de la
diagonal es equivalente a que todas sus unidades sean involuciones; este resultado se presenta a

continuacion.

Afirmacién 1. Sea R un anillo con identidad. Entonces R tiene la propiedad de la diagonal si y

solo si toda unidad en este anillo es una involucién.

Lema 2.2. Sean Ri, Ro, ..., R, una coleccion finita de anillos con identidad. Entonces el producto
directo externo R1® Ro®---® R, tiene la propiedad de la diagonal si y solo si R; tiene la propiedad
de la diagonal para cada 1 < i < n.



2. Propiedad de la diagonal en anillos Z, 15

Demostracion. Sea x € U(R;), se tiene que (1,1,...,2;,...1) EU(R1 & Re & --- & R,,) donde z; es
la i-ésima entrada.

Por hipétesis Ry & Ry @& --- & R, tiene la propiedad de la diagonal entonces
(1,1,...,2,...1)2 = (1,1,...,1,...,1). Luego 27 = 1. De ahf que R; tiene la propiedad de la
diagonal para cada 1 < i < n.

En la otra implicacién, sea (21, z2,...,2,) € U(RIBR2®- - -®R,,). Luego se sabe que z; € U(R;).
Entonces 22 = 1 para todo i. Es decir, (z1,72,...,2,)% = (23,23,...,22) = (1,1,...,1).

Por lo tanto Ry @ Ry & - - - & R, tiene la propiedad de la diagonal. O

A continuacién se realiza la demostracién del teorema principal.

Demostracién del Teorema 2.1 usando el Teorema Chino de los restos. Sea n € ZT con la propie-

dad de la diagonal, entonces se consideran los siguientes casos.

» Caso 1. Si n es impar. Entonces ged(2,n) = 1, por el item 4 de la proposicién se tiene

que 1|22 — 1; es decir, n|3. Lo cual indica que n =1 0 n = 3.

» Caso 2. Si n = 2! donde t es algtin entero positivo.
Puesto que el ged(3,n) = 1 y la proposicién se tiene que n|3% — 1; esto es n|8. De ahi que
n=2,4us8.

» Caso 3. Si n = 2'k donde t es un entero positivo y k > 1 es impar.
Por el Teorema [2.3|se tiene que Z,, = Zqyt ®Zj.. Dado que Z,, tiene la propiedad de la diagonal,
entonces por el Lema [2.1] se sigue que Zqyt @ Zj, tiene la propiedad de la diagonal. Luego el
Lema [2.2] implica que, cada uno de los términos de este producto directo externo tienen esta

propiedad. Ahora por el primer caso k = 3 y por el segundo caso 1 <t < 3. Es decir que

n =2k
6
12
24

W W | w|

W N | = |

De los anteriores casos se deduce que si n tiene la propiedad de la diagonal entoncesn = 1,2, 3,4, 6, 8,12

0 24, esto es n es un divisor de 24. ]

2.3.2. Estructura algebraica de las unidades para 7Z,

En esta seccién se presenta la demostracion del Teorema [2.1| a partir de la estructura de las

unidades, la cual estd dada de la siguiente manera.

Teorema 2.4. Sean = p1“ps° ... pp% la factorizacion prima de un entero positivon > 1, entonces
Un) = UP1?) @U[P2™?) @ -+ ©U(pL™) como grupos.
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Cabe aclarar que no se va a realizar la demostracién de este teorema, pero se la puede encon-
trar en [12] p. 124]. A partir del resultado anterior y del Lema se puede obtener la siguiente

proposicién.

Proposicion 2.1. Sea n = p1“1ps® - - - pr . Entonces n tiene la propiedad de la diagonal si y solo

si ;" tiene la propiedad de la diagonal.

De esta manera, para estudiar los n que satisfacen la propiedad de la diagonal, basta con
encontrar aquellas potencias de primos p¢ que la satisfacen. Para esto, se utilizara la estructura de

U (p°), resultado que se presenta a continuacion.

Teorema 2.5 (Estructura algebraica de las unidades). Sean p un primo y ¢ un entero positivo.

Entonces )

Cl7 S/L'pc:217

Cs, sip¢ =22,
U(p°) = ‘
Cy @ Coc—2, sip¢ = 2° donde ¢ > 3,

Co(pe)s sip es impar

donde Cy, es el grupo ciclico de orden k y ¢ es la funcion de Fuler.

Observe que el isomorfismo que se presenta es un isomorfismo de grupos y ademés aunque en
este estudio no se presenta la demostracién de esta estructura, se puede encontrar en [12] p.124].

Teniendo en cuenta el teorema [2.5] se realiza la demostracion del teorema para p°.

Teorema 2.6. Sean p un primo y ¢ un entero positivo. Si p¢ tiene la propiedad de la diagonal,

entonces satisface que.
1.p=2y0<c<3,
2.p=3yc=1.

Demostracion. Suponga que p¢ tiene la propiedad de la diagonal. Por hipétesis, se tiene que a? = 1
para todo a € U(p), entonces la demostracién se resume en identificar para cuales grupos dados

por el Teorema satisfacen que sus elementos tienen orden a lo mas 2.

= (' es el grupo ciclico que tiene un elemento, el cual es de orden 1; esto significa que cumple

con la propiedad de la diagonal.

» Cy = {(a) = {1,a}. Luego a® = 1 y 12 = 1. De ahi que cumple con la propiedad de la diagonal.

Asi en este caso, p =2y c= 2.
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s (5@ Cye—2, donde ¢ > 3
Sean Cy = (a) = {1,a} y Cye—2 = (b) = {1,1), b2, ... ,b2c_2*1}. Si se toma (x,y) € Co @ Coe—2
entonces € Cy y y € Cye—2 lo que significa que € {1,a}, y = b* paraalgin 0 < k < 26721,
Puesto que p° tiene la propiedad de la diagonal entonces (z, y)2 = (1,1) si y solo si 22 = 1
v y? = 1, lo que implica que b?* = 1. De ahi 2°72|2k para cualquier k. En particular cuando
k =1, esto lleva a que ¢ — 2 < 1. Por tanto, el hecho de que Cs & Cye—2 tiene la propiedad de

la diagonal implica que ¢ = 3.
= Cy(pe), donde p es un primo impar y ¢ € Z*.
Puesto que ¢ (p¢) = p°~ ! (p — 1), y como el orden de cualquier elemento debe ser a lo méas 2

entonces se tiene lo siguiente

pP(p—1) <2

Se tienen los siguientes casos

e Sip >3, entonces p°~! (p — 1) > 2, lo cual es una contradiccién.

e Sip =3, entonces 37! (3 — 1) < 2, implica que 3! < 1. Lo que significa que ¢ = 1.
Luego p© = 3.

Ahora se realiza la demostracion del teorema principal a partir del Teorema

Demostracion de Teorema a partir de la estructura algebraica de las unidades. De los teoremas
y se observa que la descomposicién prima de n es la siguiente n = 2%3Y donde 0 < u < 3y

0 <wv <1, la que corresponde exactamente con aquella de los divisores de 24. ]

2.3.3. Teorema de Dirichlet

En esta seccién se presenta la demostracion del Teorema [2.1| a partir del Teorema de Dirichlet
acerca de primos en una progresion aritmética; el cual se conoce como el Teorema de Dirichlet y

tiene el siguiente enunciado.

Teorema 2.7 (Teorema de Dirichlet). Dado cualquier par de nimeros enteros s,t primos relativos

entre si, la progresion aritmética {sx +t : x € Z*} contiene un nimero infinito de nimeros primos.

Este teorema fue conjeturado por el matematico Adrien-Marie Legendre y demostrado por Peter
Gustav Lejeune Dirichlet en el afio 1837 por medio de las L-series de Dirichlet. En este trabajo no

se estudiard su demostracién, pero se puede encontrar una discusién en [12], p.401].
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Demostracion del Teorema 2.1 usando el Teorema de Dirichlet. Sea n € ZT con la propiedad de la
diagonal. Considere la progresién aritmética S = {qz +2:x € Z"} donde ¢ > 3 y el ged(q,2) = 1,
ademds suponga que ¢ es un divisor primo de n. Por el Teorema de Dirichlet se tiene que en S
existen infinitos primos, entonces se escoge un primo p € S tal que p fn. De ahi que existe b € Z*
tal que pb = 1(mé6dn). Puesto que n tiene la propiedad de la diagonal y por la Proposicién se
tiene que n|p? — 1.

Puesto que g|n y como n|p? — 1, entonces ¢|p? — 1, es decir q|(p — 1)(p + 1). Por el Lema de
Euclides, ver Lema qlp— 1 0 q|lp+ 1, de esta forma existe x € Z tal que

p—1l=qrop+1=qzx
p=qr+lop=qr—1

Esto es una contradiccién al hecho que p € S. Por tanto no existe un primo que divida a n tal que
q > 3. Luego g < 3.
Esto significa que los divisores primos de n pueden ser unicamente 2 o 3. Esto implica que
gcd(n,5) =1, lo que por la Proposicién n|5%2 — 1 = 24. Es decir, n es un divisor de 24.
O

2.3.4. Teorema de Bertrand-Chebyshev

En esta seccién se va a demostrar el Teorema[2.1] por medio del Teorema de Bertrand-Chebyshev

el cual afirma que.

Teorema 2.8 (Teorema de Bertrand-Chebyshev). Sea n > 2 un entero, entonces existe al menos

un numero primo p tal que n < p < 2n.

Fue conjeturado por Bertrand en el ano 1845 aunque no consiguié hacer ninguna demostracién.
Después de cinco anos (1850) Chebyshev presenté una demostracién analitica a este teorema, sin
embargo Erdos en 1932 dio otra demostracion de este teorema usando algunas propiedades de
coeficientes binomiales. Con respecto a la demostraciéon presentada por Erdds se puede encontrar
en [§], puesto que en este estudio no se presentaré.

Para demostrar el Teorema [2.1] usando el Teorema de Bertrand-Chebyshev se utilizara la si-

guiente definicién.

Definicién 2.2 (Funcién Piso). La funcién piso se aplica a un ntimero real x y retorna el mayor

entero menor o igual que x, es decir

lz| R —Z
r—y=|z]=mix{k€Z |k <z}
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A continuacién se presentard la demostracién del Teoremal[2.1]a partir del Teorema de Bertrand-
Chebyshev.

Demostracion del Teorema[2.1] usando el Teorema de Bertrand-Chebyshev. Sea n € Z*1 con la pro-
piedad de la diagonal y sea p un primo tal que p fn. Entonces ged(p,n) = 1, y por la Proposicién
n|p? — 1 entonces p? — 1 > n, lo que significa que p > v/n + 1.

El contra reciproco de la anterior afirmacién dice que si p < y/n + 1 entonces p|n. Por el Teorema
: : Vntl
de Bertrand-Chebyshev se sabe que existe un primo p tal que n < p < 2n. Se asume que 7= > 5
y se consideran los siguientes dos intervalos
1 +1 +1
(V”j s ) , (V”2 oEst 1) |

Por el Teorema [2.8] existen primos P; y P tales que

RN e R

De esta manera se tiene que P, < P < v/n + 1.

Puesto que @ > 5 entonces P» > P; > 5, de ahi que 2,3,5 < ‘/’Zﬁ < v/n+ 1 entonces
2,3,5, P1, P, dividen a n. Esto implica que lem(2, 3,5, Py, Py)|n, es decir que 30P, P, < n.

Como @ <Py Vindl P; se sigue que

B
30 <\/n4—|— 1) <\/n2—|— 1> <n

15(n+1) <4n

1lIn < —15

<—15
n<—7

Lo cual es una contradiccién a que n € Z™.

Por lo tanto, se considera LZH < 5y ademisvn+1>T7.

De 7”?& < 5 implica que n < 398 (2.2.1) y de v/n+ 1 > 7, se tiene que 2,3,5,7 dividen a n.
Luego lem(2,3,5,7)|n. Asi 210|n.

Si 210|n entonces n = 210t donde ¢t € Z*. Se considera los siguientes casos.

= Caso 1. Si ¢t = 1 entonces n = 210. Esto implica que 210 < 398, es decir cumple con la
condicién (2.2.1).

= Caso 2. Sit = 2 entonces n = 420. Implica que 420 > 398. Lo cual lleva a contradecir la
condicién (2.2.1).
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Por tanto se toma el caso 1, pero se tiene que 11 - 191 = 2101 es decir,
11191 = 2101 = 1(m6d210). Luego no cumple con la propiedad de la diagonal.

De esta manera se considera @ <5yvn+1<T.

Similarmente, cuando /n + 1 < 7 se tiene que n < 48. Se consideran los siguientes dos casos.

» Caso 1. Cuando v/n + 1 > 5 entonces 2, 3,5 dividen a n. Asi lem(2, 3,5)|n. Luego 30|n.

Si 30|n entonces n = 30t donde t € Z™T, se tiene en cuenta lo siguiente.

e Sit =1 entonces n = 30. Esto implica que n cumple con n < 48.

e Sit = 2 entonces n = 60. Contradice el hecho de que n < 48.

Luego se toma cuando t = 1, pero 7-13 = 91 es decir, 7-13 = 91 = 1(m6d30), asi no cumple

con la propiedad de la diagonal.

Por tanto se descarta este caso y se tiene en cuenta el siguiente.
= Caso 2. Cuando vn + 1 < 5. Lo que significa que n < 24.

Asi n < 24, pero existen algunos en este intervalo que no cumplen con la propiedad de la diagonal,

para los cuales en la siguiente tabla se presenta una pareja (a,b) tal que ab = 1 méd n pero a #

b mod n.

n | Zn (a,b)

5 | Zs 3:2=06=1(mé6d5)
7T | Zr 5-3=15=1(mdéd7)
9 | Zg 2-5=10= 1(méd9)
10 | Z1p | 7-3=21=1(mdbd10)
11 | Zy1 | 8-7=56=1(mdbd11)
13 Z13 9.3=27= 1(méd13)
14 | Z14 | 5-3=15=1(mébd14)
15 | Z15 | 8-2 =16 = 1(m6d15)
16 | Zis | 13-5 =65 = 1(mdbd16)

17 Zn 6-3=18= (médl?)
18 | Zig | 11-5 =55 = 1(m6d18)
19 [ Zyg | 5-4=20= 1(méd19)
20 | Zno | 7-3=21=1(m6d20)
21 | Zy | 11-2 =22 =1(méd21)
22 | Zgo | 9-5=45=1(m6d22)
23 Zgg 8-3=24= 1(méd23)

Tabla 2.2: Contraejemplos de la propiedad de la diagonal para algunos n < 24.

Por lo tanto, como se muestra en la Seccién los n que cumplen con la propiedad de la

diagonal son n =1,2,3,4,6,8,12 y 24, que son exactamente los divisores de 24. O



2. Propiedad de la diagonal en anillos 7, 21

2.3.5. Teorema de Erdos y Ramanujan

En esta seccién se va a realizar la demostracién del Teorema principal, 2.1 por medio del Teorema

de Erdos y Ramanujan, el cual afrima lo siguiente.

Teorema 2.9 (Teorema de Erdés-Ramanujan). Sea n un nimero entero mayor o igual que 6,

entonces hay por lo menos dos nimeros primos entre n y 2n.

Este teorema es una extensién del Teorema de Bertrand- Chebyshev anteriormente mencionado;
aunque en 1852 Chebyshev presentd la demostracion de este teorema, se tuvo que esperar un siglo
(1919) para que Ramanujan presentara una demostracién usando algunas propiedades de la funcién
Gamma y la férmula de la Stirling y trece afios més (1932) para que Paul Erdés presentara otra
demostracién de este teorema, la cual utiliza propiedades de los coeficientes binomiales. La demos-
tracion realizada por Ramanujan se puede encontrar en [14], debido a que no se presentara en este

estudio.

Demostracién del Teorema [2.1 usando el Teorema de Erdds-Ramanujan. Sean n € Z* con la pro-
piedad de la diagonal y el primo p tal que p { n. Entonces, por la Proposicién se tiene que
n|p? — 1, esto es p?> — 1 > n o equivalentemente p > /n + 1.

Tomando el contra reciproco se tiene que si p < v/n + 1, entonces p|n.

Considere el siguiente intervalo (@, \/m>

Si 7”12“ > 6, por el Teorema de Erdés y Ramanujan este intervalo tiene al menos dos primos
P, y Py tales que FEHJ <P,P< L\/n 1J.

v 2
Puesto que Y4 > 6, los primos 2,3,5 < ¥4 < v/ & 1. Bs decir, (2)(3)(5) (¥52) < n.

Esto implica que lem(2,3,5, Py, P») dividen a n; de ahi que 30P; P, < n.
Ademiés 7‘";1

es menor que P; y P», entonces

()

30(n+ 1) <4n

—15
<—.
"=
Esto contradice el hecho de que n € Z™*.
Por lo tanto se considera 7”";“1 <6byvn+1>7.
Si 7”?1 < 6 implica que n < 142 y si v/n+1 > 7, entonces 2,3,5,7 dividen a n. Luego
lem(2,3,5,7)|n. Asi 210|n.
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Si 210|n entonces n = 210t donde t € Z*. Pero si t = 1 entonces n = 210, esto contradice el
hecho que n < 142. Por lo tanto se considera v/n + 1 < 7. Esto implica que n < 48, se analiza los

siguientes casos
» Caso 1:. Siy/n+ 1> 5, entonces 2,3,5 dividen a n. De ahi que lem(2,3,5)|n. Luego 30|n.

Si 30|n entonces n = 30t donde t € Z*

e Sit =1 entonces n = 30. Luego n cumple con que n < 48.

e Sit = 2 entonces n = 60. Esto contradice el hecho de que n < 48.

Por tanto se toma cuando ¢ = 1, pero se tiene que 7-13 = 91 es decir, 7-13 = 91 = 1(mdd 30).

Luego no cumple con la propiedad de la diagonal.

De esta manera se descarta el anterior caso.

s Caso 2:. Siv/n+1<5. Entonces n < 24.

De ahi que n < 24. Luego por la Tabla y por la Seccién se tiene que los n que cumplen con

la propiedad de la diagonal son los divisores de 24. ]



Capitulo 3

Propiedad de la diagonal en anillos

Zn[ﬂfl, Ly e 7ajm]

Este capitulo estd enfocado en el estudio de la propiedad de la diagonal en los anillos
L |1, 22, ..., Tm] que estd basado en el articulo,“What is special about the divisors of 1277, del
Profesor Sunil K. Chebolu y Michael Mayers, en el ano 2012, ver [6]. Este articulo es consecuencia

de “What is special about the divisors of 247" [4], que fue estudiado en el capitulo anterior.

3.1. Propiedad de la diagonal

En el anterior capitulo se estudié la propiedad de la diagonal para anillos Z,,, donde se observo
que aquellos que la cumplian son los divisores de 24 y se podia representar en tablas multiplica-
tivas de Cayley para Z,; en este caso se va a estudiar las condiciones que el anillo de polinomios
Zn[x1, 22, ..., 2] debe cumplir para que los 1’s estén en la diagonal principal.

Aqui se debe tener en cuenta que realizar la tabla multiplicativa de Cayley para Z,[z] es impo-
sible puesto que su tamano es infinito; por tanto el trabajo se centrard en utilizar propiedades de
los anillos en general, las cuales posteriormente se aplicardn al anillo Z, [x1, 2, ..., Tp].

Antes de presentar el teorema principal de este capitulo es necesario tener en cuenta algunas

definiciones, lemas y proposiciones, que se utilizardn en la demostracién de ese teorema.

Lema 3.1. Sea R un anillo conmutativo con identidad. Si u es una unidad en R y r es un elemento

nilpotente en R, entonces u + r es una unidad en R.

Demostracion. Sea k el entero positivo tal que 7% # 0 y r**1 = 0. Entonces el inverso de u + r estd

23
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k . .
dado por v = u~! > (=1)*(ru~1)?, puesto que
i=0
k . . k . .
(wtro=uu™ ) (1) (e +ru > (=1 (rut)’
i=0 i=0
=1—ru '+ (’/"zfl)2 — e (1P (rufl)k +
rut — (ru71)2 — e (=1)RE (ruil)k + (=1)F (mfl)k+1
=1.

Definicion 3.1. Un anillo R se denomina anillo reducido si no tiene elementos nilpotentes distintos

de cero.

Ejemplo 3.1. Los anillos Zs, Z3 vy Zg son anillos reducidos porque no tienen elementos nilpotentes
diferentes de cero. En cambio el anillo Z4 no es un anillo reducido porque tiene el elemento nilpotente
2, tal que 22 = 4 = 0(mébd4).

El siguiente es un resultado muy conocido del cual puede encontrarse una discusién en [7,
Apéndice 1].

Lema 3.2 (Lema de Zorn). Sea S un conjunto no vacio parcialmente ordenado. Si toda cadena T

de S tiene una cota superior en S, entonces S tiene al menos un elemento mazximal.
Este lema se utilizard en la demostracién del siguiente teorema.
Teorema 3.1. Todo anillo conmutativo R con identidad 1, tiene al menos un ideal maximal.

Demostracion. Sea S el conjunto de todos los ideales propios de R que no contienen al 1. Se asigna
un orden a S mediante la inclusién; puede verificarse que esta relaciéon de inclusion es una relacion
de orden parcial. Ademads, S es diferente del vacio porque el ideal generado por 0, pertenece a S.
Para aplicar el Lema de Zorn se debe demostrar que toda cadena de S tiene una cota superior en
S.

Sea (Io)ack una cadena de ideales de S, para cada par de indices a, § € K se tiene que I, C I3
olg C I, Sea A=1\J,Ia, € K entonces A es un ideal y 1 ¢ A porque 1 ¢ I, para todo o € K.
Luego A € S y adem&s A es una cota superior de la cadena. Por tanto, por el Lema de Zorn S tiene

un elemento maximal. O

Teorema 3.2. Sea R un anillo conmutativo. Todo ideal maximal de R es un ideal primo.
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Demostracion. Sea M es un ideal maximal entonces R/M = {a 4+ m : a € R} es un cuerpo. Suponga
que ab € M. Luego (a+ M)(b+ M) =ab+ M = M y como R/M es un domino entero se tiene que
a+M=Mob+M=M,asia€e M obe M. Por lo tanto, M es un ideal primo. O

Teorema 3.3. Sea R un anillo conmutativo. Un polinomio f(x1,xa,...,%m) es una unidad en
Rlz1,29,...,2y] si y solo si el término constante de [ es una unidad en R y todos los otros

coeficientes de f son nilpotentes en R.
Demostracion. Para realizar la demostraciéon se tiene en cuenta los siguientes dos casos.

» Caso particular. Supongamos que R es un dominio entero y f es una unidad en R[z1, z2, ..., Ty)
entonces existe un polinomio g € R[z1,x9,...,Ty] tal que fg = 1.
Como R es un dominio entero, se tiene que deg(fg) = deg(f) + deg(g). Luego comparando
grados se tiene que deg(f) + deg(g) = 0. De ahi que f y g son polinomios constantes, lo que

confirma el resultado.
= Caso general. Se considera el siguiente homomorfismo

¢ : Rlxy1,x0,...,2m] = R
¢(g) — 9(0,0,...,0).

De esta manera, para g € R[x1, 2, ..., %] su imagen bajo el homomorfismo ¢ es el término
constante de g. Sea f una unidad en R[zj,x9,...,Zs|. Como todo homomorfismo de anillos
envia unidades a unidades, entonces (f) es una unidad, esto es el término constante de f es

una unidad.

Para ver que los otros coeficientes de f son nilpotentes, se considera el siguiente homomorfismo.

Por los teoremas [3.1] y [3.2] se puede tomar un ideal primo p arbitrario de R. Sea
Y R[xy, xo, .. xm] = (R/p) [x1, 22, . ., T,

que reduce los coeficientes de un polinomio médulo p.

Dado que p es un ideal primo de R entonces R/p es un dominio entero. Como % (f) es una
unidad en (R/p) [z1,22,...,2m| vy R/p es un dominio entero, entonces por el caso particular
¥(f) es una constante; es decir, sus coeficientes de todos los términos grado mayor que cero
son nulos. De ahi que todos los coeficientes de los términos de grado mayor que cero de f
pertenecen a p.

Puesto que la escogencia del ideal primo p fue arbitraria, se tiene que todos los coeficientes de
los términos de grado mayor que cero de f pertenecen a la interseccion de todos los ideales
primos y por la Proposicién [1.1] esto es precisamente el nilradical de R. En consecuencia, los

coeficientes de los términos de grado mayor que cero de f son nilpotentes.
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El reciproco se obtiene del Lema (3.1 O
Apartir de los resultados anteriores se presenta el teorema principal de este capitulo.

Teorema 3.4. Para cualquier entero positivo m, Zy|x1,xa, ..., Tn] tiene la propiedad de la diagonal

sty solo si n es un divisor de 12.

Demostracion. Suponga que n es un entero positivo para el cual Z,[x1, z2, . . ., Ty, | tiene la propiedad
de la diagonal. Como Z,, es un subanillo de Z,[z1,x2, ..., zy], se sigue que Z, tiene la propiedad
de la diagonal, asi del Teorema [2.1| se tiene que n debe ser un divisor de 24.

Dado que 8 y 24 son los tinicos nimeros que dividen a 24 y no a 12 entonces la demostracién se

reduce a demostrar lo siguiente.

a) Zglx1,xe, ..., Tm] y Zoslx1, x2,. .., 2] no tienen la propiedad de la diagonal.
b) Zy[x1,x2,...,%,] tiene la propiedad de la diagonal cuando n es un divisor de 24 diferente a
8y 24.
Demostracion de a) Para demostrar que Zg[z1, T2, ..., ZTm| y Zoa[z1, T2, .. ., Ty) no tienen la propie-

dad de la diagonal es suficiente con encontrar en ambos anillos una unidad que no sea involucion.

= Sea el elemento nilpotente 2z, del anillo Zg[z1,z2,...,zy]. Por el Lema se tiene que

u =14 2x1 es una unidad, sin embargo.

u2—1:(1—1—2$1)2—1:1—1—4m1+4$12—1:4w1+4$12:4(271—|—:E12)750.

Luego u no es una involucién.

» Similarmente, como 6x; es un elemento nilpotente en Zoy[z1, 9, ..., Ty], se tiene que u =

1+ 6z es una unidad, que no es una involucién, puesto que

uw? —1=(1+6x1)*—1=14 1221 +3621% — 1 = 1221 + 3621 = 12(zx1 + 321%) £ 0.

Demostracion de b) Se va a demostrar que cuando n es divisor diferente de 8 y 24, todas las unidades
u en Zy[x1, 22, . .., Tm] son involuciones; es decir u? = 1.

Por la Definicién [3.1] los anillos Zg, Zs y Zg son reducibles y por el Teorema [3.3] las unidades en
Zo[x1, T2y ... Tm|, Ls[x1, X2, . ., ] ¥ Ze|x1, T2, . .., Tm] son exactamente las unidades en Zo, Z3 y
Zg respectivamente. Ademads, por el capitulo anterior Zo, Z3 y Zg tienen la propiedad de la diagonal
entonces los anillos de polinomios también la tienen.

En cuanto a los anillos de polinomios Z4[z1, 22, ..., %m] ¥ Z12[T1, X2, ..., Tn] se desarrolla a

continuacion.
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Por un lado en Zy[z1, z2, . . ., x| el Gnico elemento nilpotente es 2, y ademéds las unidades en Zy4
son 1 y —1 entonces las unidades u en Zy[z1, z2,. .., Zy| estdn dadas por u =2h — 1y u=2h+1
donde h es un polinomio arbitrario. Luego u? = 1 en Zy[z1, 72, ..., Zy]. Por tanto u es una involu-

cién en Zy[x1, w2, ..., Tm).

Por otro lado el tnico elemento nilpotente en Zia[z1,x2, ..., Ty] es 6, por tanto todas las uni-
dades u son de la forma u = 6h 4+ r donde h es un polinomio arbitrario y r es una unidad en Zjs.

Luego

u? = (6h +1)? = 36h% + 12hr + 12 = r% € Zyo[w1, 22, ..., T
Ademsis Zis tiene la propiedad de la diagonal entonces r?2 = 1(méd12). Por tanto u es una involu-
cién en Zia[r1, 22, . .., Ty

Finalmente de los incisos a) y b) se deduce que el anillo de polinomios Z,[z1, z2, - - - , ] cumple

con la propiedad de la diagonal siempre y cuando n sea un divisor de 12. ]



Capitulo 4

Propiedad cubica de la diagonal para

los anillos Z,

El estudio de este capitulo se centra en la propiedad cibica para los anillos Z,, el cual estd basado

X

A7, de los autores Karenna Genzlinger

en el articulo, “Sophie Germain primes and involutions of Z
y Keir Lockridge, del ano 2015, ver [10].

4.1. Propiedad cubica de la diagonal

Dado un entero positivo n, la tabla de multiplicacién ctibica de Z, es un cubo [0,n — 1]® cuya
entrada en la coordenada (i, j, k) es el producto ijk( méd n). Asi se puede plantear la pregunta ;para
cuales n la tabla de multiplicacién ctbica de Z, tiene los 1’s unicamente en la diagonal principal?

Sin embargo, puede probarse que la respuesta para esta pregunta es n = 1 o n = 2, dado que
de otra manera (—1)(—1)1 = 1 lleva a un 1 fuera de la diagonal principal. En consecuencia, se hace
una modificacién a este interrogante con el objetivo de que pueda ser mas interesante.

Antes de presentar la modificacién al interrogante, se tiene en cuenta la siguiente definicidon.

Definicién 4.1 (Plano coordenado). Se dice que la coordenada (i, j, k) correspondiente al producto
ijk(moéd n) de la tabla de multiplicacién cibica de Z,, pertenece a un plano coordenado si una de sus

entradas es congruente con 1 médulo n; es decir, si i = 1(mddn) o j = 1(mddn) o k = 1(médn).

Ejemplo 4.1. La entrada (1,5,5) € (Zg)? estd en un plano coordenado ya que su producto es
1-5-5 =25 = 1(mé6d6). Asi 1 = 1(m6d6). De la misma forma las entradas (5,1,5) y (5,5,1)

pertenecen a un plano coordenado.

De esta manera, en este capitulo se estudia la pregunta ;para cudles n el 1 aparece en la tabla

de multiplicacién cubica de Z, en la diagonal principal o proviene de los planos coordenados?

28
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Para presentar el resultado que caracteriza la propiedad cubica de la diagonal, es necesario lo
siguiente.
En primer lugar se recuerda que con U (R) se denota el conjunto de unidades en R, ver Definicién

Ademsds, en lo que sigue se representard la tabla cibica de la diagonal, como se muestra a

continuacién.
UR) |- k
J
J ijk(moédn)
J

Tabla 4.1: Representacién de la tabla de multiplicacién ctbica de Z,.

Por ejemplo, si U(R) = {a, b, c}, la tabla cibica de la diagonal estaria dada asi

UR) | a b c
a ald a’b | a’c
b | aba | ab? | abe
c | aca | ach | ac®
b a | ba® | bab | bac
b | b%a | b3 b’c
c | bea | beb | b?
c a | ca® | cab | cac
b | cba | cb? | cbe
c|cPalcb|E

Tabla 4.2: Ejemplo de tabla cibica cuando U(R) = {a, b, c}.

Cabe resaltar que como Z,, es un anillo conmutativo, la entrada abc( méd n) correspondiente a la
coordenada (a, b, ¢) en la anterior representacién es la misma a la que le corresponde a la coordenada
(a,c,b).

La representacién de esta tabla en esta manera permitira realizar el reciproco del teorema de la

propiedad de la diagonal.

Ejemplo 4.2. El anillo Z;5 no cumple con la propiedad ctibica de la diagonal puesto que para la

coordenada (7,5,11) se tiene que 7-5-11 = 385 = 1(md6d12), de esta manera el 1 cae por fuera de



4. Propiedad cubica de la diagonal para los anillos Z, 30

la diagonal y no proviene de ningun plano coordenado.

Para ejemplificarlo se muestra a continuacién su respectiva tabla cibica de la diagonal.

UZyp) |1 |5 |7 |11
L[5 [7
5 [5 |1 | 117
7 |7 [11]1 [5
11 [ 117 [5 |1
s [ L[5 1 [11]7
5 |1 |5 |7 |11
7 [11]7 |5 |1
117 [11[1 |5
o | L |7 [11[1 5
5 117 |5 |1
7 (1 |5 |7 |11
115 |1 |11 |7
1 [11]7 [5 |1
e A A B TR R
7 [5 |1 |11 |7
111 |5 |7 |11

Tabla 4.3: Tabla de multiplicacién cubica para Zqo

Teorema 4.1 (Propiedad cibica de la diagonal). Los 1’s en la tabla de multiplicacion cibica
para L, se encuentran en la diagonal principal o en los planos coordenados (donde una de la tres

coordenadas es 1) si y solo sin es un divisor de 4 0 6.

Demostracion. En primer lugar se realiza el reciproco del teorema. Cuando n = 1 o n = 2 que
corresponden a U(Zy) y U(Zz) cumplen trivialmente la propiedad ctibica de la diagonal. Por otro
lado paran = 3,4 y 6 se puede dar la tabla de multiplicacién ctibica. Como se muestra a continuacién

en cada caso se verifica la propiedad cubica de la diagonal.

Tabla 4.4: Tablas de multiplicacion cibica para Zs, Z4 y Zsg.

Para probar el reciproco se encontrara el niimero de 1’s que aparecen en la tabla de multiplica-

cién cubica de Z,, pero que no estan en ninguno de los planos coordenados. Para realizar esto se
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consideran los siguientes conjuntos.

A={(a,bc) €U(Z,)* : abc =1},

B={(1,b,c) €U(Zy)’ :bc=1yb#1l,c#1}U{(a,1,¢) EU(Zy)* rac=1ya#1,c#1}
U{(a,b,1) €U(Zy)? rab=1ya#1,b#1} U{(1,1,1)},

C ={(a,a,a) GU(Zn)3:a3:1ya7é1}

Dado que n satisface la propiedad cibica de la diagonal, se tiene que el conjunto A sirve para contar
el nimero de 1’s que estan en la diagonal principal o en un plano coordenado; ademés se puede
observar que A = BUC, y que ademéas B y C son disjuntos.

El nimero de elementos de cada conjunto se presenta en lo que sigue.

|A] = ¢(n)? porque (ab)c = 1 implica que ¢ se puede ver como el inverso de ab. De esta manera
los que varfan son a y b, y cada uno puede tomar ¢(n) valores. Es decir, |A| = ¢(n)2.

Por otro lado, el |{(1,b,¢) :bc=1,b# 1y c# 1} | = ¢(n) — 1 porque al ser bc = 1, entonces ¢
es el inverso multiplicativo de b; luego aquel que estéd variando es b y puede tomar ¢(n) — 1 valores
diferentes, puesto que b # 1.

De la misma forma se tiene que
{1, 0)rac=latlyc#1} =) —1y

[{(a,b,1) be=1,a £ 1y b#1}] = 6(n) — 1,

y adicionalmente |{(1,1,1)}| = 1.
De ahf que |B| = 3(¢(n) — 1) + 1.
De esta manera el nimero de 1’s que aparecen en la tabla de multiplicacién cibica de Z,,, pero

que no estan en ninguno de los planos coordenados, esta dado por
O] = |A] = |B] = ¢(n)* = (8(6(n) — 1) + 1) = ¢(n)* - 3¢(n) + 2.

Ahora se desea encontrar los valores de n donde esta cantidad es igual al nimero de elementos
de orden multiplicativo precisamente 3, puesto que la entrada (1,1,1) se ha omitido. Dicho de otra
manera lo que se pretende es encontrar los valores de n tal que ¢(n)% —3¢(n)+3 sea igual al nimero
de elementos cuyo orden divida a 3. Para ello se considera U (Zpk) donde p es un numero primo y k

es un entero positivo. Se consideran los siguientes casos.

= Caso 1: p = 2(méd3). Suponga que existe un elemento a de orden 3 entonces 3|¢(p*) =
(p—1)p*~! luego por el Lema de Euclides 3|p — 1 o 3[p*~!. Luego se tiene que p = 1( mdéd 3)
o p = 0(mbd3), lo que lleva a una contradiccién. Por lo tanto no existe un elemento de orden

3. Luego existe un sélo elemento cuyo orden divide a 3.
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» Caso 2: p = 1(m6d3) con p > 2. Como U(Zyk) es ciclico y su orden estd dado por o(pF) =
(p—1)p*~1, porel Teoremael ntimero de elementos de orden 3 en U(Z,x ) es ¢(3) = 3—1 = 2.

Luego se tienen 2 elementos de orden 3 y un elemento de orden 1.

De esta manera hay 3 elementos cuyo orden divide a 3.

= Caso 3: p =3y k= 1. El conjunto U (Zpk) tiene 2 elementos los cuales son el 1 y el 2. Puesto
que el orden de 1 es 1 y el orden de 2 es 2, luego se tiene que solo hay un elemento que divide
a 3.

= Caso 4: p = 3 y k > 2. Similarmente al caso 2, U(Z,x) es ciclico entonces 3Pt Ast

#(3) =3 — 1 = 2. Luego se tienen 2 elementos de orden 3 y un elemento de orden 1.

De esta forma, hay 3 elementos cuyo orden es divisor de 3.

Luego si la factorizacién prima de n = p’flpg2 ---pF por el Teorema Chino de los Restos
L, ~ Z’;i @ Z’;g O D Z’;;. Como consecuencia de los casos estudiados anteriormente, en par-
ticular los casos 2 y 4, el niimero de elementos cuyo orden es divisor de 3 estd dado por 3" ¢, donde
r representa el niimero de divisores primos de n congruentes con 1 médulo 3 y € = 1 si 9 divide a
n o € = 0 en caso contrario.

Por lo tanto, se debe estudiar la ecuacién ¢(n)? — 3¢(n) + 3 = 3+¢.

Suponga que r + ¢ > 2. Esto implica que si 3|3"¢ entonces 3|¢(n) y por tanto 9 divide a ¢(n)?.
Esto significa que 9 divide a ¢(n)? — 3¢(n). Luego 9 debe dividir a 3"+¢ — 3. Puesto que r + ¢ > 2
entonces 9 divide a 3" ¢, pero 9 no puede dividir a 3. Por lo tanto r+ ¢ < 2, de ahi que r+¢ € {0,1}
y asi ¢(n)? — 3¢(n) +3 =10 ¢(n)> — 3¢(n) + 3 = 3.

Observe que la ecuacién ¢(n)? — 3¢(n) + 3 = 3, no tiene solucién porque ¢ no puede tomar los
valores 0 y 3. Por otro lado, para la ecuacién ¢(n)? — 3¢(n) + 3 = 1, la soluciones son ¢(n) =1 o
b(n) =2

Suponga que existe un primo p > 5 tal que pln y que n = pFq donde k,q € Z* y ademés
ged(p, q) = 1, entonces é(n) = ¢(p*)d(q) = ¢(q)(p — 1)p*~! > p — 1 > 4. Esto implica que en la
factorizacién prima de n, no pueden aparecer primos mayores o iguales que 5, asf n = 2%3%.

Ahora se analiza entre que valores deben estar o y .

Si o > 3 entonces ¢(2%) = 2971 > 2371 = 4 > 2. Esto contradice el hecho que ¢(n) tiene que

ser a lo mas 2. Luego a < 2.

Esto es una contradiccién. Luego 5 < 1.

De lo anterior « <2y < 1.

Por lo tanto, la factorizacién prima de n estd dada por n = 2938 donde 0 < o < 2 y0< <1 La
siguiente tabla ayuda a ejemplificar los valores que debe tomar n para que cumpla con la propiedad

cubica de la diagonal.
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nlalB] ¢2%9(3°) =¢(n
110]0][0(29¢(3% =0¢01)=1
2[1]0]02YH3")=9(2) =1
3[0[1]¢296(3") =0¢(3) =2
412]0]¢(2%)9(3°) =9(4) =2
6[1[1]¢2Y(3") =9(6) =2

Tabla 4.5: Valores n para los cuales ¢(n) =1 o ¢(n) = 2.

Cabe resaltar que si se toma n = 12 = 223 entonces

$(2°3) = $(2%)6(3) = 4 > 2.

Esto es una contradiccién. Luego n|6 o n|4.

Con lo anterior se finaliza la demostracion, y se concluye que los valores de n que cumplen la

propiedad cubica de la diagonal son los divisores de 4 o 6. O



Conclusiones

= En este trabajo se recopilaron los resultados que permitieron realizar el estudio de la propiedad
de la diagonal en los anillos Z,,, en los anillos de polinomios Z,[x1, xa, ..., x| v la extension
a la propiedad cibica de la diagonal. Para esto, se organizaron de manera sistematica de tal
manera que sea de mayor comprension para el lector. Cabe resaltar que las pruebas presentadas
han sido reelaboradas de manera detallada, dado que en los textos estudiados se omiten pasos
que restan claridad a dichas pruebas.

= Aunque en este trabajo se estudié la propiedad de la diagonal en algunos anillos conmutativos,
se puede investigar en otros anillos conmutativos como es el caso del trabajo presentado por
S.K Chebolu et al. [5], en el cual se estudi6 la propiedad de la diagonal en el contexto de
algebras de grupo. Adicionalmente, en este articulo los autores analizan generalizaciones de la
propiedad de la diagonal en cuerpos finitos y algebras de grupo. Asi mismo esta propiedad se
puede extender para estudiar el concepto de k£ unidades médulo n, como se hace en el trabajo
de J. Castillo y J. Caranguay en [3].

= Se puede pensar en estudiar esta propiedad en anillos no conmutativos. De esta forma es un
campo en el que se pueden desarrollar futuras investigaciones.

= En el Capitulo [2, Seccién se pudo observar las tablas multiplicativas de Cayley para los
anillos Z,, y en el Capitulo 4 las tablas ciibicas de la diagonal; si bien en las primeras se realiza
la tabla completa para cada anillo y en las segundas se toma las unidades del anillo, esto
puede llevar a que el lector piense que se estan utilizando enfoques diferentes, sin embargo
cabe resaltar que las tablas multiplicativas de Cayley podrian reducirse de tamano si solamente
se hubieran considerado las unidades para su construccién, pero esto no se hizo con el animo
de mantener la idea que generé el problema originalmente.

34
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