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Resumen

Los problemas propuestos en las Olimpiadas matemadticas no son necesariamente comunes y gene-
ralmente abordan temas avanzados en diferentes areas, es alli donde la experiencia en la solucién
de problemas juega un papel importante, porque es necesario integrar conocimientos previos, estra-
tegias, habilidades e ingenio cuando se enfrenta a un problema.

Este trabajo se enfocé en la solucién de problemas geométricos, principalmente de competencias
matematicas y relacionados con cuadrildteros ciclicos, esto es, cuadrilateros cuyos vértices se en-
cuentran en una circunferencia. Este tema normalmente no se ensena en las escuelas, pero en las
Olimpiadas matematicas es muy comun encontrar una variedad de problemas donde se aplica es-
te concepto. Se destaca que el estudio de los problemas relacionados con los cuadrilateros ciclicos
ayuda a profundizar, comprender y aplicar conceptos geométricos.

En este trabajo se presenta una compilacién tedrica de cuadrilateros ciclicos, que incluye criterios
para su caracterizacion. Estos conceptos tedricos se aplicaron en la resolucion de problemas donde,
implicita o explicitamente, se requiere el uso de cuadrilateros ciclicos como una herramienta de
solucién. También se muestra una coleccién de problemas propuestos sobre este tema. Ademads, cabe
senialar que con la experiencia obtenida haciendo esta tesis, se crearon y resolvieron tres problemas
relacionados con los cuadrilateros ciclicos.
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Abstract

Proposed problems in mathematical Olympiads are not necessarily common and generally address
advanced topics in different areas, it is there where experience in the solution of problems plays
an important role, because it is necessary to integrate previous knowledge, strategies, abilities and
ingenuity when facing a problem.

This work was focused on solution of geometric problems mainly from mathematical competition
and related to cyclic quadrilaterals, this is, quadrilaterals whose vertices all lie on a circumference.
This topic is not normally taught in schools, but in mathematical Olympiads it is very common to
find a variety of problems where this concept is applied. It is highlighted that the study of problems
related to cyclic quadrilaterals help to deepen, understand and apply geometric concepts.

In this work a theoretical compilation of cyclic quadrilaterals is presented, including criteria for
their characterization. These theoretical concepts were applied in problem solving where, implicitly
or explicitly, the use of cyclic quadrilaterals is required as a solution tool. A collection of proposed
problems about this topic is also shown. Additionally, it should be noted that with the experience
gained doing this thesis, three problems related to cyclic quadrilaterals were created and solved.
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Introduccion

Desde el siglo XVI con los torneos matematicos de Italia y luego con el primer torneo matemaéti-
co para jovenes en Hungria en 1894, las olimpiadas matematicas comenzaron a tomar fuerza y se
volvieron populares. En 1959, Rumania toma la iniciativa y lleva a cabo la primera versién de la
Olimpiada Internacional de Mateméticas (IMO), en la que participaron siete paises. Actualmente,
la mayoria de paises participan en esta y otras olimpiadas internacionales, incluso en muchos paises
se realizan olimpiadas nacionales, regionales y locales. Por ejemplo, en Colombia la Universidad
Antonio Narino organiza la olimpiada nacional y coordina el equipo de estudiantes que participan
en la IMO, en la Olimpiada Matemadtica de Centro América y el Caribe (OMCC), en la Olimpiada
Iberoamericana de Matemaéticas (OIM), entre otras.

Las olimpiadas matemaéticas se han convertido en concursos con gran acogida por las situaciones
problema que plantean, pues no son usuales y generalmente su solucién no es obvia, retando a los
estudiantes a explorar nuevas estrategias que impulsan su ingenio y creatividad al intentar resolver-
los. Es aqui donde la resolucién de problemas juega un papel importante.

La resolucion de problemas matemaéticos, es un proceso que permite reflexionar sobre las acciones
que se pueden realizar al enfrentarse a un problema. Resolver un problema, es un reto intelectual
para quien lo enfrenta y se necesita de una serie de pasos o estrategias que guien el camino hacia
la solucién, donde es necesario tener en cuenta los conocimientos, las habilidades, la creatividad
y el ingenio (Castillo et al, 2017). En este campo, uno de los pioneros es George Polya quien en
su libro “Coémo plantear y resolver problemas”, o mas conocido como “How to solving”, propone
cuatro pasos que pueden guiar el proceso para resolver un problema, aunque no existe un método
mecanico, ni una férmula méagica que los resuelva. Los pasos son: entender el problema, idear un
plan, ejecutar el plan y hacer una mirada retrospectiva.

Al igual que Polya, otros autores como Miguel de Guzméan, Allan Schoenfeld y Santos Trigo, han
trabajado e investigado en el area de resolucién de problemas proponiendo métodos para abordarlos
y coinciden en que la resolucién de problemas es un proceso complejo e importante en el desarrollo
integral de una persona. Mds informacion al respecto se puede encontrar en Guzman (1995), Polya
(1965), Schoenfeld (1985) y Santos (2014).

Dado el impacto que las olimpiadas matemadticas generan, los participantes se preparan en las di-
ferentes areas como son aritmética, teoria de ntimeros, algebra, geometria, entre otros. En el area
de geometria, se ha observado que en cada versiéon de estos certdmenes siempre hay problemas re-
lacionados con ella. Después de un analisis realizado a los problemas de la IMO, disponibles en la

XV
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pagina de internet de Art Of Problem Solving, desde la primera versién de esta olimpiada hasta
la realizada en el ano 2016, concluimos que el 35 % de los problemas propuestos han sido geométricos.

En los problemas geométricos que se proponen en las diferentes olimpiadas se encuentran proble-
mas relacionados con cuadrilateros ciclicos, es decir, con cuadrilateros que se pueden inscribir en
una circunferencia. En el andlisis realizado a los problemas propuestos por la IMO, se observé que
desde el examen del ano 2000 hasta la prueba realizada en el ano 2016, el 56 % de los problemas
en geometria estdn relacionados con cuadrildteros ciclicos. Este hecho afirma la importancia en el
estudio de dichos cuadrilateros.

Los cuadrilateros ciclicos, no son un tema muy conocido en la educacién bésica y media e incluso en
la universidad. Sin embargo, es comiin encontrarlos en libros de geometria elemental, como propie-
dades de cuadrilateros inscritos en circunferencias y no con su nombre técnico. Por otra parte, hay
libros de geometria mas avanzada donde se deja una seccion para hablar de ellos, donde normal-
mente se presentan teoremas bésicos. Algunas referencias donde se pueden encontrar cuadrilateros
ciclicos son Andreescu y Gelca (2009), Barnett (1997), Coxeter y Greitzer (1967) y Hemmerling
(1971).

En este trabajo se presentan teoremas relacionados con cuadrilateros ciclicos y su aplicacién en la
resolucién de problemas geométricos, para ello se plantean cinco capitulos. El primero, denomina-
do preliminares, recopila conceptos de geometria necesarios para comprender la temadtica que se
desarrolla en el trabajo, asumiendo conocimientos geométricos bésicos. En el segundo capitulo, se
resalta la importancia de la resolucién de problemas y se presenta una breve descripcién de algunas
olimpiadas matematicas en las que se han encontrado problemas sobre cuadrilateros ciclicos. El ter-
cer capitulo es fundamental en este trabajo, al contener el componente tedrico sobre cuadrilateros
ciclicos que permite determinar criterios para demostrar propiedades relacionadas con ellos y carac-
teristicas que los determinan. Por otro lado, en el cuarto capitulo, se presentan problemas tomados
de olimpiadas matematicas y libros de geometria con su respectiva soluciéon, donde el uso de las
propiedades de cuadrilateros ciclicos como herramienta ha sido esencial. Ademaés, en este capitulo,
gracias a la tematica estudiada y a la exploracion en el software de geometria dindmica GeoGebra,
se proponen y solucionan tres problemas originales. Finalmente, en el tltimo capitulo se incluye una
recopilacién de problemas tomados de diferentes olimpiadas matematicas y libros de geometria, los
cuales se relacionan con los cuadrilateros estudiados. Con este capitulo se pretende que el lector
pueda practicar y adquirir mas habilidades en la resolucién de problemas geométricos relacionados
con cuadrilateros ciclicos.



Capitulo 1

Preliminares

Para comprender el tema de cuadrilateros ciclicos y problemas estudiados en el presente trabajo,
es necesario conocer conceptos de geometria elemental. Es asi, como en este capitulo se presentan
de forma breve algunos conceptos y teoremas bésicos que pueden ser de utilidad en la solucion de

dichos problemas y demostraciones, las figuras que se prensentan en adelante son de nuestra autoria.

Para empezar, es importante aclarar que en el presente trabajo los puntos se denotardn con letras
mayusculas y las rectas con letras mintsculas o se pueden definir por dos puntos que pertenezcan
a ella y sean diferentes, por ejemplo una recta definida por los puntos A y B denota como AB.
Ademés, se denotard el segmento AB como AB y cuando se trate de la medida del segmento, por

abuso de notacion, se escribird de igual manera.

Los angulos se denotaran mediante tres puntos, de modo que el del medio corresponda al vértice
y los otros dos puntos estén sobre los lados que definen del angulo. El simbolo que se emplea para
angulo es £, por ejemplo en la Figura 1.1 el angulo LCED y cuando se trate de la medida no se
haré distincién, por ejemplo el angulo

Las relaciones de congruencia entre los angulos formados por el corte de una transversal s y unas

rectas paralelas [ y m, tal como se observa en la Figura 1.1, son:
» Angulos alternos internos tales como L ADE = ACED y ADEG = { BDE.

] Angulos correspondientes tales como LFDA = ADEG, ABDF = L{CED, {ADE = {GEH
vy {BDE = {CEH.

] Angulos opuestos por el vértice tales como LF'DA = LEDB, ABDF = {ADE, {DEG =
LHEC y LACED = {GEH.

] Angulos alternos externos como L BDF = {GEH y AFDA = {HEC.
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Figura 1.1: Rectas paralelas cortadas por una transversal.

Ademi4s de las relaciones de congruencia se tienen dngulos colaterales, los cuales son suplementarios
y pueden ser internos o externos. En la Figura 1.1, LEDB y LCED son angulos colaterales inter-

nos, mientras que £ BDF y £ HEC' son colaterales externos.

Por otra parte, por la importancia que presentan los tridngulos en los problemas geométricos y a
que se usaran propiedades que se asumen conocidas sobre ellos, se presentan algunas de estas y se

aclara la notacién a usar con respecto a propiedades de congruencia sobre los tridngulos.

Los tridngulos son figuras geométricas cerradas formadas por la unién de tres segmentos, los cua-
les se llaman lados, donde los puntos comunes a cada par de lados se denominan vértices. Cada
tridngulo, se denotara con el simbolo A seguido de los tres vértices que lo forman, por ejemplo el
tridngulo con vértices A, B y C se denota AABC. Una caracteristica importante de ellos, en la

geometria euclidiana, es que la suma de la medida de sus dngulos internos es 180°.
Los triangulos se pueden clasificar segin la longitud de sus lados en:

= Fquildteros: si los tres lados tienen la misma longitud.

= [sdsceles: si solo dos lados tienen la misma longitud.

= FEscalenos: si las longitudes de los lados son diferentes.
También es posible clasificar los tridngulos segin sus angulos en:

= Rectdngulos: si tienen un angulo recto.

= Acutdngulos: si sus tres dngulos son agudos.

= Obtusdngulos: si uno de sus angulos es obtuso.
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Por otro lado, es importantes tener en cuenta las siguientes definiciones relacionadas con tridngulos:

» Altura: es el segmento perpendicular a uno de los lados (o0 a su prolongacién) desde el vértice
opuesto. El punto de intersecciéon de las rectas que pasan por las alturas se conoce como

ortocentro.

s Mediana: es el segmento que va desde un vértice al punto medio del lado opuesto. El punto

de interseccion de las rectas que pasan por las medianas se conoce como baricentro.

= Bisectriz: es el segmento o rayo que biseca un angulo y se extiende hasta el lado opuesto. El

punto de interseccién de las bisectrices se conoce como incentro.

= Mediatriz: es la recta perpendicular a cada lado del tridngulo por el punto medio. El punto

de interseccion de las mediatrices se conoce como circuncentro.

Para profundizar més sobre estas definiciones se recomienda revisar Barnett (1997).

En la Figura 1.2-a se han construido las alturas del AABC, donde las alturas desde B y C no son
perpendiculares directamente al lado del tridngulo sino a la extensién del mismo; en este caso, H
es el ortocentro del tridngulo. Por otro lado, en la Figura 1.2-b para el AM N P se construyeron las
mediatrices, las cuales se cortan en el circuncentro O, siendo este punto el centro de la circunferencia
que inscribe el tridngulo. En adelante, para indicar segmentos o angulos de igual medida se usara
una pequeiia traza de igual forma, por ejemplo, los segmentos NQ y QP en la Figura 1.2-b tienen

la misma medida y los angulos L{CED y £ BDF en la Figura 1.1 tienen la misma medida.

b. Mediatrices y circuncentro

a. Alturas y ortocentro.

Figura 1.2: Alturas y mediatrices de un tridngulo.

En ocaciones es de gran utilidad demostrar la congruencia o semejanza entre tridngulos. La relacion

de congruencia para dos tridngulos significa que tienen la misma forma y el mismo tamano, es decir,
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los lados y los dngulos correspondientes en ambos tridngulos tienen la misma medida, aunque no
necesariamente tienen la misma orientacién o posicién. El simbolo para denotar congruencia de

tridngulos es .

La relaciéon de semejanza implica que los tridngulos tienen la misma forma pero posiblemente dife-
rente tamano, de donde, los dngulos son iguales, pero los lados correspondientes pueden diferir en

igual proporcién. El simbolo para denotar semejanza es ~.

Por ejemplo, en la Figura 1.3 se supone que el lado AC' es paralelo al lado DE y por tanto se tiene
que AABC ~ ADFEF. De esta semejanza, es posible concluir que los dngulos correspondientes son
congruentes, es asi como LCAB = L FEDB, A BCA = £BED y el angulo £ ABC es comin. Ademéds

por la semejanza, también se concluye la relaciéon de proporcionalidad dada por
== == —, (1.1)

donde k es una constante positiva.

Figura 1.3: Tridngulos semejantes.

Por la importancia de la congruencia y semejanza de tridngulos, se presentan los criterios para

probar estas relaciones.

Para probar congruencia entre dos tridngulos se tienen tres criterios que son:

» Angulo-Lado-Angulo (A-L-A), en este es necesario probar que dos dngulos de un tridngulo
son congruentes con dos del otro tridngulo y que los lados comprendidos entre los dngulos son

iguales.

= Lado-Angulo-Lado (L-A-L), en este es necesario probar que los dos tridngulos tienen dos lados

y el angulo comprendido entre ellos congruentes.
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» Lado-Lado-Lado (L-L-L), en este es necesario probar que los tres lados de un tridngulo son

congruentes con los del otro tridngulo.
Se presenta a seguir, los tres criterios para verificar si dos tridngulos son semejantes.

» Angulo-Angulo (A-A), en el cual dos tridngulos son semejantes si tienen dos dngulos con-

gruentes.

» Lado-Lado-Lado (L-L-L), en este criterio se tiene la semejanza si los lados correspondientes

de dos triangulos son proporcionales.

] Lado—Angulo—Lado (L-A-L), si un dngulo de un tridngulo es congruente con un éngulo del otro
tridngulo, y los lados correspondientes que incluyen este dngulo son proporcionales entonces

los tridngulos son semejantes.

Un texto para profundizar mas sobre estos temas es Hemmerling (1971).

La rama de las matemaéticas que estudia las relaciones entre los &ngulos y los lados de los tridangulos es
la trigonometria, en ella se encuentran diversas formulas que facilitan el calculo de dichos elementos
y por tanto se pueden aplicar en la resolucion de problemas. Se destanca la identidad trigonométrica
fundamental sin? o + cos? @ = 1, que permite deducir otras identidades de gran utilidad; ademaés
de la ley del seno, la ley del coseno, que incluso en el Capitulo 3 se demuestran con la aplicacion

de cuadrilateros ciclicos. Otras férmulas trigonométricas se pueden encontrar en Zill y Dewar (2012).

La Figura 1.4 permitird comprender las leyes de seno y coseno descritas a seguir.

Figura 1.4: Lados y dngulos de un triangulo.

Teorema 1.1. (Ley del seno). Sea AABC tal que la medida de los correspondientes lados opuestos
a los dngulos o, B y & son respectivamente a, b y ¢, como se tiene en la Figura 1.4. Entonces se

cumple que
a b c

sinaw  sinfB  sind’

(1.2)
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Teorema 1.2. (Ley del coseno). Sea AABC tal que sus dngulos internos son «, 3y 6 y la longitud
de los lados opuestos a ellos son a, b y ¢, respectivamente, como se ilustra en la Figura 1.4. Entonces

se cumplen las siguientes igualdades

2 =a® + b* — 2abcos 4,
b2 =a? + ¢® — 2accos 3,

a® =b% + ¢* — 2bccos a.

Otro aspecto a resaltar en geometria, es lo referente a los dngulos centrales e inscritos en una circun-
ferencia. Los dngulos centrales, son aquellos formados por dos radios de una circunferencia, donde
el vértice del angulo es el centro de la circunferencia y los dngulos inscritos son aquellos formados
por dos cuerdas o un didmetro y una cuerda, que tienen un punto comun sobre la circunferencia.
En la Figura 1.5, dado que O es el centro de la circunferencia, £ DOC' es un angulo central y los
angulos £ DAC v £ DBC son angulos inscritos, en el caso del angulo £ DBC observe que el punto

comun sobre la circunferencia es B.

Figura 1.5: Angulos central y angulos inscritos.

A continuacidn, se describen relaciones importantes entre los dngulos mencionados.

Teorema 1.3. Si dos dngulos inscritos en una circunferencia abren el mismo arco, entonces son

congruentes.

Teorema 1.4. La medida de un dngulo inscrito es igual a la mitad del dngulo central que abre el

mismo arco.

Por los anteriores teoremas, se concluye que en la Figura 1.5, los dngulos LA DAC' y £DBC son

congruentes y ademas se tiene que £ DBC = %KDOC .
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Por otro lado, cabe resaltar la propiedad de la barquilla y la definicién de la potencia de un punto.
La primera relaciona una circunferencia con rectas tangentes a ella y la segunda esta relacionada
con la distancia de un punto, con el centro de una circunferencia y su radio. Se puede profundizar
més sobre ellas en Céceres (2010) y Coxeter (1967).

Teorema 1.5. (Propiedad de la barquilla). Si se trazan dos rectas tangentes a una circunferencia
desde un punto exterior, entonces los segmentos de recta desde ese punto exterior a los puntos de
tangencia son congruentes y el centro de la circunferencia estd en la bisectriz del dngulo entre las

rectas.

Definicion 1.1. La potencia de un punto P con respecto a una circunferencia con centro en O y

radio 7 se define como (W)Q — 72

Observe que la potencia de un punto es una constante y en caso de que P se encuentre sobre la
circunferencia, la potencia es cero debido a que PO = r. Ademads, cuando el punto P estd en el

interior de la circunferencia la potencia es negativa y cuando esta en el exterior es positiva.

En los preliminares geométricos, finalmente se encuentra un grupo especial de poligonos que se co-
nocen como cuadrilateros. Los cuadrilateros son figuras geométricas cerradas, formadas por la uniéon

de cuatro segmentos, llamados lados, y los puntos donde esos lados se intersectan se llaman vértices.

Los cuadrilateros pueden ser convezos, si sus angulos internos son menores a 180°, o cdncavos si

uno de sus angulos internos es mayor a 180°.

En el presente trabajo se usan cuadrilateros convexos. Una caracteristica de estos cuadrilateros es
que la suma de sus dngulos internos es 360°. Asi, por ejemplo los cuadrados, rectangulos, trapecios

y paralelogramos son cuadrilateros convexos.

Hay un gran nimero de propiedades bésicas de los cuadrildteros que se ensenan en cursos elementa-
les de geometria y por la importancia de ellos en este trabajo se recomienda profundizar en textos
como Barnett (1997) y Hemmerling (1967).

Por otro lado, se encuentran en geometria casos especiales que son interesantes de estudiar, ya que
a partir de ellos se pueden determinar propiedades. Por ejemplo, es claro que dado un punto pasan
por el infinitas circunferencias. Asi mismo, dados dos puntos se puede concluir que por ellos pasan
infinitas circunferencias, pero cuando son tres puntos se forma un tridngulo y se conoce que la cir-
cunferencia que lo inscribe es unica. De aqui surge el interrogante ;cudntas circunferencias pasan

dados cuatro, cinco o méas puntos? Para responder a ello imagine tres puntos, por los cuales pasa una
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circunferencia, si se agregan mas puntos pueden estar o no en dicha circunferencia, por tanto la res-
puesta es que dados cuatro o mas puntos por ellos pasa una tnica circunferencia o ninguna. Cuando

una circunferencia pasa por cuatro puntos es un caso especial ya que se forma un cuadrildtero ciclico.



Capitulo 2

Resolucion de Problemas

2.1. Resolucién de problemas

En nuestro diario vivir tenemos que enfrentarnos a diferentes situaciones problema que requieren
de la puesta en juego de nuestras habilidades, destrezas y conocimientos para poder encontrar una
solucién correcta y satisfactoria. Incluir en la ensenanza de las matematicas la resolucién de pro-
blemas permite un acercamiento agradable a ellas, para que asi los estudiantes no solo las estudien

en clase, sino también fuera de ella por su propia cuenta (Santos, 2014).

A lo largo de la historia se han realizado considerables aportes a la resolucién de problemas ma-
temdticos. Entre los autores que se destacan en esta area, se resalta al matemético hingaro George
Polya, quien en su libro “Cémo plantear y resolver problemas”, publicado en 1965, propone las
cuatro fases de oro para la solucién de problemas y como afirma Santos (2014): “son etapas funda-

mentales en las que el uso de los métodos heuristicos desempefnian un papel importante”.

Polya plantea que el primer paso para resolver un problema es comprender el problema, es decir,
ver claramente lo que se pide, tener clara la informacion dada, ser capaz de contar el problema sin
necesidad de leerlo, percatarse de los pequenos detalles aunque parezcan insignificantes y si hay

figuras dibujarlas, identificando en ellas los datos dados.

Luego de realizar el primer paso, Polya propone que se debe concebir un plan. Para ello hay que
mirar las relaciones existentes entre los elementos a partir del problema, los conocimientos previos

e incluso se pueden aplicar estrategias empleadas en la soluciéon de otros problemas similares.

Ya pensado un plan, el paso a seguir es ejecutar el plan, en donde se pone en juego los conocimientos

adquiridos, buenos habitos de estudio, la concentracién y la paciencia.
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Finalmente, Polya resalta que es importante realizar una mirada retrospectiva, la cual enriquece al
estudiante, pues en este momento se hace una revisiéon de los procesos y razonamientos realizados
para tener completa seguridad de la validez de su solucién y en el caso de no resolver el problema
correctamente, idear un nuevo plan. Ademads, es el punto de partida para pensar en la posibilidad

de cambiar el problema, de tal manera que permita crear uno nuevo.

Asi como Polya propone un método para resolver problemas, en esta misma area el matematico

espanol Miguel de Guzmén, quien basa sus ideas en Polya, propone cuatro pasos en Guzman (1995).

El primer paso para Guzman, es familiarizarse con el problema, para lograrlo se debe tratar de

entender a detalle el problema, con paciencia y tranquilidad para perderle el miedo.

Despues se debe hacer una busqueda de estrategias, entre las cuales propone empezar por lo més
facil, ensayar, realizar dibujos, figuras o esquemas, definir la notacién, el lenguaje y buscar proble-

mas semejantes o suponer que el problema ésta resuelto.

El tercer paso, por su parte, es llevar adelante la estrategia, es decir, seleccionar y ejecutar la mejor
idea, perseverar en el desarrollo de la misma, si el camino se acaba buscar otro alternativo, y si se

logra solucionarlo mirar a fondo los razonamientos realizados.

Por 1ltimo Guzman, plantea que se debe revisar el proceso y sacar consecuencias de él, para ello
se examina a fondo el camino que se siguid, ya sea que se haya logrado o no encontrar la solucién,
no obstante, se debe reflexionar sobre los procesos realizados para determinar si hay caminos mas
simples, hasta donde llega el método, y el por qué funciona y cémo funciona la solucién planteada.

Esta etapa debe ser la mas fructifera para quien resuelve un problema.

Por otra parte, Santos basa sus ideas en el matemaético norteamericano que hizo aportes consi-
derables a la resoluciéon de problemas Allan Schoenfeld, compartiendo con él que hay elementos
importantes que pueden guiar la resolucién de un problema como se puede ver en Santos (2014) y

Schoenfeld (1985).

Para Santos lo primero es el andlisis donde se tiene algunas pautas a seguir, como realizar un dia-

grama si es posible, examinar casos especiales y tratar de simplificar el problema.

Luego del andlisis se debe realizar la exploracion, donde se pueden considerar problemas equiva-

lentes al remplazar algunas condiciones o recombinar elementos, también problemas modificados
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ligeramente, como descomponer el problema y trabajarlo por casos.

Finalmente, Santos plantea que en la verificacion de la solucién es necesario responder preguntas
como por ejemplo jse usaron todos los datos?, jla solucién puede obtenerse de otro modo diferente?,

ipuede reducirse a resultados conocidos?, entre otras.

Los elementos que propone Santos (2014), pueden servir de gufa en el proceso de resolucién, sin
embargo, en ningin momento se espera que los estudiantes los mecanicen o los utilicen rigidamente,

sino que se conviertan en herramientas que ayuden a entender y resolver problemas.

Las olimpiadas matematicas son competencias que permiten profundizar los conocimientos ma-
tematicos a través de problemas no convencionales y diferentes a los habituales que se presentan
en clase, esto no significa que los problemas de olimpiadas no se puedan llevar al aula de clase. Por
tal motivo, problemas tipo olimpiadas permiten llevar a los estudiante a razonar y aplicar cono-
cimientos matematicos en diferentes contextos e incluso ellos prueban o refutan sus propias ideas.
Ademss, las olimpiadas ayudan a identificar jovenes talentos, quienes pueden mejorar sus conoci-

mientos matematicos al realizar problemas cada vez mas avanzados.

En las olimpiadas de matemadticas se proponen problemas de geometria, sin embargo su ensenanza
se ha dejado de lado en la educacién basica y media (Marmolejo, 2010), por lo cual los estudiantes
deben prepararse en esta area, tanto en conceptos basicos como en conceptos avanzados. Un ejemplo
de un tema avanzado en geometria son los cuadrilateros ciclicos, lo cuales como se vera mas adelante

se usan en la resolucién de problemas.

2.2. Olimpiadas matematicas

Las olimpiadas matematicas se han convertido en un concurso importante para aquellas personas
interesadas en el tema, pues, como ya se dijo, en ellas se plantean situaciones problemas que no
necesariamente tienen una solucién obvia, retando a los estudiantes a explorar nuevas estrategias y

a poner en juego su ingenio y creatividad al intentar resolverlos por diferentes caminos.

Un comin denominador de las olimpiadas matematicas es la aplicacién de problemas geométricos en
sus pruebas. Particularmente, al observar los problemas en la Olimpiada Internacional de Matemati-
cas, desde la primera olimpiada hasta el ano 2016, el 35% de los problemas propuestos han sido
geométricos y entre estos el 56 % estan relacionados con cuadrildteros ciclicos (AOPS, 2018; IMO,
2015). Incluso al observar en otras olimpiadas internacionales como la Olimpiada Iberoamericana de

Matematicas (OIM, 2017), también se destacan en los problemas de geometria, los relacionados con
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dichos cuadrilateros, lo cual resalta la importancia de que se estudien estrategias de resolucion de
problemas y algunos componentes tedricos que fomenten el conocimiento sobre cuadrilateros cicli-
cos. Antes de estudiar estos cuadrilateros se presentan algunos aspectos importantes de olimpiadas

matematicas, de las cuales mas adenlante se tomardn problemas.

Se considera en primer lugar, la Olimpiada Internacional de Matemadticas (IMO), la cual es uno de
los campeonatos de matematicas mas importantes en el mundo. La primera version de este certa-
men se realiz6 en el ano 1959 en Rumania, con la participacién de paises (Bulgaria, Checoslovaquia,
Republica Democréatica Alemana, Hungria, Polonia, Rumania y Unién de Republicas Socialistas
Soviéticas) y actualmente, participan mas de 100 paises de todo el mundo. Cada pais conforma un
equipo de maximo seis participantes menores de 20 anos, sin embargo, el examen se presenta de
manera individual. La competencia se desarrolla en dos dias, cada dia se presentan a los estudiantes
tres problemas para ser resueltos en cuatro horas y media. Los mejores puntajes son merecedores
de medallas de oro, plata y bronce (IMO, 2015).

Otra competiciéon de nivel internacional es la Olimpiada Matematica de Centroamérica y el Caribe
(OMCC) en la cual participan jévenes menores de 16 anos de paises como El Salvador, Panamai,
Puerto Rico, entre otros. El objetivo primordial de la olimpiada es estimular el estudio de las
matematicas y el desarrollo de jévenes talentosos en mateméticas. En esta olimpiada, ademas de
premiar las mejores puntuaciones con medallas de oro, plata y bronce, también se premia el ingenio
y la creatividad de los participantes, al otorgar incentivos especiales a quienes propongan soluciones
creativas y originales. Los equipos de cada pais se componen por tres concursantes, a partir del ano
2018 los equipos tendran cuatro participantes. En esta competencia cada concursante trabaja de
manera individual, al igual que en la IMO la competencia se desarrolla en dos dias, donde por dia

en cuatro horas y media se proponen tres problemas (OMCC, 2007).

Por otro lado, se encuentra la Olimpiada Iberoamericana de Matematicas (OIM). Esta olimpiada,
al igual que la OMCC y la IMO, se desarrolla en dos dias, donde en cada dia se proponen tres
problemas con un tiempo de cuatro horas y media para ser resueltos. Los concursantes son de los
distintos paises iberoamericanos, deben ser menores de 18 anos y conforman un equipo de maximo

cuatro participantes, que representa a su pais (OIM, 2017).

Otro concurso de cardcter internacional es el Canguro Matematico (CM). En este participan estu-
diantes de méas de 50 paises alrededor del mundo, entre ellos de Colombia. Este concurso se realiza,
en la mayoria de naciones de forma presencial y en algunas de forma virtual. Las respuestas de los
problemas se presentan por seleccién multiple, lo que permite una gran participacién. El nombre

de este certamen, se debe a que inicié en Australia a inicios de los 80 s, luego por su suceso en los
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90 s se comenzo6 la participacion de Francia y progresivamente fueron incrementando el nimero de
paises en este evento. Por su importancia, muchas olimpiadas mateméticas referencian esta com-
petencia como preparacién para los estudiantes. A diferencia de las anteriores olimpiadas, el CM
realiza solo una prueba de forma simultanea en los diversos paises. Esta prueba ofrece los siguientes
niveles: preecolier o nivel 1, ecolier o nivel 2, benjamin o nivel 3, cadete o nivel 4, junior o nivel 5 y

estudiantes o nivel 6 (CM, 2018).

También se encuentran en diferentes paises, olimpiadas nacionales. Se resalta entre ellas la Olim-
piada Matemadtica de Puerto Rico (OMPR), que es un proyecto liderado por el Departamento de
Ciencias Matematicas del Recinto Universitario de Mayagiiez, donde el objetivo principal es iden-
tificar estudiantes interesados en las matematicas y apoyarlos para que desarrollen el potencial que
tienen. Los estudiantes ganadores de esta olimpiada tienen la oportunidad de representar a Puerto
Rico en la IMO, en la OIM y en la OMCC.

Los participantes de la OMPR son estudiantes de grados superior o igual a tercero e inferior o igual
al undécimo grado, los niveles en esta olimpiada son: elemental (grados 3, 4 y 5), intermedio (grados
6, 7y 8) y superior (grados 9, 10 y 11), donde los alumnos se enfrentan en tres fases. La primera
fase es publicada en la pagina de internet y el estudiante debe enviar sus respuestas por medio de un
correo electrénico. La segunda fase se desarrolla en la universidad, en este caso los mejores tienen la
oportunidad de participar en una academia sabatina. Finalmente, la tercera fase también se realiza
de forma presencial en la universidad y en esta fase se entregan las medallas de oro, plata y bronce,
ademds de premiar a los mejores alumnos con la participacién en el campamento de verano (OMPR,
2018).

Otra olimpiada de igual relevancia que la desarrollada en Puerto Rico es la Olimpiada Matematica
Espanola (OME), que es un concurso dirigido a estudiantes menores de 19 anos. Los concursantes
se enfrentan a tres fases: fase distrital, fase nacional y fase internacional que se desarrollan en dife-
rentes ciudades. La primera fase, se realiza en los primeros meses en cada universidad; la segunda,
por su parte, cada ano se realiza en diferentes ciudades de Espana, los cuatro mejores participan en
la OIM y los seis mejores calificados en esta fase formaran parte del equipo olimpico de Espana en
la IMO, siendo esta la fase internacional (OME, 2018).

Finalmente, se presenta la Olimpiada Colombiana de Matematicas (OCM) la cual es organizada
por la Universidad Antonio Narino. Esta olimpiada consta de tres niveles, el primer nivel para
estudiantes de grado sexto y séptimo, el nivel intermedio se dirige a alumnos de grados octavo y
noveno y por ultimo el nivel superior al que corresponden los jévenes de grado décimo y undécimo.

Este concurso tiene cuatro pruebas: la clasificatoria, la selectiva, la semifinal y la final. En el caso
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de las pruebas clasificatoria y selectiva la prueba se presenta en cada colegio, la prueba semifinal
se presenta en la sedes de la universidad organizadora y la tltima prueba se desarrolla en la ciu-
dad de Bogota. El proceso que se describié permite la seleccién de los estudiantes que representan
a Colombia en olimpiadas internacionales como la IMO, la OMCC, la OIM, entre otras (OCM, 2018).

Otras olimpiadas matematicas de igual relevancia que las mencionadas son, por ejemplo, la Olimpia-
da Matemaética del Cono Sur (OMCS), la Olimpiada Matematica Mediterranea (OMM), la Olim-
piada Matematica Argentina (OMA), la Olimpiada Matematica Nacional de China (OMNC), la
Olimpiada Matemadtica Italiana (OMI), entre otras. Una referencia para encontrar mas olimpiadas,
los problemas que proponen y algunas ideas de solucién, es la pagina de internet de Art Of Problem
Solving (AOPS, 2018).



Capitulo 3

Cuadrilateros Ciclicos

En las olimpiadas matematicas se encuentran problemas de distintas dreas de la matematica, como
por ejemplo de algebra, teoria de niimeros, geometria e incluso juegos matematicos. En este trabajo

se resalta la solucién de problemas geométricos como el siguiente:

Sea ABCD un cuadrildtero ciclico, sea P la interseccion de las rectas % Yy 1@
La recta j@ corta a la circunferencia circunscrita del tridngulo BDP en S y T, con S entre A y

C, la recta % corta a la circunferencia circunscrita del triangulo ACP en U y V', con U entre B
y D. Demostrar que PS = PT = PU = PV (OMPR, 2018).

Para resolver problemas como este, una estrategia puede ser usar las propiedades y teoremas de los
cuadrilateros ciclicos. Pero jqué son los cuadrilateros ciclicos?, jqué propiedades cumplen?, ;como
saber cuando un cuadrildtero es ciclico? Para responder estas preguntas se realizé una revisién
bibliografica en textos como Andreescu y Gelca (2009), Céceres (2010), Coxeter (1967) y Kichenas-
samy (2009).

A continuacion se presenta la definicién de cuadrildtero ciclico y algunos teoremas relacionados con

ellos.
Definicion 3.1. Un cuadrildtero inscrito en una circunferencia, es un cuadrildtero ciclico.

Es importante comprender que los cuadrildteros de la Definicién 3.1 son especiales, pues no todos
los cuadrilateros se pueden inscribir en una circunferencia. Por ejemplo, en la Figura 3.1 los cua-
drilateros ABCD, EFGH y OPQR son ciclicos, mientras que en la Figura 3.2 los cuadrilateros

HIJK y PQRS no se pueden inscribir en una circunferencia y por tanto no son ciclicos.

En los problemas de geometria no siempre se menciona el término cuadrilatero ciclico o cuadrildtero

inscrito en una circunferencia, por tanto es importante determinar criterios y caracteristicas que

15
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B E F

Figura 3.1: Ejemplos de cuadrilateros ciclicos.
' P
Q
H
J R
S

Figura 3.2: Ejemplos de cuadrilateros que no son ciclicos.

nos lleven a relacionar un cuadrildtero con la propiedad de ser ciclico.

Teorema 3.1. Un cuadrildtero es ciclico si y solo si tiene un par de dngulos opuestos suplementa-

T108S.

Demostracion. Primero se va a demostrar que dado un cuadrildtero ciclico cualquiera, este debe
tener un par de angulos opuestos que son suplementarios, es decir, que la suma de un par de sus
angulos opuestos es 180°.

Sea ABC'D un cuadrilétero ciclico, se debe probar que { BCD+4£DAB = 180° 0 {ABC+ACDA =
180°. Sin pérdida de generalidad se va a demostrar la primera igualdad.

Dado que ABCD es ciclico existe una circunferencia de centro O que inscribe el cuadrilatero. El
angulo £ BOD es un angulo central y los dngulos £ DAB y £ BC'D son éngulos inscritos (ver Figura

3.3), por tanto por el Teorema 1.4 se cumple lo siguiente

£{BCD = %ABOD (3.1)

(DAB = %A{DOB. (3.2)
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Figura 3.3: Circunferencia que inscribe al cuadrildtero ABCD.

Sumando (3.1) y (3.2) se tiene

£BCD + £{DAB = - [{BOD + £DOB].. (3.3)

1
2
Dado que £BOD + £DOB = 360°, al sustituir lo anterior en (3.3) se obtiene

£BCD+ £DAB = 180°, (3.4)

que es lo que se queria demostrar.

Para demostrar la otra implicacién, es necesario suponer que un par de édngulos opuestos de un
cuadrilatero son suplementarios y demostrar que el cuadrilatero es ciclico.

Para mostrar esto, se cuenta con la Definicién 3.1, por lo cual se debe demostrar que los vértices
del cuadrilatero se encuentran sobre una misma circunferencia.

Sea ABCD un cuadrilitero tal que un par de sus dngulos opuestos son suplementarios. Por los
puntos A, B y D se traza una circunferencia. Suponga que C' no esté en la circunferencia y sea C

el punto de interseccién de la circunferencia con la recta E( %, tal como se muestra en la Figura 3.4.

Figura 3.4: Construccién de C.
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Luego por la Definicién 3.1, ABC1 D es ciclico y por lo demostrado anteriormente se cumple que
£LABC) + £C1DA = 180°. (3.5)
Por otro lado, se tiene de la hipdtesis que
£LABC + £CDA = 180° (3.6)

y como C7 y C pertenecen a la recta % en la misma recta entonces L ABC1 = L ABC'. De donde
al sustituir en (3.6) se tiene

£LABCy + £CDA = 180°. (3.7)

Observe que de las ecuaciones (3.5) y (3.7) se concluye LC1DA = LCDA, pero como £CDA =
LCDCy 4+ £C1 DA entonces £LC1DA = LCDC1 4+ £C1DA, de donde £CDCy = 0° por lo cual se
deduce que C; = C'y por lo tanto ABCD es ciclico. O

Observe que los dngulos opuestos de un rectangulo son suplementarios, por lo cual el siguiente

corolario es una consecuencia inmediata del teorema anterior.
Corolario 3.1. Todo rectingulo es cuadrildatero ciclico.

Del Teorema 3.1, se puede inferir otra propiedad de cuadrilateros ciclicos al relacionar un angulo

interno con uno externo como se describe en el préximo corolario.

Corolario 3.2. Un cuadrildtero es ciclico si y solo st un dngulo interno es igual al dngulo adyacente

del angulo opuesto (ver Figura 3.5).

Figura 3.5: llustracién del corolario 3.2.

El Teorema 3.1 permite determinar si un cuadrilatero es ciclico conociendo la medida de sus angulos,
lo cual brinda un criterio muy util a la hora de resolver problemas. Sin embargo, existen maés
caracteristicas que poseen estos cuadrilateros, a continuacién se presenta un teorema que determina

cuando un trapecio es cuadrilatero ciclico.
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Teorema 3.2. Si un trapecio es isosceles entonces es un cuadrildtero ciclico.

Demostracion. Para realizar la demostracién se usa el Teorema 3.1, por tanto lo que se va a probar
es que estos trapecios tienen un par de angulos opuestos suplementarios.

Sea ABCD un trapecio isésceles, con AB paralelo a DC' y
LCDA = £BCD, (3.8)

como se indica en la Figura 3.6.

Figura 3.6: Trapecio isésceles.

Los dngulos £ DAB y £C DA son suplementarios al ser dngulos colaterales internos, es decir

£DAB + £CDA = 180°. (3.9)

Luego reemplazando (3.8) en (3.9) se obtiene que £ DAB + £BCD = 180°, con lo cual se concluye

la demostracion. O

El siguiente teorema, permite identificar si un cuadrilatero es ciclico por medio de la relacion de los

lados, las diagonales y los dngulos de dicho cuadrilatero.

Teorema 3.3. Un cuadrildtero es ciclico si y solo si el angulo formado por un lado y una diagonal

es igual al angulo formado por el lado opuesto y la otra diagonal.

Demostracion. Sea un cuadrildtero cualquiera ABCD, siendo las diagonales de dicho cuadrilatero
AC y DB como se muestra en la Figura 3.7.

Primero se va a demostrar que si ABCD es ciclico, entonces £CAB = £CDB.

Puesto que los dngulos LCAB y £CDB abren el mismo arco, por el Teorema 1.3 se tiene que
£LCAB = ACDB.

Para la otra implicacién, se prueba que si L BAC = £CDB entonces el cuadrilatero ABCD es
ciclico. Para ello se utiliza el Teorema 3.1, es decir, si L DAB + £BCD = 180° entonces ABCD es
ciclico.

Por la suma de los angulos internos del triangulo ABC se tiene LCAB + L BC A+ LABC = 180°,
de donde como L ABC = LABD + £DBC resulta

KCAB + {BCA+ £ABD + £ DBC = 180°. (3.10)
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(@)

Figura 3.7: Hlustracién del Teorema 3.3.

Luego, como los angulos £ DBC' y £ ABD abren el mismo arco que £ DAC'y LACD, respectvamen-
te, por el Teorema 1.3 se tiene que L DBC = L DAC y {ABD = LACD, entonces reemplazando
en (3.10) se obtiene

LCAB+ £BCA+ LACD + £DAC = 180°,

y dado que K DAB = {CAB + ADAC y {BCD = £{BCA + LACD, se concluye que £ DAB +
ABCD = 180°. Asi el cuadrilatero ABCD es ciclico. O

Observe que este teorema es una doble implicacién, es decir, que no solo indica una manera de
probar que un cuadrilatero es ciclico, sino también presenta una caracteristica propia de dichos
cuadrilateros. Se muestra mas adelante en la resolucién de problemas lo itiles que son estos teoremas.
Para caracterizar los cuadrilateros ciclicos en los anteriores teoremas se consideraron sus dngulos,

pero ahora se presentan teoremas que relacionan las longitudes de sus lados y diagonales.

Teorema 3.4. Si ABCD es un cuadrildtero tal que sus diagonales se intersectan en P, entonces
ABCD es ciclico si y solo si PA- PC = PB-PD (ver Figura 3.8).

Ny

Figura 3.8: Ilustracién del Teorema 3.4
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Demostracién. Primero se va a probar que si ABC'D es un cuadrildtero ciclico entonces PA - PC =
PB-PD.
Se supone que ABCD es ciclico. Por el Teorema 3.3 se tiene que L BDA = ABCA y por angulos
opuestos por el vértice LAPD = LCPB. Asi por el criterio de semejanza A-A, se concluye que
ANADP ~ ABCP y por tanto -
pPC  PB
PD PA
Al operar (3.11), se concluye que PA - PC = PB - PD.
Para la otra implicacién se demuestra que si PA- PC = PB - PD, entonces el cuadrildtero ABCD

(3.11)

es ciclico.

Como PA - PC = PB - PD entonces £4 = B y por angulos opuestos por el vértice LAPD =

PD ~ PC
£CPB. Asi por el criterio L-A-L los tridangulos ADP y BCP son semejantes, por lo cual se tiene
que L PDA = £BCP. Finalmente por el Teorema 3.3 ABCD es ciclico. O

Observe que en este teorema PA - PC' y PB - PD corresponden a la potencia del punto P con
respecto a la circunferencia que contiene a los puntos A, B, C'y D de acuerdo a la Definicién 1.1.
Este teorema brinda otra manera de probar que un cuadrildtero es ciclico cuando ya se conocen las

longitudes de sus diagonales, ademdas permite conocer otra caracteristica de ellos.

El siguiente teorema, a diferencia de los anteriores, permite demostrar que un cuadrilatero es ciclico

teniendo en cuenta un punto exterior a él.

Teorema 3.5. Sea ABCD wun cuadrildtero tal que dos lados opuestos se cortan en P. Entonces
ABCD es ciclico si y solo si PA- PB = PC - PD (ver Figura 3.9).

Figura 3.9: Ilustracién del Teorema 3.5.

Demostracién. Primero se va a probar que si un cuadrilatero ABCD es ciclico, entonces PA-PB =
PC - PD. Por el Teorema 3.1 como ABCD es ciclico, se tiene

LCDA+ LABC = 180°. (3.12)
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Luego, dado que el dngulo £ ABP es llano, se obtiene
£LABC + £CBP = 180°. (3.13)

De (3.12) y (3.13) se puede concluir que LCDA = LCBP y dado que {BPC es comun en los
tridngulos ADP y CBP, entonces AADP ~ ACBP por el criterio A-A. Por tanto 1;:3 = % asi
resulta PA- PB = PC - PD.

Pi_ PD

Para demostrar la otra implicacién, se supone que PA-PB = PC - PD de donde o = pp Y como
A BPC' es comun, entonces por el criterio L-A-L los triangulos APD y C'PB son semejantes, por lo
tanto

APCB = A£DAB. (3.14)
Asi, por el Corolario 3.2 se concluye que el cuadrildtero ABC D es ciclico. O

Observe que en algunas figuras se tiene un cuadrilatero ciclico sin incluir la circunferencia que lo
inscribe, por ejemplo el cuadrilatero de la Figura 3.9. Es asi como surge el siguiente interrogante:
,como se construye la circunferencia que inscribe a un cuadrilatero ciclico? Para responder a esta
pregunta imagine un cuadrildtero ciclico, para el cual basta trazar las mediatrices de dos lados,
luego con centro en el punto de interseccion de las mediatrices y con radio hasta uno de los vértices

del cuadrilatero se construye la circunferencia que lo inscribe.

El siguiente teorema recibe le nombre del matematico y astréonomo griego Claudio Ptolomeo, en el
cual se establece una relacién geométrica entre las longitudes de los lados y las diagonales de un

cuadrilatero ciclico.

Teorema 3.6. (Teorema de Ptolomeo). El cuadrildtero ABCD es ciclico si y solo si AC - BD =
AB-CD + BC - AD (ver Figura 3.10).

Figura 3.10: Tlustracion del Teorema de Ptolomeo.
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Demostracion. Para empezar se realiza una construccién auxiliar que se usara en la demostracién
de este teorema. Sea ABCD un cuadrilatero cualquiera. Luego se construye el punto E tal que
ABCE ~ ABAD, teniendo en cuenta la correspondiente congruencia de angulos que se muestra
en la Figura 3.11.

B
A

Figura 3.11: Construccion del punto F.

De la anterior semejanza se tiene que % = % y despejando C'E resulta
. BC-AD
AB
Por otro lado, de esta semejanza también se puede concluir que % = % y como £ ABC = {DBF,
debido a que LABD = {CBE por construccién, se concluye que AABC ~ ADBE. De aqui al
despejar DE de la relacién de proporcionalidad g:g = %, se obtiene
BD-AC
AB

Para la primera implicacién, suponga que ABCD es ciclico. Por construccién del punto E se tiene
ADAB = £FECB, entonces por el Corolario 3.2 los puntos D, C' y E son colineales, por lo cual
DE = DC + CFE y reemplazando (3.15) y (3.16) se tiene

luego, multiplicando por AB y simplificando
AC-BD = AB-DC + BC - AD.

Para la otra implicacién, suponga ABCD no es un cuadrilatero ciclico, entonces D, C' v E no son
colineales por lo cual DE < DC + CFE y reemplazando (3.15) y (3.16) se deduce que AC - BD <
AB -DC + BC - AD, lo cual contradice la hipétesis. O
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Los dos siguientes teoremas se atribuyen al matematico indi Brahmagupta. El primero aplica para
cuadrilateros ciclicos tales que sus diagonales son perpendiculares. El segundo establece una férmula
entre el semiperimetro y la longitud de los lados del cuadrilatero para poder determinar su area, se

anticipa que en este ultimo se usan relaciones trigonométricas.

Teorema 3.7. (Teorema de Brahmagupta). Si las diagonales de un cuadrildtero ciclico son perpen-
diculares, entonces toda recta perpendicular a un lado cualquiera del cuadrildtero y que pase por la

interseccion de las diagonales divide al lado opuesto en dos partes iguales.

Demostracion. Sea el cuadrilatero ciclico ABC D, tal que sus diagonales son perpendiculares y se
cortan en Q. Sea M el pie de la perpendicular al segmento CD que pasa por Q y corta a AB en P,

como se indica en la Figura 3.12.

Figura 3.12: Ilustracion del Teorema de Brahmagupta.

Se va a demostrar que AP = PB. Para ello observe que AABQ ~ ADQM por el criterio A-A, pues
por hipétesis los angulos L BQA y £Q M D son rectos y por el Teorema 3.3 se tiene {CAB = {CDB.
De la semejanza se concluye que

APBQ = £DQM. (3.17)
Por otro lado, los angulos L DQM y £ BQP son opuestos por el vértice y por tanto

ADQM = £ABQP. (3.18)

Luego de (3.17) y (3.18) se concluye que L BQP = £PBQ de esta manera ABPQ es isosceles y de
alli

PB = PQ. (3.19)

De manera andloga, al considerar los tridngulos ABQ y CMQ se demuestra que el AAPQ es
isésceles, de donde
PO = AP. (3.20)

Finalmente, de (3.19) y (3.20) se puede concluir que AP = PB. O
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Teorema 3.8. (Formula de Brahmagupta). Si un cuadrildtero es ciclico entonces su drea es la raiz

del producto de las diferencias del semiperimetro con la longitud de cada uno de sus lados.

Demostracién. Sea ABCD un cuadrildtero ciclico tal que AB = a, BC =b, CD =cy DA =d, ver
Figura 3.13. Se va a probar que el drea del cuadrildtero es Ayapcp = /(s —a)(s — b)(s — ¢)(s — d),

donde s es el semiperimetro.

N N

Figura 3.13: Longitud de los lados del cuadrilatero ABCD.

Considere L ABC = a, luego por el Teorema 3.1 se tiene LCDA = 180° — a.

Aplicando la ley del coseno a los tridangulos ABC' y ACD se tiene, respectivamente, que
(AC)? = a® + b — 2abcos a, (3.21)
(AC)? = ¢® + d? + 2cd cos . (3.22)
Asi, igualando (3.21) y (3.22) resulta
a2 +b? —2abcosa = 2 + d? + 2ed cos o,

y al realizar las respectivas operaciones y despejar cos «, se concluye

a? +b% -2 —d?
2(cd + ab)

Ccosx =

Ahora, observe que a < 180° pues ABCD es ciclico y al despejar sin « de la relacién fundamental

2

trigonométrica sin? o + cos? o = 1, se tiene

(a2 + b2 — % — d2)2
sina=4/1— T
(2(cd + abd))

(2(cd + ab))? — (a2 + b2 — 2 — d2)°
- 4(cd 4 ab)? :
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Desarrollando como diferencia de cuadrados y factorizando se obtiene

\/[(a 10— (c— d)ﬂ [<c +d)? — (a—b)>
2(cd + ab) '

sino =

(3.23)

Considerando que el semiperimetro del cuadrilatero ABCD es

a+b+c+d
2 )

despejando a+b y elevando al cuadrado se sigue (a + b)? = (25 — (¢ + d))?. De donde desarrollando
el cuadrado se tiene
(a+b)* = 4s? — 4sc — 4sd + % + 2cd + d>. (3.24)

De manera similar al despejar ¢ + d se puede concluir que
(¢ +d)* = 45> — 4sa — 4sb + a® + 2ab + b2, (3.25)

Asi, si se reemplaza y opera (3.24) y (3.25) en (3.23), resulta

/(452 — 4sc — 4sd + 4cd) (452 — 4sa — 4sb + 4ab)
2(cd + ab) ’

sina =

de donde
2

V=D =)= )(s ). (3.26)

Dado que el area del cuadrilatero ABC'D se puede encontrar al sumar el area de los triangulos ABC'
y AC'D, entonces

sina =

absina  cdsin(180° — )

Aapcp = 5 + 5 ;
ab+cd .
= 2 S111 (x.

Luego, reemplazando (3.26) en A4pcp, se tiene

Aapop =P 2 G a) s~ s~ d)

Simplificando la expresion anterior queda demostrado el teorema. ]

La importancia de este teorema es que proporciona una férmula para calcular el area de cualquier

cuadrildtero ciclico partiendo tnicamente de la longitud de sus lados.

Observe que, si la longitud de uno de los lados del cuadrilatero tiende a cero, se obtiene la férmula que

propuso el matematico griego Herén de Alejandria para calcular el drea de un tridngulo conociendo
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la longitud de sus lados. Siendo asi, la Formula de Herén es un caso particular de la Formula de

Brahmagupta, la cual esta dada por

Ap = \/s(s —a)(s—=0b)(s—c),

donde s es el semiperimetro del tridngulo y a, b y ¢ la longitud de sus lados.

Una aplicacion de cuadrilateros ciclicos se encuentra en la demostracién de las leyes del seno y del

€oseno como se vera a continuacion.

Recuerde que la ley del seno dada en el Teorema 1.1 dice: sea AABC tal que la medida de los
correspondientes lados opuestos a los angulos «, 5 y § son respectivamente a, b y ¢. Entonces se

cumple que
a b c

sinae  sinf sind’

Demostracion. Dado el tridangulo ABC' se considera la circunferencia que lo inscribe, donde el centro
se denota con O. Luego se construyen las rectas %, % y % que cortan a la circunferencia en D,
E y F, respectivamente, determinando los didmetros AD, BE y CF. Aqui se presentan dos casos,
el primero cuando O esta en el interior del triangulo y el segundo cuando esté en el exterior, lo cual
se puede ver en la Figura 3.14.

\
\ B

EY
Figura 3.14: Tlustracién de los dos casos de la ley del seno.

Para demostrar el primer caso, donde el centro de la circunferencia esta en el interior de AABC,
considere el didmetro AD como se indica en la Figura 3.15. Como ABCD es ciclico, por el Teorema

3.3 se concluye que 6 = L BDA y al aplicar la funcién seno en ambos lados de la igualdad resulta
sind = sin({BDA). (3.27)

Ahora, por el Teorema 1.4 el dngulo ({ABD) es recto, asi el AABD es rectangulo por tanto

C
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Figura 3.15: Primer caso de la ley del seno.

Luego igualando (3.27) y (3.28) resulta sind = %, de donde al despejar AD se obtiene AD = £

sind *
De manera anéloga, al considerar BE con el ABCE y CF con el AACF se puede concluir que
BE = =% y FC = -2 respectivamente.

sin a sin 37
Finalmente, como AD = BE = F(C' al ser didmetros de la misma circunferencia, se concluye que

a _ b _ ¢
sin « sin 8 sind *

Para la demostracién del segundo caso, donde O esta en el exterior del tridngulo, considere el

didmetro como se muestra en la Figura 3.16.

Figura 3.16: Segundo caso de la ley del seno.

Como el cuadrilatero ABCD es ciclico entonces por el Teorema 3.1 5+ £LCDA = 180°. Luego al
despejar L C DA y aplicar la funcién seno en ambos lados de la igualdad sin(£CDA) = sin(180° — ).

De donde al realizar las operaciones correspondientes se tiene

sin({CDA) = sin . (3.29)
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Por otro lado, por el Teorema 1.4 el dangulo (£ AC D) es recto, asi el AACD es rectangulo por tanto
b
AD
Asi, al igualar (3.29) y (3.30) resulta sin 5 = % y despejando AD resulta AD = ﬁ.

Ahora, se repite el proceso realizado en el primer caso, al considerar BE con el AABE y CF con el

ABCE, obteniendo como resultado BE = o~ y CE = 2~ respectivamente, y nuevamente como
AD = BE = FC por ser didmetros de la misma circunferencia, entonces =%— = LM O]
’ sin « sin 3 sin ¢

a b c
sina’ sinf Y i

Observe que en el teorema anterior son iguales al didmetro del la circunferencia
que inscribe al tridngulo ABC.

Por otro lado, la ley del coseno que se presenté en el Teorema 1.2 dice: sea AABC tal que sus angulos
internos son «, 8y d y la longitud de los lados opuestos a ellos son a, b y ¢, respectivamente. Entonces

se cumple que
 =a® +b? — 2abcos 4,
b2 =a? + ¢® — 2accos 3,
a? =b% + ¢ — 2bccosa.
Demostracion. Sea un tridangulo ABC' como el que se muestra en la Figura 3.17. Se construye una

circunferencia con centro en A y radio AC tal que la prolongacién de los lados BC' y AC cortan a

cen Dy H, respectivamente, y AB la cortaen F y E.

Figura 3.17: Tridngulo ABC.

Dado que el ACDH es rectangulo, se cumple que cos§ = g:bc y despejando DC' resulta

DC = 2bcosé. (3.31)
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Ademds, por hipétesis se tiene que

BC =a, (3.32)

DC = DB + BC. (3.33)
Reemplazando (3.31) y (3.32) en (3.33) y operando

DB = 2bcosd — a. (3.34)
Por otro lado, teniendo en cuenta la colinealidad de E, A, B y F se puede concluir que

EB=b+c, (3.35)

BE=b—-c. (3.36)

Finalmente, como el cuadrildtero C EDF es ciclico entonces por el Teorema 3.4 DB-BC = EB-BF
y al reemplazar (3.34), (3.32), (3.35) y (3.36) en esta tltima expresién y realizando las respectivas
operaciones se concluye que

¢ = a® +b? — 2abcos .

O]

La demostracién anterior es un caso particular, pues la circunferencia que se construye depende
de la longitud de un lado del tridngulo, de modo que si se toma otro lado, la construcciéon no que-

daria de igual manera y por ende no es posible construir el cuadrildtero que facilita la demostracién.

Se resalta que las demostraciones presentadas se pueden hacer utilizando otros conceptos geométri-
cos, sin embargo se puede observar que los cuadrilateros ciclicos constituyen una herramienta en la

demostracién de teoremas relacionados con trigonometria.

Con los conceptos presentados en los preliminares y en este capitulo, es posible entender los proble-

mas que en el siguiente capitulo se resuelven.



Capitulo 4
Problemas Resueltos

En este capitulo, se presentan diversos problemas tomados de libros y olimpiadas matematicas, los
cuales han sido resueltos con ayuda de los teoremas y propiedades de cuadrildteros ciclicos descritas

en el anterior capitulo.

Dado que los problemas geométricos que se plantean en olimpiadas matematicas no siempre inclu-
yen una grafica que ilustre las condiciones del problema, una buena idea, para iniciar a resolverlo
es realizar una grafica. Esta se puede hacer con ayuda de un software de geometria dinamica pues
facilita la elaboracién de una construccion donde se pueden observar las condiciones que se enuncian
en el problema y permite hacer modificaciones en tiempo real para identificar relaciones, plantear
conjeturas, realizar variaciones del problema, entre otros. En este trabajo se utilizé el software Geo-
Gebra para elaborar las graficas presentadas, teniendo en cuenta que estas son un apoyo para la

demostracién, es decir, sirve como laboratorio y conjeturar mas no para demostrar.

A continuacién, se presentan problemas en los cuales se debe demostrar, dadas ciertas condiciones,

que un cuadrilatero es ciclico.
Problema 4.1. Tomado de Céceres (2010).

Sea AL la bisectriz del d4ngulo £ BAC de un tridngulo acutdngulo ABC. Sean M y N puntos
sobre los lados AB y AC, respectivamente, de manera que {ALM = {CBAy {NLA = £{ACB.

Demostrar que AM LN es un cuadrildtero ciclico.

Solucidén. Primero se ilustran las condiciones del problema en la Figura 4.1.

Para demostrar que el cuadrilatero AM LN es ciclico, se va a probar que la suma de sus angulos
opuestos es 180°, es decir, L MAN + ANLM = 180° lo que por suma de dngulos es igual a
AMAL+ LLAN + LALM + L NLA = 180°.

Para ello se considera el AABC y como la suma de la medida de sus dngulos internos es 180°,

31
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Figura 4.1: Ilustracién del Problema 4.1.

entonces
LCBA + £BAC + £LACB = 180°. (4.1)

Por hipétesis, {CBA = LALLM y {ACB = ANLA, ademéas como { BAC = {MAL + £LAN,

entonces reemplazando estos valores en (4.1), se tiene

AMAL+ LLAN + £LALM + £NLA = 180°,
por lo cual el cuadrilatero AM LN es ciclico.
Problema 4.2. Tomado de Céceres (2010).

Sean AD, BE y CF las alturas de un tridngulo ABC y H su punto de interseccién. Demostrar que
los cuadrildteros AEFHF, CDHE, BDHF, BCEF, ACDF y ABDE son ciclicos (ver Figura 4.2).

Figura 4.2: Alturas del triangulo ABC'.

Solucién. Dado que BE y CF son alturas del tridngulo ABC, entonces {AEH = 90°y {HF A =
90°, respectivamente, asi por el Teorema 3.1 el cuadrilatero AEHF es ciclico. Analogamente, se
tiene que los cuadrilateros CDHE y BDHF son ciclicos.
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Por otra parte, como L BEC = 90° y L BFC = 90°, entonces por el Teorema 3.3 el cuadrildtero
BCEF es ciclico. De manera analoga, los cuadrilateros ACDF y ABDE son ciclicos.

Problema 4.3. Tomado de Céaceres (2010).

En la Figura 4.3 estan trazadas las bisectrices de los angulos interiores del cuadrilatero ABC' D, las
cuales se intersectan en los puntos E, F', G y H como se muestra en la figura. Demostrar que el
cuadrilatero EFGH es ciclico.

Figura 4.3: Ilustracién dada por el Problema 4.3.

Solucidén. Se denota los angulos como se muestra en la Figura 4.4.

Figura 4.4: Notacién de los dngulos internos del cuadrilatero.

Considere los triangulos ADG y BCE, de donde se tiene que § = 180°— a1 —ay y 8 = 180° —as —as,

respectivamente, luego sumando 6 y 3 resulta
9+ﬁ=360—(0z1+0z2+a3+a4).

Como la suma de la medida de los dangulos internos de un cuadrilitero ABCD es 360° entonces
ay + ag + ag + ag = 180°.
Asi 0+ 8 =180° y por lo tanto el cuadrilatero EFGH es ciclico.
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Problema 4.4. Tomado de OMPR, ano 2001-2002, nivel intermedio.

Un tridngulo ABC est4 inscrito en una circunferencia. Sea M la interseccién de las rectas tangentes
a la circunferencia en B y C. Por el punto M se traza la recta paralela a AC, la cual corta a AB

en el punto N.
= Demuestre que BMCN es un cuadrildtero ciclico.
= Demuestre que AN = CN.

Solucién. Para la primera parte, se debe demostrar que el cuadrilaitero BNCM es ciclico, entonces
por el Teorema 3.3 basta con probar que L MCB = LM NB.

Para ello sea a = L BMC' y como las rectas m y m son tangentes a la circunferencia, se tiene
LOBM =90° y LMCO = 90°, respectivamente.

Luego, del cuadrildtero BM CO se obtiene LCOB = 360°— £OBM — £ MCO — «. Al reemplazar en
la expresién anterior los dngulos encontrados y hacer las respectivas operaciones resulta {COB =
180° — a.

Ahora, como LCOB es un angulo central, entonces por el Teorema 1.4 L{CAB = %KC'OB, asi
LCAB = 90°— 5 y puesto que la recta W es paralela a la recta jﬁl_(} se tiene que LM NB = LCAB,
por lo tanto

KMNB = 90° — % (4.2)

Por otra parte, como las rectas EM y CM son tangentes a la circunferencia en B y C, respecti-
vamente, por la propiedad de la barquilla se cumple que BM = CM. Asi el tridgngulo BMC' es
isésceles, de donde LCBM = LMCB (ver Figura 4.5).

Figura 4.5: Construccién de las rectas tangentes a la circunferencia por B y C.
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Del tridngulo BC'M se puede inferir que LCBM + £ MCB + o = 180°. Por lo tanto 2({MCB) =
180° — a lo que es igual a

£BCM = 90° — % (4.3)

Finalmente, igualando (4.2) y (4.3) se tiene que LM NB = LMCB, asi el cuadrildtero BMCN es
ciclico.
Para la segunda parte, como BMCN es ciclico los angulos a@ y £C' N B son suplementarios por el

Teorema 3.1, asi LCNB = 180° — a. Luego, por suma de dngulos
ACNB=4CNM + AMNB.
Al reemplazar (4.2) y la medida del dngulo LC'N B se concluye

LCNM = 90° — %
< ; .
Como las rectas CA y M Z\_7 son paralelas, entonces por angulos alternos internos {CNM = L NC A

y de esta manera

ANCA=90° — % (4.4)

Por otro lado, de la primera parte se tiene que

KCAB = LCAN = 90° — % (4.5)

Finalmente de (4.4) y (4.5) el tridngulo CAN es is6sceles, de donde se concluye AN = C'N.
Problema 4.5. Tomado de OMCC, ano 2004.

Sea ABCD un trapecio tal que AB paralelo a CD y AB + CD = AD. Sea P el punto sobre AD
tal que AP = ABy PD = CD.

= Demostrar que LCPB = 90°.

= Sea @ el punto medio de BC' y R el punto de corte de la recta jﬁ y la circunferencia que
pasa por los puntos B, A y . Demostrar que los puntos B, P, R y C estdn sobre una misma

circunferencia.

Solucién. Para la primera, parte se denota £ PAB = «, ademds por angulos colaterales internos
ADAB + ACDA = 180°, de donde L{CDA = 180° — £LDAB. Como {DAB = A{PAB se tiene
£LCDA = 180° — a.

Por otra parte, observe que los tridngulos ABP y C'DP son isésceles (ver Figura 4.6), asi del AABP

resulta
ABPA = £{ABP, (4.6)
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D —H— c

Figura 4.6: Triangulos isdsceles.

y como la suma de la medida de los angulos internos de un tridngulo es 180°, entonces
£BPA+ £ABP + o = 180°, (4.7)

luego reemplazando (4.6) en (4.7) y operando resulta

180° — «

ABPA = 5 (4.8)
De manera andloga, del tridngulo CDP se puede concluir que
£DPC = <. (4.9)

2
Ahora, como el angulo £ DPA es llano, entonces £ DPA = ADPC+ £CPB+ ABPA = 180°, si se

reemplaza (4.8) y (4.9) en esta ultima expresion se tiene

S +4CPB+ 180% — 180°,

y finalmente operando se obtiene que LC'PB = 90°.

Para la segunda parte se tiene por hipétesis que los puntos A, B, ), y R estén sobre la misma
circunferencia (ver Figura 4.7), por tanto, el cuadrildtero ABQR es ciclico, asi por el Teorema 3.3
ARAQ = £RBQ.

Luego, como el tridngulo BC'P es rectangulo por lo demostrado en el punto anterior y por hipotesis
Q es el punto medio de la hipotenusa BC entonces BQ = QP. De esta manera los tridngulos ABQ
y APQ son congruentes por el criterio L-L-L, de donde L PAQ = £QAB. De lo cual se puede
concluir que ABQR es isésceles con BQ = QR.

De lo anterior se tiene que los puntos B, P, R y C equidistan de ), es decir que se puede construir
una circunferencia con centro en @ y radio QC de tal manera que pase por los puntos B, P, Ry

C, que era lo que se buscaba.
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D —H— c

Figura 4.7: Angulos congruentes.

Para demostrar que un cuadrilatero es ciclico, en el Capitulo 3 se presentaron criterios que fue-
ron de gran utilidad en la solucién de los anteriores problemas. Es el caso del Teorema 3.1 por el
cual si en un cuadrilatero un par de dngulos opuestos son suplementarios entonces el cuadrilate-
ro es ciclico, este criterio se usé en el Problema 4.3. Se resalta el uso de los conceptos geométricos
como la suma de los dngulos internos de un triangulo, la relaciéon de dngulos centrales e inscritos, ca-

racteristicas de los tridngulos isésceles, entre otros, en la solucién de los problemas que se presentan.

Ahora, se presentan problemas donde a partir de las condiciones dadas es posible identificar un
cuadrilatero inscrito en una circunferencia, el cual al ser ciclico por definicién permite utilizar las

propiedades que lo caracterizan en la solucion.

Problema 4.6. Tomado de CM, ano 2001, nivel 5.

,,Cual es la medida del angulo « en la Figura 4.87

=

Figura 4.8: llustracién dada por el Problema 4.6.
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Solucién. Se considera el cuadrilatero ciclico ABCD y T el punto de corte de sus diagonales, como
se muestra en la Figura 4.9. Dado que ABCD es ciclico, entonces por el Teorema 3.3 L{CAB =
ALCDB, es decir que LCAB = «.

Figura 4.9: Construccién del cuadrilitero ABCD y el punto de corte de las diagonales.

Luego, como el angulo LCTA es llano entonces £ BT A = 180° — LCTB y por hipdtesis se tiene
ACTB = 70°, asi se concluye que L BT A = 110°.

Ademsds, como la suma de la medida de los dngulos internos de un tridngulo es 180° entonces la
medida del dngulo LT AB = 40°. Finalmente, como {TAB = £CAB se concluye que a = 40°.

Problema 4.7. Tomado de CM, ano 2005, nivel 2.

En la Figura 4.10 ABCD es un trapecio inscrito en una circunferencia, jcudnto mide el dngulo
£ADAB?

Figura 4.10: Ilustracién dada por el Problema 4.7.

Solucién. Se debe encontrar la medida del angulo £ DAB, pero por suma de angulos es equivalente

a encontrar la medida de los dngulos A DAC' y £C AB y sumarlas.
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En primer lugar, como el trapecio estd inscrito en una circunferencia entonces es ciclico, asi por el
Teorema 3.3 se determina £ DAC = 35° y L BC'A = 65°.

Se denota T el punto de interseccién de las diagonales del trapecio y teniendo en cuenta que la
suma de la medida los angulos internos de un tridangulo es 180° del tridangulo BCT se tiene que
ACTB = 80° y como el angulo LCT A es llano, se infiere que £ BT A = 100°, tal como se indica en
la Figura 4.11.

Figura 4.11: Medida de angulos dados y concluidos inicialmente.

Como ya se dijo, ABCD es un cuadrildtero ciclico entonces por el Teorema 3.3 se tiene que
LACAB = LCDB. (4.10)

Ademsés, como ABCD es un trapecio y los lados AB y DC son paralelos cortados por la transversal

BD, entonces por angulos alternos internos resulta
LABD = £CDB, (4.11)

de esta manera por (4.10) y (4.11) se concluye que LABD = LCAB.
Finalmente, se enfoca la atencién en el AABT del cual se conoce que £ BT'A = 100° y que los otros

angulos son congruentes, asi se concluye que {TAB = {ABT = 40°. De esta manera, la medida
del angulo L DAB es 75°.

Problema 4.8. Tomado de Céceres (2010).

El tridngulo equildtero ABC' esté inscrito en una circunferencia. P es un punto sobre el arco que
va desde B hasta C. Probar que PA = PB + PC.

Solucién. Se construyen los segmentos PC'y PB formando el cuadrildtero ciclico ABPC como se
muestra en la Figura 4.12.

Luego, como ABPC es ciclico entonces por el Teorema 3.6 se cumple que

AP.-BC = AC - PB + PC - 4B. (4.12)
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Figura 4.12: Construcciéon de segmentos.

Por otro parte, como el AABC es equilatero entonces
4B = BC = AC. (4.13)

Asf, reemplazando (4.13) en (4.12) se tiene AP - AB = PB-AB + PC - AB y por tanto se concluye
que PA=PB+ PC.

Problema 4.9. Tomado de Céaceres (2010).

Suponga que AB y CD son dos cuerdas perpendiculares de una circunferencia y sea E su punto de

interseccién. Si AE =2, EB = 6 y ED = 3 encontrar el didmetro de la circunferencia.

Solucién. Sea O el punto de interseccién de la mediatriz de AB y de C'D, siendo este el centro de

la circunferencia (ver Figura 4.13).

Figura 4.13: Construcciones auxiliares del Problema 4.9.

Como el cuadrildtero ACBD es ciclico entonces por el Teorema 3.4 se tiene que CE-ED = AE-EB.
Reemplazando los datos de la hipétesis resulta CE(3) = (2)(6), de donde al despejar CE = 4, de

esta manera CD = 7.
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Luego, se traza la recta % que intersecta a la circunferencia en F' determinando el didmetro CF
y se considera el ACDF'. Observe que por el Teorema 1.4 el angulo £ F'DC es recto.

Después, se traza la recta r paralela a C'D por O, la cual corta a DF en G, como CD es perpendicular
a AB y CD es paralela a r, entonces r es perpendicular a AB. Sea M el punto de corte de r con
AB. Como los segmentos paralelos comprendidos entre rectas paralelas son congruentes entonces
DG = 2, pero como O es el punto medio de C'F entonces G es el punto medio de DF', por tanto,
DF = 4.

Asi, aplicando el Teorema de Pitdgoras al tridngulo CDF' y teniendo en cuenta la longitud de los
segmentos CB y DF se tiene (ﬁ)2 = 7% + 42 y realizando las operaciones se encuentra que la
longitud del didmetro CF es v/65.

Problema 4.10. Tomado de OMPR, ano 2011-2012, nivel superior.

Sea ABC' un triangulo y G la circunferencia que lo inscribe. Sea D el pie de la altura desde A al
lado BC. La recta EM , donde M es el punto medio de AD, corta a G nuevamente en N. La recta
ﬁ, donde E es el punto medio de AC, corta a G' nuevamente en P. Demuestre que AP es un

didmetro.

Solucién. En este problema, para demostrar que AP es didmetro, es suficiente probar que L POA =
180°, donde O es el centro de G.
Observe que, ante las hipétesis dadas, el cuadrildtero ABCN se encuentra inscrito en la circunfe-

rencia y por tanto es ciclico. Luego por el Teorema 3.3 se tiene
£LCBN = LCAN, (4.14)

como se indica en la Figura 4.14.

Figura 4.14: Tlustracion de las condiciones del Problema 4.10 y dangulos congruentes.
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Después, como por hipétesis E y M son puntos medios de AC' y AD, respectivamente, al considerarse
el ANACD, se concluye que la recta m es paralela a la recta %, estas rectas son cortadas por la

recta transversal ?@ y por pares de dngulos correspondientes se obtiene que

LCBN = {EMN. (4.15)

Asi, de (4.14) y (4.15) se sigue que
£LCAN = LEMN.

De esta manera, por el Teorema 3.3 el cuadrildtero AM EN es ciclico.

Para finalizar, como la recta fﬁ es perpendicular a la recta % y la recta % es paralela a la recta
m, entonces la recta jﬁ también es perpendicular a la recta m Por tanto, se concluye que
LAEMA =90° y como AMEN es ciclico se tiene por el Teorema 3.1 que {ANE = LANP = 90°,
luego como el dngulo L AN P abre el mismo arco de circunferencia que el dngulo central L POA, se

tiene por el Teorema 1.4 que L POA = 180° asi se concluye que AP es un didmetro.
Problema 4.11. Tomado de OMPR, ano 2011-2012.

Sea ABC un tridngulo que estd inscrito en un circunferencia. Las bisectrices de A, B y C se
encuentran en la circunferencia en D, F y F, respectivamente. Demuestre que AD es perpendicular
a EF.

Solucién. En la Figura 4.15 se ilustran no solo las condiciones del problema, sino también los

cuadrildteros ciclicos BOEF y ABDC. Por el Teorema 3.3 del primer cuadrildtero se concluye que
ACBE = LCFFE =y del segundo {CDA = ACBA =28y £{BAD = ABCD = q.

Figura 4.15: Tlustracién del Problema 4.11 y construccion de cuadrilateros ciclicos.

Ahora, se considera el AABC' y sumando la medida de sus angulos internos se tiene

200 + 23 + 2y = 180°,
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simplificando
a4 B+ =90° (4.16)
Por otra parte, sea O el punto de corte de FC con BE y P el de AD con EF y sea A = £DOC.

Teniendo en cuenta los dngulos internos el triangulo C' DO, se tiene

A+28+ a+v=180°,
A+ 8+ (B+ a+v)=180°,

luego, reemplazando (4.16) en el resultado anterior y operando
A+ B =90°. (4.17)

Finalmente, L DOC = £POF = )\ al ser angulos opuestos por el vértice como se observa en la
Figura 4.16. Por la suma de dngulos internos del AFOP se tiene L FPO = 180° — 8 — A luego
al reemplazar (4.17) en este resultado se obtiene que £ FPO = 90°, asi se concluye que EF es

perpendicular a AD.

Figura 4.16: Congruencia de los dngulos £ DOC' y £ POF'.

Vale la pena resaltar que los problemas propuestos por el CM proporcionan una gréfica, de la cual
se puede inferir inmediatamente que hay un cuadrildtero ciclico y por tanto se pueden aplicar los
teoremas estudiados para encontrar un camino que lleve a la solucién. Por otro lado, los proble-
mas 4.8, 4.9, 4.10 y 4.11 tienen en comuin que en su enunciado se da una circunferencia y ciertas
condiciones que dejan puntos sobre la circunferencia, con lo cual se identifica la existencia de un

cuadrilatero ciclico.
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En las olimpiadas matematicas y libros de geometria, también se encuentran problemas donde en el
enunciado se da un cuadrilatero ciclico y a partir de ello se debe demostrar una relacién o encontrar

un valor. Los problemas a seguir, tienen esta caracteristica.

Problema 4.12. Tomado de Posamentier y Salkind (1996).

Sea ABCD un cuadrildtero inscrito en una circunferencia. La diagonal BD biseca a AC. Si AB = 10,
AD =12y DC = 11. Hallar BC.

Solucién. Sea (@ el punto donde se cortan las diagonales del cuadrilatero ABCD, tal como se ve

en la Figura 4.17.

Figura 4.17: Tlustracion del Problema 4.12 y construccién del punto Q.

Como ABCD es ciclico por el Teorema 3.3 se tiene {ABD = L{ACD y £CAB = LCDB. Asi por
el criterio de semejanza A-A se obtiene AABQ ~ ADCQ), de donde
Q4 _A4B
QD DC
Reemplazando en esta proporcién el valor de AB y DC, resulta
@1
QD 11
y despejando QA se encuentra
QA= % -QD. (4.18)
QD _ AD

o eTer T QC ~ BC
hipétesis se tiene que QA = QC'y que AD = 12, entonces reemplazando estos valores en la anterior

De manera andloga, los tridngulos ADQ y C'B(Q son semejantes, de donde . Como por

expresion y despejando QA resulta
__ BC ___

. B 120
Luego igualando y operando (4.18) y (4.19) se concluye que BC = 7.
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Problema 4.13. Tomado de OMPR, ano 2006-2007.

Si ABC'D es un cuadrilatero ciclico, es decir que estd inscrito en una circunferencia, y M es el punto
de corte de AC' y BD, demostrar que AM - MC = DM - M B.

Solucién. Como ABCD es un cuadrildtero ciclico, entonces por el Teorema 3.3 resulta

AMAB = ACDM, (4.20)
y

KABM = £MCD. (4.21)
Asi, de (4.20) y (4.21) se tiene que AABM y ADCDM son semejantes, entonces % = %, de

donde se concluye que AM - MC' = DM - M B.

Otro tipo de problemas que se proponen, es cuando se pide hallar la medida de un segmento. Este es
el caso del problema 4.12 donde a partir de las longitudes de tres lados se debe hallar la del cuarto,
lo cual se facilita con la utilizaciéon de cuadrilateros ciclicos. El Problema 4.13 llama la atencién,

dado que es el reciproco del Teorema 3.4 y estd propuesto en una olimpiada.

El siguiente grupo de problemas tiene una caracteristica especial y es que las construcciones dadas
no permiten identificar un cuadrildtero ciclico a primera vista, ni se menciona como tal. En estos
problemas se identifica un cuadrilatero y al demostrar que es ciclico permite llegar a la solucién del

problema.
Problema 4.14. Tomado de Posamentier y Salkind (1996).

Sobre el lado AB del cuadrado ABCD, se construye el tridngulo rectangulo ABF, con hipotenusa
AB. Si AF = 6y BF = 8, encontrar EF, donde E es la interseccién de las diagonales del cuadrado.

Solucidén. En la Figura 4.18 se observan las construcciones dadas en el enunciado del problema.

Por hipétesis L BFA = 90° y como las diagonales de un cuadrado son perpendiculares entonces
£LAEB = 90°, por lo tanto el cuadrilatero AEBF es ciclico. Ahora se va a utilizar el Teorema 3.6,
por lo cual primero se debe calcular la medida de AB, AE y BE, ya que estos aiin no se conocen.

Para ello se considera el AABF' y por el Teorema de Pitdgoras
(AB)" =(AF)" + (FB)",

reemplazando AF y FB, que se tienen por hipétesis, y operando AB = 10. De manera andloga,
con el triangulo ABC se obtiene que AC = 10v/2. Luego, BE = AE = %TC ya que las diagonales
de un cuadrado se cortan en el punto medio, asi BE = 5v/2 y AE = 5V/2.
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B C

Figura 4.18: Tlustracion del Problema 4.14.

Con estos datos es posible aplicar el Teorema 3.6 al cuadrilatero ciclico AEBF como sigue
FE-AB=FA-BE + AE - FB,
FE(10) =(6)(5V2) + (5v/2)(8).
De esta manera, al realizar las operaciones correspondientes se concluye que el lado FE = 7/2.
Problema 4.15. Tomado de Céceres (2010).

En un cuadrado ABCD, M es el punto medio de AB. Una linea perpendicular a MC por M
intersecta a AD en K. Demostrar que { BCM = AMCK.

Solucién. Por hipétesis M es el punto medio de AB entonces AM = M B, ademés como ABCD
es un cuadrado AD = BC' y A DAM = LM BC'. Asi por el criterio de L-A-L se concluye ADAM =2
ACBM, de lo cual se tiene L BCM = LM DA (ver Figura 4.19) lo que es igual a

A M B
/
K /
/
/
/
D c

Figura 4.19: Congruencia de tridngulos.

£BCM = {MDK. (4.22)
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Por otra parte, como los dngulos K KMC y LK DC' son rectos entonces por en Teorema 3.1 el

cuadrilatero DCM K es ciclico, luego por el Teorema 3.3 resulta
AMDK = £MCK. (4.23)

Finalmente, igualando (4.22) y (4.23) se obtiene LA BCM = AMCK, que era lo que se queria

demostrar.
Problema 4.16. Tomado de OMPR, ano 2006-2007, nivel intermedio.

En la Figura 4.20 el trapecio isésceles ABCD es tal que AB = BC = AD =1y DC = 2, donde
AB es paralelo a DC. ;Cuanto mide el dngulo £ DAC?

Figura 4.20: Tlustracion dada por el Problema 4.16.

Solucién. Primero se trazan las perpendiculares al segmento AB por los puntos A y B. Estas
perpendiculares cortan al segmento CD en E y F, respectivamente, (ver Figura 4.21) de esta
manera AB = EF = 1, pues son segmentos paralelos comprendidos entre rectas paralelas. Ademds
como C'D = 2 entonces CF = ED = %

Figura 4.21: Construccién de los segmentos AE y BF.

Sea G el punto medio de EF, entonces CG = 1 y como BF es mediatriz de CG se concluye que
BC = BG, con lo cual el tridngulo BCG es equildtero. De manera andloga, el tridngulo ADG es
equilatero.

Luego, como el trapecio ABC'D es iséceles, entonces por el Teorema 3.2 es cuadrilatero ciclico y por

tanto existe una circunferencia que lo inscribe. Como AD = BC se tiene que GD = GA = GB = GC
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con lo cual G es el centro de la circunferencia que inscribe el trapecio. Finalmente, por angulos
centrales e inscritos L DAC = 90°.

En estos problemas se resalta que el demostrar que un cuadrilatero es ciclico, logra casi de ma-
nera directa solucionar el problema, por ejemplo en el Problema 4.15 se tenia que encontrar la
longitud de un segmento, el cual resulté siendo una diagonal de un cuadrildtero ciclico, lo que
permitié aplicar el Teorema de Ptolomeo y de esta manera llegar al valor buscado. Hay que tener

en cuenta que no es la tinica solucién posible, pero dichos cuadrilateros brindaron un camino exitoso.

Se encuentran problemas en los que, ademds de no mencionar cuadrilateros ciclicos, no se identifica
ningun cuadrilatero, sin embargo construir un cuadrilatero ciclico teniendo en cuenta las condiciones

dadas es un punto clave en la resolucién del problema.
Problema 4.17. Tomado de Posamentier y Salkind (1996).

Un tridangulo inscrito en una circunferencia de radio 5, tiene dos lados que miden 5 y 6, respectiva-

mente. Encontrar la medida del tercer lado del triangulo.

Solucién. Para resolver este problema se utiliza el Teorema 3.6.
Sea el tridngulo ABC inscrito en una circunferencia de radio 5, con AB = 6 y AC = 5, luego sea P

el punto diametralmente opuesto al vértice A (ver Figura 4.22).

Figura 4.22: Construccion del punto P sobre la circunferencia.

Por el Teorema 1.4 se tiene que L ABP = 90° asi el AABP es rectdngulo, luego por el Teorema de

Pitdagoras se obtiene que

(BP)* =(AP)* - (4B)’,
=10% — 62,

de esta manera BP = 8.
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De manera aniloga como el AACD es rectangulo se concluye que CP = 5v/3.

Por la Definicion 3.1 ABPC es cuadrilatero ciclico, entonces por el Teorema 3.6

AP -BC =AB-CP+ AC - BP,
——~ AB-CP+AC-BP
AP

Sy
Il

)

reemplazando los valores que se obtuvieron y realizando las operaciones correspondientes, se en-
cuentra que la longitud del lado BC del tridngulo es 3v/3 + 4.

Problema 4.18. Tomado de OME, ano 2007, fase nacional.

O es el circuncentro de un tridngulo ABC'. La bisectriz que parte de A corta al lado opuesto en P. Si b
y ¢ son las longitudes de AC' y BA, respectivamente, probar que se cumple (ﬁ)2+ (@)2 - (@)2 =
be.

Solucién. La Figura 4.23 ilustra las condiciones que se enuncian en este problema.

>

Figura 4.23: Tlustraciéon del Problema 4.18.

Sea R el punto de interseccion de la circunferencia que inscribe al AABC y la recta ﬁ Ahora se
considera el cuadrildtero ABRC que es ciclico, por lo cual L ARB = £ ACB. Por otra parte como AP
biseca al dngulo £ BAC entonces £ BAR = £ PAC, con lo anterior se concluye AABR ~ ANAPC,

asi

¢ AR
P b
be — AR - AP. (4.24)

Por suma de segmentos se tiene AR = AP + PR, si se reemplaza este resultado en (4.24) y se opera

be = (AP)’ + AP - PR. (4.25)
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Observe que AP - PR es la potencia del punto P respecto a la circunferencia con centro en O y

radio OA (ver Figura 4.24), es decir que

AP - PR = (40)" — (OP)". (4.26)

Figura 4.24: Construccién del cuadrildtero ABRC'.

Finalmente, se reemplaza (4.26) en (4.25) y se obtiene (ﬁ)2 + (@)2 - (W)2 = be, que era lo que

se queria probar.
Problema 4.19. Tomado de OME, ano 2015.

Sean M y N puntos del lado BC del tridngulo ABC tales que BM = CN, estando M sobre el
segmento BN. Sean P y Q puntos que estdn, respectivamente, en los segmentos AN y AM, tales
que LCMP =ABAN y AQNB = ANAC. ;Es cierto que L{CBQ = £ PCB?

Solucién. Se construyen las circunferencias C7 y C'5 que inscriben a los tridngulos BNQ y CM P,
respectivamente, luego la recta m corta a C] en R y la recta ﬁ corta a Cy en S, ademads
ACBQ = ANBQy LPCB = £PCM. Observe que los cuadrildteros BQN Ry CPMS son ciclicos
por definicién. Por el Teorema 3.3 K NBQ = ANRQ = LNRM y APCM = APSM = ANSM
como se muestra en la Figura 4.25.

Por lo tanto, se va a demostrar que L NRM = £ NSM. Para ello observe que los triangulos ABM
y ACN tienen bases congruentes por hipdtesis y la misma altura desde A, por consiguiente tienen

igual area, entonces
AM - AB -sina = AN - AC -sin 3,

si se despeja se encuentra que

hN(S
==

AM_E sin 3
AN AB sina’

(4.27)
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Figura 4.25: Construcciéon de los cuadrilateros BQNR y CPMS.
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donde o = L BAM y = ANAC.

Por otra parte, los tridngulos ABR y SCA son semejantes, ya que dos de los angulos del AABR
son ay =4AQBR = LQNB (porque BQNR es ciclico) y de manera andloga dos de los angulos
de ANACS son a y 3, de lo cual se tiene

AS CS
45 _ 05 (4.28)
AR AB
Ademss, aplicando la ley del seno al tridngulo AC'S resulta
ic TS
sinae sinf’
Si se despeja :ﬁg, se obtiene
sinp _ O (4.29)
sina  AC

Luego, si primero se reemplaza (4.29) en (4.27) y luego (4.28) se tiene

AW _A0 TS5 _0S 7S

AN AB AC AB AR’
entonces AM - AR = AN - AS, de lo cual por el Teorema 3.5 el cuadrildtero M NSR es ciclico y
finalmente por el Teorema 3.3 L NRM = £ NSM lo que demuestra que los dngulos LCB(Q y £ PCB

son iguales.

Estos tres tltimos problemas muestran la potencialidad de los cuadrilateros ciclicos de una manera
diferente, ya que las condiciones dadas distan de las caracteristicas de dichos cuadrildteros, pero
mediante construcciones auxiliares y el ingenio se puede construir un cuadrildtero inscrito en una

circunferencia que sirva como herramienta en la resoluciéon del problema.

Por otro lado, como se mencioné al iniciar el capitulo, GeoGebra sirve de guia para resolver pro-
blemas geométricos y ademads, facilita realizar la mirada retrospectiva que propone Polya. En el
siguiente problema se hace uso de GeoGebra, con el cual se hicieron modificaciones al problema y

se plantea una conjetura.
Problema 4.20. Tomado de OMCC, 2008.

Sea ABCD un cuadrildtero convexo inscrito en una circunferencia de centro O tal que AC es un
didmetro. Se construyen los paralelogramos ADFEQO y BCOF'. Demostrar que si los puntos £ y F

pertenecen a la circunferencia entonces ABC'D es un rectangulo.

Solucién. Sin suponer que los puntos E' y F' se encuentran sobre la circunferencia, la Figura 4.26

ilustra el enunciado del problema.
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Y

—
_——

D

Figura 4.26: Puntos F y F' fuera de la circunferencia.

Si ahora se supone que E y F estén sobre la circunferencia, se desea probar que ABCD es un
rectangulo, es decir, se va a probar que {DAB = {ABC = {BCD = LCDA = 90°. Las hipotesis

dadas se ilustran en la Figura 4.27.

!

R
g

i

Figura 4.27: Puntos E y F sobre la circunferencia.

Como ABCD es un cuadrilatero ciclico entonces por el Teorema 3.1 se tiene que
LADC + LABC = 180°. (4.30)

Ahora se considera el tridngulo ABC' que est4 inscrito en la semicircunferencia, entonces por dngulos
inscritos la medida del dngulo L ABC' es 90°, luego reemplazando este valor en la ecuacién (4.30)
se obtiene que LCDA = 90°.

Por hipétesis F' y E estan sobre la circunferencia, entonces OF = OF = r, donde r es el radio
de la circunferencia. Por tanto como BCOF es un paralelogramo, entonces OF = BC = r, de
esta manera el triangulo BCO es equildtero, puesto que la longitud de sus lados es r, entonces

£COB = 60°. Luego como todo dngulo inscrito en una circunferencia es igual a la mitad del dngulo
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central que abarca el mismo arco, se tiene que LCAB = %ACOB, es decir, LCAB = 30° tal como
se ilustra en la Figura 4.28. Ademas de forma andloga, se tiene que el tridngulo ADO es equilétero,
de donde LAOD = 60°. Luego, como LAC'D = %KAOD entonces L ACD = 30°.

Figura 4.28: Medida del dngulo LCAB.

Finalmente, como { DAB = ADAC + £CAB = 60° + 30° = 90° y como ABC'D es un cuadrilatero
ciclico £ BCD = 90°. Asi como los cuatro angulos del cuadrilatero ABC'D son rectos entonces es

un rectangulo.

Para realizar la mirada retrospectiva que propone Polya, se cambiaron de posicion los puntos E y
F' de tal manera que no estén sobre la circunferencia.
Como se puede ver en la Figura 4.29, si se mueven los puntos B y D arbitrariamente sobre la

circunferencia se observa que el cuadrilatero ABC'D no es un recténgulo.

F B

Figura 4.29: Puntos F y F' dentro y fuera de la circunferencia.

Sin embargo, si se mueven los puntos B y D de tal manera que las rectas ﬁ y ﬁ coincidan, como

se tiene en la Figura 4.30, da la impresiéon que el cuadrilatero ABC'D es un rectangulo.
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Figura 4.30: Cuando las rectas coinciden.

Finalmente se plantea la conjetura: si las rectas ﬁ y Og coinciden, jel cuadrilitero ABC'D siem-
pre sera un rectangulo? Cabe resaltar que se intento resolver esta conjetura y aunque no se encontrd
la solucion, puede suceder que luego se encuentre un camino para comprobar o refutar su veracidad.

Sin embargo, se deja como un problema propuesto.

Gracias a que GeoGebra permite observar invariantes en las construcciones geométricas que se
realizan y a los conocimientos adquiridos en el presente trabajo sobre cuadrilateros ciclicos, fue

posible crear los siguientes problemas.
Problema 4.21. Propuesto en esta tesis.

Sea ABC un tridngulo isésceles, con AB = BC. Sean E y D los puntos medios de AB y BC,
respectivamente. Sea P un punto exterior al tridngulo sobre la altura desde B, tal que la interseccién
de EP y DP con AC es H y J, respectivamente. Demostrar que el cuadrildtero DJHE es ciclico
(ver Figura 4.31).

Solucién. Como E y D son puntos medios de los lados AB y BC, respectivamente, la altura desde
B es perpendicular al segmento ED y pasa por el punto medio M, entonces EM = MD, ademas
APMD = £EM P pues son rectos y como M P es comin a los tridngulos PM D y PME por criterio
L-A-L son congruentes. De donde EP = PD, por tanto el tridngulo EDP es isésceles y se cumple

que

LPED = {EDP, (4.31)

Por otro lado, como AC es paralelo a ED por ser E y D puntos medios de los otros lados del
tridngulo, entonces
LEDJ = £DJC. (4.32)
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Figura 4.31: Ilustracion del Problema 4.21.
Ahora, de (4.31) y (4.32) se concluye que KPDE = £DJC' vy asi por el Corolario 3.2 DJHE es
ciclico.
Problema 4.22. Propuesto en esta tesis.

Sea ABCD un cuadrilatero ciclico, tal que la prolongacién de los lados AB y DC se cortan en un

punto P. Si {BPC = 60°, AB =6, CP =5y AP = 10 (ver Figura 4.32).
. AD
= Determine STk

= Encuentre la medida de AD y BC.

Figura 4.32: Tlustracion del Problema 4.22.

Solucién. Para la primera parte los triangulos APD y CBP son semejantes por el criterio A-A,

ya que el dngulo L BPC' es comtn y como el cuadrildtero ABCD es ciclico por el Corolario 3.2 se
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tiene LPCB = £DAP. De esta semejanza se tiene que
AD AP
BC CP
Luego, reemplazando AP = 10 y CP = 5, dados en la hipétesis, resulta

AD
= _9
BC

Para la segunda parte, por hipétesis se tiene que AP = 10 y AB = 6, ademdas como A, B y P son
colineales entonces AP = 4.

Luego, dado que el cuadrildtero ABCD es ciclico por el Teorema 3.5 AP - BP = DP-CP de donde
reemplazando AP, AB y CP y despejando DP resulta

DP =38.

De lo anterior se puede concluir que DC' = 3 al ser D, C'y P colineales.

Por otro lado, aplicando la ley del coseno al tridngulo BC P, se tiene
(BC)® = (BP)” + (CP)* — (2)BP - CP - cos 60°.
Si se reemplazan los datos que se conocian y se simplifica se encuentra que

BC = V21.

= 2 y al reemplazar DC y despejar AD se obtiene
AD = 2v/21.

3l

De la primera parte se tiene que

Problema 4.23. Propuesto en esta tesis.

Don Carlos tiene un cultivo de zanahorias, pero debido al cambio climético perdié una parte de la
siembra. El quiere saber el area que no fue afectada, para ello realizé el siguiente dibujo senialando

algunos datos que logré identificar (ver Figura 4.33).

Area no afectada.

Figura 4.33: Cultivo de don Carlos.
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Si la regién sombreada es la parte del cultivo no afectada y el producto de las diagonales es 64,

jcudl es el area de la region sombreada?

Solucién. En el dibujo que realizé don Carlos, se denotan los vértices del cuadrilatero como se
muestra en la Figura 4.34. Luego como £ DAB = {ECB = 3 entonces por el Corolario 3.2 se tiene
que ABCD es ciclico.

A Area no afectada.
AWV,

Figura 4.34: Notacion del Problema 4.23.

Si se tiene en cuenta que la region sombreada es un cuadrilatero ciclico, se puede utilizar el Teorema
3.8 para calcular su area, para ello se debe conocer la longitud de los lados del cuadrilatero, por eso
primero se debe encontrar la AB y AD.

Como ABCD es ciclico por Teorema 3.3 { BDA = «, asi el tridngulo ABD es isésceles con

AB = AD, (4.33)
Ademas, por el Teorema 3.6 se cumple
AC-DB=AB-DC + AD - BC. (4.34)
Ahora, se reemplaza AC - DB, DC, BC y (4.33) en (4.34)
64 = AB(5) + AB(3),

Luego, al factorizar y simplificar, se concluye que AD = 8 y por tanto DB = 8.
Finalmente, el semiperimetro del cuadrilatero ABC'D es

_ AB+BC+DC+ AD

= 5 ,

donde al reemplazar las longitudes de los lados y simplificar se tiene que s = 12, entonces por el

S

Teorema 3.8

Aapep = /(12-8)12-8) 12— 5)(12 —8),

de este modo, el 4rea de la regién no afectada o sombreada es de 12v/7m?.
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De esta manera, se resalta que los cuadrilateros ciclicos estan presentes de manera implicita o
explicita en los problemas de olimpiadas matematicas como también en libros de geometria y sus

propiedades son de gran utilidad a la hora de enfrentarse a problemas geométricos.

Por otra parte, se debe tener en cuenta que en las olimpiadas matematicas no se permite el uso
de artefactos tecnolégicos, sin embargo es importante que los software de geometria dindmica estén
presentes en el proceso de preparacion para dichas olimpiadas, pues ayuda a desarrollar la visuali-

zacion.



Capitulo 5
Problemas Propuestos

En este capitulo, con el fin de que se ponga en practica las propiedades tedricas presentadas en el
Capitulo 3 y la experiencia adquirida con los problemas resueltos que se presentan en el Capitulo
4, se da una recopilacion de problemas tomados de diferentes olimpiadas matematicas y textos
de geometria. Se recomienda el uso de un ambiente de geometria dindmica para la visualizacion y
entendimiento de algunas de las hipdtesis que se dan en los diferentes problemas. Algunas olimpiadas
disponen la solucién de los problemas en sus paginas de internet oficiales, sin embargo se espera que

esta sea la ultima alternativa en la bisqueda de la solucién de cada problema.
Problema 5.1. Tomado de IMQO, ano 1985.

Una circunferencia tiene su centro en el lado AB del cuadrilatero ciclico ABCD, los otros tres lados

son tangentes a la circunferencia. Probar que AD + BC = AB.
Problema 5.2. Tomado de OIM, ano 1987.

En un tridngulo ABC, M y N son los puntos medios respectivos de los lados AC y AB, y P el
punto medio de interseccién de BM y C'N. Demuestre que, si es posible inscribir una circunferencia

en el cuadrildtero AM PN, entonces el tridngulo ABC es isdsceles.
Problema 5.3. Tomado de OIM, ano 1989.

La circunferencia inscrita en el tridngulo ABC, es tangente a los lados AB y AC en los puntos M y
N, respectivamente. Las bisectrices de A y B intersecan a M N en los puntos P y ), respectivamente.
Sea O el incentro del tridngulo ABC. Probar que MP - OA = BC - 0Q

Problema 5.4. Tomado de OIM, ano 1990.

En un tridngulo ABC, sean [ el centro de la circunferencia inscrita y D, E y F' sus puntos de

tangencia con los lados BC, AC' y AB, respectivamente. Sea P el otro punto de interseccién de la

60
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recta jﬁ con la circunferencia inscrita. Si M es el punto medio de EF', demostrar que los cuatro

puntos P, I, M y D pertenecen a una misma circunferencia.
Problema 5.5. Tomado de OIM, ano 1994.

Sea un cuadrildtero inscrito en una circunferencia, cuyos vértices se denotan consecutivamente por
A, B, C y D. Se supone que existe una semicircunferencia con centro en AB, tangente a los otros

tres lados del cuadrilatero.
= Demostrar que AB = AD + BC.

= Calcular, en funcién de x = AB e y = CD, el drea méxima que puede alcanzar un cuadrilatero

que satisface las condiciones del enunciado.
Problema 5.6. Tomado de IMO, ano 1994.

Sea ABC un tridngulo isésceles con AB = AC. M es el punto medio de BC' y O es un punto sobre
AM tal que OB es perpendicular a AB. @) es un punto arbitrario sobre BC' diferente de By C. E
se encuentra sobre AB y F sobre AC tal que E, Q y F son distintos y colineaes. Probar que OQ
es perpendicular a EF si y solo si QF = QF.

Problema 5.7. Tomado de Posamentier y Salkin (1996). Las diagonales AC y BD del

cuadrildtero ABCD se cortan en el punto E. Si AE =2, BE=5,CE =10, DE =4,y BC = 12—5,

encontrar AB.
Problema 5.8. Tomado de Posamentier y Salkin (1996).

Si el tridngulo is6sceles ABC' (con AB = AC) est4 inscrito en una circunferencia, y el punto P esta

_Pi__ic
PB+PC BC

Problema 5.9. Tomado de Posamentier y Salkin (1996).

sobre el arco BC, probar que

es una constante del tridngulo dado.

Si el cuadrado ABCD esta inscrito en una circunferencia, y el punto P esta sobre el arco BC,
PA+LPC _ PD

probar que PB+PD — Pa’

Problema 5.10. Tomado de Posamentier y Salkin (1996).

El tridngulo equildtero AC'D esta dibujado externamente sobre el lado AC del tridngulo ABC. El
punto P estd sobre el lado BD. Encontrar £ APC tal que BD = PA+ PB + PC.

Problema 5.11. Tomado de Posamentier y Salkin (1996).

Se dibuja una linea por el vértice A del tridngulo equildtero ABC, esta corta a BC en D y al

i { A 1, 1
circuncirculo en P. Probar que 5 = P T o
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Problema 5.12. Tomado de Posamentier y Salkin (1996).

Se elige un punto P en el interior del paralelogramo ABCD tal que los angulos { BPA y L{CPD
son suplementarios. Probar que AB - AD = BP - DP + AP - CP.

Problema 5.13. Tomado de OIM, ano 1997.

Con centro en el incentro I de un tridngulo ABC se traza una circunferencia que corta en dos puntos
a cada uno de los tres lados del trigngulo: al segmento BC en D y P (siendo D el més cercano a B);
al segmento CA en E y Q (siendo E el més cercano a C), y al segmento AB en F'y R (siendo F el
maés cercano a A). Sea S el punto de interseccién de las diagonales del cuadrilatero FQF R. Sea T el
punto de interseccion de las diagonales del cuadrilatero DPF R. Sea U el punto de interseccién de las
diagonales del cuadrilatero DPE(). Demostrar que las circunferencias circunscritas a los triangulos
FRT, DPU y EQS tienen un unico punto comun.

Problema 5.14. Tomado de OIM, ano 1999.

Un tridngulo acutdngulo ABC estd inscrito en una circunferencia de centro O. Las alturas del
tridngulo son AD, BE y C'F. La recta ﬁ«" corta a la circunferencia en P y Q.

= Pruebe que OA es perpendicular a PQ.
» Si M es el punto medio de BC, pruebe que (ﬁf = (2)AD - OM.
Problema 5.15. Tomado de OMCC, ano 2000.

Sea ABC un tridngulo acutdngulo. C; y C3 son circunferencias que tienen a los lados AB y CA
como didmetros, respectivamente. Co corta al lado AB en el punto F, (F # A) y C; corta al lado
CAen el punto E, (E # A). Ademés, BE corta a Cy en Py CF corta a C; en Q. Demuestra que
las longitudes de los segmentos AP y AQ son iguales.

Problema 5.16. Tomado de OMCC, ano 2001.

Sea AB un didmetro de una circunferencia S con centro O y de radio 1. Sean C'y D dos puntos
tales que AC' y BD se cortan en un punto @ situado en el interior de S y LAQB = 24COD. Sea
P el punto de corte de las tangentes a S que pasan por los puntos C' y D. Determinar la longitud

del segmento OP.
Problema 5.17. Tomado de OIM, ano 2001.

La circunferencia inscrita en el tridngulo ABC tiene centro O y es tangente a los lados BC, AC
y AB en los puntos X, Y y Z, respectivamente. Las rectas % y % intersectan a la recta ﬁ
en los puntos P y @, respectivamente. Demostrar que si los segmentos X P y X (@ tienen la misma

longitud, entonces el tridngulo ABC' es isdsceles.
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Problema 5.18. Tomado de OIM, ano 2002.

En un tridngulo escaleno ABC se traza la bisectriz interior %, con D sobre AC. Sean E y F,
respectivamente, los pies de las perpendiculares trazadas desde A y C hacia la recta ﬁ, y sea M
el punto sobre el lado BC tal que DM es perpendicular a BC. Demuestre que L EMD = ADMF.

Problema 5.19. Tomado de OMCC, ano 2002.

Sean ABC un tridngulo, D el punto medio de BC y E un punto sobre el segmento AC tal que
BE = (2)AD y F el punto de interseccién de AD con BE. Si el éngulo £ DAC mide 60°, encuentre
la medida de los angulos del tridngulo AEF.

Problema 5.20. Tomado de OMCC, ano 2003.

Sea S una circunferencia y AB un didmetro de ella. Sea t la recta tangente a S en B y considere
dos puntos C, D en t tales que B esté entre C'y D. Sean E vy F las intersecciones de S con AC y
AD y sean G y H las intersecciones de S con CF y DE. Demostrar que AH = AG.

Problema 5.21. Tomado de OMCC, ano 2003.

Sean S1 y S dos circunferencias que se intersectan en dos puntos distintos P y Q. Sean [ y Iy dos

rectas paralelas, tales que:

= /1 pasa por el punto P e intersecta a S1 en un punto A; distinto de P y a Sy en un punto A,
distinto de P.

= [5 pasa por el punto @) e intersecta a S; en un punto B; distinto de () y a Sy en un punto Bs
distinto de Q.

Demostrar que los tridngulos A1QAs y B1PBs tienen igual perimetro.
Problema 5.22. Tomado de OMPR, ano 2003-2004.

Sea ABC un tridangulo, y sea D el pie de la altura desde A. Sean E y F puntos diferentes, distintos
de D, de modo que:

= La linea determinada por F y I pasa por D.
» El segmento AE es perpendicular al segmento BE.
= El segmento AF es perpendicular al segmento CF.

Demuestre que si M y N son los puntos medios de los segmentos BC y EF, respectivamente,

entonces el segmento AN es perpendicular al segmento N M.
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Problema 5.23. Tomado de IMO, ano 2004.

En un cuadrildtero ABCD la diagonal BD no biseca a £ ABC' y £CDA. El punto P esta dentro
de ABCD vy satisface { PBC = {DAB y {PDC = {BDA. Probar que ABCD es ciclico si y solo
si AP =CP.

Problema 5.24. Tomado de OMPR, ano 2004-2005.

El tridngulo ABC est4 inscrito en una circunferencia y BP biseca £ ABC. Si AB =6, BC =8y
AC =17, calcule BP.

Problema 5.25. Tomado de OMPR, ano 2007.

Considerar el AABC'. Sean E y F los pies de las alturas desde C' y desde B, respectivamente. Sea
H el punto medio de EF. Demostrar que el segmento perpendicular a EF que pasa por H divide

al segmento BC' en dos partes iguales.

Problema 5.26. Tomado de OMM, ano 2007.

Las diagonales AC'y BD de un cuadrildtero ciclico ABCD se intersectan en el punto E. Dado que
AB =39, AE =45, AD = 60 y BC = 56, determine la longitud de C'D.

Problema 5.27. Tomado de OME, ano 2007.

Dada una semicircunferencia de didmetro AB = 2R, se considera una cuerda C'D de longitud fija c.
Sea F la interseccién de AC con BD y F la interseccién de AD con BC. Probar que el segmento EF

tiene longitud constante y direccién constante al variar la cuerda C'D sobre la semicircunferencia.

Problema 5.28. Tomado de OMI, ano 2007.

Sea ABC un tridngulo, G el centroide, M el punto medio de AB, D un punto en AG, tal que
AG = GD, A+ D, E un punto en BG tal que BG = GE, B # E. Demuestre que el cuadrildtero
BDCM es ciclico si y solo si AD = BE.

Problema 5.29. Tomado de OMA, ano 2008.

Sea ABC un tridangulo, D, E' y F los puntos de tangencia de la circunferencia inscrita con BC,
CA y AB, respectivamente. Sea P el punto de interseccién de C'F con la circunferencia inscrita. Si

ABPE es un cuadrilatero ciclico demostrar que DP es paralelo a AB.

Problema 5.30. Tomado de OMCC, ano 2008.

Sea ABC un tridngulo acutangulo. Tome los puntos Py Q en AB y AC, respectivamente, tal que
BCQP es ciclico. El circuncirculo de AABQ intersecta a BC en S y el circuncirculo de AAPC
intersecta a BC en R, PR y QS se intersectan en L. Pruebe que la interseccién de AL y BC no
depende de la seleccion de Py Q.
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Problema 5.31. Tomado de OME, ano 2008.

En un cuadrilatero convexo se trazan las perpendiculares desde cada vértice a la diagonal que
no pasa por él. Demostrar que los cuatro puntos de intersecciéon de cada perpendicular con su

correspondiente diagonal forman un cuadrildtero semejante al dado.
Problema 5.32. Tomado de OMCC, ano 2009.

Dos circunferencias r1 y 72 se intersectan en los puntos A y B. Considere la circunferencia r contenido
en r1 y r2 que es tangente a ambos en D y E, respectivamente. Sea C' un punto de interseccion de
la recta j@ con r, F' la interseccién de la recta % con ro y G la interseccién de la recta % con
r1. Sean H e I los puntos de interseccién de la recta ﬁ con r1 y re, respectivamente. Pruebe que

F, I, Gy H estan sobre la misma circunferencia.
Problema 5.33. Tomado de OMPR, ano 2009.

El cuadrildtero ABC' D esta inscrito en una circunferencia y sus diagonales se cortan en Q). El lado
DA prolongado a partir de A y el lado BC prolongado a partir de B se cortan en P. CD = CP =
DQ, calcular la medida del KCAD.

Problema 5.34. Tomado de OMCC, ano 2010.

Sea ABC un tridangulo y L, M y N los puntos medios de BC, CA y AB, respectivamente. La recta
tangente al circuncirculo del AABC intesecta a la recta ﬁ/M en Py ala recta W en ). Muestre
que las rectas E% y % son paralelas.

Problema 5.35. Tomado de OMCS, ano 2014.

Sea ABC'D un cuadrilatero inscrito en una circunferencia con centro O tal que O este en el interior
del cuadrildtero y £CAB = LODA. Sea E la interseccién de AC' y BD. Sean r y s las rectas
perpendiculares a BC' y AD, respectivamente. Sea P el punto de interseccién de 7 con AD y M la

interseccién de s con BC. Sea N el punto medio de EO. Demostrar que M, N y P son colineales.
Problema 5.36. Tomado de IMO, ano 2014.

Sea ABCD un cuadrilatero convexo tal que LABC = LCDA = 90°. El punto H es el pie de la
perpendicular desde A hasta BD. Los puntos S y T estdn sobre AB y AD, respectivamente, tal
que H se encuentra dentro del tridngulo CST y LCHS — £CSB = 90°, LTHC — £DTC = 90°.

Pruebe que la recta % es tangente a la circunferencia que inscribe al tridngulo HST.
Problema 5.37. Tomado de OMPR, ano 2015-2016.

Sea ABC'D un cuadrilatero ciclico, sea P la interseccién de las rectas % y jﬁ La recta j@ corta

a la circunferencia circunscrita del tridgngulo BDP en S y T, con S entre A y C' la recta ﬁ corta
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a la circunferencia circunscrita del tridngulo ACP en U y V, con U entre B y D. Demostrar que

PS=PT =PU=PV.
Problema 5.38. Tomado de OMI, ano 2016.

Sea ABC' un triangulo. Sean D y E las proyecciones ortogonales de A sobre las bisectrices de los

angulos £ ABC y £BC A, respectivamnete. Demostrar que DE es paralelo a BC.
Problema 5.39. Tomado de IMO, ano 2017.

Sean R y S puntos diferentes de la circunferencia C tal que RS no es un didmetro. Sea [ la recta
tangente a C por R. El punto T es tal que S es el punto medio del segmento RT. El punto J se
escoge en el arco mas corto de RS. La circunferencia Cs que inscribe al tridngulo JST intersecta
a | en dos puntos distintos. Sea A el punto de interseccion de Cs y [ més cercano R. La recta jﬁ

intersecta a C1 en K. Pruebe que la recta [ﬁ es tangente a Cs.
Problema 5.40. Tomado de OMNC, ano 2018.

Sea ABCD un cuadrilatero ciclico cuyas diagonales se intersectan en P. La circunferencia que
inscribe a AADP intersecta a AB en A y E. La circunferencia que inscribe a ABCP intersecta a
AB en By F. Sean I y J los incentros de AADE y ABCF, respectivamente. Sea K el punto de

interseccién de IJ con AC. Probar que los puntos A, I, K y E estdn sobre una circunferencia.



Conclusiones

La resolucién de problemas desarrolla competencias bésicas de razonamiento, argumentacién y co-
municacion de ideas, lo que hace parte fundamental de la formacién integral de una persona. Es
por ello que resolver un problema por resolverlo no tiene sentido, lo que le da valor es como afirma
Polya realizar una mirada retrospectiva, para analizar y reflexionar sobre las estrategias usadas,
dando paso a la observacién de aciertos y errores, buisqueda de nuevos caminos y creaciéon de nuevos
problemas, por ejemplo al realizar una mirada retrospectiva de los problemas resueltos fue posible
concluir que existen otros caminos para llegar a la solucién, la busqueda de estos se deja como
reflexién al lector. El problema no se acaba con una respuesta sino con més preguntas.

Las olimpiadas matematicas son un concurso con reconocimiento mundial donde los principales pro-
tagonistas son el conocimiento y el ingenio. Estas olimpiadas retan a los participantes a pensar de
manera diferente y creativa al enfrentarse a un problema, puesto que los problemas que en estas se
plantean generalmente no tienen una resolucién comun o mecénica, es por ello que se puede llegar a
la solucién de un problema por diferentes caminos, esto depende de las habilidades y el ingenio que
posea cada persona. Cabe resaltar que estas olimpiadas motivan a jovenes talento en matematicas
y ayudan a descubrir el gusto por las matemaéticas.

Por otro lado, aunque la geometria ha sido dejada de lado en el aula de clases, tiene un papel
muy significativo en estas olimpiadas, pues los problemas geométricos requieren de la capacidad de
visualizar y de la integracién de diferentes conocimientos en esta &rea.

Entre los temas que estudia la geometria los cuadrilateros ciclicos se consideran de un nivel avan-
zado, sin embargo se pueden ensenar en la educacién basica y media, ya que para comprender su
definicién no se require de tantos prerrequisitos. Ademas como se observé en el Capitulo 4, estos
cuadrilateros son especiales y se pueden usar tanto en la demostraciéon de leyes trigonométricas,
como también en diferentes propiedades y teoremas de la geometria elemental, lo que es una buena
referencia para trabajarlos y que se usen en el aula de clase.

Se ha observado que actualmente, estudiar cuadrilateros ciclicos es importante por su aplicabilidad
en la resolucién de problemas geométricos que estan presentes en olimpiadas matemadticas nacio-
nales e internacionales, a las cuales se enfrentan estudiantes de diferentes niveles educativos. En
dichas olimpiadas los cuadrildateros ciclicos son utilizados tanto para plantear problemas como para
resolverlos, convirtiéndose asi en una herramienta clave en la resoluciéon de problemas.

Crear problemas es un reto que requiere de conocimientos y dedicacion, pues se debe tener en cuenta
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que las condiciones planteadas sean suficientes para llegar a la solucién, que sea coherente, es decir,
que no hayan contradicciones. Para proponer problemas geométricos, un buen inicio es apoyarse en
un software de geometria dindamica, debido a que estos permiten manipular en tiempo real los ob-
jetos geométricos e identificar invariantes, ademads a través de esta exploracién es posible descubrir
nuevas propiedades o generalidades.

Por otro lado, con la realizacién de este trabajo se concluye que ain hay mucho por investigar
al rededor de los cuadrilateros ciclicos. Asi se considera como trabajo futuro solucionar los pro-
blemas que se dejan propuestos e intentar resolver mds, incluso a partir de la exploracién y la
experiencia, se sugiere la creacién de nuevos problemas. Ademds, es importante estudiar la relacién
y aplicacién de los cuadrilateros inscribibles en una circunferencia en diferentes dreas de las ciencias.

Como una consideracién final, dado que los cuadrilateros ciclicos son un tema destacado en olimpia-
das matematicas se considera necesario un estudio mas profundo con el cual sea posible determinar
més propiedades que tengan que ver con dichos cuadrilateros, también es importante difundir la
informacién a las personas que se interesan en el tema.
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