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Respuesta electromagnética de un cuerpo tridimensional dentro del
subsuelo usando métodos integrales

Resumen

Dentro de la teoria sobre prospeccion y considerando un cuerpo tridimensional con-
ductor de forma cuadrangular de dimensiones definidas, enterrado en el subsuelo, se
propone reproducir el estudio hecho por [1] , mediante la solucion de una ecuacion
integral y haciendo énfasis en la respuesta electromagnética (EM) del cuerpo y no en
la polarizacion inducida como alli se hace. El problema es formulado reemplazando
el cuerpo por un voliimen de corriente dispersada. La ecuacion integral es reducida a
una ecuacion matricial, la cual es resuelta numéricamente para el campo eléctrico del
cuerpo. Entonces los campos eléctricos y magnéticos por fuera de la inhomogeneidad
pueden ser encontrados integrando las apropiadas funciones de Green diddicas sobre

la corriente dispersada.
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Electromagnetic response of a three-dimensional body within
underground using integral methods

Abstract

Within the theory of prospecting and considering a three-dimensional square-shaped
conductor of defined dimensions, buried in the ground, it is proposed to reproduce the
study by [1] by solving an integral equation with emphasis on electromagnetic response
(EM) of the body and not in the induced polarization as there is. The problem is for-
mulated by replacing the body with a volume of scatered current. The integral equation
is reduced to a matrix equation which is solved numerically for the electric field of the
body. Then the electric and magnetic fields outside the inhomogeneity can be found by

integrating the appropriate dyadic Green’s functions on the scatered current.
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Glosario

Prospeccion:
Yacimiento:

Heterogéneo:

Homogéneo:

Discontinuidad:

Parametro:
Modelo:

Contraste:

Exploracion de un terreno en busca de yacimientos

geoldgicos, petroleo, minerales, agua u otra cosa.

Lugar en el que se encuentran de forma natural mine-

rales, rocas o fésiles.

Adjetivo que significa que algo esta compuesto por
elementos o partes de distinta naturaleza. Por ejemplo
un vaso de agua y aceite es un compuesto heterogé-

neo.

Adjetivo que indica que algo esta constituido por ele-
mentos de iguales caracteristicas. Por ejemplo un va-

so de agua revuelta con sal.

Es lo que separa a dos conjuntos espaciales vecinos y
diferentes o lo que separa capas con rocas de densida-

des diferentes.

Variable que aparece en una ecuacién cuyo valor se

fija a voluntad.

Esquema que sirve de referencia para ser imitado, re-

producido o copiado.

Oposicion o diferencia notable de una cosa con otra

XIvV



Glosario

XV

Estrato:

Sedimento:

Mapeo:

Anomalia:

Suelo:

Subsuelo:

Sustrato o substrato:
Talud:

Freatico:

Acuifero:

Gradiente:

Sondeo:
Calicata:

Dipolo eléctrico:

Masa de sedimentos, de espesor mas o menos unifor-
me y escaso, extendida en sentido horizontal y sepa-

rada de otras por capas paralelas.

Conjunto de particulas solidas que queda depositado

en el en la parte inferior.

Realizacion de un mapa donde cada categoria tiene

una distribucion espacial determinada.

Cambio o desviacion respecto de lo que es normal,

regular, natural o previsible.
Superficie de la corteza terrestre.

Parte de terreno que esta por debajo de la superficie

terrestre.
Subsuelo
Fuerte inclinacion de un terreno o de un muro.

Estrato o capa del subsuelo que es impermeable y re-

tiene dentro agua.
Capa o zona del terreno que contiene agua.

Variacion de una magnitud segin una direccion en

que ésta variacion es maxima.
Prospeccion haciendo perforaciones.
Prospeccion mediante una barra metdlica o una sonda.

Sistema formado por dos cargas eléctricas puntuales
iguales pero de carga contraria, que se hallan separa-

das una distancia fija muy pequea.
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XVI

Dipolo magnético:

Inductivo:

Induccion electromagnética:

Transitorio:

Electrolito:

Buzamiento:

Electrodo:

Pastoso:

Plegamiento:

Basalto:

Andlogo en muchos aspectos al dipolo eléctrico, es
una aproximacion que se hace al campo generado por
un circuito cuando la distancia al circuito es mucho

mayor a las dimensiones del mismo.
Referente a la induccién electromagnética.

Cuando un cuerpo o medio es expuesto a un campo
magnético variable, se induce sobre éste una fuerza
electromotriz o si el cuerpo es conductor se induce

una corriente.

Que tiene una duracion limitada o que dura relativa-

mente poco tiempo.

Sustancia o cuerpo que se descompone en el proce-
so de electrolisis (la descomposicion en disolucion al

hacer pasar corriente de electricidad).

Angulo que forma la linea de maxima pendiente de
una superficie de un estrato, con respecto a un plano

horizontal.

Es un conductor eléctrico utilizado para hacer contac-
to con un medio, al que lleva o del que recibe una

corriente eléctrica.

Que tiene las caracteristicas propias de la pasta, suave,

viscosa, maleable o blanda.

Proceso que se da en la corteza terrestre por el movi-
miento de rocas sometidas a una presion lateral y que

ocasiona la formacién de pliegues.

Roca volcéanica, de color negro verdoso, compuesta

de feldespato y piroxeno
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Gabros: Rocaignea plutonica oscura compuesta principalmen-
te de plagioclasa calcica y piroxeno en proporciones

de volumen similares.

Diorita: Roca volcanica de aspecto granuloso o constituida esen-

cialmente de feldespato, anfibolita y mica.

Metamorfizado: Referente al metamorfismo (proceso geologico me-
diante el cual las rocas sufren una serie de transfor-
maciones mineralogicas y se convierten en rocas me-

tamorficas)

Corriente de desplazamiento: Es una cantidad que esta relacionada con la variacién
del campo eléctrico en el tiempo, que puede existir en
el vacio o en un dieléctrico. No es una corriente fisica,
en un sentido estricto, sin embargo tiene las unidades
de corriente eléctrica y tiene asociado un campo mag-
nético y es la unica corriente que atraviesa un dieléc-

trico perfecto.



Introduccion

La curiosidad del hombre por saber por qué o cémo ocurre todo a su alrededor lo
ha llevado desde épocas milenarias a intentar explicar como ocurre todo lo que ve a su
alrededor, elaborando modelos matemadticos y conceptuales, que se aproximen a la reali-
dad, y utilizdndolos para intentar predecir los fendmenos de la naturaleza, planteando
asi teorias en fisica que se ajusten a las observaciones.

Es asi como en geofisica, se comenzaron a desarrollar los métodos de prospeccion,
hacia el afio de 1960. En los cuales se toma al subsuelo como un medio compuesto
por capas inhomogéneas al cual se inyectan sefiales, por ejemplo ondas electromagnéti-
cas, enviadas por sistemas emisor-receptor con la posterior recepcion de las reflexiones
que se producen en las discontinuidades de las capas del subsuelo, para su andlisis e
interpretacion. En las discontinuidades hay cambios bruscos de los pardmetros elec-
tromagnéticos del subsuelo, como lo son la conductividad, la permitividad eléctrica y
la permeabilidad magnética, generando asi informacidn de las caracteristicas del suelo
que pisamos.

Para el estudio del subsuelo, anteriormente, los geofisicos tenian que confiar en ex-
perimentos de modelos a escala, soluciones analiticas para cuerpos de forma simple y
soluciones numéricas de modelamientos bidimensionales. Todas esas técnicas fueron y
son utiles aunque ahora tienen sus limitaciones. Pero ahora, con la ayuda de los compu-
tadores y sistemas complejos!, los resultados se obtienen de manera casi inmediata y se
alcanzan respuestas de modelos tedricos que se aproximan mejor a los modelos reales,
cubriendo asi una amplia drea de aplicacion , como por ejemplo, hallazgo de recursos
minerales, estudios de suelo para obras civiles, arqueologia, descubrimiento de meteo-

ritos y estudio de sus créteres en la tierra, prediccion de terremotos, etc.

I www.gednica.com, es una de tantas paginas que muestran los instrumentos usados
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La concordancia entre los datos de los métodos de prospeccion y los experimentos
fisicos de modelos a escala es muy buena segtin lo prueba [2] y las técnicas utiliza-
das para su consecucion asi como sus aplicaciones son muy variadas [3]. Esto ofrece la
comodidad de escoger el método mds conveniente segin la necesidad, y extraer infor-
macion detallada del subsuelo, antes de pasar al estudio de campo, 0 a una excavacion
profunda como anteriormente se hacfa.

En el trabajo reproduciremos el modelamiento desarrollado por [1], uno de los mo-
delamientos electromagnéticos utilizados para describir la respuesta que se obtiene de
un objeto tridimensional (con forma de paralelepipedo recto) enterrado en el subsuelo.
Este modelamiento se diferencia de otros, porque utiliza métodos numéricos en el pro-
ceso para encontrar la solucién al problema, lo cual es conveniente para el desarrollo de
un programaZ, que nos permita analizar la respuesta EM del objeto.

El desarrollo del contenido de este trabajo comienza con una breve descripcion de
nuestro centro de estudio; el interior de nuestro planeta, enseguida se expone rapida-
mente los métodos electromagnéticos mas comunes en el estudio de la corteza terrestre.
Posteriormente se presenta un andlisis de lo desarrollado por [1], usando las funciones
de Green diadicas, junto con el desarrollo matematico y matricial respectivo. Luego
mostramos los resultados obtenidos junto con su andlisis para finalmente dar a conocer
nuestras conclusiones y recomendaciones.

Al final se muestra en los anexos un corto resumen de las funciones de Green dié-
dicas, junto con el cédigo del programa disefiado en Matlab y algunas otras cosas que

fueron de utilidad en el desarrollo de nuestro trabajo.

2Programa que se desarrollara en el software Matlab Versién (R2013a)



Objetivos

Objetivo general

= Reproducir los resultados obtenidos en el modelado electromagnético tridimen-

sional obtenidos por [1].

Objetivos especificos

= Estudiar el problema de un objeto (paralelepipedo recto) enterrado en el subsuelo,
mediante la teoria de prospeccion electromagnética, solucionando el problema

dado por [1].
m Estudiar las funciones de Green Diadicas.

= Solucionar una ecuacién de Fredholm de segunda clase del problema, junto con

algunas de sus integrales implicadas.

= Desarrollar un programa en MATLAB para la solucion de las ecuaciones matri-

ciales resultantes.



Capitulo 1

ESTRUCTURA INTERNA DE LA
TIERRA Y PROPIEDADES
ELECTRICAS DEL SUELO

1.1. MODELOS DE LA ESTRUCTURA DEL INTE-
RIOR DE LA TIERRA

Del griego geo, «tierra», y logos «discurso», geologia es la ciencia que persigue la
comprension de la tierra y tradicionalmente se ha dividido en dos amplias dreas: la fisica
y la histdrica. La geologia fisica, estudia los fendmenos y materiales que componen la
Tierra y busca comprender los diferentes procesos que actian debajo y encima de la
superficie terrestre con el fin de aprovechar los recursos naturales y las fuentes de energia
de la mejor manera. Por otra parte, el objetivo de la geologia historica; es comprender el
origen de la tierra y su evolucidn a lo largo del tiempo y para esto primero, l6gicamente,
debemos comprender como funciona la tierra; con el estudio que hace la geofisica [4].

Como se menciona en [10] el interior de nuestro planeta estd compuesto de diversas
capas que se formaron mientras los materiales pesados caian hacia el centro y los mas
ligeros salian a la superficie. Entre algunas de las capas se producen cambios quimi-
cos o estructurales que provocan discontinuidades entre ellas. Las capas que forman la

corteza terrestre se encuentran flotando sobre materiales pastosos sometidos a fuertes
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presiones, y se desplazan lentamente las unas con respecto a las otras, esto produce di-
versos fendmenos como: plegamientos del terreno, fallas, grietas, volcanes y terremotos.
Vivimos sobre una superficie que, lejos de permanecer estable, va cambiando a lo largo
del tiempo[11].

Gran parte de nuestro conocimiento sobre el interior de la tierra, procede del estudio
de las ondas sismicas, generadas por terremotos o explosiones nucleares, que penetran
en su interior y emergen en algunos puntos distantes. Por otro lado, también se puede co-
nocer su interior, realizando perforaciones, las cuales han alcanzado aproximadamente
unos 7 km de profundidad (en busca de recursos naturales) y esta el caso excepcional de
la perforacion en Kola (Rusia), que alcanz6 aproximadamente los 12.3 km de profundi-
dad, con fines cientificos. Otra forma de explorar el interior, es el estudio de los residuos
debido a la actividad volcanica; que nos permite una hojeada a lo que sale del interior
de la tierra a unos 200 km de profundidad. Y por dltimo, el anélisis de meteoritos que
tienen una estructura similar a la tierra, han ayudado a conocer atin maés el interior de
ésta.

Solo el método que usa ondas sismicas no tiene limitaciones respecto a la profundi-
dad de exploracién y es el que nos interesa mencionar. La técnica consiste en la determi-
nacion precisa del tiempo que; principalmente las ondas P (de presion o longitudinales)
y S (de cizalla o transversales), necesitan para desplazarse desde un punto del terremoto
hasta una estacion sismogréfica. Esto acarrea el problema adjunto, que para tener un
tiempo preciso se necesita el tiempo exacto en el que ocurre el terremoto, lo que es
impredecible, razén por la cual se usaron explosiones nucleares.

Dado que el tiempo necesario para que las ondas P y S viajen a través de la tierra
depende de las propiedades de los materiales que cruzan; los sismélogos buscan varia-
ciones relacionadas con el tiempo de desplazamiento que no puedan explicarse Unica-
mente por las diferencias en las distancias recorridas. Estas variaciones corresponden a

cambios en las propiedades de los materiales atravesados.

NATURALEZA DE LAS ONDAS SISMICAS

Solo entendiendo las caracteristicas de las ondas sismicas, se puede entender y exa-

minar la composicidn y estructura de la tierra. Entre las caracteristicas significativas se
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tienen:

= La velocidad de las ondas sismicas, depende de la densidad y la elasticidad de los

materiales que atraviesan.

= Las ondas sismicas viajan mds deprisa en los materiales rigidos y cumplen con

los fendmenos de refraccion y reflexion.

= Dentro de una capa determinada, la velocidad de las ondas sismicas aumenta ge-
neralmente con la profundidad, ya que la presién aumenta y comprime la roca

haciéndola mas compacta.

= Las ondas P son capaces de propagarse a través de liquidos y solidos a diferencia
de las ondas S, que solo se propagan a través de s6lidos. Ademds, en todos los

materiales las ondas P viajan mds deprisa que las ondas S.

ONDAS SISMICAS Y ESTRUCTURA DE LA TIERRA

Si la tierra fuera homogénea, las ondas sismicas viajarian en linea recta a una ve-
locidad constante. Sismégrafos por todo el mundo, indicaron que su velocidad cambia
gradualmente, o bruscamente a profundidades concretas, esto llevo a pensar que la tierra
debia estar compuesta por distintas capas con propiedades mecédnicas o composiciona-
les, o ambas cosas; variables [4].

En 1909, Andrija Mohorovicic, mediante un examen minucioso de los sismogra-
mas de los terremotos superficiales, descubri6 que las estaciones sismograficas, alejadas
mas de 200 km de un terremoto, obtenian velocidades medias (8 km/s) apreciablemente

mayores de las ondas P, que; las estaciones localizadas més cerca del sismo (6 km/s).
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Figura 1.1: Trayectorias idealizadas de las ondas sismicas que viajan desde el foco de
un terremoto a tres estaciones sismograficas. En A y B, puede verse que las dos esta-
ciones de registro mds proximas reciben primero las ondas mds lentas, porque las ondas
viajaron una distancia mds corta. Sin embargo, como se muestra en C, después de 200
kilémetros, las primeras ondas recibidas atravesaron el manto, que es una zona de mayor
velocidad. Imagen extraida de [4]

A partir de estos datos, él concluyé que por debajo de los 50 km existia una capa,
cuya composicion facilitaba el desplazamiento de las ondas sismicas; asi fue como se
descubrié la discontinuidad de Mohorovicic.

Anos después, en 1914, Beno Gutenberg, observé que las ondas P disminuyen y
finalmente desaparecen por completo a unos 105 grados desde el punto donde ocurre
el terremoto. Y que luego, alrededor de 104 grados mds lejos, reaparecen pero unos 2

minutos después del que cabria esperar en funcién de la distancia recorrida. El y otros
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investigadores antes que €él, se dieron cuenta que esta "zona de sombra de ondas P",
podria explicarse si la tierra contuviera un nicleo compuesto de un material diferente al
del manto suprayacente. El nicleo que Gutenberg localiz6, se encuentra a una profun-
didad de 2900 km, y segtn €I, éste debia obstaculizar la transmisién de las ondas P. Sin
embargo, lo que realmente ocurre no es que las ondas P se interrumpan, sino que la zona

de sombra se produce por la refraccion de dichas ondas, que entran en el nicleo.

Figura 1.2: El brusco cambio de propiedades fisicas que se produce en el limite nicleo-
manto hace que las trayectorias de las ondas se desvien notablemente, lo que se traduce
en una zona de sombra para las ondas P entre unos 105° y unos 140°. Imagen extraida
de [4]

En 1936, Inge Lehmann, descubrié una nueva region de reflexion y refraccion de
ondas, dentro del nicleo. Ella, siendo mas minuciosa y paciente, esperé mas tiempo del
que esper6 Gutenberg, y midio la llegada de ondas P en la regiéon donde supuestamente
no habia nada que medir (la zona de sombra de ondas P), asi; descubri6 el nucleo interior
y con ello la discontinuidad de Lehmann. Solo hasta principio de los afios sesenta, con el
apogeo de las pruebas nucleares, al conocerse la localizacion y el momento exacto de las
explosiones, se logrd establecer con precision el tamafio del niicleo interno y se estimé
que un radio de 1216 km y que ademds es solido; porque se observé un incremento

apreciable de la velocidad media de las ondas P.
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Figura 1.3: Vista del interior de la Tierra que muestra las trayectorias de las ondas P y
S. Cualquier punto situado a mas de 105° del epicentro del terremoto no recibird ondas
S directas, ya que el nucleo externo no las transmitird. Aunque tampoco hay ondas P
después de los 105°, esas ondas son registradas mas alla de los 140°, como se muestra
en la Figura 1.2. Imagen extraida de [4]

En lo que sigue; los avances en la sismologia y mecanica de rocas permitieron gran-
des refinamientos del modelo interior de la tierra. A continuacién daremos un muy corto

resumen de los modelos mds aceptados, basdndonos en [4] y [12].

1.1.1. Modelo dinamico

Con los métodos anteriormente mencionados, se ha podido modelar la estructura
interna de nuestro planeta y se la ha podido clasificar en capas, segin su comportamiento

mecanico, asi:

= Litdsfera: zona de la tierra bastante rigida, presenta aproximadamente 100 km de
profundidad y en ella, la velocidad de las ondas sismicas aumenta constantemente

en funcién de la profundidad.

= Astenésfera: zona en la que la temperatura y la presién alcanzan valores que per-
miten que se fundan las rocas en algunos puntos, por lo que se encuentra fundida
parcialmente. Termina a unos 350 km de profundidad, punto en donde se recupera
las caracteristicas de solidez y rigidez, puesto que la velocidad de las ondas sufre

una nueva alteracién muy brusca.
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= Mesédsfera: A unos 2900 km de profundidad, la Mesdsfera hace contacto con la

Endésfera, (el ndcleo), la separacion estd marcada por una regiéon denominada

nivel D, de un ancho aproximado de 140km, en la que se cree que podria haber

materiales fundidos.

= Endésfera: Los estudios de propagacion de las ondas sismicas han puesto de ma-

nifiesto que la parte externa de la endésfera (el nicleo externo) estd compuesta por

materiales fundidos, ya que en esa zona se interrumpe la transmision de algunas

de las ondas.

MODELO ESTATICO
(basado en la composicion
quimica de las capas)

Corteza :-'
continental
(25-70 kmn)

(6-12 km)

Discontinuidad

de Mohorovicic 75-100 km

350 km

&70 km

Discontinuidad
de Wiechert-Gutenberg

MODELO DINAMICO
do en el ¢ ient

(t P
mecanico de los materiales)

2900 km 2900 km

Discontinuidad
de Lehman 4980 km

Zona

! Nl.‘leieo 5120 km 5120 km
interno

de transicion

6378 lm

Nicleo
interno

£378 km

Figura 1.4: Modelos dindmico y estdtico del interior de la tierra. Imagen extraida de

https://geologiadeso.files.wordpress.com

1.1.2. Modelo estatico

En funcién de la velocidad de propagacién de las ondas sismicas hacia el interior,

las capas apreciables en un corte transversal, son:
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= El Nucleo: Principalmente constituido por hierro y niquel, el nicleo estéd dividido
en externo e interno; separados por la discontinuidad de Lehmann, el primero
aparece fundido, mientras que el segundo se encuentra en estado s6lido. El nicleo
con un espesor promedio de 3400 km, tiene una densidad, de 6 a 10 kg/dm3
aproximadamente. Por otro lado, la velocidad de las ondas sismicas primarias
experimenta un rapido descenso, de 13 km/s a 8 km/s, su discontinuidad, donde

vuelve a incrementarse en torno a los 14 km/s.

= El Manto: Separado del nucleo por la discontinuidad de Gutenberg, el manto
contiene rocas muy rigidas y densas, llamadas peridotitas, y contiene alrededor
del 82 por ciento del volumen de la tierra. Se divide en: manto superior e inferior.
El manto superior tiene un espesor de unos 600km, y presenta un aumento de la
densidad. Puede subdividirse en dos regiones; la superficial, donde el incremento
de velocidad es proporcional respecto a la profundidad, y la inferior, donde la
velocidad decrece subitamente. El grosor del manto inferior varia alrededor de
los 2230 km, y en su parte interna, tanto la densidad, (que pasa de 4 kg/dm3 a 6

kg/dm3 aprox.), como la velocidad, aumentan de manera constante.

= La Corteza: La corteza de la Tierra tiene un grosor medio inferior a 20 km, lo que
la convierte en la mas fina de las divisiones terrestres (Figura 1.5), y estd separada
del manto por la discontinuidad de Moho. A lo largo de esta delgada capa, existen
grandes variaciones de grosor. Las rocas de la corteza en el interior estable de los
continentes tienen un grosor de 35 a 40 kilémetros. Sin embargo, en unas pocas
regiones montafiosas excepcionalmente destacadas, la corteza alcanza su mayor
espesor, superando los 70 km. La corteza ocednica es mucho mds delgada, oscila
entre los 3 y 15 km de grosor y en sus cuencas ocednicas profundas, las rocas
son diferentes, desde el punto de vista de su composicién, comparadas con sus

compaieras continentales.
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Figura 1.5: Vistas de la estructura estratificada de la Tierra. El lado izquierdo de la sec-
cién transversal principal muestra que el interior de la Tierra se divide en tres capas
diferentes segun las diferencias composicionales: la corteza, el manto y el nicleo. El
lado derecho de la seccidn transversal del globo representa las cinco principales capas
del interior de la Tierra segin sus propiedades fisicas y, por tanto, su resistencia me-
cénica: la litésfera, la astenosfera, la mesésfera, el niicleo externo y el nicleo interno.
Los diagramas en bloque encima de la seccidn transversal del globo muestran una vista
ampliada de la porcién superior del interior de la Tierra. Imagen extraida de [4]

1.2. EL SUELO

Como se puede consultar en [4], se conoce como suelo, la parte superficial de la
corteza continental conformada por varios componentes: rocas, arena, arcilla, humus o
materia orgdanica en descomposicién, minerales y otros elementos en diferentes propor-
ciones, seguin el lugar de la tierra donde se encuentre. Los suelos cambian de un lugar a
otro por razones climdticas y ambientales (asi adoptan su nombre), cambian su estruc-
tura, y sus variaciones son lentas y graduales a menos que sean originadas por desastres
naturales. A este proceso de cambio se le conoce como meteorizacién. En la meteori-
zacion factores fisicos (como la erosion, terremotos, deshielo, cambios de temperatura

etc.) y factores quimicos (por ejemplo oxidacién y disolucion de los minerales al estar
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en contacto con el agua o el aire) contribuyen a la dindmica del suelo y a la definicién
de su estructura temporal.

El andlisis del espesor y caracteristicas de las diferentes capas que constituyen la
Litosfera se denomina perfil del suelo. El perfil tipico de un suelo perteneciente a una
region montafiosa, comprende tres capas principales (suelo, subsuelo y roca madre) lla-

madas también horizontes (ver figura 1.6).

Figura 1.6: Estructura del suelo. Imagen extraida de http://www.suelosdearagon.com

En el Horizonte A de aproximadamente 50 cm de grosor, el nivel 0 (interfaz aire-
tierra), es la parte mas superficial de éste. Estd formado por hojas, ramas y restos ve-
getales, donde se enraiza la vegetacion herbacea y determina el paso del agua, siendo
apto para los cultivos; pero expuesto facilmente a la erosion, la tala y la quema de su
vegetacion, pudiendo desaparecer facilmente (a diferencia de los otros niveles). El Ho-
rizonte B de aproximadamente unos 60 cm de ancho, se encuentra debajo del suelo, y
es donde se depositan los materiales arrastrados desde arriba, principalmente; materia-
les arcillosos, 6xidos e hidréxidos metélicos, piedras medianas y pequefias, asi como
también cantidades pequefias de materia orgédnica proveniente de la descomposicién de
raices profundas. El Horizonte C de unos 80 cm de espesor, por encima, estd constituido
de material rocoso, mas o menos fragmentado por la alteracion mecanica y quimica del
suelo. Por debajo, se encuentra la roca madre o material rocoso, también llamada hostal;
es el material subyacente que no ha sufrido ninguna alteraciéon quimica o fisica signifi-
cativa y que contiene gran nimero de rocas de gran tamafio, que segin se desintegren a

causa de factores fisicos y quimicos, van originando el subsuelo y el suelo.
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1.2.1. Propiedades eléctricas del suelo

Las propiedades del suelo no solo dependen de la naturaleza de éste, sino también de
su grado de humedad y de su temperatura [13]. Otros factores que influyen en la toma de
medidas del suelo son, la estructura geoldgica, la profundidad de penetracion y la dis-
persion de las ondas. Pero el grado de humedad probablemente es el pardmetro que mas
influye en el valor de sus constantes eléctricas: la permeabilidad p, la permitividad e, y
la conductividad o. Debido a esto la mayoria de datos creibles reportados en la literatura
[13] son completamente para rocas secas, sin electrolitos y/o minerales conductores.

Los minerales que se encuentran dentro del suelo, se separan en dos grupos: meta-
les y semiconductores, en contraposicion a los aislantes. El primer grupo se encuentra
raramente en la superficie de la tierra y es de gran interés econdmico. El segundo grupo
comprende el hostal en el cual generalmente se encuentra el primer tipo de minerales.
Para los metales y semiconductores, la conductividad es la propiedad mds importante a
medir, mientras que su constante dieléctrica, (dificil de medir), raramente es de alguna
importancia. Por otro lado, para los minerales que forman aislantes, la conductividad
es insuficientemente grande para contribuir al nimero de onda y como consecuencia, la
constante dieléctrica es la propiedad mas ficil de determinar y la mas importante.

A continuacién daremos una breve descripcion de las constantes eléctricas, las cuales

influyen conjuntamente en la propagacion de las ondas en el suelo.

1.2.1.1. Conductividad

La ecuacién de Maxwell, conformada por; la densidad de corriente 6hmica'( J), el

desplazamiento eléctrico (D), y la corriente de desplazamiento®(9D/dt):

V xH=J+0D/ot (1.1)

Junto con la ecuacion’:

V x E = —0B/ot (1.2)

1], representa el flujo de carga a través de un medio sin obst4culos

20D/ 0t, representa el flujo de corriente en la que la separacién de cargas hace surgir un campo eléc-
trico obstaculizante

3La ecuacién (1.2) representa el hecho que campos eléctricos (E) resultan de variaciones en campos
de induccién magnética ( B)
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Caracterizan el comportamiento del campo electromagnético para alguna aplicacion
en exploracion geofisica. Sin embargo, tal como se presentan, no hay relacién aparente
entre el comportamiento de campo electromagnético (EM) y la estructura del suelo,
junto con sus propiedades. Para mirar donde surge tal dependencia, recurrimos a las
relaciones conocidas como ecuaciones constitutivas.

Una de ellas, tal vez la mds importante en términos de métodos inductivos de pros-
peccion geofisica, es la ley de Ohm, relacionando la densidad de corriente con la inten-

sidad de campo eléctrico, asi:

J=0E (1.3)

Donde o, definida por esta ecuacién, es una propiedad eléctrica del medio, llamada
conductividad eléctrica y se mide en siemens por metro (S/m 6 2/m). La conductividad
eléctrica es la medida de la capacidad o aptitud de un material o sustancia para dejar
circular libremente la corriente eléctrica y depende de la estructura atdbmica y molecular
de cada material, asi como también de en cudl de los tres estados se encuentre la materia
y de su temperatura.

Por ejemplo; en liquidos, la conductividad (electrolitica), estd relacionada con la
presencia de sales en solucion. Asi, por ejemplo, se podria utilizar, la conductividad
eléctrica, para determinar el contenido de sales en suelos y substratos de un cultivo. En
sOlidos, la conductividad, no necesita ser una propiedad lineal, puede ser una funcién de
la densidad de corriente o de la intensidad de campo eléctrico, pero para la mayoria de
materiales terrestres se observa que la conductividad es lineal, como por ejemplo en los
metales. Y en gases, una excepcion la cual es bien conocida, es la no linealidad del flujo
de corriente en el aire: el rayo, el cual se sale de contexto en exploraciones geofisicas.

Por otra parte, ya que el campo eléctrico E y la densidad de corriente J, son vectores,
la cantidad o debe ser un tensor, pero tiene una forma simple si dos de las direcciones
de las coordenadas ortogonales son seleccionadas para coincidir con la direccion de

maxima o minima conductividad, en tal caso seria:

o=10 o, O (1.4)
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En aplicaciones de geofisica eléctrica, como un sondeo de resistividad o estudios de
polarizacion inducida (los cuales veremos mads adelante), el termino resistividad eléctri-
ca p es frecuentemente usado y para un material isotrépico se define como el reciproco
de la conductividad, mientras que para un material anisotropico el tensor resistividad se
define como el inverso del tensor conductividad. A continuacion se presenta una tabla

con los valores de resistividad, de algunas substancias, que se pueden encontrar dentro

del suelo.

Substancia me Substancia me
Acero inoxidable 301 72,00=10° Mereurio 98,Cl><10'8
Aluminio 2,650x107" Molibdeno 5,34x107"
Antimonio 41,7x10° Nicrom 110=107°
Azufre 10" Niquel 6,93x10"
Bario 332x10°  Oro 2,214%10°°
Berilio 3,56x10°  Paladio 10,54x10°°
Boro 1,5%10° Parafina 10"
Cadmio 7,3x10°  PET 10%
Calcio 3,36x10°  Plata 1,687x107°
Cinc 5,90x107® Platino 10,60x107°
Cobre 1,678x10°  Plomo 20,8x107°
Cromo 12,5x10°  Plutonio 146x107®
Cuarzo fundido 7.5%10" Potasio 7,20x107°
Estafio 11 ,5><1D’E Rubidio 12,8x107°
Estroncio 132x10°  Silicio 640
Germanio 53x107* Sodio 4,7"T>€10'8
Goma dura 10"  Tantalo 13,1x107°
Grafito 1,38x10°  Teflén 10%-10%
Hafnio 30,4x107° Uranio 28x107"
Hierro 9,F31=-<1U’S Vanadio 19,T><10'8
Litio 9,28x107® Vidrio 10"-10"
Magnesio 4,39x107° Wolframio 5,28x107°
Manganeso 144x107°

Figura 1.7: Resistividades de algunos materiales. Imagen extraida de
http://www.vaxasoftware.com

Por simplicidad vamos a considerar minerales o rocas isotropicas, donde la conduc-
tividad es constante, a diferencia de los anisotrépicos, en los cuales la conductividad
depende de la direccidn en la cual es medida. En nuestro trabajo, los medios involucra-
dos son: aire, tierra y la inhomogeneidad dentro de ésta; tomamos como valores de la
conductividad; en el primer medio cero, en el segundo o, y dentro de la inhomogeneidad

09.
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1.2.1.2. Permitividad eléctrica

La ecuacidén que relaciona la corriente de desplazamiento (D) con el campo eléctrico

(E):

D =¢E (1.5)

Es otra ecuacién constitutiva y define otra propiedad del medio conocida como la
permitividad eléctrica o constante dieléctrica (¢), que describe cdmo afecta un campo
eléctrico al medio circundante. Se mide en faradio por metro (£'/m) y estd determinada
por la tendencia de un material dieléctrico a polarizarse ante la aplicacién de un campo
eléctrico. Por ejemplo en un condensador, una alta permitividad hace que la misma
cantidad de carga eléctrica se almacene con un campo eléctrico menor, haciendo que se
incremente la capacitancia del mismo.

La permitividad generalmente no es una constante ya que puede variar con la posi-
cién en el medio, la frecuencia del campo aplicado, la humedad o la temperatura, entre
otros parametros. En un medio no lineal la permitividad puede depender de la magni-
tud del campo eléctrico y al igual que la conductividad es un tensor. Mientras que en
un medio isétropo los vectores D y E son paralelos por lo que la permitividad es una
constante.

La permitividad de un material se da normalmente en relacién con la del vacio,
denominandose permitividad relativa, ¢,. La permitividad absoluta de una material se
calcula multiplicando la permitividad relativa por la del vacio ¢, cuyo valor es ¢y =

8.854 x 10712F/m .

1.2.1.3. Permeabilidad magnética

La tercera de las principales ecuaciones constitutivas juega un rol importante en las
aplicaciones de las ecuaciones de Maxwell para la tierra, es la que relaciona campo

magnético H e induccién magnética B:

Donde p, es la permeabilidad magnética, que también es un tensor, y es la capacidad

de una sustancia o medio para atraer y hacer pasar a través de él campos magnéticos, y
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determina el grado de magnetizacion de un material en respuesta a un campo magnético.
En el vacio, la permeabilidad magnética, conocida también como constante magnética,
es jig = 4m x 1077 N/A2,

Para comparar materiales entre si, la permeabilidad magnética absoluta ;. del mate-
rial es el producto de la permeabilidad magnética relativa i, y la permeabilidad magnéti-
ca del vacio i, asi podemos clasificar los materiales segiin su permeabilidad magnética
relativa en: Ferromagnéticos, cuyo valor de permeabilidad magnética relativa es superior
a 1 ( se adhieren a los imanes). Paramagnéticos o no magnéticos, cuya permeabilidad
relativa es aproximadamente 1 (se comportan como el vacio y son la mayoria de los que
encontramos en la naturaleza). Y Diamagnéticos, de permeabilidad magnética relativa
inferior a 1 ( repelen el campo magnético o la accion sobre ellos es muy débil, por ejem-
plo el cobre). En el vacio, la relacién entre la fuerza de campo magnético y la induccién
magnética es:

B = 1oH (1.7)

En contraste con la permitividad eléctrica y la conductividad, las cuales son usualmente
independientes de los fuertes campos aplicados usados en exploracion, la permeabilidad
magnética puede tener una complicada dependencia de algin campo magnético fuerte.
La permeabilidad magnética, no solo sirve como base para los métodos magnéticos en
exploracidn geofisica sino que también juega un rol esencial en métodos electromagné-

ticos.

1.2.1.4. EIl numero de onda

En la mayoria de las aplicaciones en prospeccion, se presenta una singular caracte-

ristica del medio, el nimero de onda k, que tiene por expresion:

k? = —iwp(o + iwe) (1.8)

Esto muestra que k es una funcién de las propiedades fisicas de la tierra y de la
frecuencia, y puede ser tratado como un pardmetro singular caracterizando la interaccién
del campo electromagnético con el medio. La frecuencia, de la cual depende, puede ser
considerada como pardmetro de operacion, selecciondndose segin la necesidad de la

exploracion. El comportamiento del nimero de onda con el cambio de frecuencia es



Capitulo 1: ESTRUCTURA DE LA TIERRA Y SU SUELO 20

importante para un entendimiento del uso de varios métodos electromagnéticos (MEM).
A muy bajas frecuencias®, que es nuestro caso, el niimero de onda se puede aproximar

COmo:

k* ~ —iwpo

Asi la dependencia con la permitividad dieléctrica desaparece, y entonces podemos

despreciar corrientes de desplazamiento.

4 A bajas frecuencias el comportamiento del campo EM se dice que es de difusion
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PROSPECCION GEOFISICA

En geofisica, el campo de las prospecciones corresponde a los efectos producidos
por rocas y minerales metélicos en regiones del subsuelo, debido a la fuerza de atrac-
cién gravitatoria, la desintegracion radiactiva, las corrientes eléctricas espontaneas, la
resistencia eléctrica del suelo, la rapidez de las ondas sismicas, etc. Las cuales modifi-
can y caracterizan las distintas capas del suelo [6].

Aprovechando estos contrastes y variaciones de las propiedades fisico-quimicas pro-
ducidas en el subsuelo, se aplica técnicas fisicas y matemadticas que nos indiquen el
"estado" de éste para su posterior explotacion [5].

La informacién punto a punto entregada por una prospeccion, permite caracterizar
cuantitativamente el terreno prospectado de acuerdo con ciertos pardmetros fisicos, lo
que es un valioso apoyo a la hora de tomar decisiones correctas relacionadas con el uso
del suelo.

Con las técnicas de prospeccion se realizan ensayos eléctricos y sismicos que gene-
ran modelos unidimensionales (1D), bidimensionales (2D), y tridimensionales (3D) del

suelo en grandes dreas y a profundidades medias con elevada calidad.

2.1. METODOS DE PROSPECCION GEOFISICA

A continuacién presentaremos una breve descripcion de algunos de los métodos mas

comunes en prospeccion geofisica, los mas usados para el estudio de la estructura terres-

21
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tre: el sismico y gravimétrico', el magnetométrico [8] y los eléctricos y electromagnéti-
cos que se pueden consultar en [9]. Por cada método iremos afiadiendo las aplicaciones

mas comunes segln se muestra en [5].

2.1.1. Meétodo sismico

La descripcion de como se desarrollé este método como tal, la vimos en el anterior
capitulo con el descubrimiento de las discontinuidades de Moho, Gutenberg y Lehmann.
Como se menciond, en el método se producen microsismos o sismos artificiales o na-
turales, generados por una explosion, golpe de martillo, la caida de un objeto masivo o
un terremoto, lo cual genera ondas sismicas que se propagan de forma esférica a través
del material del subsuelo. Cuando éstas ondas se encuentran con un cambio de estrato
dentro del subsuelo, una parte se refleja y otra se refracta segun la ley de refraccion. Las
ondas reflejadas se detectan mediante ge6fonos colocados a distancias convenientes y
las ondas refractadas contindan con un cambio en su velocidad y se vuelve a repetir el
fendmeno segun sea la estructura interna estratificada.

Con los datos recogidos, una vez se procesan, se puede obtener las velocidades de
las ondas, y procesando éstas velocidades se obtiene un modelo de capas de los estratos
atravesados asi como también informacion de las propiedades elasticas del terreno, su
morfologia, espesor de cada estrato, etc. Si se realiza una segunda interaccion, es posible
encontrar los modulos eldsticos del substrato, como los son: el médulo de Young, el
modulo de Poisson, el mdédulo de corte, entre otros.

La profundidad de penetracion de estos métodos, depende de la distancia entre los
mismos sensores y entre ellos y la fuente de impacto, y cabe recalcar que esta técnica
solo se usa en el estudio de terrenos en los que existe una estructura estratificada, donde
las capas van aumentando su velocidad de trasmision con la profundidad, o sea de menor
a mayor rigidez. En caso contrario esta técnica no es aplicable.

Las aplicaciones més comunes de los métodos sismicos son: la determinacién de
la dificultad para hacer excavaciones en el substrato, valorizacién de la estabilidad de
taludes y deslizamientos, modelizacion de estructuras geoldgicas, determinacion de den-

sidad de subsuelo, y deteccidn de presencia de hidrocarburos.

1Estos métodos se pueden consultar en [7]
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2.1.2. Método gravimétrico

La prospeccion gravimétrica se basa en el estudio de las propiedades del subsuelo
mediante la medida y el andlisis del campo gravitatorio en la superficie de la corteza
terrestre el cual puede cambiar cuando estd en presencia de grandes distribuciones de
masa y discontinuidades del subsuelo, siempre que la sensibilidad del gravimetro lo
permita.

Basandose en estas anomalias de gravedad, se puede obtener las diferencias de den-
sidad del subsuelo y por lo tanto su composicion, por ejemplo, un exceso de gravedad
puede corresponder a rocas més densas (cuerpos altamente mineralizados) mientras que
un déficit de gravedad puede corresponder a lo contrario (domos de sal e hidrocarburos).

El método estd basado en el estudio de la variacion del componente vertical del
campo gravitatorio terrestre, porque estas mediciones logran una precision satisfactoria
y mas fécil, en comparacion con las mediciones del campo gravitatorio absoluto. Los
ensayos gravimétricos que se obtienen, usan una gran cantidad de valores de diferentes
puntos de la superficie y generan un patrén que se debe corregir respecto a la gravedad
de la tierra y otros factores como: la topografia, las mareas terrestres, la elevacion, el
terreno, y la fuerza centrifuga de la rotacion de la tierra, entre otras. Colocando los
valores corregidos en una malla de datos de superficie se obtiene un mapa gravitatorio
de la zona y se crea modelos del subsuelo.

Los métodos gravimétricos tienen claras ventajas en ciertas situaciones, por ejem-
plo, son rentables para la exploracion de grandes dreas y no estdn influenciados por los
campos electromagnéticos creados por el hombre u objetos metdlicos. Sin embargo, las
mediciones gravimétricas pueden tener diferentes interpretaciones, por lo que se suelen
apoyar en otros métodos de investigacion como la geologia del subsuelo y otras técnicas
de investigacion geofisica.

Las aplicaciones mds comunes de este método son: investigaciones de aguas sub-
terrdneas, detectar el nivel fredtico, investigaciones geotécnicas para trazar mapas del
subsuelo, deteccion de grandes cuevas, localizacién de hidrocarburos, Investigacion ar-
queolodgica, estudios cientificos y estructurales de la corteza terrestre y reconocimiento

general en hidrologia subterrdnea para definir limites de acuiferos.
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2.1.3. Meétodo magnético

La prospeccién magnética 0 magnetometria es una técnica basada en la medida y
estudio de las variaciones en el campo magnético terrestre, debido a la presencia de
minerales ferromagnéticos, diamagnéticos y paramagnéticos, obteniéndose medidas del
valor total del campo magnético o bien, opcionalmente, del gradiente de dicho campo.

La mayoria de las rocas contienen pequenas cantidades de 6xidos de hierro, de modo
que si cristalizan a partir de un magma, generan una alteraciéon de campo magnético
terrestre en su entorno, lo que redundara en una anomalia magnética, la cual es medida.

Las aplicaciones principales de estos métodos son: exploracidon geolégica y minera,
medida de las propiedades de las rocas, estudios de contaminacion de suelos, busqueda

de cuerpos metélicos enterrados, como minas, granadas y piezas de artilleria.

2.1.4. Métodos electromagnéticos

El equipo de prospeccién en los métodos electromagnéticos (MEM) se compone de
un cable o bobina transmisor, dispuesto sobre el terreno por el cual circula corriente
variable (campo EM de salida) y un circuito de recepcion que mide el campo de llegada,
y que registra los datos para su posterior estudio y anélisis.

Los MEM se parecen a los métodos sismicos, ambos usan ondas, pero en este caso
ondas son electromagnéticas. El estudio del subsuelo se lo hace, midiendo los cambios
en las propiedades eléctricas y magnéticas de los materiales que lo componen. Si el ma-
terial no es conductor la onda electromagnética de llegada tendrd ciertas caracteristicas,
pero si hay un material conductor de por medio serd diferente (existe una anomalia)
y ésta diferencia puede reconocerse y medirse, ya que el campo EM se aparta de las
caracteristicas normales en la region de estudio.

Estos métodos pueden estudiar con detalle los primeros metros o alcanzar varios ki-
l6metros de profundidad pero con menor resolucién, y pueden proporcionar informacion
unidimensional, bidimensional o tridimensional del medio. Por tanto son muy diversos
y capaces de definir objetivos muy diferentes y cubrir zonas grandes de exploracién en
relativamente poco tiempo.

Los MEM pueden estudiar tanto la distribucion vertical de las propiedades de las

rocas (sondeo electromagnético), como también investigarlas de manera horizontal (ca-
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licata electromagnética):

= En un Sondeo electromagnético (SEM), el circuito de emision puede ser un ca-
ble o una bobina, ubicados sobre la superficie del suelo. Dicho cable puede o no
inyectar corriente al suelo y puede ser tan corto (que simule un dipolo eléctrico
horizontal) o tan largo como pueda considerarse, sin cometer error apreciable. Por
otra parte la bobina que también puede ser pequefia o grande, puede considerarse
como un dipolo magnético y se la puede orientar vertical (dipolo magnético hori-
zontal) u horizontalmente (dipolo magnético vertical). Ambos emisores crean un

campo en el subsuelo de modo puramente inductivo.

El circuito receptor puede ser cualquiera de las cuatro anteriores configuraciones.
Una vez escogida la forma del emisor-receptor, la profundidad de estudio se puede

variar de tres maneras:

La primera es variando la distancia emisor-receptor, obteniéndose que a mayor
distancia, se gana profundidad, pero se pierde resolucién. Si se usa una bobina,
la dimension de la bobina es proporcional a la profundidad de investigacion, a

mayor area de la bobina, mayor la profundidad de investigacion.

La segunda es variando paulatinamente la frecuencia del campo emitido, donde a
menor frecuencia mayor penetracion. Los sondeos que usan esta variacion se co-
nocen como sondeos por frecuencia variable (SFV) o métodos electromagnéticos

en el dominio de las frecuencias (FDEM).

Y la tercera, deriva del anterior, cuando se pasa del dominio de frecuencias al
dominio del tiempo. Aqui se aplican simultineamente muchas frecuencias com-
binadas en un impulso, luego en el circuito receptor se registra el transitorio co-
rrespondiente (un campo EM que se va formando hasta que alcanza su estado
estacionario). Se tiene asi los llamados sondeos por transitorios o métodos elec-

tromagnéticos en el dominio del tiempo (TDEM).

= En las Calicatas electromagnéticas (CEM), el estiidio del terreno se hace de ma-
nera horizontal, sobre el suelo. El receptor es una bobina, mientras que el emisor
puede ser una bobina circular o cuadrada de tamafio considerable (comparada con

el receptor) ubicada sobre el terreno, o puede ser conformado por cables largos y
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rectos puestos a tierra.

La clasificacion segun la posicién de emisor-receptor puede ser: emisor fijo y
receptor movil (método Turam, compensador Sundberg, método del cable largo,
etc.), Emisor movil y receptor fijo (modo muy poco usado, aunque si se modifica
un poco se tiene el método de inclinacion de campo), y Emisor y receptor moviles,

con distancia fija entre ellos (Método Slingram)[9].

La investigacion por TDEM es utilizada para valorar: presencia de agua subterra-
nea, profundidad del sustrato rocoso, localizacion de fracturas y fallas para el modelado
geoldgico correlacionado a tineles, proyectos de infraestructura profunda y estudio de
deslizamientos. El TDEM tiene aplicaciones similares al FDEM. La ventaja del TDEM
radica en su capacidad para determinar las profundidades y mapear caracteristicas mu-
cho mas profundas, en cambio los ensayos por FDEM son recomendables para explorar
grandes superficies y profundidades leves.

Las aplicaciones mas comunes de los métodos electromagnéticos son: investigacio-
nes ambientales del subsuelo, mapeo de vertederos de desechos, bisquedas arqueoldgi-
cas, caracterizacion geoldgica del subsuelo, localizacidon de tuberias, caracterizaciones
agrondmicas , tipologia de suelos y en mineria, donde tienen la versatilidad de aplicarse
desde vehiculos en movimiento, en especial aéreos, con enorme disminucion del tiempo
invertido en las mediciones.

A continuacién describiremos cortamente algunos de los mecanismos mdas usados
para la obtencién de datos y estudio del suelo, por métodos electromagnéticos, para una

mayor cobertura de ellos recomendamos [9].

2.14.1. Prospeccion VLF

Se usan frecuencias de 20khz (en sus antenas emisoras), bajas en comparacion con
ondas de radio, pero altas con respecto a los métodos EM tradicionales.

Esta técnica de investigacion del subsuelo, consiste en aprovechar las componentes
(magnéticas) del campo EM generado por transmisores de radio, existentes a lo largo de
diferentes paises, que usan la banda VLF (Very Low Frequency, entre 15 y 30KHz). Las
anomalias y las estructuras de diferentes resistividades que se encuentren en la superficie

o bajo tierra, afectan la direccion e intensidad del campo generado por la estacion. En
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torno a dichas anomalias de la estructura geoldgica, se genera una distorsién o campo
secundario débil, que se mide y se analiza, a fin de poder interpretar los datos obtenidos
y localizar estas anomalias

Las aplicaciones principales son: localizacién de aguas subterrdneas y zonas de frac-
tura en el terreno, ayudas para la seleccion de un punto de perforacion, localizacion de
minerales por su alta conductividad, localizacién de cables y tuberias enterradas y de-

teccion de cavidades.

2.1.4.2. Prospeccion por resonancia magnética

La técnica MRS?, se utiliza fundamentalmente para la localizacién de aguas subte-
rrdneas. Una potente sefial EM de alta frecuencia (suficiente para la excitacion de los
protones de Hidrégeno), es emitida por una antena de espiras cuadradas, de hasta 150m
de lado, colocada sobre el terreno con objeto de hacerla penetrar en el subsuelo a estu-
diar. Parte de esta energia excita a los protones de Hidrégeno de las moléculas de agua
presentes en el terreno. Inmediatamente después, la liberacion de dicha excitacion gene-
ra una sefal de relajacion que se atenda con el tiempo segin una determinada funcién,
de la cual se obtienen los datos a estudiar.

La técnica MRS, es el unico método capaz de detectar directamente la presencia de

agua en el subsuelo, asi como de otros pardmetros hidrogeoldgicos.

2.1.4.3. GPR o Georadar

En este método se emiten impulsos electromagnéticos de corta duracién en una ban-
da de frecuencias especificas (entre 20MHz y 2.5GHz). Gracias a un transmisor, se
genera ondas EM (tren de impulsos), que atraviesan el terreno, interceptan objetos o
cambios de sustrato, y regresan reflejadas en parte, para ser medidas por una antena re-
ceptora, mientras que la otra parte, contintia su camino hasta su amortiguacion total. Las
antenas emisora y receptora estan montadas sobre el mismo vehiculo y al ir desplazando
el conjunto sobre la superficie, se van registrando las reflexiones producidas y se proce-
sa una imagen bidimensional; "profundidad vs distancia recorrida"”, a lo largo de toda la

linea de desplazamiento del dispositivo.

2Magnetic Resonance Sounding



Capitulo 2: PROSPECCION GEOFISICA 28

Las aplicaciones mds comunes son: deteccion de tuberias (de agua, gas y electrici-
dad), localizacién de alcantarillado y de barras de refuerzo en estructuras de hormigon,
estudios geotécnicos para determinacion de fracturas y cimentaciones, exploracion geo-
l6gica, investigacion de glaciares, espesor de la nieve acumulada, estudios de capas sedi-
mentarias, inspeccion de suelos y paredes de tuneles, control de calidad en las carreteras

y arqueologia.

2.1.4.4. Polarizacion inducida

Cuando un campo eléctrico es aplicado a un medio, mediante electrodos llamados
de corriente ésta discurre por el material y estd compuesta de dos partes: una corriente
de conduccién y una de desplazamiento. La corriente de desplazamiento puede pensar-
se como la respuesta eldstica de un material al campo eléctrico aplicado. Al aumentar
la magnitud del campo eléctrico, la corriente de desplazamiento es almacenada en el
material y cuando la intensidad del campo disminuye, el material libera la corriente.
En otras palabras, las moléculas de una sustancia dieléctrica estdn distribuidas al azar,
cuando se acerca a €sta un campo eléctrico, las cargas de éste ultimo actuardn sobre
las moléculas del aislante, ordenando las cargas negativas a un lado y positivas al otro,
generando un campo eléctrico dentro del dieléctrico. Cuando la corriente se suprime
éste campo creado demora en desaparecer y al ser medido por los electrodos, llamados
de potencial, brinda informacion sobre la presencia de conductores dentro del volumen
de terreno afectado por la corriente. Cuando esto sucede, se dice que el dieléctrico esta
polarizado. La polarizacion y polarizacion electrolitica son los més grandes efectos que
ocurren en las rocas y han servido como base para el método de polarizacién inducida a
altas frecuencias, extremadamente importante en exploracion mineral.

Como se puede notar, la principal aplicacién de éste método es la localizacién de
yacimientos de minerales conductores y de sustancias dotadas de conductividad que

puedan existir en el subsuelo.

2.1.5. Meétodos eléctricos

Los métodos de prospeccidon por campos variables, se los llama a veces inductivos

y otras electromagnéticos. La primera denominacion es demasiada restringida y la se-
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gunda demasiado amplia, pues todos los métodos eléctricos son por el mismo hecho
electromagnéticos [9]. Pero con la intencién de separar los métodos electromagnéticos
de los eléctricos, vamos a usar "métodos eléctricos" para referirnos a los métodos que
usan corriente continua (c.c) y no corriente alterna (c.a). La diferencia en usar c.a en vez
de c.c es que se tiene mayor versatilidad en la toma de datos a cambio de una mayor
complejidad en la parte instrumental y tedrica.

Los métodos eléctricos funcionan de la misma manera que los electromagnéticos,
solo que ahora se emite c.c por uno o varios electrodos de corriente (impolarizables), y
la recepcién por uno o varios electrodos de potencial. Los electrodos deben ser impo-
larizables para evitar polarizacion lo que generaria una diferencia de potencial anémala
entre ellos y como consecuencia una mala medida. La resistividad del suelo se calcula
con la diferencia de potencial medida y la aplicacién de la ley de Ohm.

Cuando el subespacio de medicion sea homogéneo, los métodos eléctricos miden
la resistividad real (resistividad dnica) y cuando sea heterogéneo, éstos miden la resis-
tividad aparente (mezcla de resistividades) de los materiales del terreno, y en funcién
de ésta caracteristica es posible inferir la existencia de cuerpos mds resistivos o con-
ductores que las rocas circundantes. La resistividad es un pardmetro fisico intrinseco
de cada material, pero para el caso de los suelos estd muy influenciado por la cantidad
de agua que ocupen sus poros y su contenido en sales que le confieren una resistividad
caracteristica. Es por esto que estas técnicas son muy usadas en la localizacion de zonas
himedas, acuiferos y en otros problemas hidrogeolégicos.

Asi como los MEM, los métodos eléctricos los podemos separar segin su forma de

tomar datos, de la siguiente manera:

Calicatas eléctricas: Las calicatas eléctricas se emplean para la deteccion de cual-
quier forma de cuerpo, siempre y cuando no se comporten como estratos horizontales
y que su resistividad sea contraste con el medio circundante. Guardan las mismas con-
figuraciones que las CEM solo que ahora se usa c.c. Segun sea la longitud entre los
electrodos emisores y receptores se obtiene informacién a mayor profundidad, llegando
a alcanzar los 500 m de profundidad o mds. Se utilizan para obtener datos geoldgicos en
zonas de dificil acceso y para aumentar la malla de datos en zonas regulares.

Sondeos eléctricos verticales (SEV): Los SEV son casos particulares de los SEM,
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la diferencia es que ahora se aplica frecuencia fijay c.c. Los SEV se aplican para conocer
las resistividades de estratos horizontales con el objetivo de buscar acuiferos, mantos
mineralizados o estructuras geoldgicas de interés que presenten formas estratificadas
horizontales y con poco buzamiento.

Con la separacion entre los electrodos obtenemos valores a mayor profundidad, sien-
do posible obtener datos de hasta 200 metros. Los SEV de campo son muy ripidos
y permiten obtener caracterizaciones del subsuelo hasta altas profundidades. Evita la
realizacion de campaias de sondeos mds profundos y permite optimizar campaias de
perforaciones mecanicas.

A continuacion describimos algunos de los métodos eléctricos mas conocidos.

2.1.5.1. Tomografia eléctrica

La tomografia eléctrica no es mas que una mezcla del SEV y la calicata eléctrica,
aprovechando la capacidad de los equipos actuales para gestionar un nimero elevado de
electrodos. Proporcionan una imagen muy detallada del subsuelo, ya que los electrodos
suelen colocarse muy juntos. Se obtienen resistividades aparentes del subsuelo y se im-
primen para obtener un tomograma del terreno. Se utiliza para obtener datos geoldgicos,
detectar fallas, fracturas, zonas contaminadas, recursos mineros, entre otros.

Esta técnica se puede realizar de las siguientes maneras: Cuando se realiza la toma
de datos con més de cuatro electrodos se generan tomografias mds precisas del subsuelo
o cuando no se clava electrodo alguno, se realiza el trabajo en menor tiempo ya que
las medidas se llevan a cabo de modo continuo, porque se usa un dispositivo formado
por una antena transmisora y receptora, que recorre el campo y brinda la informacién
requerida sobre la resistividad del terreno (aunque estd limitado a estudios relativamente
superficiales).

Las aplicaciones principales: Bisqueda de aguas subterrdneas, deteccion de conta-
minacion de suelos y acuiferos, deteccion de cavidades, estudios arqueolédgicos, estudios
Geotécnicos, exploracion de yacimientos metdlicos, y es muy utilizado en zonas urbanas

para caracterizar el subsuelo y sus estructuras.
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2.1.5.2. Polarizacion inducida

Al igual que en los MEM, en los métodos eléctricos también hay polarizacién indu-
cida. El fendmeno ocurre de la misma manera, pero con la diferencia que ahora se usa

c.c y con las implicaciones ya descritas, que el uso de este tipo de corriente implica.

Hasta aqui, una breve resefia de los métodos mas usados, conocidos y relaciona-
dos con el tema que trataremos en nuestro trabajo. Claro que existen mds, cada uno
dependiendo de la propiedad fisica que se mida, como ejemplos podemos citar: los mé-
todos geotérmicos; en los cuales se estudia los gradientes de temperatura del terreno
mediante sensores térmicos, con el fin de conocer como varia la temperatura conforme
se adentra en el subsuelo. El método radioactivo; donde se usan sensores para medir las
radiaciones que se emiten desde el interior de la tierra, con el fin de detectar la presen-
cia de minerales, como el radio y el uranio (presentes en la corteza). También esté el
método magnetotelurico; donde fluctuaciones en el viento solar dan lugar a ondas hi-
dromagnéticas en los bordes e interior de la magnetdsfera. Tales ondas, al llegar al limite
inferior de la ionosfera, se transforman en ondas electromagnéticas, que llegan hasta la
superficie terrestre e inducen en la corteza corrientes eléctricas denominadas corrientes
teliricas. Estas corrientes generan fluctuaciones sobre el campo geomagnético, que se
pueden medir con magnetometros muy sensibles, extrayendo informacién del subsuelo.
La profundidad de penetracion depende de la resistividad del medio y de la frecuencia
del campo. Debido a las bajas frecuencias de los campos magnetoteliricos es posible
alcanzar profundidades de mds de 100km, imposibles para los otros métodos electro-

magnéticos. En fin para mas informacion sobre mas métodos recomendamos [9]

En conclusién, existen una gran variedad de métodos y dispositivos para llevar a ca-
bo una prospeccion y cada uno de ellos es mas o menos adecuado segin sea el objetivo
de estudio, el tipo de terreno, la zona de trabajo y las caracteristicas eléctricas de las
rocas y los suelos (que varian enormemente). Naturalmente ninguno de los métodos re-
feridos puede considerarse como el "ideal" para una prospeccion determinada. No hay
reglas sencillas y de aplicacion general que permitan decidir si, dentro de una zona de-
terminada, algin método geofisico puede ser el més adecuado o utilizable, ya que cada

uno tiene su propio campo de aplicacion, sus limitaciones y sus propias ventajas e in-
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convenientes, por lo que cada caso en particular ha de ser examinado cuidadosamente,
dando lugar a que los mejores resultados se obtienen mediante la combinacién de dos
o mas métodos. Como ventaja de los métodos que usan ondas electromagnéticas, po-
demos citar que tienen la posibilidad de estudiar grandes extensiones de suelo, sin que
se destruya el terreno de estudio. Como inconvenientes; se puede destacar, la posible
indeterminacion de los resultados debido a que son técnicas indirectas, que requieren un
proceso de inversion de datos y ademads que, estos métodos pierden resolucion con el

aumento de la profundidad investigada.



Capitulo 3

MODELADO
ELECTROMAGNETICO
TRIDIMENSIONAL PARA UN
PARALELEPIPEDO

Como se vi6 en el capitulo anterior, las configuraciones electrédicas que se usan en
los MEM miden las diferencias de potencial en el subsuelo, con la condicidn necesaria,
que para la deteccion de un yacimiento por medio de estos métodos el objetivo a buscar
y la roca encajonante tengan un buen contraste en alguna de sus propiedades fisicas, de
lo contrario se hard muy dificil su estudio.

En el anterior capitulo solo se menciond que los resultados se obtenian mediante el
estudio de la refraccion y difraccién de las ondas EM emitidas. Pero hay otro princi-
pio fisico que también estd implicado; el de induccion electromagnética. Siempre que
un cuerpo conductor se halla en presencia de un campo electromagnético, se producen
en sus superficies corrientes de remolino o corrientes de Foucault [25]; que son el re-
sultado de aplicar la ley de induccién a cuerpos extensos; si el cuerpo conductor estd
enterrado. Estas corrientes serdn de gran ayuda para su deteccidn, ya que ellas generan
campos electromagnéticos que pueden ser medidos en la superficie y ofrecen informa-
cién acerca de las caracteristicas eléctricas y magnéticas de dicho cuerpo. En la figura

3.1 se muestra de manera cualitativa el campo producido por una bobina (primario), el

33
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campo producido por la intrusién conductora (secundario). La suma de éstos dos cam-
pos (resultante), se puede captar por una bobina receptora externa, la cual no se muestra
en la figura. Sin embargo, en muchos casos la respuesta de la intrusion se ve afectada
por la conductividad del medio encajante, que apantalla tanto el campo primario como

el secundario. Esta es la respuesta EM de un cuerpo enterrado, que se pretende estudiar.

Figura 3.1: Diagrama generalizado de prospeccion electromagnética. El campo primario
lo genera la bobina y el campo secundario, la corriente inducida en el cuerpo. Imagen
extraida de http://docplayer.es

En éste capitulo, describiremos cémo llegar a una solucién numérica, correspon-
diente a la respuesta electromagnética de un cuerpo en forma de paralelepipedo recto
dentro de la tierra, similar a la hecho por [14] en dos dimensiones. El problema tridi-
mensional que trabajamos estd basado en [1] y es considerado més dificultoso que el
2D, porque un gran ndmero de incognitas es usado para modelar el pequefio cuerpo y
cada variable es una cantidad vectorial. Por eso se hace el uso obligatorio de las fun-
ciones de Green diddicas !, las cuales diferenciaremos de vectores mediante la letra G2.
Para esto, primero obtendremos la respuesta en forma de integral, que luego reducire-
mos a una ecuacion matricial, la cual resolveremos numéricamente teniendo en cuenta

la dispersion del cuerpo.

1Ver anexo B
2Obsérvese el tipo de letra que usaremos para distinguir una diddica G , de un vector con la letra G



Capitulo 3: MODELADO E.M DE UN PARALELEPIPEDO 35

3.1. LA ECUACION INTEGRAL Y MATRICIAL DEL
PROBLEMA

Figura 3.2: Modelo de la configuracién del paralelepipedo dentro de la tierra

Consideremos la configuracién mostrada en la figura 3.2 con el sistema coordenado
como se muestra en ella. El plano XY es la separacion entre los dos medios (interfaz
aire-tierra). Consideramos la tierra como un medio isétropo de conductividad o4, y la
inhomogeneidad (paralelepipedo) de conductividad o5, siendo ambas constantes. Las
dimensiones para el paralelepipedo son: W (ancho), L (largo), DE (alto) y se encuentra
ubicado a una profundidad D. La tierra es excitada por un alambre que lleva una co-
rriente eléctrica alterna, a lo largo del eje Y, que denotaremos con J¢. Las ecuaciones
de Maxwell (en MKS?) en el dominio de la frecuencia (o sea con dependencia temporal

™' ) pueden ser escritas como:

—V X E =wuH (3.1
VXxH=(c+iwe)E+]J° (3.2)

Donde o, w, € y i son: la conductividad, frecuencia angular, permitividad eléctrica,

y la permeabilidad magnética, respectivamente.

3Ver anexo A
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Para caso practico consideraremos la permeabilidad magnética en la tierra, como la
del vacio (1 = o), lo que permite despreciar corrientes de dispersion magnética en la
tierra. Haciendo o = 0 +iwe, i = iwp y citando lo mostrado en [15] sobre las corrientes

de dispersién magnética (M%) y eléctrica (J 4y tenemos:

M = (i, —i;) H (3.3)

J'=(ay —a;)E (3.4)

Donde iy = iwus, i1 = iwiy, as = 09 + iweg, o = 01 + twer. Notamos que
M = 0%, ya que p15 = j1y = fio.

Haciendo uso de (3.3) y (3.4) y considerando el interior de la inhomogeneidad, po-

demos convertir (3.1) y (3.2) en:
—VxE=ibH=iH (3.5)
VxH=aE+]J =J'+J+aE (3.6)
Simples operaciones con (3.5) y (3.6) nos muestran que:

~V x VxE=i; (uE+J+J)
V x V xE+ioE = —i; (J4+J°)
Escogiendo E° y E¢ como el campo de excitacién y el campo dispersado respectiva-

mente, los cuales satisfacen : E = E? + E°; podemos separar la tiltima de las anteriores

ecuaciones en dos partes:

V x V x E! — F’E? = —j, J¢ (3.7)
V x V x E¢ — k?E° = —i,J° (3.8)
Donde k% = —ijaq, es el nimero de onda del medio 1. Las ecuaciones (3.7) y (3.8)

tienen la forma de una ecuacién diferencial de Helmholtz[16]. La ecuacién (3.8) sujeta
a la apropiadas condiciones de frontera > en la interfaz aire-tierra nos d4, de la manera
usual, el campo eléctrico debido a su fuente eléctrica J¢, y cuyo término incluiremos

mas adelante. Por ahora nuestro centro de estudio sera (3.7).

“4Esto pone en evidencia, lo dicho anteriormente; la no existencia de corrientes de dispersién magnética
SVer condiciones de frontera en el anexo A
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Hasta ahora la solucién ha sido lo mds general posible, siendo vélida para cualquier
frecuencia, cualquier objeto tridimensional y cualquier tipo de conductividad y permi-
tividad. Sin embargo, con el fin de simplificar la presentacion de los resultados, consi-
deraremos bajas frecuencias (valido para métodos geofisicos), haciendo que o > we lo

que nos permite plantear:
O=04+IWER T — Qg — Q] = 09 — 0]

Y entonces, ahora, k¥ = —iwoo;. Nuestra ecuacién de interés, como ya dijimos,
es (3.7), que solo existe dentro de la inhomogeneidad. Para resolverla usamos la teo-
ria de funciones de Green © considerando J? como una fuente de corriente ordinaria y

planteando la solucién como una integral de volumen sobre la inhomogeneidad:

E‘(r)= [ G(r,r)- (-iJ("))dV’ (3.9)
V/

Donde G(r,7") es la funcién de Green diadica relacionando el campo eléctrico en
el punto r con el elemento de corriente en el punto r’. La notacion diddica es necesaria
porque en general el campo eléctrico en r no estd orientado en la misma direccion que
su fuente de corriente en r’.

Usando (3.4) y el hecho que E? = E — E°, la ecuacién (3.9) se puede escribir como:

/{32
E(r) = E(r) + Loy — o) / G(r,r") - E()dV"’ (3.10)
01 ’

La ecuacién (3.10) es una ecuacion integral vectorial de Fredholm inhomogénea
singular de segunda clase [17][18], que tiene como incdgnita el campo eléctrico E dentro
del cuerpo. Una vez éste es hallado, el campo eléctrico en un punto fuera del cuerpo
puede ser encontrado usando la misma ecuacion.

Para hallar E usamos la funcién de Green diddica en el vacio 7 que esta dada por:

\YAYA
i
Donde: I es la diadica identidad o idemfactor, V’ simboliza el gradiente respecto a

las coordenadas primadas y G(r,7’) es la funcién de Green escalar que esta dada por®:

6Ver ejemplo demostrativo del uso de las funciones de Green en anexo C
"Ver anexo B
8Ver anexo A
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o—ik1R
4R

Donde R = |r—r’|. Reemplazando (3.11) en (3.10) y reordenando términos tenemos:

G(r,”")=G(R) =

(3.12)

ki(os — 01)

E(r) = B*(r) + =5

/ [K;G(r,”" )1 = VV'G(r,r")] -E(r')dV'  (3.13)

Por simplicidad en la creacién de una solucidén matricial, resolveremos la ecuacion
(3.13) usando el método de colocacién con funciones pulso subseccionales[19]. Para
esto se divide el cuerpo en N celdas cubicas, cada una de lado A, como se muestra en
la figura 3.3, y consideramos constante el campo eléctrico en cada celda. Entonces la

integral puede ser aproximada por:

N

E(r) =E(r)+ (0. — 1) Z [/V, KG (r, 7, )dV,' — ¥V

n=1

V'G(r, rn’)dVé} “E, (1))
Vi

Donde o, = 03/01, 1, es el vector que posiciona el centro de la celda y dV, es el

elemento de volumen de la misma. Usando la relacién (.143), la ecuacidn anterior toma

la forma:

N

E(r) = E°(r) 4 (0, — 1) Zl { /V A K2IG(r, " )dV, + /

—VG(r, Tl/>dS;L:| -E, (1))
Sy

n—

(3.14)
Donde 7/, es el vector posicion al centro de cada cara de la celda n y alS;1 es el

elemento de area de cada cara de la misma celda.



Capitulo 3: MODELADO E.M DE UN PARALELEPIPEDO 39

Figura 3.3: Cuerpo dividido en N celdas cubicas, cada una de arista A. Se muestra la
numeracion de algunas celdas y dos celdas arbitrarias m y n

La ecuacion (3.14) no esta completa, solo hemos considerado la parte (primaria)
correspondiente al espacio donde se encuentra la inhomegeneidad y hace falta afadir
dentro de las integrales, la parte (secundaria) correspondiente a la contribucion de la
interfaz aire-tierra. Llamando G y (Gf; respectivamente a los integrandos de (3.14) y

G3, Gg a los términos que vamos a afiadir, la ecuacién (3.14) toma la forma:

N
E(r) =E*(r) + (o, — 1) Z [/ (Gi + Gi) v, + / (Gi + GQZ) dsS) | -E,(r,)
B " (3.15)

Los subindices A y ¢ hacen referencia a las contribuciones del potencial vectorial y
escalar respectivamente, que aparecen por la presencia del campo electromagnético. Las
cuatro integrales resultantes en (3.15), las denotaremos con [F%, Fs, Ff y Fi respecti-
vamente y serdn resueltas en la siguiente seccion. Por ahora transformaremos (3.15) en

la ecuacién matricial buscada,asi:

N
E(r) = E°(r —1)> [(Fh +F5) + (FL +F2)] - En(r) (3.16)
n=1

Haciendo F4 = F + FS, F, = IFf; + Fi yF, =F4 +F,, tenemos:
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E(r) =E“(r) + (0, = 1) Y _F, - Ey(r),) (3.17)

n=1

En (3.17), [F,, es la funcién de Green diddica para la celda n, resultante de una inte-

gral, y separada en dos, una que surge de las corrientes denotada con el subindice A y

otra que se debe a las cargas positivas y negativas, denotada con el subindice ¢, dentro
del cuerpo.

Para hallar el campo total en la inhomogeneidad, consideramos el campo de la celda

n en la celda m, que finalmente sumaremos para hallar el campo total. Asi la ecuacién

(3.17) se puede escribir como :

Em(r) = Efn(r) + (Ur - 1) Zan : En(T;) (3.18)

n=1

Usando la diddica delta, 6,,, °:

_ I sim=mn
O sim#n

Donde O es la diddica nula, podemos ver que (3.18) se puede escribir como:

N N
—E; (rn) = — Z Sm - En(r)) + (0, — 1) Zan En ()
Nn:1 ) n=1
=2 [(ar = DFpn — 5mn] -E,(r,) (3.19)
n=1

Escribiendo (3.19) para cada uno de los N valores que toma m, se produce la ecua-

ci6n matricial buscada:

— [E] = [L] - [E] (3.20)

Encontrando la matriz inversa de [L], tendremos el campo dentro del cuerpo [E] y

de (3.18) podemos calcular el campo eléctrico en cualquier punto r fuera del cuerpo.

9 Ver anexo B
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3.2. LAS FUNCIONES DE GREEN DIADICAS DEL
PROBLEMA

En esta seccion reproduciremos los resultados obtenidos por [1], sobre las funcio-
nes de Green resultantes,F5 y Fg y calcularemos las otras dos; F% y Iﬁ‘g , por métodos

numéricos distintos a los alli descritos, para su posterior comparacion.

3.2.1. Funcion de Green diadica potencial escalar secundaria

Como dijimos en la anterior seccién, las funciones de Green diadicas F5 y IFf, se
generan a partir de Gi y Gg (estas ultimas solucion de (3.8)). Segtin [20] estas funciones

estan dadas por:

G5 = (X% + ¥§) — G(R,)2z (3:21)

G = [(x — )&+ (y — ¥ )ny + (z + 2)azx
+ [(z — 2" )nx+ (y — v )Ny + (2 + 2)yazly (3.22)
+[(z—2)X+ (y —y)y+ (2 + 2 )2z

Donde:
1 © )\ —ul(z+z’)
N= 2 — w e A (rpA)dA (3.23)
pJO
1 e uy — A )\ ’
=10 (ui - A) u—le—m(m ) Jo(rpA)dA (3.24)
—tk1 Rs

(3.25)

Y4 = (Z/ﬁRs + 1) 47TR3

N = \/m (3.26)
rp = (r—2)+ (y—y)? (3.27)
Ry = \/r2+ (2 +2/)? (3.28)

Con Jy y Ji, las funciones de Bessel de primera especie de orden O y 1 respectiva-

mente, X, ¥ y Z, los vectores unitarios sobre los ejes X, Y, Z y G(R;) dada por (3.12).
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Para calcular la funcién de Green diddica potencial escalar secundaria, IF:Z, integra-

mos Gg la cual surge de las cargas positivas y negativas, consideradas como puntuales

y por tanto constantes. Las integrales correspondientes son :
2
Fy,.,, = —/ Gy (rm,1)dS, +/ G (i, 75)dS], = Z(—l)l/ G5 (rpm, 17)dS),
5 S =1 Sh
(3.29)

Donde r;, como dijimos anteriormente, da la posicién de los centros de las caras de

I
n

la celda n, normales al vector u (ver figura 3.4), por eso debe tener la forma :

A
r,=r,+ (—1)1?1 (3.30)

Con u = Xx,y, Z, un vector unitario, segtin se requiera una de las componentes de Gi.

Figura 3.4: Las celdas cubicas m y n con sus vectores posicion. Se muestra el caso en
el que rj, tomael valorrj, = r,, + %y para que posicione el centro de la cara normal a y,
de la celdan

Recordando que G2, segtin (3.14), se obtiene de la yuxtaposicién de un gradiente
con el vector elemento de drea, podemos escribir el integrando de (3.29) de manera més
explicita, indicando sus nueve componentes:

Gi(rm, r)dS;, = VG:ECZS;1
= [(G2)oX + (G2),¥ + (G2).2)[dy d='x + d2da'y + da'dy'z) (3.31)
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En (3.31), por ejemplo, (Gf;)x denota la componente = del gradiente, y (Gg)xy)}jf,

denotaria la componente zy de la diddica Gg , que de aqui en adelante denotaremos, con
s . z. Szy
superindices, asi:G,™.

Teniendo en cuenta que los limites de 2/, 3/ y 2/, para la celda n son:

T —A2< 2 <x,+A/2 (3.32a)
U — A2 <y <y, +A/2 (3.32b)
2 — A2 < 2 < 2+ A)2 (3.32¢)

Y debido a la simetria de los diferenciales de drea, junto con lo dicho sobre Gg, que

permanece constante, la ecuacion (3.29) se puede escribir como:

2 2

FS =Y (-1)'G(rm. 1)) /S dS, = A (=1)'GE(rm, 1)) (3.33)
1=1 n =1

Siendo A? el 4rea de una de las caras de la celda n. Hasta aqui esta resuelta la

integral, pero para una mejor comprension del calculo que ésta implica, desarrollaremos

dos de las componentes de I gmn; las componentes Fi‘f,i”n y Fgffjn, ambas cuando m # n

ym =n:

= La componente xx de Fimn; ngfn, cuando m # n, se encuentra integrando so-
bre las caras normales a X. Esto lo conseguimos reemplazando en (3.33), r; por
rh = (Tn + A/2,Yn, 2,) YT, = (T — A/2,Yp, 2,), junto con r,,, = (T, Yy Zim)-

Teniendo en cuenta esto y la ecuacién (3.22), la componente buscada es:

FSer = A2~ (2 — 2Nty + (Tm — To) 7))

Donde, 71(21) ¥ V1(x) indican que 7 dada por (3.23) ha sido modificada con los
vectores 1 y r,, respectivamente. Haciendo la sustitucién de 7, modificada, la

componente Fiii‘fn toma la forma:

2
SZECI) _A

pmn A

_ITJIr?n > )\ —u1(z

TV <xa;?i<ymn>2/om[2—%}e”“Z“““)MW EEEES N
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Donde hemos hecho: =}, = z,,,—x,+A/2, 2 = Tp—20—A/2, Y = Ym—"Yn

Y Zmns = Zm T Zn.

Haciendo 758 = \/(25,)% + (Umn)? Y Ton = V(@) + (Ymn)? tenemos:

2 + 0o
Foe = 2 [— i / {2 — i} e Gmmal N Ty (rEd AV dA
0

Pmn E r}xﬂ-‘gn Uy pmn
_ %) A
Linn / [2 _ _} e*ul(zmns))\Jl(rz;LnA)dA}
Tzn_mn 0 Uy
O también:
2 foo + T+ - T—
]FSEI _ A_ 2_1 _xmn‘]l(/\rpmn) + xmn‘]l(/\rpmn) e_ul(zmns))\d/\
Pmn 47T 0 ul T;%n T;T;n

(3.34)

Para obtener Iﬁ‘gf: , cuando m = n, notamos que los vectores posicion r,, y I,

coinciden, por lo que en (3.34) sustituimos: =, = T, — x, = 0, 2} = A/2,

Trin = —D/2, Yo = Ym = Yn = 0, Zins = 22m, "oy = A/2 = 177, quedando:

m mn?

S, A? > A —u1(22m)
P — 2= ) [ A(AA/2) — (AA/2)] e 25m) A

Pmm 47.‘_ 0

Uy
O bien:
FSee _A2 00 - A —u1(2zm) J (AA/2)AdA (3.35)
$mm o 0 U1 ‘ ' .

Sa )
= Por otra parte, la componente xy de Iﬁ‘gmn, F.r¥ , cuando m # n, se obtiene

cuando se integra sobre las caras normales al vector y (ver figura 3.4). Asi, sus-
tituyendo la componente xy de (3.22) en (3.33) y teniendo en cuenta que ahora

Yy = Yn + A/2y Yy =y, — A/2, la componente buscada tiene la forma:
Fiov = N[ (2m — Tn) N1 HEm — To) )] = (@m—2n) A2 =710 +710)]

Donde, Yi(w)s V() indican que ; dada por (3.23) ha sido modificada con los

correspondientes vectores r y r,, respectivamente. Mas explicitamente, y usando
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lo dicho sobre 71, la componente Iﬁ‘iﬂfj‘n toma la forma:

2
st _ xmnA
Pmn 47T

Y <xmn;i<yan>2/ow[2‘%]e““Zm“)wmm

1 = _i e*ul(zmns) . 3 —
: w/trmn>2+<y;n)2/£ {2 ul] AV (mn) + (Y ?A) AN

Donde, ahora, siguiendo con la notacién adquirida: x,,, = %, — T, Y} =

Haciendo rg;?tm = \/(:Cmn)2 + (y;:m)z y 7agﬂ_”m = \/(.I'mn)2 + (yntm)Z tenemos:

A? 1 oe
R — S| +/ P_i}ﬂmmﬂﬁw+mw
0

Pmn 47T Uy pmn

Y
T'pmn

1 [ A
+— /O {2——} e 1 Gmma ) X Ty (1 AV dA

Tpn_ln Uy

O mas compactamente:

00 + -
FSey — xm"A2/ <2 _ i) (_ Jl(ATgmn> 1 Jl()‘rgmn)> o= (Zmns) \ 4\
0

2 Y+ y—
m 4dm U T'pmn T'pmn

(3.36)

s, —
Para obtener F.;’ , cuando m = n, vemos que los vectores posicion r,, y I,

coinciden, por lo que en (3.36) sustituimos z,,, = x,, — x,, = 0, haciendo que la

componente se reduzca a cero:

FSv — () (3.37)

Pmm

Siguiendo la notacién adquirida, y el mismo mecanismo descrito, se obtienen las
nueve componentes de Fimn. Como un ejemplo mas de lo dicho, encontremos la com-
ponente xz, Fif;n. Para esto, reemplazamos en (3.33) la componente 2z dada por (3.22)
y asi, cuando m # n, tenemos que:

Sez _ A2

Usando v, dada por (3.25), que a su vez utiliza (3.28) tenemos:
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I e~k B —ik1 Rmn
ik R, + 1)@ + (thi R + 1)

Donde, usamos: RZT—;TL: \/(xmn>2+(ymn>2+(zr—tm5)2» R::n_”m: \/(;L’mn)2+<ymn)2—|—<27;ms>2,
conzl =zp Atz + A2y 2z =z + 2, — A2

mns

(&

=

smn

#mn v

2
FSe _ Tmnd [_( (3.38)

Cuando m = n, debido a que z,,, = 0, notamos que la componente Fifyfm se hace

CEro.

FS= = (3.39)

Pmn
En fin, el procedimiento continda, hasta obtener las seis componentes restantes ;
que por el momento no lo haremos, para no alargarnos més, y que obviamente estardn

presentes en el programa desarrollado en Matlab.

3.2.2. Funcion de Green diadica potencial vectorial secundaria

Pasamos ahora al calculo de la funcién de Green diddica potencial vectorial secun-
daria Fimn. Como ya mencionamos la parte secundaria de G4 dada por la ecuacién
(3.21), surge de las corrientes imdgenes, que tratamos como fuentes puntuales y por

tanto constantes, asi que la integral para hallar Fimn es:

FS = / K2G5dV! = EXGH, / dV! = k2G5 (1, ) A® (3.40)
Vi Vi

Al igual que en la anterior subseccion, para una mejor comprension, desarrollaremos
S
dos de las componentes de Iﬁ‘ﬁmn, las componentes Iﬁ‘iﬁzn y F;’ , ambas cuando m # n

ym=n:

= [a componente Ffﬁn, cuando m # n, se obtiene reemplazando en (3.40), la
componente zx de G¥, dada por (3.21) y teniendo en cuenta -y, dada por (3.24).

Asi la componente en cuestion es:

E2A3 [ (g — N e ¥#mns
FSre = k27, A3 = 21 / L A A\ 3.41
Amn 172 A ) 1y A g JO( rpmn) ( )

Donde 7pmn =/ (Tm — 20)2 + Ym — Yn)? = v/ (@mn)? + (Ymn) % siguiendo con

la notacion ya indicada anteriormente.
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Cuandom = n, notando que rpy,, = 0, ya que Ty = Ymn = 0y qUE Zpns = 22,
la ecuacién anterior, para ]Fijfm, se reduce a:

E2A3To(0) [ ug — N e~ 2uzm
RSz — 117 “0F) / Ad) 3.42
Amm 47T 0 u1 + )\ u1 ( )

= Dado que G segtin (3.21) solo tiene componentes zz, yy y 2z, es claro que; la
S )
otra componente; [ Aﬁ:n buscada, asi como las otras; (v z, yx, yz, zx, 2y), SOn Cero,

tanto para m # n:, como para cuando m = n. Esto es:

Fyv =Ff: =F =Fy =F =F; =0 (3.43)

mn

3.2.3. Funcion de Green diadica potencial escalar primaria

Pasamos ahora a calcular la funcién de Green diddica potencial escalar primaria, ]F£ ,

que segun (3.14) tiene la forma:

2

F? :—/ VGdS, ==Y (-1)' [ VG(rn,m)dS, (3.44)
S

Pmn
7 =1 S
El integrando de esta expresion tiene la misma forma de (3.31) pero en este caso
G(7m, ) esta dada por (3.12):

efilﬂR

4T R

El calculo analitico de VGdS!, no genera ninguna dificultad, asi es que simplemente

G(rm,7)) = G(R) =

escribiremos su resultado:

VGdS, = —v3([(x — 2)X + (y — y))y + (2 — 2)z]xdy'd?’
+[(z —2)X + (y — )y + (2 — 2))2]yd? da’ (3.45)
+ [(x — a)x + (y — )y + (2 — 2))z)zd2'dy)
Donde:
. G(R
V3 = (zkrleH)M R=|R|=|r-r|, R=r—r, (3.46)

2
Rl
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Y por el momento hemos obviado los subindices m y n. Usando R; de (3.46), vemos

que (3.45) toma la forma:

VGdS,, = —v3(RiXdy'dz' + Ryydz'da’ + Rizda'dy')
= —Ry(Xdy'd2' + yd2'da’ + 2d2’dy’) = —y3R,dS;, (3.47)
Reemplazando (3.47) en (3.44) tenemos:

2

Fo =) (-1 / 3Ry dS, (3.48)

=1 n
Para resolver la integral vamos a usar el hecho que para bajas frecuencias y cortas

distancias de gran interés en exploracion geofisica, 3, se puede desarrollar usando su

serie de Taylor alrededor de cero '°. Asf tenemos que:

1 o 11k ik
R — =—|=+-—=-— 3.49
B R 8rR, 12n 47T<Rl3 ToR T3 ) (349)
Y por tanto (3.48) se convierte en:
2
—1)! 1 k2 ik?
FP = (—/ (— A —)R ds!, 3.50

Esta ecuacion, contiene nueve integrales diferentes, cada una debido a cada yuxta-
posicion de Ry dS. Asi como en las anteriores subsecciones, vamos a calcular a manera

de ejemplo las componentes IFP oy Epmn, ambas cuando m # ny m = n:

Pra ', cuando m # n, basta con extraerla de (3.50) e inte-

= Para calcular la integral F =
grar. Para esto, notamos que en este caso la integral se realiza sobre las caras nor-
males al vector unitario X, por lo que se toma la componente x de R; = (z,,, — 2, —
(1) — o/ 2 — ) Ccon ] = (2 (~1)'A/2,4/,2) YT = (T Yos 2 )y
se la yuxtapone con la componente = del elemento de drea dS = xdy'dz’. Hecho

esto, la componente solicitada tiene la forma:

2
—1) ($mn — ZA/Q ]{52 Zk‘3
©mn ;_1: R ( 1)t Z[R ( 1)1] 3 )
(3.51)

10Ver anexo D
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Donde:

R = @ — (—1)IAJ2)% + (Yo — 4')% + (2 — )2

Realizando la integral, (3.51), analiticamente, con los limites dados en (3.32),

tenemos:
2 c—(-1)Y) 3
Dz — (=1)!A/2) v k2P ik
= Yo R AT 65
Donde

anz(fl)l :% an~! (Zmn) W)
- {t ((xr—n(n—l)l)\/(zan)z_’_(x;(—l)l)g_i_(y;my)
- () ()
' (<x;%‘1>l>¢ () + (i )2 + <y:,;n>2)

- (Znn) (Uih)
(<x;%‘l>’>¢ (Zn)? + (wm )2 + <yzn>2)

mn

L (2550 00)
o ((x;%‘l)l>\/ (5hn)? + zjx%gfl)l)? O )2)]
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Y
z—(—1)t _ (=1} -1 Zmn . -1 YmnZmn
P T tan (m_(l)l> tan <——(1)1Rx—(—1)l )]
mn mn mny =z~
z—(—1)! - z—(—1)! -
IS ) = 1] i [R5 4 2]
+ + o+
_i_xf( 1) tanfl < “mn > _tanfl < Ymnmn )]
mn —(1)! —(1)! pr—(=1)!
ITmn Tmn Rmny*z*
_ . -
it s () (i
L xm” mny z+
— 2z [ln(wa(fl)l + Ypon) — 1] = Y In [R D+ ]
mn mny—z+ Ymn mny~ 2zt mn
—(=1)! -1 Zmn -1 ymn mn
- tan — tan — 7
i (m&%y ) R A ) |
— 2 [I(RL U gt ) = 1] =y (RS 42 ]
Con:
o (—1)
R =\ o — (A2 + (un + DJ22+ (2 + A/2)7
z—(—1)!
Rmn(y*z)* :\/(xmn - (_1)ZA/2)2 + (ymn - A/Q)z + (Zmn - A/Q)Q
o (—1)
o =V o — (C1AI22 4 (o — DJ22 + (2o + B2
o (—1)}
RO /(= (“1VAJ2) + (Y + BJ2) + (2o — B2

Cuando m = n, reemplazamos ,,,,, = 0, Yy, = 0, 2, = 0,en (3.52), resultando

que:

r— 1 1 \/—
Do = 8)A[ta“ ( | )]

1)
z—(—1)! \/_ l -1 \/_
P = [ ( — 1) (=1) tan ((—1?13”

Por lo que la componente buscada es :

2 —(- .
A L k2P, ik3
FPee — _Z (Qx—(—l) 1Emm B 1A2>
Hmam — r \ mm" * 2 3
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O bien, si desarrollamos la sumatoria:

[P :—é[;l—ZM?A[ln(gi —%)} —@A} (3.53)

P
» Para calcular F,.? ,cuando m # n, procedemos como antes, tenemos en cuenta

que ahora R; = (2., — 2/, Yy — yn — (—1)!A/2, 2,,, — 2) (por lo que:

an;(fl)l =\ @022+ Ymn — (= 1)!A /2)%4+(2,,—2")?), extraemos su componente

2y yuxtaponemos con la componente y del elemento de area, dz’'dx’. Por tanto:

_ / 2 ot i 1.3 !
]FPacy — // kl (‘Im ajl) . Zkl (xm T )>dZ,dZL'/
G E T 3
(3.54)

Realizando las integrales analiticamente, con los limites de integracion dados por

(3.32), tenemos:

P, - (_1)l (=1)¢ k% (=)t
FPov = (T3 + Shut ) 3.55
Pmn lz:; 471’ mn + 9 an ( )
Donde:
Ty_(_l)l _ ln { (’Zmn - %) + \/(Q?mn + %)2 + (ymn - (_1)l%>2 + (Zmn 2 )2
(2imn — %) + \/(xmn - %)2 + (Ymn — (_1)1%)2 + (2mn — %)2
. { (2mn + % + \/ (Trmn — %) + Ymn — (—1)1%)2 + (Zmn + %)2
n
G+ 3) @+ 302+ (U = (<1302 + (zun + 5)°
2+ Rpors T
=In y—(=1)! +1In (-1
P T Rmn:{;—z— ZT—Ttm + Rmnx“'z“'
Y

1 —(—
= gl 0 e I )

mn 2 mnT 'mnxT z mnr—z
l
+ ZmnRy nx+z+ + [(ym%_l ) ( :;m)Q] ln( mnx+lz)+ + Zmn)
—(— l -
mnRE{rmx*‘z - [( mn ) ( :;m)2] 11’1( mnx+1z) + Zmn)

t RO (OO 4 ()P (R CYL 2 )

Fmntng— 2+
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Con:
R CY o — (—1)AJ2) + (oun + AJ2)% + (Zoun + A/2)2
R = Won — (CLVAJ2)2 4 (n — D22 + (2m — A/2)2
D W — (—1)PAJ2)2 + (T — AJ2)2 + (2un + A/2)2
R = — (1A% (T + /22 + (2 — D/2)2

Y ademds, observamos que el tercer termino, de (3.54), desaparece cuando se

desarrolla la sumatoria.

1)

Cuando m = n, vemos qU€ Ty = Ymn = =0,y Rmm+z+ = Rzm(z_z_ =
l

Rzmzfz) = Rzm(m 1Z+ = v/3A/2, por lo que la diddica FL*", se convierte en:

2

5 1)k !
IE‘ny — ( (_1 y_(_1)>
$mm 4r \ 2 “mm

=1

Donde: 7%, ! =0y Q%m -0t a2 [\/_—l—ln(

toria, tenemos que :

)] pero debido a la suma-

Fle = (3.56)

Pmm

3.2.4. Funcion de Green diadica potencial vectorial primaria

Finalmente calcularemos la funcién de Green diddica potencial vectorial primaria,

que la extraemos de (3.14):

Fh = [ Ghlrr)av;

Donde: G/ = IG(R) con G(R) dada por (3.12) y en este caso:

R= R, = \(@m =2+ (Y —y)? + (20 — ¥ )?

Haciendo estas sustituciones , la integral toma la forma:

2]1 —iklR/mn
Fh, = % / / / e da'dyd=' (3.57)
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La integral, no se puede resolver directa y analiticamente. En [1], cambian la celda
cubica por una esférica de radio a, asi la integral resultante tiene simetria esférica, y es
resuelta de manera poco clara. Nosotros, distinto a lo que plantea [1], la resolveremos
directa y numéricamente, con los limites de integracién dados por (3.32), y con la regla
de simpson 1/3 y 3/8 compuesta [24], que se implementard en el programa desarrollado
en Matlab.

El resultado que nos ofrece [1], para una posterior confrontacion, de la integral
(3.57), con el cambio mencionado, es:

» (ikya + 1)e"he — 1 cuando m = n
Fip =1 (3.58)

e;lez:;m [sin(kia) — kjacos(kia)]  cuandom # n

Donde: Ry = v/ (@mn)2 + Ymn)? + (2mn)2-
Cabe recordar que en (3.58), estd presente la diddica I, por lo tanto la diddica Fimm

solo tiene componentes zx, yy, 22 y ademas, que para el caso m = n, solo es necesario

usar un vector posicion, por o que Ry = Ry = /(@)% + (Ym)? + (2m)2
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METODOLOGIA

Este trabajo se desarroll6 en primera instancia investigando material bibliografico
correspondiente a articulos relacionados con la respuesta electromagnética de objetos
en el subsuelo, y los posibles métodos que se usan para su estudio. Posteriormente se
desarroll6 la matemaética pertinente, para la obtencion de las integrales implicadas para
su posterior desarrollo. Algunas de ellas se realizaron de manera analitica confirman-
do los resultados que se muestran en el articulo y otras, que no se pueden resolver de
la anterior manera (que en el articulo se realizan por un método alterno), las dejamos
para resolver de manera numérica con un programa disefiado para ello. Con la ayuda
de iteraciones en el programa MATLAB!, realizamos primeramente una rutina que so-
lucione integrales definidas de una variable por el conocido método numérico; regla de
Simpson (1/3 y 3/8 compuesto)[24]. El método, parte una integral definida en secciones
y encuentra el drea de cada parte para luego sumar sus resultados. Implementamos el
método para que sus respuestas sean equivalentes a las obtenidas por una integral ana-
litica definida, o sea que su error sea minimo, lo que se logra ajustando el nimero de
secciones?. Obviamente entre mayor sea el niimero de secciones mayor es la exactitud
del método.

Una vez se obtuvo lo deseado con el método que resuelve una integral definida de

una variable, se lo extendi6 para que calcule integrales definidas de dos y tres variables.

1Software utilizado en este trabajo para procesar y analizar datos, cuya versién empleada fue la
R2013a.

2En el proceso encontramos que con un nimero de secciones mayor a 6 se obtiene muy buenos
resultados
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Hecho esto utilizamos el programa, para resolver todas las integrales que implican cada
una de las funciones de Green diddicas, claro estd, una vez se introduzcan los pardmetros
necesarios, que como dijimos estdn dados al inicio del programa®. El proceso para el

célculo de las funciones de Green diddicas se realiz6 de la siguiente manera:

» Para la funcion de Green potencial escalar secundaria, FGPES; calculamos 71,

dada por (3.23), que segun [14], se lo puede hacer de la siguiente manera:

= 1 [/03.832 SOV — /37.016 FONdA 4+ /10.174 SO — - ] wh

amry, 832 7.016

Donde; f(\) = (2 — 1%) e+ N\ J1 (r,\) y los limites de integracion son los
"ceros" de la funcién de Bessel J;. La suma de términos continua hasta que el
valor de v; converja, en el momento en que las coordenadas de r y r’ posicionan
las celdas m y n, respectivamente. En nuestro caso, y debido a la funcion f(\)
resultante, con los valores introducidos, nos dimos cuenta, una vez se realizo la
integral, que so6lo es necesario la primera integral de (4.1) para obtener buenos
resultados, ya que el aporte de las demds es muy pequeiio, lo cual beneficia y

reduce el tiempo de computo del programa.

De la misma manera que con i, se procede con ~,. Dada por (3.24), con la dife-
rencia que los limites de integracidn ahora son los "ceros" de la funcién de Bessel

Jo y que 7, se usa para calcular la funcion de Green potencial vectorial secundaria.

El programa resuelve la integral v;, 36 veces debido a que el ntimero de particio-
nes que tomamos para el cuerpo fue de 6 (valor que asumen los subindices m y
n) y encuentra una de las 9 componentes de FGPES, por lo que en total estaria

calculando 324 integrales, lo que justifica el tiempo de computo del programa.

Cuando ya se tienen las nueve componentes, de la FGPES (matriz 3 x 3), para
cada valor de m y n (hasta 6, en nuestro caso) se las arregla una seguida de otra
para formar una matriz (18 x 18), correspondiente a la funcién de Green de la
ecuacion (3.33); y que posteriormente serd sumada con las otras tres funciones de

Green para la obtencién final de la matriz [LL], presente en la ecuacién (3.20).

3Ver anexo 5
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» Para la funcion de Green potencial vectorial secundaria, FGPVS; calculamos ~s,
de (3.24), al igual que lo hicimos con ~;, usando solo la primer integral de la
descomposicidn, porque las restantes generan valores despreciables. Esto para las
componentes xx y yy que usan . Para hallar la componente zz de la FGPVS,
que usa G(R;), dada por (3.12), sélo se tiene que evaluar ésta funcion en las coor-
denadas de r y 7’ de tal forma que posicionen las celdas m y n, respectivamente.
Al igual que con la anterior funcién de Green, la FGPVS es una matriz 18 x 18,
que tiene por componentes las dadas por la ecuacién (3.40) y que serd sumada con

las dos restantes funciones de Green.

» Para la funcion de Green potencial escalar primaria, FGPEP; calculamos la inte-
gral resultante en (3.50) analiticamente y con el programa desarrollado. Cuando
se hace analiticamente como se indica en (3.52), los elementos de esta funcion de
Green son la combinacién de los términos €2,,,,, y P,,.,, para las componentes z,
yy y zz. Mientras que para los demds elementos, éstos son una combinacion de
los términos 7}, y Q. que se muestran en la ecuacion (3.55). Para implementar
estos términos en el programa notamos que las cuatro expresiones nacen cada una

de las integrales:

dudv 1 uv
Q= = —tan™' 4.2
//(b2+u2+v2)3/2 b o <b bZ+u2+112> 2
B dudv B (U 1 uv
r-| [ el G )] @
+u[ln(vb? + u? + v?2)— 1] +v[In(Vb? + v + v?)+u]
4.4)
vdudv
— - _ 2 1 2 4 02
T_//wﬁmuwwﬂ_ In [u + V0? + u? + v?] (4.5)

dud 1
Q Z//L = — [uvb® + u? + v+ (" +0%) In(VP? + u? + v2+u))

b2 +u? +v2 2
(4.6)

Con los anteriores resultados analiticos, se cred un programa que evalde €2, P,y

T, @ en los limites de integracion dados por (3.32) para construir la FGPEP.

» Para la funcién de Green potencial vectorial primaria FGPVP’ se calcula la inte-
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gral dada por (3.57) con los limites de integracion (3.32) utilizando directamente
el programa elaborado. Dentro de ésta rutina se crea una subrutina que evalde ésta
funcion de Green mediante (3.58) para una posterior comparacion con el método

de Simpson.

Los datos o condiciones iniciales que se usaron se muestran en el programa *. En el
sistema de ecuaciones (3.20), usaremos como campo eléctrico conocido el dado por[20].
Con estos datos se calculan cada una de las integrales que se encuentran dentro de las 4
funciones de Green, dadas por las ecuaciones (3.33), (3.40), (3.50) y (3.57).

Dentro del proceso de resolucion que se muestra en el programa, también se usé
otros programas cortos, que fueron de gran utilidad para ahorrar tiempo. Estos estdn
incluidos en el anexo 5, con su respectiva descripcion.

Cuando ya se tienen las cuatro funciones de Green diddicas, €stas son sumadas segin
lo indica (3.16), para obtener F,,, de la ecuacién (3.18) que se utiliza para construir
la matriz (L), presente en el sistema de ecuaciones (3.20)) el cual resolveremos por
descomposicion LU [24].

Finalmente, hacemos el andlisis comparativo entre los resultados encontrados con
nuestro programa y los resultados que se obtienen en el articulo por el método ahi em-
pleado. Con el fin de mostrar la funcionalidad del programa calculamos el campo eléc-
trico total sobre el cuerpo y el campo dispersado por éste, para mostrar comportamientos

esperados.

4Ver anexo 5
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RESULTADOS

A continuacidn, presentamos las gréificas correspondientes a la informacién que re-
copila el programa con su respectiva descripcion. Comenzamos por mencionar que para
la solucién iterativa, mas de la mitad del tiempo total de ejecucién se gasto para eva-
luacion de las funciones de Green y que con los parametros dados, el programa usa un
tiempo de ejecucion entre 12 y 14 minutos. El c6digo en Matlab, por cada conjunto de
pardmetros iniciales: o,., posicion del cuerpo respecto al origen' y tamafio del cuerpo,
resuelve un sistema de ecuaciones que considera un gran nimero de iteraciones para
obtener la solucion correspondiente al campo eléctrico total y al campo eléctrico disper-
sado.

Con el fin de comparar los métodos usados (Simpson y Analitico), se descompuso
la matriz L, que aparece en (3.20), en un vector fila para luego representarla en el plano
Datos vs Numero de datos como se puede en la figura 5.1. En la figura, se muestra las
matrices L1 y Lo con su parte real, correspondientes a la matriz L, pero con L, represen-
tando el método de Simpson y L, representando al método analitico. También se puede
ver que la diferencia entre los datos obtenidos es muy pequefia, indicindonos que para
el desarrollo de las integrales se puede usar uno u otro método, sin importar que las inte-
grales hayan sido con integrandos complicados y/o que sean expresiones que pertenecen

a funciones de variable compleja?.

La posicién del cuerpo esta dada por el vector que va desde el origen al vértice mas cercano
2Cabe mencionar que las integrales a las que nos referimos se intentaron resolver por el comando "int"
que posee Matlab, pero éste no brindo ninguna respuesta a ellas
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Farte real de las matrices L1 y L2

o : : : .
E L Foe T EE R ESTENN R ISESPREE _l
= : : : : : :
) | AR SO SRR D e RN L
1 @@@@@@@@@@@@@@@@@mm@@@@@@@@ ...... 4
A2k ............ ............ ............ ............ ........... i

?@I'@?@@@i@@@-@@?@@@@@g@@
1.4 L 1 i i i i

1] a0 100 160 200 250 300 350
MNumera de datos

Figura 5.1: Parte real de las matrices L1 y L2

Se realizé el mismo procedimiento anterior para la parte compleja de la matriz L y

se obtuvo:

Figura 5.2: Parte imaginaria de las matrices L1y L2

Una vez mads la convergencia entre los dos métodos es muy buena.

El programa que se desarrollé en un comienzo, solo nos brindaba un dato de campo
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eléctrico dispersado por cada ejecucidn, asi que obviamente no se podia observar como
éste cambia, por ejemplo, en funcién de la profundidad. Por esta razon, se lo implemento
para que nos arroje diferentes datos de campo (dispersado y total) por cada metro que el
cuerpo se aleje de la fuente, tomando como distancia maxima de alejamiento, 7 metros.
El programa que se obtuvo, como era de esperarse, se demora alredor de 96 minutos
en darnos informacién por cada ejecucion, truncando el tiempo que tenemos para su
andlisis e indicandonos lo complicado del método, a pesar de tener la tecnologia que
poseemos.

Con el programa implementado, se escogid por representar la parte real del campo

dispersado * en funcién de la profundidad, y con o, = 2 obteniéndose:

Figura 5.3: Campo dispersado cuando o, > 1. Las dimensiones del cuerpo son 1m en
x,2meny,y3men z

Como se puede apreciar, y era de esperarse, el campo eléctrico disperso se atentia con
la profundidad de una manera lenta, indicindonos posibles cambios dentro del suelo.

Para el campo total, decidimos representar, (con los mismos datos anteriores), en
superficies de nivel, la matriz que representa el campo de cada una de las particiones y

su aporte total (campo total):

3Escogimos la parte real del campo dispersado, porque es la parte que se puede comparar con medidas
obtenidas experimentalmente
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parte real del campo E parte imaginaria del campo E

03

nos

omzsd
ooz

not1g Lo
3

Figura 5.4: Campo total cuando o, > 1. Las dimensiones del cuerpo son 1m en x, 2m
eny,y3men z

Se puede ver que el campo total sobre el cuerpo, presenta una acumulacién hacia el
centro de él, debido a alta conductividad con respecto al medio. Por el momento, es lo

tinico que podemos mencionar, debido a las limitaciones del programa que disefiamos *.

Cuando se escogié que o, sea menor que uno, se obtuvo que el campo dispersado
una vez mds se atenta con la profundidad, pero en diferente medida, obviamente porque
se estd cambiando el comportamiento de las conductividades (Ver figura 5.5).

El resultado del campo eléctrico total dentro del cuerpo, cuando o, < 1 presenta un
cambio con respecto al caso, cuando o, > 1, segin lo muestra la figura 5.6. Se puede
observar que la parte real e imaginaria, muestran un incremento hacia los extremos del

cuerpo, porque ahora el cuerpo es menos conductivo.

4La principal limitacién que se adopt6 es que el nimero de particiones es pequefio
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Figura 5.5: Campo dispersado cuando o, > 1. Las dimensiones del cuerpo son 1m en
T,2meny,y3menz

parte real del campo E parte imaginaria del campo E

D.DDE

Figura 5.6: Campo total cuando o, < 1. Las dimensiones del cuerpo son 1m en x, 2m
eny,y3men z

Para seguir verificando la teoria, también se redujo el tamafio del cuerpo a la mitad:
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Figura 5.7: Campo dispersado cuando o, > 1. Las dimensiones del cuerpo son 0.5m en
z,Imeny,y 1.Omen z

Y como era de esperarse el campo dispersado, sigue disminuyendo lentamente con
la profundidad.

Y el campo eléctrico dentro del cuerpo, no se modifica en forma, solo en magnitud:

parte real del campo E parte imaginaria del campo E
0otd..
0.013

0012 Lo
3

Figura 5.8: Campo total cuando o, > 1. Las dimensiones del cuerpo son 0.5m en z, Im
eny,y l.omenz

Es l6gico pensar que lo que ocurre, con el campo cuando se aleja dirigiéndose hacia
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el fondo, también ocurra cuando se aleja en la direcciéon X, solo que ahora no tiene
que disminuir como antes, sino de manera "constante", y es lo que aproximadamente se

obtiene seglin lo muestra la siguiente figura:

Figura 5.9: Campo dispersado cuando o, > 1. Las dimensiones del cuerpo son 0.5m en
z, lmeny,y 1.5m en 2z y se ha movido en la direccion X

Y una vez mas el campo eléctrico total no cambia en forma, sino en magnitud:

parte real del campo E parte imaginaria del campo E
0mi5, 002
oot} 0.021 =

0013 Lo
3

Figura 5.10: Campo total cuando o, > 1. Las dimensiones del cuerpo son 0.5m en z,
Imeny,y 1l.5m en zy se ha movido en la direccion X
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En las anteriores graficas se tomo valores para 01 y 0, de tal manera que se pudiera
apreciar con detalle la disminucién del campo eléctrico dispersado en funcién de la
distancia con la cual se aleja el cuerpo de la fuente. Cuando decidimos tomar valores
para la conductividad > del orden de 108 para el cuerpo y del orden de 10° para la tierra,

esto es lo que sucede:

Figura 5.11: Campo dispersado cuando o, > 1. Las dimensiones del cuerpo son 0.5m
enx, lmeny,y 1l.Omen z

Se observa que la atentiacion del campo eléctrico dispersado cuando se incrementa
la profundidad, ocurre tan rapido que se pierde el efecto lento de decaimiento que se

venia presentando en los anteriores casos.

SDiferentes valores para la conductividad se los puede extraer de la tabla 1.7
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= El método usado para el andlisis del cuerpo enterrado maneja demasiadas varia-
bles, lo que sin el debido cuidado y concentracién puede hacer cometer errores
que al final serfan muy dificil de corregir. Un calculo répido de las variables im-
plicadas nos indica que son (3N) x (3N), para un cuerpo partido en N celdas.
Lo que en nuestro caso implica 324 variables (porque N = 6), a pesar de esto el
método que usa las funciones de Green, tiene la ventaja de que la gran mayoria de

las matrices son simétricas.

= El método de Simpson que usamos para resolver las integrales de Fredholm, nos
arroja muy buenos resultados seglin se muestra en el anterior capitulo. Ademas
de obtener resultados rdpidos para una integral definida, facilita mucho el calculo
de las mismas en variable compleja y se presta para el manejo de procesos re-
petitivos. Pero tiene una limitacion, que solo nos muestra resultados numéricos,
lo que dificulta, por ejemplo; el calculo de una derivada respecto a una variable.
Esto no ocurre con el método analitico, que al trabajar con variables, se puede
hacer cualquier tipo de operaciones, siempre y cuando tengamos las herramientas
suficientes, cosa que no ocurrié en nuestro caso', por eso se recurrié al método

numeérico.

= Lanotacion que se usa en el articulo [1] es demasiada simplificada, lo que produjo

LComo ejemplo podemos citar la ecuacién (3.57), la cual se intent6 realizar por los métodos de inte-
gracion aprendidos, incluso usando programas matematicos pero no se obtuvo ninguna respuesta
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muchos percances y confusion a la hora de su interpretacion y andlisis; y aunque
nosotros también intentamos escribir simplificadamente, el manejo de tantas va-
riables y resultados dificulta la notacién y el trabajo. El uso de las funciones de
Green diddicas ayuda en parte a simplificar la escritura, ya que tiene implicitas

nueve variables (representan matrices 3 X 3).

» La simetria observada, G(r,r") = G(r’,r), en las matrices que implican las fun-
ciones de Green refleja el principio de reciprocidad, lo que nos indica que al in-
tercambiar el transmisor por el receptor, la medida que representa G(r, ') no se

ve afectada.

= Con respecto al campo eléctrico dispersado, que se obtiene en el anterior capitulo,
podemos confirmar que éste se atenta con la profundidad sin importar el tamafio
del cuerpo y la magnitud de la conductividad relativa (mayor que uno o menor que

uno), esto se debe posiblemente a cambios en el medio en el cual esta enterrado.

= El resultado mostrado del campo eléctrico dispersado corresponde a la respuesta
electromagnética del cuerpo enterrado, y sélo fue obtenido con el fin de observar
un comportamiento que se esperaba, que decayera a los pocos metros de la super-
ficie. No lo podemos comparar con los resultados obtenidos por [1], porque ahi se
hace un estudio mas profundo de forma experimental a campo abierto y al cuerpo,
se lo divide en muchas partes. Mientras que lo nuestro es puramente descriptivo y

tedrico, con la limitacioén de que el cuerpo solo fue dividido en 6 partes.

= Comprobada la eficiencia del método que se usa en el articulo [1], que consistia
en cambiar celdas cubicas por celdas esféricas, y usar simetria esférica para el
desarrollo de una integral, se lo tendrd en cuenta para futuros célculos de integrales

de variable compleja y dificiles de integrar.
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RECOMENDACIONES

= Nosotros calculamos el campo eléctrico dispersado de manera numérica, y por las
mismas razones no podriamos seguir calculando el campo magnético.Pero segin
[1], se puede continuar con el cdlculo de manera analitica. Una vez se obtienen los
n campos de (3.20), éstos son sustituidos en (3.17) y al mismo tiempo se quitan
los subindices m a las variables que implican cantidades no primadas, quedando
el campo total E en funcién de la variable r y luego con la ecuacién (3.1), se

procederia a calcular el campo magnético.

= Aunque el programa se diseflo para un nimero fijo de particiones para el cuerpo,
éste se podria implementar para posteriores estudios y hacer que el nimero de
celdas sea definido por el usuario y que el programa se encargue de ubicar la
posicion de cada celda de manera automatica. Asi se podria deslimitar al programa

para que pueda manejar diferentes ndmeros de celdas.

= También queda abierta la posibilidad de cambiar el campo eléctrico incidente,
considerado aqui como una linea de corriente a otro tipo de campo, como por

ejemplo, el de una bobina y hacer el estudio correspondiente.
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Anexo A

Teoria electromagnética

A.1. Ecuaciones de Maxwell en el sistema internacional

Historicamente la teoria de electromagnetismo de Maxwell se basé en las leyes ba-
sicas de su tiempo. Su principal contribucion fue complementar la ley de Ampere con
un nuevo termino llamado la corriente de desplazamiento, compatible con la ecuacién
de continuidad y con la ley de Gauss. De estas ecuaciones es importante distinguir las
ecuaciones dependientes de las independientes y entender el significado de la forma de-
finida en contraste con la forma indefinida. Los significados de esos términos técnicos
serdn explicados brevemente. También mencionaremos las condiciones de frontera las
cuales han sido postuladas en la teoria electromagnética considerando las ecuaciones
diferenciales de Maxwell como el fundamento de esta teoria 2.

En la teoria de electromagnetismo de Maxwell hay tres ecuaciones independientes:

OB
oD
__9p
V-J——E (.3)

Donde, en el sistema internacional:

E=Campo eléctrico (V/m)
D=Densidad de flujo eléctrico (C'//m?)

2Para una mayor referencia ver[21]
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H=Campo magnético (A/m)
B=Densidad de flujo magnético (W/m?)
J=Densidad de corriente eléctrica (A/m?)

p=Densidad de carga eléctrica (C'/m?)

Se entiende que las cantidades de campo, incluyendo la densidad de corriente y la
densidad de carga, son funciones de la posicion y del tiempo. Tomando la divergencia
a (.1) y escogiendo la constante de integracién con respecto al tiempo igual a cero,

obtenemos:

V-B=0 (4)

En una manera similar, tomando la divergencia de (.2) y eliminando J entre la ecua-

cién resultante y (.3), tenemos:

V-D=p (.5)

Puesto que (.4) y (.5) son consideradas derivadas de (.1) ~ (.3), esas dos ecuaciones
deben ser tratadas como ecuaciones dependientes en el sistema completo de ecuacio-
nes de (.1) ~ (.5). Asi tomaremos de (.1) ~ (.3) como ecuaciones independientes y (.3)
con (.4) como ecuaciones dependientes. Las tres ecuaciones independientes consisten
de siete ecuaciones diferenciales escalares, ya que cada ecuacion vectorial consta de
tres ecuaciones escalares. Por eso tenemos dieciséis funciones escalares desconocidas.
Es obvio que las tres ecuaciones independientes no son suficientes para formar un sis-
tema completo de ecuaciones para encontrar las funciones desconocidas. Designaremos
(.1) ~ (.3) como las ecuaciones de Maxwell en la forma indefinida siempre que las
relaciones constitutivas entre las cantidades de campo no sean especificadas. Bajo tal
condicién, una forma de describir la teoria de Maxwell es introducir dos vectores de

campos materiales, P y M, los cuales son definidos como:

D=¢E+P (.6)
B = o (H+ M) ¢7)

Donde:
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P=Polarizacién (C'/m?)
M=Magnetizacién (A/m)
eo=Constante eléctrica en el vacio=8.854 x 10712(F/m)

1io=Constante magnética en el vacio=4m x 10~7 (H /m)

Cuando E, H, P, y M son usados, el nimero de variables y el nimero de ecuaciones
es el mismo, y las caracteristicas esenciales de las ecuaciones de Maxwell no son altera-
das. Esta es la propiedad de invarianza de las ecuaciones de Maxwell. Para algin evento
dado, si queremos tener las ecuaciones de Maxwell de forma definida necesitamos mas
informacién. Esta informacién adicional es proveida por las relaciones constitutivas en-
tre las cantidades de campo. Por ejemplo, en un medio simple isotrépico, las cantidades

de campo se relacionan asi:

D =¢E (.3)
B =uH .9)
J=0E (.10)

Donde €, pi, y o fueron definidas con anterioridad y pertenecen al medio. Ecuaciones
(.8) ~ (.10) proveen nueve relaciones escalares mas, que hacen el nimero de variables y
el nimero de ecuaciones compatibles. En muchos problemas de frontera, las relaciones
constitutivas entre D, E y H son usualmente conocidas mientras la funcién densidad
de corriente J es tratada como la fuente, como en nuestro trabajo, donde nos interesa
encontrar soluciones para E y H en términos de J y que satisfacen ciertas condiciones
de frontera. Asi si el medio bajo consideracion es el aire, lo cual es practicamente el

vacio, las formas definidas de las ecuaciones de Maxwell llegan a ser:

OH
VxE——ME? 11)
OF
VxH=J+ea5 (.12)
__9p
V~J——at (.13)
V- (uoH) =0 (.14)

V- (qE)=p (.15)
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A.2. Campos electromagnéticos monocromaticos en el

vacio

Cuando los campos en las ecuaciones de Maxwell son funciones que oscilan armé-
nicamente con una frecuencia angular particular, w (en rad/s), el sistema de ecuaciones
puede ser simplificado considerablemente usando la funcién temporal e~**. Con esta
consideracion las ecuaciones de Maxwell, en el vacio con una funcién fuente J, toman

la forma:

V x E = iwpoH (.16)
V x H =J — iweE (17)
V- J = iwp (.18)

V- (E) = p (.19)
V- (uoH) = 0 (.20)

Eliminando Hy E entre (.16) y (.17), obtenemos:
V xV xE —k*E = iwueJ (21)

VxVxH-FH=Vx]J (.22)

Donde k = w,/fio€g = 27/ A, es el nimero de onda medido en m~!y X denota la
longitud de onda en el vacio, medida en m. Las ecuaciones (.21) y (.22) son designadas
como ecuaciones vectoriales de onda inhomogéneas, de Helmholtz y para resolverlas se

utiliza la técnica de las funciones de Green diadicas, sujetas a condiciones de frontera.

A.3. Condiciones de Frontera

A continuacién mostramos la tabla que resume las condiciones de frontera asociadas
con las correspondientes ecuaciones diferenciales, y sus casos los cuales son frecuen-
temente encontrados en problemas de condiciones de frontera[21]. Consideramos un

conductor ideal como aquel que no presenta campo eléctrico dentro.
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Ecuacion diferencial Condicién de frontera

1.ﬁ1 X (E1 —Eg) =0

VxE=-2% 2.4 x (E; —Ey) =0

3n xE; =0

1.h;, x (H — Hy) =K
VxH=J+2 2.0; x (H; —Hy) =0

348, x H =K

LV, K=—n-(J; - J») - %
vVoJ=-2 2.0, - (Jy —Jp) = 2

3.V, - K=—h; - J, — %
Ln; - (D; — D) = ps

V-D=p 20, - (D —Dy) = p,

V-D=p 1.0y cot(D; — Dy) = ps
ln, - (B —By) =0

V-B=0 2n;- (B —By) =0
3n;-B; =0

Casol. Condicién de frontera general. Caso2. Cuando ninguno de los
dos medios adyacentes es un conductor. Caso3. Cuando el medio 2 es

un conductor

Tabla .1: Condiciones de frontera para diferentes ecuaciones diferenciales

En la tabla .1 K representa la densidad de corriente superficial y p, representa la
densidad de carga superficial, y ny, es el vector unitario que apunta desde la interfaz al
medio. Las demostraciones de estas condiciones de frontera, nacen de las ecuaciones
de Maxwell en forma integral y se pueden consultar en Chen To Tai[Dyadic Green

functions in EM Theory]
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A.4. Funcion de Green escalar en el vacio

La funcién de Green en el vacio G(r,7’) para una ecuacion de onda escalar tridimen-

sional, satisface la ecuacion [22]:
V2G(r,r') + K*G(r,7") = =0(r — 1) (.23)

Y también debe satisfacer la condicion de radiacion:

, oG N
Jim R<@ . sz) — 0 (24)

Donde hemos hecho el cambio de variable r — 7’ = R, y el problema adquiere si-
metria esférica. Usando coordenadas esféricas, la ecuacion en termino de la coordenada
radial R toma la forma:

1 d [ dG

- 2_ 2 - _
=57 | R dR} +k2G = —§(R)

Con 0 < R < ooy la condicién de radiacién (.24). Para R > 0, la funcién G
satisface la ecuaciéon homogénea:
1 d dG

war P ) + G =0

O su forma equivalente:

9*(RG)
IR

Esta ecuacidén admite una solucidn de la forma:

+ k*(RG) =0

RG(R) = Ae™ 4 Be™ ™"

AeikR Be—ikR
G(R) =~ + = (.25)

Donde Ay B, son constantes arbitrarias. Para que se satisfaga la condicion de radia-

cion, debemos escoger B = 0. luego la solucién (.25) se transforma en:

A ez‘kR

G(R) =~
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Para determinar A, se integra la ecuacion (.23), sobre una superficie esférica de radio

e: Se. De la definicion de la funcion delta, esta integral debe ser igual a:

lim [ (V2 +k*)G(R)dV = —1

e—0 Vv

Donde dV = 47 R?*dR. Sustituyendo (.25) con B = 0 obtenemos:

€ ez’kR €
4r Alim [ / (V25— R2dR + K / e’kRRdR} =1
0 R 0

e—0
La segunda integral se anula, mientras que el termino restante es integrado por medio

del teorema de la divergencia de Gauss, con la parte vectorial dada por:

A ikR A ikR 1
gAl 06 Ae (z’k——)
R OR R R
De donde:
A ikR 1
i [ 2% —1mm [ A€ (zk; - —)ds — 1
e—0 S, R e—0 S. R R
Cuando ¢ — 0, se tiene que A = ﬁ. En consecuencia, la funcion de Green toma la
forma:
ik R
G(R) =
(F) 4R

Esta es la funcion de Green de espacio libre. Fisicamente, esta funcion representa el
alejamiento de ondas esféricas radiando siempre desde la fuente en el origen.

Con el punto fuente en 77, la funcion esta dada por:

— 7/
e ik|r—r’|

G(r,r") (.26)

Ar|r — 1|
El signo menos nos asegura que la funcién cumple con las condiciones de frontera

en el infinito.
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Analisis Diadico

B.1. Diadicas

Esta seccion introducird algunas formulas de andlisis diddico, el cual es una exten-
sion del andlisis vectorial a un nivel més alto y si se quiere profundizar recomendamos
[21]y [18].

Una funcién vectorial o un vector F , usando el convenio de suma de Einstein y

expresado en un sistema cartesiano, se define por:

Donde F; con i = 1,2, 3 denota las tres componentes escalares de F y x; junto con
x; denota los vectores unitarios y las variables cartesianas en las direcciones z, y, z del
plano tridimensional, respectivamente. De ahora en adelante, se entendera que el indice
en el convenio de Einstein siempre corre de 1 a 3 a menos que se especifique otra cosa.

Ahora consideramos tres distintas funciones vectoriales denotadas por:

Entonces una funcién diddica o simplemente una diddica, que denotaremos por F,

puede ser formada y definida por:
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Donde F; con j = 1,2,3 son las tres componentes vectoriales de [F. En (.29) la
colocacion de F; y X; debe guardar ese orden (de yuxtaposicion).

Sustituyendo (.28) en (.29) podemos escribir [F en la forma:

F = F&X; (.30)

Donde las F;; son designadas como las nueve funciones escalares que componen
y el doblete X;X; como las nueve unidades diddicas o diadas, cada una siendo formada

por un par de vectores en ese orden, los cuales no son conmutativos; esto es:

%% # X%, (31)

La transpuesta de una diddica IF serd denotada por F” y es definida por:

]FT — )A(ij - EJPA(JJA(,L - F}Z)A(Z)A(] (32)

Comparando (.32) con (.29) y (.30) miramos que las posiciones de F; y X; en F han
sido intercambiadas, o la componente escalar F;; en IF ha sido reemplazada por F)j; en
[FT'; de aqui la nomenclatura de transpuesta.

Una diddica simetrica, denotada por Fg, es caracterizada por Fj; = Fj;;

FL =TFgq (.33)

Por eso una diddica simetrica tiene solo seis componentes escalares distintas, aunque
todavia tiene nueve terminos o componentes diddicos.
Una diddica antisimetrica, denotada por I, es caracterizada por [;; = —I; de aqui

que F;; =0para:z=1,2,3y:

FI' = —F, (.34)

Una diadica antisimetrica, por eso, tiene solo tres componentes escalares distintas
si no consideramos el signo como distintivo, y seis componentes diddicas diferentes de
cero.

Un caso especial de una diadica simetrica es descrita por:
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Ej = 17 t=7
Fij 5@]

Donde 6;; denota la funcion delta de Kronecker. Esta diddica es denotada por I, y es

llamada idem factor. Su expresion explicita es:

Asi mismo se puede definir la diadica delta de Kronecker:

- I sim=mn

>
3
S

|

O sim#n
Donde O es la diadica nula. Una diddica por si misma, como una matriz, no tiene
propiedades algebraicas. Juega un rol de un operador cuando ciertos productos son for-
mados. En particular, podemos definir dos productos escalares entre un vector a y una

diddica F. El producto escalar anterior denotado por a - [F, es definido por:

a-F=(aF)%=>Y aF (.37)
1]

El cual es un vector. El producto escalar posterior, denotado por [F - a, es definido

por:

F.-a= Fj ()2] . a) = Z ajﬂjf(i = Z CLiFjif(j (38)
N b,J

Y también es un vector. En general, los dos productos escalares no son iguales al

menos que [ sea una diddica simetrica. Para alguna diddica tenemos la relacién:

a-(F)' =F-a (.39)

La cual es una importante identidad en anélisis diddico. Como un resultado de (.33)

y (.34), uno encuentra que:

a-Fg=Fg-a (.40)
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a-F,=-F,-a (41)

Si F, = I, entonces:

a-I=I-a=a (.42)

Esta es la razén por la cual I es designada como un idem factor.
Tenemos también dos productos vectoriales entre un vector a y una diddica [F. El

producto vectorial anterior, denotado por a x [F, es definido por:

axF= (a X Fj)i(j (43)

El producto vectorial posterior denotado por [F x a, es definido por:

Fxa= F] (X] X a) (44)

Esos productos vectoriales son ambos diddicos, y no hay relacion similar a (.39) para

esos dos productos.

En analisis vectorial tenemos la siguiente identidad que involucra tres vectores:

A-BxC)=B-(CxA)=C-(AxB) (.45)

Las tres identidades pueden ser generalizadas para que involucren diadicas. Consi-

deramos tres distintos sets de las identidades con tres diferentes vectores C;; esto es:
A-BxC;)=-B-(AxC;)=(AxB)-C, (.46)

Con j = 1,2, 3. Observese el cambio de posicion de C;, con la intencion de yuxta-
poner en la posicion posterior el vector unitario X;. Lo yuxtaponemos en cada termino

de (.46) y sumamos las tres ecuaciones resultantes respecto a j, para obtener:

A-BxC)=-B-(AxC)=(AxB)-C (.47)

Asi hemos elevado los triple productos vectoriales a un mas alto nivel involucrando
una diadica y dos vectores. Mientras que en (.46) los resultados son escalares, en (.47)
los resultados son vectores. Ademas de lo hecho, podemos elevar el vector B en los dos

ultimos terminos de (.47) a diadica, considerando tres distintas ecuaciones de la forma:



Anexo B: Andlisis Diddico 82

—(AxC)"-B;=C" (A xB)) (.48)

Yuxtaponiendo un vector unitario en la posicion posterior de los dos terminos en

(.48) y sumando las tres ecuaciones resultantes con respecto a j, obtenemos:
~(AxO)T-B=C" (A xB) (.49)

Cada termino es el producto escalar de dos diadicas, y el resultado da una identidad

de dos diadicas.

A continuacion introduciremos algunas definiciones y formulas que involucran dife-
renciacion e integracion de funciones diadicas.

La divergencia de una funcién diddica, denotada por V - I, es definida por:

OF;

ij ¢

(.50)

la cual es una funcién vectorial. El rotor de una funcién diddica, denotado por V x IF,

es definido por:

VxF=(VxF)x =) (VF;x%)% (.51)
4,J
Donde hemos usado la identidad vectorial:

V x (.FZJPA(J) = V.FZJ X )A(j (52)
para derivar (.51), y es una funcién diddica. En adicion a esas dos funciones, encon-
traremos el gradiente de una funcién, denotada por VF, el cual es una diddica, y esta
definido por:
. oF; . .
VF = (VE)%; = EJ: a—xjxixj (.53)
Cuando una funcién diddica es construida con un idem factor I y una funcién escalar
f enlaforma F = fT, entonces:

V- F=V({T)=V-(fx)xi= "X =Vf (.54)
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Lo cual es un vector, y:

Lo cual es una diadica.

Para mostrar el comportamiento de las diadicas dentro de las integrales, vamos a
elevar a forma diadica, un conocido teorema integral, el teorema de Green vectorial de

primera clase. Para esto consideramos tres distintos sets del teorema:

/[(VxP)-(Vij)—P-VxVij]dV:jl{ﬁ-(PxVij)dS (.56)
\%4

S
Con j = 1,2, 3. Yuxtaponiendo un vector unitario X; en la posicion posterior de
todos los terminos de (.56) y sumando las tres ecuaciones resultantes, obtenemos el

teorema de Green diadico vectorial de primera clase:

/[(VXP)-(VXQ)—P-VxVx@]dV:j{ﬁ-(PxVx@)dS (.57)
1% S

Aun mas, podemos elevar tambien el vector P de (.57) a diadica. Para esto reescribimos
(.57) asi:

/[(V xQ)H(VxP)—(VxV XQ)T-P]dV—j{(ﬁxP)-(V XQ)dS—]{(V x Q) (hxP)dS
1% S 5 (58)
Siguiendo el mismo procedimiento ya mencionado en anteriores casos, podemos

escribir el teorema de Green diadico-diadico de primera clase:

/[(VXQ)T»(VXIP’)—(V><VXQ)TIP’]dV:Jq{(ﬁxIP’)o(Vx@)dSz]{(VXQ)T«(ﬁxIP’)dS
v s s (59)
Como se puede ver, al elevar una ecuacion vectorial a diadica, el procedimiento no afecta

las propiedades de las integrales, permitiendo trabajar con ellas normalmente.
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B.2. Ecuaciones de Maxwell en forma diadica

Con el fin de introducir el concepto de funciones de Green diddicas en la teoria elec-
tromagnética de una manera coherente, vamos a transformar las ecuaciones de Maxwell
a forma diddica. Consideramos tres sets de campos oscilando arménicamente con la
misma frecuencia y en el mismo medio los cuales son producidos por tres distintas dis-
tribuciones de corriente J; con j = 1,2, 3. Las ecuaciones de Maxwell para esos campos

son de la forma:

V x E; = iwpoH; (.60)
V x H; = J; — iweoE; (61)
V-] = iwp; (.62)

V- (€E;) = p; (.63)
V- (uoH;) =0 (.64)

Asumimos el vacio como el medio bajo consideracion. Para otro medio homogéneo
isotrépico simplemente reemplazamos las constantes jiy y € por i y €. Utilizaremos la
notacion (1, xe, x3) para los tres ejes coordenados. Yuxtaponiendo un vector unitario
X; en la posicién posterior de (.60) ~ (.64) y sumando los tres sets de ecuaciones con

respecto a j, obtenemos las ecuaciones de Maxwell en forma diddica:

V x E = iwpoH (.65)
VxH=]J—-iweE (.66)
V.-J=1iwp (.67)

V- (eF) = p (.68)

V- (uoH) =0 (.69)
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Donde:
E = Ex =) EjX% (.70)
H = Hjﬁj:iﬂijﬁiﬁj (71)
i
J = Jjﬁj:ZJijﬁiﬁj (.72)
p = piX; : (.73)

De acuerdo a la nomenclatura de anéalisis diddico introducida en el anexo A, una
funcién diddica como [E tiene tres componentes vectoriales E;, y la funcién densidad
de carga vectorial p tiene tres distintas distribuciones de carga escalar. p no tiene el
significado fisico normal de una cantidad vectorial, o sea su magnitud carece de sentido
fisico. Debemos considerar las tres distribuciones de corriente las cuales corresponden a
tres dipolos eléctricos infinitesimales localizados en r = r’ y orientados en la direccién

X1, X2, X3 ; entonces:

Jj = cjé(r - I',))A(j, j = (1, 2, 3) (74)

Donde c; denota el momento de corriente de los dipolos, esto es:

///J]dV = ij(j (75)

Normalizamos el momento de corriente tal que:

wwpoc; = 1 (.76)

Entonces:

Z'CL)/LOJ]‘ = 5(1’ — I'/>)A(j (77)

Bajo esta condicidn, introducimos un set de nuevas notaciones para las varias fun-

ciones diadicas obtenidas:

E =G, (.78)

wpeH = Gy, (.79)
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iwped = T16(r — ') (.80)
_ g Ygse_v
p= z’wv J= k2V6(r r') (.81)

Donde k& = w/lip€g = w/cy ¢ = 1/ /o€ es la velocidad de la luz en el vacio.
La expresion para p en la forma del gradiente de una funcién delta es una consecuencia
de (.54). Con este cambio de notacién de (.65) ~ (.69), excluyendo (.67), pueden ser

escritas en la forma:

V xG. =G, (.82)

V x G, =16(r — ¥') + k’G, (.83)
]' /

V-G, = —EV(S(r—r) (.84)

V-Gn=0 (.85)

La relacién entre J y p es descrita por (.67). La funcién G, asi definida, es llamada
funcién de Green diddica eléctrica, y la funcién G,,, es llamada funciéon de Green diddica

magnética. Si escribimos esas funciones en la forma:

G. = Gu%; (.86)

Entonces G.; y G,; denotan, respectivamente, la funcion de Green vectorial del
tipo eléctrico y magnético. Fisicamente, G.; representa el campo eléctrico debido a un

dipolo eléctrico infinitesimal orientado en la direccién X; y localizado en r = r’, o sea:

Ge = G(r, 1) (.88)
G = G (r, 1) (.89)

Donde r denota el vector posicion del campo puntual y 1’ el de la fuente puntual.
En adicion a las ecuaciones de Maxwell, las condiciones de frontera generales es-

tablecidas anteriormente puede también ser escritas en forma diddica. En particular, las
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condiciones de frontera para los campos eléctrico tangencial y magnético serdn escritas

en la forma:

ix (EX —E7) =0 (.90)
A x (HF —H) = J, (91)

Donde n denota el vector unitario normal apuntando desde una interface al lado
positivo de la superficie y J; denota la densidad de corriente superficial. Considerando
tres sets de campos eléctricos debido a tres dipolos eléctricos infinitesimales ortogonales

podemos escribir (.90) en una forma diddica, esto es:

e

ax (GH-G,)=0 (.92)

B.3. Funciones de Green diadicas en el vacio

Las funciones de Green eléctrica y magnética satisfacen (.82) y (.83). Eliminando

una de ellas de esas dos ecuaciones, obtenemos:
V xV xG,— kG, =15r—7) (.93)

V xV x G, — kG, =V x [[§(r—1) (.94)

El método para encontrar la expresién para la funcién de Green en el vacio, G,
consiste en sustituir G en la ecuacién diferencial para G.y. Continuamos, usando la

identidad (.132), la (.93) se puede escribir como :

~ V3G +VV -G - kG =1I5(r—r) (.95)

Por otra parte, tomando la divergencia de (.93), con G, reemplaza por G, obtenemos:

V-VxVxG-V-(kG)=V-(I§r—-r)

Usando la identidad (.133) y teniendo en cuenta (.54), la ecuacion anterior queda:

_V - (k*G) = Vi(r — 1)
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Que reordenando terminos da:

1 /
V-G:—ﬁVcS(r—r) (.96)

Sacando el gradiente a (.96) y reemplazando en (.95), tenemos:

]' / /
~V*G — ﬁvva(r —1) - kG =15(r — 1)

(V24 k%) Geo = — (11 + %vv) S(r—r') (.97)

Ahora, recordando (.23) y aplicandole el operador (]I + k%VV) , y ordenando termi-

nos tenemos:

(V2 + k(I + %VV)G(?", )y =—-(I+ %VV)d(r —r')

Por ultimo comparando, la anterior ecuacion con (.97), podemos afirmar que:

1

G=(I+ 12 VV)G(r,r")
0
G(r,r") = (H - %VV') G(r,r") (.98)

Con G(r, ") dada por (.26).
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Ejemplos utiles

C.1. Uso de funcion de Green escalar para resolver una

ecuacion diferencial

Los ejemplos que presentamos a continuacion son desarrollados de manera no muy
estricta, ya que el objetivo es solo instructivo; dar una idea répida al lector de como fun-
cidéna el procedimiento como tal. Para un estudio mas estricto el lector se puede referir

a[23] 18]y [22].

Sea la ecuacion diferencial :

f(@)3s +g(x) =0 (.99)
Sujeta a las condicidnes:
0<r <l
{ (.100)
f0)=f(1)=0
Donde f(x)., indica la segunda derivada de f(z) con respecto a  y g(x) es una
d2

funcién conocida. Haciendo L = (el operador lineal segunda derivada), podemos

T dz2e

escribir:
Lf(z) = g(x) (.101)

Sea L™, el operador lineal inverso a L, tal que L™'Lf(x) = f(x), entonces aplicando

L~ a(.101), podemos considerar la solucién de la forma:

89
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f() = Lgla) = [ Glaag(e')ds’ (102)
Donde 0 < z/ < 1y G(z, ") es conocida como la funcion de Green escalar, y es una

funcidn a determinar, que depende de = y 2. Siguiendo con el procedimiento, aplicamos

L a (.102), para obtener:

Lf(z) = /L[G(x, ' )g(x')]da' = /g(m’)L[G(m, x')]dz! (.103)
Dado que (.103) debe ser igual a (.101), entonces podemos hacer uso de la funcién

delta de dirac, (z — z’) y una de sus propiedades, imponiendo:
LG(z,2") = 6(x — ) (.104)
Ya que entonces:

[ oG s = [ @)oo - )i’ = g(a)

Para hallar G(x, 2") integramos por partes (.102), teniendo en cuenta de (.99), que

—fw(a’) = [ g(a’)dz’, entonces:

/G@fmwwﬂ=ﬂ%ﬂFh@W—/Ph@ﬂﬂ%ﬂw’
Pero, usando la identidad:

fz’ (x,)Gx’ ([E, (L’/) = % [f(x,)Gx’ (ZE, l’/)] - f(I/>Gac’$’(x7 ZL',)

Xz

Tenemos que:
/mLmammeﬁamfmmﬂ+/Liva ’]f@ﬁm@wﬂw’

= (e ) o () + [()Go(z, 1) /f o)’
(.105)

Evaluando (.105), en los limites de integracion y condicidnes (.100), se reduce a:

Aamwmw:awmm G, 1) (1 /f o))’
(.106)
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Si hacemos que G(x, x') satisfaga las condiciones (.100) que satisface f(z'), pero en

el sistema primado, entonces:

G(z,0) = G(z,1) =0 (.107)

— Gz, 2") = 0(x — 1) (.108)

Son dos condicidnes necesarias para que (.106), sea satisfecha.

Hemos vuelto al principio, donde tenfamos una ecuacién diferencial y sus condicio-
nes iniciales. Pero el método nos brinda la ventaja de replantear el problema buscando
o construyendo una funcién G(z, z’), que solo dependa de la forma de la ecuacién di-
ferencial y de sus condicidnes iniciales y no de g(x). Eso sin mencionar que nos da la
solucién directa en forma integral, como lo muestra la ecuacion (.102).

Integrando (.108) respecto a 2/, y tendiendo en cuenta que H,/(x —2') = —d(x —2'),

donde H(z — z'), es la funcién Heaviside, tenemos:

—Gy(x,2') = /5($ —2)dr' = — / Hy(x —2")d2' = —H(x — ') + Cy

Volviendo a integrar, y ahora teniendo en cuenta que, [ H(x — 2')dz’ = —(z —

')H(x — z’), tenemos:
G(x,2') = (zr — 2 )H(z — 2') — C12’ — Cy

Donde (' y (5 son constantes de integraciéon que se pueden determinar con las
condicidnes iniciales, (.107).
Una vez hallada G(z, 2’), se reemplaza en (.102) y se integra en el dominio dado:

0<x<1.

En lineas generales el método resuelve una ecuacion del tipo Lf(z) = g(x), donde
L es un operador diferencial lineal y g(z) es una funcién conocida. Para esto se plantea
la solucién f(z) = [ G(z,2")g(2')d2’, y se construye o encuentra G (z, z'), teniendo en
cuenta que debe satisfacer LG(z,2") = §(x — 2’) y las condiciénes iniciales de f(z),
pero en el sistema primado.

Las funciones de Green Diadicas, cumplen los mismos principios de las funciones

de Green escalares, y el proceso para resolver una ecuacion diferencial que ahora es
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vectorial, es muy semejante. A continuacion presentaremos un cuadro comparativo con

los dos procedimientos, y algunas de sus caracteristicas.

Funcion de Green escalar G(r, ')

Funcion de Green diadica G(r, ")

Nace de la ecuacidn diferencial

Lip(r) = 5(r)

Nace de la ecuacion diferencial

LF(r)=S(r)

Se encuentra en la solucion, del tipo

Y(r)= [, G(r,xr)S(r)dv

Se encuentra en la solucioén, del tipo
F(r) = [,G(r,r) - S(r')dv'

Satisface la ecuacion diferencial
LG(r,x') =6(r —1')

Satisface la ecuacion diferencial
LG(r,x) =16(r — 1)

Es simétrica, o sea: G(r,r') =
G(r',r)

G(r,r') Es simétrica, o sea:

G(r,r') = G(r',r)

G(r,r’) es la medida del campo en
un punto r debido a una fuente pun-

tual §(r — r’) ubicada en r’

G™(r,r’) el la componente = del
campo en el punto r debido a
una fuente puntual unitaria y-

direccionada ubicada en v’

La integral ¢)(r) es la superposicién

de los campos puntuales

La integral F(r) es el campo resul-
tante debido a todas las fuentes pun-

tuales

En ambos casos la propiedad de simetria, significa que la propagacion

(o la "medida”) de una onda de un punto r a un punto r’ es la misma

que la propagacién de unaondader’ ar

En tabla ¢(r) representa un campo escalar, S(r), una fuente escalar,

F(r), un campo vectorial y S(r), una fuente vectorial

Tabla .2: Comparacién de algunas propiedades y caracteristicas de las funciones de

Green
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C.2. Funcion de Green como solucion de la ecuacion de

Helmbholtz

El propdsito de este apartado es mostrar como se usaria el método de la funcién de
Green en 3 dimensiones. Pero antes, analicemos el caso para el campo de onda f(r)
generado por una fuente arbitraria g(r).

En tres dimensiones se busca, entonces resolver la ecuacion:
(V2 + k%) f(r) = —g(r) (.109)

Donde 7 € V C R3y V es el volumen de la funcién fuente. Es importante hacer
notar que se supone la fuente como —f y no +f en coherencia con la definicién de
la funcién de Green donde se supone por conveniencia el termino —d. Sabemos que la

ecuacion para la funcién de Green esta dada por:
(V2 + E*)G(r,r') = =6(r — ') (.110)

Multiplicando a toda la ecuacién (.109) por G, y a (.110) por f y ademas restando

los dos resultados, tenemos:
GV2f — fV2G = —Gg+ f§ (.111)

Suponemos que la fuente esta confinada en una regién infinita del espacio con un
volumen finito V', mientras que fuera de esta regién se supone que la fucion fuente es

cero. Integrando la ecuacién (.111) sobre V' y teniendo en cuenta que;

/ )80 —1)dV = f()

Se obtiene el siguiente resultado:
10) = [ oGy + [ (66" V2 1) = VGV
v v
Como en esta expresion la funcién f aparece en ambos lados, entonces dicha ecua-
cién no es propiamente una solucion para f. Para obtener una solucién en términos de
cantidades conocidas, podemos simplificar el segundo termino usando la identidad de

Green:

/ (GVAf — fV2G)dV = 7{ (GVf — fVQ) -ndS
|4 S
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Donde S es la superficie que contiene el volumen V' y n es el vector unitario nor-
mal a S. Ademas, si imponemos las condiciones de frontera homogénea de Dirichlet y

Neumann sobre la superficie S se tiene:

j{(GVf— fVG)-ndS =0
s
En consecuencia:
1) = [ 9161y
1%

El método descrito para encontrar el campo de onda no homogéneo, se puede aplicar

para resolver la ecuaciéon de Helmholtz no homogénea:

(V24K f(r) = =k*(r) f(r) (.112)

Donde 7 es una funcién no homogénea la cual es responsable de la dispersion del
campo de onda f, y por tanto se llama algunas veces, dispersor.
Teniendo presente el anterior desarrollo, la solucién con g(r) = k*y(r) f(r), es dada
por:
firh) = kQ/ Gy fdV + f(GVf — fVG) -ndS (.113)
Para calcular la integral de ‘;uperﬁcie, se fiebe escoger una condicién para el com-
portamiento de f sobre la superficie S de . Considérese el caso donde el campo de
ikr

onda incidente f¢ es una onda plana simple con amplitud unitaria e**" que satisfaga la

ecuacion de onda homogénea:
(V2+E*)fe(r) =0
Escogiendo la condicién f(r) = f¢(r) sobre la superficie de -y, obtenemos:
fir') = k:2/VG7de + ]i(Ger — f°VG) -ndS

Abhora, usando la identidad de Green, transformamos la integral de superficie en una

integral de volumen:

7§ (GVf¢ — f°VE) - ndS = / (GV2fe — °V2G)dV
S \4

Notese que: V2f¢ = —k%2f¢y V2G = —0 — k?G, de lo cual se obtiene:

/V (GV2fe — fV2@)dV = /V sfedv = fe



Anexo C: Ejemplos iitiles 95

Por tanto escogiendo el campo f igual al campo de onda incidente f¢ sobre la super-
ficie de -y, obtenemos una solucién de la forma f = f©+ f%, donde f* = k* [, Gy fdV.

El campo de onda f? frecuentemente se conoce como campo dispersor.
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Identidades utiles

D.1. Identidades vectoriales

A-BxC)=B-(CxA)=C-(AxB)
Ax(BxC)=(A-C)B—(A-B)C
V (ab) = aVb+ bVa
V-(aB)=aV-B+B-Va

V x (aB) =aV xB —B x Va

V- (AxB)=B-VxA-VxB
VA-B)=AXxVxBxVxA+(A-V)B+(B-V)A
Vx(AxB)=AV-B-BV-A-(A-V)B+(B-V)A

V- (Va) = V%a

96

(.114)

(.115)

(.116)

(.117)

(.118)

(.119)

(.120)

(.121)

(.122)
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V- (VA) = VA (.123)
Vx(VxA)=V(V-A) - VA (.124)
V x (Va) =0 (.125)
V- (VxA)=0 (.126)

D.2. Identidades diadicas
A-BxC)=-B-(AxC)=(AxB)-C (.127)
Ax(BxC)=B-(AxC)—(A-B)C (.128)
V (aB) = aVB + (Va)B (.129)
V- (aB)=aV - -B+ (Va)-B (.130)
V X (aB) =aV x B+ (Va) x B (.131)
Vx(VxA)=V(V-A) - VA (.132)
V- (VxA)=0 (.133)
A-B=B)"- A (.134)

T

AxB=—|B)" x A] (.135)
C©)" AxB)=—(AxC)"-B (.136)
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D.3. Teoremas integrales
/ V- AdV = j{A.ﬁds (.137)
\%4 S
/V-de = %ﬁ-@ds (.138)
\% S
/(VXA)-ﬁdS:fA-dl (.139)
S L
/ VfdV = 7{ fadS (.140)
\% S
/ VxAdV:j{ﬁxAdS (.141)
% S
/ﬁ x VfdS = }{ fdl (.142)
S L
/ VGV = ?{ GndsS (.143)
\% S

Demostracion de (.143):

Partimos del teorema de la divergencia, ecuacién (.137), y hacemos A = ¢G, donde

¢ es un vector constante arbitrario y G es una funcion escalar arbitraria también. Usando

(.117), tenemos que:

V. (¢cG)=GV-c+c VG =c VG

Sustituyendo (.144) en (.137) tenemos

/V-chV:j{cG-ﬁdS
1% s

Al ser ¢ constante, lo podemos sacar de la integral, resultando:

c-/VG’dV—c-%GﬁdS
1% s

Por tanto, para todo ¢, se cumple (.143)

(.144)
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D.4. Series de Taylor

2 3 4

ex:1+x+%+%+%+~- (.145)
1n(1ix):ix—%gi%3—%4i-.- (.146)
sen(x):x—g—j—l—z—?—i—!?%—--- (.147)
cos(m)zl—;—j—i-z—?—z—?—i---- (.148)
tan(x):x+%3+21—x55+--- (.149)

Para z < 1 pueden usarse las siguientes aproximaciones:

e ~1+x (.150)
In(l+z)~+x (.151)
senr ~ T (.152)
cosx ~ 1 (.153)

tanr ~ x (.154)
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Codigo del programa

Para el desarrollo del programa final se us6 diferentes codigos, que se fueron imple-
mentando poco a poco hasta obtener el resultado final. El primero que se obtuvo es el
que calcula una integral definida de una variable, por regla de Simpson.

%$Programa que calcula integral definida por regla de Simpson
function [Ix]=IIsimpsonlv(f,x1l,x2)%,yl)

format compact; format short e

syms x

%$Int=int (f,x,x1,x2)% integral opcional para comparar respuesta
Sxxxkxxkxxxxinicia regla simpson 3/8 simplexxxxxx*xx

nn=18; $=input (' numero de segmentos a dividir en el metodo:’);

h=(x2-x1) /nn; r=0;

if (-1)"nn==-
x2=x2-(3xh) ; nn=nn-3; e=x2+h;
ff=x2+2%h; g=x2+3xh; p=g-x2;

a=limit (f,x,’right’);
x=e; %x1
b=limit (f, x);
x=ff; %$x2
c=limit (f, x);
x=g; %x3
1=1limit (f, x, " left’);
r=(p)* ((a+3xb+3%c+1)/8);
end $x*xxx*xxxxfin regla simpson 3/8 simplexxxkxxkkxxxkxx
Sxxkxkxkkxxkxxxinicia regla de simpson 1/3 compuesta *x**x*%k*x*
SHhkxkxkkkkxxxsuma evaluaciones impares de la funcion * %
g=0; x=x1;
for ii=1:nn;
if (-1)"ii==1
k=limit (f, x);
q=q+k;

end

100
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x=x+h;
end
Sx*xxxxxxsuma de las evaluaciones pares de la funcion * %
s=0; x=x1+h;
for 1i=2:nn;
if (-1)"ii==-1
k=limit (f, x);
s=s+k;
end
x=x+h;
end
$xxevaluacion de el primero y el ultimo valor en la funcion %
syms x
al=x1;
d=limit (f,x,al,’right’);
bl=x2;
D=1limit (f,x,bl,’left’);
$se reemplaza directamente en la formula de simpson 1/3
t=(h/3) *x (4xg+2xs+d+D) ;
Shxxxxxkkxxxxxxfin de regla simpson T/ 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kK ok ok Kk kK
Sxxxxxxxla respuesta se muestra como la suma de las dos reglas:
Ix=t+r;

end
A continuacion se implementd el anterior cédigo para que calcule integrales dobles.

function [Ixy]=IIsimpson2v(f,x1l,x2,yl,y2)

%calcula la integral doble de f y la evalua en x1 x2 yl y2

format compact; format short e

syms X y

%$Int=int (int (f,x,x1,x2),v,y1l,v2)%Integral para comparar respuesta
Sxxkxkxkxxsxxinicia regla simpson 3/8 simplexx*x**x*x

nn=6; $=input (' numero de segmentos a dividir :7);

nnl=6; $=input (' numero de segmentos a dividir :7);

h=(x2-x1)/nn; r=0;

if (-1)*nn==-1
x2=x2—-(3%h); nn=nn-3; e=x2+h;
ff=x2+2xh; g=x2+3xh; pP=g-x2;

x=x2; %x0
a=limit (f,x,’right’); %f(x0)
x=e; %x1
b=limit (f,x);%$f (x1)
x=ff; %$x2
c=limit (f,x); %$f(x2)
x=g; %x3
1=1limit (f,x,’left’); %f(x3)
r=(p) * ((a+3xb+3%c+1)/8);
end $x*xx*xxxxfin regla simpson 3/8 simplexxxkxxkkxxkxx

$x+x+xinicia regla de simpson 1/3 compuesta anidada % *****
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Sxx+xxxsuma de las evaluaciones impares de la funcionxx
g=0; x=x1;
for ii=1:nn;
if (-1)"ii==1
k=limit (f, x);
g=q+k;
end
x=x+h;
end
$*+xsuma de las evaluaciones pares de la funcionx*
s=0; x=x1+h;
for ii=2:nn;
if (-1)"ii==-1
k=limit (f, x);
s=s+k;
end
x=x+h;
end
%evaluacion de el primero y el ultimo valor en la funcionxx
syms x
al=x1;
d=limit (f,x,al,’right’);
bl=x2;
D=1limit (f,x,bl,’left’);
%se reemplaza directamente en la formula de simpson 1/3
t=(h/3) * (4%q+2%s+d+D) ;
Shkkkkhkhkhkkhkrkrkkhkrkxkkxkxxxf1in de regla simpson T/ 3xkkskhskhkhkhkhkkkkxkxkxk
%la respuesta se muestra como la suma de las dos reglas:
I=t+r;
SHkkkxkkkkxxx*AHORA LA INTEGRAL RESPECTO A Yk kxk***
Sxxkxkxkxkkxxxinicia regla simpson 3/8 simplex*xx*x**x
hl=(y2-y1l)/nnl; rl=0;
if (-1)"nnl==-1

y2=y2-(3xhl); nnl=nnl-3; el=y2+hl;
ffl=y2+2+xhl; gl=y2+3%hl; pl=gl-y2;
y=y2 %x0

al=limit (I,y,’right’) %f(x0)
y=el; %x1

bl=1limit (I,y);%f(x1)

y=£ffl; %x2

cl=limit (I,y); $f(x2)

y=gl; %x3
11=1limit (I,y,’left’); %f(x3)

rl=(pl)* ((al+3xb1l+3%cl+11)/8);
end $x*xxxx*xx+fin regla simpson 3/8 simples s &k x*x**x*
$x+x+xinicia regla de simpson 1/3compuesta anidadax*x*x*x**
$xxsuma de las evaluaciones impares de la funcionxx
ql=0; y=y1;

for ii=1l:nnl;
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if (-1)"ii==
k1=1imit (I,vy);
ql=qgl+kl;
end
y=y+hl;
end
%$suma de las evaluaciones pares de la funcionxx
s1=0; y=yl+hl;
for ii=2:nnl;
if (-1)"ii==-1
kl=1limit (I,vy);
sl=sl+kl;
end
y=y+hl;
end
%evaluacion del primer y el ultimo valor en la funcionwx
syms y
az=yl;
dl=limit (I,y,a2,’'right’);
b2=y2;
Dl1=1imit (I,y,b2,’left’);
%se reemplaza directamente en la formula de simpson 1/3
tl=(hl/3)* (4xgl+2xs1+d1+D1);
Shkkkkhkrkxkkxxkxkxxfin de regla simpson T/ 3k okk ok okok ok ko ok ok ok ok ok ok ok Kk ok kK kK
%la respuesta se muestra como la suma de las dos reglas:
Ixy=tl+rl;

end

Finalmente, implementamos una vez mads, el anterior cédigo, para que calcule inte-
grales triples definidas.

function [Ixyz]=Isimpson3v(f,x1l,x2,yl,y2,z1,2z2)
%calcula la integral triple de f y la evalua en x1 x2 yl y2 zl z2
syms X y z
%$Int=int (int (int (£, x,x1,x2),y,v1l,v2),2z,21,22)% para comparar la respuesta
nn=18; $=input (' numero de segmentos a dividir :7);
nnl=18;
nn2=18;
Sxxxxkxxxxxxxinicia regla simpson 3/8 simplexxxxx*xx*x
h=(x2-x1)/nn; r=0;
if (-1)*nn==-1
x2=x2-(3xh); nn=nn-3; e=x2+h;
ff=x2+2xh; g=x2+3*h; pP=g-x2;
x=x2; %x0
a=eval (f); %f (x0)
x=e; %x1
b=eval (f); %f (x1)
x=ff; %x2
c=eval (f); %f(x2)
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x=g; %x3
l=eval (f); %f(x3)
r=(p) * ((a+3xb+3xc+l) /8);
end $x*xx*xxxxfin regla simpson 3/8 simplexxxkxxkxxxkxx

Sxkxkkkxkkxkkxkxkxxxxinicia regla de simpson 1/3 compuesta anidadar %% ***

Sxxkxxkxxkxxxsuma de las evaluaciones impares de la funcion * %
g=0; x=x1;

for ii=1l:nn;
if (-1)"ii==
k=eval (f);
g=q+k;
end
x=x+h;
end
%$suma de las evaluaciones pares de la funcion * %
s=0; x=x1+h;
for ii=2:nn;
if (-1)"ii==-1
k=eval (f);
s=s+k;
end
x=x+h;
end
%$evaluacion de el primero y el ultimo valor en la funcion * %
x=x1;
if x==x1

d=eval (f);

X=X2;
if x==x2
D=eval (f);
end
%$se reemplaza directamente en la formula de simpson 1/3
t=(h/3) * (4*q+2*s+d+D) ;
Sxxkxxkxkkxxxxxxxfin de regla simpson T/ 3k ok ok ko, ok ok ko k k kK ok ok kK ok ok kK Kk
%la respuesta se muestra como la suma de las dos reglas:
I=t+r;
%AHORA LA INTEGRAL RESPECTO A Y
Sxxxxkxxxxxxxinicia regla simpson 3/8 simplexxxxx*x*x

hl=(y2-y1l)/nnl; rl=0;

if (-1)"nnl==-1
y2=y2-(3xhl); nnl=nnl-3; el=y2+hl;
ffl=y2+2+xhl; gl=y2+3xhl; pl=gl-y2;
y=y2; %x0

al=eval (I); %f(x0)
y=el; %x1
bl=eval (I);%f (x1)
y=£ffl; %x2
cl=eval(I); %f(x2)
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y=gl; %x3
ll=eval(I); %f(x3)
rl=(pl) * ((al+3xb1l+3xcl+11)/8);
end $x*xx*xxxxfin regla simpson 3/8 simplexxxkxxkxxxkxx
Sxkxkkkkxkkxkxkxxxxinicia regla de simpson 1/3compuesta anidadax*x*x*x**
%$suma de las evaluaciones impares de la funcion *x
ql=0; y=yl;
for ii=1l:nnl;
if (-1)"ii==
kl=eval (I);
gl=qgl+kl;
end
y=y+hl;
end
%$suma de las evaluaciones pares de la funcion * %
s1=0;y=yl+hl;
for ii=2:nnl;
if (-1)*ii==-1
kl=eval(I);

sl=sl+kl;
end
y=y+hl;
end
%$evaluacion de el primero y el ultimo valor en la funcion * %
y=y1l;
if y==yl
dl=eval (I);
end
y=y2;
if y==y2

Dl=eval (I);

end
%$se reemplaza directamente en la formula de simpson 1/3
tl=(h1l/3)* (4xgl+2+xs1+d1+D1);
Sxxkxkkkxkkxkxxkxxkxx+xfin de regla simpson T/ 3ok ook ok ko ok k k& ok ok kK kK ok Kk kK
%la respuesta se muestra como la suma de las dos reglas:
Il=tl+rl;
Sxxxxxxx*x*AHORA LA INTEGRAL RESPECTO A Z
Sxxxxkxxxxxxxinicia regla simpson 3/8 simplexxxxx*x*x

h2=(z2-z1) /nn2; r2=0;

if (-1)*nn2==-1
z2=22-(3xh2); nn2=nn2-3; e2=z2+h2;
f£f2=22+2+h2; g2=z2+3%h2; pl=g2-2z2;

z=z2; %x0
az=eval (I1); %f(x0)
z=e2; %x1
b2=eval (I1);%f (x1)
z=f£f2; %x2
c2=eval (I1); %f(x2)
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12=eval (I1); %f(x3)
r2=(pl) * ((a2+3*b2+3xc2+12)/8);
end $x*xx*xxxxfin regla simpson 3/8 simplexxxkxxkxxxkxx

Sxkxkkkkxkkxkxkxxxxinicia regla de simpson 1/3compuesta anidadax*x*x*x**

%$suma de las evaluaciones impares de la funcion * %
qz2=0; z=z1;

for ii=1:nn2;
if (-1)"ii==1
k2=eval (I1);
q2=q2+k2;
end
z=z+h2;
end
%$suma de las evaluaciones pares de la funcion * %
s2=0;z=z1+h2;
for i1ii=2:nn2;
if (-1)7"ii==-1
k2=eval (I1);

s2=s2+k2;
end
z=z+h2;
end
%$evaluacion de el primero y el ultimo valor en la funcion * %
z=z1;
if z==z1
d2=eval (I1);
end
z2=22;
if z==2z2
D2=eval (I1);
end

%$se reemplaza directamente en la formula de simpson 1/3
t2=(h2/3) x (4xgq2+2xs2+d2+D2) ;

t2;

SxxkkkxxkhhkxxxkkkxxxxFin de regla SIMPSON 1/ 3% %k k& & %k k& & %k k% & & % % %
Sfprintf ("Resultado ’);

%la respuesta se muestra como la suma de las dos reglas:

Ixyz=t2+r2;

end

Ahora que ya podemos calcular, con los anteriores c6digos, las integrales implicadas
en el trabajo, pasamos a disefar el programa que calcule la funcién de Green total. El
siguiente programa, llamado F'F'G D, calcula la magnitud de la parte real del campo

dispersado, para los datos introducidos (sigmal, sigma2, W1, L1, D, W, L, DE)

{(sigmal, sigma2,wl,L1,D,W,L,DE )}
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function [ MEdt ] = FFGD(sigmal,sigma2,wl,L.l1,D,W,L,DE )

%$El programa arroja la magnitud del campo electrico dispersado a partir
%de los datos de entrada .Suponemos los siguientes valores para el medio
%$para la posicion del cuerpo y para sus particiones

format short ; format compact

w=100000/pi; %frecuencia de la onda menor que 100000 hz
mu0=4xpix0.0000001; $Permeabilidad del espacio libre entre 0.025 y 0.2 (T*m/A)
%$sigmal=0.1; %$conductividad del medio 1 (tierra) entre 0.025 y 0.2 (S/m)
%$sigma2=0.2; $conductividad del medio 2 (cuerpo) (S/m)
sigmar=(sigma2/sigmal)-1;%sigma relativa=(sigma2/sigmal)-1

I0=2; %corriente suministrada (A)

kl=sqgrt (-li*wxmuO*sigmal) ; $constante de propagacion en la tierra

kO=sqgrt (-3%x11%x0.001) ;% constante de propagacion en el aire

N=6; % numero de particiones del objeto (VALOR NO MODIFICABLE)
FWl=1; % distancia x del vertice del objeto mas cercano, al origen
sL1=1; % distancia y del vertice del objeto mas cercano, al origen
%D=1; % distancia z del vertice del objeto mas cercano, al origen
SW=1; % ancho del objeto (en x)

$L=2; % largo del objeto (en y)

$DE=3; % alto del objeto (en z)

Vt=W+L*DE; % volumen total del objeto, que tambien es NxDe”3
De=(Vt/N)~(1/3);% "De" es la arista de cada celda

F————————— coordenadas de cada una de las 6 celdas ————————————————

x1=W1+De/2; x2=W1+De/2; x3=W1+De/2; x4=W1+De/2; x5=W1+De/2; x6=W1+De/2;

y1=L1+De/2;y3=L1+De/2;y5=L1+De/2;y2=L1+3% (De/2);y4=L1+3«% (De/2);y6=L1+3x (De/2);

z1=D+De/2; z2=D+De/2; z3=D+3 (De/2) ; z4=D+3* (De/2) ; z5=D+5« (De/2) ; z6=D+5* (De/2) ;
F—— vectores posicion de la celda m y n-————————————————

xm=[x1 x2 x3 x4 x5 x6];xn=[x1 x2 x3 x4 x5 x6];

ym=[yl y2 y3 y4 y5 y6ljyn=[yl y2 y3 y4 y5 yél;

zm=[z1 z2 23 z4 z5 z6];zn=[z1 z2 23 z4 z5 z6];

f———— Inicia rutina para calcular componentes de FGPEP ————————————————
gama3mnrxx=zeros (N, N) ; gama3mnsxx=zeros (N, N) ; H3mnxx=zeros (N, N) ;
gama3mnrxy=zeros (N, N) ; gama3mnsxy=zeros (N, N) ; H3mnxy=zeros (N, N) ;
gama3mnrxz=zeros (N,N) ; gama3mnsxz=zeros (N, N) ; H3mnxz=zeros (N, N) ;
gama3mnryx=zeros (N,N) ; gama3mnsyx=zeros (N, N) ; H3mnyx=zeros (N, N) ;
gama3mnryy=zeros (N, N) ; gama3mnsyy=zeros (N, N) ; H3mnyy=zeros (N, N) ;
gama3mnryz=zeros (N,N) ; gama3mnsyz=zeros (N, N) ; H3mnyz=zeros (N, N) ;
gama3mnrzx=zeros (N,N) ; gama3mnszx=zeros (N, N) ; H3mnzx=zeros (N, N) ;
gama3mnrzy=zeros (N,N) ; gama3mnszy=zeros (N, N) ; H3mnzy=zeros (N, N) ;

gama3mnrzz=zeros (N,N) ; gama3mnszz=zeros (N, N) ; H3mnzz=zeros (N, N) ;

g3rxx=zeros (N,N) ; g3sxx=zeros (N, N) ; Gpepxx=zeros (N, N) ;
g3rxy=zeros (N, N) ;g3sxy=zeros (N, N) ; Gpepxy=zeros (N, N) ;
g3rxz=zeros (N,N) ;g3sxz=zeros (N,N) ; Gpepxz=zeros (N,N) ;
g3ryx=zeros (N, N) ;g3syx=zeros (N, N) ; Gpepyx=zeros (N, N) ;
g3ryy=zeros (N, N) ;g3syy=zeros (N, N) ; Gpepyy=zeros (N, N) ;
g3ryz=zeros (N,N) ;g3syz=zeros (N,N) ; Gpepyz=zeros (N, N) ;

g3rzx=zeros (N,N) ;g3szx=zeros (N,N) ; Gpepzx=zeros (N,N) ;
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g3rzy=zeros (N,N) ;g3szy=zeros (N,N) ; Gpepzy=zeros (N, N) ;

g3rzz=zeros (N,N) ;g3szz=zeros (N,N) ; Gpepzz=zeros (N, N) ;

for m=1:N;
for n=1:N;
if m~=n
S——————— coordenadas del vector r=rm-rn’-——————————————-—

zmn=zm(m) —zn (n) ; xmn=xm(m)-xn(n); ymn=ym(m)-yn(n);

F————= Para los limites de integracion usamos:

Cx=xn (n) ; Cy=yn(n); Cz=zn (n);
F——m——————= XX componente por metodo simpson—---—-——---—
xmnr=xmn+De/2; xmns=xmn-De/2;

I=QIsimpson2v;%$llama al programa

syms X y

fhlxx=(1/ (4*pi))* ((xmnr)/ ((xmnr) "2+ (ym(m) =x) 2+ (zm(m) -y) *2) ~(3/2) + (k1 "2xxmnr) /.. ..
(2+sgrt ((xmnr) "2+ (ym(m) =x) "2+ (zm(m) -y) *2) ) = (1i*xk1”"3*xmnr) /3) ;

gama3mnrxx (m,n)=I (fblxx,Cy-De/2,Cy+De/2,Cz-De/2,Cz+De/2);

fh2xx=(1/ (4*pi))* ((xmns) / ((xmns) "2+ (ym(m) —=x) *2+ (zm (m) -y) *2) ~(3/2) + (k1 "2xxmns) /.. ..
(2xsgrt ((xmns) "2+ (ym(m) =x) "2+ (zm(m) -y) *2) ) - (1i*xk1"3*xmns) /3) ;

gama3mnsxx (m, n) =I (fb2xx,Cy-De/2,Cy+De/2,Cz-De/2,Cz+De/2);

H3mnxx (m, n) =—gama3mnrxx (m, n) +gama3mnsxx (m, n) ;

F————————— por metodo analitico —-—-——-—-——-
ul=zmn+De/2; u2=zmn-De/2; br=xmn+De/2;
vl=ymn+De/2; v2=ymn-De/2; bs=xmn-De/2;
Iop=Q@Evalop;

g3rxx (m,n)=Iop(kl,De,br,ul,u2,vl,v2);
g3sxx (m,n)=Iop(kl,De,bs,ul,u2,vl,v2);
Gpepxx (m, n) =—-g3rxx (m,n) +g3sxx (m, n) ;
F————————— XY componente por metodo simpson--—-—-—————-——

ymnr=ymn+De/2; ymns=ymn-De/2; Dx=xm(m); Dz=zm(m);

fblxy=(1/ (4*pi)) * ((Dx-y)/ ((Dx-y) "2+ (ymnr) "2+ (Dz-x) "2) " (3/2)+(k1"2x (Dx-y)) /.. ..
(2xsqrt ( (Dx—y) “2+ (ymnr) *2+ (Dz-x) *2)) —(1ixk1"3% (Dx-y)) /3);

gama3mnrxy (m,n)=I (fblxy,Cz-De/2,Cz+De/2,Cx-De/2,Cx+De/2) ;

fb2xy=(1/ (4*pi)) * ((Dx-y)/ ((Dx-y) "2+ (ymns) "2+ (Dz-x) "2) * (3/2)+(k1"2x (Dx-y)) /.. ..
(2xsqgrt ( (Dx—y) “2+ (ymns) *2+ (Dz-x) *2) ) —(1ixk1"3% (Dx-y)) /3);

gama3mnsxy (m,n)=I (fb2xy,Cz-De/2,Cz+De/2,Cx-De/2,Cx+De/2) ;

H3mnxy (m, n) =—gama3mnrxy (m, n) +gama3mnsxy (m, n) ;

F————————— por metodo analitico-——-—-—--————-
ul=zmn+De/2; u2=zmn-De/2;br=ymn+De/2;
vl=xmn+De/2; v2=xmn-De/2;bs=ymn-De/2;
Itg=Q@Evaltqg;

g3rxy (m,n)=Itqg(kl,br,ul,u2,vl,v2);

g3sxy (m,n)=Itg(kl,bs,ul,u2,vl,v2);

Gpepxy (m, n) =-g3rxy (m,n) +g3sxy (m, n) ;

Fm—mm = X7 componente por simpson----—-—————————-—

zmnr=zmn+De/2; zmns=zmn-De/2; Dx=xm(m); Dy=ym(m);

fblxz=(1/(4*pi) ) * ((Dx—x)/ ((Dx—x) "2+ (Dy-y) "2+ (zmnr) "2) "~ (3/2) +(k1"2% (Dx-x))/....
(2*sqrt ( (Dx-x) "2+ (Dy-y) "2+ (zmnr) *2) ) - (1ixk1"3x (Dx-x)) /3);

gama3mnrxz (m,n)=I (fblxz,Cx-De/2,Cx+De/2,Cy-De/2,Cy+De/2) ;
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fb2xz=(1/ (4*pi)) * ((Dx—-x)/ ((Dx—-x) "2+ (Dy-y) "2+ (zmns) *2) * (3/2) +(k1"2x (Dx-%x)) /....

(2+xsgrt ((Dx-x) "2+ (Dy-y) *2+ (zmns) *2)) — (1ixk1"3% (Dx-x))/3);
gama3mnsxz (m,n)=I (fb2xz,Cx-De/2,Cx+De/2,Cy-De/2,Cy+De/2) ;
H3mnxz (m, n) =—gama3mnrxz (m, n) +gama3mnsxz (m, n) ;

F—————————— por metodo analitico-——————————-

ul=ymn+De/2; u2=ymn-De/2;br=zmn+De/2;

vli=xmn+De/2; v2=xmn-De/2;bs=zmn-De/2;

Itg=Q@Evaltqg;

g3rxz (m,n)=Itg(kl,br,ul,u2,vl,v2);

g3sxz (m,n)=Itqg(kl,bs,ul,u2,vl,v2);

Gpepxz (m, n)=-g3rxz (m,n) +g3sxz (m, n) ;

Fm—m— YX componente por simpson—-—---——-—-

fblyx=(1/ (4*pi))* ((Dy—-x)/ ((xmnr) "2+ (Dy-x) "2+ (Dz-y) *2) "~ (3/2)+(k1"2% (Dy-x))/....
(2+sgrt ((xmnr) "2+ (Dy-x) "2+ (Dz-y) *2)) = (1ixk1"3x (Dy-x))/3);

gama3mnryx (m,n)=I (fblyx,Cy-De/2,Cy+De/2,Cz-De/2,Cz+De/2);

fb2yx=(1/ (4*pi))* ((Dy—-x)/ ((xmns) "2+ (Dy-x) "2+ (Dz-y) *2) * (3/2)+(k1"2% (Dy-x))/....
(2+sgrt ((xmns) "2+ (Dy-x) "2+ (Dz-y) *2)) = (1ixk1"3% (Dy-x))/3);

gama3mnsyx (m, n) =I (fb2yx,Cy-De/2,Cy+De/2,Cz-De/2,Cz+De/2);

H3mnyx (m, n) =—gama3mnryx (m, n) +gama3mnsyx (m, n) ;

F—————————= por metodo analitico-—-—-------------—=

ul=zmn+De/2; u2=zmn-De/2;br=xmn+De/2;

vl=ymn+De/2; v2=ymn-De/2;bs=xmn-De/2;

Itg=Q@Evaltqg;

g3ryx (m,n)=Itg(kl,br,ul,u2,vl,v2);

g3syx (m,n)=Itg(kl,bs,ul,u2,vl,v2);

Gpepyx (m,n) =—-g3ryx (m,n) +g3syx (m, n) ;

F—————————— YY componente por simpson--—--——————-——-—

fblyy=(1/ (4%pi)) * ((ymnr)/ ((Dx-y) "2+ (ymnr) "2+ (Dz-x) "2) " (3/2)+ (k172 (ymnr))/....
(2*sqgrt ((Dx-y) "2+ (ymnr) 2+ (Dz-x) *2) ) - (1ixk1”"3x (ymnr)) /3);

gama3mnryy (m,n)=I (fblyy,Cz-De/2,Cz+De/2,Cx-De/2,Cx+De/2) ;

fb2yy=(1/ (4*pi)) * ((ymns)/ ((Dx-y) "2+ (ymns) "2+ (Dz-x) *2) " (3/2) + (k172 (ymns) ) /.. ..
(2*sqgrt ((Dx-y) "2+ (ymns) "2+ (Dz-x) "2) ) - (1ixk1”"3x (ymns)) /3);

gama3mnsyy (m,n)=I (fb2yy,Cz-De/2,Cz+De/2,Cx-De/2,Cx+De/2) ;

H3mnyy (m, n) =—gama3mnryy (m, n) +gama3mnsyy (m, n) ;

F—————————— por metodo analitico-————------""-""-----——---——

ul=zmn+De/2; u2=zmn-De/2;br=ymn+De/2;

vl=xmn+De/2; v2=xmn-De/2;bs=ymn-De/2;

Iop=Q@Evalop;

g3ryy (m,n)=Iop(kl,De,br,ul,u2,vl,v2);

g3syy (m,n)=Iop(kl,De,bs,ul,u2,vl,v2);

Gpepyy (m, n) =-g3ryy (m, n) +g3syy (m, n) ;

Fm—m YZ componente por simpson ———-———————————

fblyz=(1/(4*pi)) * ((Dy-y)/ ((Dx-x) "2+ (Dy-y) "2+ (zmnr) *2) "~ (3/2) + (k1"2% (Dy-y)) /.. ..
(2xsqrt ( (Dx-x) “2+ (Dy-y) *2+ (zmnr) *2)) — (1ixk1*3% (Dy-y)) /3);

gama3mnryz (m,n)=I (fblyz,Cx-De/2,Cx+De/2,Cy-De/2,Cy+De/2) ;

fb2yz=(1/(4%pi))* ((Dy-y)/ ((Dx-x) "2+ (Dy-y) "2+ (zmns) *2) * (3/2) + (k1"2% (Dy-y)) /. ...
(2xsgrt ((Dx-x) "2+ (Dy-y) *2+ (zmns) *2)) - (1ixk1"3% (Dy-y)) /3);

gama3mnsyz (m,n)=I (fb2yz,Cx-De/2,Cx+De/2,Cy-De/2,Cy+De/2) ;

H3mnyz (m, n) =—gama3mnryz (m, n) +gama3mnsyz (m, n) ;
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F—————————— por metodo analitico-———--—-—-----——-
ul=xmn+De/2; u2=xmn-De/2;br=zmn+De/2;

vl=ymn+De/2; v2=ymn-De/2;bs=zmn-De/2;

Itg=Q@Evaltqg;

g3ryz (m,n)=Itqg(kl,br,ul,uz,vl,v2);

g3syz (m,n)=Itg(kl,bs,ul,u2,vl,v2);

Gpepyz (m,n)=-g3ryz(m,n)+g3syz (m,n);

Fm—mm = ZX componente por simpson---—-—----

fblzx=(1/ (4%pi)) * ((Dz-y) / ( (xmnr) *2+ (Dy—x) *2+ (Dz—y) *2) * (3/2) + (k1”2 (Dz-y) ) /. . ..
(2xsqrt ( (xmnr) ~2+ (Dy-x) *2+ (Dz-y) *2)) — (1ixk1*3% (Dz-y))/3);
gama3mnrzx (m,n)=I (fblzx,Cy-De/2,Cy+De/2,Cz-De/2,Cz+De/2) ;
fb2zx=(1/ (4%pi)) * ((Dz-y) / ( (xmns) *2+ (Dy—x) *2+ (Dz—y) *2) * (3/2) + (k1*2% (Dz-y) ) /. . . .
(2+sgrt ((xmns) "2+ (Dy-x) "2+ (Dz-y) *2)) = (1ixk1"3x (Dz-y)) /3);
gama3mnszx (m, n) =I (fb2zx,Cy-De/2,Cy+De/2,Cz-De/2,Cz+De/2);
H3mnzx (m, n) =—gama3mnrzx (m, n) +gama3mnszx (m, n) ;

F—————————= por metodo analitico-—-—----"""""""-"--————
ul=ymn+De/2; u2=ymn-De/2;br=xmn+De/2;

vl=zmn+De/2; v2=zmn-De/2;bs=xmn-De/2;

Itg=Q@Evaltqg;

g3rzx (m,n)=Itg(kl,br,ul,u2,vl,v2);

g3szx (m,n)=Itg(kl,bs,ul,u2,vl,v2);

Gpepzx (m,n)=-g3rzx (m,n)+g3szx (m,n) ;

F————————— ZY componente por simpson-------
fblzy=(1/ (4*pi))* ((Dz-x)/ ((Dx-y) "2+ (ymnr) "2+ (Dz-x) ~2) "~ (3/2)+(k1"2% (Dz=x))/....
(2+sqgrt ((Dx-y) "2+ (ymnr) "2+ (Dz-x) *2)) = (1ixk1"3% (Dz-x)) /3);

gama3mnrzy (m,n)=I (fblzy,Cz-De/2,Cz+De/2,Cx-De/2,Cx+De/2);

fb2zy=(1/ (4*pi))* ((Dz—-x)/ ((Dx-y) "2+ (ymns) "2+ (Dz-x) ~2) "~ (3/2)+(k1"2% (Dz-x))/....
(2xsqgrt ((Dx-y) "2+ (ymns) "2+ (Dz-x) *2)) - (1ixk1"3% (Dz-x)) /3);

gama3mnszy (m,n)=I (fb2zy,Cz-De/2,Cz+De/2,Cx-De/2,Cx+De/2) ;

H3mnzy (m, n) =—gama3mnrzy (m, n) +gama3mnszy (m, n) ;

F————————— por metodo analitico-———------------------——

ul=xmn+De/2; ul2=xmn-De/2;br=ymn+De/2;

vl=zmn+De/2; v2=zmn-De/2;bs=ymn-De/2;

Itg=Q@Evaltqg;

g3rzy (m,n)=Itg(kl,br,ul,u2,vl,v2);

g3szy (m,n)=Itg(kl,bs,ul,u2,vl,v2);

Gpepzy (m,n)=-g3rzy (m,n) +g3szy (m,n) ;

S ZZ componente por simpson--—--——--—

fblzz=(1/(4*pi)) * ((zmnr)/ ((Dx-x) "2+ (Dy-y) "2+ (zmnr) *2) * (3/2)+ (k12 (zmnr) ) /....
(2*sqgrt ( (Dx-x) "2+ (Dy-y) "2+ (zmnr) *2) ) = (1ixk1”"3x (zmnr)) /3);

gama3mnrzz (m,n)=I(fblzz,Cx-De/2,Cx+De/2,Cy-De/2,Cy+De/2) ;

fb2zz=(1/ (4*pi)) * ((zmns) / ((Dx—-x) "2+ (Dy-y) "2+ (zmns) *2) * (3/2)+ (k1”2 (zmns) ) /.. ..
(2*sqrt ( (Dx-x) "2+ (Dy-y) "2+ (zmns) *2) ) - (1ixk1”3x (zmns)) /3);

gama3mnszz (m,n)=I (fb2zz,Cx-De/2,Cx+De/2,Cy-De/2,Cy+De/2) ;

H3mnzz (m, n) =—gama3mnrzz (m, n) +gama3mnszz (m, n) ;

F————————— por metodo analitico-——----------------m————

ul=xmn+De/2; u2=xmn-De/2;br=zmn+De/2;

vl=ymn+De/2; v2=ymn-De/2;bs=zmn-De/2;

Iop=Q@Evalop;
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g3rzz (m,n)=Iop(kl,De,br,ul,u2,vl,v2);
g3szz (m,n)=Iop(kl,De,bs,ul,u2,vl,v2);
Gpepzz (m,n)=-g3rzz (m,n)+g3szz (m,n);
Fm——— = Fin componentes fuera de la diagonal-———-————-—
else m=n;

zmn=0; xmn=0; ymn=0;

F—————————— para los limites de integracion--—---—-——————————-
Cx=xn (n) ; Cy=yn(n); Cz=zn (n);

g———— - XX componente por simpson--———————————--—
xmnr=xmn+De/2; xmns=xmn-De/2; $xm(m) — (xn (n) +De/2) ;

I=@IIsimpson2v;%$llama al programa

syms X y

folxx=(1/ (4*pi))* ((xmnr)/ ((xmnr) "2+ (ym(m) -=x) "2+ (zm(m) -y) *2) ~(3/2) + (k1 "2xxmnr) /.. ..
(2+sgrt ((xmnr) "2+ (ym(m) =x) 2+ (zm(m) -y) *2) ) = (1i*k1"3*xmnr) /3) ;

gama3mnrxx (m,n)=I (fblxx,Cy-De/2,Cy+De/2,Cz-De/2,Cz+De/2);

fh2xx=(1/ (4*pi))* ((xmns) / ((xmns) "2+ (ym(m) —=x) *2+ (zm (m) -y) *2) ~(3/2) + (k1 "2xxmns) /.. ..
(2+sgrt ((xmns) "2+ (ym(m) =x) "2+ (zm(m) —=y) *2) ) - (1i*xk1"3*xmns) /3) ;

gama3mnsxx (m, n) =I (fb2xx,Cy-De/2,Cy+De/2,Cz-De/2,Cz+De/2);

H3mnxx (m, n) =—gama3mnrxx (m, n) +gama3mnsxx (m, n) ;

F—————————= por metodo analitico-—-—---"""""""""""------———
ul=zmn+De/2; u2=zmn-De/2;br=xmn+De/2; bs=xmn-De/2;
vl=ymn+De/2; v2=ymn-De/2;

Iop=Q@Evalop;

g3rxx (m,n)=Iop(kl,De,br,ul,u2,vl,v2);

g3sxx (m,n)=Iop(kl,De,bs,ul,u2,vl,v2);

Gpepxx (m, n) =—-g3rxx (m,n) +g3sxx (m, n) ;

F————————— XY componente por simpson—------—-—-—

ymnr=ymn+De/2; ymns=ymn-De/2; Dx=xm(m); Dz=zm(m);

fblxy=(1/ (4*pi)) * ((Dx-y)/ ((Dx-y) "2+ (ymnr) "2+ (Dz-x) "2) " (3/2)+(k1"2x (Dx-y))/....
(2xsqgrt ( (Dx—y) “2+ (ymnr) *2+ (Dz-x) *2)) - (1ixk1"3* (Dx-y)) /3);

gama3mnrxy (m,n)=I (fblxy,Cz-De/2,Cz+De/2,Cx-De/2,Cx+De/2) ;

fb2xy=(1/ (4*pi)) * ((Dx-y)/ ((Dx-y) "2+ (ymns) "2+ (Dz-x) "2) *(3/2) +(k1"2x (Dx-y)) /.. ..
(2xsqgrt ( (Dx—y) “2+ (ymns) *2+ (Dz-x) *2) ) —(1ixk1"3% (Dx-y)) /3);

gama3mnsxy (m,n)=I (fb2xy,Cz-De/2,Cz+De/2,Cx-De/2,Cx+De/2) ;

H3mnxy (m, n) =—gama3mnrxy (m, n) +gama3mnsxy (m, n) ;

F————————— por metodo analitico-————-------——
ul=zmn+De/2; u2=zmn-De/2;br=ymn+De/2; bs=ymn-De/2;
vli=xmn+De/2; v2=xmn-De/2;

Itg=Q@Evaltqg;

g3rxy (m,n)=Itqg(kl,br,ul,u2,vl,v2);

g3sxy (m,n)=Itg(kl,bs,ul,u2,vl,v2);

Gpepxy (m, n) =-g3rxy (m,n) +g3sxy (m, n) ;

F————————— XZ componente por simpson----———--—

zmnr=zmn+De/2; zmns=zmn-De/2; Dx=xm(m); Dy=ym(m);

fhlxz=(1/(4*pi) ) » ((Dx—x)/ ((Dx—x) "2+ (Dy-y) "2+ (zmnr) "2) "~ (3/2) +(k1"2% (Dx-x))/....
(2*sqgrt ( (Dx-x) "2+ (Dy-y) "2+ (zmnr) *2) ) — (1ixk1"3x (Dx-x)) /3);

gama3mnrxz (m,n)=I (fblxz,Cx-De/2,Cx+De/2,Cy-De/2,Cy+De/2) ;

fo2xz=(1/ (4*pi) ) » ((Dx—x)/ ((Dx—x) "2+ (Dy-y) "2+ (zmns) *2) * (3/2) +(k1"2% (Dx-x)) /. ...
(2*sqgrt ( (Dx-x) "2+ (Dy-y) "2+ (zmns) *2) ) - (1ixk1"3x (Dx-x)) /3);
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gama3mnsxz (m,n)=I (fb2xz,Cx-De/2,Cx+De/2,Cy-De/2,Cy+De/2) ;
H3mnxz (m, n) =—gama3mnrxz (m, n) +gama3mnsxz (m, n) ;

F————————— por metodo analitico-—-—-—----------—--——
ul=ymn+De/2; u2=ymn-De/2;br=zmn+De/2; bs=zmn-De/2;
vli=xmn+De/2; v2=xmn-De/2;

Itg=Q@Evaltqg;

g3rxz (m,n)=Itg(kl,br,ul,uz2,vl,v2);

g3sxz (m,n)=Itqg(kl,bs,ul,u2,vl,v2);

Gpepxz (m, n)=-g3rxz (m,n) +g3sxz (m,n) ;

Fmmm = YX componente por simpson----——————————-—

fblyx=(1/(4xpi))* ((Dy—-x)/ ((xmnr) "2+ (Dy-x) "2+ (Dz-y) "2) ~ (3/2) +(k1"2% (Dy-x)) /. ...
(2*sqrt ((xmnr) "2+ (Dy—-x) "2+ (Dz-y) *2)) - (1ixk1*3x (Dy-x)) /3);

gama3mnryx (m,n)=I (fblyx,Cy-De/2,Cy+De/2,Cz-De/2,Cz+De/2);

fb2yx=(1/ (4*pi))* ((Dy-x)/ ((xmns) "2+ (Dy-x) "2+ (Dz-y) *2) "~ (3/2)+(k1"2% (Dy-x))/....
(2+sgrt ((xmns) "2+ (Dy-x) "2+ (Dz-y) *2)) = (1ixk1"3% (Dy-x))/3);

gama3mnsyx (m, n) =I (fb2yx,Cy-De/2,Cy+De/2,Cz-De/2,Cz+De/2);

H3mnyx (m, n) =—gama3mnryx (m, n) +gama3mnsyx (m, n) ;

F———— = por metodo analitico-——----"""""""""""""""""""""“"“"-"-"—"—~——
ul=zmn+De/2; u2=zmn-De/2;br=xmn+De/2; bs=xmn-De/2;

vl=ymn+De/2; v2=ymn-De/2;

Itg=Q@Evaltqg;

g3ryx (m,n)=Itg(kl,br,ul,u2,vl,v2);

g3syx (m,n)=Itg(kl,bs,ul,u2,vl,v2);

Gpepyx (m, n) =—g3ryx (m,n) +g3syx (m, n) ;

- YY componente por simpson-—-—--——--——-———-———————-—

fblyy=(1/ (4*pi))* ((ymnr)/ ((Dx-y) "2+ (ymnr) "2+ (Dz-x) ~2) "~ (3/2)+(k1"2% (ymnr))/....
(2xsqgrt ((Dx-y) "2+ (ymnr) "2+ (Dz-x) *2)) - (1ixk1"3x (ymnr)) /3);

gama3mnryy (m,n)=I (fblyy,Cz-De/2,Cz+De/2,Cx-De/2,Cx+De/2) ;

fb2yy=(1/ (4*pi)) * ((ymns)/ ((Dx-y) "2+ (ymns) "2+ (Dz-x) *2) " (3/2)+ (k172 (ymns) ) /....
(2*sqgrt ((Dx-y) "2+ (ymns) "2+ (Dz-x) *2) ) - (1ixk1”"3x (ymns)) /3);

gama3mnsyy (m,n)=I (fb2yy,Cz-De/2,Cz+De/2,Cx-De/2,Cx+De/2) ;

H3mnyy (m, n) =—gama3mnryy (m, n) +gama3mnsyy (m, n) ;

F—————————— por metodo analitico-——-—-------"-""""""""""""---—--——
ul=zmn+De/2; u2=zmn-De/2;br=ymn+De/2; bs=ymn-De/2;
vl=xmn+De/2; v2=xmn-De/2;

Iop=Q@Evalop;

g3ryy (m,n)=Iop(kl,De,br,ul,u2,vl,v2);

g3syy (m,n)=Iop(kl,De,bs,ul,u2,vl,v2);

Gpepyy (m,n) ==g3ryy (m, n) +g3syy (m, n) ;

Fo—m YZ componente por simpson-—-—--—-————————————————

fblyz=(1/ (4*pi)) * ((Dy-y)/ ((Dx—x) "2+ (Dy-y) "2+ (zmnr) *2) * (3/2)+(k1"2x (Dy-y))/....
(2xsqrt ( (Dx-x) “2+ (Dy-y) *2+ (zmnr) *2)) - (1ixk1*3% (Dy-y)) /3);

gama3mnryz (m,n)=I (fblyz,Cx-De/2,Cx+De/2,Cy-De/2,Cy+De/2) ;

fb2yz=(1/(4xpi)) * ((Dy-y) / ((Dx-x) "2+ (Dy-y) "2+ (zmns) "2) * (3/2) + (k1" 2x (Dy-y)) /. ...
(2xsgrt ((Dx-x) "2+ (Dy-y) *2+ (zmns) *2)) — (1ixk1"3% (Dy-y)) /3);

gama3mnsyz (m,n)=I (fb2yz,Cx-De/2,Cx+De/2,Cy-De/2,Cy+De/2) ;

H3mnyz (m, n) =—gama3mnryz (m, n) +gama3mnsyz (m, n) ;

g ————— por metodo analitico-—————————————

ul=xmn+De/2; u2=xmn-De/2;br=zmn+De/2; bs=zmn-De/2;
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vl=ymn+De/2; v2=ymn-De/2;
Itg=Q@Evaltqg;

g3ryz (m,n)=Itqg(kl,br,ul,u2,vl,v2);
g3syz (m,n)=Itg(kl,bs,ul,u2,vl,v2);
Gpepyz (m,n) =—g3ryz (m,n)+g3syz (m,n) ;
Gm——m = ZX componente por simpson-——-——————-——-

fhlzx=(1/(4xpi) )+ ((Dz—y)/ ((xmnr) ~2+ (Dy-x) “2+ (Dz-y) ~2) * (3/2) + (k1"2% (Dz-y)) /. ...
(2xsgrt ((xmnr) *2+ (Dy-x) 2+ (Dz-y) *2) ) - (1i*xk1"3% (Dz-y)) /3);

gama3mnrzx (m,n)=I (fblzx,Cy-De/2,Cy+De/2,Cz-De/2,Cz+De/2);

fb2zx=(1/ (4+pi)) * ((Dz-y) / ((xmns) *2+ (Dy-x) *2+ (Dz-y) *2) * (3/2) + (k1"2x (Dz=y)) /. ...
(2xsgrt ((xmns) *2+ (Dy-x) 2+ (Dz-y) *2) ) - (1i*xk1"3% (Dz-y)) /3);

gama3mnszx (m, n) =I (fb2zx,Cy-De/2,Cy+De/2,Cz-De/2,Cz+De/2);

H3mnzx (m, n) =—gama3mnrzx (m, n) +gama3mnszx (m, n) ;

g———— - por metodo analitico-—--———-——————————————-—
ul=ymn+De/2; u2=ymn-De/2;br=xmn+De/2; bs=xmn-De/2;
vl=zmn+De/2; v2=zmn-De/2;

Itg=@Evaltgqg;

g3rzx (m,n)=Itq(kl,br,ul,u2,vl,v2);
g3szx(m,n)=Itqg(kl,bs,ul,u2,vl,v2);

Gpepzx (m,n)=-g3rzx (m,n)+g3szx (m,n);

= ZY componente por simpson----—-—-—-—---—
fblzy=(1/(4xpi)) * ((Dz-x)/ ((Dx-y) "2+ (ymnr) "2+ (Dz-x) "2) ~ (3/2) +(k1"2% (Dz-x)) /. ...
(2xsqgrt ((Dx-y) "2+ (ymnr) "2+ (Dz-x) *2)) = (1ixk1"3x (Dz-x))/3);

gama3mnrzy (m,n)=I (fblzy,Cz-De/2,Cz+De/2,Cx-De/2,Cx+De/2);

fb2zy=(1/ (4*pi))* ((Dz-x)/ ((Dx-y) "2+ (ymns) "2+ (Dz—-x) ~2) "~ (3/2)+(k1"2% (Dz=x))/....
(2xsgrt ((Dx-y) "2+ (ymns) "2+ (Dz-x) *2)) = (1ixk1"3% (Dz-x)) /3);

gama3mnszy (m, n) =I (fb2zy,Cz-De/2,Cz+De/2,Cx-De/2,Cx+De/2);

H3mnzy (m, n) =—gama3mnrzy (m, n) +gama3mnszy (m, n) ;

F—————————— por metodo analitico-————-------""""""----—~
ul=xmn+De/2; u2=xmn-De/2;br=ymn+De/2; bs=ymn-De/2;
vl=zmn+De/2; v2=zmn-De/2;

Itg=Q@Evaltqg;

g3rzy (m,n)=Itg(kl,br,ul,u2,vl,v2);

g3szy (m,n)=Itg(kl,bs,ul,u2,vl,v2);

Gpepzy (m,n)=-g3rzy (m,n) +g3szy (m, n) ;

T Z7 componente por simpson---—-———-—-———-—-—

fblzz=(1/(4*pi))* ((zmnr)/ ((Dx-x) "2+ (Dy-y) "2+ (zmnr) *2) * (3/2)+ (k1”2 (zmnr)) /....
(2*«sqgrt ( (Dx-x) "2+ (Dy-y) "2+ (zmnr) *2) ) = (1ixk1”3« (zmnr)) /3);

gama3mnrzz (m,n)=I (fblzz,Cx-De/2,Cx+De/2,Cy-De/2,Cy+De/2) ;

fb2zz=(1/ (4*pi)) * ((zmns) / ((Dx—-x) "2+ (Dy-y) "2+ (zmns) *2) * (3/2)+ (k12 (zmns) ) /.. ..
(2+«sqrt ( (Dx-x) "2+ (Dy-y) "2+ (zmns) *2) ) —(1ixk1”"3x (zmns)) /3);

gama3mnszz (m,n)=I (fb2zz,Cx-De/2,Cx+De/2,Cy-De/2,Cy+De/2) ;

H3mnzz (m, n) =—gama3mnrzz (m, n) +gama3mnszz (m, n) ;

F—————————— por metodo analitico-———---------------———————
ul=xmn+De/2; u2=xmn-De/2;br=zmn+De/2; bs=zmn-De/2;
vl=ymn+De/2; v2=ymn-De/2;

Iop=Q@Evalop;

g3rzz (m,n)=Iop(kl,De,br,ul,uz2,vl,v2);

g3szz (m,n)=Iop(kl,De,bs,ul,uz2,vl,v2);
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Gpepzz (m,n)=-g3rzz (m,n)+g3szz (m,n);
F—————————— Fin componentes dentro de la diagonal-----————--
end
end
end
F————————— Inicia rutina para calcular FGPES componentes———-————————————————————

gamalmnrx=zeros (N,N) ;gamalmnsx=zeros (N, N) ; Hnnxx=zeros (N, N) ; Hnnyx=zeros (N, N) ;
gamalmnry=zeros (N, N) ;gamalmnsy=zeros (N, N) ; Hmnxy=zeros (N, N) ; Hmnnyy=zeros (N, N) ;
gamadmnrz=zeros (N,N) ;gamadmnsz=zeros (N, N) ; Hmnxz=zeros (N, N) ; Hmnnyz=zeros (N, N) ;
gamadmnrx=zeros (N, N) ; gamadmnsx=zeros (N, N) ; Hmnzx=zeros (N, N) ;

gamadmnry=zeros (N, N) ; gamadmnsy=zeros (N, N) ; Hmnzy=zeros (N, N) ; Hnnzz=zeros (N, N) ;
for m=1:N;

for n=1:N;
if m~=n

zmns=zm(m) +zn (n); xmn=xm(m)-xn(n); ymn=ym(m)-yn(n);

G————————— XX componente por simpson--——-—-———-————————————-
xmnr=xmn+De/2; rmnrx=sqrt ( (xmnr) *2+ (ymn) ~2) ;
xmns=xmn-De/2; rmnsx=sqrt ( (xmns) *2+ (ymn) ~2) ;

I=@IIsimpsonlv;%llama al programa

sSyms x

fblx=(1/ (4d»pi*xrmnrx))* ((2-((x)/ (sqrt (x*2-k172)))) * (x) *exp (- (zmns) *sqgrt (x"2-k1"°2))....

*pbessel]j (1, rmnrx*x));

gamalmnrx (m,n)=I (fblx,0,3.8317);%int evaluada en ceros bessel

fo2x=(1/ (4dxpi*xrmnsx))* ((2—-((x)/ (sqrt (x*2-k172)))) * (x) *exp (- (zmns) *sqgrt (x"2-k1°2))....

*bessel]j(l, rmnsx*x));

gamalmnsx (m,n)=I (fb2x,0,3.8317);

Hmnxx (m, n) =De” 2+ (-xmnr+ (gamalmnrx (m, n) ) +xmns* (gamalmnsx (m, n))) ;

F————————= XY componente por simpson-———————————————————————————

ymnr=ymn+De/2; rmnry=sqrt ( (ymnr) “2+ (xmn) ~2) ;

ymns=ymn-De/2; rmnsy=sqrt ( (ymns) “2+ (xmn) ~2) ;

fbly=(1/ (dxpixrmnry) ) ((2—((x)/ (sgrt (x"2-k1"2)))) * (x) *exp (— (zmns) »xsqgrt (x"2-k172)) ....

*bessel]j(l, rmnry*x));

gamalmnry (m,n)=I (fbly,0,3.8317);%int evaluada en ceros bessel

fb2y=(1/ (dxpixrmnsy) ) ((2-((x)/ (sgrt (x"2-k1"2)))) * (x) *exp (- (zmns) xsqgrt (x"2-k172)) ....

*bessel]j(l, rmnsy*x));

gamalmnsy (m,n)=I (fb2y,0,3.8317);

Hmnxy (m, n) =De” 2+ (-xmn+* (gamalmnry (m, n) ) +xmnx (gamalmnsy (m,n))) ;

G——————— YX componente por simpson--———————————————————

Hmnyx (m, n) =De” 2% (-ymn+* (gamalmnrx (m, n) ) +ymnx (gamalmnsx (m,n))) ;

G———————— YY componente por SimpsSOn————————— - -
Hmnyy (m, n) =De” 2% (-ymnr+ (gamalmnry (m, n) ) +ymns* (gamalmnsy (m, n))) ;

G———————— XZ componente por simpson—————————————-————————————————————

zmnsr=zmns-De/2; zmnss=zmns+De/2;

Rmnrx=sqrt (xmnr*2+ymn*2+zmns”2) ; Rmnsx=sgrt (xmns”*2+ymn*2+zmns”"2) ;
Rmnry=sqgrt (xmn”*2+ymnr”*2+zmns”2) ; Rmnsy=sqrt (xmn”~2+ymns”2+zmns"2) ;
Rmnrz=sqrt (xmn*2+ymn*2+zmnsr”2) ; Rmnsz=sgrt (xmn*2+ymn*2+zmnss”"2) ;
gamadmnrz (m,n) = (lixk1l*«Rmnrz+1) x ( (exp (-1lixk1l*«Rmnrz) )/ (4*pi*Rmnrz)) ;
gamadmnsz (m,n) = (lixk1+«Rmnsz+1) x ( (exp (-1lixk1l*Rmnsz) )/ (4«pi*Rmnsz));

Hmnxz (m, n) =De”2*xmn* (-gamadmnrz (m, n) +gamad4mnsz (m, n) ) ;
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G———————— YZ componente por simpson ——————————————

Hmnyz (m, n) =De”2*ymn* (-gamadmnrz (m, n) +gamadmnsz (m, n) ) ;

G———————— ZX componente por simpson---———————————————
gamadmnrx (m,n) = (li+k1+«Rmnrx+1) x ( (exp (-1lixk1l+«Rmnrx) )/ (4d*pi+Rmnrx)) ;
gamadmnsx (m, n) = (lixk1+«Rmnsx+1) % ( (exp (-1lixk1l+«Rmnsx) )/ (4*pi+~Rmnsx)) ;

Hmnzx (m, n) =De”2*zmns* (-gama4mnrx (m, n) +gamad4mnsx (m, n) ) ;

F———————= ZY componente por simpson ————————————————————————
gamadmnry (m,n) = (lixk1«Rmnry+1) = ( (exp (-1lixk1l*«Rmnry) )/ (4*pi+Rmnry)) ;
gamadmnsy (m, n) = (lixk1*«Rmnsy+1) x ( (exp (-1lixk1l*Rmnsy) )/ (4*pi*Rmnsy)) ;
Hmnzy (m, n) =De”2*zmns* (-gamadmnry (m, n) +gama4mnsy (m, n) ) ;

F———————= 7ZZ componente por simpson-—————————————————————————

Hmnzz (m, n) =De”"2x* (-zmnsrrxgamadmnrz (m, n) +zmnss+gamad4mnsz (m,n) ) ;

F——————— fin de las componente fuera de la diagonal-——--—-——
else m=n;

zmns=2+zm(m); xmn=0; ymn=0;

F———————— XX componente por simpson-—-—-——-————————————————————
xmnr=xmn+De/2; rmnrx=sqrt ( (xmnr) *2+ (ymn) ~2) ;
xmns=xmn-De/2; rmnsx=sqrt ( (xmns) *2+ (ymn) ~2) ;

I=@IIsimpsonlv;%llama al programa

syms x

fblx=(1/ (4dxpi*xrmnrx))* ((2-((x)/ (sqrt (x"2-k172)))) * (x) *exp (- (zmns) *sqgrt (x"2-k1"2))....

*bessel]j (1, rmnrx*x));

gamalmnrx (m,n)=I (fblx,0,3.8317);%int evaluada en ceros bessel

fo2x=(1/ (4xpi*xrmnsx))* ((2—-((x)/ (sqrt (x*2-k172)))) * (x) *exp (- (zmns) *sqgrt (x"2-k1°2))....

*bessel]j(l, rmnsx*x));

gamalmnsx (m,n)=I (fb2x,0,3.8317);

Hmnxx (m, n) =De” 2+ (-xmnr+ (gamalmnrx (m, n) ) +xmns* (gamalmnsx (m, n))) ;

F———————= XY componente por simpson-——-—————————————————————————

ymnr=ymn+De/2; rmnry=sqrt ( (ymnr) “2+ (xmn) ~2) ;

ymns=ymn-De/2; rmnsy=sqrt ( (ymns) "2+ (xmn) ~2) ;

fbly=(1/ (d»pixrmnry) ) ((2—((x)/ (sgrt (x"2-k1"2)))) * (x) xexp (— (zmns) xsqgrt (x"2-k172)) ....

*bessel]j(l, rmnry*x));

gamalmnry (m,n)=I (fbly,0,3.8317);%int evaluada en ceros Bessel

fb2y=(1/ (dxpixrmnsy) ) ((2—((x)/ (sgrt (x"2-k1"2)))) * (x) *exp (- (zmns) xsqgrt (x"2-k172)) ....

*bessel]j(l, rmnsy*x));

gamalmnsy (m,n)=I (fb2y,0,3.8317);%int evaluada en ceros Bessel

Hmnxy (m, n) =De” 2% (-xmn+* (gamalmnry (m, n) ) +xmnx (gamalmnsy (m,n))) ;
G———— YX componente por simpson———————————————————

Hmnyx (m, n) =De” 2% (-ymn+* (gamalmnrx (m, n) ) +ymnx (gamalmnsx (m,n))) ;
G————————— YY componente por simpson—————————————————————

Hmnyy (m, n) =De” 2% (-ymnr+ (gamalmnry (m,n) ) +ymns* (gamalmnsy (m, n))) ;
G~ XZ componente por simpson———————————————————————

zmnsr=zmns-De/2; zmnss=zmns+De/2;

Rmnrx=sqrt (xmnr*2+ymn*2+zmns”2) ; Rmnsx=sgrt (xmns”*2+ymn*2+zmns”"2) ;
Rmnry=sqgrt (xmn”*2+ymnr”*2+zmns”2) ; Rmnsy=sqrt (xmn”~2+ymns”~2+zmns"2) ;
Rmnrz=sqrt (xmn”*2+ymn*2+zmnsr”2) ; Rmnsz=sgrt (xmn*2+ymn*2+zmnss”"2) ;
gamadmnrz (m,n) = (lixk1*«Rmnrz+1) x ( (exp (-1li*k1l*Rmnrz) )/ (4*pi+«Rmnrz));
gamadmnsz (m,n) = (lixk1*«Rmnsz+1) x ( (exp (-1lixk1l*Rmnsz) )/ (4*pi*Rmnsz));

Hmnxz (m, n) =De”2+xmn* (—gamadmnrz (m, n) +gamad4mnsz (m, n) ) ;
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G———————— YZ componente por simpson—-—————————————

Hmnyz (m, n) =De”2*ymn* (-gamadmnrz (m, n) +gamadmnsz (m, n) ) ;

G———————— ZX componente por simpson--—-——————————————
gamadmnrx (m,n) = (li+k1+«Rmnrx+1) x ( (exp (-1lixk1l+«Rmnrx) )/ (4d*pi+Rmnrx)) ;
gamadmnsx (m, n) = (lixk1+«Rmnsx+1) % ( (exp (-1lixk1l+«Rmnsx) )/ (4*pi+~Rmnsx)) ;

Hmnzx (m, n) =De”2*zmns* (-gama4mnrx (m, n) +gamad4mnsx (m, n) ) ;

G———————— ZY componente por simpson--—-—————————————————
gamadmnry (m,n) = (lixk1«Rmnry+1) = ( (exp (-1lixk1l*«Rmnry) )/ (4*pi+Rmnry)) ;
gamadmnsy (m, n) = (lixk1*«Rmnsy+1) x ( (exp (-1lixk1l*Rmnsy) )/ (4*pi*Rmnsy)) ;

Hmnzy (m, n) =De”2*zmns* (-gamadmnry (m, n) +gama4mnsy (m, n) ) ;
G———————— 27 componente por simpson--—-——-——————————————————

Hmnzz (m, n) =De”"2x* (-zmnsrrxgamadmnrz (m, n) +zmnss+gamad4mnsz (m,n) ) ;

F—————— Fin de las componentes dentro de la diagonal--—--——-
end
end
end
g———— - Inicia rutina para componentes de FGPVP-—————————

Hmn=zeros (N,N) ; $matriz resultado de integrales por Simpson (celdas cubicas)
Famn=zeros (N,N) ; $matriz resultado integrales por metodo de esferas(analitico)

a=(3xDe/ (4*pi)) "~ (1/3);

for m=1:N;
for n=1:N;
if m~=n
F———————= XX YY ZZ componentes por Simpson—-----—
A=xm(n) ; B=ym(n) ; C=zm(n) ;

I1=@Isimpson3v;%llama al programa

syms X Yy z

fl=((k172)/ (4%pi) ) * ((exp (-lixklxsqgrt ((xm(m)-x)" 2+ (ym(m)-y)"2....

+(zm(m)-z)*2))) /sqrt ((xm(m)-x) "2+ (ym(m) —y) "2+ (zm(m) —z) *2) ) ;

Hmn (m,n)=I1(fl,A-De/2,A+De/2,B-De/2,B+De/2,C-De/2,C+De/2);

xmn=xm (m) —xn (n) ; ymn=ym(m) —yn (n) ; zmn=zm (m) —zn (n) ;

F—————- XX YY ZZ componentes por metodo analitico (esferas)---—-—-——--

Famn (m, n) = ( (exp (-1lixklxsgrt ((xmn) "2+ (ymn) "2+ (zmn) ~2)) )/ (klxsgrt ((xmn) "2+ (ymn) "2+ (zmn) *2))) . ...
* (sin(kl*a)-klxaxcos (klxa));

else m=n;

F—————— XX YY ZZ componente por simpson-—-————————————

A=xm (m) ; B=ym (m) ; C=zm (m) ;

I1=@Isimpson3v;%$1llama al programa\

syms X y z

£2=((k172)/ (4*pi)) » ((exp (-1ixklxsqrt ((x) "2+ (y) "2+(z) "2))) /sqrt ((x) "2+ (y) "2+ (z) *2));
Hmn (m,n)=I1(f2,A-De/2,A+De/2,B-De/2,B+De/2,C-De/2,C+De/2);

F—————— por metodo analitico (esferas)
Famn (m,n)=(lixklxa+l)+exp(-lixklxa)-1;
end
end
end
Fm——mm———————— Inicia rutina para componentes FGPVS———————————————————————

gamaZ2mn=zeros (N, N) ;

Gmn=zeros (N, N) ;
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for m=1:N;
for n=1:N;
if m~=n
S——————= XX YY ZZ componentes por simpson

rmn=sqrt ( (xm(m) -xn (n)) *2+ (ym(m) —yn (n) ) *2) ;

zmns=zm(m) +zn (n) ;

I=@IIsimpsonlv;%$llama al programa

syms x

fol=(1/(4*pi)) * ((sqgrt (x"2-k1"2)-x)/ (sgrt (x"2-k1"2)+x)) * (x/ (sqrt (x"2-k1"2)) ) *....
exp (- (zmns) xsqgrt (x*2-k172)) xbesselj (0, rmnxx) ;

gama2mn (m, n)=I(fb1,0,2.40483);%-I1(fb1,2.40483,5.52008) ;%int evaluada en ceros bessel
Gmn (m, n) = (exp (-1ixklxsgrt (rmn"2+zmns”2))) / (dxpixsqgrt (rmn”*2+zmns”"2)) ;

§—————— Fin componentes fuera de la diagonal--—-——--

else m=n;

s————— XX YY ZZ componentes con simpson--——-—-—-—-—-—

rmn=sqgrt ( (xm(m) ) "2+ (ym(m)) ~2);

zmns=zm (m) ;

I=@IIsimpsonlv;%llama al programa

syms x

fb2=(1/(4xpi)) » ((sgrt (x"2-k1"2)-x)/ (sqrt (x"2-k172) +x)) % (x/ (sqrt (x"2-k172)) ) *....
exp (- (zmns) *sqgrt (x*2-k1"2)) xbesselj (0, rmnx*x) ;

gama2mn (m, n)=I(fb2,0,2.40483);%-I(fb2,2.40483,5.52008) ;%int evaluada en ceros bessel

Gmn (m, n) = (exp (-1lixklxsgrt (rmn*2+zmns”2)) )/ (dxpi*sqgrt (rmn"2+zmns”2)) ;
F———————= fin componentes dentro de la diagonal-——-———---—-—
end
end
end
$————-INICIA CALCULO DE LA SUMA DE LAS CUATRO FUNCIONES DE GREEN----—

M=Q@AuM; $programa que ordena las matrices encontradas en una matriz 18x18
M1=M (H3mnxx, H3mnxy, H3mnxz, H3mnyx, H3mnyy, H3mnyz, H3mnzx, H3mnzy, H3mnzz) ;
M2=M (Hmnxx, Hmnxy, Hmnxz, Hmnyx, Hmnyy, Hmnyz, Hmnzx, Hnnzy, Hmnzz) ;
M3=M (Hmn, zeros (6) , zeros (6) , zeros (6) ,Hmn, zeros (6) , zeros (6) , zeros (6) , Hmn) ;
M4=M (gama2mn, zeros (6) , zeros (6) , zeros (6) ,gama2mn, zeros (6) , zeros (6) , zeros (6) , Gmn) ;
FGt=M1+M2+M3+M4;
uno=(1/sigmar) xeye (6) ;
unos=M (uno, uno, uno, uno, uno, Uno, Uno, Uno, uno) ;
11=FGt-unos; % matriz de los coeficientes del sistema de ecuaciones
F—————= DE FORMA PARECIDA HALLAMOS POR METODO ANALITICO-————-—
N1=M (Gpepxx, Gpepxy, Gpepxz, Gpepyx, Gpepyy, Gpepyz, Gpepzx, Gpepzy, Gpepzz) ;
N2=M2;
N3=M (Famn, zeros (6) , zeros (6) , zeros (6) ,Famn, zeros (6) , zeros (6) , zeros (6) ,Famn) ;
N4=M4;
FGta=N1+N2+N3+N4;
12=FGta-unos;
%$Se usara para comparacion grafica de los 324 datos dados por cada metodo
global 1lr;global 12r;global 11li;global 12i;
llr=zeros(1l,324);12r=zeros(1,324);11li=zeros (1,324);12i=zeros(1,324);
for m=1:3%N;

for n=1:3xN;
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11r (1, n+3%N% (m-1))=real (11 (m,n));%$vector de datos de 11
12r (1, n+3%N* (m-1) )=real (12 (m,n)); $vector de datos de 12
11i (1, n+3*N* (m-1) )=imag (12 (m,n)); $vector de datos de 11

12i (1, n+3%N* (m-1))=imag (12 (m,n)); $vector de datos de 11

end
end
T————— CALCULO DE LA INTEGRAL DEL CAMPO ELECTRICO INCIDENTE-—-—-—
global E;

Ey=zeros (N, 1) ;E=zeros (N, 1);
for m=1:N
I=@IIsimpsonlv;%$llama al programa

syms x

fb=(exp (-sgrt (x"2-k172) xzm(m) ) xcos (xm(m) *x) ) / (sqrt (x*2-k0"2) +sqrt (x"2-k1"2));

parte
parte
parte

parte

E(m,1)=I(fb,0,pi/2)-I(fb,pi/2, (3%pi)/2)+I (fb, (3xpi) /2, (5%pi)/2)—....

I(fb, (5%pi) /2, (7*pi)/2); %int de coseno

Ey(m, 1)=double(E(m,1));% Obtenemos el vector campo E con componente y

end

%$Completamos las componentes X y Z del campo incidente con ceros:

Ei=zeros (3xN,1);

for p=1:18
if p<=6
Ei(p,1)=0;
elseif p>6 && p<=12
Ei(p,1l)=(-1/sigmar) * ((-1ixw*mu0*I0)/(pi))*Ey (p-6,1);
elseif p>12 && p<=18
Ei(p,1)=0;
end
end

$FINALMENTE LA SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES POR EL METODO LU

[Lz,U]=1u(ll); %Solucion por metodo LU

z=(Lz)\ (Ei) ;% inversa de L » Ei

En=(U)\ (z);

$POR LO TANTO LAS 18 COMPONENTES DEL CAMPO DISPERSADO SON:
global Ed;

Ed=sigmar+«FGt+En;

% Y LAS 18 DEL CAMPO ELECTRICO TOTAL SON:

E=Ei+Ed;

%$LOS 6 CAMPOS ELECTRICOS DE LAS CELDAS SON:

global El;global E2;global E3;global E4;global E5;global E6;
E1=[E(1) E(7) E(13)];E2=[E(2) E(8) E(14)]1;E3=[E(3) E(9) E(15)]1;

E4=[E(4) E(10) E(1l6)];E5=[E(5) E(11l) E(17)];E6=[E(6) E(12)
%EL CAMPO ELECTRICO TOTAL ES LA SUMA DE SUS COMPONENTES:
SEt=E1+E2+E3+E4+E5+E6;

%$los 6 vectores del campo electrico dispersado

E(18)]1;

global Eld;global E2d;global E3d;global E4d;global E5d;global E6d;

Eld=[Ed (1) Ed(7) Ed(13)]; E2d=[Ed(2) Ed(8) EdA(14)];
E3d=[Ed(3) Ed(9) Ed(15)]; E4d=[Ed(4) EdA(10) Ed(1l6)];
E5d=[Ed(5) Ed(11l) Ed(17)];E6d=[Ed(6) Ed(12) Ed(18)];
%EL CAMPO TOTAL DISPERSADO ES:

real
real
imag

imag
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Edt=E1d+E2d+E3d+E4d+E5d+E6d;
MEdt=norm(real (Edt));

end

Como nos podemos dar cuenta el programa usa subfunciones, para reducir procesos
las cuales presentaremos a continuacién. Una de ellas, evalia las integrales 7"y () que

estan presentes en la ecuacion (3.55):

function [ Itg ] = Evaltg(kl,b,ul,u2,vl,v2)

%Evalua las integrales T y Q

format short

T=inline (' -log(sgrt (b"2+u”2+v"2)+u)’);

Q=inline (' (1/2)* (sgrt (b"2+u”2+v"2) »u+ (b"2+v"2) xlog (sgrt (b "2+ur2+v"2)+u))’);

T1=T (b,ul,vl);T2=T (b,u2,v2);
T12=T (b,ul,v2);T21=T(b,u2,vl);

01=0(b,ul,vl);Q2=Q(b,uz,v2);
Q12=Q(b,ul,v2);021=Q(b,u2,vl);

It=T1+T2-T12-T21;% da la respuesta en radianes por usar atan y no atand
Ig=Q1+Q2-012-021;
Itg=(1/(4*pi)) = (It+(k1"2/2)xIq);

end

El otro programa que evaluda, las distintas integrales que aparecen en la ecuacion
(3.52), es;

function [Iop]=Evalop(kl,De,b,ul,u2,vl,v2)

%$Evalua la integrales O y P en los valores dados

format short

O=inline (' (1/b)*atan((u*v)/ ( bxsgrt (u"2+b"2+v"2) ))');

P=inline ('bx (atan(u/b)) -bx (atan (uxv/ (b*xsgrt (u"2+b"2+v"2))) ) +....
ux (log (v+sqgrt (u"2+b”"2+v"2))-1)+vxlog (ut+tsqgrt (U 2+b"2+v"2)) ;") ;

01=0(b,ul,vl);02=0(b,u2,v2);
012=0(b,ul,v2);021=0(b,u2,vl);

P1=P (b,ul,vl);P2=P (b,u2,v2);
P12=P (b,ul,v2);P21=P (b,u2,vl);

T0=01+02-012-021; %
Ip=P1+P2-P12-P21;
Top=(b/ (4xpi)) * (Io+(k1"2/2)*Ip-1i+xk1"3xDe”2/3);

end

También hubo necesidad de ordenar las matrices que se iban obteniendo, en una
matriz total, esto se hizo con el cddigo:
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function [ M ] = AuM(A,B,C,D,E,F,G,H,I)
%$0Ordena las matrices A,B,C,D,E,F,G,H,I (6x6) en una matriz M (18x18)
M=zeros (18);

for m=1:18
for n=1:18
if m<=6
if n<=6
M(m,n)=A(m,n);
elseif n>6 &&n<=12
M(m,n)=B(m,n-6) ;
elseif n>12 && n<=18
M(m,n)=C(m, n-12);
end
end

if m>6 && m<=12
if n<=6
M(m,n)=D (m-6,n);
elseif n>6 && n<=12
M(m,n)=E (m-6,n-6) ;
elseif n>12 && n<=18
M(m,n)=F (m-6,n-12);

end
end
if m>12

if n<=6

M(m,n)=G(m-12,n);

elseif n>6 && n<=12
M(m,n)=H(m-12,n-6);

elseif n>12 && n<=18
M(m,n)=I(m-12,n-12);

end

end
end
end

end

Finalmente, se implemento el programa F' F'G D para que calcule el campo eléctrico
dispersado por cada metro que se aleja de la fuente, y que lo represente en funcién de
ésta. Ademas que nos muestre en pantalla las graficas de las matrices L; y Lo

%$introducir (sigmal,sigma2,wl,L.1,D,W,L,DE )
clear all; clc; format compact
Nn=7;% numero de profundidades a las que se medira el campo
Es=zeros (1,Nn) ;Dz=zeros (1,Nn);
for m=1:Nn
Dz (1,m)=m; $distancia de medida del campo
Cd=@FFGD;
Es(1l,m)=Cd(le5,1e8,1,1,Dz(m),1/2,2/2,3/2);%Campo dispersado

end



Anexo E: Codigo del programa 121

global 1llr;global 12r;global 11i;global 12i;

figure (1)

plot (11lx,”.")

hold on

plot (12xr, " ro’)

legend ('Ll por M. Simpson’,’L2 por M. Analitico’,’Location’,’Best’)
xlabel (' Numero de datos’)

ylabel (’'Datos’)

grid on

title('Parte real de las matrices L1 y L27)

figure (2)

plot (11i,7.7)

hold on

plot (12i,"'ro’)

legend ('Ll por M. Simpson’,’L2 por M. Analitico’,’Location’,’Best’)
xlabel (' Numero de datos’)

ylabel (' Datos’)

grid on

title(’Parte imaginaria de las matrices L1 y L2')

global Ed; global E;Ed;E;global El;global E2;global E3;global E4;global E5;global E6;
E1=[E(1) E(7) E(13)];E2=[E(2) E(8) E(14)];

E3=[E(3) E(9) E(15)]1;E4=[E(4) E(10) E(16)1];

ES5=[E(5) E(11) E(17)];E6=[E(6) E(12) E(18)];

$EL CAMPO ELECTRICO TOTAL ES LA SUMA DE SUS COMPONENTES:
Et=E1+E2+E3+E4+E5+E6;

%$los 6 vectores del campo dispersado

global Eld;global E2d;global E3d;global E4d;global E5d;global E6d;
Eld=[Ed (1) Ed(7) Ed(13)]; E2d=[Ed(2) Ed(8) Ed(14)];

E3d=[Ed(3) Ed(9) Ed(15)]; E4d=[Ed(4) Ed(10) Ed(16)];

E5d=[Ed(5) Ed(11l) Ed(17)];E6d=[Ed(6) Ed(12) Ed(18)];

$EL CAMPO TOTAL DISPERSADO ES:

Edt=E1d+E2d+E3d+E4d+E5d+E6d;

$————-matriz de las magnitudes de los 6 campos separados en parte real imaginaria
MEr=[norm(real (E1)) norm(real (E2)); norm(real (E3)) norm(real (E4));norm(real (E5)) norm(real (E6))];
MEi=[norm(imag (E1l)) norm(imag(E2)); norm(imag(E3)) norm(imag(E4));norm(imag(E5)) norm(imag(E6))];
figure (3)

subplot (2,2,1)

contour3 (MEr, 60)

title ('parte real del campo E’)
subplot (2,2,2)

contour3 (MEi, 60)

title ('parte imaginaria del campo E’)
subplot (2,2, [3,4])

contour3 (MEr, 60)

hold on

contour3 (MEi, 60)
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title ('parte real e imaginaria del campo E’)

figure (4)

plot (Dz,Es)
xlabel (' Profundidad (m)’)
ylabel (' Campo E. dispersado’)
grid on

title ('Parte real del Campo E vs profundidad’)%$conductivida relativa >1

El anterior programa también extrae de F'F'G'D, los vectores de campo eléctrico

total y dispersado, por si se necesitan para un posterior andlisis.
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