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Resumen

En este trabajo se formula un modelo tipo SEIR que intenta describir la dindmica de transmi-
sién del virus de la influenza A en la ciudad de San Juan de Pasto. En el andlisis cualitativo del
modelo se estudia las condiciones de existencia y estabilidad de los puntos de equilibrio. A partir
de este andlisis se formula un problema de control 6ptimo considerando el aislamiento como una
estrategia de control. Los resultados cualitativos y numéricos del problema de control sugiere que
bajo ciertas condiciones el aislamiento es una buena estrategia para controlar la propagacién de la
enfermedad.

Palabras claves: Influenza, modelo SEIR, teoria de control, aislamiento.
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Abstract

In this work is formulated a SETR type model that intends to describe the dynamic of transmis-
sion of the influenza A virus in the city of San Juan de Pasto. In the qualitative analysis of the model
is studied the conditions of existence and stability of the equilibrium points. As of this analysis is
formulated an optimal control problem considering insolation as a control strategy. The technical
and numerical results of the control problem suggest that under certain conditions insolation is a
good strategy to control the spread of the disease.

Key words: Influenza, optimal control, insolation, SEIR model.
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Introduccion

La influenza es una enfermedad respiratoria aguda y altamente contagiosa que se conoce como
“gripe” [51]. Este virus se clasifica en tres tipos, influenza A, B y C; segun las organizaciones encar-
gadas de la salud publica se ha considerado que el virus tipo A se propaga réapidamente y puede
producir epidemias [47, 54]. El virus de la influenza se transmite de persona a persona por contacto
o via aérea, generalmente los sintomas mas comunes son fiebre, dolor del cuerpo, decaimiento, con-
gestién nasal, entre otros y se presentan al cabo de 1 a 7 dias [54, 56].

La tasa de ataque anual de la gripe a nivel mundial es del 5% a 10% en adultos, y del 20 %
a 30 % en ninos. La enfermedad es causa de hospitalizacién y muerte, sobre todo en los grupos de
alto riesgo (niflos muy pequenos, ancianos y enfermos crénicos). Estas epidemias anuales causan en
todo el mundo de 3 a 5 millones de casos de enfermedad grave y de 250000 a 500000 muertes [28, 43].

La influenza estacional afecta a la poblacién en cualquier estacién del afio, pero tiene una mayor
incidencia en los meses de invierno, lo que hace indispensable la observacién del comportamiento
de este virus en regiones tropicales [43].

Entre los factores que mas incide en la propagacion del virus en Colombia estan el clima cam-
biante, la polucion y la falta de cuidados; San Juan de Pasto es una de las ciudades que posee
drasticos cambios de clima debido a su localizacién geogréfica y por esto se ve un incremento en
los casos de infeccién respiratoria aguda [17]. No existen datos exactos acerca de la proporcién de
individuos infectados con el virus de la influenza A, ya que no todos los casos son registrados, pero
podemos hablar de un alto niimero de personas que ingresan a un centro de salud debido a una
gripe. Segun el Instituto Departamental de Salud de Narino (IDSN) la influenza tipo A, aunque
no presenta casos de mortalidad, presenta una tasa alta de morbilidad, ademas de causar com-
plicaciones en pacientes con enfermedades respiratorias graves. Este instituto es el encargado de
recolectar las diferentes muestras de pacientes que presentan una sintomatologia similar a la gripe.
Estas muestras se envian al laboratorio de salud puiblica donde se les aplica el respectivo analisis
con el fin de verificar si el paciente tiene o no el virus de la influenza A. No todos los individuos
son analizados, solamente aquellos que presentan sintomas graves o que tienen otras enfermedades
respiratorias y podrian agravarse con una gripe, por este motivo, para las simulaciones numéricas
de este trabajo se toman datos hipotéticos.

Por ello, es de indudable importancia dotar al gestor sanitario de herramientas que permitan
predecir el comportamiento de la propagacién de una enfermedad infecciosa, de manera que a partir
de las mismas se pueden establecer y simular estrategias de control [11]. Algunas estrategias més
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relevantes son: la vacuna, tratamiento (antibiéticos), aislamiento, vigilancia de la infeccién, entre
otros [35, 1, 41].

Hoy en dia, el estudio de los modelos matematicos no solo ayuda a la parte epidemiolégica si no
también en otras areas como lo son la biologia, fisiologia, medicina, entre otras; dichos modelos nos
permiten describir, explicar y predecir fenémenos y en algunos casos se convierten en una herra-
mienta para la toma de decisiones en epidemiologia (generalmente cuando se habla de enfermedades
infecciosas). Hay que tener en cuenta que los modelos son independientes de los datos numéricos
puesto que se definen segiin el contexto donde se vaya a trabajar [23]. En la modelacién matemética
aplicada a la epidemiologia se ha desarrollado una serie de modelos fundamentales como el ST,
SIR, SIS, SEIR que ayudan a estimar el comportamiento de la propagacién de un virus, donde
la poblacién se divide en funcién de su situacién epidemiolégica, susceptibles (S), expuestos (FE),
infecciosos (I) y recuperados (R), por lo que los movimientos entre los compartimentos son espe-
cificados mediante ecuaciones diferenciales; este modelo puede desempenar un papel importante
en la construccién y prueba de hipétesis, asi como planificar, ejecutar y evaluar los programas de
deteccién, prevencién y el control de ésta enfermedad [21].

Hay que tener en cuenta que en algunos casos, modelar un contexto especifico no es suficiente,
hace falta establecer una medida de control, especialmente cuando hablamos de brotes epidémicos.
Es aqui donde se hace necesario el estudio de la teoria de control 6ptimo, en la cual se refleja el
estado actual del desarrollo del calculo variacional. Asi, resolver el problema de control 6ptimo sig-
nifica hallar una funcién de control que minimice el indice de rendimiento [49].

Por esta razén se plantea la siguiente pregunta ; Cémo minimizar el nimero de infectados por
el virus de la influenza tipo A en la ciudad de San Juan de Pasto utilizando la variable de control
aislamiento?



Capitulo 1

Objetivos

1.1. Objetivo general

Optimizar mediante la variable de control aislamiento el comportamiento del virus de la influenza
tipo A en la ciudad San Juan de Pasto, utilizando un modelo matemético referente a los sistemas

dindmicos definidos en ecuaciones diferenciales.

1.2. Objetivos especificos

1. Realizar una revisién bibliografica de la literatura cientifica vinculada al caso de la epide-
miologia de la influenza A, que contemple el desarrollo del aspecto epidemiolégico y del mo-

delado matematico.

2. Definir un problema de control a partir de la modificacién de un modelo de transmisién de
la influenza A obtenido de la revisién bibliogrédfica, que contemple la estrategia de control

aislamiento.

3. Realizar el anélisis del problema de control y simulaciones numéricas a partir de las revisiones

bibliograficas.



Capitulo 2
Preliminares

En esta seccién se introduce conceptos referentes al virus de la influenza.

2.1. Preliminares epidemiolégicos

La influenza es una enfermedad respiratoria aguda y altamente contagiosa cominmente conocida
como “gripe”, causada por la infeccién de un grupo de ortomixovirus conocidos como virus de la

influenza [51].

2.1.1. Estructura viral

El virus de influenza tiene forma esférica, formado por una envoltura y una nucleocdpside que
contiene el genoma viral, ARN y proteinas de empaquetamiento llamadas nucleoproteinas [56], con
las que penetra en las células de un organismo sano. La envoltura del virus esta constituida por una
capa lipidica con composiciones similares a la de la célula huésped, y tres proteinas de superficie,
hemaglutinina (HA), neuraminidasa (NA) y la proteina de membrana (M2), y su cara interna se
reviste de la proteina de la matriz (M1). Los virus A y B contienen ocho segmentos de genes discre-
tos, mientras que los virus de la influenza C contiene siete, y carecen de un gen de la neuraminidasa
[52, 47, 4].

2.1.2. Clasificacion de los virus de la influenza

= Tipo A. Los virus de influenza A infectan a los seres humanos como también a una amplia
variedad de animales como: aves, cerdos, caballos y otros mamiferos [52, 46], algunas de las

cepas' de la gripe son de especies especificas, pero las nuevas cepas pueden propagarse a otras

LCepa es el conjunto de microorganismos ya sean bacterias o virus, que se desarrollan a partir de una colonia inicial
que comparten ciertas caracteristicas fisiolégicas, bioquimicas y genéticas.
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especies animales y trasmitir a los humanos [45], donde las aves acudticas y salvajes son el

principal reservorio natural de los subtipos conocidos de la influenza A [19].

La gripe A tiene varios subtipos, que se caracterizan por una combinacién de la hemaglu-
tinina (HA), de los cuales 16 son conocidos y 9 subtipos de neuraminidasa (NA) que codifican
las proteinas de la envoltura o la superficie del virus [15]. De los 16 subtipos de HA, seis se
han encontrado en un numero significativo de infecciones humanas (H1, H2, H3, H5, H7 y
H9). Sin embargo, sélo tres subtipos de HA (H1, H2, H3) participan en la unién del virus a
la célula, y dos subtipos de NA (N1, N2) son fundamentales para la penetracién del virus, los

cuales han causado pandemias en los seres humanos [47, 54].

= Tipo B. Los virus de influenza B tienen una gama de huéspedes muy limitada, infecta casi
exclusivamente a los seres humanos, de hecho los tinicos animales susceptibles a la gripe B
son la foca y el hurén [29]. Los virus de la influenza B no muestran variacién antigénica pues
existen pocos virus relacionados en los animales [4]. En general se les asocia con epidemias
menos graves que los virus de tipo A, incluso no estan categorizados dentro de subtipos, por

lo que pueden causar epidemias humanas, pero no llegar a pandemias [38].

= Tipo C. La influenza de tipo C muestra una estabilidad antigénica y sélo produce enfer-
medad leve en individuos inmunodeficientes [4], aunque puede causar infecciones de las vias
respiratorias inferiores, como bronquitis y neumonia [22], y por lo general es menos frecuente
que los otros dos tipos [32]. El genoma del virus de la gripe C consta de siete segmentos de
ARN;, que codifican tres proteinas de polimerasa (PB2, PB1, y P3), la hemaglutinina-esterasa
(HE), nucleoproteina (NP), matriz de proteina (M1), y dos proteinas no estructurales (NS1 y
NS2) [22, 20].

La diferencia principal entre los géneros radica en las variaciones antigénicas en la proteina de la
matriz y de la nucleoproteinas que se utilizan para la caracterizacién del virus y que son especificas
para cada género [13]. Los virus de tipo B y C de la gripe se presentan casi exclusivamente en los

seres humanos, aunque los virus de influenza C se han presentado en cerdos y perros [51].

2.1.3. Sintomas

Generalmente los sintomas que provoca el virus de la influenza al entrar en contacto con una
persona se presentan al cabo de 1 a 7 dias, cominmente al segundo o tercer dia. Uno de los primeros
sintomas es la fiebre entre 39°C' y 44°C', aunque hay que tener en cuenta que los adultos presentan
una fiebre més baja que los nifios. Ademads de la fiebre, una persona puede sufrir de todos o algunos

de los siguientes sintomas:

= Dolores en el cuerpo.
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= Escalofrios.

= Mareos.

» Enrojecimiento de la cara.

= Dolor de cabeza.

= Decaimiento.

= Nduseas y vomitos.

= Congestién nasal o rinorrea.

Entre el segundo y el cuarto dia de la enfermedad, los sintomas mencionados comienzan a desapa-

recer pero surgen otros como:
= Tos seca.
= Aumento de los sintomas respiratorios.
= Estornudo.
= Dolor de garganta.

En los tltimos dias, es decir, entre el cuarto y séptimo dia, estos sintomas empiezan a desaparecer a
) ) )

excepcion de la tos y el cansancio que pueden durar semanas. Hay que tener en cuenta que existen

pacientes con este virus que no presentan fiebre, pero si los demds sintomas. La influenza puede

empeorar otras enfermedades como lo son el asma, los problemas respiratorios, entre otras [54, 56].

2.1.4. Replicacién
Replicacion del virus en el portador:
1. El virus de la influenza entra a través del contacto o por via aérea.

2. Penetra la capa mucosa del tracto respiratorio y se da via hasta llegar a la célula del epite-
lio columnar del tracto respiratorio, donde hay una vinculacién del antigeno viral HA y la

galactosa del dcido sidlico de la célula hospedera.
3. Endocitosis del virus.

4. Absorcion de la vesicula endocitica mientras se dirige al interior de la célula por la entrada de

protones (H+) y modificaciones en la membrana. Aqui participa la molécula del virus M2.
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5. Libramiento de los genes virales al citoplasma celular.
6. El nicleo celular recibe el ARN.
7. La célula hospedera produce nuevas particulas del virus.

La replicacion del virus es bastante defectuosa, ya que la particula al hacer la duplicacién del
ARN no lo logra realizar de forma efectiva, lo que conlleva en el caso de los animales a que el virus
sufra una mutacion en el genoma viral y produzca alteraciones en la hemaglutinina, neuraminidasa
o la proteina M1. Asi haciendo que genoma viral sea mas efectivo o menos inefectivo cuando sufre
estos cambios. En el caso de los humanos, el virus siempre estd realizando pequenias mutaciones lo

que genera que el portador siempre sea susceptible a este [50, 56].

Los antigenos del virus (NA) y (HA) se ligan a ciertas moléculas que existen en la superficie de
la célula sana y hacen pasar la carga genética del virus, provocando asi la infeccién [19]. Lo que
distingue a la Influenza de otros patdgenos virales es que las glucoproteinas, neuraminidasa y he-
maglutinina cambian engendrando nuevas cepas del virus que son el mecanismo para su adaptacion

y supervivencia [15].

La infeccién se transmite de persona a persona, principalmente por medio de aerosoles que con-
tienen virus y que se generan por la tos, el estornudo de individuos enfermos, e infectan a las células
superficiales del epitelio respiratorio del receptor [13]. No existe un tratamiento especifico para el

individuo infectado, este dependera de la descripcién del doctor.

El virus de la influenza ha causado pandemias con alta mortalidad [56], como: la pandemia HIN1
en 1918, conocida como la influenza espafiola, que fue uno de los hechos maés fatales registrados en
la historia de la medicina, causando mas de veinte millones de muertes en el mundo [7], la gripe
asidtica H2N2 en el afio 1957, la gripe H3N2 de Hong Kong en el afio 1968 las cuales se asocia-
ron con un aumento moderado de mortalidad, y la méas reciente la gripe HIN1 en el 2009 [25, 48],

todas estas pandemias provocaron gran impacto en los campos de salud piblica y economia [25, 56].

A pesar del uso de vacunas para su control, las epidemias invernales continian mostrando un
alto impacto en la poblacién mundial. El andlisis de las caracteristicas del virus, de la influenza
y de la enfermedad desde perspectivas histéricas y contemporaneas es fundamental para definir
estrategias adecuadas para su prevencién y control, ya que por sus caracteristicas de distribucién y

variacién genética la influenza no representa una enfermedad erradicable [13].
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2.2. Preliminares matematicos

Los conceptos basicos para el desarrollo de este proyecto se obtuvieron del libro Optimal Control
And Itroduction to the Theory with Applications de Leslie M. Hocking [16], Diferential Equations
and Dynamical Systems [31] y Modelado de transmision de la malaria con una fuerza de infeccion
no convencional y transmision vertical [24], a continuacién se presentan los conceptos bdsicos y

teoremas necesarios a considerar.

2.2.1. Sistemas Lineales homogéneos con coeficientes constantes

Se considera los sistemas lineales de ecuaciones diferenciales ordinales de la forma
r = Ax,

donde x € R™, A es una matriz n x n.

Con la condicién inicial z(0) = xg, la solucién del sistema lineal estd dado por
z(t) = eMay,

donde e es una funcién de matriz n x n definida por series de Taylor.

Teorema 2.1 (Teorema fundamental para sistemas lineales). Sea A una matriz n x n. El teorema

fundamental de sistemas lineales establece que, para xg € R™ el problema de valores iniciales

r = Ax

z(0) = m,

tiene una unica solucion para todo t € R la cual estd dada por

z(t) = etlag.

Definiciéon 2.1. Sea A una matriz n x n. Entonces para t € R,

> kik
AR
KU
k=0

At

para una matriz n X n, e es una matriz n X n que puede ser computarizada en términos de los

valores propios y vectores propios de A.
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2.2.2. Teorema fundamental de existencia y unicidad

Sea un sistema no lineal auténomo de ecuaciones diferenciales ordinarias

i = f(z), (2.1)
bajo la hipétesis que f € C1(E), donde E es un subconjunto abierto de R”.

Definicién 2.2. Sea f € C(E) donde E es un subconjunto abierto de R™. Entonces x(t) es una
solucién de la ecuacién diferencial (2.1) en un intervalo I si z(t) es diferenciable en I y si para todo
tel, z(t)e Ey

Y dado z¢ € E, x(t) es una solucién del problema de valores iniciales
& = f(x)
z(ty) = =xo,

en un intervalo I sitg € I, z(tp) = Xo y X (t) es una solucién de la ecuacién diferencial (2.1) en el

intervalo I.

Definicién 2.3. Sea F un subconjunto abierto de R™. Una funcién f : £ — R" se dice que satisface

la condicién de Lipschitz en F si hay una constante positiva K tal que para todo x,y € E

[f(@) = Fy)| < K|z —y].

Se dice que la funcién f es localmente Lipschitz en E si para cada punto zg € F, existe una
e —wvecindad de xy, N.(Xop) C F'y una constante Ky > 0 tal que para todo x , y € N¢(X() se cumple

que

(@) = fy)l < Kolz -yl

Lema 2.1. Sea E un subconjunto abierto de R™ y sea f : E — R™. Entonces, si f € C1(E), f es

localmente Lipschitz en F.

Teorema 2.2 (Teorema fundamental de existencia y unicidad.). Sea E un subconjunto abierto de
R™ conteniendo a xo y asumiendo que f € C1(E). Entonces existe un a > 0 tal que el problema de

valores iniciales

i = /@)

z(ty) = =xo,

tiene una unica solucion x(t) en un intervalo [—a,al.



2. Preliminares 8

2.2.3. Teoria de Estabilidad

Sea w; = uj + iv;; una generalizacion de un vector propio de la matriz (real) A correspondiente

a un valor propio A\; = a; + ib;. Note que si b; = 0 entonces v; = 0. Y sea
B = {ula sy Uk, Uk 15 V415 - - - 5 Ums Um} )
una base de R con n = 2m — k.

Definicién 2.4. Sea \; = a; + ib;, wj = uj + 1v; y B como se describi6é anteriormente. Entonces

E* = Span{uj,vjla; < 0}

E¢ = Span{u;,vjla; =0}
y

E" = Span{uj,vjla; > 0},

donde E?*, E°y E" son los subespacios de R,, abarcados por los partes reales e imaginarias de
la generalizacion del vector propio w; correspondientes a los valores propios A; con partes reales

negativas, cero y positivas respectivamente.

Definicién 2.5. Un subespacio E C R, se dice que es invariante con respecto al flujo e*: R,, — R,,
si e E C E para todo t € R,,.

Lema 2.2. Sea FE la generalizacion de espacios propios de A correspondientes a un valor propio A.
Entonces AE C E.

Teorema 2.3. Sea A una matriz real n X n. Entonces
R,=E°® E"® E°,

donde E°, E* y E° los subespacios estables, inestables y central del sistema lineal mencionado an-
teriormente respectivamente. Ademds, E*, E* y E° son invariantes con respecto a el flujo de et

del sistema lineal & = Ax respectivamente.

Teorema 2.4 (Criterio de Routh-Hurwitz.). Sea F(2) = 2™ + a12"" 1 + - - + a,, un polinomio con
coeficientes reales. Entonces todos los ceros de F(z) tienen parte real negativa si, y sdlo si, todos

los determinantes de las matrices diagonales principales de la matriz
ag 1 0 0 O
ag as a; 1 0

as a4 az az ag

o O O O

ay Qag a5 a4 as
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son positivos, es decir:

Dy = u >0,
1
Dy = det <“1 >>o,
as as
al 1 0
D3 = det|lag ag a1 | >0,...
as a4 as

Ast, se siguen los siguientes criterios:
» Para 22+ a1z +as esa; > 0, ag > 0.
s Para 22 4+ a12% + asz + a3 es aq >0, ajag —as >0 yaz > 0.

» Para z* + a12% + agz® + azz +aq es a; > 0, ajas — a3z > 0 y (aras — az) a3 — a%a4 > 0.

2.2.4. Teoria de control

Se considera a continuacién los elementos esenciales para el planteamiento del control éptimo.

Definicién 2.6. Sea U un conjunto cerrado de R™: ¢, z, u variables respectivamente de R, R”,

R™; f(x,t,u) una funcién vectorial

f:R xR" x R™ — R",
continua y con derivadas parciales continuas con respecto a la coordenada .

Definicién 2.7. Sea ¢ (to,t1,x0, 1) una funcién vectorial

¢ :R' x R! x R" x R" — RF,
de clase C*.

Definicién 2.8. Sea % un conjunto de funciones continuas a trozos u(t) con valores en U, cada
funcién u(t) es definida sobre un intervalo [tg, t1], la cual puede cambiar para diferentes elementos de
7 . Una funcién u(t) en U serd llamada control. El conjunto U de controles se asumird que cumple
con las siguientes propiedades. Si u(t) definida sobre tg) <t < t; estden % yparai=1,...,p,v; € U

y Ti — h; < t < 7; son intervalos que no se solapan e intersectan [to, 1], luego

v; st T — hy <t <7y

u(t) sitée [to.tl] Y §é ™ —h; <t <730
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Definicién 2.9. Para un control u(t) definido en [tg,¢1] la solucién z(t) de la ecuacién diferencial

z = f(t,z(t),ut)), (2.2)

en el intervalo [ty, t1] con condicién inicial z(tg) = xo serd llamada la trayectoria correspondiente
al control u(t) y la condicién inicial xg. El valor de z(t) en el tiempo ¢ es llamado estado del sistema

en el tiempo ¢. La ecuacién (2.2) es llamada ecuacién de movimiento del sistema.

Definicién 2.10. La primera componente de ¢ evaluada en (o, t1, 2(to), x(t1)) donde z(t) es una

solucién de (2.2)

(251 (to,tl,x(t()),a}(tl)), (2.3)

es el indice de rendimiento o criterio de rendimiento del sistema. Para indicar la dependencia
del rendimiento en el estado inicial xyp = z(tp) y el control u(t) se denota el indice de rendimiento

o funcién de costo dado en (2.3) por

J (wo,u) = ¢1 (to, t1, z(to), x(t1)) . (2.4)

Las siguientes k — 1 componentes de ¢ se definen a través de las ecuaciones

qu (t07t17m(t0)7x(t1)) :Oj :27]{77 (25)
condiciones finales para las trayectorias del sistema.

Definicién 2.11. Una pareja (xg,u) de una condicién inicial zp y un control u = u(t) es llamada
factible si existe una solucién z(t) de (2.2) en [tg, t1] con condicién inicial z(tg) = xo y las condiciones

finales (2.5) son satisfechas por x(t). F' denota la clase de parejas factibles (xq,u).
Controlabilidad.

Sea un sistema definido por un vector de estado x, n — dimensional y una variable de control

m — dimensional u, con ecuaciones de estado de forma
% =f(x,u), x(0)=x", (2.6)

donde f es continuamente diferenciable en x y u. Consideremos controlabilidad en el origen, de
tal manera que el estado objetivo es x = 0, y supongamos que f(0,0) = 0. Esto asegura que, una

vez alcanzado el objetivo, es posible permanecer ahi aun desconectando todos los controles.

Puesto que el tiempo t no se estd de forma explicita en (2.6), tenemos un problema auténomo

y podemos elegir el momento inicial como cero.
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Definicién 2.12. El conjunto % de todos los controles admisibles consiste de funciones integrables
sobre t, diremos que u € %, si los elementos de u no tienen cota, u € %4 si son acotados con

lui(t)] < 1,0=1,....,my u € %y, (bang-bang) si |u;| = 1.

Definicién 2.13. El conjunto controlable en un tiempo ¢; es el conjunto de estados iniciales x° que
pueden ser llevados al origen en un tiempo ¢; usando un control admisible, el cual se denota por

€ (t1,% ,0) o simplemente por €(¢1). El conjunto controlable € es el conjunto de todos los puntos

que pueden ser conducidos al origen en un tiempo finito, tal que ¢ = U C(t1).
t1>0

Un sistema es completamente controlable, cuando todos los estados iniciales son controlados en

el origen es decir ¥ = R"™ y se tienen los siguientes resultados:

1. Si x? € € y si y es un punto en la trayectoria de x° a 0, entonces y € €.
2. € es un conjunto arco-conexo.
3. Sit; < to, entonces €(t1) CE€(t2).

4. € es un conjunto abierto si y sélo si 0 €Int(€).

Definicion 2.14. Sea el sistema lineal
%x(t) = Ax+Bu, (2.7)

con Anxn ¥ Bnxm matrices constantes, decimos que el conjunto % de este sistema es completamente

controlable si:
1. €(t1) es un conjunto simétrico y convexo.
2. € es simétrico y convexo.

Definicién 2.15. La matriz de controlabilidad M es una matriz de n—filas y mn—columnas formada
por la matriz B de tamafio nxm y su producto con las potencias de la matriz cuadrada A de tamano

n. Se define como:
M, scnm = [B AB ...A"le].

A partir de la matriz se pueden obtener condiciones que garantizan la existencia de sistemas to-
talmente controlables, estas condiciones son establecidas en términos del rango de la matriz de

controlabilidad M, y los valores propios de A.

1. 0 € Int(€) siy sélo si el rangoM = n.

2. Siel rangoM =n,y u € %,, ¢ = R".
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3. Siel rangoM = n,u €%}, y Re); < 0 para cada valor propio A; deA, entonces % = R".

4. Si el rangoM = n,u €%, y si A tiene un valor propio con parte real positiva, entonces
€ + R".

Definicién 2.16 (Conjunto alcanzable). Se define el conjunto alcanzable R(t1,x") como el conjunto

de puntos que son alcanzados desde un punto inicial x" en un tiempo ¢;.

Definicién 2.17 (Principio bang-bang). Este principio establece que todos los puntos que son
alcanzables mediante el uso de controles acotados son alcanzables utilizando controles bang-bang.
En otras palabras,

]R(tl,xo) conu € U = ]R(tl,xo) con u € %y.

2.2.5. Existencia de control 6ptimo

Teorema 2.5 (Existencia de solucién éptima). Existe una solucién de tiempo dptimo del problema

de control para el sistema lineal.

Teorema 2.6 (Teorema de Heine-Borel). Sea F' un recubrimiento abierto de un conjunto S € R",
cerrado y acotado. Entonces existe una subcoleccion finita de un subconjunto cerrado y acotado en

un intervalo cerrado y acotado, que también recubre a S ([2]).

Definicién 2.18 (Conjunto convexo). Se dice que un conjunto S C R™ es convexo si para cualquier

par de puntos z, y en Sy para cualquier 6 € [0, 1] se cumple que
z = Oxz+(1-0),
y estd en S.

Definicién 2.19 (Funcién convexa). Sea S C R™ un conjunto convexo no vacio y sea f : S — R.

Se dice que f es convexa en S si y solo si

floz+ (1= 0)yl <0f(x) +(1-0)f(y), (2.8)
para todo z, y en S'y todo 6 € [0, 1].

Teorema 2.7. Toda combinacion lineal finita con coeficientes positivos de funciones convezras es

también una funcion conveza.

Existe una relacién reciproca entre el conjunto alcanzable y el controlable: si x! € R(t1,x"), en-
tonces x” € €(t1,x'). Entonces todos las propiedades generales que cumple el conjunto controlable

también son validas para el conjunto alcanzable.

Ahora mostraremos como los controles extremales incluyendo el control éptimo puede ser iden-

tificado a partir del siguiente principio.
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Teorema 2.8 (Principio del tiempo 6ptimo (PTO)). El control u(t) es extremal si y sdlo si existe

un vector h diferente de cero tal que, para todo t € [0,t;] se satisface
hTexp(—At)Bu(t) = supv(t)e%hTexp(—At)Bv(t).

La importancia de esta afirmacién es que si conocemos h, entonces el PTO nos suministra una

formula para calcular el control u o por lo menos para obtener informacién 1til sobre él.

Teorema 2.9 (Unicidad y Normalidad). Eziste una no unicidad trivial en el control dptimo que

resulta cuando falla el principio del mdzximo
u; = sgn[h” exp(—At)B);,

para determinar u; en el instante en que este cambia entre los valores extremos —1 y +1. Los
valores en estos extremos pueden ser cambiados arbitrariamente sin afectar el tiempo dptimo o la

trayectoria optima.

Definicién 2.20 (Problema Normal). Sean A y B matrices de un sistema lineal, b®) la i-ésima

columna de B para i =1,...,m y definamos las matrices M () de tamafio n X n por
M@ = [p0 A A An1p0)],

Las columnas de esta coleccién de matrices pueden ser reorganizadas para formar la matriz de
controlabilidad M definida anteriormente. Como habiamos visto el rango de M fue asociado con la
controlabilidad del sistema. En consecuencia, la normalidad del sistema es asociado con los rangos
de cada una de las matrices M(® y decimos que el problema es normal si y sélo si rangM® =

n, para,i=1,...,m.

Teorema 2.10. El rangM® = n si y sélo si no existe un vector h diferente de cero tal que
hTexp(— A7)0 = 0 para todo 0 < 7 < t;.

Teorema 2.11 (Principio de Bang-Bang). Supongamos que Q(t) es una matriz nxn con elementos
que son funciones integrables de t para 0 < t < 1. Sea ® un vector n dimensional arbitrario para
el cual existe un vector m dimensional v(t), con componentes integrables que satisfacen |v;(t)| <1

para 0 <t <1, tal que

1
X = / Q(t)v(t)dt.
0
Entonces existe un vector m — dimensional u(t) con componentes integrables que satisfacen

1
lui(t)| =1 para 0 <t <1 tal que x = / Q(t)u(t)dt.
0
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Teorema de existencia.

Consideremos un problema de control con un sistema de ecuaciones
&= flt,x(t),ut))ito <t <t (2.9)

donde el vector z(t) € R™ denota el sistema de estado y u(t) € U el control aplicado en el tiempo

t. Las condiciones finales son impuestas del tipo e € S, donde

e = (to, t, z(to), z(t1)) , (2.10)

v S es un subconjunto de R?"*2. El conjunto S esta determinado por las ecuaciones

di(e) =0 =2,... .k

Un indice de permanencia tomado de tipo Mayer
J(xo,u) = ¢i(e). (2.11)

Recordar que z(t;) es determinado a través de (2.9) por la funcién de control u, la condicién

inicial (tg,x0), zo = x(tp) y en el tiempo final ¢;.

Definicion 2.21. Sea f continua; ademas, existen constantes positivas c1, ¢co tal que

L[ f(z,u)| < cr(1+ |a] + |ul).
2. |f(z,u) — f(y,u)| < colx — y|(1 + |u|) para todo t € RY, 2,y e R y u € U.

Se admite las funciones de controles u = u(-) las cuales son Lebesgue integrables en [tg, 1], en
lugar de admitir solamente controles continuos a trozos. La solucién de (2.9) ahora se refiere a una

funcién x = z(-) satisface

xz(t) = xz(to) + ttf(s,x(s),u(s))ds to to <t <t. (2.12)

La solucién de (2.12) existe y es absolutamente continua en [to, t1]. Esta es tinicamente deter-

minada por la funcién de control u y la condicién inicial (¢g, z(to)).

Definicién 2.22. Si F’ denota la clase de todos los pares (g, u) tal que u es una funcién Lebesgue-
integrable en un intervalo [to,t1] con valores U y la solucién de (2.12) satisface la condicién final
e € S. Aqui 29 = z(tp) y e es definida como en (2.10). El intervalo [tg,t;] donde u(t) esta definida
puede variar con la funcién de control u. Claramente F' C F’ donde F es la clase correspondiente
definida en (2.11) con w continua a trozos. Se llamard a alguna pareja (zo,u) € F’ una pareja
factible.
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Al afirmar la existencia del Teorema del problema de Mayer, los siguientes conjuntos juegan un

papel importante. Para cada (t,z) € R"*! sea
F(t,z) = {f(t,z,u):ueU}. (2.13)

Asi F(t,z) es la imagen en R™ de conjunto de controles U bajo la funcién f(t,z,-). Como f es

continua, F'(t,x) es un conjunto compacto si U es compacto.
Definicién 2.23. Sea F(t,z) de R™*1. Se escribe un vector Z € R**! tal que
Z=(z,2n+1), donde z = (z1,...2,) € R™.
Para cada pareja (t,z) € R"*! sea
F(t,z) = {2:2z=f(t,x,u),zn1l > L(t,z,u),u € U},

donde F(t,z) es cerrado.
Teorema 2.12. Suponga los supuestos de la definicion (2.21), luego L es continua y ademds se
tiene:

1. F' no vacio.

2. U es compacto.

3. S es compacto y ¢ es continuo sobre S.

4. F(t,x) es convexo para cada (t,z) € R"H1.

Entonces existe (xf,u*) que minimiza a J(xo,u) sobre F'.

Definicién 2.24. La funcién de costo se define por J = fgl fo(x,u)dt. Y buscamos un control
éptimo u € U tal que el estado del sistema pueda ser llevado desde x° hasta x! en el tiempo t; con
el valor minimo de J. La trayectoria x(t) usando el control éptimo es la trayectoria 6ptima, y el

valor correspondiente de J y t1 (si es libre) son el control y tiempo 6ptimo, respectivamente.

2.2.6. Planteamiento del principio de Pontryagin

Definicién 2.25 (Problema bésico de control 6ptimo como formulacién de Lagrange). Un problema

de control 6ptimo es de la forma
t1

mazyeyJ (o, u) = /t L(t,z(t),u(t))dt

0
o(t) = f(t,x(t),u(?))(1,31) (2.14)
z(ty) = o,
mientras que z(t1) puede ser libre, lo cual significa que su valor no tiene restricciones o puede ser

fijo, eso es, z(t1) = x1.
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Se asume que las funciones f y L son continuamente diferenciables en cada argumento.
El principio de Pontryagin.

El principio de Pontryagin se utiliza en la teoria de control éptimo para encontrar el mejor
control posible que permita llevar a un sistema dindmico de un estado a otro. A continuacién se

establecen unas definiciones y teoremas necesarios para la aplicacién de este principio.
Definicién 2.26. Considere el problema de control definido en (2.14). La funcién

H(z,u,P) = L+ P- f(z,u), (2.15)
es llamada funcién Hamiltoniana y P es una funcién n-dimensional llamada funcién adjunta.

Teorema 2.13. Sea x una condicion inicial dptima y u*(t)) un control éptimo para el Problema
de control (2.14), entonces existe una funcion adjunta diferenciable a trozos P(t) tal que para todo
t € [to,t1] se define como

mazyey H(z*(t),u(t), P(t)) = H(x*(t),u"(t), P(t)), (2.16)

para todos los controles u, donde H es la funcion Hamiltomiana definida en (2.15) y

_OH(x*(t),u(¢), P(1))
Oz

Pt) =
P(t;) = 0.
La condicién P(t;) = 0 dada en el Teorema (2.13) es llamada condicién de transversalidad, la

cual se usa Unicamente cuando el problema de control 6ptimo no tiene valores terminales en las

variables de estado, es decir z(¢;) es libre.

Definicién 2.27 (Principio del Méximo de Pontryagin). Suponga que el problema (2.14) tiene una

soluciéon y un control éptimo, entonces se siguen las siguientes condiciones:
s Py=—1.

» u* es la funcién control para la cual H(z, P,u) tiene un supremo para todo u € U, el conjunto

de controles admisibles.

= Las ecuaciones de co-estado tienen una solucién P* y las ecuaciones de estado una solucién

x* las cuales toman valores z(0) en to =0y z(T) en t; =T.

= Kl Hamiltoniano es constante a lo largo de la trayectoria 6ptima, esta contante es cero si el

tiempo terminal es libre, esto es

H(z*,P*,u") = -const; t; fijo

=0 libre positivo.
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Las 2n + 2 ecuaciones de estado y co-estado requieren un igual niimero de constantes para fijar
su solucién. Se proveen n condiciones iniciales, n condiciones finales de x, el valor conocido inicial
xo y el valor Py el cual es provisto por el principio del maximo de Pontryagin (PMP). Si ¢; es libre

se necesita una condicién extra para determinar la solucién y esta es deducida de la condicién 4 del
PMP.

El P.P consiste en encontrar un control éptimo que minimice o maximice el indice de rendi-
miento sujeto a las ecuaciones de estado y la condicién inicial, en otras palabras busca optimizar el

Hamiltoniano. Luego se tiene, que con las ecuaciones adjuntas y el Hamiltoniano se satisface que

OH
ou
en u = u* para cada t, mas el Hamiltoniano tiene un punto critico y esta condicién es llamada

= 0, (2.17)

condicién de optimalidad.

Teorema 2.14 (Principio de Pontryagin para controles acotados). Considere el siguiente problema

de control:
mazney J (o, 1) = /t L), u(t))dt
i) = falt).u) (219
z(0) = m,
con a1 < ui(t) < b, coni=1,...,n donde a; y b; son reales fijos con a; < b;. St (zf,u*(t)) son

optimales para el problema (2.18), entonces existe una variable adjunta diferenciable a trozos P(t)

tal que
H(z*,u,P) < H(z*,u", P),

para todos los controles u en cada t, donde H es el Hamiltonoano definido el (2.15) y ademds

H
P = —a— condicion adjunta
ox
P(t1) = 0 condicion de transversabilidad. (2.19)

Mds aun, el control optimo debe satisfacer las siguientes condiciones de optimalidad

OH

a; < u; < b; si 2 =0; (2.20)
bi si G5 > 0.

Es decir, la mazrimizacion es sobre todos los controles admisibles y u; es obtenida por la expresion
dada en (2.17). En particular, el control éptimo u* mazimiza a H puntualmente con respecto a
a; < u; < b;.



2. Preliminares 18

En algunos paquetes de software no hay manera de caracterizar especificamente las cotas del
control, en estos casos y cuando la implementacién lo permite, el control éptimo u; obtenido sin

truncacion puede ser escrito en forma compacta acotada por a; y b; de la siguiente manera:
ui(t) = min{a;, max{b;,u;}}. (2.21)

2.3. Meétodo Numeérico

En esta seccién se define el método numérico que se emplea para resolucién del problema de
control optimo que se plantea en esta tesis, haciendo uso del marco tedrico planteado en la tesis
Modelado de transmision de la malaria con una fuerza de infeccion no convencional y transmision
vertical [24].

Barrido hacia adelante y hacia atras.

El método del barrido hacia adelante y hacia atrds es un método indirecto que utiliza el principio
del maximo de Pontryagin para determinar las condiciones de optimalidad. Para el desarrollo de
este método es necesario determinar las ecuaciones adjuntas y las condiciones de transversalidad.

A continuacién se enuncia dicho método: Considere el problema de control 6ptimo:

maz, = / " LGt 2(t), u(t))dt

B0) = f(tx(0)u(t)
x(tg) = a.

Se requiere resolver el problema definido antes numéricamente, esto es, encontrar un algoritmo
que genere una aproximacion al control optimo ux. Primero se hace una particién del intervalo
[to, t1] en subintervalos con especificos puntos de interés, esto es to = b1, ba, ..., by, byt1 = t1; estos
puntos serdn usualmente igual espaciados. La aproximacién serd un vector u = (u1,...,UN+1),

donde u; ~ u(b;). Cualquier solucién del problema de control éptimo debe satisfacer:

x(t) = f(tvx(t)vu(t))
xz(ty) = a

. OH

20 = -5
Z(t1) = 0
—a—H = U= u*
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La cuarta ecuacion es llamada condicién de optimalidad; esta puede ser manipulada para en-
contrar una representacion de u* en términos de ¢, x y Z. Si esta representacion es sustituida en
las ecuaciones diferenciales para x y Z, entonces las dos primeras ecuaciones forman un problema

de valor en la frontera de dos puntos.

En un problema de control 6ptimo se proporciona una condicién inicial para las ecuaciones de
estado y una condicién final para las ecuaciones adjuntas Z. Ademads f es una funcién de ¢, z y u
solamente. Los valores para Z no son necesarios para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
para x usando un método estandar como ODE. Teniendo en cuenta esto el método del barrido
hacia adelante y hacia atras es muy intuitivo. Un esbozo del algoritmo se presenta a continuacién
enel cual x = (x1,...,2Nn4+1) ¥y Z = (Z1,...,ZNn+1) son los vectores de aproximacién de estado y

de las ecuaciones adjuntas.

Paso 1 Tomar un valor inicial de 4 sobre el intervalo [to, t1].

Paso 2 Usando la condicién inicial 1 = z (¢p) y el valor de @, resuelva = hacia adelante en el tiempo

de acuerdo a las ecuaciones diferenciales en el sistema optimal.

Paso 3 Usar la condicién de transversalidad Zy;1 = P (t1) = 0 y los valores de @ y &, resolver para

Z hacia atras en el tiempo de acuerdo a las ecuaciones diferenciales en el sistema optimal.
Paso 4 Actualizar 4 ingresando los nuevos valores de x y Z en la caracterizacion del control optimal.

Paso 5 Verificar la convergencia. Si los valores de las variables en esta iteracién y los de la anterior
son lo suficientemente cercanos, tomar los valores actuales como la solucién; si los valores no

son cercanos regresar al paso 2.

Nota 2.1. 1. Para la suposicion inicial de u en el paso 1 es casi siempre suficiente tomar u = 0.

2. Frecuentemente en el paso 4 es necesario utilizar una combinacién lineal convexa entre los
previos valores de los controles y los valores dados en la actual caracterizacion, esto ayuda

ocasionalmente a acelerar la convergencia.

3. Para el paso 5 existen muchos tipos de convergencia, algunas veces es suficiente requerir que
N+1
lu —antu| = E |u; — antugl,
i=1

sea lo suficientemente pequeno, donde u es el vector de estimacién de control durante la actual
iteracién y antu es el vector de estimacién de la previa iteracion. Aqui ||-|| representa la norma
en L', es decir la suma de los valores absolutos de los términos. Se requiere ademds que el

error relativo sea lo suficientemente pequeno, esto es
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donde ¢ es la tolerancia aceptada.

Nota 2.2. El término combinacién convexa debe entenderse como un promedio entre el valor

anterior y el actual, aunque existen otros tipos de combinaciones convexas de tipo
u(1 — &) + olduck,
donde k es la inteccion actual y 0 < ¢ < 1.

Para los pasos 2 y 4 del algoritmo se puede utilizar cualquier método de resoluciéon de ecuaciones

diferenciales.



Capitulo 3

Clasificacion de articulos

En este capitulo se hace una revisién bibliografica de los articulos, tesis o de mas documentos
relacionados con la modelacion matematica aplicada al virus de la influenza, recolectados a lo largo

del desarrollo de este trabajo.

Los documentos se clasifican segin la dindmica del modelo:

3.1. Modelo tipo SIR

Es el modelo clasico propuesto por Kermack y McKendrick en 1927. Este consta de 3 comparti-
mentos que son los individuos susceptibles S(t), infectados I(t) y recuperados R(t), en una unidad

de tiempo t el cual describe el siguiente diagrama compartimental.
S—1—R.
donde :

» Individuos susceptibles (S): Consiste en aquellas personas que pueden contraer la enfermedad

pero aun no estan infectados.

» Individuos infecciosos (I): Son aquellas personas que poseen el virus y pueden transmitir la

enfermedad.

» Individuos removidos o recuperados (R): Son aquellas personas inmunes permanente o tem-
poralmente contra el agente infeccioso y por tanto no afectan a la dindmica de la transmisién

de ninguna forma cuando se ponen en contacto con otros individuos.

Las ecuaciones del modelo STR y sus supuesto varia dependiendo del problema que se vaya a tratar.

Los documentos que hacen referencia a este modelo son:

21
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w Cldlculo de la tasa de reproductividad Rg simplificando el modelo SIR aplicada a la epidemia de
gripe AH1IN1 que se produjo en el 2009 en Brazil [18]. En este articulo se propone un andlisis
del modelo SIR para comparar la tasa de reproductividad del virus de la influenza A(H1N1)
ocurrida en 2009 de los estados de Brasil y también se presenta como una herramienta para

identificar las epidemias.

» Las matemdticas de las epidemias: Caso México 2009 y otros [12]. Modelo para estimacion del
comportamiento epidémico de la influenza A (HIN1) en Mérxico [26]. En estos documentos
se aplica un modelo matematico para estimar el comportamiento epidémico de la influenza A
(HIN1) en México durante las etapas de aplicacién y suspensién de medidas para mitigar la

epidemia.

» Modelacion matemdtica de la epidemia [8]. En este archivo se describen los modelos que se
usan en la UNAM para entender y predecir la evolucién de una epidemia. Se examina el
modelo con un ajuste aposteriori que permite analizar el efecto de las medidas sanitarias con

respecto a la duracién de la epidemia y su maxima prevalencia.

= Modelacion y simulacion computacional usando sistemas de informacion geografica con dindmi-
ca de sistemas aplicados a fendmenos epidemioldgicos [6]. El documento habla de un modelo
computacional propuesto, usando sistemas de informacién geogréfica (SIG) que permite adi-
cionalmente observar la fluctuacién espacial de las poblaciones por poligonos en una region
de influencia y asi encontrar un mapa que muestre tendencias de propagacion de la epidemia

basandose en el hecho de la correlacién espacial.

= Modelos deterministicos y estocdsticos SI y SIR para la difusion de enfermedades contagiosas
[30]. En esta tesis se presenta un andlisis del modelo SI y SIR para el estudio del com-
portamiento de un virus o una enfermedad dentro de una poblacién utilizando dos facetas:
estocdstica y deterministica. Para esto se hace uso de simulaciones numéricas en Matlab y
se comparan los datos tedricos con los reales. También se hace un cuadro comparativo sobre

estas dos facetas que propone mostrar los pro y los contra de ambos métodos.

» Estudio de modelos matemdticos para comportamiento social para procesos epidemiologicos
[27], Control éptimo de una epidemia [34] y A vaccination model for transmission dynamics of
influenza [1]. En estos articulos se modelo y analizo varios tipos de estrategias para mitigar una
epidemia usando teoria de control 6ptimo, entre las cuales estan, la vacuna, comportamiento

social, campanas educativas.
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3.2. Modelo tipo SEIR

Este modelo es una adaptacion del modelo STR donde se tiene en cuenta un periodo de exposicién
no infeccioso, generando un nuevo compartimento llamado Expuesto E(t), donde S, I y R denota
las poblaciones mencionadas anteriormente, el cual esta representado por el siguiente diagrama de

compartimental.
S—FE—1— R.
Los documentos basados en este modelo son:

» Dindmica del virus pandémico A (HIN1)/09 en la poblacion de Venezuela [14]. En este trabajo
se hace un estudio de la dindmica del virus A(H1N1) se presenta en Venezuela en el 2009
haciendo uso del modelo SEIR. Ademads, se propuso la creacién de modelos estructurados por
edades y espacio con la finalidad de reflejar la heterogeneidad de los individuos y poblaciones

de una regién.

= Modelacion y simulacion del comportamiento epidemioldgico de la gripe en la ciudad de Bar-
celona [40]. En este articulo no se trabaja directamente con el modelo SEIR pero si con una
extensién donde los individuos expuestos en la etapa de incubacién (E) pueden desarrollar
sintomas y pasar a la etapa de infeccioso (I) o no desarrollarlos y pasar a la etapa de infeccién

asintomatica (A).

= Modelado matemdtico de una enfermedad infecciosa en un centro de reclusion y estrategias
dptimas de control preventivos [53]. En este articulo propone un modelo como un sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales que describe los aspectos epidemiolégicos de la dinamica. Se
realiza el andlisis de estabilidad del modelo para posteriormente incluir en su formulacién una
estrategia de control preventivo, que permite establecer un protocolo adecuado de control con
base en el nimero bésico de reproduccion. No hace hincapié a una enfermedad epidemioldgica

en particular.

» Simulacion de un brote de influenza AHINI1 en una escuela primaria de Camagiiey [3]. En
este documento se muestra el comportamiento de un posible brote epidémico de Influenza
A HINI1, tomando como escenario la escuela primaria. Se realizan dos simulaciones con el
modelo SEIR, durante el mes de septiembre del 2009, en la primera simulacién no se toma
ninguna medida preventiva y en la segunda se toma medidas preventivas después de 7 dias

del comienzo del brote.

» Modelizacion de la epidemia de la gripe A(HIN1) mediante redes aleatorias en un entorno
de computacion distribuida [37]. En este proyecto se hace una caracterizacién de la dindmica
de transmisién del virus de la influenza A (HIN1) utilizando una red dindmica de nodos

aleatorios, con estas simulaciones se busca los pardmetros caracteristicos de la enfermedad.



3. Clasificacién de articulos 24

» Modelado matemdtico de la transmision de la gripe A(HIN1) [33]. En este documento se
presenta un modelo en donde su principal hipétesis presenta que la infeccién la inicia sélo
ciudadanos extranjeros infectados y los infecciosos autéctonos producen nuevos casos, donde
define 4 compartimentos donde se considera la poblacién de los individuos latentes que segin

la definiciéon que se toma en este trabajo coincide con los expuestos.

3.3. Modelo SAIR

En este modelo cada individuo infectado pasa primero a través de un estado asintomaético que
llega ser sintomético o recuperado sin mostrar ningun sintoma. La variable S(¢) denota los indivi-
duos susceptibles; A(t) denota los infectados-asintomaticos, I(t) infectados-sintométicos; y R(t) los
recuperados, representado por el siguiente diagrama de compartimental.

.
S A I R.

Los documentos que toman como referencia a este modelo son:

s Modeling control strategies for concurrent epidemics of seasonal and pandemic HIN1 influenza
[35]. En este articulo se introducen modelos de una y dos cepas para imitar la dinamica de la
gripe en el contexto de un brote epidémico. Se hace uso de la teoria de control éptimo para
identificar y evaluar las ” mejores” politicas de control. Los controles explican el costo asociado

con las politicas de distension social y tratamiento antiviral.

» Dynamics of an SAIQR influenza model [55]. En este documento hace una modificacion del
modelo SAIR y se le agrega un nuevo compartimento llamado cuarentena () donde se centra en
un modelo Susceptible-Asintomética-Infecciosas-Cuarentena-Recuperado (SAIQR) que limita
las interacciones de Q-individuos y asume que A-individuos son infectados y posiblemente no

presentan sintomas.



Capitulo 4
Formulacion del modelo

Teniendo en cuenta la revision bibliografica del capitulo anterior, en esta seccion, se describe un
modelo matematico tipo SEIR que se ajusta a la dindmica de transmisién del virus de la influenza
tipo A en San Juan de Pasto. La eleccién del modelo recae en que una persona susceptible al estar
en contacto con una persona infectada entra en un periodo de incubacién del virus en el que no se

presentan sintomas, a este grupo de personas se consideran como expuestos.

FEn este apartado se formula un modelo matematico basado en el articulo de dindmica del virus
pandémico AHIN1/9 en la poblacion de Venezuela [14], al cual se le hizo una modificacién, que
consiste en agregar una nueva tasa de variacion denotada por 6 que representa el paso de los indi-
viduos recuperados a susceptibles, esto se debe a que por las diferentes mutaciones del virus de la

influenza, el individuo no puede adquirir inmunidad permanente.

En este modelo se tiene en cuenta una serie de suposiciones que se han considerado importantes,

tales como:

= Todas las poblaciones dependen del tiempo.
= 4 representa el niimero de personas que nacen en una unidad de tiempo.

= La poblacién esta homogéneamente mezclada, es decir, cada individuo tiene la misma proba-

bilidad de entrar en contacto con cualquier otro.

= La tasa de mortalidad k de todas las clases se asume igual, despreciando la tasa de mortalidad

debido al virus.

= Los individuos que se infectan entran primero en un periodo de latencia donde no muestran

sintomas y tampoco contagian el virus.
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= [, representa la tasa en que un individuo pasa de susceptible a expuesto; «, representa la tasa
en que un individuo pasa de expuesto a infectado; -, representa la tasa en que un individuo
pasa de infectado a recuperado; 6, representan las tasan en que un individuo pasa de ser

recuperado a susceptible.

Por lo tanto, este modelo se divide en cuatro compartimentos que son, susceptibles (S), expuestos
(E), infectados (I) y recuperados (R) donde la poblacién total (N) en un tiempo ¢ esta definida
por N(t) = S(t)+ E(t)+1(t)+ R(t) el cual estd representado por el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales
ds I
— = — 85— —kS+0R
dt n= 05y +
dE I
— = — —aF —kFE 4.1
7 BS’N « k (4.1)
dl
— = aF —~I —kI
dt amT
i = ~I —kR—-0R.

dt



Capitulo 5

Analisis de Existencia de las

Soluciones de Equilibrio

En este capitulo se analiza la existencia de las soluciones de equilibrio del sistema (4.1). Estos

estan dados por las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones algebraicas.

I
j—BS~ —kS+6R=0

I
BS+ — aF —kE =0
oF —~I — kI =0 (5.1)
~I — kR — 0R = 0.

Se considera I = 0 y remplazando en (5.1) se tiene que R = E = 0y S = £ de ahi que la

solucion trivial esta dada por Py = (%, 0,0, ()) obteniendo como resultado la siguiente proposicién.

Proposicién 5.1. Para el sistema (4.1) existe una solucion de equilibrio trivial libre de infeccion
definida como

1
P :<7,0,0,0).
0~ %

Para encontrar la solucién de equilibrio endémico, se considera I > 0, para esto se debe expresar
aS,E,I,R en términos de I. A partir de la tercera y cuarta ecuacién del sistema (5.1) se obtiene

los siguientes resultados

_ I _ I(k+7)
R=-— E=—-+ 5.2
k+o Y a (5.2)
para encontrar S en términos de I se suma las dos primeras ecuaciones del sistema (5.1) dando

como resultado

27
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p—kS+0R— (a+k)E=0. (5.3)

Reemplazando Ry E definidos en (5.2) en (5.3) se obtiene

L6y (R k)
—k I— I
. S+k+9 o

Oy  (a+k)v+Kk)\; o _
M+<k¢+0 5 I—-kS = 0,

despejando S se obtiene

+

k

1(k+a)(k+7) [ vl

k a (k+0)(k+a)k+)

N (a+k)(v+k)
ko

1 [;99 B (k+a)(k+’y)] 7
+ a

—1|T

+

(R1—1)1, (5.4)

e FE o=

para mayor facilidad se reescribe a S definido en (5.4) de la siguiente manera

S = % —ql, (5.5)

donde
_ (OJ—Fkk)g}/—Fk) (1—R1), (5.6)
R = 7 (5.7)

De (5.5) se debe cumplir que

S >0
M —
——ql > 0
L q =

M —

= > 7

kg —

donde el valor maximo que puede tomar la poblacién de infectados estda dado por

H *
LR .
L=r (5.8)
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por lo tanto, en este caso se considera I € (0,I*).

Por otro lado se tiene que
N=S+E+I+R, (5.9)
remplazando S, E'y R definidos en (5.5) y (5.2) respectivamente, en (5.9) da como resultado
5 p

B N ) I
N o= o -a+ I+I+k+91, (5.10)

para mayor facilidad se reescribe a N definido en (5.10) como

N = E_gI, (5.11)
k
donde
(v + k) gl
= — -1——. 12
g q o k+6 (5.12)

Remplazando E,S y N definidos en (5.2), (5.5), (5.11) respectivamente, en la segunda ecuacién

del sistema (5.1) se obtiene

Blk—a)I (y+ k) -
W—(oﬂ—k) 5 I1=0, (5.13)
dado que I # 0, (5.13) se reduce a
B (f —al) (v+k)
Egr T (a+k) 5
7 _ [la+k)+R) e 7
5 (%) = [ a 5
- a+k +k a+k + k)| =
«
a+k +k = a+k +k
JetRO+RT g 1r _ pllathO+h)])  gn (5.14)
o k o k
Despejando I de (5.14) se obtiene el siguiente resultado,
[ (atk)(v+k
P 1 e
g _(a-l—klé(v-&-k)} — 8q
[ [ (a+E)(y+Ek)—ap ]
klgla+k)(y+k) —abq
_1_ Olﬁ
;_ u|l-ewem <a+k><v+k>] (515)
k g— afq
L (a+k)(v+k)
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Se define a Ry, que corresponde al nimero reproductivo bésico de la enfermedad, de las siguiente

manera:

_ af
Ho = (a+k)(y+k) (5.16)

Reemplazando (5.16) en (5.15) se obtiene el siguiente resultado

= 1% 1—R0]
I =k , 5.17
k‘[g—qRo (5.17)

se multiplica y se divide por /3 en (5.17) de la siguiente manera

= w| 1—Ro
I = B =20 (5.18)
qBRoB |’
k|g— 50
ahora se remplaza (5.6) en (5.18) donde se obtiene
- 1-R
I = K [BO . (5.19)
kilg— 71— Ri)
Note que
B
g— 20—y <o0 (5.20)

por lo tanto, es necesario que Ry > 1 para que la poblacién de infectados sea positiva.

Nota 5.1. La demostracién de la desigualdad (5.20) se encuentra en el apéndice (.1).
Lo anterior se resume en la siguiente proposicién.

Proposicién 5.2. Para el sistema (4.1) existe una solucion de equilibrio endémica P, = (S, E, I, R)

siempre y cuando Ry > 1.

Otra solucién que se considerar es cuando I = I'*, para esto se deja las poblaciones S, £y R en

términos de I* obteniendo el siguiente resultado

N TR
PR TP
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donde

k+
Noo e

kagq kq  (k+0)kq

(k) (k+ )+ ap(k +0) + ayu
B kag(k+ 0) ’ (5:21)

de aqui surge la siguiente proposicién.

Proposicién 5.3. Para el sistema (4.1) existe una solucion de equilibrio

_ (k+Vp p yu
P2 - 07 9 Pl .
kag " kq (k+0)kq




Capitulo 6
Conjunto de interés bioldgico

En esta seccién se formula el conjunto de interés bioldgico para el sistema de ecuaciones dife-

renciales (4.1) de la siguiente manera

0= {(S,E,I,R) ERY:0<S,0<I<I*,0<E0<R,0<N() <

EA S
——
—~
D
=
SN—

donde I* esta definido en (5.8).

Dado que f(z) € C1(Q2), entonces por el teorema de existencia y unicidad definido en (2.2), para

todo xg € 2, existe una tUnica solucidn.

A continuacion se verifica que N (t) <

=M=

Si se suma las ecuaciones diferenciales del sistema (4.1) se obtiene el siguiente resultado

cUL(t) = pu—kS—kE—-kI —kR
= pu—k(S+E+I+R)
= M_kNa
de esto se obtiene
dN(t
A—i—kN(t) = L. (6.2)

dt

Se puede ver que una ecuacién equivalente a (6.2) es la siguiente

ekt
d( d]j(t)) — /Lekt, (63)
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integrando en ambos lados entre 0 y ¢ se obtiene

MN@IE = Leh
kt Kokt M
N({t)—N({0) = Ze"—-—=
e N(t) — N(0) LA
lo anterior se lo puede reescribir de la siguiente manera
M KN —kt
N(t) = L (M) =) e
(1) = L+ (Vo) - e
Note que N(0) = Ny € ©, por lo tanto
0<Ny < %
De esto se puede obtener la siguiente desigualdad
NO - % S 07

v ya que e ¥ > 0 se tiene que

sumando £ en ambos lados de la desigualdad se obtiene

(o) <k

de ahi se deduce que

N(t) <

==



Capitulo 7

Estabilidad

7.1. Estabilidad del punto de equilibrio trivial

En esta seccion analizaremos cuando Py es localmente asintéticamente estable. Para ello se

considera el jacobiano del sistema de ecuaciones diferenciales (4.1)

B8I | BSI BSI 8S |, BSI  BSI
—Nt 3Tk b ¥t to
BL_5SL _BSL_(q4k) G588 _gsI
J= : (7.1)
0 a —(k+7) 0
0 0 o —(k +0)

evaluando J(Fp), definido en la proposicién (5.1) en la matriz (7.1) se obtiene el siguiente

resultado
—k 0 —p 0
0 —(k+a 0
J(PO) _ ( ) B 7
a —(k+7) 0
0 0 0% —(k+9)
donde,
—k—A 0 —-p
0 —(k - 0
J(Py) =M\ = (k+a) & . (7.2)
0 a —(k+7v)—A 0
0 0 ¥ —(k+6)— X\
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Se calcula el determinante de (7,2) y se obtiene

det(J(Po) — M) = (k+ N[k +a+N(E+7+ Nk +0+ )
+aB(k+ 0+ N)]
= (k+NE+O0+N[(E+a+N(k+7+\)+af], (7.3)

se calcula las raices de (7.3) dando como resultado los siguientes valores propios
A= —k
Ay = —(k+9).
Para A3 y A4 se resuelve la siguiente ecuacién cuadratica
M (a+y+20)A+ (a+k)(E+7)—aB =0, (7.4)

donde se obtiene

—(a+v+2k) £ /(a+v+2k)2 - [(a+k)(k+ ) — aB)]
2

etk E \/(a+7+2k)2— [(a+ k) (ke + 7)1 = )] 75)
= 2 ’ ’

sea Ry definido en (5.16) y reemplazando en (7.5) se tiene

\ —(a+v+2k) £/ (a+7+2k)?2 —[(a+k)(k+7)(1 — Ro)]

A =

2
donde
o —(a4+7y+2k) —/(a+7+2k)?2 - [(a+k)(k+7)(1 - R,)]
5 ;
N = —(a+v+2k)+/(a+7+2k)?2 = [(a+k)(k+7)1 - Ro)]
: :

Si Ry < 1 entonces,

(@47 +2k) = V/(a + 7+ 2k)2 — [(a + k) (k +7)(1 - R,)],

por lo tanto, la parte real de A4 es negativa.

Si Ry > 1 entonces,

(4 +2k) < /(47 +2k)2 = [(a+ k)(k +7)(1 — Ro)],

entonces, la parte real de A4 es positiva.

En base a esto se define la siguiente proposicion.
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Proposicién 7.1. El sistema (4.1) siempre tiene el equilibrio libre de infeccion Py = (%,0,0,0) y
es localmente asintoticamente estable cuando Ry < 1.
7.2. Estabilidad del equilibrio endémico

En esta seccién se analiza la estabilidad de P, para la cual se utiliza el teorema de Routh-

Hurwitz definido en (2.4). Para esto se calcula J(P;) — AI, de la siguiente manera

a-% BT (aqk)-x 85851 s
J(P1)— A= 0 o k) — A 0 . (7.6)
0 0 2} —(k+8) — A

Mediante operaciones algebraicas se obtiene el polinomio caracteristico a partir del determinante

de (7.6), como se define a continuacién

M4 a3+ a)? + az\ + ay, (7.7)
donde
a; = %+4k+a+’y+9.

[ [ S
as = (k+'y)(k+6)+(k+a)<fv_]+k>+[(fv_]+k>+(k+a)} [(k+7)+(k+0)}—%
as = —Oﬁg(%w)ﬂaM)(f+k>(2k+v+0)+(fvjuma)(mv)(me)
ay = fv_l(a+k)+k:(a+k)} (k+’7)(k+9)—ak(k+0)%s—a70%

De lo anterior se verifica los siguientes criterios:
= a; > 0.
m ajas —az > 0.

» (a1az — az)ag — alay > 0.
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= a4 > 0.

Por el criterio de Routh-Hurwitz mencionando en (2.4), se tiene que todos los valores propios
del polinomio caracteristico del determinante de (7.6), tienen parte real negativa. Esto se resume

en la siguiente proposicién.

Proposicién 7.2. El sistema (4.1) tiene un equilibrio endémico Py = (S, E, I, R) y es localmente

asintoticamente estable siempre que se cumpla que:

ajas —az > 0.

(aras — az)az — a2ag > 0.
Nota 7.1. Los céalculos respectivos para el anélisis de la estabilidad asintética del punto de equilibrio
Py se encuentra en el apéndice (.2).

7.3. Estabilidad del punto de equilibrio P,

En esta seccion se analiza la estabilidad de P5. Para esto de considera el teorema Routh-Hurwitz

definido en (2.4), calculando J(P) — AI de la siguiente manera

—h—k—AX 0 0 0
h (atk) -\ 0 0
J(Py) — A\ = 0 N (k) 0 , (7.8)
0 0 0% —(k+6)—X
donde,
, aB(k + 0)

(k+7)(k+0)+alk+60)+ay

Mediante operaciones algebraicas se obtiene el polinomio caracteristico a partir del determinante

de (7.8), como se define a continuacién

M4 a3+ ap)? + az\ + ay, (7.9)
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donde,

ap = (h+~v+0+4k+a).
(h+k)(a+y+0+3k)+ (a+E)O+Ek)+(y+k)(O+k)+ (a+k)(y+Ek).

a3 = (h+Ek)[(a+k)O+E)+(+k)O+k)+(a+k)(y+E)]+ (a+k)(y+E)O+E).
(

h+k)(a+k)(y+E)(+k)— hayb.

ay =

a, =

Se verifica que a; > 0, ajas — a3 > 0, (ajaz — az)as — a%a4 > 0y aqs > 0. Entonces, por el
criterio de Routh-Hurwitz (2.4), se tiene que todos los valores propios del polinomio caracteristico

del determinante de (7.9), tienen parte real negativa. Esto se resume en la siguiente proposicién.

Proposicién 7.3. El sistema (4.1) tiene un punto de equilibrio Py = <0, (k:a'yq)“, kﬂq, (klé%kq) que

es localmente asintdticamente estable en €.

Nota 7.2. Los célculos respectivos para el anélisis de la estabilidad asintética del punto de equilibrio

P, se encuentra en el apéndice (.3).



Capitulo 8

Teoria de control

8.1. Formulacion del problema de control

En esta seccién se formula un problema de control éptimo para el comportamiento del virus de

la influenza tipo A considerando la estrategia de control aislamiento que se denota como u.

Segin el Instituto Departamental de Salud de Narifio (IDSN) la influenza tipo A, aunque no pre-
senta casos de mortalidad, presenta una tasa alta de morbilidad, ademéas de causar complicaciones
en pacientes con enfermedades respiratorias graves. Por ello es importar controlar la propagacién de
la poblacién infectada con el fin de reducir y prevenir enfermedades graves derivados de una gripe,

como por ejemplo: neumonia [18], bronquiolitis [36].

En este caso u afecta directamente a la variacién de la poblacién de expuestos (F) e infectados
(I), con el fin de minimizar el nimero de infectados por el virus de la influenza tipo A en la ciudad

de San Juan de Pasto, encontrando una funcién de costo que dependa de dicho control.

En el desarrollo de este problema se puede considerar dos tipos de problemas, de control éptimo
o de tiempo Optimo. En este caso se analiza el problema de control 6ptimo que consiste en con-

trolar el crecimiento de las poblaciones (E, I') haciendo uso del control aislamiento en un tiempo fijo.

En este trabajo el aislamiento se considera de tipo social para evitar la transmisién del virus de
la influenza, es decir que las personas que han sido infectadas o expuestas deben evitar el contacto
con las personas susceptibles, mediante el uso de tapa bocas, la suspensién de actividades escolares

o laborales, entre otras.

Las ecuaciones de estado con el control son las siguientes:

39
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% = n Sy kS +OR

% = ﬁS%—a(l—u)E—kE (8.1)
% — a(l—wE —~I —kI

% — - kR—0R.

Para desarrollar la estrategia de control hay que tener en cuenta que esta genera unos costos que
pueden ser econdémicos, biolégicos, ambientales entre otros. Segun el articulo escrito por Orlando
Scoppetta: “Por impacto se entiende una dimensiéon de los resultados de la politica, el plan o
programa. Con la evaluacion del impacto en particular se busca saber si se produjeron los efectos
deseados en las personas, hogares e instituciones” [42]. En este caso, el aislamiento puede tomarse
como un plan o programa por parte de la salud ptblica, por lo tanto se genera un costo en el impacto

de la salud con unas repercusiones en el &mbito social y econémico [44],

T
J(u) = / (b1 E + boI + bzu®)dt, (8.2)
0

donde by y by representan costos sociales los cuales dependen del niimero de infecciones por influen-

za, mientras que bsg representa un peso relativo asociado con la implementacion del control.

Definimos las condiciones de frontera tomando tg = 0 para la condicién inicial y t; = T tiempo

final fijo, de la siguiente manera:

z(0) = xz
x(T) = a1,

t = f(z,u)

=(0) =0 (8.3)
x(T) = x1

J(u) = [ (01E + boI + byu?)dt.

Donde f(z,u) es la parte derecha del sistema de ecuaciones diferenciales con el control aplicado

definido en (8.1) y J(u) es la funcién a optimizar.
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8.2. Existencia del control 6ptimo

En esta seccién se analiza la existencia del control para el modelo formulado en (8.1) haciendo

uso del siguiente teorema que se encuentra en (2.12).
Teorema 8.1. Suponga los supuestos de (2.21), luego L es continua y a demds se tiene:
1. F’" no vacio.
2. U es compacto.
3. S es compacto y ¢ es continuo sobre S.
4. F(t,x) es convexo para cada (t,x) que pertenece a E"1,
Entonces existe (x§,u*) que minimiza a J(xo,u) sobre F’.
Para la demostracién de existencia del control éptimo definido (8.3), primero se verifica que el

sistema (8.4) cumpla las condiciones dadas en la definicién (2,21).

Sea

p—BSE —kS+0R
ST —a(l-u)E—kE
fau) = | Py oall-w . (8.4)
a(l—uw)E—~I — kI
vyl —kR—0R
Proposicién 8.1.

(@5 u)] < er(1+ [a] + |ul).

Demostracién. Se suman las ecuaciones del sistema (8.1), donde se obtiene el siguiente resultado:

|f(z,2u)] = p—k(S+E+I1+R)
f@w)] = p— k()
Fau)| = u(l—zN)- (3.5)

Por el conjunto de invarianza definido en (6.1) se sabe que

y o<,
1

por lo tanto

cp=pu(l——=N)>0,
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sustituyendo ¢; en (8.5) se obtiene
[f(z,u)] = a.
Como ¢ (Jz| + |u|) es mayor que cero, entonces
[f(z,u)] < et elfz] + [u]).
Proposiciéon 8.2.
|f(z,u) — fy,u)| < ol —y|(1 + |u|) para todo t € BY;z, y € E" y u € U.

Demostracién. Como f es C*(Q), entonces por el lema (2.1), f es localmente lipschitz en € , es

decir existe una constante co > 0 tal que

[f(z,u) = fy, u)| < calz —yl,
se sabe que 1 + |u| > 1, por lo tanto,
(2, u) = fy,u)| < calz —y|(1 + [u]).
En segundo lugar se prueba los supuestos del teorema (8.1).
Proposicién 8.3. F’ es no vacio.
Demostracién. Por la de definicién (2.22) se define a F” de la siguiente manera
F' = {(xp,u) € Q x U/x es una solucién de &, z(t) = to},

sea

definido de (8.3).

Para demostrar que F’ es no vacio, se toma el conjunto formado por los puntos interiores de Q

denotado como §2°, se considera el punto (xo,0). Evaluando (x,0) en (8.6) se obtiene

&= f(z)

o (8.7)
T = Xy.

Se puede notar que f € C'(Q°) por ser derivable y continua, entonces por el Teorema de existencia

y unicidad (2.2) existe una tnica solucién z(t) que es solucién al PVI del sistema (8.7). Como el
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interior de Q° C Q entonces (z¢,0) € Q x U, por consiguiente (z9,0) € F’ por lo tanto F’ no es
vacio.

Sea v(t) una funcién de control continua a trozos y acotada definida de la siguiente manera

)] < ¢
0 < v(t)<ec
0 < @ <1, (8.8)
c
sea u(t) = ict), reemplazando en (8.8) se obtiene
0 < w(t) <1,

por la definicién (2.8), (2.6) se define a U y % de la siguiente manera

% = {u:0<u(t) <1}
U {u(t) e R/uec,te0,T]}.

Proposicion 8.4. U es compacto.

Demostracion.

U = {ueR/ue%,tel0,T)}
= {u(t) eR/0<u(t) <1,t€]0,T]}
= [0,1].
Por lo tanto U es cerrado y ademas es acotado, por el teorema (2.6) U es compacto.
Continuando con la demostracién se tiene la siguiente proposiciéon

Proposiciéon 8.5. S es compacto y ¢ es continuo sobre S.

Demostraciéon. Se define a ¢ en base a las definiciones (2.7) y (2.10) tomando como condiciones
iniciales lo siguiente:

g = (S°E°%I°RY)

z = (SYLELI' R
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de ahi que

(J(xo, U) = ttlo(clE + ol + c3u?)dt
to

S(to) — S°

E(to) — E°

I(tg) —I°

o(to, t1,x(to), x(t1)) = (8.9)

R(ty) — R°

S(ty) — St

E(t;) — E!

I(ty) —1IY

R(t1) — R,

y sea S definido de la siguiente manera
S = {(to,t1,z(t0), z(t1)) € R'%/¢i(e) = 0,i=2,...,10},
como ¢ es una funcién polinémica, entonces ¢ es continua sobre S.
Por ultimo se necesita probar que:
Proposicién 8.6. F(t,z) es convexo para cada (t,z) que pertenece a E"+1,
para esta demostracion se hace uso del siguiente corolario.
Corolario 8.1. En el teorema (2.12), la suposicion 4 puede ser remplazada por:
Ues convezo y f(t,x,u) = a(t,x) + b(t, z)u.

Demostracién. Se puede probar que U es convexo haciendo uso de la definicién (2.18), sea z, y

en U ytel0,T], se debe demostrar que z estd en U, donde z se define como:
z=tx+ (1—-1t)y, (8.10)
aplicando la norma a (8.10) se tiene que
2] =tz + (1= t)y| < [te]+[(1 =)yl < tf[z] + (1 -]yl
pero z,y € U, entonces
2] <t+1-t=1,

por lo tanto z € U y U es convexo.
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Sea f(x,u) definido en (8.4), se lo reescribe de la siguiente manera

p—BSE —kS+0R 0
SL —aFE —kE E
faw = | v +
aF —~I — kI —uF
v — kR —6R 0
p—BSE —kS+0R 0
L _ o E—
_ BS4 —aE —kE o E
aF —~I — kI -F
~vI — kR —6R 0

= a(z)+ b(z)u,
por lo tanto queda demostrado la cuarta condicion del teorema (8.1).

Por las proposiciones (8.3), (8.4), (8.5) y (8.6), entonces existe (z{;, v*) que minimiza a J(xg, u)
sobre F'.

8.3. Deduccién de una solucién 6ptima

En esta seccion, haciendo uso del principio de Pontryagin y la minimizacién del indice de ren-

dimiento se buscan las condiciones que se necesitan para el control u del sistema (8.4).

Sea
r = f(x,u), (8.11)

con condiciones inicial z(ty) = zo y final xz(¢1) = x; con una funcién de coso J con el control wu(t)

una funcién continua a trozos definida en [0, 1].

Remplazando la integral de costo definida en (8.2) por una nueva variable L donde satisface la

ecuacion
L = biE+b+ b3u2, (8.12)

con condiciones de frontera Lo =0y Lx = J.
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Sea Z el vector extendido de la forma Z = (Z1, Za, Z3, Z4), se define el Hamiltoniano (H) de la

siguiente manera
H = L+ Zz, (8.13)
reemplazando (8.11) y (8.12) en (8.13) se obtiene
H = bWE+bl+bsu?+ Z1S+ ZoE + Z3] + Z4R
= biE+bol +bsu® + Zy(u — ﬂs% —kS+0R) + Zg(ﬂS% —a(l —u)E — kE)
+Z3(a(l —u)E —~vI — kI) + Zs(vI — kR — OR).

Donde Z es vector extendido de co-estado de dimensién n + 1 con las ecuaciones de co-estado
OH

=" 8.14
ax ? ( )
dado que H no depende de L, entonces (8.14) se lo puede escribir de la siguiente manera
. OH
Zo=0 7 =—— 8.15
0 y o (8.15)
Ahora se calcula el jacobiano a (8.4) obteniendo
J = : (8.16)
0 a(l —u) —(k+7) 0
0 0 0% (k+6)
por el principio de Pontryagin se tiene que Z = —Z.J es decir
(21722723724) — _(Z17ZQ7Z3724)‘]7 (817)
resolviendo (8.17) se obtiene que
Zo = 0
' I pSI BI  BSI
71 = Z1|\——-—=+k)—2
! ! (N e N N2
. ST ST
Zy = —ZlﬂN—2 + Zy <BN2 +a(l—u) —I—k:) — Zza(l —u)
. 8BS  pSI BS  BSI
Zs = Li|\——-——=—|—- % Z3(k Z
3 1<N e 2\ v~z )t 3(k+7) — Zuay

. ST
Zy = -7 (%4—9) + Z3

BS1
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por el principio de Pontryagin se define las condiciones de transversalidad

ZZ(T) =0 i:{17273a4},

como el problema de ecuaciones (8.4) tiene una solucién y un control éptimo entonces cumple las

condiciones del Principio Médximo de Pontryagin definidas en (2.27).

A partir de la condicién de optimalidad definida en (2.17) se tiene que

oOH
87 = 2b3u -+ OéZQE — OéZgE = 0,
u

despejando u de (8.18) se obtiene

Zs — Zo)aE
u = —( 3 2)04 N b3 7& 0.
2b3

Zi(T) = 0 i=1{1,2,3,4}.
Ademas, el control éptimo debe satisfacer las condiciones dadas (2.20)

0 si 2bsu + aZyFE — aZsE < 0;
= < S S si 2bsu+ aZsFE — aZsE = 0;
1 si 2bsu+ aZoFE — aZsE > 0.

otra forma de expresar a u* es

u" =min<{ 1, max O,W .
2b3

(8.18)

(8.21)

(8.22)
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8.4. Sistema optimal

El sistema optimal que describe como se comporta el sistema (8.1) estd definido como:

ds I

dE I

e 'BSN —a(l —u)E — kE.

% = a(l—u)E —~I —kI.

dR

& AT —KkR-4R.

o vl —kR—0R

. BI  BSI BI  BSI

Z = <N Nz th NNz

. ST ST

Z2 = —Z 5]\]2 —|—Z2 (5]\[2 —l—a(l )—l—k) —Zga(l—u).
. BS  BSI BS  BSI

Zs = Iy <N ~2 ) 2\ §y N + Z3(k +7) — Zu.
. ST ST

Jy = —7 <ﬁ]\72 +9> +Z2ﬁ]v72 +Z4(k2+9).

vt = min<1,maz O,W ,b3 #£0

2b3
rg = S,E,I_,R)
Z(T) = 0, i=1,234

8.5. Simulaciones numéricas del problema del control 6ptimo

En esta seccién se analizan numéricamente los efectos de la estrategia de control por aislamiento
para el modelo (8.1). Segun los informes recopilados en [9], el promedio de la poblacién de San Juan
de Pasto, en los tltimos 10 anos es de 420136 personas. Bajo el supuesto de un brote epidemiolégico

se tienen las siguientes simulaciones:

8.5.1. Simulacién 1

Se consideran las condiciones iniciales: Sy = 305100, Ey = 10000, Iy = 5000 y Ro = 500. Para
las soluciones numéricas, se plantea un escenario en el cual, el nimero de personas que nacen en un
dia es de = 20 y la tasa de mortalidad es de & = 0,00004. El contagio entre las personas es de un
50% (8 = 0,5) y de estas personas contagiadas el 80 % desarrolla la enfermedad (« = 0,8). Ademis,
se supondra que el 40 % de las personas se recuperan diariamente (v = 0,4) y que solo el 5% de

ellos pierden inmunidad (6 = 0,05). En este caso, el nimero reproductivo bésico sin implementar la
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estrategia de control es Ry = 1, 25; es decir, que cada persona infectada contagia aproximadamente

una persona por dia.

En la Figura (8.5.1) se muestra el comportamiento de las poblaciones de personas susceptibles,
expuestos, infectados y recuperados sin implementacién del control (linea continua) y con imple-
mentacién del control (linea punteada), mientras que la Figura (8.5.1) muestra el comportamiento
de la variable de control con respecto al tiempo. Particularmente, La Figura (8.5.1) muestra que el
control implementado permanece en la cota superior de 100 % durante el periodo total de imple-
mentacion de la estrategia, y el ultimo dia decrece instantaneamente hasta alcanzar la cota inferior
de 0%.

3.2 : : : : : : : : : 16 : : : : : : : : o
e
1al mamm |
- -
-
12t L7 1
2 o i "
2 2 .
2 g 1 1
3 &
0.8 1
0.6 — ]
2 , , , , , , , , , 04 , , , , , , , , ,
0 2 4 6 8 0 12 14 16 18 20 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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12000 5¢ 1
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4000 1r @ mmmmmmmmm i
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2000 0 ! . . . . . . . .
0 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Figura 8.1: Comparacion entre el comportamiento de la poblacién sin la implementacién del control

(linea continua) y con la implementacién del control (linea punteada).
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Figura 8.2: Control respecto al tiempo.

8.5.2. Simulacién 2

Se considera las condiciones iniciales: So = 360000, Ey = 35000, Iy = 17500 y Ry = 700. Para las
soluciones numéricas, se plantea un escenario en el cual, el nimero de personas que nacen en un dia
es de = 39 y la tasa de mortalidad es de k = 0,00004. El contagio entre las personas es de un 60 %
(8 = 0,6) y de estas personas contagiadas el 75% desarrolla la enfermedad (o = 0,75). Ademads,
se supondréa que el 45% de las personas se recuperan diariamente (v = 0,45) y que solo el 10 % de
ellos pierden inmunidad (6 = 0,10). En este caso, el nimero reproductivo bésico sin implementar la
estrategia de control es Ry = 1,0; es decir, que cada persona infectada contagia aproximadamente

una persona por dia.

En la Figura (8.5.2) se muestra el comportamiento de las poblaciones de personas susceptibles,
expuestos, infectados y recuperados sin implementacién del control (linea continua) y con imple-
mentacién del control (linea punteada), mientras que la Figura (8.5.2) muestra el comportamiento
de la variable de control con respecto al tiempo. Particularmente, La Figura (8.5.2) muestra que el
control implementado permanece en la cota superior de 100 % durante el periodo total de imple-
mentacion de la estrategia, y el ultimo dia decrece instantaneamente hasta alcanzar la cota inferior
de 0%.
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Figura 8.3: Comparacion entre el comportamiento de la poblacién sin la implementacién del control
(linea continua) y con la implementacién del control (linea punteada).

09k =

Figura 8.4: Control respecto al tiempo.

Nota 8.1. Las soluciones numéricas se realizaron el con software MATLAB con licencia nimero

1081117.



Conclusiones

En este trabajo se formulé y analizé un modelo matema&tico deterministico para la transmisién
de la influenza A aplicado a la ciudad de San Juan de Pasto (Narino). Dado que la presencia de la
influenza, en particular en la ciudad de Pasto, estd ligada a factores ambientales (cambios abruptos
de clima en un dia), conductuales del humano (uso de medidas de proteccién personal), y socio-
econdémicos, entonces tales factores deben tenerse en cuenta para la formulacién e implementacién de
estrategias de control adecuadas. Prevenir el contagio con el virus de la influenza requiere de un en-
foque multifacético. La diseminacién del virus de la influenza se puede producir entre los pacientes,
personal de salud, y las visitas a centros hospitalarios. Segun [39] las principales estrategias de pre-
vencion para la influenza son: administracién de la vacuna contra la influenza, implementacion del
protocolo para la higiene respiratoria y el manejo de la tos, implementacién de medidas de control
de ingenieria y ambiental de la infeccién, y el aislamiento de pacientes. Esta ultima estrategia puede
ser entendida como el conjunto de procedimientos que permite la separacién de pacientes infectados
de los huéspedes susceptibles, durante el periodo de transmisibilidad de la enfermedad, en lugares
y condiciones tales que permitan cortar la cadena de transmision de infecciones de acuerdo a la via
de transmisién de los patégenos involucrados [5]. La exitosa implementacién de no solo muchas,
sino de todas, estas estrategias dependen de la presencia de las claras politicas administrativas y el
liderazgo organizador que promueven y facilitan la observancia de estas recomendaciones entre las
personas dentro del &mbito de cuidados de la salud, incluso los pacientes y las visitas [39].

Por tales razones en el presente trabajo se considerd el aislamiento como la tUnica estrategia
de control a implementar en el modelo matematico. El andlisis cualitativo del sistema de ecua-
ciones diferenciales, reveld la existencia de tres soluciones de equilibrio: una solucién de equilibrio
libre de infecciéon Py donde solamente existen individuos susceptibles, y una solucién de equilibrio
endémica P; en la cual coexisten las poblaciones de individuos susceptibles, expuestos, infectados
y recuperados. Una solucién de equilibrio epidemiolégicamente interesante P, se obtuvo cuando la
poblacién de individuos infectados alcanza un valor umbral maximo (I = I*) en la cual la poblacién
de individuos susceptibles se extingue completamente, indicando una epidemia global en Pasto. Las
condiciones de estabilidad de dichas soluciones de equilibrio se obtiene en términos del nitimero
reproductivo bdsico (Rp), indicando que si Ry < 1 la solucién de equilibrio libre de infeccién Py es
local y asitoticamente estable, caso contrario es inestable.

La estabilidad asintotica del equilibrio endémico P» no depende de Ry, y logré probarse que
siempre es local y asintoticamente estable en la region de interés bioldgico. Lo anterior enciende las
alarmas, pues controlar la enfermedad de influenza bajo el supuesto de que I = I* es realmente
complicado. Implementado la estrategia de control por aislamiento se planteé un problema de con-
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trol éptimo, y utilizando el Principio del Maximo de Pontriagyn se dedujo condiciones necesarias
para la existencia de una solucién 6ptima y control éptimo.

Los resultados numéricos del problema de control éptimo dan una luz a la emergencia causada
por la existencia de la soluciéon de equilibrio P,. Desde el punto de vista epidemioldgico, una epide-
mia de influenza a escala global en la ciudad de Pasto, puede ocurrir en una poblacién altamente
vulnerable a la enfermedad. Por tal razén en las soluciones numéricas del problema de control 6pti-
mo se planted estos escenarios. Los resultados en las dos simulaciones revelan que si se implementa
la estrategia de control por aislamiento durante 20 dias consecutivos se logra reducir el ntimero
de infectados hasta aproximadamente el séptimo dia y luego tiende a mantenerse constante el res-
to del tiempo, mientras que sin el control la poblacién de infectados en la simulacién 1, aumenta
aproximadamente hasta el dia 12 y luego tiende a disminuir, en cambio, en la simulacién 2, esta
poblaciéon aumenta considerablemente hasta el dia 5 y luego disminuye. Adicionalmente, los resulta-
dos numéricos revelan que para lograr un control costo-efectivo de la enfermedad de influenza en la
poblacién el control por aislamiento debe implementarse en su totalidad, esto es, aislar al 100 % de
los infectados durante los 20 dias de implementacién de la estrategia, ademads, en las simulaciones
1 y 2, la poblaciéon de expuestos al implementar el control crecen, por lo tanto la aplicacién del
control no es mas 6ptima.



Apéndice
.1. Desigualdad

g—%(l—Rl), (.23)

se reemplaza g definido en (5.12), en (.23)

q_('v+k)_1 vy B

- it _E(l_R1)7 (-24)

reemplazando ¢ definido en (5.6), en (.24) se tiene

(a+k)(y + k) (v + k) v B
ka (1= F) = « _1_m_ﬁ(1_R1)
(a+k)(y+ k) — P (v+E)(k+6)+alk+0)+ ay]
(1= F1) { ka } - [ a(k+0) ]
(a+k)(7+k)—ﬁa] _ B [(a+k)(’y+k)—ﬁa} B [(7+k)(k+9)—l—a(k:+9)+a7_
ka ! ka a(k+0)
(o + k) (v + k)0 + k) = Bo(k +0) — k(v + k)(k+0) — ka(k+0) —kay 5 (a4 k)(y+ k) — Ba]
ka(k + 0) " ka
a(y+k)(0 +k) —ka(k +0) —kay = fa(k+0) , [(a+k)(y+k) = Ba
ka(k +6) " ko
a7(9+k)—ka7—ﬂa(k+9)_R (a+k)(y+ k) — Pa
ka(k + 0) " ko ]
ay — fa(k +0) o [(a+k)(y+Fk)-fa
ka(k + 6) ! ko ’

en lo anterior, se reemplaza R; definido en (5.7)
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ayt — Ba(k +0) ( avyb ) {(a—kk)(’y—i—k)—ﬁa
ka(k +0) &+ 0)(k +a)(k +7) kol
ayd —Ba(k+6)  and a’~0p
ka(k + 6) ka(k+6) (k+0)(k+a)k+v)ka
—Ba(k +0) a?v083

ka(k+0)  (k+0)(k+a)(k+ )k

.2. Estabilidad del equilibrio endémico

a1>0

I
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a1a2
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pI pI
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ag >0

BI 35 BI
(@t k) +k(a+ k)| (k+7)(k+0) —ak(k+0)— —ar05 >0

pI BS BI
@+ Rk +7)(k+0) + k(a+ k) (k+7)(k +0) — ak(k + ) 5= —ard—< >0

I
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38
ka(k+9)N >0

.3. Estabilidad del punto de equilibrio P,

a; >0
(h+7+9+4k‘+0z)>1

aias —ag >0
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Para verificar que (ajas — as)ag — a%a4 > (, solamente es necesario efectuar las siguientes
operaciones: nm — op y nrs — w para poder cancelar los términos negativos

nm—op =
(h+y+0+4k+a)(h+k)(a+Ek)(y+E)O@+k) [at+y+0+3k—(h+vy+0+4k+a)
(h4~+ 044k +a)(h+ E)(a + k) (y + k)0 + k)(=h — k)

w

(h+y+0+4k+a)(h+k)(h+k) [(a+v+0+3k—(y+ k)]
(h+~+0+4k+a)h+k)(h+k)[(a+0+2k)] >0

a4

(h+ k) (o + k) (v + k)(0 + k) — hav

horyk + hak(0 + k) + hk(y + k)0 + k) + k(a + k) (y + k) (0 + k)
hok(y +6 + k) + k(y+k)(k(a+ k) + h)

vV V. V. V
o o o o
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